Universidad de Sonora
Division de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matematicas

Teorema de Linealizacion de
Poincare

Tesis que para obtener el Titulo de Licenciado en Matematicas

presenta:

Mayra Alejandra Mazon Méndez

Director de Tesis:

Dr. Fernando Verduzco Gonzéalez

20 de Enero de 2010






Agradecimientos

A Dios por haberme permitido terminar satisfactoriamente este trabajo y darme

la fortaleza y la sabiduria necesaria.

A mi familia, por todo el amor, el apoyo y la confianza que siempre me brindan.

Gracias por estar conmigo y guiarme siempre por el buen camino.

Al Dr. Fernando Verduzco Gonzalez, por ser mi maestro, confiar en mi, orien-

tarme y dedircarme tiempo para sacar este trabajo adelante.

A Yofre Alexey Laborin, por el carino y los sabios consejos que siempre me brin-
da. Gracias por estar siempre en el momento indicado y permitirme formar parte de

tu vida.
A mis amigos Carmen, Alejandra, Maria Antonieta, Lupita, Sandra, Nadia, Car-
los, Dupret, Adrian y Oscar, por ser como son, apoyarme en las buenas y malas y

brindarme el carino que solamente los amigos pueden dar.

A mis sinodales, Dr. Fco. Armando Carrillo Navarro, Dr. Daniel Olmos Liceaga

y M.C. Horacio Leyva Castellanos, por revisar y corregir este trabajo.

Deseo agradecer también el financiamiento obtenido mediante CONACY'T.



Indice

Introduccién

1 Preliminares
1.1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales . . . . . .. ... ... ... ..
1.2. Espacios Vectoriales. . . . . . . . .. .. oL
1.3. Matriz asociada a una transformaciéon . . . . . . . . . . . .. .. ...

1.4. Propiedades de las Matrices . . . . . . . .. ... .. ... ...
2 Teorema de Linealizacion de Poincare

3 Caso de estudio
3.1. Casos particulares . . . . . . . . . ...
311, Cason =2 . . . ..
3.1.2. Cason=3 . .. ...
3.13. Cason=4 . ... ...

3.2, Casogeneral . . . . . . ...
4 Conclusiones

Bibliografia

10
14

23

37
37
38
42
47
20

55

57



Introduccion

En problemas de la vida cotidiana dificilmente se pueden encontrar soluciones a los
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales ya que los métodos que conocemos
son pocos comparados con los métodos para encontrar soluciones a los sistemas li-
neales. Por tal motivo, muchas veces se busca encontrar la forma normal del sistema
de ecuaciones para poder dar una aproximaciéon a la solucién real del sistema o por
lo menos saber el comportamiento local del problema. Si la forma normal del sistema
de ecuaciones diferenciales es lineal, se dice que se linealiz6 el campo vectorial alre-
dedor del punto sobre el cual se estd trabajando y si esto sucede, se puede estudiar
facilmente el comportamiento local del sistema ya que existe mucha teoria alrededor

de este tipo de sistemas de ecuaciones.

Inicialmente Henri Poincare en su tesis titulada ”Sur les propriétés des fonctions
définies par les équations aux différences partielles [1]”publicada en 1879, estudié la
linealizacion de un campo vectorial alrededor de un punto de equilibrio, a través
de la existencia de soluciones analiticas de ecuaciones en derivadas parciales casi
lineales de primer orden. En particular, descubrié que cuando los exponentes ca-
racteristicos del punto de equilibrio de un campo vectorial analitico de dimension
arbitraria cumplian una condicién algebraica, llamada condiciéon de no resonancia,
junto con una condiciéon geométrica, entonces existe un cambio de coordenadas al-
rededor del punto de equilibrio que lo transforma simplemente a su parte lineal, que
es de lo que trata el Teorema de Linealizacién de Poincare que se estudia en este
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trabajo.

En general, este trabajo desarrollara un caso particular del sistema que se men-

ciona en el Teorema de Linealizacién de Poincare.

Normalmente en los libros se demuestra que la condicién de no resonancia se
cumple cuando los valores propios de la matriz correspondiente a la parte lineal
del sistema son distintos y mencionan que este resultado es valido también aunque
dicha matriz no tenga valores propios distintos. Fue de éste hecho donde nacio el
interés de estudiar las condiciones que debe cumplir la matriz correspondiente a la
parte lineal del sistema para que exista un cambio de coordenadas que lo transforma
simplemente a su parte lineal cuando dicha matriz tiene solo un valor propio con

multiplicidad; que es el problema que se desarrolla a lo largo de esta investigacion.

El trabajo que se presenta se ha dividido en las siguientes partes: En el primer
capitulo se presentan conceptos bésicos y resultados importantes que se utiliza a
lo largo de la demostracién del Teorema de Linealizacion de Poincare la cual se
desarrolla en el segundo capitulo asi como también en el caso particular que se
estd trabajando en esta investigacion; mientras que en el tercer capitulo se estudia el
caso particular (matriz donde la parte lineal del sistema tiene un solo valor propio con
multiplicidad) y se presenta el Teorema que menciona las caracteristicas que debe
cumplir el sistema no lineal para que exista un cambio analitico que lo transforme
simplemente a su parte lineal, para después finalizar exponiendo las conclusiones de

esta investigacion.



Capitulo 1
Preliminares

Para este trabajo es necesario recordar ciertos conceptos y propiedades que se
estudian en los cursos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Algebra Lineal. Por

tal motivo se incluye este capitulo.

1.1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Si una ecuacion contiene derivadas ordinarias de una o mas variables depen-
dientes con respecto a una sola variable independiente, entonces se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria, donde la derivada o la diferencial de mas alto orden
determina el orden de la ecuacién diferencial.

Hay muchas formas de clasificar a las ecuaciones diferenciales, pero para nuestro

analisis es conveniente clasificarlas en lineales y no lineales.

Definicién 1 Una ecuacion diferencial ordinaria es lineal de orden n si tiene la

forma:

4o +a1(x>% —FG,Q(QT)?J = 9(17)

Es decir, la variable dependiente y todas sus derivadas tienen exponente uno y ca-
da coeficiente ao(x),a1(x),...,a,(x), g(x), depende solo de x. Si no se cumple lo

anterior se dice que la ecuacion diferencial es no es lineal.

dz
dt

Ejemplo 1 =z + 1t es una ecuacion diferencial lineal; mientras que % =z +
22 — 27 +sinx es una ecuacion diferencial no lineal.
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Un sistema homogéneo de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

esta dado por

T1 = anay + apTe + ajzxrs + -+ ap,
Ty = Q171 + Q22T + Ag3%3 + -+ - + Aon Ty,
1:3 = as31T1 + a32T9 + a33T3 + -4 A3n,Ty
Ty = Gp1T1+ ApaT2 + Ap3T3 + ++ + AppTy

en notacion matricial se expresa como

T = Az
donde A es la matriz de coeficientes
a;ix a2 aiz -+ Aip
a21 Q22 Q23 -+ A2y
A= 31 Qg2 Q33 - QA3p
Ap1 Ap2 Ap3 - Ann
v x = (21,79,23,...,2,)7 es el vector de las funciénes incégnitas.

1.2. Espacios Vectoriales

Los conjuntos (no vacios) en donde estan definidas ciertas operaciones cumplen
propiedades las cuales utilizaremos a lo largo de este trabajo, por tal motivo en esta
seccién se mostrara la definicién de espacio vectorial y veremos un ejemplo que nos

ayudara mas adelante a comprender mejor el Teorema de Linealizacion de Poincaré.
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Definicién 2 Un espacio vectorial es un conjunto V (no vacio) donde estin defini-
das dos operaciones (la suma y el producto por un escalar) sobre un campo F que
satisfacen las siguientes propiedades:

Sean u,v,w € V, ya,b € F, respectivamente:
1. u+(v+w)=(u+v)+w
2. v+w=w+v

3. Existe un elemento 0 € V, llamado vector cero o nulo, de forma que v+0=v

para todo v € V.

4. Para todo v € V, existe un elemento -v € V, llamado elemento inverso de v,

de forma que v+(-v)=0.
5. a(v+w)=av+aw
6. (a+b)v=av+bv
7. a(bv)=(ab)v

8. 1v=w, donde 1 es la identidad multiplicativa en F

Ejemplo 2 Consideremos el siguiente conjunto de polinomios homogéneos de grado

dos en dos variables
P23 = {alm%_’_aa'rll?+a3x%|al7a/27a3 S R} (].].)

Demostraremos que es un espacio vectorial. Observe que el vector nulo es p(z) =0
y el elemento inverso es —p(x) = —a12? — asw179 — azwa. Las operaciones suma y

multiplicacion por escalar son las operaciones usuales en el conjunto de funciones.



En general, el conjunto de todos los polinomios homogéneos de grado r en n

variables es un espacio vectorial.

r+n—1

1 1 .
P, ={arzi+ax| wot - Hag_1xn17, Hagx,|a; €R, parai=1,... k= C"]

Ejemplo 3 El conjunto de campos vectoriales en R3 cuyas entradas son elementos

del conjunto P2
a17% + a1 + 373 + a4ToT3 + a5TH + agT1T3

H; =S h:R® = R*|h(x) = 0122 + by 19 + b33 + byxoms + bsws + bewis |
C102 + com 1Ty + C3T3 + 4T3 + C5T3 + CoT1T3

a;,bi,c; E R parai=1,2,...,6}
también es un espacio vectorial.
Ejemplo 4 Sea
H ={h:R" = R"|h=(hy,....,h,)"  hy €P", parai=1,...,n}

Verificar que H] es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros reales.

Sean u = (p17p27 s >pn)Tav = (q17 qz, - - 7Qn)T7 w = (rla T2,... 7rn)T S H;; donde
Di, @i, i son polinomios homogéneos de grado r paratodai=1,2,...,nya,b,c € R

1.Asociativa

U+ (U+w) = \P1;P2;--- 7pn)T+ ((q17q27- e aQH)T + (7‘1,’[“2, s 7rn)T)
pl)p27"'7pn)T+ (g1 + 71,2 +T2,---,Qn+7"n)T
pl+QI+T17p2+QZ+T2>--->pn+Qn+Tn)T

T

(
(
(

= (pr+aqupet g P+ @) F (7))
((prsp2s s pn) "+ (@1 2s @) ) + (1172, 70)
(



1.2. Espacios Vectoriales 7

2.Conmutativa

vtw = (p17p27"'7pn>T+(q17q27"'7Qn)T
= (p1+aq,pe +QZ7---7pn+Qn)T = (g1 +p1, ¢ +p27-~~7Qn+pn)T

= (Q17Q27 s 7Qn)T + (pl7p27 s 7pn)T

= w—+.

3. Existe un elemento 0 = (0,0,...,0) € H], de forma que para todo v € H

U+O - (p17p27 s 7pn>T+<OJ 07 s 70)T = (p1+07p2+07 s 7pn+0>T - (p17p27 s 7pn)T =7.

4. Para todo v € V| existe un elemento —v = (—py, —pa, ..., —p,)’ € H’, llamado

elemento inverso de v, de forma que

U+(_U) - (p17p27"‘7pn)T+(_p17_p27"'7_pn)T

= (pl_Q17p2_q27'--7pn_Qn>T: (0707'-'70)T:O'

5.Distributividad

CL(’U—FU]) = a((q17QQ7"'7qn)T+(T17T27"'7TH)T):a(ql+T17Q2+r27--~7Qn+rn)T

= (alqr+r1),a(qe +12),...,a(q, + Tn))T
= (aq +ary,aqe + ary, ..., aq, + CLTn)T

= (aql,aq2,...,aqn)T+(arl,arg,...,arn)T
- a(ql,qg,...,qn)T+a(r1,r2,...,rn)T

= av+ aw.



(a+bv = (a+b)(q, a2, )" = ((a+b)q, (a+b)ga, ..., (a+b)g.)"
= (aq1 +bq1,aq2 + bgs, . .., aq, + an)T
= (aq1,aqs,. .. ,aqn)T + (baqr, bgs, - . . ,bqn)T

= @(CILQ% tee >qn>T + b<q17QQ7 s 7Qn)T

= qv -+ bo.

a(bv) = a(b(q,qo,- .. ,qn)T) = a(bqy, bg, . . . ,bqn)T
= ((ab)qu, (ab)qa, . .., (ab)g,)”

= (ab)(q1,q2s- .-, qn)"
= (ab)v.

8. Existe 1 € R tal que

lv = 1(q17(.727~~-7Qn)T:((1)QIa(1)q?>"'v<1)qn)T

= (QI7q27"'7Qn)T:U

Por lo tanto tenemos que H, es un espacio vectorial O

Este espacio sera de vital importancia a lo largo de esta investigacion.

Sea V' un espacio vectorial y sean vy, vs, . .., v, elementos de V. Diremos que vy, v, ..., v,
generan a V' si, dado cualquier elemento v € V', existen nimeros aq, as, ..., a, tales
que

a1V + agvy + - - - + ayv, = v, (1.2)

donde al miembro izquierdo de la expresion (1.2) es llamada una combinacién lineal

de los elementos vy, vs, ..., Uy,.
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Definicién 3 Sea V' un espacio vectorial y sean vy, vs, ..., v, elementos de V. Dire-
mos que vy, vs, ..., U, son linealmente dependientes si existen nimeros ay,as, ..., Gy,

no todos iguales a 0, tales que

a1v1 + aguy + - - + a,v, = 0.

Si no existen tales numeros, entonces decimos que vi, Vs, ..., v, Son linealmente

independientes.

En otras palabras, los vectores vy, vs, . . ., v, son linealmente independientes si, y s6lo

si, se satisface la siguiente condicién: Sean aq, as, ..., a, numeros tales que

a1V + QU9 + + -+ + ApU, = 0.

entonces a; = 0 para todo ¢t =1,2,--- ,n.
Si los elementos vy, vy, ...,v, de V generan V' y ademads son linealmente indepen-
dientes, entonces se dice que {vq,vs,...,v,} es una base de V.

Todas las bases de un espacio vectorial V' tienen el mismo niimero de elementos, al

que se le llama dimension del espacio vectorial.

Ejemplo 5 Demostramos que P3 = {a12? + asx175 + azx3lar, as,a3 € R} es un
espacio vectorial. Una base para dicho espacio es By = {x%, x12q,23}. Claramen-
te x3, 1129, 73 generan a todo Pi y ademds a1z} + asr1To + azxrs = 0 si y solo si

tod decir, x3 3 unto linealmente indepen-
ay, as, az son todos ceros, es decir, xy,r1x2, x5 €s un conjunto linealmente indepen
diente. Ademds, como la base contiene 3 elementos, entonces el espacio vectorial P3
es de dimension 3. En general el espacio vectorial P!, tiene dimension C: "1 y una

base es el conjunto

ro__ r r—1 r
By ={z}, 27 xe,..., 2} }.



Ejemplo 6 Observemos que el conjunto

(
2 2 2

Y1 Ya Y3 Y192 Y1Ys Y2Ys
B = o .l o . o], o |. | o [.] oo,
[\ o 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
yi || v Y3 vy || vy || veus
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0o |.] o 0 o .| o .| o
yi Ys Y3 Y192 Y193 Y2y3

es una base para HZ, cuya dimension es 18.

En general podemos calcular la dimensién del espacio H, ya que tenemos que

la base de los polinémios homogéneos de grado r tiene C"*7~! elementos y como
estamos trabajando con campos vectoriales en R™ donde la dimensién es n, esto

implica que la base B! tiene nd(r,n) elementos, donde

§(r,n) = Crtrt, (1.3)

1.3. Matriz asociada a una transformacion

En esta parte, veremos como puede asociarse una matriz a una transformacién
lineal, en particular, a un Operador Lineal. Esta asociacién, resulta ser de gran
interés ya que usando dicha correspondencia el estudio de nuestro problema, el cual
se basa en analizar cuando un operador lineal es invertible, se reduce a investigar
cuando el determinante de una matriz triangular es distinto de cero, que es “mas

facil” de estudiar por las caracteristicas de estas matrices.
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Definicién 4 Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Una base ordenada B de

V' es una base en la cual se ha establecido un orden.

Asi, por ejemplo, la base ordenada H3 para el espacio vectorial H3 de los campos

vectoriales cuyas componentes son polinomios homogéneos de grado 2

yi Y192 Y1y Y5 Yay3 Y3
H = o, o |.] o .o ].| o [.,] of,

L\ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
vi || vy || wws [ w3 || wews |0 | w3 |
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
o1, o |, o |, o[, o |.| o (1.4)
y% Y1y2 NYys y% Y2Us3 3/:?

es una base ordenada donde el orden es el siguiente. Consideremos y™ = yi" y5"2y5"*
Bys = {m = (my,mg,ms)|(my, mg, ms) = (k1, bk — k1,2 — kg);  (1.5)

1{71:2,1,0yl€2:2,...7k1}

Observe que se cumple my + mq + m3 = 2 vy ademés también se cumple que m; > 0.

entonces podemos escribir la base ordenada
H; = {y™eili =1,2,3, m € Bys}

donde el orden de los elementos de la base esta determinado por el orden del conjunto
By 3y e; es la base canoénica de R".
Generalizando lo anterior, la base ordenada H,, para el espacio vectorial H, de los

campos vectoriales cuyas componentes son polinomios homogéneos de grado r es

H, ={yTe;|i=1...,n ,me B,,}. (1.6)



donde el conjunto B, ,, es el que se describe a continuacién

B,, = {m=(my,mg,--- ,my,)|m; =k —k;_yparai =1,..,n;

ki=r . kiiparai=1,....n—1;ky=0,k, =1},
con ) 7 my=rym;>0.

Definicién 5 Sea V' un espacio vectorial de dimensionn y BB = {e1,ea,...,e,} una
base ordenada de V. Si x € V, definimos el vector de coordenadas de x, respecto a B

como

[:C]B = (061,052,063, s 7an)T

donde se cumple: © = aeq + ages + azes + ... + ape,

En palabras, el vector de coordenadas de z es la n-ada que se forma con los coefi-

cientes de los vectores de la base, al escribir a x como combinacién lineal de ésta.

Ejemplo 7 Dado

2012
2y1y3 + ?J%

calcular su vector de coordenadas con respecto a la base ordenada H3.
La base ordenada H3 esta compuesta por los siguientes elementos
2 2 2 2
{yier, myzer, yiyser, yae1, Y2yse1, Y3€1, Yi€a, Y1Yaca, Y1Ysea,
2 2 2 2 2
Y2, Yoly3€2, Y3€2, Y1€3, Y1Y2€3, Y1Y3€3, Y2€3, Y2U3€s, Y33 }

donde ey, e, e3 son los elementos de la base candnica de R™, entonces el vector de

coordenadas de

q(y) = 2(y1y2€1) + (y7ea) — 5(y3e2) + 2(y1yses) + (y3es)
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con respecto a la base H3 es
[a(y)]3z = (0,2,0,0,0,0,1,0,0,0,0,-5,0,0,2,1,0,0)"

Supongamos ahora que tenemos By = {uy,...,u,} v By = {wi,...,w,} bases
ordenadas para V' y W respectivamente, y sea T : V — W una transformacion
lineal. Para cada u; € B;, podemos calcular el vector de coordenadas de T'(u;) con
respecto a la base By e ir formando una matriz, con estos vectores de coordenadas

como columnas, es decir, si

T(UJ) = ai;jwi + Q2;W2 + a3;Ws3 + ...+ Ay W,

para cada j = 1,2,...,n. Entonces se forma la matriz:
aipn 0 Qip
By _
[T =
Am1 - Gmp

Definicion 6 La matriz asociada al operador lineal T ,respecto a las bases orde-
nadas By y Bs, es la matriz [T]gf descrita arriba. Cuando V=W, es decir, cuando
tenemos un operador lineal T y By es una base ordenada para V entonces la notacion
es [T, -
Ejemplo 8 Calcular la matriz asociada al operador lineal T : H? — HZ, con

T(Z/mei) =5y"e; —y™eiy

con respecto a la base ordenada H3 donde eq =0 y para i =1,2.

Recordemos que

Hg = {9%617 Y1Yye€1, ?J;@h yfe% Y1Ya€2, 9362}-



Aplicando el operador T" a los elementos de la base anterior obtenemos lo siguiente:

(?J161) = 5?/361

T(y1y2e1) = Syryeer

T(yze1) = Syser

(yl es) = 59362 - yfel

T(y1y2e2) = Syryzes — y1yaen
(yzez) = 59362 - y§€1

por lo tanto
5 0 0 -1 0 0
050 0 -1 0
0 05 0 0 -1
[T]Hg_

000 5 00
000 050
000 00 5

1.4. Propiedades de las Matrices

Teorema 1 Sea M € M, «, de la siguiente forma

A B
O C

donde A y C' son matrices triangulares de orden r y s respectivamente donde r+s =n

mientras que O y B son matrices rectangulares, donde O es una matriz nula entonces

detM = detA - detC
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Demostracion : Tomemos A y C matrices triangulares inferiormente de orden r y s

respectivamente
ayg e 0 bll bls
A B Ar1 - Gpp brl e brs
detM = det = det
O C O “e. O c11 O
0 0 Cs1 Css
nxn
ai ce 0 bll . bls
Q(y_ A(r—1)(r— br— b?"— s
— a,det (r—1)1 (r=1)(r—1) Y(r-1)1 (r—1)
0 0 C11 0
O O Cs1 Css
(n—1)Xx(n—1)
ey - 0
= Qpp Qp_1p—1--arrdet
Cs1 *° Cgs
SXsS
iy - 0
= detA - det
Cs1 Css
SXS
= detA - detC

Por lo tanto detM = det A - detC.

Analogamanete se demuestran los casos cuando A y C' son matrices triangulares



superiores de orden r y s respectivamente, y cuando A es una matriz triangular

superior de orden r y C' es una matriz triangular inferior de orden s a

Corolario 1 Sea M € M, una matriz triangular por bloques de la siguiente

forma

A Ag Arr
- 0 A Ay,
0 0 A

donde A;;,O € Msys para todo j,i = 1,2,...,r|i < j y cada A; es una matriz

triangular donde r X s = n mientras que O es una matriz nula. Entonces

i=1

Lema 1 Las matrices triangulares con elementos en la diagonal principal todos ce-

ros son matrices nilpotentes.

Demostracion:
Sea M, ., una matriz triangular inferiormente con elementos de la diagonal principal

todos ceros. Entonces
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0 0
a921 0
M = asy as2
Ap1  Gp2 An(n—1) 0 nxn
0 0 0 0
21 0 921 0
M? = asy as2 asr as2
Ap1  Gp2 Qn(n—1) 0 nxn Ap1  Gp2 Qn(n—1) 0 nxn
0
0 0
M2 b31 0
b41 b42
bnl bn2 b (n—2) 0

donde los b;; = > _, aipag;.

nxn

Notamos que M? es nuevamente una matriz nilpotente pero con la diagonal que esta

abajo de la diagonal principal con entradas todas cero.



Si seguimos con este procedimiento de multiplicar matrices llegamos a que

0 0
MF = !
C(k+1)1
Cnl Cn(n—k) 0 0

nxXn

para k < n y donde los ¢;; dependen de los términos a,; de la matriz M.
Entonces con esto ya podemos calcular la matriz M™.
Tenemos que M™ = M™ ' M y como con los calculos anteriores tenemos la forma de

M"™! podemos calcular M™

0 0 0 0
0 0 a91 0
MY = M™M= 0 0 az1 a3z
dpp 0 0 0 Gp1  An2 An(n—1) 0
nxn nxn
= (0)sn

donde el término d;,, depende de las entradas de la matriz M
Entonces M™ =0 = M es nilpotente.

Analogamente se demuestra cuando la matriz es triangular superior a
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Lema 2 Si M es una matriz triangular por bloques definida de la siguiente manera

A - - O
M:
O 0 . —I

donde A es una matriz invertible n X n. Entonces

A7 A2 A3 .. A"

O A!' A2 ... A-(-D

M= O O A1!' ... A2
O O o - AT

Primeramente tomaremos la matriz
A -1
0O A

M =
2nXx2n

donde A es una matriz invertible n X n, suponiendo que la inversa de la matriz

anterior es de la forma
Al B

O A

M~ =

nos queda encontrar la forma de B en término de las submatrices de la matriz M.

Entonces se debe de cumplir que

A -1 A~ B I AB—A"!
]\44]\4_1 = = - I2n><2n
0O A O Al @) 1

de lo anterior obtenemos que AB—A"!'=0= AB = A"! = B = A~2. Por lo tanto
A1 A2
0O Al

M=



Ahora haremos el siguiente caso

A -1 O
M=|0 A -I
O O A

3nx3n

donde A es una matriz invertible n x n del mismo modo que el caso anterior, su-

pongamos que la matriz inversa es de la forma

A' B, B,
M7t=| o 41! B
O O A

entonces nos queda encontrar la forma de las matrices By, By y B3 en términos de

las submatrices de la matriz M

A -1 0O Al B B,
MM = [ 0o A —I O A;' Bs
0O 0 A O 0 A
I AB,—A™' AB,— Bj
=] o0 I ABy — A~
O O I
IBnX?m

de lo anterior obtenemos las siguientes igualdades

ABl—Ail = O:>Ble72
ABg—Ail == O:>B;3:A72

ABQ—Bg = O:>BQZBgA_1:>BQZA_3
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por lo tanto

A—l A—Q A—3
Mt=1 0 A A7
O o0 Al

Con los casos anteriores podemos concluir que si tenemos

A —-I --- O
O A O
M p—
O O —1I
O O
knxkn
donde A es una matriz invertible n X n, entonces
A1 AT A3 L A~k
O A1 A2 ... A-k-D
M= O O A! ... A2
@] @) o - A1
knxkn

Lema 3 Silim, oo A" = 0, entonces [ — A es no-singular y

(T-A) ' =T+A+ A+ =) A"
k=0






Capitulo 2
Teorema de

Linealizacion de

Poincare

Dado un sistema no lineal

i = F),

conz € R" F :R" - R"y F(0) = 0, buscamos un cambio de coordenadas
x =1y + h(y) tal que el sistema en las nuevas coordenadas tenga la expresién “més
simple posible”.

Supongamos que el campo F' ha sido desarrollado en serie de Taylor alrededor del

equilibrio x = 0, y que, ademas, su parte lineal se encuentra en forma de Jordan,
Tt =Jr+ Fy(x)+ F3(x) + -+, (2.1)

donde F, : R®™ — R™ es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado r. Supongamos que el campo X posee términos no lineales de

grado r en adelante, con r > 2, es decir,
t=Jr+ F.(x)+ Frpa(x) + - - (2.2)
y considere el cambio de coordenadas cercano a la identidad

r=y+h.(y), (2.3)
23



donde h, : R® — R" es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado r. La idea es encontrar h, tal que, el sistema (2.2) en las
nuevas coordenadas no posea términos de grado menor o igual a r. Derivando (2.3)

obtenemos

i = y+ Dh(y)j
= (I + Dh.(y)) 9, (2.4)

n

pero Dh,(y) es no-singular ya que, si y ~ 0 se cumple lim, .o(Dh,.(y))" = 0y

ademas por el Lema 3 se tiene
(I+Dh(y))"" =1~ Dhi(y) + (Dh(y))* + -+ .
luego, de (2.4) se sigue que

y = (I+Dh(y) i
= (I —Dh(y)+ (Dh(y))" + - )(Jz + F(x) + Frpa(z) + )
= (I—Dh.(y)+ (Dh(y))*+ ) (J(y+ he(y)) + Foly + he(y))

+Ea(y+he(y) +--),

pero

Fo(y+h(y) = Fy)+DE@Wh(y) + -

Foa(y+h(y) = Fay) +--

luego entonces

gy = (I—=Dh(y)+ (Dh())* +---) (Jy+ Jhe(y) + F.(y) + DE.(y)he ()
+Fo1(y) +--)

= Jy+F(y) + Fa(y) + -+ Foa(y) + -, (2.5)
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donde

F(y) = F.(y)— (Dh(y)Jy — Jh(y)). (2.6)

Fyi(y) = DE,(y)h(y) — Dh,(y)F,(y) (2.7)

Observe que el cambio de coordenadas (2.3) tiene la propiedad de transformar (2.2)
en (2.5) sin agregar términos de orden menor a r. Veamos bajo que condiciones es
posible asegurar la existencia de h, tal que ﬁr = 0. Considere el espacio vectorial H
de los campos vectoriales cuyas componentes son polinomios homogéneos de grado

r,ysea Ly: H' — H el operador lineal dado por

LJ(hr(y)) = Dhr(y)Jy - Jhr(y)

Tal operacion se conoce como el paréntesis de Lie entre los campos vectoriales Jy

y h.(y). Basta probar que L; es invertible, ya que
F, =0 h(y) = L7 (F(y))-
Tenemos entonces el siguiente resultado

Proposiciéon 1 Si el operador Ly es invertible, entonces existe un cambio de coor-

denadas de la forma
r=y+h(y)
que transforma
&= Jr+ F.(z) + O(|z])

en

y=Jy+0(yl"")
donde

he(y) = L3 (Fo(y)).



Ahora bien, L sera invertible si y s6lo si todos sus valores propios son diferentes de

cero. Calculemos entonces sus valores propios. Supongamos que J es diagonal
A1

An

con \; € Rprai=1,2 ... ,n Sabemos por (1.6) que

H, ={yTe;|i=1....,n , meB,,}.

es una base ordenada para H,. Aplicando el operador L; a los elementos de esta

base obtenemos

Ly (y™e;) = D (y™e;) Jy — J (y™ei),

pero
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
nxn
)\1y1
Jy = ;

AnUn
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por lo tanto

D (y™e;) Jy

donde m = (my, ...

J(

= (m-A)yMe;,

M) Yy A= (A1,...,\n). Ademés

Yy o€

/\Zymez

A 0
Ai y™
An 0
0
Ay™
0



Tenemos entonces que

Ly(y™e;) = D(y™e)Jy—J(y™es)
= (m : )\) yre; — \yte;

es decir, y™e; es un vector propio de L; con valor propio

Luego, L serd invertible siy sélo si Ay, ; # 0 paratodam € B, ,, ytodai=1....,n.

Esto nos lleva al siguiente concepto,

Definicién 7 Diremos que la n — tupla de valores propios A = (A1,...,\,) €s re-

sonante de orden r si es posible encontrar una relacion entera de la forma
n
)\i = E mj)\j,
=1
para algin m € B,,, y algunat=1,...,n.

Observacion 1 Puede probarse que la expresion (2.8) también es vdlida para el

caso en que J no es diagonal.

Veamos como determinar h, tal que F,. = 0, es decir, determinar h, tal que

Expresemos h, y F, en términos de los vectores canénicos de H,
he(y) = ) hmay™e;
m,i

F(y) = ZFm,iym€i7
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con 7 m; = r, luego,

LJ(hr(y)) = LJ <th,z‘ym€i>
= th,z‘LJ(ymei)

m,i

Ahora bien, L;(h.(y)) = F.(y) si y sélo si

Fmi
=

Como los valores propios de J son no resonantes, la expresién anterior siempre tiene

(2.9)

sentido.

Tenemos entonces probado el teorema de linealizaciéon de Poincaré

Teorema 2 (Poincaré) Si los valores propios de la matriz J son no resonantes,
entonces el sistema no lineal

x=Jr+---
puede ser reducido al sistema lineal
y=Jy
por un cambio formal de coordenadas x =1y + ---.
Observacién 2 FEl cambio de coordenadas x = y + --- debe entenderse como una
serie formal, en donde no estamos interesados en la region de convergencia, la cual
puede ser vacia.
Ejemplo 9 Considere el sistema no lineal
31 + 327 — 23 30 x 3z? — 22
i = SR o b (2.10)
229 + 3x129 + 9x§ 0 2 T 3x129 + 9$%

Encontrar un cambio de coordenadas que transaforme (2.10) en un sistema lineal.



Primeramente calculemos la resonancia de los valores propios(A; = 3,Ay = 2). Vea-

mos si existen enteros no negativos my,mo tal que
A =miA +moXy donde mi+mo=r=mo=1r—my
entonces
3 = 3my+2(r—m)

3 = m1+2r

m; = 3—2r

como 7 > 2, entonces no existen enteros tal que A\ = miA; + mos.

Del mismo modo, veamos si existen enteros no negativos my, ms tal que
Ay =miA] +MaAy donde my+me=7r = me=1r—my

entonces

2 = 3m1 +2(7’ —ml)

2 = mi + 27’

m; = 2-—2r

y como r > 2, entonces no existen enteros tal que \; = miA; + maods.
Por lo tanto los valores propios son no resonantes. Entonces aplicando el Teorema
de Linealizacién de Poincaré tenemos que existe un cambio de coordenadas de la

forma:

T =y +ha(y) +hs(y) +---,

tal que el sistema (2.10) se reduce al sistema lineal

Y= y.
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Calcularemos hs(y). Sabemos que
32?2 — 22
Fy(y) = ' ’
3T129 + 9x§
entonces
3
F(20)1_3 = h(20)1 (20)(32>_3:1
Fona=0 = han1=0
—1
Fo2,1=-1 = hpg, 0,2)-(3,2) =3 =-1
Fo02=0 = hpen2=0
3
Faonz=3 = hang= 1,1)-(3,2) —2 =1
9
Fo22=9 = hoz2= (0,2)-(3,2) - 3 =9
por lo tanto
2 2
hi—Yy
ha(y) = b )
Y192 + 93
Al aplicar el cambio de coordenadas
v =y+ ho(y), (2.11)

tenemos un nuevo sistema en el cual no aparecen los términos cuadraticos. En ge-

neral, este cambio de coordenadas puede introducir términos cibicos en el nuevo

sistema. Veamos si este es el caso calculando los términos cubicos. Para ello utilice-

mos (2.7) con r = 2 y observando que ﬁg(y) = 0 obtenemos

6y — Sy1y2 — 18y3

ﬁ3(y) =
6y7ys + 45y1y5 + 1593



de lo anterior tenemos que (2.10) con el cambio de coordenadas (2.15) es:

i w 6y7 — 8yrys — 18y3
0 2 Yo 6y%y2 + 45y1y§ + 159y§’

Como vimos que los valores propios son no resonantes, entonces podemos encontrar
un hs(y), tal que el nuevo sistema no contenga términos cubicos, después un hy(y)

tal que el nuevo sistema no contenga términos de orden 4 y asi sucesivamente.

Ejemplo 10 Considere el sistema no lineal

3z, + 322 30 x 32
p=| T = S IR B (2.12)
To 0 1 To 0

Encontrar un cambio de coordenadas que transaforme (2.12) en un sistema lineal de

ser posible.

Primeramente determinemos si existe algin orden de resonancia de los valores

propios(A; = 3,\y = 1). Veamos si existen enteros no negativos mj,ms tal que
entonces

3 = 3m1+(7’—m1)
3 = 2mi+r

2m; = 3-—r (2.13)

como r > 2. Observemos que la tnica solucién que satisface la ecuacién anterior es

para r =3, m = (0,3) e i = 1. Por lo tanto el término resonante es

v

0

(2.14)
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Del mismo modo, veamos si existen enteros no negativos mi, ms tal que
AQZml)\l“f‘mQAQ donde mMmi+mMog =7 =My =7T—mM
entonces

1 = 3my+ (r—my)
1 = 2mi+r

2m1 = 1-r

y como r > 2, entonces no existe solucion.
Por lo tanto solo existe el término resonante (2.14). Entonces podemos encontrar un

cambio de coordenadas que transforma (2.12) en el sistema

. 30 (1 i
Y= ta
01 Y2 0
para alguna o € R.
Como la resonancia es de orden 3, si es posible encontrar un cambio de coordenadas

tal que el nuevo sistema no posea términos de orden 2, por tal motivo calcularemos

ha(y). Sabemos que

3y3
F2(y) =
0
entonces

F 3 = h = ; =

o= S CX U RCRTE
Faoni=0 = hup:1=0
F(0,2) 1=0 = h(0,2) 1=0
F(z,o),z =0 = h(z,o),2 =0
F(1,1),2 =0 = h(l,l),Q =0
Fo22=0 = hp22=0



por lo tanto

2
Y
ha(y) = '
0
Al aplicar el cambio de coordenadas
x =y + ha(y). (2.15)

tenemos un nuevo sistema en el cual no aparecen los términos cuadraticos. Veamos
cuales son los términos ctbicos del nuevo sistema, para ello utilicemos (2.7) con

r = 2 y observando que ﬁg(y) = 0 obtenemos

6y}
0

ﬁs(’y) =

de lo anterior tenemos que (2.12) con el cambio de coordenadas (2.15) es:

30 (0 6y}
_l’_
0 1 Yo 0

Y=

Obsérvese que al no existir los términos resonantes en nuestro nuevo sistema, po-
demos asegurar la existencia de un cambio de coordenadas que linealiza al sistema

(2.12). Calculemos h3(y). Sabemos que

~ 6y3
F(y) = 01 7

entonces

6

Fioou =02 heor = Gorm =3 !

Y hm,i = 0 para los otros casos, por lo tanto
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Entonces aplicando el cambio de coordenadas

r =y + ha(y) + hs(y),

transforma al sistema (2.12) en
(30 \
y = y+O(yl").
0 1

Teorema 3 (Poincaré-Dulac) Silos valores propios de la matriz J son resonan-

tes, entonces el sistema no lineal

t=Jr+---, (2.16)
puede ser reducido al sistema

g =Jy+w(y), (2.17)
por un cambio formal de coordenadas x =y + -+, donde w(y) consiste de todos los

monomios resonantes.

El sistema (2.17) es llamado forma normal de (2.16).






Capitulo 3
Caso de estudio

3.1. Casos particulares

En el capitulo anterior se analizé el caso cuando la matriz jacobiana de la par-
te lineal del sistema no lineal tenia todos sus valores propios distintos. Para este

capitulo analizaremos el sistema no lineal
t=Jr+ Fy(x) + Fs(x) + -+, (3.1)

donde F,. : R — R™ es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios

homogéneos de grado r y J es la siguiente matriz

Al 0
Al
J = A (3.2)
Al
0 A

que segun el Teorema de Poincare también se puede linealizar bajo ciertas condicio-
nes.
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3.1.1. Cason=2

En esta seccién mostraremos las condiciones que debe de cumplir la matriz J del
sistema no lineal (3.1) para eliminar los términos de orden r después de aplicarle el

cambio de coordenadas de la forma
=Y+ hr<y>7

donde h,(y) es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos
de grado 7.
Empezaremos desarrollando el caso cuando o € R?, donde el sistema no lineal tiene

la siguiente forma
) A
T = x4+ Fy(z)+ Fs(x) 4+ -+ Fo(x) + - . (3.3)

En el capitulo anterior, observamos que basta probar que L; es invertible para
asegurar que existe el cambio de coordenadas que andamos buscando. Empezaremos

aplicando el operador L; a los elementos de la base ordenada Hj,
H; = {ymez |Z = 1,2 ,m € Bng},

para obtener la matriz asociada a la transformacion y asi ver cuando el determinante

de dicha matriz es distinto de cero. Observe que

Ly(y™e;) = D(y™ei)Jy — J(y™es),
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pero
mi,m M2, m
D(ymel) — yly y2y ,
0 0
m 0 0
D(y 62) = )
mi,m M2, m
Y1 y Y2 y
Jy = Ayt + Yo |
AY2
entonces

D(y™e;)Jy = (—vy (Ay1+yz)+y—;y (Aya))es

n
m
= (M Ay™ 4+ maAy™ + y;w?/m)ei
1
donde my + my = r, con lo anterior
m m |, MYz
D(y™e;)Jy = (rAy™ + Y Jei.
para i=1,2. Ademas
m Ay™ m
J(y™ey) = = \y™e;
0
m ym m m
J(y™ey) = = \yMes +yTer
Ay™

por lo tanto
J(y™ei) = Ny™e; + yTeiq,
para ¢ = 1,2, con eg = 0. Tenemos entonces que

m
1y2ym)€i — (My™)ei — (¥™)ei

L;(y™e;)) = (ray™+
Y1

= ((r— DAy™ +myy™ b2 e, — (y™)e;_y.



Con esto, los elementos de la base ordenada Hj bajo la transformacioén son:

Li(yier) = ((r—Dyj +ry; " y2)es
(r—DAyier +ryi ' yaen
Li(yiper) = (=DM e + (r = Dyi*gi)es
(r— DAy yeer + (r = Dy g3
Li(ygster) = ((r=DAnys ' +y5)en
r—1DAyiys ler + yhe
Li(yse1) = (r—1)Ayses

r—1)Ayseq

r—1)Ayles +ry;- y2€2 — yier

Li(yi tyeen) = ((r— DAy tya + (r — Dyi%y3)es — yi~ yoes

r—2,2

(
(
(
(
Ly(yiea) = ((r—DXyj + 791 ya)es — yies
(
(
(r = DAy yaen + (1 = D)y “gher — Y1 yeer

Li(yyses) = ((r—DAays " +vh)es — yiys 'en

Li(ysez) = (r—1)Ayzea — yse

(
= (r—DAnys ‘ea +y5es — yiys e
(
(r —1)Ayses — ysen

Si llamamos ¢ a la matriz asociada a la transformacién se tiene que:

A —1
@ Ar2

b =
26(r,2)x256(r,2)

donde 6(r,2) esta definida en (1.3), I € Mj(r2)xs(r2) €s la matriz identidad y A,, es
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la matriz triangular inferior

(r—1)A 0
r (r—1)A
Ag = (r—=1) (r—=1)A ;
0 L (r=1A 5(r,2)x8(r,2)
parar = 2,3,.... Con esto, el determinante de la matriz ® se calcula de la siguiente

manera:
det® = (detA,5)* = (((r — DAY = (r — DPEDNBED) L ) N £ 0

Por lo tanto, L; es invertible si y s6lo si A # 0. Con esto probamos que existe un
cambio de coodenadas de tal forma que podemos linealizar el sistema no lineal (3.3)

en

' Al
Y= y. (3.4)
0 A

Veamos como calcular los h,.(y). Sim!, m2,--- , m°"™2 son los elementos del conjunto

ordenado B, » entonces podemos expresar a h,(y) de la siguiente forma:

le,l
Fm2,1
- A;zl A;22 Finsen g
he(y) = L; (o (y)) = ) |
O A;Q Fm172
Fm2,2

Fm§(2,7‘),2



Para obtener A, primeramente vamos a representar a la matriz A,, como suma de

dos matrices, tal como se muestra a continuacion:

1
Ao =(r—DNI+ ———M,
2 (T ) ( + (T _ 1)/\ 2)
donde
0 0
r 0
MTQ == 0 r—1 0
0 0 1 0
8(r,2)x4(r,2)

Ahora, como la matriz M, es nilpotente podemos obtener A}

A = ((r DA+ (ﬁwﬂ)) o ((r — 1A (1 + (ﬁ)Mm)l

— ; _; ; 2 L. i r
BRI ([ (A M +<<r—1>A>rM”)‘

3.1.2. Cason=3

Ahora pasemos al caso donde x € R3. Tenemos el sistema no lineal

A1 0
t=1 0 XN 1 |ze+F@+F@+ - +EF(x)+--. (3.5)
0 0 A

Al igual que en la seccién anterior empezaremos aplicando el operador L a los ele-
mentos de la base ordenada H} para obtener la matriz asociada a la transformacion

y asi ver cuando el determinante de dicha matriz es distinto de cero.

Ly(y™e;) = D(y™e;)Jy — J(y™e;)
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Entonces
A
D(y™e1) = 0 0 0 ,
0 0 0
0 0 0
D(ym€2) — %ym %ym %ym ,
0 0 0
0 0 0
D(y™e3) = 0 0 0 )
y
AY1 + Yo
Jy=| Ay +ys
AY3

esto nos lleva a

m m m
D(y™e;)Jy = (y—llym(kyl o) + y—;ym(kyz +y3) + y—;’ym(kys))ei

miYy2 m , M2Ys m
Y™+ y™)
U1 Y2

79

= (mAy™ + moAy™ +

donde my + mo + mg = r, entonces

m m , MiY2 .  M2Ys .,
D(y™e;)Jy = (ray™ + Y + ! )ei,



para ¢ = 1,2,3. Ademas

J(y™Mer) = 0 = AyPer,

J(y™ey) = My | = AyTes + yMe,

J(yTes) = y™ | = ATes +yTes

por lo tanto

J(y™ei) = Ay™e; + yTei
para ¢ = 1,2,3 con ey = 0. Tenemos entonces que

maYs m m m
+ s y™)es — (Ay™)e; — (y™)ei—r

— ((7’ o 1>>\ym + mlymlfl,m2+1,m3 4 m2ym1,m271,m3+1)6i . <ym)€i71

m
Li(y™e) = (rAy™ 4 202ym

Si aplicamos el operador L; a los elementos de la base ordenada Hj5 y acomodamos

los coeficientes en la matriz asociada a la transformacién que llamaremos ® se tiene:

As —I O
d=| o0 A5 —I
O O A

36(r,3)x35(r,3)
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donde I € M5, 3)xs(r3) €s la matriz identidad y A,3 es de la siguiente manera:

Cys O 0 0 e 0
Dops Ci3 0 0 - 0
0 D C. 0 e 0
Ay | '13 .23 |
0 0 0 - Coiy O
00 0 - Drag Gy 5(r,3)x(r,3)
con
Cis = M+ (r = 1)M56.2)x5(,2)
Dy — (7 — ) Ls6,2)x5(i.2) |
0
§(i4+1,2)%5(i,2)
parat=0,1,...,7.

Entonces el determinante de la matriz ® (por ser matriz trangular superior) se

calcula de la siguiente manera:

det® = (detAy3)® = (((r — DA)TDNE = ((r — DAPED £ 0o X £0

Por lo tanto, L; es invertible si y solo si A # 0. Con esto probamos que existe un
cambio de coodenadas de tal forma que podemos linealizar el sistema no lineal (3.5)

en

A1 0
y=10 X 1 |v. (3.6)
0 0 X



Veamos como calcular h,.(y). Si m!,m?, - ,m°3) son los elementos del conjunto

ordenado B, 3 entonces podemos expresar a h,(y) de la siguiente forma:

le,l
Fmé(r,S)’l
Ar_sl A;?,Z Ar_33 Fon1 2
h(y) =L (FE(y) =] O A A} :
O 0 Aj Frs3) o
Fm1,3
Fmé(r,3)73
Al igual que en el caso n = 2, la matriz
A ( DA + L M,3)
r = r— T Ny
’ (r—1A "7
donde
0 0 0 0 e 0
Dos My 0 0 e 0
0 D3 M 0 0
My = 13 22
0 0 0 M, 15 0
0 0 0 - Drag Mo 5(r3)x8(r,3)

es una matriz nilpotente. Entonces

AD) = ((7" — DA + (ﬁ)Mrg)) T ((r=1N~" (f + (ﬁ)Mﬂ")_l

S S (NN S VRS S U G G VRS PO
RRGEDY (I o Gt () )
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3.1.3. Cason=4

Por 1ltimo realizaremos el caso donde x € R*, para después pasar al caso donde

z € R™. Tenemos el sistema no lineal

r+Fy(x)+ -+ Fo(r)+-- . (3.7)

o O O X
S O > =
S > = O
> = O O

Haciendo los mismos célculos anteriores obtenemos que

Lj(ym€i> _ ((7, o 1)>\ym +m1ym1—1,m2+1,m3,m4 +m2ym1,m2—1,m3+1,m4

+m3ym1,m2,m371,m4+1)ei o (ym)eii1

Si aplicamos el operador L; a los elementos de la base ordenada #H) y acomodamos

los coeficientes en la matriz asociada a la transformacién que llamaremos ® se tiene:

Ay -1 O O
O A4 —-I O
O 0 Ay -1
O O 0 Ay

donde I € M5, 4yxs(r4) €s la matriz identidad y A,4 es de la siguiente manera:

Cos O 0 0 e 0
Dy, Ciy 0 0 “e e 0
0 Dy C 0 e 0
AT4 _ 14 24
0 0 0 - Coig 0
0 0 0 T DT—1,4 Cr4

8(r,4)x8(r,4)



con

Ciu = M+ (r = 1)M503)x5(,3)
D — ( ) 5(i,3)%6(:,3) |

0
5(i41,3)x8(4,3)

parat=0,1,... 7.
Entonces el determinante de la matriz ® (por ser matriz triangular superior) se

calcula de la siguiente manera:

det® = (detAns)* = (((r — DA = ((r = DR L0 o X #£0

Por lo tanto, L; es invertible si y solo si A # 0. Con esto probamos que podemos
encontrar un cambio de coodenadas de tal forma que linealice al sistema no lineal

(3.7) en

o O O >
(e e R
o > =) O
> = O O
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Veamos como calcular los h,(y). Sim!,m? --- | m®4) son los elementos del conjunto

ordenado B, 4 entonces podemos expresar a h,(y) de la siguiente forma:

le,l

Fsera
AL AR AR A Font
O A A} AY :
O O A} A} Fos0 5
O 0 0 A} :

Fm1,4
Fmé('r,4)’4
Al igual que en el caso n = 2 y n = 3, la matriz
1
Ay =(r— DA\ + ——M,
4 (7" ) ( + (7, — 1)/\ 4)
donde
0 0 0 0 e 0
Dy Mz 0 0 e 0
0 Dy M 0 0
M, = 14 .23
0 0 0 M,_13 0
0 0 0 D, 14 My

es una matriz nilpotente.

Entonces

AL = ((r ~ DA + (W>M4>> Sy (I M <m>M4)_l



3.2. Caso general

Con ayuda de los casos anteriores podemos pasar al caso general, es decir, cuando

x € R™ y ver cuando existe el cambio de coordenadas. Tenemos el sistema no lineal

Al 0
Al
&= A | t+ Fy(@)++ F() 4+, (3.9)
Aol
0 A

Haciendo los mismos calculos anteriores obtenemos que

Lj(ym€i> — ((7” . 1))\ym + mlyml—l,mg—i-l,mg,m,mn 4 mQyml,mQ—l,m3+1,m4,m,mn

44 mnilymh---,mn7171,mn+1)ei o (ym>€z'71

Si aplicamos el operador L; a los elementos de la base ordenada H, y acomoda-
mos los coeficientes en la matriz asociada a la transformacién que llamaremos ® se

tiene:

A, -1 O
O A, O

o —
O O —1
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donde I € M5 nyxs(rmn) ¥ A tiene la siguiente forma:

Com O 0 0 e 0
Dy, Cin 0 0 e 0
A — 0 Dy Cyp 0 e 0
0 0 0 - Ci1n O
0 0 0 e D'r‘—l,n Cr,n
con
Cin = Mi,n—l + (T - 1)/\]5(i,n71)><5(i,n71)
D, — (r = ) I5(in—1)x8(i,n—1) |
0
5(i4+1,n—1)x8(i,n—1)
parat=0,1,....7.

Entonces el determinante de la matriz ®(por ser triangular inferiormente) se calcula

de la siguiente manera:
det® = (detA,,)" = (((r — AT = ((r — YN £ 0= X #0

Por lo tanto, L; es invertible si y solo si A # 0. Con esto probamos que existe un

cambio de coodenadas de tal forma que linealiaza al sistema no lineal (3.9) en

j = ) " (3.10)




Veamos como calcular h,(y). Si m', m?,--- ,m°"™ son los elementos del conjunto

ordenado B, , entonces podemos expresar a h,(y) de la siguiente forma:

le,l
Fmé(r,n)71
An AR A - AT
O Al A2 ... A Y Fm 2
he(y) =L (Fy) =] O 0O A} - A"Y
S : Fipstrm
O o0 0 - Al '
le,n
Fm(S(T’n),TL
con
A = (r = DA + ———M,.,)
m (r—1)A
donde
0 0 0 0 0
Dy, M1 0 0 0
Mrn _ 0 Dl,n M2,'n—1 0 0
0 0 0 - M 1,1 O
0 0 0 e Drfl,,n Mr,nfl

M, ,, es una matriz nilpotente.

Tenemos entonces probado el siguiente teorema



3.2. Caso general

Teorema 4 Sea

0

con A # 0 entonces el sistema no lineal

i=Jr+-

puede ser reducido al sistema lineal

y=Jy

por un cambio formal de coordenadas x =1y + ---.







Conclusiones

Explorando la demostracion del Teorema de Linealizacién de Poincaré encontra-
mos que utilizando solamente herramientas de Algebra Lineal se pueden demostrar
casos particulares de este Teorema que normalmente no vienen demostrado en los
libros.

Del caso particular que se trabajo en esta tesis podemos partir para encontrar
la forma explicita de los cambios de coordenadas de otros casos particulares del
teorema de Poincaré, ya que éste, solamente nos asegura la existencia del cambio de
coordenadas.

En un futuro, se podria trabajar, utilizando la misma idea que se manejo en esta
tesis, con matrices diagonales por bloques donde los bloques sean del caso que se
maneja en esta tesis y combinaciones de éstas con otros casos.

Por 1ltimo, es importante mencionar que en el estudio de las bifurcaciones en
puntos de equilibrio, es necesario utilizar la forma normal del sistema dada por el

Teorema de Poincare-Dulac.
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