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Introduccion

El Problema Clasico de Dirichlet en su versién més general se puede plantear de
la siguiente manera:

Dado Q C R™ abierto, conexo y acotado y una funcion f : 02 — R,
encontrar una funcién u armdnica en ) cumpliendo u = f en 0f2.

En este trabajo revisaremos las soluciones a algunos Problemas Clésicos de Dirich-
let, v a través del estudio de estos problemas se generarda una propuesta de cémo
plantear el Problema de Dirichlet en su versiéon LP:

Dado Q C R™ abierto, conexo y acotado tal que O es de clase C1, y
una funcion f € LP(9RY), encontrar una funcion u armdnica en Q0 que
ademds satisfaga w = f para casi todo punto en OS).

Asi mismo, presentamos técnicas de como resolver este Problema.

El contenido de este trabajo estd dividido en seis capitulos como se describen a
continuacién:

En el Capitulo 1 abordamos el Problema Clésico de Dirichlet en el Disco del plano
2 - dimensional. Se demuestra la invarianza de la Ecuacién de Laplace bajo isometrias,
hecho que sugiere encontrar la forma del Operador de Laplace en coordenadas polares.
Una vez logrado esto, a través del método de separacién de variables llegamos a una
solucion en forma de una serie trigonométrica bajo ciertas suposiciones sobre el dato
en la frontera, y a partir de esta representacién conseguimos otra por medio de la
Foérmula de Poisson. Posteriormente investigamos que propiedades se pueden anadir al
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12 Introduccion

dato en la frontera para que la solucién en forma de serie trigonométrica tenga sentido.
Finalmente, establecemos el resultado principal de este capitulo, que proporciona
condiciones suficientes en el dato en la frontera para producir una solucion.

En el Capitulo 2 primero presentamos la solucion fundamental del Laplaciano
que en primera instancia nos servird para resolver la Ecuacién de Poisson. Luego,
demostramos un importante nimero de propiedades que satisfacen las funciones
arménicas, como la Propiedad del Valor Medio y el Principio del Maximo. También
estudiamos la regularidad y analiticidad de una funcién armoénica, asi como el Teo-
rema de Liouville y la Desigualdad de Harnack para funciones arménicas positivas.
Estos resultados nos seran de gran ayuda en el desarrollo del capitulo 4.

En el Capitulo 3 resolvemos el Problema Clasico de Dirichlet con dato continuo
para dos dominios especificos: la bola en R™ y el Semi - espacio ]R?FH. Nuestro enfoque
serd partir de un dominio en general y proponer una funciéon de Green para este
dominio, luego representar a la solucién del Problema de Dirichlet por medio de la
funcién de Green y el dato en la frontera. Una vez hecho esto, construiremos la funciéon
de Green para cada dominio en concreto y mostraremos que la respectiva Férmula
de Representacién es en verdad una solucién.

En el capitulo 4 resolvemos el Problema Clésico de Dirichlet con dato continuo y
un dominio €2 con frontera regular. Para realizar esto, primero definimos las funciones
subarmonicas (y superarmonicas), que seran el germen de nuestro método de solucién.
Luego enunciamos un Principio del Méximo para funciones subarménicas (Principio
del Minimo para funciones superarmoénicas), una herramienta de recurrente uso en
este capitulo. Mas adelante se estudia un poco aspectos de la convergencia de suce-
siones de funciones armoénicas. Después exponemos el Método de Perron de funciones
subarménicas. A cada dato en la frontera g le asociamos su funcién de Perron wy,
probamos que wy es armonica y luego examinamos su comportamiento en la frontera
de €2 cuando esta es regular. Finalmente damos algunas condiciones geométricas sobre
la frontera de ) que aseguren su regularidad.

En el Capitulo 5 nos apartamos por un momento del estudio de los Problemas
Clasicos de Dirichlet con el fin de tener herramientas para plantear el Problema LP
Dirichlet. Para una funcién f introducimos la Funcién Maximal de Hardy - Little-
wood M f, probamos algunas de sus propiedades fundamentales, como el Teorema de
Hardy - Littlewood y el acotamiento del operador f — M f en LP, p > 1. Esto nos
preparara para formular el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue. Con este resultado
serad posible hablar sobre convergencia casi en todas partes en varios contextos.

En el Capitulo 6 comenzamos con algunos resultados basicos sobre convoluciones
que nos diran que algunas convoluciones tienen sentido. Después concentramos nues-
tra atencion en identidades aproximadas. Luego de definirlas, analizaremos inmedia-
tamente la convergencia f x ¢, — f cuando a — 0 en LP, casi en todas partes
y no tangencial casi en todas partes, donde (¢g), es una identidad aproximada y
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f es una funcién en LP. Posteriormente estaremos interesados en obtener un aco-
tamiento del tipo |f * ¢q(z)] < CM f(z) para casi todo z, y también otro del tipo
|f * da(2))| < OM f(z) para casi todo z, donde 2’ estd en un cono con vértice en z.
Todo lo anterior es la base para poder resolver el Problema de Dirichlet para el Semi
- espacio R’}FH con dato en la frontera en LP, estudiar este caso especifico a la postre
serd la motivacion para plantear el Problema de Dirichlet en su versién LP.

Por 1ltimo, en el Capitulo 7 identificamos los elementos que aparecen en el Pro-
blema de Dirichlet para el Semi - espacio para vislumbrar que elementos son esenciales
en el planteamiento del caso general.

Notacion

A lo largo de este trabajo, cuando escribimos 2 C R"™ nos referimos siempre a un
subconjunto abierto del espacio euclideano n - dimensional, en ocasiones anadiremos
condiciones adicionales a ). La mayoria del tiempo consideraremos funciones con
dominio en algtin conjunto 2 C R™ tomando valores reales, cuando no sea asi se
especificard con oportunidad. Presentamos gran parte de la notaciéon requerida a
continuacién. En caso de aparecer nueva notaciéon en el desarrollo de este trabajo,
serd aclarada inmediatamente.

Notacion basica

» 00 es la frontera de Q, Q = QU IN es la cerradura de .

= Si Q) y Q son abiertos de R™, escribimos €' CC Qsi & C Qy ¥ es compacto,
y decimos que €’ estd compactamente contenido en €.

» B(z,r) ={y € R": |y — x| < r} es la bola con centro en z y radio r > 0.

» Siz=(z1,...,2,) Yy = (y1,--.,Yn) son puntos en R", escribimos

n

1

zoy=y wiy |z =(z-2)2
i=1

» a(n) = A(B(0,1)) = 1“(27%1) es el volumen de la bola unitaria en R”. A es la
2

medida de Lebesgue y I' es la funcién gamma.
» a(n)r” = A(B(z,r)) es el volumen de la bola B(x,r).

" w, = na(n) = N0B(0,1)) es el drea de la superficie de la esfera unitaria

0B(0,1) en R™.

= na(n)r" 1 = A\(0B(x,r)) es el drea de la superficie de la esfera 0B(z, 7).
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Notacion para derivadas

Sea u

. u

8il?i

=R,z e

) hes)— . . . o
= limy,_ M, siempre que este limite exista. A veces escribimos

ou
Ug,; en vez de -

2 3
0%u J0°u te

= De manera analoga se definen Dwsdn; = Uait;s Bg0m,0my — Uik ©

= Adoptamos la notacién multi - indice.

Un vector de la forma o = (a,. .., ay,), donde cada «; es un entero positivo
es llamado multi - indice de orden |a| = a3 + -+ + .

Dado un multi - indice o definimos
olaly

T 8a1x1 e aanajn

D%y

_ Qa1 fe"

Si k es un entero positivo, D*u(x) = {Du(x) : |a| = k} es el conjunto de
todas las derivadas parciales de orden k, y definimos

2

|D*ul = | > |D%uf?
|la|=k

Sik=1, Du= (ug,,...,us,) es el vector gradiente de u.
Sik=2

Pu %

0x? 010z,

Dy = : . :
Pu_ ... Qu
Orndr1 02

es la matriz hessiana.

= A veces usamos D, para denotar las variables que se estdn derivando. Por
ejemplo, si v = u(z,y), z € R", © € R™, entonces Dyu = (Ugy,...,Ug,) ¥
Dyu = (Uy, s - .., Uy, )-

Notacion para espacios de funciones

u:Q — R:ues continua}

(€) ={
C(2) ={u:Q — R: u es uniformemente continua}
k

C*(Q) ={u:Q — R: DY es continua siempre que |a| < k}

C*(Q) = {u: Q — R : DY es uniformemente continua siempre que |a| < k}

Si u € C*(Q), entonces D®u se puede extender continuamente a Q para cada
multi - indice «, |a] < k.
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Decimos que € tiene frontera de clase C* si para cada z € 99, existe una
vecindad B de z y una funcién ¢ € C*(B), k € N tal que

1. QN B ={z:¢Y(z) <0}

2. 00N B ={z:¢(x) =0}

3. Dy(z) # 0 para cada z € 00N B
C>®(Q) = {u: Q — R :u es infinitamente diferenciable} = 72, C*(Q)
C=(Q) = M2, C*(Q)
» sop(u) = {z € Q:u(x) # 0}

C.(), C¥(Q), etc. denotan las funciones en C(92), C*(Q), etc. con soporte
compacto.

= LP(Q) = {u:Q — R:u es Lebesgue medible, [|ul|»(q) < oo}, donde

1
lollsiy = ([ 1) 1<p<oo
Q
L2(Q) = {u: Q — R : u es Lebesgue medible, ||u| () < oo}, donde
[[ul| oo () = esssupg [ul

Lp

e(8) ={u:Q —=R:ue LP(Q) para todo Q' CC Q}
- HDUHLP(Q) = ”|DU|HLP(Q)

I1D?ul| 1oy = [[|1D*ulll Lo (o)
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Capitulo 1

El Problema Clasico de Dirichlet en el
Disco del plano R?

El objetivo de este capitulo es resolver el problema clésico de Dirichlet cuando
Q C R? es un disco, el cual denotaremos desde este momento por D.

No abordaremos este problema en discos del plano usando coordenadas rectan-
gulares, pues encontraremos que es mas conveniente replantearlo con coordenadas
polares. Para hacer esto exhibiremos la forma polar del Laplaciano, que resulta ser
bastante sencilla debido a que este operador es invariante bajo movimientos rigidos
en el plano, es decir, bajo composiciones de rotaciones y traslaciones.

Una vez conseguida la forma polar del Laplaciano buscaremos soluciones de esta
ecuacion con condicién en la frontera utilizando separacion de variables. Por ultimo,
demostraremos que si el dato es una funcién lo suficiente suave, entonces podremos
asegurar la existencia de una solucién para el Problema de Dirichlet en el disco. La
unicidad sera cubierta cuando exploremos posteriormente algunas propiedades de las
funciones armonicas.

Para este capitulo seguimos las referencias [11] y [3].

17



18 EI Problema Clésico de Dirichlet en el Disco del plano R?

1.1. La invarianza de la Ecuacién de Laplace y la forma
polar del Laplaciano

Definicién 1.1.1. Sea Q un abierto de R? y u € C?(Q). La ecuacién de Laplace en

el plano es

A Au se le conoce como el Laplaciano de u. Una funcion u que cumple la ecuacion
de Laplace se le llama funcion armonica.

Definicién 1.1.2. Sea Q un abierto de R?> y T : R? — R2. Diremos que A es
invariante bajo T en Q si A(uoT) = (Au) o T, para cualquier u € C?(£2).

Una traslacién en el plano es una transformacién f : R? — R? definida por

(2.9) > (@y) = (@+a,y+b)  abeR
Una rotacién en el plano es una transformacién g : R? — R? dada por
(z,y) = (¢/,y') = (zcosa + ysina, —zsin a + y cos @)

para algin angulo 0 < a < 27.
Se puede verificar ficilmente la invarianza de A para una traslacién. Veamos la
invarianza bajo rotaciones. Derivando tenemos
ug (2, y") = uy (2',y) cosa — uy (2, y) sina
uy(2',y') = up (2, y) sina + uy (2, y') cos a
Tomando segundas derivadas parciales

Uge (2, Y) = [ug (2, y') cos o — uyy (2, y') sina] cos a

— [ug (2, y') cosa — uy (', y') sinaly sina

Uyy (2, y') = [ug (2/,y) sina + uy (2, y') cos o sin
+ [ug (2, y') sina + uy (2, y') cos o,y cos
Entonces

Uz (7, Y) + Uy (2, Y) = g (2,9 cos® @ — upry (2, y) sina cos a

— gy (2!, y) sina cos a + uyy (2, y) sin? o
+ Ugrgr (2, y) sin? @ + ugry (2, y) sin a cos a

+ gy (2, y') sin @ cos @ + uyy (2, y') cos® a
=ty (2, y') + uyry (2, y)

Hemos demostrado el siguiente
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Teorema 1.1.1. A es invariante bajo movimientos rigidos en el plano. Esto es, A
es invariante bajo cualquier transformacion que sea la composicion de rotaciones y
traslaciones.

Esto da pie a intentar resolver el Problema de Dirichlet en coordenadas polares.
Con este objetivo encontraremos la forma del laplaciano en coordenadas polares. Sea
f : R? — R? la funcién

(r,0) AR (z,y) = (rcosf,rsinf) 0<6<2rw
Haciendo la composicén u o f y calculando V(u o f) tenemos

V(uwo f(r,0)) = Vu(z,y) Df(r,0) = (us(z,y), uy(z,y)) (cose —rsin@)

sinf rcos6

Entonces
0 0 ., 0
Su((,0))] = cos0 - u(i,y) +sin0 5 u(i,y)
9 0 0
30[ u(f(r,0))] = —r81n9%u(a:,y) +rcos€a—yu(x,y)

Estas expresiones pueden escribirse usando notacién de operadores como

— —cosﬁaa—i-sinﬁ8

or x Yy

0 . 0

%——rsmea—x—i-rcosﬁa—y

Despejando

9 Qg_sinﬁg
ar T ar T - 99
27 . 0&4_6089 0
ay M ar T T a6

Componiendo operadores

(972 = (cosﬁa — —Sme 8) ((:05(9a — sin 6 8)

0z? Or r 00 or r 00
2 2 . 2
= cos 00_0080<sm0 9 — sm@@) _ﬂ (cosﬁ 9 s1n96>

or? r Orof r2 06 r orob or
N sin <s1n0 0?2 4 cosé cosd 8)
r 002 r 00
0?2 2sinfcosh 02 sin26 92 2sinfcosf O sin%6 o
=cos?f) — —

or2 r 67’89+ r2 ﬁ+ r2 @—i_ r Or

r
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872_ 02+C0892 02+C089£
oy sin or r 00 sin or r 00

:sin2c982+sint9<cosg o _00598>+cos0 <sin0 o +cos€a>
or? r Orof r2 00 r orob or
+cos€ <c0s982 sin @ 8)

r 002 r 00
_ sin20 872 2sinfcosh 02 cos2 02 2sinfcosf O  cos?f O

or? r 0r80+ r2 902 r2 %jL r or

r

Sumando obtenemos el siguiente
Teorema 1.1.2. Siu € C?(Q) donde Q) es un abierto de R?, entonces

2 2 2 2
Srsu(e0) + gzl ) = 2 oulf(R0) + L SLulf(r6) + 5 oulf(0) (112)

donde f(r,0) = (rcosf,rsinf).

1.2. La Formula de Poisson

Nos enfocaremos en el disco de radio a > 0, D = {re?? : 0 <r <a 0<6 < 2r}.
Haremos la identificacién de 0D = {ae? : 0 < 0 < 27} con [0,27), de modo que una
funcién f : 9D — R puede ser vista también como f : [0,27) — R. Consideremos el
problema

Uy + Uy =0 22 +y? < a?
{ u= f(0) 2% +y? = a? (1.2.1)

Por separacién de variables, suponemos soluciones de la forma u(r,8) = R(r)O(6).
Sustituyendo esta expresién en la forma polar de la ecuacién de Laplace (1.1.2) te-
nemos

1 1 1 1
0=ty + —ur + —ugy = R'®©+ -RO+ —2R@” (1.2.2)
r T r r

De esto

Lo cual solo es posible si ambos lados son iguales a una constante, digamos A,
asi obtenemos dos ecuaciones lineales ordinarias

R’ +rR — AR =0 (1.2.3)
0"+ X0 =0
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Para ©(0) imponemos periodicidad, ©(f + 27) = ©(6). La constante A no admite
cualquier valor, de hecho A es el cuadrado de un entero. Primero veamos que A > 0.
Supongamos que A < 0, entonces —\ = o2 para algin a > 0. Sabemos que una
solucién particular a (1.2.4) es ©1(0) = e®?, esta funcién debe ser periédica, entonces
1 = e®0 = 2™ una contradiccién a la eleccién de o. Ya que A > 0, entonces A = o
para algin a > 0 y observamos que ©2(8) = cosaf es una solucién, de nuevo por la
periodicidad 1 = cos a0 = cos a2m, entonces « es un entero, que es lo que buscabamos.
Por lo anterior, la solucién general a (1.2.4) es

0,(0) = A, cosnf + B, sinnf An,B,€eR n=0,1,2,...

Resolvemos (1.2.3) proponiendo las soluciones R(r) = r®. Sustituyendo vemos que
a = £n, por lo que la solucién general es

1
Ry(r)=Cpr"+Dp—  Cp,DpeR n=0,1,2,...
r
Y conseguimos soluciones a (1.2.1) de la forma

1 .
un(r,0) = (Cpr™ + D"ﬁ)(A” cosnf + By, sinnf)
Si n = 0, las soluciones que hemos dado a (1.2.1) son constantes, pero un célculo
directo muestra que log r es solucién, y en este caso la solucién general a (1.2.1) toma
la forma

u(r,0) = C+ Dlogr C,DeR

Algunas de las soluciones crecen o decrecen indefinidamente cuando r — 0. Avin no
hemos impuesto condiciones en R(r). Convenientemente el nuevo requisito serd que
R(r) tenga un valor finito en r = 0. Las soluciones restantes son

Up(r,0) = r" (A, cosnf + By, sinnf)

También sumas finitas de estas soluciones de la forma

u(r,0) = %AO + Z " (Ay, cosnf + By, sinnd) (1.2.5)
n=1

son solucién. Haciendo r — a se tendria la condicién a la frontera
1 m
fu(0) = 5Ao + Z a" (A, cosnb + By, sinnb)
n=1

Ahora nos preguntamos que restricciones debemos exigir a f para que admita la
representacion por medio de la serie uniformemente convergente

1 = . .
f(o) = §A0 + Z a" (A, cosnb + By, sinnb) (1.2.6)

n=1
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Esta pregunta la responderemos en la siguiente seccién, por lo pronto supongamos
que h se puede respresentar como en (1.2.6). La nueva tarea es calcular los coeficientes
A, v By, la observacién clave para esto son las siguientes igualdades

2m
/ sinngcosmpdp =0 n,meN
0

2
/ sinnqﬁsinmqﬁdgi):{o n#m
0

™ nN=m

2
/ coanﬁcosm(;ﬁdgb:{o n#m
0

T M =1m

Calculemos ahora los coeficientes A,,:

0

2 1 2m
f(@) cosmpdp = 2A0/0 cosmae de

oo 2w
+ Z a” <An / cos me cosng do
n=1 0

2w
+ Bn/ cos mo sinne dqb)
0
= A,a"r
Por tanto )
1 ™
Amp = —r f(¢)cosmpdp m=0,1,2,... (1.2.7)
m™a 0
Y los coeficientes B,,:
2 1 2
f(o)sinmeodp = 2Ao/ sinma¢ d¢
0 0
o0 2w
+ Za" <An/ sin ma¢ cosng deo
n=1 0
2
+ Bn/ sin ma sin ng dqb)
0
= Ba"r
Asi
1 2
B = —— f(¢)sinmpdp m=0,1,2,... (1.2.8)
mTa 0

La solucién a (1.2.1) estard dada en términos de la ecuacién 1.2.5 y de los coeficientes
A,y By, los cuales ya hemos encontrado bajo la suposicién de que f se represente
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como en (1.2.6). El problema (1.2.1) estard resuelto encontrando propiedades concre-
tas del dato en la frontera f que garanticen su representacién por medio de una serie
uniformemente convergente como en (1.2.6) y que dichas propiedades impliquen que

1 [e.e]
u(r, ) = §AU + Z r" (A, cosnf + B, sinnf)
n=1

satisfaga (1.2.1). Dejaremos momentdneamente este problema. Supondremos que u se
representa por medio de una serie uniformemente convergente como arriba y derivare-
mos una representaciéon alternativa para u, la férmula de Poisson para el disco.

Aclarado este punto procedemos como sigue:

2

u(r0) = = [ f(6)do

2

0

> 21 9
—|—nz:1rn Kl ; f(9) Cosn¢d¢> cosnb + <7rla” ; f(@) sinnqbdqﬁ) sinn@}

1 27

2w
1 27

21 Jo
1 2

Pero

wa”

0 " 27
d — 0 i innd) d
f(#) ¢+n§::1 Wa”/o f(@)(cosng cosnb + sin ng sinnh) de
1 o rn 27
FO)+ 3.3 g | 200)cosnt -~ 9)ds

F() {1 +222:cosn(0—¢)} do
n=1

L cosn(l — &) = L ein(0—9) L oin(0-¢)
1+2Z:1an005n(0 ¢)—1+z:1ane +Zane
n= n=

Por tanto

u(r,0) =

n=1

1 1
=t (e )+ (e )

. ( rei(é—qﬁ) ) . ( re—i(e'—w )
a — ret(0—¢) a — re—H0—9)
rei0=9) (q — re=i0=0)) § pe=i0=9) (q — 7eil0=0))
a? — 2ar cos(0 — ¢) + r?
2a cos(f) — ¢) — 2r? a? —r?

=1 =
TP o cos(f — @) + 12 a?—2arcos(0 — ¢) +r?

al—r® [ 1(9)
d < <0<?2
21 /o a? — 2arcos(f — ¢) +r? ¢ 0<r<a, 0<0<2rm
(1.2.9)
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1.3. Series de Fourier

En la seccion anterior obtuvimos soluciones al Problema Clasico de Dirichlet en
el Disco del plano R?, de la forma

1 m
u(r,0) = §A0 + Z " (Ay, cosnf + By, sinnf)

n=1

donde los coeficientes A, y By, estan dados por (1.2.7) y (1.2.8). Luego asumiamos
que una suma infinita era solucién también y termindbamos con una férmula de
representacion integral para una solucion de este tipo, la Férmula de Poisson. En
esta seccién atenderemos a las condiciones bajo las cudles esta férmula es valida, es
decir, las propiedades que el dato en la frontera debe cumplir para poder obtener esta
representacion en serie. Comenzaremos dando los preliminares necesarios para ello.

Definicién 1.3.1. Si f : [0,27] — C es una funcion integrable en [0, 27|, entonces el
n-ésimo coeficiente de Fourier se define como

- 1 [27 .
fln)=— flz)e™"*dx nelZ
2 0

y la serie formal de Fourier de f es

n=—oo

En ocasiones usaremos a, para los coeficientes de Fourier de f y adoptaremos la

notacion
o0

f(],‘)rv Z aneinm

n=—00
para indicar que la serie de la derecha es la serie de Fourier de f.

La N - ésima suma parcial de la serie de Fourier de f, para un entero positivo N

estd dada por
N

Sn(f)@)= > Ffln)em

n=—N

Cuando f sea integrable en algiin intervalo de longitud 27 y f sea 27 - periddica,
diremos que f es integrable en el circulo. Por la periodicidad se sigue que f es inte-
grable en cualquier intervalo de longitud 27. Asi, cuando impongamos esta hipdtesis
usaremos el intervalo que mds nos convenga. Esto es valido pues los coeficientes de
Fourier de f no se alteran si cambiamos el intervalo donde f estd definida. Dada la
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definicién que hemos admitido de coeficientes de Fourier; solo en esta seccion asumire-
mos que f tome valores en C.

Nuestro objetivo en este momento es encontrar condiciones bajo las cuales se de
la convergencia uniforme de Sy (f) a f. El siguiente lema es la piedra angular para
cumplir esta meta.

~

Lema 1.3.1. Si f es integrable en el circulo y f(k) = 0 para toda k € 7. Entonces
f(6o) = 0 siempre que f sea continua en 6.

Demostracion. Supongamos que f toma valores reales y que f estd definida en [—m, 7],
f(6o) > 0y 6 = 0. Por la continuidad de f en 0 existe 0 < 0 < § tal que f(z) >

@ > 0si |2| < d. Sean e = 2(1 — cosd) y p(f) = e+ cosf. Si § < || < 7, entonces
cosf < cosd y obtenemos

3
p(@)ze—l—cos@<1—§<:>56+cosﬁ<1

<= 1—cosd+cosb <1
<= cosf < cosd

E—l<6+0089:p(9)<:>1+§+0089>0

2
1-— 0
<:>1+%+cos9>0

<= 34+1—-cosd+3cosh >0

ast [p(0)] <1 - 5.
Sea n < min{d,cos™ (1 — 5)}, si |f] < 1 entonces

p(G):e—l—cosGZe—kl—%:l—kg

Finalmente definamos px(6) = [p(#)]* y sea B > 0 tal que |f(#)| < B. Luego

ek
/MK?r F(O)pr(0) do| < /MQr 1£(0)|1pk(6)] d6 < 27 B <1 N 5)

Ademas, por la eleccion de § > 0

/ F(O)pr(6)do > 0
n<lol<s

/ f(9)pk(9)d02277@ (1+E)k
18]<n
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Por tanto

/T;f(e)Pk(e)dHZ—zﬂB(l—;>k+2nf(20)<1+;>k—>oo si k— oo (1.3.1)

Veamos que lo 1iltimo es una contradiccién. Como

fky= [ f(®e*dh=0 kez
también se debe tener que
k

" 1(0)(cos 0)do = /ﬂ £(6) (6’026_9> =0, kez

consecuentemente

" Op0)do =0, kez

por esto (1.3.1) es imposible. Si f(0) < 0 aplicamos el mismo razonamiento a — f
para llegar a una contradiccién similar y concluir que f(0) = 0. Si 6y # 0, fo(0) =
f (69— ) es continua en 0, por el razonamiento anterior f(6y) = fo(0) = 0. Asi queda
demostrado el caso en el que f toma valores en R. Si f(0) = u(#) + iv(0), sea f(0) =
£(6). Recordando que

o) = TOXTO ) SO -T0)
y observando que

k) = —

s
2 J_,

—~

F@e a0 = o [ T@ = [ oenas=Fw

concluimos que u(k) = v(k) =0, k € Z. Aplicando lo demostrado a u y v obtenemos
que f(0) =0. O

~

Corolario 1.3.1. Si f es continua en [0,27] y f(n) =0, n € Z, entonces f = 0.

(e.)
Corolario 1.3.2. Suponga que f es continua en [0,27] y que Z |f(n)\ < 00. En-

n=-—00
tonces la serie de Fourier de f converge uniformemente a f.
Demostracion.
oo oo
Y Fme™ < Y [fn)l <o
n=-—00 n=-—00
Por tanto ) > ]?(n)eim9 converge uniformemente a una funcién ¢(€), dicha

funcién es continua porque Sy (f) lo es para cada n € N. Los coeficientes de Fourier

de f y g son los mismos, asi (f — g)(n) = 0 para cadan € N, ademés f—g es continua,
entonces el corolario anterior afirma que f = g. O
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Teorema 1.3.1. Si f tiene sequnda derivada continua en [0,2w], entonces eziste
C > 0 tal que |f(n)] < Cn~2 para |n| suficientemente grande, y como consecuencia
Yool o 1f(n)] < oo, es decir, la serie de Fourier de f converge uniformemente a f.

Demostracion. Utilizando integracion por partes

2 )
onf(n) = f(0)e=™ do
0
. 2T 2m —inf
_e—ma] , —e
= |f(6 - f1(0)— do
o=, - rog
1 27 , i 1 , 76_7;”9 27 1 2 . 7e—in9
= — fe " = — 0 - — 0 do
m Jg J6)e m[f() m L m Jo (6) m
—1 [ " ind
=3 ; (e do
Entonces
N s ) 2m
2mn?| f(n)| = f"(0)e~m? d«9’ < / |f"(0)]do < 27 B
0 0
donde B > 0 es cota de f”(0) en [0,27]. Finalmente
© . 00 R 00 1
Y. fme™ < D ) <B Y — <o
Por tanto Sy(f) — f uniformemente en [0, 27]. O

1.4. Solucién al Problema Clasico de Dirichlet en el Dis-
co

Sabemos que

1 m
u(r,0) = 5Ag + Z " (Ay, cosnf + By, sinnf)

n=1

es armoénica si A, By, € R son arbitrarios. Ahora quisieramos que

1 [e.e]
u(r,0) = §A0 + Z r" (A, cosnf + By, sinnf) (1.4.1)
n=1
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sea una solucién al Problema de Dirichlet en el disco con dato en la frontera f, donde
los coeficientes A,, y B, ya no son arbitrarios, sino que se calculan como en (1.2.7) y
(1.2.8). Como vimos, esto obliga a que f se represente por medio de la serie

1 = . .
f(0) = QAO + Za (A, cosnf + By, sinnf)

n=1

Sabiendo esto, usaremos los resultados sobre series de Fourier para encontrar las
condiciones que debe satisfacer f para hacer valida la representacién de arriba.
Ademds, mostraremos que (1.4.1) es armonica en el disco y que coincide con el dato
en la frontera f. Esto es algo que ain no habiamos hecho y merece especial atencion.

Teorema 1.4.1. Sea f una funcion con sequnda derivada continua en el circulo
{ae® : 0 < 0 < 27}, a > 0. Entonces f admite la representacion en serie

1 =~ . .
() = 5AO —i-nzz:la (A, cosnf + By, sinnf)

donde los coeficientes A, y B, se calculan como en (1.2.7) y (1.2.8). Ademds el
problema

Uy +Uuyy =0 2%+ y? < a?
{ u= f(6) 2%+ y? = a? (1.4.2)

tiene como solucion a

1 o
u(r,0) = 5Ao + Z " (Ay, cosnf + By, sinnf)
n=1

Y tenemos una formula de representacion de Poisson

a2 [P f(9)
u(r, 9) - o /0 a? — 2ar COS(H - (b) + r? dd)

para 0 <r <a, 0<60<2r.

Demostracion. Como f tiene segunda derivada continua en el circulo, por el Teorema
1.3.1

FO) = > fln)em

n=—oo
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Observemos que

r" (A, cosnf + By, sinnf)

T?’L n

2m 2m
= — < f(¢) cosne dqﬁ) cosnf + r—n < f(¢)sinng d¢> sinné
0 ma 0

wa”

s ([ e ) o)

n

ot ([ 10 (o) ) o)

n 27 27
_r ind —ing Lo | —ino
— o ([t ds s [T g do) 3 (04 )

n 27 27
o ind 1. —ind L ino  —ing
o ([ s@emeas— [T @ as) g (e )

n

_ < r" 2m f(gi))e_qu d¢) 6m9+ < r
0

27
ing d —inf
2ma™ 2ma™ Jq f(9)e d)) ‘
_ o ind o —inf
= ajf(n)e + a*nf(—”)e
para 0 < r < a. De aqui se sigue que

1 = .
f(8) = 540+ > a"(Ancosnf + By sinno) (1.4.3)

n=1

Asumiendo esta representacion en serie de f ya probamos la férmula de representacion
de Poisson en (1.2.9), por lo que serd suficiente mostrar que (1.4.1) es arménica en
el disco y que coincide con el dato en la frontera f. Veamos primero la armonicidad.
Definamos

1 m
U (1,0) = §A0 + Z " (A, cosnf + By, sinnf)
n=1

Cada u,, es arménica por la forma en que fue encontrada. Utilicemos otra vez que f
tiene segunda derivada continua. De nuevo, por el Teorema 1.3.1

lo cual podemos reescribir como
o~ e o~ o~
Fo)|+ 3 ([fm)] + |F=n)]) < oo
n=1
Luego, los mismos calculos con los que deducimos (1.4.3) nos permiten concluir que

|r"(Ay, cosnf + By, sinnf)| < ‘f(n)‘ + ‘f(—n)‘
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y como consecuencia resulta la convergencia uniforme de (u,,) a u en {re? : 0 <
r<a,0 <86 <2r}, dicha funcién debe ser armdnica por ser el limite uniforme de
funciones armonicas, como probaremos en un capitulo posterior (ver Teorema 4.2.1).
Finalmente

u(a,0) = %Ao + Z a" (A, cosnb + By sinnf) = Z f(n)em@ = f(9)

n=1 n=-—o00

terminando la demostracion. O



Capitulo 2

Ecuacion de Laplace y Ecuacion de
Poisson

En este capitulo mostraremos la solucién fundamental del Laplaciano para luego
resolver la ecuacién de Poisson. Después de esto, nos enfocaremos en algunas de las
muchas propiedades de las funciones armonicas. Como veremos, la Propiedad del valor
medio revela un niimero considerable de consecuencias acerca del comportamiento de
las funciones arménicas. Durante el desarrollo de este capitulo las identidades de
Green probardn su fuerza apareciendo en pasos claves de varias de las deducciones
presentadas.

Como referencia a este capitulo véase [3].

2.1. Solucion fundamental del Laplaciano

De entre las ecuaciones diferenciales parciales mas importantes se pueden destacar
a la ecuacion de Laplace:
Au=0 (2.1.1)

y a la ecuacion de Poisson
Au=f (2.1.2)

Recordemos que el laplaciano de w es Au = )" | Ug,q,. En (2.1.1) y (2.1.2), z € Q
donde 2 es un abierto en R™ y la funcién desconocida es u : 2 — R, u = u(x). En
(2.1.2) f es conocida. Como antes, una funcién u € C?(2) es arménica si cumple

(2.1.1).

31
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Derivaremos una solucién explicita de (2.1.1). Buscamos primero una solucién
radial, pues el laplaciano es invariante bajo rotaciones (El caso 2 - dimensional fue
hecho a detalle en la seccién 1.1, para el caso n - dimensional véase [1] pp. 2 - 4).
Intentemos encontrar una solucién de la forma u(z) = v(|z|) = v(r) con z € R" y v
se selecciona, si es posible, de manera que se cumpla Au = 0. Notemos que

or 1 [ - T;
B (z) = 5 <;l‘3> (2z;) = .

N

Luego
3} 0 1o \Ti
Fu(e) = 3—o(r) = (0
y
0? 0 1\ Tg / 9 [z " 7,2
87:@2 (z) ox; (U (T)7) v (T)O:Ui (7) + (T)?z
i 2
r—x; (T x;
= ’U/(T) ( ’[”2( )) + //(T)ﬁ
2 2
o NT / 1z
= (T‘)ﬁ“f"v('r) (’,"_7’3)
Por lo que el laplaciano de u toma la forma
—1
Au = " (r) n " v'(r)
De aqui Au = 0 si y solo si
U// + n 1 / — 0
r
Si v' # 0 se deduce
" 1 -n
logo') = L =
(log) = = = —

1

Consecuentemente v'(r) = ar'~™ para alguna constante a, por lo que si r > 0, obten-

€110S

br2—m 4+ ¢ n>3

A partir de estas consideraciones damos la siguiente

v(r):{ blogr+c n=2

Definicion 2.1.1. La funcion

— - log || n=2
O(z) = (2.1.3)

1 1
n(n—2)a(n) [z|*—2 n=3

definida para x € R™, x # 0, es la solucion fundamental a la Ecuacion de Laplace.
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Observacién 2.1.1. A partir de la definicion de ® logramos las estimaciones

|D®(z)| < T ° 40 (2.1.4)
|D?®(x)| < |S’2n T #0 (2.1.5)

para algunas constantes C1,Cy > 0

Demostracion. Probemos solamente la estimacion (2.1.4), pues (2.1.5) se demuestra
a través de calculos semejantes.

Sin=2 5
1 ZTj
D(z) = —— L =12
0x; () 27 |2 T
1
1 [ 2?2 z2\2 11
D® S (it S - = =
D2 (@) 2w<\xr4+x\4> 2 To]
ysin>3

2—n

2

0 1 9 .
o) = —— 2
Ox; (z) n(n — 2)a(n) dx; ; i

- n(n—12)a(n) (2 3 n) > (2w)

1 A
- Yo i—1,2,... 0
no(n) |z

-

1 a2\ 11
D= ) (; |x2n> = nafw) o

2.2. Ecuacion de Poisson

La solucién fundamental de la ecuacién de Laplace es arménica para x £ 0 por con-
struccién. Si cambiamos el origen a un nuevo punto y también tenemos una solucién
a (2.1.1), esto es, x — ®(x — y) es armoénica si ¢ # y. Dada una funcién f: R — R
notamos que también x — f(y)®(x — y) es una funcién armoénica para cada y € R,
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asimismo cualquier suma finita de funciones de este tipo para distintos puntos y. Este
razonamiento sugiere que la convolucion

u(w) = [ @)1y (2.2.1)

resolvera la ecuacion de Laplace. Sin embargo, esto es falso. En efecto, como lo sugiere
la estimacién (2.1.5), D?®(z —y) no es integrable, y por tanto diferenciar a través del
signo de integral es incorrecto. No obstante, si f si suficientemente buena podemos
decir algo sobre (2.2.1), pero necesitaremos un resultado antes.

Proposicién 2.2.1. Si f € CL(R"), entonces

f(x +hei) — f(x) noo Of

—

() 1=1,2,...,n
uniformemente en R™.

Demostracion. Hagamos ¢ = 1. Sea € > 0. Elegimos r > 0 suficientemente grande
para que sop(f) C B(0,r). Demostraremos la convergencia uniforme en B(0,r + 2)
y B(0,7+2) . En B(0,7 +2) basta tomar § = 1 para tener dicha convergencia.
Veamos en B(0,r + 2). Como f tiene soporte compacto, entonces todas las parciales
de f son uniformemente continuas en R", pues se anulan en cada punto fuera de
sop(f). Ahora, existe § > 0 tal que

of of

—_ €

Para cada z € R” existe 0 < §(x) < ¢ de manera que

of f(x+ hey) — f(x) €
h| <é —(z) — -
W <o@) = |2 g <
Luego, existen x1,xa, ...,z € B(0,r + 2) cumpliendo
S 5(x;)
B 2 B(z;, —
052 e U5

Sea x € m, existe x; tal que |z — ;| < 5(3263'), si

1
|h| < imfn{é(xl), oo 0(zk)} =0
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obtenemos
of f(x + her) — f(x)
0 0 0 i + hey) — ;

<ot - ghiep| 4| gy - RN =)

+‘f($j+h€1)f($j) _ flz+her) — f(x)
h h

0 0

< % + 8;1(1'] +0her) — 851(96 + Ohey)

donde 6,6, € (0,1), de modo que

o(zj) | 0(zz) _

|(z; + 0jher) — (x + Oher)| < |xj — x|+ |h||0; — 0] < —5 + —5 <
por lo que
of f(z+ her) — f(2)
h| < 4 —(z) —
|h| <dg = o, (x) . <e
y dp no depende de la eleccién de x en B(0,r + 2), concluyendo la prueba. ]

Ahora estamos listos para hallar una solucién a la ecuacion de Poisson.

Teorema 2.2.1. Sea f € C*(R") y

u(w) = [ @~ 9)fw)dy (2.22)
entonces

1. u € C*(R")

2. —Au=f enR"”

Por consiguiente, dicha u provee de una solucion a la Ecuacion de Poisson (2.1.2)
en R™.

Demostracion.

1. La expresion (2.2.2) tiene sentido pues f es de soporte compacto y por tanto la
integral de la derecha siempre es un numero real. Notemos que, por un cambio de
variable

uw) = [ @9 iy = [ 2w y)dy
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De aqui

u(a;—i—he}i)—u(x) _/nq)(y) [f(x—i-hei—z)—f(m—y) dy
Pero

flx+he;—y)— f(x —y) noo Of
h 7 8xi($_y)

uniformemente en la variable y € R", y asi

ou B of .

Similarmente

8211, aZf
=/ @ - ii=1,2,...
8562'81']' (:L‘) /n (y) 8%81‘] (l’ y) dy %] y 4y ,

y como la expresién del lado derecho es continua porque las segundas derivadas par-
ciales de f lo son en la variable z, se sigue que u € C?(R™).

2. ® crece sin control cerca de 0, por esto aislaremos esta singularidad en una bola
pequena. Sea € > 0, por lo recién demostrado

Aulz) = ( Lot n_B(O,6)> P(y) A f(x ~ ) dy

=1+ J.

El término I. no contribuye cuando € es pequeno. Si n = 2, usando integracién en
coordenadas polares (véase [5] p. 79)

1 €
|I| < HszHLOO(R")QWT / | log r|rdr
™ Jo

< ||D? | oo (rrye*(1 + | log e])

Sin>3
2 1 <1 n—1
|| < ||D fHLOO(R")—n(n—2)a(n)na(n) ; o L dr
1 €
< 2 o0 ny-—
<D fll oo 53
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Usando las Férmulas de Green para J. (véase [3] pp. 627 - 628 Teorema 3 (ii))

Jo = / B(y) D f (1 — y) dy
n—B(0,¢)

— _/ D®(y) - Dy f(x —y) dy
n—B(0,¢)

of
dB(0,¢) v
=K.+ L,
v denotando el vector normal unitario interior a lo largo de 9B(0, €). Luego tenemos
1
||Df||L°°(Rn)%\ log €|2me n=2
|Lel < 1 1

n—1

na(n) n>3

||Df||L°°(R") n<n o 2)@(”) 671,—26

Entonces el término L. tampoco contribuye cuando € es pequenio. Continuando con
integracién por partes

K. —— / DB(y) - Duf(z —y) dy
n—B(0,¢)

[ nefe-wdy- [ S -y ds)
n_B(0,e) 8B(0,c) OV

£l
dado que @ es arménica lejos del origen. Ahora, por los cédlculos de la estimacion
(2.1.4)

= / or () f(z —y)dS(y)
OB(0,¢)

od, . -y -y 1
%(y) = Do) -v= na(n)e" € na(n)er!
en 0B(0,€). Asi K. queda
-1
K=ot [ fa=w)ds(y
na(n)e"=! Jopo,e ( )d5(9)
1 /
= wds) — —f
na(me T Jopo TV W 7 I
Haciendo ¢ — 0 en I, L., y K. hallamos lo requerido. O

2.3. Propiedades de las funciones armoénicas

Comenzamos estudiando algunas de las Propiedades de las funciones armonicas.
La Propiedad del valor medio serd la que desencadene cada una de las propiedades
que presentamos en esta seccion.
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2.3.1. Fo6rmulas del valor medio

Teorema 2.3.1 (Propiedad del valor medio). Sea Q un abierto de R™. Siu € C?(Q)
es armonica, entonces

1
() = — /8 o M) 4S0) (2.3.1)

na(n)rn—1

para cada bola B(xz,r) CC Q. A la identidad (2.3.1) se le conoce como Propiedad del
valor medio (P.V.M.).

Demostracion. Sea B(x,r) CC Q. Definamos

1

1
o) = —— /8 oy S ) =

na(n)

na(n)tn—1 /83(0,1) u(x +t2)dS(z)  (2.3.2)

Como u es continua en B(x,r), existe K > 0 tal que u < K en B(z,r) y por tanto
u(z +tz) < K si z € 0B(0,1). Como consecuencia del teorema de convergencia
dominada podemos derivar bajo el signo de integral

1

na(n)

o'(t) = /83(071) Du(x +tz) - zdS(2)

Entonces, por las Férmulas de Green (véase [3] pp. 627 - 628 Teorema 3 (i))

na(n)tn—1

De modo que ¢ es constante, asi que

o
o(r)=1 /83(071) u(z +tz)dS(z)

= na(n)

1 { = u(x
:/83( lim u(x + tz) dS(z) = u(x)

na(n) 0,1) t=0
De aqui conseguimos (2.3.1). O

Nétese que la Propiedad del valor medio dice que u(x) iguala al promedio de u
sobre la esfera OB(x,r) sabiendo que B(x,r) CC €. El siguiente teorema afirma que
el promedio puede de hecho tomarse en la bola sélida B(z,r).
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Teorema 2.3.2. Dado Q un abierto de R™ y u € C?(). Entonces u cumple la
Propiedad del valor medio (2.3.1) si y solo si

1
u(z) = OWL/B(I,r) u(y) dy (2.3.3)

para cada bola B(xz,r) CC (.

Demostracion. (=) Supongamos que u cumple la Propiedad del valor medio (2.3.1)
en (2, advertimos que

/B . u(y) dy = /0 < /BBW) u(y) dS(y)> ds
= u() /OT na(n)s"tds = a(n)r"u(z)

siempre que B(z,r) CC Q llegando a la representacién (2.3.3).
(<) Supongamos que para toda bola B(z,r) CC € se cumple

1
u(x) = Oé(n)?’”/B(x,r) u(y) dy

0 equivalentemente

_ rs"_l u(z + sz z)ds
ule) = 0‘(”)7"”/0 /BB(O,l) (z+ 52) dS(z)d

Derivando en ambos miembros de la ecuacion con respecto a r

1
0:7“"_1/ u(x +rz)dS(z
a(n)r® 8B(0,1) ( )d5(2)
n " n—l/
- s w(x + s2)dS(z) ds
a(”)T”H/O 8B(0,1) ( ) 45(2)
Consecuentemente
d) e 07,
uw(x +rz)dS(z) = ———— s" w(x + s2)dS(z) ds
a(n)r Japo,) ( )d5(2) a(n)rmtt Jo 8B(0,1) ( )d5(2)
n n n
- a(n)r”‘H /B(x,r) u(:u) dy - a(n)r”+1 Ck(n)’f’ u(x>
n
= ;U(ﬂf)
que reescribiendo queda como
1

u(z) = /63(0,1) u(z +1z)dS(z)

na(n)
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que es lo mismo que

como deseabamos. O

Ahora nos referiremos a (2.3.1) y (2.3.3) invariablemente como la Propiedad del
valor medio, o bien las llamaremos Férmulas del valor medio. Nos valemos de estas
observaciones y de los calculos del Teorema 2.3.1 para presentar su reciproco que
serd mejorado un poco después.

Teorema 2.3.3. Sea Q un abierto de R". Si u € C*(Q) satisface la P.V.M.

1
S o S

para cada bola B(x,r) CC ), entonces u es armonica.

u(z) =

Demostracién. Supongamos que existe z € ) tal que Au(z) > 0, por continuidad
Au(y) > 0 con y € B(x,r) CC § para algin r > 0. Pero, definiendo ¢ como en
(2.3.2)

1
0=¢(r) = / Au(y)dy > 0
na(n)rnil B(z,r)
lo cual es una contradiccion. Por tanto u debe ser armonica. O

2.3.2. Principio del Maximo

He aqui la primera importante consecuencia de las Férmulas del valor medio, que
sera transcendental para la unicidad de problemas como el de Dirichlet para ciertos
dominios, sobre los cuales nos enfocaremos luego.

Teorema 2.3.4 (Principio del Méximo). Sea Q C R™ abierto, conexo y acotado.
Suponga que u € C*(Q) N C(Q) es arménica. Entonces

1. Si existe xp € Q tal que u(xog) = méxu, entonces u es constante.
Q

2. mixu = maxu
Q 0!

Demostracion.
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1. Sea M = méaxwu y suponga que existe g € 2 tal que u(zg) = M. Sea r > 0
Q

suficientemente pequeno para que B(xzg,7) CC . Luego, la Propiedad del valor
medio asegura que

0 = u(ro) — M = a(;)r / o (wly) = Mydy <0

lo que implica que u(y) = M si y € B(zp,r). Esto prueba que
Oy ={x€Q:u(zx) =M}

es abierto en (2. Basta notar que Q) = QN u~'({M}) para ver que Q) es cerrado
en 2. Ademds Qs es no vacio pues xg € . Todo esto junto con la conexidad de 2
nos lleva a que 2 = Qs y asi u es constante.

2. Si u es constante esto es obvio. Si u no es constante, u no puede tomar su valor
méaximo en (2, forzosamente lo hace en 9€) por 1.

O
Como es de esperarse, también tenemos un principio fuerte del minimo.

Teorema 2.3.5 (Principio del Minimo). Sea 2 C R"™ abierto, conexo y acotado.
Suponga que u € C*() N C() es armdnica. Entonces

1. Si existe xg € Q tal que u(xg) = minu, entonces u es constante.
Q

2. minu = minu
a o0

Demostracion. Aplique el teorema anterior a —u. ]

Una aplicacién del Principio del Maximo es establecer la unicidad de soluciones
para ciertos problemas de valores a la frontera de la Ecuacion de Poisson.

Teorema 2.3.6 (Unicidad del Problema Clésico de Dirichlet). Sea @ C R™ abierto,
conezo y acotado. Suponga que f € C(Q2) y g € C(0N2). Entonces existe a lo mds una
solucion u € C?(Q) N C(Q) del problema de valor a la frontera

—Au(z) = f(x) x €N
{ w(z) = g(z)  wedn (2.3.4)

Demostracion. Si u y v resuelven (2.3.4), entonces u — v y v — u son funciones
armoénicas en € cumpliendo v —v = v — u = 0 en 912, por el principio fuerte del
maximo u = v. O
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2.3.3. Regularidad

El Teorema de Regularidad afirma que toda funcién armonica es infinitamente
diferenciable. Lo interesante es como la estructura algebraica de la ecuacién de Laplace
conduce a la deduccién analitica de que todas las derivadas parciales de cualquier
orden existen. Antes de demostrar esto, introducimos una funcién que nos permi-
tird regularizar otras funciones. Definimos n € C*°(R™) como

cel 7)<
n(z) =
0 |z| > 1

Aqui C > 0 es elegida de manera que / n(z)dr = 1.

n

Observacion 2.3.1. Si para cada € > 0 definimos

Ne(w) = einn (m)

€
entonces e € C°(R™) para cada € > 0, y se satisface

/n Ne(x)de =1 sop(ne) C B(0,¢€)

Definicion 2.3.1. Sea Q) un abierto de R". Si f : @ — R es localmente integrable
definimos su suavizamiento f€ en Q. = {x € Q: d(x,00) > €} como

f(@) = (e = f)(z) = / ne(z —y)f(y) dy = / ne)fle—y)dy v €
Q B(0,¢)
Lema 2.3.1. Sea Q un abierto de R™. Si f : 2 — R es localmente integrable, entonces

fee ().

Demostracion. Sea € > 0, z € Q, i € {1,2,,...,n} y h > 0 tan pequenio para que
x + he; € .. Observemos que

flathe)—f(x) 1 [1 {,7 <+h—y> . <f’f—y>] Fu) dy

h gﬂh € €

:ein 9,11 [77 <$+h:i_y> n(xzy)]f(y)dy

para algin abierto ' C Q. Como

1 x+ he; —y r—y\|hoo0lOn (z—y
—n|l———— ) —-n|— )| — -5~
h € € € 0x; €
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uniformemente en ', entonces

o= 138 (572) o= B

Un argumento similar muestra que D®f¢(z) existe para cada z € € y cada multi -
indice a. Por tanto f€ € C*>(€,). O

Teorema 2.3.7. Sea Q un abierto de R". Si uw € C(N) satisface la Propiedad del
valor medio para cada bola B(xz,r) CC Q, entonces u € C*(Q).

Demostracion. Sea € > 0 mostraremos que u = u€ en 2. Si z € €
w@) = [ nla = pyuto) dy
1 T —
=— n < y) u(y) dy
€7 JB(z,e) €
1 [€ T —
=— </ n < y) u(y) dS(y)> dr
€ Jo OB (z,r) €
1 /¢ /r
=— [ (*) (/ u(y) dS(zD) dr
€ Jo € 0B(z,r)

pues 71(z) = n(|z|). Ahora, por hipétesis d(z,d?) > ¢, entonces B(x,r) CC Q si
0 < r < ey la Propiedad del valor medio asegura que

u(z) = 1 /0677 (g) u(z)no(n)r™ =t dr

En

— u(z) (na(n) /0 () dr)

= u(z) (/Rn Ne(y) dy) = u(x)

esto muestra que u € C*°(€),) para cada € > 0, por tanto u € C*°(Q). O

Como consecuencia inmediata tenemos

Corolario 2.3.1. Sea Q2 un abierto de R". Si u € C%*(Q) es armdnica, entonces
ue C®(Q).

Como se podia anticipar, ya podemos mejorar el Teorema 2.3.3.
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Teorema 2.3.8. Sea 2 un abierto de R". Siu € C(Q2) satisface la P.V.M.

a(n)rm

u(z) = /B L uwasw)

para cada bola B(x,r) CC ), entonces u es armonica.

Demostracién. Si u cumple con estas hipdtesis, entonces u € C*°(Q) por el Teorema
2.3.7 y cumple la Propiedad del valor medio. Por el Teorema 2.3.3, u es armdnica en
Q. O

2.3.4. Estimaciones para derivadas

Para evidenciar la analiticidad de una funcién arménica derivaremos estimaciones
precisas para las derivadas parciales de una funcién armonica haciendo uso de la
Propiedad del valor medio.

Teorema 2.3.9. Sea Q2 C R™ abierto y acotado. Si u es armdnica en §2, entonces

o Ck
|D%u(o)| < WHuHLl(B(mo,T)) (2.3.5)
para cada bola B(xo,r) CC Q y cada multi - indice o de orden |a| = k, donde

1 (27 k)"

Co=—— Cp= k=1,2,... (2.3.6)

a(n)

Demostracion. Si u es arménica también lo serdn todas sus derivadas D%u para
cualquier multi - indice o = (a1, ag, . .., ay ), esto gracias a que toda funcién arménica
es infinitamente diferenciable de acuerdo al corolario 2.3.1. Sea B(zg,r) CC 2. Pro-
cedamos inductivamente sobre |a| = k.

Sik=0

_ 1
a(n)rn

1

[u(zo)| = < WHUHL]*(B(EQ,T))

/ u(y) dy
B(zo,r)

Si k = 1, gracias a las Férmulas de Green (véase [3] pp. 627 - 628 Teorema 3 (i))
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tenemos que

ou
8952-

(zo)

S / (uv)(y) dS ()
0B(x0,%)

1 /
< I —— dS(y) | llull L= (@B (z0,z
r (na(n) (g) ! dB(x0,%) ) L= @B(o,3)
2n
= 7||U|!Loo(aB(xo,g))

donde v; es la i - ésima componente del vector normal unitario a dB(x, 5).

Si x € 0B(xo, 5), entonces B(x, §) C B(xg,r) CC Q y asi

Ll <z
S ——— Ul (B@L) =
a(n) (5) (B(=,3))

() 1wl 1 (B(wo,r)

Lo cual implica que

n

W HUHLl(B(:cO,r))

[ull oo (9B (wo,2)) <
de este modo

ou
(9:62'

on 2" ontly

lull 21 (B(zo,r)) = WHUHLI(B(CB(),T)) 1=1,2,...,mn

(z0)| <

7 aln)rm

Ahora supongamos que la estimacién (2.3.5), (2.3.6) es vélida para cualquier multi -
indice de orden menor que un entero positivo k. Sea o = (a, g, ..., a,) un multi-
indice de orden k. Es claro que D%u = (DPu),, para algin i € {1,2,...,n} y multi-
indice 3 con |B| = k — 1. Luego estimamos

|D%u(o)| = |(D ), (20)]
1

a(n) (£)"

k" s
/8 P 0 450

a(n)rm

<— | ——Fw= dS@W) ) 11D%u]l oeropa. -
T (na(n) (%)n 1 9B(x0,%) ( )) H HL (0B(w0, %))

nk
= THD/BUHL‘”(c’)B(

/ (DPu)., () dy
B(zo,%)

z0,%))
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Si z € 9B(xo, ), entonces B(z, %r) C B(zg,r) CC Q. Por hipdtesis inductiva

(27 n(k — 1))
a(n) (%T)m_k_l

(27 n(k — 1))
Tk

Combinando estas desigualdades

|DIu(z)] <

HUHLl(B(x,%r))

nk (2" n(k 1)

|DO"LL(330)| S r a(n) (@T)n'i'k—l HUHLl(B(xO,T))
k

nk (2" n(k — 1)1 gn bl

= o)k = Dkt 1l B
km (2n+1)k—1(nk)k

=G eyt Nlnsen)

(27t k)"
< WHUHLl(B(xO,r))

Probando lo requerido. O

2.3.5. Teorema de Liouville

Teorema 2.3.10 (Liouville). Toda funcion u: R™ — R armdnica y acotada debe ser
constante.

Demostracion. Sea xg € R™ y r > 0, por el Teorema 2.3.9

ou Cy Cia(n) )
’83:1» (zo)| < m”u”Ll(B(:BQ,T)) < . lulloony — 0 i=1,2,...,n
cuando r — oo, por lo que Du(zy) = 0 para todo z¢g € R" y asi u es constante. [

Teorema 2.3.11. Sea f € C2(R"), n > 3. Entonces cualquier solucién acotada a
—Au(z) = f(z) xeR" (2.3.7)

tiene la forma

u(z) = /n Sz —y)f(y)dy+C (2.3.8)

para alguna constante C.
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Demostracion. Sabemos que
i) = [ @)1y

es una solucién a (2.3.7). Veamos que es acotada, sea r > 0 tal que sop(f) C B(0,7)

@) = | o)) dy\
=1, # s
< M/ 01~) —x)|dy

donde M > 0 es una cota para f en R™. Si u es otra solucién acotada, entonces u — u
es armoénica y acotada en R™, por el Teorema 2.3.10 se sigue que v = C + u para
alguna constante C. O

Observacién 2.3.2. Sin =2, ®(z) = —5-log|z| no esta acotada, asi que

[ 221wy
R2

puede estar no acotada.

2.3.6. Analiticidad

Definicién 2.3.2 (Analiticidad). Una funcion f: R™ — R se dice analitica en xq si
existe >0 y {fata C R tal que

=Y falz —z0)”

o] >0
si |x —xo| <.

Lema 2.3.2. Sea Q un abierto de R". Siu € C*(Q) y B(wo,r) C 2, entonces para
x € B(xg,7)

«

N— (0%
Z Z (z — z0)® _ Z Du(zxo + s(x — x0))(x — x0) (2.3.9)
k=0 |a|=k

al

para algin s € [0, 1] dependiendo de x.
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Demostracion. Sea xg = (z§,23,...,28) € Ly r > 0 tal que B(xo,r) C Q. Tomemos
x = (x1,x2,...,2,) € B(xg,r) y definamos

9(t) = w(zo + t(z — 20))

donde los valores de t varfan en un intervalo abierto (—a,a) que contiene a [—1,1].
El intervalo (—a,a) tiene ademds la propiedad de que si t € (—a,a), entonces xy +
t(z — zo) € B(xo, ). Es claro que g € C*°((—a,a)). La idea de la prueba es aplicar el
Teorema de Taylor para funciones reales a g con puntos adecuados de (—a,a) y luego
encontrar la relaciéon entre las derivadas de g y las derivadas de u. Veamos primero
cual es esta relacién, la cual probaremos por induccién sobre el orden de la derivada
de g. Afirmamos que

g B (t) _ Z D%u(zg + t(z — xg))

k! al (:E - xO)a te (_a7a)

|a|=k

Sik=1

Supongamos que la afirmacién es valida para k, probemos para k + 1

k! ol (2 —i—tw—x "
g0 = Wy = [ 3 (o D T (i - ab)e

ol oMy .- Qong,
‘a|:]{; =1

oled+ly, (z r—x - i
Z o+ t( 0)) H(xz _ I%)aj (xz _ x6)0q+1

O%gy .- 0%ty ... Qong,

|a|= k i=1 j=1
J#i
sit € (—a,a). Cada multi - indice (aq,...,a; +1,..., ) proviene a lo més de los
multi-indices
(alv"'aaia"'van)

(a1 —1,...,05+1,...,ap)

(a1, .0+ 1, a, — 1)

Entonces la constante acompanando a la derivada de u que corresponde al multi-indice
(1,...,05+1,...,ap) es

k! ! + !
Nar! ol o (g =D (o + 1)
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que sumando queda

g g

pfeititoant taiitapittan kN k+1)  (k+1)!
) arl - (o + 1)1

donde = (a1,...,0; + 1, -+, ). De este modo

0= 5 EEED e + e - e - )’
|8|=k-+1

quedando probada nuestra afirmacién. Si ¢ = 0, lo que acabamos de probar se ve
como “
9" (0) Z Du(zo)

ol

(x —20)"
|a|=k

Ahora apliquemos el Teorema de Taylor a g para encontrar s € [0, 1] tal que

N=1 ®(0) o) (s

que finalmente queda

N-1
Du(xp)(z — x0) D*u(xp + s(x — zg))(x — )
LORDIDD o =2 a
k=0 |a|=k la|=N
como deseabamos. O

Teorema 2.3.12 (Analiticidad). Sea @ C R™ abierto y acotado. Si u es armdnica
en §2, entonces u es analitica en .

Demostracion. Sea xg € 2. Debemos mostrar que u se puede representar como una
serie de potencias en una vecindad de xg. Sea r > 0 tal que B(zg,4r) C Q y M =
W!\u\\ﬂw(m,?,ﬂ)), por el Teorema 2.3.9 sabemos que

2"+ 1n|al > o

) 1
|D%u(z)| < WLHU||L1(B(I,T))< ,

n+1 ||
<M (2 n\a\)
r

si x € B(xo, 1), asi
2”+1n]04]>a|

[ D%ul| oo (Bag,r)) < M< .
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z k z 7’ .
Ahora nétese que £ < ¥k € N, asf |a[l*l < el?l|a|!. Ademés, del Teorema Multi-

. ! )
nomial n* = Zw‘:k% y asi |a|! < nlelal. Luego |all®l < el®lnlela! y logramos la

estimacién

ol o on+1,,2 ||
[ DUl oo (B(zo,ry) < M < n) clalplalor — pf (ne) o
? 7" 7,.

La serie de Taylor de u en xg es
Du(xg) o
> Do) o
o] >0

Afirmamos que esta serie converge a condiciéon de que

r

7= ool < G

Para verificar esto, para cada N € N calculemos el Residuo de Taylor

Nl “u(xo)(r — 20)*
Ry(z) = u(x) — Z Z Dl OLE! .
k=0 |a|=k
_ Z Du(xo + 3<$O?! 2o))(a — x0)* r € B(xo,7)

para algin s € [0, 1] dependiendo de z, gracias al Lema 2.3.2. Finalmente obtenemos
1 /22 \ N r N
m@l <M Y o (5) ot ()
la|l=N

1 M
=M =——0
Z (Qn)N aN
la|=N

3 . T
cuando n — oo, uniformemente en {z : |z — zo| < srFr3; }- O

2.3.7. Desigualdad de Harnack

Teorema 2.3.13 (Desigualdad de Harnack). Sea 2 C R™ abierto y acotado. Si u es
armdénica en Q y no negativa, entonces para cada Q' CC Q abierto conexo, existe una
constante C' > 0, dependiendo solo de ', tal que

supu < C'infu (2.3.10)
Q/ Q,
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Demostracion. Sea r = 1d(,0Q). Si z,y € Q' y |z — y| < r entonces

1
)= G O

e |
> u(z)dz
~ a(n)2nrm By.r) (2)

1 1 1
= o (a(n)r” /B(w) u(z) dz) = 2—nu(y)

porque B(y,r) C B(z,2r) y u es no negativa. Andlogamente u(y) > s;u(z). Por
consiguiente

2"u(y) > u(r) > 2%u(y) lz—yl <r

Sean g, yo € €. Como ¥ es compacto, podemos encontrar puntos i, s, ...,rx €

de manera que
N

Q' c UB(mi,r)

=1

B(a:i,r) N B(.CI}7;+1,7“) #* 0

De esto, se deduce que
1

u(wg) > Q,TVU(?JO)

Por tanto

supu < Cinfu C =N
Q/ 4

Observacion 2.3.3. De la afirmacion del teorema, se cumple en particular

1

ou) < u(z) < Culy)

para todo x,y € ', y una constante C > 0 que sélo depende de Q. Estas desigualdades
nos dicen que los valores de una funcién armdnica no negativa dentro de €' son todos
comparables, u no puede tener valores muy grandes o muy pequenos en todo €.
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Capitulo 3

Funciones de Green

En esta capitulo asumiremos que 2 C R™ es abierto y acotado, ademas 0f2 es de
clase C''. Propondremos una férmula de representacién que provea una solucién al

problema
—Au(z) = f(z) ze€Q (3.0.1)

sujeto a la condicion a la frontera
u(z) =g(x) =€ 0N (3.0.2)

Con este propdsito, primeramente usaremos las Identidades de Green en un do-
minio donde la solucién fundamental sea armonica, esto es, aislaremos la singularidad
de la solucién fundamental quitando una vecindad muy pequena de dicha singu-
laridad. Luego pasaremos al limite haciendo la vecindad en cuestion cada vez mas
pequena. Al llegar a este paso, habremos obtenido una férmula de representacion
que exige conocer més informacién con la que contamos. Aqui es donde entrard la
sobresaliente idea de introducir una funcién correctora y una funcién de Green. Estos
conceptos dependen exclusivamente del dominio en el que estemos y estaran definidos
en cada punto donde exista la singularidad de la soluciéon fundamental. La funcién
correctora gozard de propiedades apropiadas para obtener una nueva férmula de re-
presentacién que solo necesita de datos ya conocidos. Surgird aqui el problema de
encontrar esta funcién correctora.

Finamente estudiaremos el problema (3.0.1), (3.0.2) en el caso en que f = 0
para dominios concretos con geometria sencilla. Especificamente daremos la solucién

53



54 Funciones de Green

explicita al problema de Dirichlet para el Semi - espacio Rﬁ“ y para una Bola en

R™. La referencia para este capitulo es [3].

3.1. Derivacion de la Funcion de Green

Suponga que u € C2(Q) N C(N). Sea z € Qy eg > 0 tal que B(z,e0) CC
Apliquemos las Férmulas de Green (véase [3] pp. 627 - 628 Teorema 3 (iii)) a €2,
Q — B(xz,¢), 0 < € < €, con las funciones u(y) y ®(y — x) para tener

Q.

/Q (u(y) AD(y — x) — D(y — 2)Au(y)) dy (3.1.1)
o0 ou
[ (w50 -2w-n3w) dsw

donde v es el vector normal unitario exterior a 0 y % = Vu - v. Analicemos el
primer miembro de (3.1.1). Dado que

/ B(y — o) Au(y) dy
B(z,e€)

< 1D ulmtacay [ B dy =0

0,

cuando € — 0, entonces

/ (u(y) AD(y — x) — D(y — 2)Au(y)) dy
:—/ O(y — z)Au(y) dy

(/B(M /) =) dy =~ [ 80— B)

cuando € — 0, porque la solucién fundamental es arménica en .. Ahora veamos el
segundo miembro de (3.1.1). Observemos que

< || Dul| oo (B(ae)ynex(n)e” ! yengéé’e) |@(y —x)] =0

[ ew-05wds)
OB(z,€)

si € — 0. Ademaés

00 .
/fﬂB(a: LWy ) dSt) = S /aB(as o))

no(n)er
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si € — 0. De esta forma tenemos que

si € — 0. Por lo que, haciendo € — 0 en (3.1.1) nuestros cdlculos arrojan la igualdad

ou 0P
we)= [ (v0-05m -G e-n)dse)  612)

—/ ®(y — z)Au(y) dy
Q

La ecuacién (3.1.2) nos permitirfa calcular u(z) si solo supieramos los valores de

Au dentro de €2, y los valores de u y % en 0f2. No obstante, no contamos con los

valores de % en 0f2. Resultaria conveniente desaparecer este término modificando

(3.1.2) de alguna manera. Introducimos entonces una funcién correctora ¢* = ¢*(y)
resolviendo el problema de valores a la frontera

A¢™(y) =0 €N
{ ¢ﬂ”(y)y: Oy — ) yye 00 (3.1.3)

y definimos a la Funciéon de Green

Definicién 3.1.1. Sea Q C R" abierto y acotado tal que O es de clase C'. Definimos
la Funcién de Green para el dominio  como

Glz,y) =Py —z)—¢"(y) z,yeQ z#y (3.1.4)

Ahora apliquemos las Férmulas de Green (véase [3] pp. 627 - 628 Teorema 3 (iii))
a uy ¢% obteniendo

_ / &% () Au(y) dy = / (u(y) A" (y) — 6" Auly)) dy
Q Q
0p” N
= /(99 <U(y) 9 (y) — ¢ (y)av(y)> dS(y)
folox ou
- [ (5w -s-05tw) asw 319
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Con esta nueva terminologia sumamos (3.1.5) y (3.1.2) para obtener

Oou 0P
we) = [ (#0500 - s G -0)) as) - [ o -0 dy

Op* ou .
(w0 - o= 050 ) s+ [ o dy

—— [ w5 w0 asw) - [ Gepdu) dy (316
o0 v Q

donde %—f(x,y) = DyG(z,y) - v es la derivada normal exterior de G respecto a la
variable y. Nos damos cuenta que en (3.1.6) no aparece mas el término %. El intro-
ducir ¢* nos permitié representar de otra forma a u(x), pero surge el problema de
determinar ¢* con tan buenas caracteristicas, como veremos un poco mas adelante,

una geometria sencilla para €2 nos facilita la tarea de encontrar a ¢*.

Volviendo a nuestra férmula de representacién, si suponemos ademas que u €

C?(2) N C(Q) resuelve

—Au=f en {
U=y en 02

para f € C(Q) y g € C(092), podemos anadir esto a (3.1.6) obteniendo el siguiente
Teorema 3.1.1 (Representacion mediante la Funcién de Green). Sea Q2 C R" abierto

y acotado tal que OS) es de clase Ct. Siu € C?(Q) N C(Q) resuelve el problema de
valor a la frontera

{ ;ﬁug:f o 8% (3.1.7)
Entonces
ue) =~ [ o Gienasw+ [ Ganfma (618

Bajo el requisito que v cumpla (3.1.7) y siempre que podamos construir explicita-
mente una funciéon de Green para un dominio dado, entonces podremos representar a
u por medio de la funcién de Green, la derivada normal de la funcién de Green, y las
funciones f y g. La Férmula de Representacién mediante la Funcién de Green (3.1.8)
fue posible gracias a la introduccion de la funcién correctora ¢* que es la solucién
al problema (3.1.3). En este momento no podemos garantizar que ¢ existe cuando
Q) es abierto, conexo y acotado y ademés tiene frontera de clase C'. En el siguiente
capitulo salvaremos este contratiempo.

Antes de ir maés lejos, analizaremos una propiedad esencial de la funcién de Green,
su simetria en las variables = y y.
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3.2. Simetria de la Funcion de Green

Teorema 3.2.1. Sea Q C R” abierto y acotado tal que O es de clase C*. Si x,y €
Q, x #y, entonces G(z,y) = G(y, x)

Demostracion. Sean x,y € 0 x # y. Definimos

wy(2) = G(w,2) = (2 —x) = ¢°(2) z#=
wy(z) = G(y,2) =@(z —y) —¢Y(2) 2z#vy

b

Entonces

Awg(z) =0 zeQ—{x}
Awy(z2) =0 ze€Q—{y}
we(2) =wy(2) =0 2z €00
Sea ey > 0 suficientemente pequenio para que B(z,ep) CC ), B(y,e9) CC Qy

B(xz,e0) N B(y,e0) = 0. Si 0 < € < €, usando las Férmulas de Green (véase [3] pp.
627 - 628 Teorema 3 (iii)) en Q. = Q2 — (B(z,€) U B(y, €)) obtenemos

= [ @)y (2) — wy () Aun(2)) 2

Owy

= [ w0 G - 00 GEE ds(e)

Asi

/QB(z,e) <wy('z)86?(z) - wx(z)aauf(z)> ds(z) (3.2.1)

- /a o (wx(z)av(z) —wy(2) 7 (z)> dS(z)

si 0 < € < . Ambos lados de (3.2.1) se estudian de la misma manera. Veamos el
lado izquierdo.

/ wm(z)%(z) dS(z) "1 méx |wg| — 0
OB (z,¢€) v

< IDwyllz(Bacopna(m)e”™ méx
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cuando € — 0, pues w, es suave cerca de z. Por otro lado

Ow,
lim Wy (2 z)dS(z
=0 0B(z,€) y( v ( ) ( )
0P Op*
= lim Wy (2) (2 — ) dS(z) — lim wy (2 5 2)dS(z
c=0JoB(x,e) y( )8U( )dS(z) =0 JaB(z,e) y( ) ov ( )dS(2)
OB(x,€)

e—0 na(n)en—1

pues wy y ¢* son suaves cerca de x. Haciendo € — 0, el lado izquierdo de (3.2.1)
tiende a wy(z). Similarmente, el lado derecho tiende a w;(y), de este modo

G(a,y) = wa(y) = wy(z) = Gy, z)

3.3. Funcién de Green para el Semi - espacio R’

Consideremos el semi - espacio R = {(z1,...,2,,t) € R : t > 0}. A pesar
de que RZ‘F'H no es una regién acotada usaremos las ideas desarrolladas en la seccién
anterior para construir una funcién de Green, solo restara comprobar que la formula de
representacion (3.1.8) sirve como solucién a (3.1.7) con f = 0. La idea para construir la
funcién correctora es, dado un punto z € R, cambiar ®(y—z) por ¢*(y) = ®(y—7)
donde Z resulta de reflejar a = a través de 8RT’1.

Definicién 3.3.1. Si z = (x1,...,2p,t) € Rfﬁ“ su reflerion en el plano ORfﬁH es
T=(x1,...,&pn,—1)

Hemos reflejado la singularidad x € R?FH de ®(y — z) a la singularidad = ¢ R’}FH
de ¢*(y) = ®(y — x). Esta nueva funcién es efectivamente una funcién correctora.
Claramente se verifica la primera condicién en (3.1.3) y

ly =z =1lyl* —2(y-7) + 7P = |y —2(y-2) + |2 = [y — 2
six e Rﬁlfl yy€E 8Ri+1, por lo que se cumple la segunda condicién en (3.1.3).
Definicién 3.3.2. La Funcidn de Green para el semi - espacio R™ es
D +

Glx,y) =P(y—xz) — Py —7) (3.3.1)
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Notemos que

oG 0P 0P -

€r,Yy)= Yy—x)— y—x

aZ~/n+1( ) ayn+1( ayn—l-l( )
_ 1 Ynt1 —t  Ynp1t1
(n+Da(n+1) \ |y -z~ |y -zt

jy— ol g -3

1 (ynﬂ—f yn+1+t>
Wn+1

Consecuentemente si y € 8RT‘1, la derivada normal de G es

oG oG —2t

%(.T,y) = (xvy) =

_aynJrl wnJrl‘y - m’nJrl

Ahora, supongamos que u resuelve

1
{ Au=0 en RTF

u=gyg en 8R1+1 (332)

De (3.1.8) esperamos que

2t 9(y) +1
u(@) Wl /am“ |z — gy S) @Ry

sea una férmula de representacién para nuestra solucion. La funcién

2t

Wn+1 |1‘ -

K(z,y) = z eRT ye Ry

y|n+1

es el nicleo de Poisson para Rﬁ“. Entonces podemos expresar a u como
uw) = [ Kl ds) o e Ry
ORT !

Si escribimos a x € Rﬁ“ como (z,t) donde z € R" y ¢t > 0, entonces K (x,y) toma la
forma

2 t
Kla.y) = wnt1 |z =y
2 t
= —— zeRM! 4R
ntt (|2 = g2 + )5 : i
=K(z—y,t)

Asi, también podemos escribir a u como

u(z) = / K(z—y,8)9(y) dS(y) o € R
6R1“
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La notacién K (z,y) es mas comoda y util de usar, pero la notacién K (z —y,t) revela
mas propiedades del nticleo de Poisson, esto sera claro cuando abordemos el Problema
de Dirichlet cuando el dato g sea solo integrable. Ahora probamos que el nicleo de
Poisson es integrable, esto nos serd 1til en esta seccion, pero también més adelante.

Lema 3.3.1. Siz = (2,t) € R, entonces

/ K(z—y,4)dS(y) = 1 (3.3.3)
OR7 !

Demostracion. Sea x = (z,t) € R

2 t
K(z—y,t)dS(y) = / =7 4S(y)
/8]1%{1“ )dS(y) Wn+1 Jormtt (\z—y[2+t2)%l

2 t
- / s
Wit Joret (yf? +12)"
2 1
= ——7 dS(y)
Wn+1t" /aR”“ 2\ 5
(L)

2 1
= / n+1 dS(y)
Wntt JorTH (14 |y|2) 2

9 [e%s} Tnfl
== Wn DN d?"
Wn+1 0o (14722

(véase [4] pp. 139 - 141 (A.1, A.2)). De hecho, observando la secuencia de igual-
dades también hemos mostrado que

/ K(y,t)dy=1 VYt>0
OR7 !

Y que

2 1
/ S L n+1 dy =1
Wntt Jortt (14 [y[2)""
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3.3.1. Solucién al Problema Clasico de Dirichlet en el Semi - espacio R’ffl

Teorema 3.3.1 (Férmula de Poisson para el Semi - espacio). Sea g € C(OR")N
L°°(8R1+1). Entonces u representada mediante la Formula de Poisson

2t 9(y) 1
u(z) = K(z, ds :/ as reRYT
( ) /8R7_:_+1 ( y)g(y) (y) Wnt1 Jogn+t |l’ - y‘n+1 (y) +
(3.3.4)

satisface
= uwe CORT) N LR
= Au=0 en ]R’_T_H

= lim u(x) = g(x0) para todo zo € OR

T—x()

n+1
z€RY

Demostracién. Para cada x € RTFI, y — G(x,y) es una funcién armoénica, excepto
en y = x, entonces z — G(y,z) = G(z,y) es una funcién armonica excepto en z = y.

De este modo x — — 850+1 (z,y) = K(x,y) es una funcién arménica en la variable
n

T € ]RiJrl para cada y € 6]1%1“. De lo anterior, gracias al Teorema de convergencia
dominada podemos derivar bajo el signo de integral y conseguir

Au(z) = - Ay K(z,y)9(y) dS(y) =0

Por tanto u es armdnica en ]R?fl y asi u € C’OO(R?FH). Por otra parte, como g €
L=(9R'M), entonces u € L>®°(R”™) por la ecuacién (3.3.4) y el Lema 3.3.1.

Para demostrar el dltimo punto sea zg € R y € > 0. Sea § > 0 tal que
+ Y
lg(y) — g(z0)| < € siempre que |y—z9| <d y€ aRZL’+1

Entonces si x € ]Rffl y |z —xo| < g

|u(x) — g(zo)| =

/ K (. 9)g(y) dS(y) - / K (2,y)9(z0) dS(y)
OR7 !

Amn+1
IR™

— [ KGw)law) - glan)|dS(w)
IR

-/ + K(e.0)lofy) ~ g(z0)| 45
ORI B (x0,6) AR —B(x0,0)
=14+J
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Como K (zx,y) es positivo y por el lema 3.3.1
I<ef K@) =
oR" !
+
Por otra parte, si |x — zo| < g y |y — xo| > I, tenemos

5 1
Iy*xolSly*x\ﬂxﬂﬂo\Sly*w|+§§|y*xl+§lyﬂcol

consecuentemente |y — x| > 1|y — xol, luego

J < 2|l s smntt / K(z,y)dS(y)
L (3R+ ) 8R1+1*B(-770>5)
4H9HLO<>(6R”+1)t 1
= s / T 45()
Wnt1 R —B(20.,8) 1T~ Yl
22|\ g|| Lo (omn+1)t 1
< — e dS() 20
Wn1 IR —B(x0,0) ly — 2o

Con estas estimaciones logramos que |u(z) — g(xo)| < 2€ si |x — x| es suficientemente
pequeno. ]

3.4. Funcion de Green para una bola en R"

Construiremos una funcién de Green para la bola B(0,1). La idea es similar a
la usada para la funcién de Green para el semi - espacio. Partimos de un punto
x € B(0,1) y consideramos ®(y — x) que tiene su singularidad en y = . Cambiamos
a ®(y—x) por &(y—7) donde = = ﬁ ¢ B(0,1), asi hemos removido la singularidad
de la bola B(0,1).

Definicién 3.4.1. Si x € R" — {0}, el punto

x

T

es llamado el punto dual de x respecto a 0B(0,1). El mapeo

~

r—2Xx

es la inversion a través de la esfera unitaria 0B(0,1).
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Asumimos momentédneamente que n > 3. Como se observé anteriormente gy +—
®(y — 7) es una funcién arménica si y # T, por lo que y — |z|> "®(y — Z) es una
funcién armoénica si y # Z, y por tanto ¢*(y) = ®(|x|(y—7)) es una funcién arménica
en B(0,1). Ademés siy € 9B(0,1) y x #0

~ Y-z 1
22ly — 5[ = [of? <|y|2 2T ,‘2) e =20y a) 1= o — yP?

por lo que se deduce ¢*(y) = ®(y — z) si y € 0B(0,1).
Definicién 3.4.2. La Funcion de Green para la bola unitaria B(0,1) es

Gz, y) = ®(y —x) — (|zl(y — 7)) (3.4.1)
La misma formula también es vdlida para n = 2.

De acuerdo a (3.4.1)

oG fo L)) 0P ~
By, 0V = g, W= 2) = 5 (lal(y - )
Pero o 1
-1 yi—a
— ) = 2
o T el =gl "7
y
2571
oD - 1 2
|y —7)) =
B 1 1 2-n z": RS 2 oy — Fi
— nn = Da(n) w2 2 < Yj 22 Yi |z|?
B I . 1rel2 e
_ 1yl Ti L yilz| Li n>3

na(n) [z[*y —z[* na(n) |y -z
si y € 9B(0,1). Se obtiene el mismo resultado para n = 2. Por tanto

oG -1 1

—(,y) = i — i) — yilo® +
6y,»( Y) () [T — g ((yi — @) — yilz* + 2)
= nat =y WD)

Entonces

" 3G -1 1-—|z|?
y):Zyz-afy,(w,y): i
i=1 v

na(n) [z —y|"
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Si suponemos que u resuelve

{ Au=0 en B(0,1)

u=g en 0B(0,1) (34.2)

se seguird de (3.1.8) que

1z 9(y) .
uUe) = ) /aBm,l) oy 5@ =€BOD

proporciona una Férmula de Representacion para la solucién de (3.4.2).

Cambiemos un poco el problema, en vez de (3.4.2) supongamos que u satisface

{ Au=0  en B(0,r) (3.4.3)

u=g en 0B(0,r)
para algun r > 0.

Entonces u(z) = u(rxz) cumple (3.4.2) con g(x) = g(rx). Luego, por un cambio
de variable llegamos a

u(x) =u lx *1_‘%‘2 )
(=) = <7“ >_ na(n) /83(0,1) 11z —y|n 45()

n—2

r r? — |x\2
- /a I oy dS(y)

na(n) Japoy [v —ryl”
r’ — Iarlz/ 9(y)

= — dS(y) =€ B(0,r 3.4.4
na)r Jopon & —yp o) € BOT) (344

La funcién
2 2
— 1
K(ny) = ——1 z e B0,r) yedB,r)

na(n)r |z —y["

es el nucleo de Poisson para la bola B(0,r).

3.4.1. Solucién al Problema Clasico de Dirichlet para una bola en R”

Teorema 3.4.1 (Férmula de Poisson para una bola). Sea g € C(9B(0,1)). Entonces

u(z) = / K(z,y)g(y) dS(y)
dB(0,r)

_rt—la? 9(y) N )
= oo TS0 =€ B0 (3.45)

cumple lo siguiente
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» u € C*(B(0,r))
» Au=0 en B(0,7)

»  lim  wu(z) = g(xg) para todo xy € IB(0, 1)

rT—x

z€B(0,r)

Demostracion. Para cada x € B(0,7), y — G(x,y) es arménico, excepto en y = x.
Entonces = — G(y,z) = G(z,y) es arménico excepto en x = y. Por consiguiente
x —g—g(l‘,y) es armonico en la variable z € B(0,r) para cada y € 9B(0,r).
Aplicando (3.4.4) con u = 1, sabemos que K (x,y) es integrable en 9B(0, ) e integra 1.
Como en el teorema 3.3.1, usando el Teorema de convergencia dominada se demuestra
que Au = 0 en B(0,7), entonces también u € C°°(B(0,r)). Para lo que resta, sea

xo € 0B(0,7) y € > 0. Sea 0 < J < € tal que
l9(y) —g(@o)| <€ si yedB(0,r) |y—mo| <o

Size B(0,r) |z—x < % tenemos

fu(z) — g(zo)] < ( / + / ) K(z,9)l9(y) — g(z0)| dS(y)
OB(0,r)NB(z0,5) 0B(0,r)—B(zo,9)
=14+J

Primero I < € por la continuidad de g y porque K (z,y) es positivo e integra 1 en
0B(0,r). Después, si |z — xg| < % v |y — 20| > 6, entonces |y —z| > Ly — 20| > 16,y
se tiene

Mallr o . 2 (2
J< 191l o (a0, ))/ re — |x| ds(y)
na(n)r 2B(0,r)—B(zo,0) 1T — Y™

9 5 on 5 2n7,.n71
< 2[|gll Lo aB(0,r)) (7 — || )577“n < 2||9||L°°(BB(O,T))T€

porque
)
r? — ]:c2| = (r+|z|)(r — |z|) < 2r(Jzo| — |x|) < 21|z — 2| < 27’5 < re
Por tanto u(x) — g(zo) si ¢ — zp. O

Como es de esperar, también podemos resolver el problema de Dirichlet para
cualquier bola.

Corolario 3.4.1. Sea g € C(0B(zg,r)). Entonces

B r? — |z — z|?

_— g(Z) zZ T Tro.T
o) = /;)B(xo,m @ W) @€ Blaor)

satisface
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= u € C%(B(xo,7))
» Au=0 en B(zg,7)

= lim wu(x) = g(2') para todo 2’ € dB(x¢,7)

x€B(zo,r)

Demostracion. Si x € B(xg,r), podemos escribir x = xg + y con y € B(0,r). Si
u resuelve el Problema de Dirichlet en B(xg,7) con funcién frontera g, entonces la
funcién u(z) = u(re+ ) resuelve (3.4.3) con funcién frontera g(z) = g(zo+z). Luego
encontramos que la solucién al problema de Dirichlet en B(zg,r) viene dada como

. 7"2—\96—3?0|2/ 9(y)
(z) =l o) na(n)r  Japo) lr —z0 =y )
2 2
na(n)r 2B(0,r) 1T — To — Y|

2 | 2
_ ol —mf / 93 _ 452y
na(n)r  JoaBaor) 1T — 2|

Dado que u(z) = u(zp + x) cada uno de los puntos a demostrar claramente se satis-

facen. O



Capitulo 4

Problema Clasico de Dirichlet para do-
minios con frontera regular

En este capitulo resolvemos el Problema de Dirichlet para dominios en R™ con
frontera regular por medio del Método de Perron de funciones subarmdnicas. Poste-
riormente presentamos condiciones geométricas sobre la frontera de nuestro dominio
en cuestiéon que aseguren su regularidad.

Para este capitulo nos hemos basado fundamentalmente en [6] y [1].

4.1. Funciones subarmoénicas y superarmoénicas

Para resolver el Problema de Dirichlet en dominios més generales, introduciremos
las funciones subarménicas y su contraparte, las funciones superarmonicas. Estas fun-
ciones son versiones debilitadas de las funciones armoénicas, atin asi, gozan de algunas
de las propiedades de las funciones arménicas. Es conveniente estudiarlas pues, como
veremos, de una manera excepcional, podemos generar funciones armoénicas a partir
de funciones subarmonicas o superarmonicas. Las demostraciones de los resultados
de esta seccién se omiten, pues son esencialmente las mismas que se presentaron en
el capitulo sobre la Ecuacién de Laplace y la Ecuacién de Poisson.

Definicién 4.1.1. Sea Q un abierto de R™. Una funcion u € C() es subarmdnica
(superarmdnica) si para cada x € S existe R > 0 tal que

1
)W /83(95,7«) u(y) dS(y)

67

u(z) < (=
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o equivalentemente

siempre que 0 < r < R.

Para funciones arménicas teniamos un Principio del Méaximo y un Principio del
Minimo. Para funciones subarménicas (superarmonicas) solo tendremos un Principio
fuerte del Méximo (Minimo).

Teorema 4.1.1 (Principio del Méximo para funciones subarmoénicas). Sea Q@ C R"™

abierto, conexo y acotado. Siu € C(2) es una funcion subarmonica en ) y si existe
xo € Q tal que u(xy) = méxu entonces u es constante. Como consecuencia tenemos
Q

Mmaxu = maxu
Q E19)

Teorema 4.1.2 (Principio del Minimo para funciones superarmonicas). Sea € C R"™

abierto, conezxo y acotado. Siu € C(2) es una funcion superarmonica en § y si existe
xo € Q tal que u(xg) = minu entonces u es constante. Como consecuencia tenemos
Q

minu = minw
Q
Corolario 4.1.1. Sea Q C R"™ abierto, conexo y acotado. Si u € C(QQ) es armdnica
en §2, entonces

minu < u(zr) <mixu x €K
o0 o0

4.2. Convergencia de funciones armoénicas

Una funcién v € C(Q2) donde € es un abierto de R™ es arménica si y solo si
satisface la Propiedad del valor medio para cada bola compactamente contenida en
Q). Como consecuencia de esta sobresaliente caracterizacién, obtendremos algunos
resultados sobre convergencia de sucesiones de funciones arménicas.

Teorema 4.2.1. FEl limite de una sucesion uniformemente convergente de funciones
armdnicas es una funcion armdnica. De manera precisa, si (Um)oo_, €S una suce-
sion de funciones armdnicas en ) y si uy, — u uniformemente en €, entonces u es
armonica en €.

Demostracion. Como u,, — u uniformemente en Q y cada u,, € C(), entonces
u € C(Q). Seax € Qy B(z,r) CC Q. Cada uy,, es armonica, entonces cada uyp,

cumple
1
wn(@) = v [ iy

a(n)rm
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Probaremos que u también satisface la P.V.M. para B(z,r). Sea € > 0, existe N € N
tal que
€

m>N = |un(y) —u(y)| < a(n)rm

para todo y € B(z,r). En consecuencia

/ i () dy — / u(y) dy
B(z,r) B(z,r)

< / i (y) — u(y)ldy
B(x,r)
< a(m)r’||um — ullpe By <€ n=N

Por lo tanto

1
w(x) = lim uy,(z) = lim / Um (y) dy
(2= 0 ) = 0 S Sy )

5
= — lim u,,(y) dy
a(n)r™ | gy m—oo )
5
=— u(y) dy
a(n)r” B(z,r) ( )

Concluyendo entonces que u es armoénica en §2. O

Teorema 4.2.2. Sea 2 C R" abierto y acotado. Sea (up,)3_, una sucesion creciente
de funciones armdnicas en Q y suponga que existe xo € 0 tal que (um(x0))oo_;
es acotada. Entonces (unm)5_, converge uniformemente a una funcion armonica en
cualquier subdominio ' CC Q que contenga a x.

Demostracién. Sea Q' CC Qy zg € Q como en la hipdtesis. Bastard probar que
(um)2_; es una sucesiéon de Cauchy uniforme en . Por hip6tesis (um(x0))35_; es
mondtona y acotada, por tanto convergente y también de Cauchy. Sea € > 0, existe
N € N tal que

0 <wup(xg) —us(xg) <€ r>s>N

Si r > s, entonces u, — us es armoénica y positiva. Por la desigualdad de Harnack
sabemos que

sup |u, — us| SC’l’Sﬂur—us| <Ce m>n>N
Q/

para alguna constante C' > 0 dependiendo solamente de Q. Asi (uy,)5°_; es de Cauchy
uniforme en €', luego uniformemente convergente en €’ y su limite es una funcién
armonica por el Teorema 4.2.1. O



70 Problema Clasico de Dirichlet para dominios con frontera regular

4.3. Solucién al problema Clasico de Dirichlet en domin-
ios con frontera regular

Las funciones subarmédnicas son el objeto que nos permitird encontrar teérica-
mente la soluciéon al Problema de Dirichlet. La técnica a utilizar se le conoce como
Método de Perron de funciones subarmonicas. La idea es adaptar progresivamente
una sucesion de funciones subarmonicas en un dominio hasta convertirla en una suce-
sién uniformemente convergente de funciones armonicas al menos en una bola dentro
del dominio. En la construccion de dicha sucesion es fundamental conocer la solucién
al Problema Clasico de Dirichlet para bolas en R”. El siguiente resultado justifica de
alguna manera porque las funciones subarménicas son sub - arménicas y sera usado
en repetidas ocasiones durante este capitulo.

Lema 4.3.1. Sea Q@ C R"™ abierto, conexo y acotado. Suponga que u € C(Q) es

subarmdnica en Q y que v € C(Q) es armdnica en Q. Siu < v en IR, entonces u < v
en €.

Demostracion. u —v < 0 en 0f). Dado que u — v es subarménica en (2, el Principio
del Maximo muestra que u < v en 2. ]

Podemos construir una funcién subarménica a partir de otra funcién subarmonica,
pero mejorandola un poco. Podemos hacerla armoénica en una bola pequena y sub-
armonica fuera de dicha bola.

Definicién 4.3.1. Sea Q un abierto de R™. Paraw € C(2) y B(xo, ) CC Q definimos

u(z) x € Q — B(xzg,T)
_ 2 o2
Uggr(T) = r — |z — x| / u(y) dS(y) = € B(xo,r) (4.3.1)
na(n)r OB (zo,r) ‘$ - y’n

a Uz se le llama la modificacion de Poisson de u para B(xg, ).

Teorema 4.3.1. Sea Q2 C R"™ abierto, conexo y acotado. Siu € C(§) es subarmonica
en Q y B(zg,r) CC Q, entonces ug, , es subarmonica en Q y u < ug, , en .

Demostracion. Claramente ug,, € C(£2). Para u < ug,, en £ solo basta ver que
u < Uy, en B(xg,r). Esto es inmediato del Lema 4.3.1, pues u es subarménica en
B(zo,7), Uy, es arménica en B(xg,r) ¥ 4 — Uy, » = 0 en 0B(y,r). Mostremos que
Ug,r €s subarmonica en (2.

Sea z € Q. Si 2 € B(zo,7)

1
a(n)rm

Ugg,r (35) =

/ Ugg,r (y) dS(y)
B(z,s)
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para s suficientemente pequena . Si x &€ B(xg,r)

Uso () = ()
1

< () /B . u(y) dS(y)

1
S Uao,r () dS(y)
O‘(n)r B(z,s)
para s pequena. ]
Proposicion 4.3.1. Si ui,ue,...,ur son funciones subarmdnicas en €2, entonces
u = méax{ui, ug,...,ux} es subarmonica en 2.

Demostracion. Sea xg €  y R > 0 como en la definicién 4.1.1 para cada una de las
funciones u1, uo, ..., ur. Si 0 < r < R, tenemos

u(zg) = 112?§><k{uz($0)}

[ |

1255 { a(n)rm /B(:m,r) wily) dS(y)}
1

o) /B ) u(y) dS(y)

IN

IN

Definicién 4.3.2. Sea Q C R™ abierto y acotado. Si g € C(09) definimos
Sy ={u€ C() :u es subarmdnica en Q@ yu < g en I}

Siu € Sy decimos que u es una subfuncion relativa a g. De este modo, S, es el
conjunto de subfunciones relativas a g. A Sy también se le conoce como la familia de
Perron para g.

La funcién wy : @ — R definida como
wg(x) = sup{u(x) : u € Sy}
es la funcion de Perron relativa a g.

Observacion 4.3.1. Bajo las mismas hipdtesis de la definicion 4.3.2

» El conjunto Sy es no vacio porque S, contiene a todas las funciones constantes
menores que el minimo de g en OS).
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» La funcion wy estd bien definida. Siu € Sy, entonces para todo x €

u(z) <méxu < mixg < oo
oN oN
Por tanto
wg(z) = sup{u(z) 1 u e Sy} < r%%xg < 00

nwy<gendQ SizeddyucS, setiene que u(x) < g(x), entonces

wg(z) = sup u(z) < g(x)
u€Sy

» Sim y M son el minimo y el mdzimo de g en 0S), entonces m < wy, < M en

Q.

o Siu €Sy, entonces u < M en 082, el Principio del Mdzimo muestra que
u< M en, luego wg < M en Q.

e m Sy, entonces m < wy en (2.

» Siup y ug son subfunciones relativas a una funcion g, entonces max{ui,usa}
estambién una subfuncion relativa a g. Esto es claro pues max{ui,uz} es sub-
armoénica en ) por la Proposicion 4.3.1 y si uy < g, ug < g en 052, entonces
max{uy,uz} < g en 9.

» Siu es una subfuncion relativa a g y B(xo,r) CC Q, entonces ug, , también es
una subfuncion relativa a g.

Teorema 4.3.2. Sea Q2 C R™ abierto, conexo y acotado. Suponga que v resuelve el
Problema Cldasico de Dirichlet para Q2 con dato en la frontera g € C(02). Entonces
V= wy.

Demostracion. Por hipétesis, v es arménica en Q y v = g en 0€2, entonces v € Sy y
asi v < wy en ). Por otro lado, u < g = v en 0f) siempre que u € Sy, del Lema 4.3.1
se sigue que u < v en () para toda u € Sy, por tanto wy < v. O

Aunque no siempre se cumplan las hipétesis del Teorema 4.3.2, w, siempre es
armoénica en ).

Teorema 4.3.3. Sea Q C R" abierto y acotado. Si g € C(0N), entonces wy es
armonica en €.

Demostracién. Probaremos que w, es armoénica en cualquier bola B(zg,7) CC 2. Por
definicién de w, podemos elegir una sucesién (uy)32, C Sy tal que

wg(xg) = klirglo ug (o) (4.3.2)
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Reemplazando uy por max{uy,us,...,u;} obtenemos

0 < wy(zo) — méx{ui(zo), u2(xo), . .., ur(xo)} < wy(zo) — ug(xo) — 0

cuando £ — oo. Denotando a esta nueva sucesiéon también como (uy)p, se sigue
conservando (4.3.2). Cambiemos ahora wuy por la modificacién de Poisson de wuy para
B(xzo, ). Esta nueva sucesién también verifica la ecuacién (4.3.2) por el Teorema
4.3.1. Sigamos denotando esta sucesién como (ux)32 ;-

Hemos construido una sucesiéon creciente de funciones en S;, ademds cada uy
es armonica en B(zg,r) y limy_ ux(zo) = wy(zg) < 0o. Por el Principio de Har-
nack, (ug);2; converge uniformemente en subconjuntos compactos a una funcién u
armonica en B(zg,r). Si mostramos que u = wy en B(zo,r), habremos terminado.

Claramente u < wgy en B(xo, r) pues u < wg en B(xg,r). Para la otra desigualdad
tomemos v € Sy, y veamos que v < u en B(xg, ). Sea v} la modificaciéon de Poisson
de méx{uy, v} para B(xg,r). vy € Sy por las observaciones hechas anteriormente y
u(zo) = wgy(xo) por (4.3.2), entonces vi(x¢) < u(zg) para toda k € N. Atin més vy, es
armonica en B(xg,r) y max{ug,v} < vy en B(xo,r) para toda k € N por el Teorema
4.3.1. Luego, para 0 < s <1

u(xo) > vi(xo)
1

= (”)SM/BB )Uk(y) dS(y)

no N (
na% /,93( méx{ug(y),v(y)} dS(y)

>
- (n)sn ! Z0,S)

Haciendo k& — oo, la P.V.M. asegura que

1
na(n)s"—t /aB(xo, uly)dS(y) = u(zo)
1

>_ -
~ na(n)sn1

/ méx{u(y), v(y)} dS(y)
OB (z0,s)

Por tanto u > v en 0B(xy, s) para toda 0 < s < r. Asi u > v en B(zo,r). Esto prueba
que wy < u en B(xg,r), como se deseaba. O

Con este teorema hemos asociado a cada funcién g continua en 02 una funcién wy,
armoénica en 2. Si queremos que wy, = g en Jf) necesitamos imponer una condicién
adicional a 0f2.

Definicion 4.3.3. Sea 2 C R™ abierto y acotado.

s Una funcion barrera o simplemente barrera en z € 0S) es una funcion @Q, €
C(Q) subarmdnica en Q tal que Q.(2) =0 y Q.(z) <0 siz € Q — {z}.
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= Un punto z € 9Q es regular si existe una funcion barrera en z. Si cada z € OS2
es reqular, decimos que ) tiene frontera reqular.

Teorema 4.3.4. Sea Q) C R™ abierto, conexo y acotado. Si g € C(IN) y z € I es
reqular, entonces
lim wy(x) = g(2)

r—z

Demostracion. Sea z € 0f) un punto regular y (), una funcién barrera. Sea € > 0,
existe 0 > 0 tal que

red |z—z|<d = |glz)—glx)| <e
Sean

Mg = mé& <0 M = m4
Q ‘:EIEZE&QZ(LU) y méx |g(z)]

Es posible elegir £ > 0 tal que kMg < —2M. Entonces kQ,(z) < —2M para |z —x| >
J. Consideremos la funcién subarménica u_(z) = g(z) — € + KQ,(x).

Silr—z[<d
u—(z) = g(2) — €+ £Q:z(2) < g(x) + KQ:(z) < g(z) x €N
Silz—2[>4
u_(2) = 9(z) — e+ KQu(2) < g(z) — c— 2M < g(z) z € O
Entonces u_ < g en 99, luego u_ < wy, en €, es decir
9(2) — e+ kQ (x) <wy(z) z€Q

Ahora consideremos la funcién superarménica u4 () = g(2) + € — kQ,(x).

Sijr—z[<d

—uy(r) = —g(2) — e+ rQ=(x) < —g(x) + rQ=(x) < —g(z) = €N
Silz—z>0

s (5) = —g(2) — e+ KQu () < g() — e — 2M < —g(z) z € 00

Entonces —uq < —gen 0€). Siu € Sy, u—u4 es subarménicaen Qy u—uqy < g—g =0
en 0f), asi u < uq en () para cualquier u € Sy, por lo que wy < ug en €. Esto es

wy(z) < g(2) +e—kQ:(xz) x€ Q

Hemos mostrado que
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De la continuidad de @), se sigue que

tim e, () ~ ()| = 0
z€Q

concluyendo la demostracion. O

Teorema 4.3.5. Sea ) C R" abierto, conexo y acotado. El problema de Dirichlet
tiene solucion para € si y solo si §) tiene frontera reqular.

Demostracion. (=) Supongamos que el Problema de Dirichlet es soluble para Q y
que z € 9. La funcién f(x) = —|x — z| definida en 99 es continua. La solucién al
Problema de Dirichlet para §2 con dato en la frontera f es una funcién barrera en z.

(<) Si Q tiene frontera regular los Teoremas 4.3.3 y 4.3.4 muestran que el Pro-
blema de Dirichlet es soluble para 2 con dato en la frontera f. O

4.3.1. Condicién de la Bola Exterior

Teorema 4.3.6. Sea Q) C R" abierto, conexo y acotado. Si z € OS2 pertenece a una
bola cerrada contenida en el complemento de €, entonces z es regular.

Demostracién. Supongamos que B(y,r) es una bola cerrada contenida en el comple-
mento de Q tal que 0B(y,r) N 9N = {z}. La funcién v : R™ — {y} — R definida
como
logr —loglz —y| n=2

1 1

u(z) = n>2

]a; _ y|n—2 -~ pn—2

es una barrera en z. O

El Teorema 4.3.6 nos permite resolver el Problema de Dirichlet para {2, cuando
00 es suficientemente suave, lo cual precisamos a continuacion.

Teorema 4.3.7. Sea Q un abierto de R™. Si 00 es de clase C?, entonces satisface

la Condicion de la Bola Exterior. Ademds, si Q) es conexo y acotado, entonces el
Problema de Dirichlet es soluble para 2.

Demostracion. Ver [1], pag. 230. O
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4.3.2. Condicién del Cono Exterior

Si  tiene frontera de clase C!, no necesariamente cumple la condicién de la
Bola Exterior. Ahora analizaremos una condicién en 9§2 que implica su regularidad.
Omitiremos las pruebas de los siguientes Teoremas, esto se puede encontrar en [1],
pp. 230 - 232 , 237.

Teorema 4.3.8. Sea Q) C R" abierto, conexo y acotado. Si z € 0S) pertenece a una
bola cerrada contenida en el complemento de ), entonces z es regqular.

Teorema 4.3.9. Sea Q un abierto de R™. Si 0Q es de clase C', entonces satisface la
Condicion del Cono Exterior. Ademds, si € es conexo y acotado, entonces el Problema
de Dirichlet es soluble para Q.

Ahora, la existencia de la funcién correctora ¢* cumpliendo (3.1.3) en el capitulo
anterior estd establecida, por lo que, al menos tedricamente, la Férmula de Repre-
sentacién mediante la Funcién de Green (3.1.8) estd bien fundamentada. Ademds la
unicidad de la Funcién de Green para {2 abierto, conexo y acotado y con frontera de
clase C! est4 dada gracias al Teorema 2.3.6.



Capitulo 5]

Teorema de Diferenciacion de

Lebesgue y Funcion Maximal
de Hardy - Littlewood

En este capitulo no estudiaremos alguna versiéon del Problema de Dirichlet, sino
que desarrollaremos teoria necesaria para resolver el Problema de Dirichlet en el semi
- espacio R?fl con dato LP en la frontera. Este 1ltimo proporcionara ideas claves
para poder plantear el Problema de Dirichlet en su version LP.

El presente capitulo tiene como propésito establecer el Teorema de Diferenciacion
de Lebesgue, que en su versién n - dimensional afirma que si f € L}, (R"), entonces
para casi toda x € R"

1
lim ——— dy = f(x 5.0.1
/B L =@ (5.0.1)

r—0 \(B(z,1))

Necesitamos examinar cuidadosamente el cociente en la ecuacién de arriba, esto
lo haremos mediante la funcién maximal de Hardy - Littlewood. En el desarrollo que
se hard a lo largo de este capitulo descansa una idea general, que a grandes rasgos
dice que si queremos una convergencia casi en todas partes, es conveniente introducir
una funcién maximal.

Por ltimo, valiéndonos del Teorema de Diferenciacion de Lebesgue presentare-
mos una generalizacién de un Teorema muy importante en Matematicas, el Teorema
Fundamental del Célculo, que afirma que si f es una funcién continua en el inter-
valo [a,b] y F(z) = f; f(t)dt, a < x < b, entonces F' es diferenciable en [a,b] y su
derivada es F'(z) = f(x) a < x <b. La generalizacién de este Teorema considera la
situacién en la que f es solamente integrable, entonces F' es una funcién continua, F'
es diferenciable casi en todas partes y F'(x) = f(z) para casi todo z € [a, b].

7
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Para referencia a este capitulo véase [7].

5.1. El Teorema de Cubierta de Vitali

La prueba que presentaremos del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue depende
de un principio bésico llamado el Teorema de Cubierta de Vitali. Aunque a primera
vista no sera obvio por qué este teorema tiene alguna relevancia, el Teorema de
Cubierta de Vitali serd imprescindible cuando estudiemos la funcién maéaximal de
Hardy - Littlewood.

La puesta en escena del Teorema de Vitali involucra un conjunto acotado £ C R™,
y para x € E una bola abierta centrada en x con algtn radio, donde no imponemos
nada a los radios de estas bolas. El objetivo de este teorema es conseguir las dos
siguientes condiciones conflictivas

= Seleccionar bolas disjuntas entre las dadas

s Cubrir a E con esta coleccién de bolas.

Estos dos objetivos pueden ser logrados dificilmente a la vez, es por eso que
cederemos levemente y nos conformaremos con menos. Podremos seleccionar bolas
disjuntas, pero sin cubrir a todo F, pero con bolas concéntricas de mayor radio si
lograremos cubrir todo E.

Teorema 5.1.1 (de Cubierta de Vitali). Sea E C R™ acotado. Asuma que F es una
coleccion de bolas abiertas, todas con centro en algin punto de E, de manera que para
cada punto de E existe una bola en la coleccion F. Entonces existe una coleccion de
bolas (posiblemente finita) B(x1,m1), B(x2,72),... de F tal que

» B(xy,71), B(xa,72),... son disjuntas
= FC UiZI B(:L’Z',STZ‘)

Demostracion. La prueba se debe a Banach. Se basa en una idea muy sencilla, elegir
inductivamente bolas, en cada paso la bola mas grande que no intersecte a las an-
teriores. Sin embargo este proceder debe ser modificado pues al escoger la bola mas
grande buscamos el mayor radio, que puede no existir. Solo debemos estar seguros de
haber seleccionado una bola cuyo radio sea casi el mas grande.

Observemos primero que si {r : B(z,r) € F} no tiene cota superior, entonces
podemos tomar un radio muy grande r, correspondiente a un punto x € FE, tan
grande que E C B(x,r), terminando con lo deseado. Por tanto, supongamos que
sup{r: B(z,r) € F} < 0.
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41 Pyeden

Sea di = sup{r : B(z,r) € F}. Tome B(x1,r1) € F tal que 1 > %
= () entonces

suceder dos cosas. Si no hay B(z,r) € F tal que B(z,r) N B(x1,71)
E C B(z1,3r1). Veamos esto:

Sea x € F, elija r > 0 tal que B(xz,r) € Fyy € B(z,r)N B(x1,71)
lz—a| <z —yl+ly—z| <r+rm <di+r1<3n

Cuando si hay B(xz,r) € F tal que B(z,r) N B(z1,7r1) = (), definimos dy = sup{r
B(z,r) € F y B(z,r)NB(x1,m1) = 0} y elegimos B(xg,r2) € F tal que ro > 2 y
B(zg,7r1) N B(x1,71) = 0.

Si no hay B(z,r) € F de manera que B(z,r) N J;.3 B(zi,r;) = () entonces
E C ;.3 B(x4,3r;). Esto tltimo se verifica como sigue:

Seax € E'y B(x,r) € F. Si B(xz,r) N B(x1,r1) # () entonces x € B(x1,3r1). Si
B(z,7) N B(x1,71) = 0 es posible tomar y € B(x,r) N B(xg,r2), luego

|t —xo| <o —y|+ |y —a2| <r+re <da+re <3

entonces © € B(xa,3r32).

En otro caso, seguimos con este proceso hasta terminar o conseguir una sucesién
{B(zi,7i)}ien C F tal que

donde d; = sup{r: B(z,r) € F y B(z,7) NUs<; B(zk,7%) = 0} para cada i > 2.

Por construccién, esta es una sucesién de bolas disjuntas. Ahora veamos que
E C U;s; B(x;,3ri). Sea © € E'y B(x,r) € F. No puede pasar que B(x,r) no se
traslape con alguna de las bolas B(x;,1;), porque si B(x,r) N B(z;,r;)) =0 Vi e N
entonces r < d; vy r; > % > 5 > 0 para toda i € N y esto implicarfa que

A(QB(%”)>>A<UB%> ZA( xl,7> 0

lo cual es imposible porque | J;2, B(z;, r;) es acotado dado que E es acotado y tenemos
control sobre los radios de cada una de estas bolas.

De lo anterior, existe ig € N, el mas pequeno tal que B(z,r) N B(xz;,,7,) # 0, por
consiguiente

B(z,r)N U B(zi,ri) =0
<10

de donde se deduce que = € B(z;,,3r;,) de manera similar a como tratamos los
primeros pasos del proceso inductivo. O
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Observacion 5.1.1. El factor 3 que aparece en el teorema 5.1.1 no es el mds pequeno
que funciona. Podemos modificar la demostracion anterior y reemplazar 3 por 2 + €
para cualquier € > 0. Todo lo que hay que hacer es escoger B(x;,r;) satisfaciendo
%ﬁdi < T;.

El factor 2 4+ € no se puede hacer mds pequeno en el teorema 5.1.1, esto en el

sentido de que no siempre E C |, B(z4,2r;).

Basta mostrar un ejemplo. En R, sea E = (—1,1). Para cada © € E definimos
r(xz) = 1%2‘%' y By = (x —r(x),x +r(zx)). Sea F ={B, : x € E}. Una particularidad
de esta coleccion de bolas es que todas tienen al 0.

0eB, — zxz—r(x)<0<x+r(x

14 2|z 1+ 2|z
- < —

0
3 <zT+ 3

<~
— 3r—-1-2z|<0<3z+1+2|z]
= —(1+2z]) < =3z <1+ 2|z|
=3z <1+20]

—= |z| <1

Entonces si existiese tal coleccion de bolas disjuntas que verifican el teorema 5.1.1
con el factor 2 en vez de 3, esta deberd constar solo de una bola por lo que acabamos de
verificar, esto es, tendriamos que (—1,1) C By para algin x € E. Algo muy sencillo
de ver, es que ningiun B, cubre todo E, lo cual es un absurdo. Por tanto el factor 2
en vez de 3 en el teorema 5.1.1 no sirve.

5.2. Funcion Maximal de Hardy - Littlewood

Definicién 5.2.1. Sea f € L} _(R"), la funcién mazimal de Hardy - Littlewood de f

loc
es la funcion M f : R™ — [0,00] definida como

Mf(z) = sup ——t

20 BT Sy SN 52

Ahora derivamos algunas propiedades importantes de esta funcién.

Proposicion 5.2.1. Si f € L}OC(R"), entonces M f es semicontinua inferiormente.

Demostracion. Debemos probar que para cada t € R, el conjunto {x € R™ : M f(x) >
t} es abierto. Supongamos que M f(xg) > t. Por la definicién de la funcién maximal
existe 0 < r < oo tal que

1
t<Mmmw»me”@”y
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Luego es posible elegir v’ > r de forma que

1 1
t< A(B(CL_M,»/B(W) |f(y)ldy < A(J%:M/B(xo,m | ()] dy

Note que si |zg — 2’| < 1’ —r, entonces B(xg,r) C B(z/,7’):

y € B(zo,r) = |y—2a'| <|y—xol+|zo—a'| <r+1'—r =1
= ye€ B,

Consecuentemente

1 1
S NBo ) /Bm,r) 1)y < 50— /. el

1 , / ,
:W/B(m%/)u(y”dySMf(x) lwg — /| <o’ —7r

Por tanto B(zg, 7 —r) C {x € R" : M f(x) > t}. O

Corolario 5.2.1. 5i f € L}OC(R”), entonces M f es Lebesgue medible, y como conse-
cuencia, M f es Borel medible. (Recuérdese que la o - dlgebra de Lebesgue contiene a
la o - dlgebra de Borel, véase [9] pp. 50, 59 - 60)

Proposicién 5.2.2. Si f € L} (R") y Mf € L*(R"), entonces f = 0.

loc
Demostracion. Sea a > 0, veamos que f(z) = 0 para casi todo z en B(0, a). Notemos
que B(0,a) C B(x,2|z|) cuando |z| > a. Luego

1
M) > S50 /B L
1
~ X(B(0. 2[a])) /Bm,a) F(w)l dy
1

- d
T /B o )y

Integrando en a < |z| < b para b > a

00 > Mf(x)de/ Mf(x)dx

a<|z| a<l|z|<b

1 1
—_ d —d
> (a(n)?” /B(O,a) | f(y)] y) /a<|x<b || L
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Esto obliga a que
| 1wl =0
B(0,a)

Porque
1 b—oo
T dr — 00
a<|z|<b ‘iL'|
Como a > 0 fue arbitrario, se sigue que f = 0. O

Observacion 5.2.1. La funcion M f debe pensarse mds grande que |f| porque no es
cierto que si f € L'(R™) entonces M f € L'(R"). Esto solo ocurre si f = 0 por la
Proposicion anterior.

Observacién 5.2.2. No es posible siquiera probar que si f € L*(R™), entonces M f €
Li (R™). Por ejemplo, en R, la funcidn

loc
1 1
@) = Py 0<z<3
0 en otro caso

es integrable en R.

/f( ) d /% L gy =i =ik
Yy)ay = Yy = m
R o ylogy s—0 \ logy|,

Pero, si0<x<%

1 2x

I = 3020 y

-1
"~ 2zlogx

fdy= 5 [ ) dy

Como ﬁ no es integrable cerca de cero, se sigue que M f & L}OC(R).

A pesar de esta situacién negativa, si podemos asegurar que M f estd en una
versién debilitada de L'(R") si f € L'(R"™). Hemos de apreciar esto por lo siguiente.
Siempre que g € L*(R") se tiene la desigualdad de Chebyshev

)\({:EER”:|g(x)2t})§”gt”1 0<t<oo

Basta observar que si t € (0,00) y Ay = {z € R" : |g(z)| > t}

EA(A) = /A tin(e) < [ lgta)duta) < ol
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Sin embargo, el reciproco no es cierto. Si g es medible en R" y satisface

A{z e R : |g@)| > 1)) < &

para alguna constante C' > 0, no siempre es verdadero que g € L'(R"). Por ejemplo
|£|~™ no es integrable, pero

A({z eR" [z > t}) = A ({x ER": |z| < t*%}> = a(n)(t*%)" = a(n)t™!

La siguiente propiedad de la funcién maximal de Hardy - Littlewood serd esencial para
el teorema de Diferenciacion de Lebesgue. Esta descansa fuertemente en el Teorema
de Vitali.

Teorema 5.2.1 (Hardy - Littlewood). Sea f € L'(R"). Entonces

3" £l
t

A{zeR": Mf(z) >t}) < 0<t<oo (5.2.2)

Demostracion. Sea t € (0,00), E = {x € R" : M f(x) > t}. Si E = () no hay nada
que probar. Supongamos que E # (). Para cada x € F existe 0 < r, < oo tal que

ABar) < g [l

x’Tm)

Quisiéramos aplicar el teorema de cubierta de Vitali porque tenemos una familia de
bolas adecuada al teorema, pero no sabemos si E es acotado, sin embargo esto se
soluciona considerando E N B(0, k) en lugar de E y luego haciendo crecer k.

Sea

Fp = {B(:c,rm) cx € ENB(0,k) y AB(z,r2)) < 1/3 \f(y)\dy}

(.Z’,’I‘z)

Todas las hip6tesis del teorema 5.1.1 se satisfacen, de este modo, si E N B(0,k) # 0
existen bolas B(x;,r;) € Fi (posiblemente una cantidad finita) satisfaciendo

= Bz, i) N By, ry) =0 i#7

» ENB(0,k) C Uizl B(x;,3r;)
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De lo cual deducimos

MENB(0,k) <> MB(zi,3r:))

i>1
=3" Z AN B(zi,1i))
i>1

<3t Z/ y)| dy

1>1 (i,r:)
et | o

Uizl B(ws,ri)
< 3" £l
y haciendo k — oo
NENBO.8) = [ Xonpon (@) dule) — [ Xp(a)dulz) = AB)

por el Teorema de convergencia monétona (véase [7] pp. 126 - 127). Luego
AE) <37 flh
O

Observacién 5.2.3. En el Teorema de Cubierta de Vitali podiamos reemplazar 3 por
2+ € para € > 0, por esta razén podemos concluir inmediatamente que

2" £l
t

AM{zx eR": Mf(x) >t}) <

Ademds, podemos aplicar esta desigualdad a t — %, para obtener una estimacion aun
mejor. Hagamos E; = {x € R" : M f(x) > t — %} yEy={z e R": Mf(x) > t}.
EoCEj+1CEj,jENy

2m 2m
t—1 e t—1
Rn

por el Teorema de convergencia dominada (véase [7] pp. 133 - 134, 147 - 149). Asi

2" f1ly
t

A{z e R": Mf(x) > t}) <
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En el caso en que f € LP(R") con 1 < p < oo podremos afirmar mas sobre M f.
Primero encontraremos otra forma de estimar a A({x € R™ : M f(x) > t}) como
consecuencia del Teorema de Hardy - Littlewood.

Corolario 5.2.2. Sea f € LP(R™) con 1 < p < co. Entonces

2.3n /
b J{zerm:| f(a)> 1}

AM{z eR": Mf(x) >t}) < |f(z)]de O0<t<oo (5.2.3)

Demostracion. Para lograr este resultado, construiremos una nueva funcién g anulan-
do a f cuando | f| es cercano a cero, esta funcién resultara ser integrable. Después de
encontrar una relacion entre M f y M g aplicaremos el Teorema de Hardy - Littlewood
a g y de ahi deduciremos (5.2.3).

Por la desigualdad de Holder f € L} (R™) (véase [7] pp. 223 - 224), dando sentido
a Mf. Seat e (0,00). Defina

D] D]+

Sea A ={z € R": |f(z)| > §}. Como para p > 1

2r-t

| sl = [ 15@ldz = [ @ ris@pr s < 5 [ 1r@l < o

entonces g € L'(R™). Ahora es factible aplicar el Teorema de Hardy - Littlewood a
g y obtener

A ({meR“:Mg@) > ;}) <25 [ el =22 [ if)as

Ahora supongamos que M f(z) > t, luego existe 0 < r < oo cumpliendo

1
BT /B Ly

que puede escribirse como

/ F)ldy + / F@)|dy > Bz, 1))
ANB(z,r)

AcnB(z,r)
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para luego conseguir

/ |g(y)|dy=/ f(y)ldy

B(z,r) ANB(z,r)
> tA(B(z,1)) — /ACQBW) |f(y)| dy
> I\(B(x,7)) — %)\(AC N B(z,7))
> A(B(z, 7)) — %/\(B(wﬂ“))

= M (B, 1)

de donde
1

t
Mg(z) > >\(B(ﬂfa"”))/3(x,r) lg(y)| dy > 3

Hemos probado que M f(z) >t implica Mg(z) > £, lo que permite concluir

M{z €R™: Mf(z) > 1) < A ({x ER™: Mg(z) > ;}) < 2't3n/A|f(x)|dx

O
Necesitaremos también del siguiente
Lema 5.2.1. Sea f € LP(R") 1< p < o0, entonces
[ee]
/ |f(x)|Pdz = p/ P IN{z e R™ : |f(x)] > t})dt (5.2.4)
n 0

Demostracion. Claramente

Mo €R":1f(@)] > ) = | Koo (1F(a)) da

f(@)] 0
|f(2)]P = /0 ptP~dt = /O PP X |5 () dt

Usando el Teorema de Fubini (véase [7] pp. 183 - 188, 268 - 269) y que X(g|f()))(t) =
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Xt,00)(|f(x)]) tenemos que

/" Sl = /n </0 Pt Xo, () (1) dt) d
J— o _1
_/o pt? (/Rn X,/ @) () dm) dt
:/0 per </R X<t7w>(|f(x>l)dx> dt

- /Oooptp_l)\({a: ER": |f(z)| > t}) dt

O
Ahora, la version del Teorema de Hardy - Littlewood para 1 < p < oco.
Teorema 5.2.2. Sea f € LP(R™), 1 < p < co. Entonces M f € LP(R™) y ademds
1
1M fllp <237 (| fllp (5.2.5)

donde p y q son exponentes conjugados.

Demostracion. Por (5.2.4), (5.2.3) y el Teorema de Fubini (véase [7] pp. 183 - 188,
268 - 269)

/ \Mf(2)|P dz = p/oo P IN{z € R : [Mf(z)] > t}) dt
Rn

0

§2-3”p/ P2 (/ ]f(a:)|d:v) dt
0 {zeRm:|f(z)|>L}

§2-3"p/0 </R ?fp_Q!f(fL“)!X{xew:mf(x)pt}(x)dw) dt
2wy [ 1f) < /0 2205110 (0) dt) dz

5@
:2-3"p/ yf(m)y</2f tp-%zt) da
n 0

o an 27t f(z) P!
=2-3 P/n’f(l‘)’p_l

n p n
—oy Lo [ @) do =23 11

como desedbamos. O

dx

Observacion 5.2.4. El anterior teorema establece que el operador M f : LP(R™) —
LP(R™) es acotado si 1 < p < co. El caso p = oo es inmediato, si f € L>(R"™) de la
definicion de la funcidn mazimal se deduce que M f € L®(R™) y [|M f|loo < ||flloo-
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5.3. Teorema de Diferenciacion de Lebesgue

Introduciremos una versién local de la funcién maximal de Hardy Littlewood,
analizando algunas de sus caracteristicas sera sencillo mostrar la afirmacién que des-
cribfamos en la ecuacién (5.0.1).

Lema 5.3.1. Sea f € L} (R"). La funcion f*:R" — [0, 0] tal que

loc

f*(z) = limsup

1
nowp gy o WO = Fwldy

tiene las siguientes propiedades
1. f*>0
2. Sige L} (R"), entonces (f +g)* < f*+ g*

loc

3. Si g es continua en x, entonces g*(x) =0

B

. Si g es continua en R™, entonces (f — g)* = f*

v

TS MfA|f]

Demostracion. 1. Es obvia.

2. Usando las propiedades del lim sup es claro que

1
f+g) :h’msup/
( ) r—0 MNB(,7)) Bz

, 1
< htilj(l)lp ()\(B(xﬂ")) /B(LT) |f(y) — f(z)|dy

1
+ T /B INZORYC] dy)
) 1

< llr?j(l)lp W /B(r,r) |f(y) — f(z)|dy

) 1
+ lim sup

0 /\(B(W/B(m lg(y) — g(z)| dy

|f(y) +9(y) — f(x) — g(x)|dy

= f(x) + g% (z)
3. Supongamos que g es continua en x. Sea € > 0, existe § > 0 tal que

l9(y) —g(z)| <e si ye B(z,d)
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Por tanto

1
g*x:h’msup/ gly) —glx)|dy < e
)= X B ) S 1 I
Asi g*(z) = 0.

4. De las propiedades 2 y 3
(f =0 <F 4 (g =f <~ +5° =g
de esta forma (f — g)* = f*.
5. Esto es una simple estimacién

1 1
SBT3 o 0 = 10 < s [ (sl 1@y

1

- e /B o s+ 1)

< Mf(z) + [f(2)]

De aqui
1
f*x:h'msup/ fly) = flo)|dy < (Mf+|f])(z
@) =timswp ypes [ )~ @y £ 045 + 1)@
O
Teorema 5.3.1 (Lebesgue). Sea f € L}, (R™). Entonces para casi todo x € R"
1
lim/ fly)— flx)|dy=0 5.3.1
B ) S T I (o3
En particular, para cast todo x € R™
1
h'm/ fly)dy = f(x 5.3.2
r—0 )\(B(IL‘,T)) B(z,r) ( ) ( ) ( )

Demostracion. La segunda afirmacion se sigue de la primera ya que

1 1
WW/BW) fy)dy — f(z)] < A(B(w,))/BW) 1f(y) — f(z)|dy — 0

sir — 0. Antes de continuar, advertimos que hasta este momento no sabemos si f* es
Lebesgue medible, por esta razon, en la siguiente argumentacién no podemos utilizar
la medida de Lebesgue A\ para medir los conjuntos de la forma {z € B : f*(x) > t},
pero si podemos medirlos mediante la medida exterior de Lebesgue A\* (Véase [9] pp.
54 - 56).
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Volviendo a la prueba, veamos ahora la primera afirmacion. Quisieramos modificar
a f para que sea integrable en R™ y hacer que el Teorema de Hardy - Littlewood entre
en accion. Sea B un abierto y acotado de R™ definamos fj la funciéon que coincida con
f en By que se anule fuera de B. Es claro que f* = fyen B.Siz € By fi(x) > t, de
la propiedad 5 del Lema 5.3.1 advertimos que M fo(z) > & 6 | fo(z)| > &, de aqui se
deduce

N({z€B: fiz)>t})
=X ({z e B: fi(z) > t})

SA({xeRn;Mfo(x) > i h)a({reritnwi= 1)

<’ - [l foll + B 1 foll
2
23" +1)
= f”fdh
Con esta estimacién mostremos que A*({x € B : f*(x) > t}) = 0. Sea ¢ > 0. Por
la densidad de C.(R") en L!(R") existe g € C.(R™) tal que ||fo — gll1 < € (véase [7]
pp.173 - 174). Luego, la propiedad 4 del lema 5.3.1 y lo anterior permite concluir que

N{zeB: ff(x)>t}) =X ({z e B: (f—9)"(z) > t})

< 22D 5 gyl < 2EED

23" + 1
<(t+)6

1fo = gllx

para t > 0 fijo. La funcién (f —g)g se define del mismo modo que fy. Por tanto A*({z €
B : f*(z) > t}) = 0. Podemos pensar que B es una bola centrada en el origen con
radio un nimero natural, por lo que \*({x € R : f*(z) > t}) = 0 (De hecho, hemos
probado que f* es Lebesgue medible). De este modo, {z € R" : f*(z) > 1} tiene
medida cero para todo k € N. La unién de estos conjuntos es {x € R" : f*(z) > 0}y
tiene medida exterior cero, esto es, f*(x) < 0 para casi todo € R". Por la propiedad
1 del lema 5.3.1 concluimos que f*(z) = 0 para casi todo x € R™. Por las propiedades
del limsup y liminf se obtiene lo deseado. O

5.4. El conjunto de Lebesgue de una funcién

Definicién 5.4.1. Sea f € L}, (R"). Se dice que z € R™ es un punto en el conjunto
de Lebesgue de f si existe un numero real Ay € R tal que

1

lim B ) /B(“) |f(y) — Az[dy =0 (5.4.1)
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Observacion 5.4.1.

= Bajo las condiciones de la definicion. Si x es un punto en el conjunto de
Lebesque de f, no puede haber mds de un numero A, cumpliendo la condi-
cion (5.4.1). Si Ay, B, € R cumplen con la definicion para el mismo punto x
tenemos

1
‘Bm - Az‘ S )\(B(x,r) (/B(:c,r) ‘f(y) - Ax’ dy + /B(xm) ‘f(y) - Ba:‘ dy>

haciendo r — 0 se ve que By = A,.

= Six estd en el conjunto de Lebesgue de f, el valor de A, es independiente de
f(x), pues f no necesita estar definida en x.

= 51 f = g casi en todas partes, entonces los conjuntos de Lebesgue de f y g
coinciden. La razon es porque la integral en la ecuacion (5.4.1) no se altera si
cambiamos [ por g. Por consiguiente, el conjunto de Lebesque esta bien definido
para cada funcién en L} (R™).

Observacion 5.4.2. Con la introduccion del concepto de Conjunto de Lebesgue de
una funcion podemos enunciar el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue de la si-
guiente manera:

Si f € L} _(R™), entonces casi todo x € R"™ es un punto de Lebesgue de f.

loc
Ademds, si f es un representante de la clase de equivalencia de f € L} (R™),
entonces para casi todo x € R"™, el numero A, es f(x). Por tanto, f puede ser mo-

dificado en un conjunto de medida cero de manera que para cada x en el conjunto de

Lebesgue de f
1

}%)\(fg(lﬂ“))/]s(x,r) |f(y) — f(z)|dy =0

L (R™) yx estd en el conjunto de Lebesgue

de f, entonces el valor de f(x) serd aquel que satisfaga (5.4.1).

Convenimos por esta razon que si f € L

Observacién 5.4.3. Nuevamente, bajo las condiciones de la definicion 5.4.1 sabemos

que
1

lin s [ )y =4
r—0 )\(B(.T,T‘)) B(z,r) ’
siempre que x esté en el conjunto de Lebesque de f. Sin embargo, el reciproco no

siempre es cierto.

En R considere H la funcion de Heaviside

1 >0
H(z)=4¢ 3 =0
0 <0
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Se observa que

1 T+
() =l [ ) dy
Six = . -
Z _TH(y)dyZE ; dy=- Vr>0

Siz#0y0<2r<|z
I 0 r<0

%27’ x>0 = H(z)

H(y)dyz{

2r Jo_»

No obstante, 0 no estd en el conjunto de Lebesgue de H. Para cada A € R

L H) - Al —1/0 4] d +1/T\1—A\d
Y y_27" _r y 2r Jo Y

2r J_,
1 (A+A-1) A>1
=S(AI+[1-A) = %(A+1fA) 0<A<1
L(-A+1-4) A<o0
A-1 A>1
=¢ % 0<A<T #0
—A+1  A<O0

El uso de bolas en la definicién 5.4.1 no es crucial, hay muchas otras situaciones
interesantes. Estudiaremos una convergencia como 5.3.2, pero tomando una sucesién
de radios que tienden a cero y cambiaremos las bolas por conjuntos parecidos, cuyo
tamano sea comparable al de una bola.

Definicién 5.4.2. Decimos que una sucesion de conjuntos medibles { Ey }ken converge
reqularmente a x si existe una constante C > 0 y una sucesion (ry)geny C RT tal que

» By C B(x,1,) keN
] Tk. — 0
» \(B(x,r)) <CXNEL) keN

Teorema 5.4.1. Sea f € LI (R"). Suponga que © € R™ estd en el conjunto de

loc
Lebesgue de f y que {Ey}ren converge reqularmente a x. Entonces

1
)= Yim S [Ekf(y) dy (54.2)
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Demostracion. La afirmacién es inmediata ya que

1
'W [ 1y ste)

1
< g L ) - @y
o
= A(B@;M/B(w) f(y) = f(x)|dy — 0

cuando k — oo para cada punto z en el conjunto de Lebesgue de f puesto que
{Ek}ren converge regularmente a x. O

La idea bésica es que los conjuntos Ej llenan una buena parte de B(z,ry). El
reciproco de este teorema también es vélido.

Teorema 5.4.2. Sea f € L} (R") y x € R™. Suponga que para cada sucesion

loc
{Ex}ren que converge reqularmente a x existe

3 1
Jim S /E )y (5.4.3)

Entonces x pertenece al conjunto de Lebesgue de f.

Demostracion. Primero, asegurémonos que para x en el conjunto de Lebesgue de f,
el limite en (5.4.3) no depende de la sucesién que converge regularmente a z. Sean
{ER}2, vy {Dr}32, dos sucesiones de conjunto medibles que convergen regularmente
a x. Entonces existen sucesiones de nimeros positivos (e;)72, ¥ (di)72, ambas con-
vergiendo a cero. Considere la sucesion de conjuntos

{C1}2y ={E1,D1,Es2, Dy, Es5, D3, ...}
v la sucesion de radios
{a}i2, ={e1,di,e2,da,e3,ds,...}
{C1}72, converge regularmente a .
= () C B(z,¢q) le€Nporque Cp C B(x,c;) y Dy, C B(z,¢c) keN.
= ¢; — 0 porque e, dp — 0
» Existe K > 0 tal que A\(B(z,¢;)) < KA(C}) [ €N, puessi K1, Ky > 0 cumplen

/\(B(x,ek)) < Kl)\(Ek) keN
AB(z,dy)) < KoA\(Dy) k€N

basta tomar K = max{Ki, Ka}.
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Luego, por hipdtesis, existe el limite

1
M S /C Fy)dy

Y por tanto
lim — f(y)dy = lim f(y)dy = lim ! / fly)d
= 1 = _—
l—>oo)\(Cl) C ey k—»ooA(Ek) Ej, vy k—>oo)\(Dk) Dy, vy

Ahora, para el mismo z denotemos al limite en (5.4.3) como A,. Sea ()32, C R
una sucesién que converge a cero. Definimos

Ey = B(z,rp) N{y e R"|f(y) > Az} =BrNA 6
Ey = B(z,r) N{y € R"|f(y) < Ay} = BN A°

dependiendo de la eleccién que satisfaga A(Ej) > 3A(B(z,7y)). Claramente {Ey}5°
converge regularmente a x. Queremos calcular el limite

1
lim — A;|d
it sy, V)~ Addy

y ver que es cero. Observemos que

/ _/ Jr/ _ ) Je t biae
By BpnA BipnAc¢ kaﬁA + fEk,

dependiendo de la eleccién de Ej. Tomando esto en cuenta, si Ey = B(z, 1) N A

1
B )~ Ay
555 L G = Aty s [ ()= A dy
= 5@ . VW = Ay 5 [ —6) A dy
1
5, U - A

(F(y) — As) dy — A(13k> /B (Fy) — As) dy

1
A(Bk) JB,

|
>
.

(Bk)
2

(Ek)

Ey

/ (F(y) — Au)dy —
Ey

< (f(y) = Az) dy — 0

>

si k — oo, porque {E}}7°, v {Br}2, convergen regularmente a x.
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Si Ej, = B, N A°

1
XBr) /Bk |f(y) — Azl dy
— A(;k)/BM(f(y)—Aa;)dy+A(;k)/E —(f(y) — Ay) dy
— /\(;k) /Bk(f(y) —Ay)dy — /\(13k) Ek(f(y) — Ap)dy
1
5, U - A dy
- A(;k) /Bk(f(y) Az)dy+>\(ék) /Ek (f(y) — Az) dy

2
< sy 00 = a5 [~ - 4y —o0

si k — o0, por las mismas razones que en el caso anterior. Por tanto x es un punto
en el conjunto de Lebesgue de f. O

Como un ejemplo del uso del Teorema 5.4.1 tenemos el Teorema de Diferenciacion
de Lebesgue en dimensién n = 1.

Teorema 5.4.3. Sea f € L} _(R) y a € R. Defina

loc
x
F(z) = / f(y)dy (5.4.4)
a
Entonces f es diferenciable casi en todas partes y F' = f casi en todas partes.

Demostracion. Sea x € R un punto en el conjunto de Lebesgue de f y (r3)72, una
sucesién de nimeros positivos que converge a cero. {(z,z + 1) }72, converge regular-

mente a T, Se sigue que
1 T+TE

— | Wy =T ()
kJzx

Esto es P P

Tk
Y como (ry)72, es arbitraria

F(z 4+ h) — F(z) h—o+
)= 1= g

Argumentando de modo andlogo para {(x — ry, )}, obtenemos

F(z+h)— F(z) h—o-
2 U fa)

Concluyendo asi F'(z) = f(x). O
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Capitulo 6

Convoluciones e Identidades Aproxi-
madas

El Problema de Dirichlet ha sido resuelto a lo largo de esta tesis siempre con-
siderando un dato continuo, nuestro primer acercamiento a un Problema LP - Dirichlet
serd el Problema de Dirichlet en el Semi - espacio R’}fl con dato L' en la frontera. La
férmula de representacién mediante la Funcién de Green (3.1.8) fue 1til para aproxi-
marnos a un Problema fuera del campo de accion de esta férmula, ahora también nos
dard una gran ventaja para estudiar un Problema algo méas complicado. Cambiare-
mos nuestra perspectiva en cuanto al método de solucién, tomaremos la solucién al
Problema de Dirichlet para el Semi - espacio con dato g € C(OR™!) N L= (R} 1)
de la ecuacién (3.3.4) y la manipularemos para que adquiera la forma de convolucién
con una identidad aproximada, pero admitiremos que g € LP (8RTF1). Por esta causa,
desarrollaremos la teoria necesaria sobre convoluciones e identidades aproximadas que
sirvan para afirmar hechos relevantes sobre esta nueva forma de expresar la solucién
al Problema de Dirichlet. El estudiar este caso particular sera la idea que de un gran
impulso a un planteamiento adecuado del Problema LP - Dirichlet.

Para referencia a este capitulo véanse [7] y [5].

6.1. Convoluciones

Estudiaremos algunos hechos basicos sobre convoluciones, pues esta es una he-
rramienta que nos serda muy util cuando deseemos aproximar funciones en LP(R™).
También, el introducir la convolucién nos permitird enriquecer la estructura algebraica

97
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del espacio L'(R").

Definicion 6.1.1. Sean [ y g funciones medibles en R™. La convolucion de f y g es
la funcidon f * g definida como

(fxg)(=)= | fy)glz—y)dy (6.1.1)

Rn
para cada x tal que esta integral exista.

Teorema 6.1.1. Sean f, g y h funciones medibles. Asumiendo que las integrales en
cuestion existen, entonces

1. fxg=gxf
2. (fxg)xh=fx(gxh)

3 fx(g+h)=(f*g)+(f*h)
(g+h)xf=g*xf+hxf

4. SiaeC, (af)xg=f*(ag) =af xg)

5. sop(f * g) C sop(f)+ sop(g)

Demostracion. 1. Haciendo el cambio de variable z =z — y

Fro)@) = [ F@)gle—y)dy= / 9(2) f(x — 2)dz = (g f)(x)
Rn

2. Por 1 y el Teorema de Fubini (véase [7] pp. 183 - 188, 268 - 269)

((F 9) * 1)) = (b (F = 9)(@)
— [ (s g)o— vy

= [ ([ st —-2ds) ay

/nf(z) </nh(y)g(1'—z—y)dy> s

R CIEERLE
(F * (g W)(x)

Las propiedades 3 y 4 son directas a partir de la linealidad de la integral.
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5. Sea = € (sop(f) + sop(g))¢. Observamos que

y¢sop(f) = [f(y)glz—y)=0
yesop(f) = x—y¢&sop(g)
= fWglz—y)=0

entonces (f*xg)(z) =0,estoes z € {z € R": (fxg)(z) # 0}. Por tanto sop(f *g) C
sop(f) + sop(g). 0

Varias condiciones pueden ser impuestas a f y g para garantizar que f * g exista
al menos casi en todas partes. Por ejemplo, si f es acotada y tiene soporte compacto,
g solo necesita ser localmente integrable. También podemos asumir otras condiciones
en fy g, como las que se describen en el siguiente

Teorema 6.1.2. Sean f,g € L'(R"™). Entonces (f*g)(x) existe para casi todo x € R",
ademds f* g € L*(R"™) y
1+ glle < [ £l llgllx

Demostracion. Dadas f y g funciones medibles en R", el producto f(y)g(x — y) es

una funcién medible en R?", asf que al menos podemos aplicar el Teorema de Fubini
(véase [7] pp. 183 - 188, 268 - 269) a |f(y)||g(z — v)|

I« lalls = [ [ 1@t - ) dyda

= [ [ iwllgte )l dsdy
= [ 1161 [ 1ot =l dady

B (/R )l dy) ( [ 1ot dm)

= [[f1l1llgllx

Asi |f| * |g| existe casi en todas partes. De este modo |f(y)g(z — y)| es integrable
como funcién de la variable y para casi todo x € R™, pero esto es precisamente que
f(y)g(z — y) es integrable para casi todo x € R". Finalmente

If*ng:/Rn /Rnf(y)g(fﬂ—y)dy dx

< [I1f1 gl
= [[fllxllgllx




100 Convoluciones e Identidades Aproximadas

Presentamos una generalizacion 1util del Teorema 6.1.2.
Teorema 6.1.3 (Desigualdad de Young). Sean p,q,r € [1,00] tales que

1 1 1
=41 (6.1.2)
TP oq

Si f € LP(R™) y g € LY(R™), entonces f x g existe al menos casi en todas partes,
también fx g€ L"(R™) y
1S gllr < 11 fllpllgllq

Demostracion.

s Cuando p = o0 0 ¢ = oo se razona de la misma forma. Si p = oo, entonces
r=o00y q=1. Para todo x € R"

(f *g9)(@)| =

fglz —y)dy
]Rn
— [ 11wt - vl dy
Rn
< | fllsollgll2

ast [|f * glloo < [ llcollgll1-

= Cuando p =1 o ¢ = 1 también procedemos del mismo modo. Si ¢ = 1, entonces
r = p. Por la desigualdad de Minkowski generalizada (véase [7] pp. 271 - 274)

Il = | [ st~
=|| [ 7= o an

<.
Rn

= Si r = oo, entonces p y g son exponentes conjugados. Por la desigualdad de
Holder (véase [7] pp. 223 - 224) vemos que para todo z € R”

p

p

9IS llp dy = 11 Fllpllgllx

(f * 9)(@) s/ FW)llgly — )] dy

Rn

<([ rf<y>rpdy)’1’ (] |g<y—:c>rqdy)‘ll

= [I£1lxllgllq
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m Sil < p,q,r < oo. Siprobamos el resultado para funciones no negativas ten-
dremos en general que | f|x|g| existe casi en todas partes. De este modo, para casi
todo z la funcién |f(y)g(z —y)| serd integrable. Asi f(y)g(x —y) serd integrable
para casi todo x y tendremos

I +alt= [ | [ stwate - nay
<

- /n (/n |f(y)g(x—y)ldy>r dx

= [[l£11glll;

por lo que también [ f * gll» < [[Lf]* |g[ll- < [ £llpllgllq-

Supongamos entonces que f,g > 0y que || f|[, = |||l = 1. Si denotamos como
P’y ¢ alos exponentes conjugados de p y ¢ respectivamente, podemos usar la
desigualdad de Hoélder para tres funciones (véase [7] pp. 224 - 225) para casi
todo x € R™ de la siguiente manera

T

dx

(R I

Entonces la desigualdad de arriba simplemente se convierte en
1
o < ([ ferate )

(f*g) < fPxg?



102 Convoluciones e Identidades Aproximadas

y como fP y g9 son integrables, del Teorema 6.1.2

Il = [ (70 (@)da
<17+ )l
ATt

= 1715 l911g
=1

Si f y g son solo positivas, basta notar que
H f o, 9
1fllp llgllg

Luego || f * gll» < || fllpllgllq- Concluyendo la prueba.

T

O]

Bajo el contexto del teorema anterior, el caso r = co arroja mas propiedades para
la convolucién de f y g.

Teorema 6.1.4. Sea 1 < p < oo y f € LP(RY), g € LV (R™) donde p y p' son
exponentes conjugados. Entonces (f % g)(x) existe para todo x € R™. Ademds x
(f xg)(z) es uniformemente continua en R™, y si 1 < p < 0o se tiene

lim (f +g)(x) = 0

|| —o0

Demostracion. En el teorema anterior qued6 probado que (f % g)(x) existe para todo
x € R™. Veamos que (f * g) es uniformemente continua. En el caso general p < oo o
p’ < 00 0 ambos. Supongamos que p’ < co. Sea € > 0, por la continuidad del operador
de traslacién 7, en LP (R™) (véase [7] pp. 180, 245) existe § > 0 tal que

7y f = flly <€ si [y <é
donde 7, f(x) = f(x + y). Por la desigualdad de Hélder (véase [7] pp. 223 - 224), si
|z — 2| <o

(f +9)(@) — ( * 9) (@) g/ FWllg(z — ) — g’ — y)| dy

R

= [ 17Wllgte+ o - o)~ g(:)] 2
.

<N fllplTe—arg — 9lly
<l fllp
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Sil < p < oo, podemos encontrar sucesiones (fi) C C.(R™) y (gr) C C.(R™) tales
que fy — f en LP(R™)y gj, — g en LP (R"™) pues C.(R") es denso en LP(R") (véase [7]
pp. 173 - 174). Luego, fi * gr € C.(R™) por la Proposicién 6.1.1 y podemos estimar

Ik * gk — f*glloo < IIfx* (9k — 9o + |(fx = f) * glloo
<[ fellpllgr — glly + 1. fx = Fllpllglly (6.1.3)

haciendo k — oo, obtenemos que || fx*gr — f*glloc — 0. De esta forma fj, * gy converge
uniformemente a f * g.

Sea n > 0, existe K € N tal que |(fx *gr)(x) — (f *g)(x)| < n para toda z € R",
luego

((f + g)(@)| < |(fx * gx) () = (f * 9) (@) + [(fre * gr) (@) < 0+ [(fre % 95) ()]

Entonces
lim |(f*g)(z)| <n

|z|—o0
pues fx * gx € C.(R™). Como n > 0 fue arbitrario concluimos que

m (f+g)(x) =0

|z =00

6.2. Identidades aproximadas

Los Teoremas 6.1.1 y 6.1.2 nos permiten dotar a L'(R™) de un producto asociativo
y conmutativo, la convolucion

«: LY(R") x LY(R") — L'(R™)

definida como
(fi9)— f*g

donde f * g es como en (6.1.1). Es natural preguntarse si existe una identidad multi-
plicativa, esto es, jexiste ¢ € L'(R") tal que f * ¢ = f para toda f € L'(R")?

Podemos ver facilmente que no existe tal identidad multiplicativa, porque si e-
xistiese tal ¢, tendriamos que f*¢ = f para toda f € L°(R™). Pero el Teorema 6.1.4
aseguraria entonces que toda funcién en L2°(R"™) es continua. De manera precisa, si f
es medible y acotada con soporte compacto, entonces existe una funcién continua igual
a [ casi en todas partes. Esto claramente es falso, tomemos por ejemplo f = X 1)
Por tanto, tal ¢ no existe.
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Sin embargo L'(R™) tiene una ”identidad aproximada”, en el sentido de que existe
una familia de funciones (¢q)qe(0,00) C L' (R™) tal que

lim f # ¢o = (6.2.1)

en L'(R™). De hecho, este limite se da también si f € LP(R") 1 < p < oo.

Definicién 6.2.1. Una identidad aprozimada es una familia de funciones (¢a)qe(0,00)
en LY(R™) que satisface las siguientes tres propiedades

1. hm oa(y) dy = c existe.
—0 R™
2. Existe M > 0 tal que / |pa(y)|dy < M para toda a € (0, 00)
RTL

3. Para toda r > 0, lim |pa(y)| dy =0

ly|>r
Teorema 6.2.1. Sea (¢a)ac(0,00) una identidad aprorimada.
Si f e LP(R") 1<p< oo, entonces

lim || f % ¢q — cflp, =0
a—0
donde la constante ¢ es como en la definicién 6.2.1.

Demostracion. Hagamos ¢, = fRn ¢a(y) dy y usemos la misma notacién de la defini-
cién 6.2.1. Notemos que

(F % 00)@) ~ caf @) = [ [l =1) = Fla)louv) dy
Por la desigualdad generalizada de Minkowski (véase [7] pp. 271 - 274) obtenemos
1500 = ol < | lraf = Flpléatw)l dy
RTL

Sea € > 0. Por la continuidad de la traslaciéon en LP(R™) (véase [7] pp. 180, 245),
existe r > 0 tal que

€
yl<r = llryf = flls < 537
De la desigualdad del tridngulo || 7—, f — f|, < 2| f|l, para cada y € R". De este modo

Ilf*eba—capr_(/ " / )HT—yf—prlsba(y)ldy

< ba(y)| dy + 2| / ba(y)| dy
7 g, 1@ 2050 [ )

€
< gup [ el av 2051 [ ol
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Como (da)ae(0,00) €8 una identidad aproximada, para a suficientemente cerca de 0

€

a d < —Co| £ <
/Bmvr)c‘(b Wldy < g+ ¥ e <30,

En consecuencia, si a es suficientemente cercana a 0

1 * ¢a = cfllp < |If * da = cafllp +lc = cal [ flp

€
§7M+2f / ¢ay dy+c_ca f
i 1o [ [a@ldy+ le=cull 1
< <420/ o _fly<
>~ = €
3 P6([fll,+1) " 3(1flp,+ 1)

O]

Teorema 6.2.2. Sea (¢a)qc(0,00) una identidad aprovimada. Si f € L*(R™) y f es
continua en x, entonces

lim (f * ¢a)(z) = cf (x)

a—0

Si ademds f es uniformemente continua, entonces f x ¢ — cf uniformemente, esto
es

lm || f * ¢g — cfloc =0
a—0

Demostracion. Veamos la primera parte. Supongamos que f es continua en x. Sea
€ > 0. Existe § > 0 tal que

€

yl <o = |fle—y) - flo)l <53,

Luego, de manera semejante al Teorema 6.2.1, conseguimos la estimacion

7+ 0)@) = eaf @) < 557 [ 10aldy+200 e [ ioutw)ldy

)

Si a es suficientemente cercana a 0

()| d ¢ — e ¢
/B(o,@c )ty < G D YT S 3L T D

Asi, si a estd suficiente cerca de 0

|(f % da) () — cf ()] < |(f * ¢a)(@) = caf (@) + |c = cal | flloo

€
§M+2foo/ ¢aydy+c_ca foo
M2 [ el + e all
€ € €
< -42 f 0o + f o < €
3 7 Wm0 sam V!
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Para la segunda parte, observemos que la convergencia uniforme de f permite repetir
exactamente el mismo célculo para cada z € R™, por lo que

1] % ¢a —cflloo <€

si a esta suficiente cerca de 0. O

Observacién 6.2.1. Hay situaciones concretas en donde los Teoremas 6.2.1 y 6.2.2
se pueden utilizar. La sucesion ((ba)ae([)’oo) puede surgir de solo una funcion ¢ €
LY(R™). Para cada a > 0 hacemos ¢q(x) = a™ "¢ (£). Si c = [z, ¢(x)dz, entonces

T

[ @t =a [ o(2) do= [ )y -

| u@ldz=a [

_ o
/wr%(x)dx— / 601y =20

[y|>%

¢ (%) dz =l

Aun no sabemos nada sobre la validez de la ecuacién

m(f % ¢a)(@) = cf(z) xR

Ii
a—0

Sin embargo, con una condicién adicional para (¢a)ae(o,oo) podemos probar que este
limite existe para casi todo = € R".

Proposicién 6.2.1. Sea ¢ : (0,00) — [0,00) una funcion decreciente. Si ¥(|x|) €
LY (R™), entonces

n

‘;—Z D @2k <yl < 2t D 2kt (6.2.2)
k=—o00

k=—00

donde wy, = A{x e R" : |z| =1}) y

9l = | wllahdo (6:23)
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Demostracion. Integrando en coordenadas polares (véase [5] p. 79)

9l = w / w<r>r”—1dr

= Z 2k1 "1dr}

k:oo{
> Z {wmﬂ 2k r" ldr}
e — oo 2k—1
_ k
- £ e [P
_Yn - kyoknr1 _ o—n
=X ez
B n
> Y (2F)2k
k=—o00
o0 2k+l
= 3 {wn /, w<r>r“—1dr}
“n .- Exio(k+1)n _ okn
<= k_Z_OOW )2 2"
k=—o00
< 2 S ygkyghn
k=—00

O]

Observacién 6.2.2. La Proposicion 6.2.1 permite ver que no perdemos mucha in-
formacion reemplazando ||1||1 por la serie

[e.9]

k=—o0

La anterior es una observacion clave para establecer la convergencia casi en todas
partes de f x ¢, a f.

Teorema 6.2.3. Sea (qﬁa)ae(()m) una identidad aproximada. Suponga ademds que
existe una funcion ¢ : (0,00) — [0,00) cumpliendo
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1. 9 es decreciente
2. Y(|z]) € L'(R")

3. |ba(x)] <a‘”¢<‘x|> para todo x € R™ y 0 < a < 0o

Si f € LP(R") 1 < p < o0, entonces

lm (f * ¢a)(2) = cf(z)

a—0

para casi todo x € R™.

Demostracion. Antes que nada, notemos que no importando el valor de 1 < p < oo,
siempre tendrd sentido coniderar (f*¢,)(x) al menos para casi todo = por el Teorema
6.1.3.

De manera precisa, probaremos que si x estd en el conjunto de Lebesgue de f,
entonces

hm flz —vy)pa(y) dy = cf(x)

a—0 Rn

Fijemos x un punto en el conjunto de Lebesgue de f, definimos

1 1
o) = [ 1t~ f@ldy= [ U@ —y) = sl dy
" JB(z,r) T Jyl<r
Por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue g( ) — 0 sir — 0. Por esta razén,

existe 6 >0 tal que g(r) <1si0<r<d.Ysir>4

g(r) < — [f W)l dy + a(n)|f(z)|

rr B(z,r)
< < flo(ar)? +an)|f @)
— 17 | fllpa(n)? + a(n)|f ()]

<57 flpa(n)? + a(n)lf(2) S1<p<oo
o) < I+ a@f@)] < 5 f i +alf@] sip=1
9(r) < )17l + 1) sip= oo

Por tanto g es acotada en (0, 00) para cualquier 1 < p < co.
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Haciendo ¢, = fR” ®a(y) dy, advertimos que

(f % 6a) (&) — caf ()] < / F(z =) — F@)l|6a(v)] dy

Rn

Z / M=) = @it dy
Z/ M@= = e () gy

Z a_n¢(2k)(2k+1a)”g(2k+la)

k=—o0
0o

= Y w2t g2k )

k=—o0
Cada término de esta serie es menor que 1 (2F)2:+D7 | g|| . y sabemos que
[e.9]
k=—o00

Haciendo a — 0 en la dltima desigualdad, gracias al Teorema de convergencia domi-
nada (véase [7] pp. 133 - 134, 147 - 149) el limite de la suma es la suma de los limites
y asi

il’ir(l) |(f * da)(x) — caf(x)] < ilir(l) k_z: (282 Dng (9k+14)

= ) p2h)2ttn lim, g(2"*1a) =0

k=—00

O]

Observacion 6.2.3. Las hipdtesis del teorema anterior son ciertamente mds fuertes
que las del Teorema 6.2.1 pues solo

= P(|z]) € L'(R™)
v |da(2)] < a"™Pp (%) para todo a € (0,00)

implican que para toda a € (0, 00)
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. / |pa(x)| de < M para alguna M > 0
Rn

. / ¢aly)dy =0 para todo r > 0
lz|>r

Teorema 6.2.4. Sea (¢a)qe(0,00) Una identidad aprozimada y 1 como en el Teorema
6.2.3. Si f € LP(R") 1 < p < o0, entonces para todo x € R"

I(f * ¢0)(z)] < 2"TIMf(2)||9]|1  para todo 0 < a < oo (6.2.4)

Demostracion.

(f # da) ()] < /R £ — 1) |6a(y)] dy

he oo /26 <l <2
- > — -n |y‘)
- kz_:oo /2’“§u<2k+1 [f(z = y)la™ ( . d
- ’fz—:ooa . )/|y<a2k+1 |[f( —y)ldy
< i a*nw(2k)2(k+1)nana<n)Mf(x)
P——
=2"M f(x) (kzzoow(Qk)an) %z

< 2"IM f ()¢
O

En el caso en que v sea acotada, podemos garantizar un poco mas sobre el compor-
tamiento puntual de (f * ¢,). Deseamos saber si se da la convergencia (f * ¢q)(2') —
¢f(x) cuando a — 0 y 2’ — z. Requeriremos que =’ — z al menos tan rdpido como
a — 0. Expresaremos esto pidiendo que para alguna constante m > 0 se verifique
|’ — x| < ma. Se dird en este caso que (f * ¢q)(2') — cf(z) cuando 2’ — = no
tangencialmente.

Teorema 6.2.5. Sea (¢a>ae(0,oo) una identidad aproximada y 1) como en el Teorema
6.2.3. Suponga que 1) es acotada. Sea 1 < p < oo y asuma que f € LP(R™). Sim > 0,
entonces
i (f % 6)(&) = cf (2)
lz—2'|<ma

para casi todo x € R™.
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Demostracion. La hip6tesis de que 1) sea acotada significa que 1(0) < co. Sea z un
punto en el conjunto de Lebesgue de f y definamos g como en el Teorema 6.2.3.
Observemos que

|(f * ¢a)(2') = cf ()] S/ f(" —y) = f(@)llda(y)| dy

R"

< /| £ — ) — F(@)]|da(y)] dy

o0

oy 10" = 9) = 1@l loul)| dy

k=0 Y 2Fa<ly|<2Ftla

=1,+J,

Usando las hipétesis para i

a

I < /| & — ) — F@)lam ('“) dy

< a="(0) / £ — ) — ()] dy

ly|<a

Haciendo 2/ — y = x — z, vemos que |z| < |y| + |z — 2| < |y| + ma y
L<a o) [ f@—2) — fla)] dz
|z]<(14m)

=¢(0)(1+m)"g((1+m)a) — 0

si a — 0. Ahora

M

o . —n |y’>
" /2ka<|y<2k+1a’f($ v) ~ fz)la w(a dy

a—mp(2h) / £ —y) — (@) dy
2ka<|y|<2k+1a

k=0

o

B
Il
o

M

a (2" 2 —y)— f(z)|d
6O [ G = sy

=
I

0

Usando el mismo cambio de variable

Ooa_” ok x—z)— f(x)|dz
S [ e~ S

0

Ja

IN
i

$(2F)(2F + m)"g (25 + m)a)

e
Il
<)
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Razonando como en el Teorema 6.2.3 podemos concluir que J, — 0 cuando a — 0.
Asi
(f * ¢a) (@) —cf(@)| < Lot Jo =0 |z —2'| <ma

cuando a — 0, que es lo que queriamos probar. O

Teorema 6.2.6. Sea (¢a)qc(0,00) Una identidad aprozimada y 1 como en el Teorema
6.2.5. Seal <p<ooyfeLP(R"). Sim>0, entonces

[(f * Ga)(@)] < 2+ m)"Mf(w) [“246(0) + 2l (6.2.5)

para x,x’ € R™ tal que |z — 2’| < ma.

wn

Demostracion. De manera muy parecida al teorema anterior se puede ver que si
|z — 2| <ma

((f * 6a)(@)] < a~(0) / (@ — 2)| d

|z]<(1+m)a

s> ame [ f— 2] dz
k=0

|z]<(2kt14m)a
Luego, por la definicién de funcién maximal

(% @a)(@)] < (1+m)"d(0) 2 M f () + Z 2H )" (28) S0 £ ()

k=0
Usando que (1 +m)" < (2+m)" y (2F1 + m)n < (2FFL 4 2km)n = 2kn(2 4 m)n
la Proposicién 6.2.1
n Wn n Wn n
[(f * @a)@)] < (24 m)"$(0) =M f(2) + (2 +m)" =M f(a 22’“ ¥(2")

Wn

< 2+ m)"Mf(x) |22 (0) + 2/l

O]

6.3. Problema de Dirichlet en el Semi - espacio R’}fl con
dato en L?

Sea f € L”((?]Ri“), 1 < p < o0 y denotemos puntos = € Rﬁ“ como = = (z,t)
donde z € R™ y ¢t > 0. Una solucién a la Ecuacion de Laplace para el Semi - espacio
R’}fl (como fue demostrado en el Teorema 3.3.1) es

wet)= [ K070 ds)
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donde K(z,t) es el nicleo de Poisson para el Semi - espacio Rﬁ“ dado de manera
explicita como

2 t
Kt(z) :K(th) = ntl

= (6.3.1)
Wntl (|22 +t2) 2

Entonces
u(z,t) = (K¢ = f)(2)

Notemos que para t > 0 fija, la convolucién (Ky = f)(z) existe para casi todo z € R
por el Teorema 6.1.3, asi que tiene sentido considerar u(z,t).

Teorema 6.3.1. El nicleo de Poisson, Ki(z) tiene las siguientes propiedades

1. Para cada t > 0, K(2) es una funcion positiva, radial y

Ki(z) =0 si |z]| > o0

2. Para cadat > 0

K(z,t)=1
R

3. Para cada r >0
Ki(z2) =0 si t—0

uniformemente en {z € R" : |z| > r}.

4. Para cada r > 0
Ki(2)dz—0 si t—0

|z[=r

Demostracion. La propiedad 1 es clara. 2 ya fue probada en el Lema 3.3.1. Veamos
3. Sea r > 0, entonces para cualquier z tal que |z| > r se tiene

2 t
Kt(z) = ntl
et (12 + 12)°3
< 2 t
— n+1
Wn+1 |Z|
2 t .
< —— 0 si t—0
W1 T
Finalmente, 4 se sigue inmediatamente de 3. O

Corolario 6.3.1. La familia (K;)i~o es una identidad aprorimada en R™.
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Ya identificamos a u(z,t) como la convolucién de f € LP(OR’™!) con la identidad
aproximada (K})¢~o. Quisiéramos poner en uso muchos de los resultados de la seccién
anterior, para sacar el mayor provecho de ellos, observemos que podemos escribir a
(Kt)¢>0 como

2 t 2 1
Ki(z) = =t

n+1 n+1

Wntl (|22 4+t2) 2 Wn41 <’§’2 n 1) 2
t

Definiendo % : (0, 00) — [0, 00) como

2 1
)=
vir) Wn+t (r2 4 1)"%rl
se tiene que
ki <o (1)

Ademsds 1 es decreciente, acotada (porque 1(0) = wn2+1 < o0) y ¥(z]) € LYR") e
integra 1 por el Lema 3.3.1. Asi, dado que

/ Ki(2)dz=1
oRT !

para todo t > 0, concluimos primero que

lim [fu(z,£) = £()[lp = 0

t—0t

por el Teorema 6.2.1. Luego que

11’m+ u(z,t) = f(z) para casi todo z € R"
t—0
por el Teorema 6.2.3. Y por ultimo, para casi todo x € R™ se satisface que para todo
m >0
Iim  u(2,t) = f(2)

t—0T
|2" —z|<mt

por el Teorema 6.2.5.

Esta ultima relacién tiene una importante interpretacién geométrica. Establece
que u(z’,t) converge a f(z) de manera no tangencial. Para m > 0 el conjunto {(2/,¢) :
|z — z| < mt} es un cono en el semiespacio superior con vértice en x y generadores
con pendiente % Sit— 0" con m > 0 fija, esto fuerza a que 2z’ — z de manera que
(2/,t) no se aproxima a (z,0) tangencialmente a 8R’}f1 = R".



Capitulo 7

FItanteamiento del Problema [P Dirich-
e

El presente y ultimo capitulo de esta tesis servird como conclusién a todo el de-
sarrollo matematico antes presentado, asi como respuesta a la preguntas: ;Qué sigue?
., Qué més hay que saber, y qué se puede estudiar si uno deseara continuar por esta
linea de conocimiento?

Recordemos que uno de nuestros objetivos era dar una propuesta para plantear el
Problema de Dirichlet, la cual debera tener sentido. Deberiamos de poder encontrar
condiciones que garanticen el poder solucionar tal Problema. La otra meta era dar
una propuesta de solucion para el Problema LP - Dirichlet recién planteado.

7.1. Planteamiento del Problema L? Dirichlet

En el capitulo anterior, gracias a que conocemos la solucién al Problema de Dirich-
let para el Semi - espacio RZLF'H con dato en la frontera continuo y acotado:

{ Au=0 en R:‘fl
_ +1

u=f en ORY

logramos dar una férmula para la solucién al Problema:

_ +1
Au=0 en R’_’,_

xl,finx u(z',t) = f(z) para casi todo x € ORH! (7.1.1)
|z—a'|<mt
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donde el valor de m > 0 es el mismo para todos los puntos en OR’fﬁl yvfe Lp(ﬁRTrl)
y solo admitamos 1 < p < co. Vimos que la solucién a este tltimo estaba dada como

w(zt) = (f * Ko)(2) = / F@)Ki(= — y)dS(y)
OR7 !
donde (2,t) € Ry

2 t
Kt(z) - n+tl
it (o2 +12)"3
Mostramos que (K3)¢~o es una identidad aproximada, como en la definicién 6.2.1.
También demostramos que 9 : (0,00) — [0, 00) definida como

i) = ———1

Wit (r2 + 1)”%rl

es decreciente, acotada, ¥(|z|) € L*(R") y cumple

Ki(z) <t™¢ (j‘) para toda t > 0

Estas propiedades de (K});~¢ son precisamente las que garazantizaban poder resolver
el Problema 7.1.1. El punto es que estas propiedades no fueron explotadas al maximo.
Por el Teorema 6.2.5 sabemos que

n Wn
(2, )] = |(f * Ko)(2)] < (2+m) [g?ﬂ(o) + 2|9l | Mf(2) (7.1.2)
con (#',t) tal que |z — 2| < mt. Definamos la funcién Nu : OR”™ — R por medio de

Nu(z) = sup |u(2',t)]

|z—z"|<mit

La desigualdad (7.1.2) garantiza que Nu estd bien definida y también que
n Wn
Nu(z) £ CMf(2), €= (2+m)" [229(0) + 2] (7.1.3)

para cada x € 8RTF1. Por otro lado, sabemos que existe C' > 0

1M fllp < ClI £llp (7.1.4)
por el Teorema 5.2.5. De (7.1.3) y (7.1.4) se sigue que

INull, < CC|fll, (7.1.5)

Ahora, en el caso general, es decir, cuando tengamos un conjunto €2 C R™ abierto,
conexo, acotado y con frontera de clase C'', apareceran muchos de los elementos que
ahora observamos (nétese que partimos de un conjunto no acotado ]RZ‘F'H, aun asi,
esto da buena idea de lo que pasa en general para un conjunto acotado). Después de
esto, la situacion en general es muy parecida.
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Definicién 7.1.1. Sea Q abierto en R™, u : Q@ — R y x € Q. Definimos la region
no tangencial
Qu(z)={2" € Q: |z —2'| < (1 + a)d(2',00)}

Decimos que u tiene limite no tangencial L en x € 082, si para cada o > 0

L= lim wu(2)

y escribimos

Usualmente, el valor de o > 0 se mantiene fijo para cada x € ON).

Definicion 7.1.2. Sea Q un abierto y acotado de R"™. Siu : Q — R es acotada, la
funcion maximal no tangencial de u es la funcion Nu : R" — R dada como

Nu(z) = S(lllp( )|u(x/)| (7.1.6)
' €Qa(x

Teorema 7.1.1. Sea Q C R™ abierto, conexo, acotado y con frontera de clase C*.
Supongamos que para 1 < p < oo, el Problema Cldsico de Dirichlet con dato f €
C(09):

Au=0 en €
{ w=f en 90 (7.1.7)
tiene una tnica solucion u € C?(2) N C(9) cumpliendo la estimacion
[Nullp < Cl fllp (7.1.8)

Entonces, para cualquier g € LP(0RY), existe una unica solucion al Problema LP -
Dirichlet:

Au =0 en €

lfm u(z') = g(x) para casi todo x € OS2
r —T

N.T.

Si la solucion es ug, se tiene la estimacion
[Nuollp < Cliglly

Demostracion. Véase [8] pp. 29 - 30 Theorem 1.7.7. O

Sabemos que las primeras dos condiciones en el Teorema se cumplen, la solucién
estd dada por el Método de Perron (Teoremas 4.3.3 y 4.3.4). Pero la expresién de la
solucién es muy distinta de la que obtenfamos para el Disco del Plano R?, la bola en
R"™ y el Semi - espacio RCLFH. Ahora buscamos una expresion que se parezca mas a las
que mencionamos.
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Sean u y f como en (7.1.7) y = € 2, definamos la funcional A, : C(9Q2) — R tal
que

Observamos que

1. A, es lineal

Sean f1, fo € C(0R), a € Ry uj,uz las soluciones a los Problemas de Dirichlet

con dato f; y f2 respectivamente. Por la Unicidad del Problema Clasico de
Dirichlet

As(afi + f2) = aur(z) + uz(z) = aly(f1) + Au(f2)

2. Ay esacotado y [|Az]leo < 1
Por el Principio del Méximo, para todo f € C(99)

s ()] = Ju(@)] < méx|f] = | fllo

3. A, es positivo.

Si f > 0, por el Principio del Minimo

8a(F)] = lu@)| = g 11 2 0

Por el Teorema de Representacion de Riesz (véase [2] pp. 106 - 108), para cada z € 02,
existe una unica medida de Borel (véase [2] p. 20) du® tal que

u(z) = Ao (f) = | f(y)dp®(y) (7.1.9)
o0

La identidad (7.1.9) se parece més a las férmulas de representacién de los distin-
tos Problemas Clasicos de Dirichlet antes estudiados. En aquellas férmulas siempre
integrabamos sobre la frontera de nuestro dominio en cuestiéon con respecto a la me-
dida de superficie dS. Para conseguir una férmula similar necesitamos que du”® sea
absolutamente continua respecto a dS (véase [12] pp. 40 - 47), si esto sucede, como
consecuencia del Teorema de Radon - Nykodym (véase [2] pp. 85 - 87, 94 (8.N)) se
sigue que
dp®
ds

u(z) = A (f) = | fdu" = - fW)—o () dS(y) (7.1.10)

o0

La funcién % se le llama la derivada de Radon - Nikodym de du” respecto a dS, y
esta determinada de manera Unica casi en todas partes por la relacion

i (B) = [ 0 ast)
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Noétese que la férmula (7.1.10) puede considerarse una extensién de la férmula (3.1.8)
con f = 0, pues la derivada de Radon - Nikodym sustituye a la derivada normal
de la Funcién de Green en (7.1.10). Esto sugiere que para dominios més generales
(no necesariamente con frontera de clase C!) la férmula de representacién para la
solucién al Problema Clasico de Dirichlet (7.1.7) sea precisamente (7.1.10). Ademas,
basados en lo observado en el Teorema 7.1.1, si se logra establecer dicho Teorema para
dominios con frontera regular, entonces el objetivo se reduce a establecer (7.1.8) por
medio de la férmula (7.1.10). Esto ltimo fue logrado por Bjorn Dahlberg a finales de
los anos 1970 (véase [13] y [14]), basado en propiedades adecuadas de la medida du®, y
la derivada de Radon - Nikodyn %. Un punto fundamental es obtener desigualdades
del tipo (7.1.4) para la funcién maximal de Hardy - Littlewood, donde la medida de
Lebesgue es sustituida por una medida con peso.
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