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Introduccion

El objetivo de la teorfa de colas es modelar sistemas de espera tales que
funcionan de la siguiente manera. Existe un medio al que llegan clientes
demandando cierto servicio. Luego, a consecuencia de que la demanda no
puede ser satisfecha inmediatamente, se forma una cola (o linea de espera) de
clientes en espera de ser atendidos por el o los servidores correspondientes.
Los tiempos entre arribo de clientes consecutivos al sistema y los tiempos de
servicio son aleatorios, y son representados por variables aleatorias con algu-
na distribucién de probabilidad. En particular, en este trabajo estudiaremos
colas en las que ambas variables aleatorias tienen distribucién exponencial.
A este tipo de colas se les conoce como colas poissonianas debido a la relacién
entre las distribuciones de Poisson y exponencial.

El término “clientes” es general. Dependiendo del sistema a estudiar, los
clientes pueden ser: llamadas telefénicas esperando ser procesadas por un
conmutador, e-mails esperando entrar a un servidor, personas en un banco
esperando ser atendidas, etc.

La teorfa de colas, como disciplina matemadtica, inicié con el trabajo de
A. Erlang [3] quien estudié un modelo de una estacion telefénica obteniendo
una férmula para la distribucién del niimero de lineas ocupadas. A partir
de este trabajo, la teorfa ha sido aplicada en el estudio de un gran nimero
de sistemas de espera como trifico de aviones, redes eléctricas, sistemas de
internet, teoria de inventarios, entre muchos otros. Sin embargo, es impor-
tante mencionar que mucha de la teoria de hoy en dia fue desarrollada sin
aplicacién practica sino tnicamente por puro interés matemético.

Uno de los objetivos de este trabajo es presentar una introduccién a los
métodos matemédticos que han sido usados para modelar un sistema de es-

pera, especificamente para colas poissonianas; asi como también, presentar
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X Introduccion

simulaciones por computadora con el fin de ejemplificar la teoria desarrolla-
da.

De hecho, la tesis estd estructurada de la siguiente manera.

En el Capitulo I introducimos la distribucién de Poisson y su relacién
con la distribucién exponencial para después definir el proceso de Poisson.
En esta parte se presentan los elementos necesarios para describir tanto los
tiempos entre arribos de los clientes como los tiempos de servicio.

Las colas poissonianas tienen la caracteristica de que se pueden modelar
mediante procesos de Markov, en particular como procesos de nacimiento
y muerte. Por lo anterior, en el Capitulo II presentamos la teoria bdsica de
procesos de Markov necesaria para el estudio de los sistemas de espera.

Finalmente, en el Capitulo III, presentamos la descripcién de las colas
poissonianas aplicando la teorfa desarrollada en los capitulos previos. Cabe
mencionar que estudiamos colas con uno y mads servidores, y presentamos
simulaciones las cuales se desarrollaron utilizando el lenguaje C++.



Capitulo 1

Proceso de Poisson

1.1. Introducciéon

El proceso de Poisson es un proceso estocdstico a tiempo continuo que
modela el nimero de veces que ocurre un evento especifico a través del
tiempo. Por ejemplo, los clientes que llegan a un supermercado, las llamadas
que entran a un conmutador, las fallas registradas en un circuito eléctrico,
entre otros.

Una caracteristica de este proceso es que los tiempos entre la ocurrencia
de eventos consecutivos tiene una distribucién exponencial. En este capitulo
introducimos el proceso de Poisson, asi como sus propiedades mds impor-
tantes, con el cual modelaremos tanto los tiempos entre arribos de los clientes
como los tiempos de servicio en los sistemas de espera.

1.2. Distribuciones de Poisson y Exponencial

Definicién 1.2.1 Sea A\ un mimero real positivo. Decimos que una vari-
able aleatoria (v.a.) X tiene distribucion de Poisson con pardmetro \ (X ~
Poisson(\)) si su funcion de probabilidad estd dada por:

—Texp(—)\) si x=0,1,..
fx@):=P[X =a]={ ”

0 otro caso
Observacién 1.2.1 a) Si N(t) ~ Poisson(At) entonces

BE(N(t)) = Var(N(t)) = AL.

1



2 CAPITULO 1. PROCESO DE POISSON

b) Una manera mds prdictica para fines computacionales de calcular las
probabilidades de la distribucion de Poisson es por medio de la siguiente
ecuacion recursiva. Sea

P,(t) = P[N(t) =n]| = ():')n exp(—At).
Entonces
Po(t) = exp(—At);
Po(t) = % n—1(t), n=1,2,..

Definicién 1.2.2 Sea A un nimero real positivo. Decimos que una v.a. X
tiene distribucion exponencial con pardmetro A (X ~ exp(A)) si su funcion
de distribucion estd dada por:

1 —exp(=Az) si x>0
Fx(z):=P[X <z]=
0 z <0

La distribucién exponencial también puede ser descrita por medio de su
funcién de densidad

Aexp(—Azx) si x>0

fx(z) =
0 <0

Ademads, la distribucién exponencial se obtiene al modelar el tiempo
que pasa entre dos eventos que ocurren en forma aleatoria, con lo cual se
relaciona con la distribucién de Poisson. En efecto, si N(t) ~ Poisson(At)
representa el nimero de eventos que ocurren en [0,¢], y X es la v.a. que
representa el tiempo que transcurre hasta que ocurre un evento, entonces
los eventos [X > t] y [N(t) = 0] son equivalentes. Por lo tanto,

PIX<t]=1-P[X>t=1-P[N(t) =0 =1 —exp(—At), t >0, (1.1)

lo cual representa la distribucién exponencial con pardmetro A. Este punto
lo discutiremos de nuevo en la Seccién 1.4.

A continuacién enunciamos algunas propiedades bien conocidas de la
distribucién exponencial las cuales incluimos para una fécil referencia.
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Proposicién 1.2.1 a) Si X ~ exp(\) entonces

E(X) = 1 y Var(X)= )\12

b) (Propiedad de pérdida de memoria) Dentro de la clase de variables
aleatorias absolutamente continuas, X ~ exp(A) si y solo si para todos los
numeros positivos s y t se tiene

PX>s+tX >s]=P[X >1].

Definicién 1.2.3 Sea A un numero real positivo y n € N. Decimos que una
v.a. X tiene distribucion Gama con pardametros X y n (X ~ I'(n,\)) si su
funcion de densidad estd dada por:

A"z~ 1 exp(—Azx)

=1)! st x>0

fx(z) =
0 <0

Al igual que la distribucién exponencial, la distribucién Gama se obtiene
al estudiar el tiempo que transcurre en cierto nimero de ocurrencias de
eventos que suceden aleatoriamente en el tiempo. De hecho, observe que
la distribucién exponencial es un caso particular de la distribucién gama
tomando n = 1. Mds aun, la distribucién Gama tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 1.2.2 Si X1, Xo,..., X, son v.a.i.i.d, tal que X; ~ exp(}\),
1=1,2,...,n, entonces
X1+ Xo+ ...+ X, ~T(n,A).
Concluimos esta seccién presentando la siguiente notacion, la cual serd
utilizada para establecer algunas propiedades del Proceso de Poisson.

Notacién. La expresion “f = o(h) cuando h — 07 significa que f(-) es una
funcion tal que
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es decir, para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

|h| < ¢ implica ‘f(hh)'<s

Ejemplo 1.2.1 Sea f(z) = z",r > 1. Observemos que
f(h) _ h"

T:%:h’"—lao cuando h — 0,

lo cual implica que f = o(h) cuando h — 0.

Ejemplo 1.2.2 Si f(z) =2a",r < 1, entonces

f(hh):f;:hr_l—HO cuando h — 0.

Es decir, f # o(h) cuando h — 0.

Ejemplo 1.2.3 La funcion f(x) = e™*, satisface f(h) = 1—h+o(h). Esto
se deduce expandiendo f en su serie de Taylor:

n! n!

f@yzzj“@n:1—x+§:““n=1—x+3x@,
n=2

n=

0
donde Ry = o(h) cuando h — 0. En efecto,

Rs(h 2 (=D)MR) (=),

entonces, f(h) =1—h+ o(h).
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Observacién 1.2.2 a) Si f = o(h) y g = o(h), entonces f + g = o(h)
y c¢f = o(h) para cualquier constante c. En general, Y ;" | ¢ifi = o(h), si
fi =o(h) para cada i =1,2,...n

b) Del Ejemplo 1.2.3, podemos ver que si f(x) = e~ %, entonces f(h) =
1 —ah+o(h).

c) Sea X ~ exp(N), entonces por la observacion anterior,
P[X<h] = 1—¢e?
= 1—[1—=Mr+o(h)]

A — o(h)
Ah +o(h),

de donde se sigue que

P[X >hl=e¢?=1—-Xh+o(h).

1.3. Procesos estocasticos

Definicién 1.3.1 Un proceso estocdstico es una familia X = {X (t);t € T'}
de v.a., donde T es el conjunto de pardmetros.

Observacién 1.3.1 a) Sea X = {X(t);t € T} un proceso estocdstico, en-
tonces para cada t € T, X (t) es una v.a. definida en algun espacio de prob-
abilidad (2, F, P) es decir,

X(t): Q2 —R.

b) El hecho de que X(t) sea una v.a. implica que el proceso estocastico se
puede ver como una coleccion de funciones reales definidas sobre T x €,

X(,):TxQ—R
que satisfacen:

(i) Para cada t €T fijo, X(t,-) : Q2 —R es una v.a.;
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(i) Para cada w € Q fijo, X(-,w): T — R es una funcion de valores
reales definida en T.
c) A la funcion X(-,w) : T — R, w € Q, la llamaremos realizacion o
trayectoria del proceso.

Definicién 1.3.2 El espacio de estados del proceso X es el conjunto S de
todos los valores posibles de las v.a. X (t) parat € T. Ademas, si S es finito
o numerable decimos que el proceso X es discreto, y si S es un intervalo,
decimos que el proceso X es continuo. Por otro lado, si T es numerable,
digamos T = {0,1,2,...}, decimos que X es un proceso con pardmetro o
tiempo discreto. St T es un intervalo, X es un proceso con pardmetro o
tiempo continuo.

Observacién 1.3.2 Si X = {X(t), t € T'} es un proceso a tiempo discreto,
por ejemplo, T'={0,1,2, ...}, escribimos:

X(t) = Xu,

y por lo tanto el proceso estocdstico toma la forma X = { Xy, X1,X27,__}.

Ejemplo 1.3.1 Al final de cada dia se registra el nimero de llamadas que
entraron a un conmutador durante todo el dia. Definamos

X; = Numero de llamadas que entraron durante el t-ésimo dia.

Entonces X = {Xo, X1, X2} es un proceso estocdstico a tiempo discreto
con espacio de estados discreto.

Ejemplo 1.3.2 Para cadat >0, V(t) es el volumen de agua que hay en
una presa al tiempo t. Entonces V.= {V(t),t > 0} es un proceso a tiempo
continuo y con espacio de estados continuo.

La siguiente definicién proporciona otra clase de ejemplos de procesos
estocdsticos a tiempo continuo con espacio de estado discreto.
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Definicién 1.3.3 Un proceso de conteo es un proceso X = {N(t),t > 0}
con espacio de estados S = {0,1,2,...} tal que N(0) =0 y para cada t > 0,
N(t) representa el nimero de veces que ocurre cierto evento E durante un
intervalo.

En otras palabras, X = {N(¢),¢ > 0} es un proceso de conteo si satisface:

(i) N(t) solo toma valores enteros no negativos;

(ii) N(t) es no decreciente : N(s) < N(t) si s < t;

(iii) N(t) — N(s) es el numero de veces que ha ocurrido F, durante el
intervalo (s, t].

Observacién 1.3.3 En un proceso de conteo, la v.a. N(t) puede represen-
tar, por ejemplo, el nimero de accidentes que ocurren hasta el tiempo t, o
el numero de clientes que llegan a un banco hasta el tiempo t, etc.

Definicién 1.3.4 Sea X = {X(t),t > 0} un proceso estocistico a tiempo
continuo. Decimos que:

a) X es un proceso con incrementos independientes si para cualquier
seleccion de indices 0 < tg < t; < ... < t,, las variables aleatorias X (t1) —
X(to), X(ta) — X(t1), ..., X(tn) — X(tn—1) son independientes.

b) X es un proceso con incrementos estacionarios si las variables aleato-
rias X(t+h) — X(t) y X(t+h) — X(7) tienen la misma distribucion para
todot, 7> 0y h>0.

1.4. Proceso de Poisson

Una clase particular en los procesos de conteo son los procesos de Poisson
definidos de la siguiente manera.

Definicién 1.4.1 Un proceso de conteo X = {N(t),t > 0} es un proceso de
Poisson con intensidad media A > 0 si:

(i) N(0)=0

(ii) X tiene incrementos independientes;

(iii) X tiene incrementos estacionarios tales que

N(t+ s) — N(s) ~ Poisson(\t), sit>0,s> 0.
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Observacion 1.4.1 a) La propiedad (iii) significa que el nimero de even-
tos en cualquier intervalo de longitud t tiene distribucion de Poisson con
pardmetro At. Es decir:

()\t)"e_)‘t
n!

P[N(t+s)— N(s)=n]= , n=0,1,2...

En particular N (t) ~ Poisson(At).

b) Ademds tenemos que (ver Observacion 1.2.1),

E[N(t+s)— N(s)] =Mt (1.2)
Y
Var [N(t+s) — N(s)] = At. (1.3)
c) De (1.2)
v B9 - N)
eventos que ocurren en promedio en (s,t+ s]'

t

De aqut, podemos interpretar a X como el nimero promedio de veces que
ocurre un evento particular por unidad de tiempo. Esto justifica el nombre
de intensidad media.

1.4.1. Una caracterizacién del proceso de Poisson

Para mostrar que un proceso de conteo es de Poisson debemos verificar
que se cumplen las condiciones de la Definicién 1.4.1. Las condiciones (i)
y (ii) se pueden derivar de las caracteristicas del proceso. Sin embargo, la
condicién (iii) puede resultar dificil de verificar. En esta parte introduciremos
una caracterizacion del proceso de Poisson en la cual la distribucién de
Poisson no interviene directamente.

Teorema 1.4.1 El proceso estocdstico X = {N(t),t > 0} es un proceso de
Poisson con intensidad X\ > 0 si, y solo si X es un proceso de conteo tal que:
(i) X tiene incrementos independientes y estacionarios;

(i) P[N(h) = 1] = M+ o(h) cuando h — 0F;

(i11) P[N(h) > 2] =o0(h) cuando h — 0F.



1.4. PROCESO DE POISSON 9

Demostraciéon. Sea X = {N(¢),¢ > 0} un proceso de Poisson con intensi-
dad A > 0. Entonces X es un proceso de conteo y por definicién satisface la
condicién (i). Ahora mostraremos que satisface (ii). Por definicién tenemos
que N (h) ~ Poisson(Ah). De aqui tenemos que

P[N(h)=1] = (Mh)e M = Ah(1 — \h +o(h))

= Mo — \2h2 + o(h)

= M +o(h),
Por otra parte note que:
P[N(h)=22] = 1=P[N(h) <1]=1—(P[N(h) = 0]+ P[N(h) = 1])
= 1- (thl)oe—”l + Ahe M| =1~ (1+ An)e ™

= 1— (14 Mh)[1 = (Ah) +o(h)]
= 1—[1—Ah+o(h) + A — A2h* + Aho(h)]

= 1—[1—Xh*+o(h)] = o(h).

Para el reciproco de la demostracién, supongamos que X es un proceso
de conteo que satisface las condiciones (i)-(iii). Entonces, N(0) = 0, y por (i)
tiene incrementos independientes y estacionarios. Por lo tanto, es suficiente
mostrar que N(t) — N(0) = N(t) ~Poisson (At), para cualquier ¢ > 0, es
decir,

eMn=0,1,2,.. (1.4)

Denotemos P, (t) = P [N(t) = n]. Demostraremos primero que Py(t) sat-
isface la ecuacién diferencial

Pi(t) = =APo(t), t >0, (1.5)

con condicién inicial Py(0) = 1. De hecho, resolviendo esta ecuacién se tiene
que, para alguna constante k,

Py(t) = ke ™.
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Como Py(0) = 1, entonces k = 1, por lo tanto, la solucién a (1.5) es,
Py(t)=e M=P[N(t) =0]. (1.6)
Después demostraremos que P, (t) satisface la ecuacion diferencial
Pl(t) = =AP,(t) + APp_1(t), n=1,2,..., (1.7)
con condicién inicial P,(0) = 0,n = 1,2, ... Entonces,
Pl(t) + AP, (t) = APy—1(t), n=1,2,..,

lo cual implica
M [PL(t) + APy ()] = AeMP,_1(t).

De aqui,
d
= [e’\tPn(t)} — AMP,_1 (D). (1.8)
Tomando n = 1, y usando (1.6),
d T . . Y
pn {e Pl(t)] =\ si,ysolosi Pi(t) = (M +c)e ™.

Como P;(0) = 0 tenemos que ¢ = 0, lo cual implica Pi(t) = Me M =
PIN(t) =1].
Demostraremos ahora por induccién matemadtica que

P,(t) = Mef)‘t, n=12,..

n!

Supongamos que se cumple para n — 1. Entonces por (1.8)

Y At O " ()"t
LIMP )] = AP,y (1) = AeM DNy .
dt [e ()} () = AT e (n—1)!
Por lo tanto,
A"
At _
eV P, (t) = p +c

Como P,(0) = 0 obtenemos

At)"
P.(t) = ( n') e ™M n=1,2,..

Por lo anterior, para concluir la demostracién, es suficiente con demostrar
que Py(t) y P,(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales (1.5) y (1.7), respec-
tivamente.
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Ecuacién diferencial para Py(t).
Para cualquier ¢ > 0 y h > 0 tenemos

Pyt+h) = P[N(t+h)=0]=P[N(t)=0,N(t+h)— N(t)=0]
— PIN(t)=0]P[N(t+h)—N()=0] (inc. ind.)
= Ry(t)P[N(h) = 0] (inc.est.)
= R@)(1-PI[N(h)=21])
= R(t)(1—P[N(h)=1] —P[N(h)>2] )

= Ry(t)(1 = M+ o(R)).

Cabe senalar que la tltima igualdad se sigue de las condiciones (ii) y (iii).
De aqui tenemos que

Po(t+h) — Po(t)  —AhPy() n o(h)
h h h

donde, tomando limite cuando h — 0 obtenemos la ecuacion diferencial
(1.5), es decir,

Pi(t) = =APo(t).

Ecuacién diferencial para P,(t), n=1,2,...

Para cualquier t > 0y h > 0,

Pa(t+h) = P[N(t+h):n]:zn:P[N(tJrh)fN(t):j,N(t):n—j]

0
= P[N(t+h)—N()=0,N(t)=n]
FP[N(t+h)— N(t) = 1,N(t) =n — 1]

+> P[N(t+h) = N(t) =4, N(t) = n - j]
j=2
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Por otro lado,

< Zn:P[N(Hh) — N(t) = 4]
= ZP [N(h) = 7] (Inc. est.)
< PI[N(h) > 2] = o(h) (por (iii)). (1.9)

Por lo tanto, de (1.9) se obtiene

P,(t+h) = P[N(t)=n]P[N(t+h)—N(t)=0]+
P[N()=n—1]P[N(t+h)— N(t) =1]+o(h) (inc.ind)

= P[N(h)=0]P[N(t)=n]+ P[N(h) =1]P[N(t) =n —1]
+o(h) (inc.est)

= (1 =XAh+o0(h))P,(t) + (Ah+ o(h))P,—1(t) + o(h)

De aquf

Pn(t+h) _Pn(t) _ _)\th(t) )‘hpnfl(t)
N = N + h + o(h)

Por lo cual, haciendo h — 0, obtenemos la ecuacién diferencial (1.7), es
decir,

PL(t) = —APy(t) + A\Py_1(t),n = 1,2, ..

1.4.2. Anadlisis del tiempo de espera

Sea X = {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensidad A > 0 en el
que N (t) cuenta el nimero de veces que ha ocurrido un evento E durante
el intervalo de tiempo [0,¢]. En esta parte estamos interesados en estudiar
la distribucién del tiempo entre la ocurrencia de eventos. Generalmente en
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la literatura a esta v.a. se le llama tiempo entre arribos (o de llegada, o de
espera).

Supongamos que un evento E ocurre durante los tiempos:

O<ti <to<..<tp <.,

en donde t,, es una v.a. que representa el tiempo en el que ocurre E por
n—eésima vez. Entonces, los tiempos entre arribos estdn definidos por las
v.a.

Tn=1n —tn_1, n=1,2,...,

con tg = 0. Note que, t, =71+ 72+ -+ + Tp.

Es facil ver que {75} es una sucesién de v.a. i.i.d. cuya distribucién es
exponencial con pardmetro A. En efecto, observemos que los eventos [71 > ]
y [IN(t) = 0] son equivalentes. Entonces, similar a (1.1), tenemos,

1 —exp(=At) si t>0
Foy(t) = , (1.10)
0 st <0

es decir, 71 ~ exp(A). Para mostrar que 72 ~ exp(\) y que es independiente
de 71, observemos lo siguiente:

Plra<tlri>s] = 1—Plra>tjry >s]=1-Plry > t|{N(s) = 0]
= 1-P[N(s+1t)— N(s) = 0|N(s) = 0]
= 1-P[N(s+t)— N(s)=0] (inc. Ind.)
— 1-P[N(t)=0] (inc. est.)
= 1—exp(—\t). (1.11)

De aqui, la funcién de densidad de 79 dado 71es

frar (t8) = Aexp(=At), ¢ >0,

con lo cual obtenemos
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Fa®) = [ Fin(ts) (s
- /O°°Aexp<—xt>fﬂ<s>ds

= dexp(-30) [ (o)

= dexp(—At)

Por lo tanto, 72 ~ exp()\), y ademads, debido a que el lado derecho de
(1.11) no depende de s, tenemos que 71 y T2 son independientes. Estos
argumentos se repiten para mostrar que {7,} es una sucesién de v.a. i.i.d.
cuya distribucién es exponencial con pardmetro \.

De lo anterior tenemos que una caracteristica del Proceso de Poisson
es que el tiempo entre arribos es exponencial. Si {7,,} es una sucesién de
v.a i.i.d. con distribucién arbitraria, al proceso estocdstico resultante se le
conoce como Proceso de Renovacidn. Concretamente tenemos la siguiente
definicion.

Definicién 1.4.2 Sea X = {N(¢),t > 0} un proceso de conteo. Decimos
que X es un proceso de renovacion, st los tiempos entre arribos son v.a.
.1.d.

Obsérvese que para cada t > 0 podemos definir N(¢) como:

N(t) = méx{n : t, < t}.

Para cada t > 0 , definamos la v.a.
() == tn@y+1 — 1,
es decir, 7(t) representa el tiempo entre ¢ y el préximo arribo que ocurre.

A continuacién establecemos una propiedad importante de 7(t) cuya
demostracién puede consultarse en [8] .
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Proposicién 1.4.1 Sea X = {N(t),t > 0} un proceso de renovacion con
tiempos entre arribos exponencialmente distribuidos con parametro \. En-
tonces y(t) ~ exp (A).

Teorema 1.4.2 Un proceso estocdstico X = {N(t),t > 0} es un proceso de
Poisson con intensidad media A si, y solo si X es un proceso de renovacion
cuyos tiempos entre arribos T, = t, —th—1, n=1,2,..., son v.a. i.i.d. con
Tn ~ exp(A).

Demostraciéon. ( = ) Esta parte ya se demostré previamente para (1.10)
y (1.11).

( <= ) Supodngase ahora que X es un proceso de renovacién con tiempos
entre arribos i.i.d. y 7, ~ exp(A). De la definicién de un proceso de Poisson,
para demostrar el teorema es suficiente demostrar que:

(7) X tiene incrementos independientes

(73) X tiene incrementos estacionarios con

N(t+h) — N(t) ~ P(\h), t>0,h>0.

Para ver esto, fijemos s > 0 y consideremos el proceso {X'(t) = N(t) —
N(s), t > s}. Mostraremos que X'(t) es un proceso de renovacién. Denote-
mos por 74, 75, ... los tiempos entre arribos. Es decir, 7] es el tiempo desde s
hasta que ocurre el primer evento, 7, el tiempo entre el primer y el segundo
eventos, etc. Es claro que

7I ~exp(\) para n > 2

Ademés, por la proposicion (1.4.1), 77 = ~(¢) ~ exp (\) independiente-
mente del nimero de arribos que ocurren antes de s , es decir, independien-
temente de los valores de N(t') para t' < s.

Entonces,

P[N(t)—N(s)=n|N({') =k] =P[N(t)— N(s)=n]=P[N(t—s) =n].

donde la tltima igualdad se debe a que los tiempos entre arribos de ambos
procesos X y X' tienen la misma distribucién exponencial.De aqui y por la
definicién de probabilidad condicional obtenemos

P[N(t) = N(s) =n, N(t') — N(0) = &]
PIN(#') — N(0) = K]
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Esto implica la independencia de los incrementos N (t) — N(s) y N(t') =
N(t") — N(0), lo cual a su vez implica la parte ().

Para probar (ii), observemos primero que, para cualquier proceso de
renovacién X = {N(t),t > 0},

N(t) < n si, y solo si tp41 >t
N({t) = n si, y solo si t, <t y tyy1 >t, esdecir,

tn S tStTL+17

donde t, es el tiempo en que ocurre el n—ésimo arribo o renovacién. En-
tonces,

P{N(t) < n}=P{to >t}
P{N(#) = n}=Plty< t} —P{tys1 <t} n=12.. (112)

P{N(t) = 0}=P(r1 >1), (1.13)
donde (1.12) se obtiene de las siguientes relaciones:
P{N(t) = n}=P{N()<n}—P{N(t)<n-1}
= P{tpy1 >t} —P{t, >t}

= P{t, < t} — P{ty1 <t}

Puesto que {7,} son v.a. i.i.d. con 7, ~ exp(A), y tp = T1 + ... + Ty ~
I'(n, A) (ver Proposicién 1.2.2), de (1.12) y (1.13) tenemos:

P{N(t) = 0}=P(r; >t)=e,

t )\n L \ t )\n—O—l N
P{N({t) = nl= " e Mdx — e Vdx
o = = [ o [

— At )™
_ T
n!
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Por lo tanto, para 0 < s < ¢,

P{N(t)— N(s) = n}=P{N(t—s)=n}

n!

con lo cual concluye la demostracién del teorema. m

At —8))"
e—)\(t—S)M,n = O’ 1,

17
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Capitulo 2

Cadenas de Markov a
Tiempo Continuo

2.1. Introduccién

Los procesos de Markov constituyen una de las clases de procesos es-
tocdsticos mds estudiados. La caracteristica que los distingue es la llamada
propiedad de Markov la cual establece, en términos generales, que dado
el estado presente del sistema, la distribucién de probabilidad del proceso
en un tiempo futuro es independiente del pasado. Con esta propiedad, los
procesos de Markov nos permiten modelar sistemas dindmicos estocésticos
que evolucionan en el tiempo los cuales aparecen en diferentes dreas como
economfia, biologfa, ciencias computacionales, investigacién de operaciones,
etc.

El estudio de los procesos de Markov se clasifica de acuerdo al tiempo de
observacién (discreto o continuo) y al espacio de estados (finito numerable o
no numerable). A un proceso de Markov con espacio de estados numerable
se le llama cadena de Markov. De esta manera tenemos cadenas de Markov
a tiempo discreto o continuo.

En este capftulo estudiaremos cadenas de Markov a tiempo continuo y
analizaremos una clase particular de ellos, los llamados procesos de nacimien-
to y muerte. Estos procesos son importantes debido a que los sistemas de
espera que estudiaremos en el préximo capitulo se pueden modelar como
procesos de nacimiento y muerte.

19
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2.2. Definicién y propiedades

Definicién 2.2.1 Un proceso estocistico X = {X(t),t € R}, con espacio
de estados discreto S, es una cadena de Markov en tiempo continuo si para
cualquier entero n y tiempos t1 < to < ... < tpy1 en Ry, se satisface que la
distribucion condicional de X (t,+1) dados los valores de X (t1), X (t2), ..., X (tn)
solo depende de X(t,). Es decir, para cualesquiera x,x1,....,T, € S,

P{X(tus1) = 2| X (t1) = 21,0, X (t) = 2} = P {X (tns1) = 2| X (tn) :(xn)} .
2.1

A la relacién (2.1) se le conoce como Propiedad de Markov.

En una cadena de Markov en tiempo continuo el espacio de estados es
un conjunto numerable S = {xg,z1, ...}, pero para simplificar la notacién,
supondremos que S = {0, 1,2, ...}.

Definicién 2.2.2 Sean i,j € S y 0 < s < t. Definimos la probabilidad de
transicion como

Pij(s,t) = P{X(t) = j|X(s) = i} .

Solo consideraremos procesos homogéneos en el tiempo, esto es, para ¢
y j fijos, la probabilidad de transiciéon P;;(s,t) depende solo de ¢ —s , es
decir,
B-j(s,t) = Pij(O,t - 8), Vs < t.

En este caso las probabilidades de transiciéon dependen sélo de una variable
y escribimos

Py(t) = F;(0,t) = P{X(t) = j|X(0) = i} (2:2)
= P{X(s+t)=jlX(s)=1i} Vs=>0.
Supondremos que estas probabilidades de transicién satisfacen que P;;(t) >
0 paratodot>0,4,7€ S8,y

o0
P;j(t) =1 paratodot>0,i€ .S fijos.
=0

Ademsds tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.2.1 Sea X = {X(t),t > 0} una cadena de Markov con proba-
bilidades de transicion Pi;(t). Entonces

Pyt +s) ZPZk s)Py;(t) Vi,j € S,t,s>0. (2.3)

Demostracién. La relacion (2.3) se sigue de (2.1) y (2.2). En efecto,

Pi(t+s) = P{X(t+s)=jX(0) =1}

= Y P{X(t+s) =], X(s) = k| X(0) = i}

k=0

= Y P{X(s) = k|X(0) =i} P{X(t+s) = j|X(0) =, X(s) = k}

— 3 Pu(s)P{X(t+5) = jIX(s) =k} por (22) y (2.1)
k=0

= > Puls)Py(t)
k=0

La ecuacién (2.3) se llama la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Ejemplo 2.2.2 Un proceso de Poisson X = {N(t),t > 0} con pardametro
A >0 es una cadena de Markov homogénea a tiempo continuo. En efecto

PIN(tas1) = jIN(t1) = 21, ., N(tn) = 1]

P[N(tl) =T, ,N(tn) = i,N(thrl) = ]]
P[N tl) =T, ,N(tn) = Z]

P [N(tl) = .’L‘l,N(tg) - N(tl) =2 — T1, ...,N(tn+1) ( ) ] ]

t
$1,N(t2)—N(t1) :xg—xl,...,N(tn)— (tn 1) — Ty ]
)

— N(tn—1) =i — an1] P[N(tny1) — N(tn) =j — 1

)
P[N(t) = z1] ..., P[N(t,
)

P[N(t1) = 1) P[N(t2) — N(t1) = @2 — @1]..., P[N(tn) — N(tn_1) = i — 1]

= P[N(tpt1) — N(tn) =4 — i
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Por otro lado

P[N(tny1) = j|N(t,) =i = PN (tny1) = j, N(tn) = i]

P [N(tn) = Z]
_ P[N(tn) = i7N(tn+1) - N(tn) =J— Z]
P[N(tn) = i
_ PIN) = 1P [V(tw) ~ N(ta) =~
P[N(tn = Z]

= P[N(tny1) = N(tn) = — ]

Por lo tanto X es una cadena de Markov homogénea con probabilidades
de transicion:

Pii(t) = P{N(t+s)—N(s)=j—i}

—At )\t]—z
= e(.(.))', para todo t,s >0, 7 > 1.
j—)!

En el resto del trabajo supondremos que las probabilidades de una ca-
dena de Markov en tiempo continuo satisfacen lo siguiente:

1 si i=3j
lim Pij(t) = 6;; = (2.4)
=07 0 si i

Es decir, pediremos que las probabilidades de transicién sean continuas en
t = 0. Esta condicién implica que con probabilidad 1, la cadena de Markov
permanecerd un tiempo positivo en el estado ¢ antes de moverse a un estado
diferente. También asumiremos que

Py(0) = 8y, Vi,j € S. (2.5)

Ademds usaremos la siguiente notacién: P;(0), ¢ = 0,1, ..., denota la dis-
tribucién inicial del proceso, es decir,

P(0) = P{X(0) =i}, i=0,1,..,
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Pj<t) :P{X(t) :]}7 J=0,1,..,

denotard la distribucién de X ().

La distribucién inicial, junto con las probabilidades de transicién (2.2)
determinan la distribucién de X(¢) en cualquier tiempo ¢ > 0, como lo
establece el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3 Sea X = {X(t),t > 0} una cadena de Markov con proba-
bilidades de transicion P;;(t) y distribucion inicial P;(0). Entonces

Py(t) = ZPi(O)Pij(t)- (2.6)

Demostracion. La demostracién estd basada en el Teorema de la Proba-
bilidad Total. En efecto,

Pi(t) = P{X(t)=j}=) P{X(0)=i} P{X(t) = j|X(0) = i}
1=0

2.3. Probabilidades infinitesimales

Supondremos que las probabilidades de transicién P;;(t) son derivables
en cero.

Definicién 2.3.1 Sea X = {X(t),t > 0} una cadena de Markov con prob-
abilidades de transicion (2.2). La probabilidad infinitesimal q;; se define
como la derivada de P;;(t) ent=0.

Observacién 2.3.1 i) A la probabilidad infinitesimal también se le llama
intensidad de transicion.
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it) Por (2.5)

0
@i = 2,;Pi(t) o+

ot
! (Pij(t) = 645).

= Ilim -
t—0+ t

Es decir,

, 1 .,
(a) ¢i;j = lim gPij(t) para i # j (2.7)

t—0t

() gi = Tim - (Palt) 1)

t—0+

¢) Denotando q; := —q;; podemos escribir (2.7)(a)-(b) como:

En general las probabilidades infinitesimales (2.7)(a)-(b) pueden no exi-
stir. Sin embargo, todos los procesos que estudiaremos en el trabajo tienen
probabilidades infinitesimales finitas. De hecho en libros avanzados sobre
procesos estocdsticos se demuestra que la condicién (2.4) implica que los
limites en (2.7)(a)-(b) existen y son finitos.

Para no meternos en cuestiones técnicas, supondremos que los limites en
(2.7)(a)-(b) siempre existen y son finitos. En este caso, observemos que

(a) P;j(t) = gqjt+o(t) cuando t — 0, i#j (2.8)
(b) Py(t) = 1—gqit +o(t) cuando t—0
Estas expresiones nos dicen que, cuando ¢ — 07, las probabilidades P;;(t) y

1—P;;(t) son, excepto por términos o(t), proporcionales a ¢, con constantes
de proporcionalidad ¢;; y ¢;, respectivamente.

Ejemplo 2.3.1 Sea X = {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensi-
dad \. Para calcular las probabilidades infinitesimales, primero observemos
que P;j(t) =0 para j < i, y para j > i:
Pij(t) = P{N(t+s)=jIN(s) =i}
= P{N(t+s)— N(s)=j—iN(s) =i}
= P{N(t+s)— N( j
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Entonces, por el Teorema 1.4.1:
1 =Xt +o(t) si j=1
Pi(t) = At + o(t) st j=1+1
o(t) st jZi+2

Luego, de (2.7) 6 (2.8), vemos que las probabilidades infinitesimales para el
proceso de Poisson estan dadas por:

G = —Qi=A
Giji+1 = A
¢G; = 0 paraj#i,i+1.0

2.4. Ecuaciones de Kolmogorov

En esta seccién presentaremos otras propiedades de las probabilidades de
transicién por medio de dos ecuaciones diferenciales llamadas ecuaciones de
Kolmogorov. Estas ecuaciones serdn ttiles para caracterizar la distribucién
de X(t) en cualquier tiempo ¢, como solucién de una ecuacién diferencial
como se hizo con el proceso de Poisson.

Teorema 2.4.1 Sea X = {X(t),t > 0} una cadena de Markov homogénea
con espacio de estados finito S = {0, 1, ...,n}. Ademds supongamos que P;;(t)
tiene derivada finita para todo i,j € S. Entonces las probabilidades de tran-
sicion satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

Rilj(t> = —q;P;(t) + Z ik Prj(t) (2.9)
s
y
Pli(t) = —P;(t)g; + Y _ Pu(t)ax; (2.10)
k#j

Demostracion. Ambas ecuaciones se obtienen derivando la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov y aplicando el hecho de que S es finito y Pj;(t) tiene
derivada finita.

Deriwando ambos lados de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov respecto
a s y luego evaluando s=0 obtenemos



26 CAPITULO 2. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO

m

PLi(t+s) = Z (8)Py;(t)
k=0
Entonces,
m
P(t) = Y Ph(0)Py(t) Z%kpk]
k=0
= qib, ij + quPkg
ki
como q; = —qi;, tenemos que

Pi(t) = —q:iPi(t) + > qinPrj (1)
ki
lo cual demuestra (2.9).

Para obtener (2.10) se sigue un procedimiento similar. Derivamos ambos
lados de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov respecto at y luego evaluamos
t =0, para obtener:

m

Pi,j(s) = Z (8) P (0

k=
= —Pj(s)g + Z Pigs(s)qr;
oy

esta relacion demuestra (2.10). m

A las ecuaciones (2.9) y (2.10) se les conoce como ecuaciones de Kol-
mogorov hacia atrds y hacia adelante, respectivamente. En este caso se ob-
tuvieron bajo la hipétesis de que S sea finito y P/ (¢ ( ) < oo. Sin embargo,
son validas en contextos mas generales (ver [1]).

Las ecuaciones de Kolmogorov se pueden escribir en forma matricial
como sigue. Definamos las matrices:

P(t) = (Pi(t), Q= (g);
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de probabilidades de transicién e infinitesimales, respectivamente. Recordemos
que ¢;; = —q;. Entonces, la ecuacién (2.9) se puede escribir como la ecuacién
diferencial matricial:

P'(t) = QP(t) (2.11)

con condicién inicial P(0) = I (I la matriz identidad).
Similarmente, la forma matricial para la ecuacién (2.10) es
P'(t)=P#)Q, P(0)=1 (2.12)

Ejemplo 2.4.2 Sea X = {N(t),t > 0} un proceso de Poisson con intensi-
dad \. Por el Ejemplo 2.3.1, la matriz de probabilidades infinitesimales toma
la forma:

A A 0 0
0 A XA 0
Q=] 0 0 —x A ,

y la ecuacion de Kolmogorov hacia atrds (2.9) resulta:

P(t) = @uPi(t) + giit1Piv1;(t)
= —)\Pij(t)—i-)\Pi_;_l’j(t).

Ademds, la ecuacion hacia adelante (2.10) en este caso es:

Pi(t) = Pij(t)gy + Pij-1(t)gj-1,
= —Py(t)A+ P j_1(t)A.

La ecuacién hacia adelante (2.10) puede usarse a fin de obtener una
ecuacion diferencial para la distribucién Pj(t) = P{X(t) = j} del proceso
en el tiempo ¢, tal como lo establece el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3 Sea X = {X(t),t > 0} una cadena de Markov con probabil-
idades de transicion Pyj(t) e infinitesimales q;;. Entonces bajo las hipdtesis
del Teorema 2.4.1 P;(t) satisface la ecuacion diferencial

[e.e]

Pi(t) = Zpk(t)%j = —P;(t)g; + ZPk(t)ij- (2.13)
k=0 Py
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Demostracién. De (2.6) tenemos que

Derivando en ambos lados de esta expresiéon obtenemos,

Pj(t) =Y Pi(0)P)(t).

=0

Sustituyendo (2.10) en esta ecuacion:
Pty = Y Pi(0) (Z Pik(t)%j>
7 k
= > (Z Pi(O)Pik(t)ij>

k

= > Pu(t)as,
2

donde la ultima igualdad es una consecuencia de (2.6). Esto implica que
P;(t) satisface la ecuacién diferencial (2.13). m

Al igual que el Teorema 2.4.1, este resultado es de validez general (ver

[1])-

Observacién 2.4.1 Si X = {N(¢),t > 0} es un proceso de Poisson con
intensidad A, la ecuacion (2.13) se reduce a:

P{(t) = —>\Pj<t)+)\Pj_1(t), Pj(O):O, 7=1,2,..
Byt) = —AP(t), Po(0)=1,

las cuales coinciden con las ecuaciones (1.5) y (1.7).

2.5. Distribuciones Estacionarias

Recterdese que una sucesion {rg; k =0,1,2,...} es una distribucién de
probabilidad si 7 > 0 para todo k, y > ook = L.



2.5. DISTRIBUCIONES ESTACIONARIAS 29

Definicién 2.5.1 Decimos que una cadena de Markov {X(t), t > 0} tiene
una distribucion estacionaria si existe una distribucion de probabilidad

{mr; k=0,1,2,...}
tal que para todo i, k € S,

th P (t) = 7. (2.14)

Observacién 2.5.1 El nombre de distribucion estacionaria se refiere a que
para cualquier distribucion inicial, la distribucion Py(t) = P [X (t) = k] con-
verge a m cuando t — oo. En efecto, sea {Py; k=0,1,2,..} cualquier
distribucion inicial de la cadena, es decir, Py(0) = P[X(0) = k], entonces
de (2.6) tenemos

lim Py(t) = lim > P(0)Pi(t) (2.15)
=0
= ZP,-(O)tlim Py, (t)
=0 %
= Tk,

donde la sequnda y tercera igualdad se siguen por el hecho de que Pi(t) estd
uniformemente acotada y que Y .2 P;i(0) = 1.

Si la cadena de Markov tiene una distribucién estacionaria, presentare-
mos una manera general de cémo calcularla. Consideremos la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov:

Pi(t+5) =Y Pyj(s)Pir(t).
j=0

Entonces, tomando el limite cuando s — oo, se sigue que
o
T = Zﬂjpjk(t).
=0

En principio, la solucién a este sistema de ecuaciones nos darfa la distribu-
cién estacionaria. No obstante, en muchos casos el cdlculo de las probabili-
dades de transicién no es facil. En este sentido, por las condiciones que hemos
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venido suponiendo, lo deseable es calcular 7 en términos de las probabili-
dades infinitesimales. Para lo cual, derivando con respecto a ¢, en ¢t =0,y
suponiendo que se cumple el intercambio de suma infinita y diferenciacion
(e.g. cuando S es finito), obtenemos

o
0= ZWijk = Tkqkk + Zﬂ—jqjlm

=0 j#k

es decir,
TRQe = Y TGk, k=0,1,... (2.16)
i#k

Por lo tanto, si se sabe que los limites 73 en (2.14) existen, entonces sus
valores pueden determinarse a partir del sistema de ecuaciones (2.16).

2.6. Procesos de nacimiento y muerte

Los procesos de nacimiento y muerte son un tipo de cadenas de Markov
en tiempo continuo los cuales aplicaremos en el estudio de los sistemas de
colas en el préximo capitulo.

Definicién 2.6.1 Un proceso de nacimiento y muerte es una cadena de
Markov (homogénea) en tiempo continuo X = {X(t),t > 0} con espacio de
estados S ={0,1,2,...} cuyas probabilidades infinitesimales son de la forma

A si j=i+1 (i>0)
1 si g=i—1 (1>1)

qij = (2.17)
—Nitp) st j=i (i=0)

0 st |7 —i >2
con g =0.
Observacién 2.6.1 La caracteristica de los procesos de nacimiento y muerte

es la relacion
qz-j:0 ) ’j—i|22,
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la cual nos dice que las probabilidades infinitesimales desde un estado dado
i solo pueden ocurrir hacia sus vecinos inmediatos (i — 1,7+ 1). De aqui, a
los pardmetros \; = q;i+1 se les llama tasas (o intensidades) de nacimiento,
mientras que a los pardmetros p1; = q; i—1 se les llaman tasas (o intensidades)
de muerte.

De (2.8) y (2.17) tenemos que las probabilidades de transicién cuando
t — 07 del proceso de nacimiento y muerte estdn dadas por:

( Ait 4 o(t) st j=i+1
it + o(t) sio j=1—1

Py(t) = (2.18)
1— (i pt+olt) si j=i

L o(t) st |j—i]>2

Por otra parte, de (2.9)-(2.10), la ecuacién de Kolmogorov hacia atras
para el proceso de nacimiento y muerte es:

Pli(t) = —(Ni + ) Pij(t) + NiPigj(t) + pi Pica (1), (2.19)
para ¢ =0,1,2,... ,py = 0. Asimismo, de (2.10), la ecuacién de Kolmogorov
hacia adelante toma la formas:

Pli(t) = =Pii(t)(Aj + ;) + Pij1(t)N\j—1 + Pijra(t)pjpq- (2.20)

Por otro lado, de (2.13), la ecuacién diferencial para la distribucién P;(t)
del proceso en el tiempo ¢ es:

Plt) = —Pi()(\ + ) + PNt + Pra (B, (221)

para j = 0,1,..., con P_i(t) = 0. Mds ain, la matriz de probabilidades
infinitesimales se puede escribir como

-0 Ao 0 0 0 ...
ILl/l *()\1 + /1/1) )\]_ 0 0 .....
Q = 0 Ho —()\2 + Mg) Ao 0 ...

0 0 Us —()\3 + /L3) A3
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Con todos estos elementos podemos calcular la distribucién estacionar-
ia, y de esta manera tener las caracteristicas principales que describen un
proceso de nacimiento y muerte.

2.6.1. Distribucidon estacionaria

La distribucién estacionaria {m;, j=0,1,...} del proceso de nacimien-
to y muerte la calcularemos aplicando la ecuacién (2.21) (ver (2.13)) con-
siderando Pj(t) = m; constante. Entonces, puesto que la derivada de una

constante es cero, de (2.21) tenemos que para j = 1,2,... las 7; satis-
facen
0= —Wj()\j + Mj) + 7Tj_1)\j_1 + Tjt1/hj41 (2.22)
y para j =0:
0= —7T0)\0+7T1u1. (2.23)

Supongamos que p; > 0 para todo j > 1. Ahora consideremos el sistema,
de ecuaciones (2.22)-(2.23) con j = 1. De (2.23) se tiene que m; = ()‘0)71'0 y
de (2.22):

Topy = m1(A1 + p11) — ToXo

_ K ) }Alwl)—wvo

A
= ( 0> ToA1 + oo — Moo
H1

- (o)

(i)
o = (| —— ) mo.
H1Ho

Aplicando argumentos similares con j = 2,3, ..., se pueden obtener 73, 74,...,
y en general, se puede demostrar por induccién, que

o bien,

AQAL- A
H1fbg----fhg
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Sin embargo, para que {7;} sea una distribucién de probabilidad, debe sat-
isfacer que Z;io m; = 1, es decir,

o0
AQAL A
o [ 1+ 20AL--Aj—1 ) 1,
=1 HabaeHj
y por lo tanto, g debe tener la forma
- —1
AQAT - A
mo= 1+ o) (2.25)

=1 Habae-Hj

Finalmente llegamos a que {7;;j =0, 1,...} definida por (2.24) y (2.25) es
una distribucién estacionaria para el proceso de nacimiento y muerte con
probabilidades infinitesimales (2.17) si y solo si la serie

i Aot Aj—1 (2.26)
=1 PabaeHy

converge, y en tal caso estd dada por (2.24) y (2.25).
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Capitulo 3

Colas Poissonianas

3.1. Introduccién

En este capitulo estudiamos sistemas de espera para los cuales el tiempo
entre arribos de clientes consecutivos y el tiempo de servicio tienen dis-
tribucién exponencial, o equivalentemente, estdn modelados por procesos
de Poisson. Estos sistemas se comportan como un proceso de nacimiento y
muerte donde la llegada de un cliente al sistema representa un nacimiento,
mientras que la salida de un cliente después de ser servido representa una
muerte. Gran parte del material presentado en los capitulos anteriores serd
aplicado para estudiar dicha clase de sistemas de espera.

Iniciaremos el capitulo describiendo en general un sistema de espera. De-
spués analizaremos colas poissonianas con uno o més servidores. Finalmente
presentamos las simulaciones de la cola con un servidor a fin de ejemplificar
la teorfa.

3.2. Definiciones basicas y notacién

Un sistema de espera puede describirse de la siguiente manera. Existe
un sistema al que llegan clientes demandando cierto servicio. Los clientes
que han arribado y que ain no han sido atendidos esperan en una cola. El
sistema incluye todos los clientes, tanto los que estan en la cola como los
que estdn siendo atendidos.

De acuerdo a la descripcién anterior, las componentes que intervienen
en un sistema de espera son las siguientes:

35
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Fuente. Poblacién de clientes potenciales del sistema, la cual puede
ser finita o infinita.

Procesos de arribos y de servicio. Supondremos que los tiem-
pos entre arribos de los clientes asf como del tiempo de servicio son
aleatorios.

Capacidad del sistema. El nimero méximo de clientes en el sistema
puede ser finito o infinito.

Ntimero de servidores. Uno de los sistemas de espera més comunes
es cuando existe un servidor. No obstante puede considerarse una can-
tidad finita o infinita de ellos.

Disciplina de servicio. Existen varias maneras de seleccionar a los
clientes que recibirdn servicio las cuales determinan la disciplina de
servicio.

Una manera abreviada de describir un sistema de espera la propuso

Kendall en [7] y consiste en el siguiente arreglo:

A|S|c|K|F|d

donde cada una de estas letras describe:

= A = Distribucién de tiempos entre arribos.

= S = Distribucién del tiempo de servicio.

Estas a su vez las podemos especificar como:

e M : Distribucién exponencial;

e D : los tiempos entre arribos o de servicio son constantes o de-
terministicos;

e (5 : distribucién general.

= ¢ = Numero de servidores.
= K = Capacidad médxima del sistema.

s [ = Numero de individuos en la fuente.
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= d = disciplina de servicio.

Esta a su vez se especifica de la siguiente manera:

e FIFO (First In First Out);

e LIFO (Last In First Out);

SIRO (Service In Random Order);
PRI (Priority queue discipline);

e GD (General discipline).

En este trabajo estudiaremos colas del tipo M |M |c|oco|oo|FIFO. Es de-
cir, sistemas de espera con c servidores donde los tiempos entre arribos y de
servicio tienen distribucién exponencial, la fuente y la capacidad del sistema
son infinitas y la disciplina de servicio es, el primero que llega es el primero
que se atiende. Cuando K = F = oo y d = FIFO usaremos la notaciéon més
abreviada M |M|c.

Sea t,, la v.a. que representa el tiempo en el que llega el n—ésimo cliente,
paran = 1,2, ..., donde tg = 0. Supondremos que no hay arribos simultaneos,
es decir,

O0=tg <t1 <ty <..

Entonces, definimos los tiempos entre arribos como
Tn=1n —th_1, n=12,...

Por otro lado, supondremos que los servidores son idénticos y denotaremos
por s a la v.a. que representa el tiempo de servicio.

Definamos los procesos estocdsticos { N (t);t > 0}, {Ny(t);t > 0} y {Ns(t);t > 0}
como

N(t) : numero de clientes en el sistema en el tiempo ¢;
Ny(t) : nimero de clientes en la cola en el tiempo ¢;
Ns(t) : ndimero de clientes recibiendo servicio en el tiempo ¢.

Observemos que
N(t) = Ny(t) + Ng(t), Vt>0. (3.1)
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3.3. Sistema de espera M|M|1

Consideremos un sistema de espera del tipo M|M|1. Entonces los tiem-
pos entre arribos 71, 79, ... son v.a i.i.d. exponencialmente distribuidas con
pardmetro A > 0 :

Aty =P{r<t}=1—-¢e™ t>0,

y los tiempos de servicio son v.a.i.i.d. exponencialmente distribuidas con
pardmetro p > 0 :

Bt)=P{s<t}=1—e" t>0.

Supondremos que los tiempos de servicio son independientes de los tiem-
pos de arribo.

Recordemos (ver Proposicién 1.2.1)

Eir|=—.
GEE
Entonces el pardmetro A se puede interpretar como la tasa o intensidad
promedio de arribos al sistema por unidad de tiempo. Similarmente, como

el pardmetro p se interpreta como la tasa o intensidad promedio de servicio
por servidor.

Bajo el planteamiento anterior tenemos que el nimero de clientes en el
sistema {N(¢) : t > 0} es un proceso de nacimiento y muerte con pardmetros
constantes

A=Ay pp=p n=0,p=0 (3.2)

lo cual implica, que tanto el patrén de arribos al sistema como el de servicio,
no dependen del niimero n de clientes en el sistema. En este caso la serie
(2.26) se reduce a la serie geométrica:

()

A A
la cual converge si, y s6lo si — < 1. Mds aun, si — < 1,
M Iz
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% /A\\J u
— \ 1 (n—2A)
J_

y de (2.25), vemos que,

— A A
mo=E—2=1-2, (3.3)
p p

Por lo tanto, el proceso de nacimiento y muerte con tasas constantes (3.2)
tiene una distribucion estacionaria {;} si, y s6lo si — < 1y en tal caso estd
N

dada por (2.24), es decir,

Ty = T <2> =({1-p)p", n=01,.., (3.4)
donde
B A
PT B

En el Apéndice A.1 se muestran algunas simulaciones de la evolucién en
el tiempo del tamano de la cola considerando los casos p <1 y p > 1.

3.3.1. Caso Estacionario

Nuestro objetivo ahora es analizar el sistema de espera cuando p < 1, es
decir, cuando el sistema se encuentra en estado estacionario. En tal situacién
la distribucién de las v.a. en (3.1) no dependeran de ¢ y, abusando de la
notacién escribiremos

N =N, + N,. (3.5)

Noétese que la distribucién (3.4) es una distribucién geométrica con pardmetro
p el cual representa la probabilidad de que el servidor esté ocupado, es decir,

p=P[N >0].

De aqui que a p se le llame intensidad de tréfico.
Ma4s aiin, denotando:

L=E[N], Lq=FE[N)], Ls=E[N, (3.6)

tenemos que



40 CAPITULO 3. COLAS POISSONIANAS

Ahora definamos las v.a.

q : tiempo que un cliente espera en la cola antes de recibir servicio;

w : tiempo total que un cliente permanece en el sistema.

Entonces, de forma similar a (3.7), tenemos que se cumple la relacién

w=q-+s,
lo cual implica
W =W, + Ws, (3.8)
donde )
W =FE[w], W;=FE]q, WszE[s]:;. (3.9)

Con la notacién anterior tenemos que el niimero esperado de clientes en
el sistema (tanto en la cola como en servicio) es:

o (o@)
L=) nmp=(1-p)p> np" "
n=0 n=1

0 sea,

L=-"_ s p=2<1. (3.10)

A continuacién calcularemos (en estado estacionario)

» el tiempo esperado en el sistema (W),
= el tiempo esperado en la cola (W)

= el nimero esperado de clientes en la cola (L)

Para ello usaremos las siguientes férmulas demostradas por Little en [8].
Cabe senalar que omitiremos su demostracién ya que no estd al alcance del
presente trabajo.
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Proposicién 3.3.1 [8] En una cola en estado estacionario se cumple

L=\W (3.11)
L, = AW, (3.12)

Intuitivamente esta férmula nos dice que, en estado estacionario, el ntimero
esperado de clientes en el sistema (L) es el resultado del tiempo esperado en
el sistema (W) multiplicado por la tasa de llegadas ().

Entonces, de (3.10) y (3.11), resulta que

—£: P _ A _ 1
[ Nl (RS GRS Sl R & (3.13)

Ademds, de (3.8),

Wy=W —W,=W — E(s) = (3.14)

luego, usando (3.12)
Ly =AW, = . (3.15)

Ahora calcularemos las distribuciones de las v.a. que representan el tiem-
po total que pasa un cliente en el sistema (w), y el tiempo que un cliente
espera en la cola antes de ser atendido (¢). Denotaremos a estas distribu-
ciones como F,(t) y Fy(t), respectivamente, es decir,

Fy(t) = P{w <t}

Fq(t) =P{q<t}.
Proposicién 3.3.2 Para la cola M|M|1
(@) Fu(t) = 1=V, >0
(b) F,t) = 1—pe /W, t>0,
E

)y B (t) = Fy(t) =0 para t < 0.

donde W = E(w) = =)




42 CAPITULO 3. COLAS POISSONIANAS

Demostracién. Primero demostraremos la parte (b). Para esto hay que
tener en cuenta que,

Fyt)=P{q<t}= P{g=0}+P{0<q<t}. (3.16)
Observemos que por (3.4)
P{g=0l=P{N=0=mg=1—p. (3.17)
Por otro lado, recordemos que p = P[N > 0]. Entonces

P{0<q<t} = P{q>0}P{q<tlg>0}
= P{N >0}P{q<tN >0}

= pP{q<t|N >0}

[e.e]

_ P{N =n} P{q<tIN =n}
- p; P{N >0}
= imP{q <N =n}, (3.18)

ya que 7, = P{N =n} VneN.

Por otro lado, si tenemos N = n clientes, el préximo cliente debers
esperar n tiempos de servicio para ser atendido, y éstos estdn distribuidos
exponencialmente con pardmetro u. En otras palabras, la distribucién condi-
cional de ¢ dado N = n se puede escribir como la distribucién de una suma
de v.a. i.i.d. exponencialmente distribuidas con pardmetro u, es decir, como
una distribucién Gama con pardmetros n y pu, cuya densidad estd dada por
(ver Proposicién 1.2.2)

Iuntn—le—ut

fq(t) = (n—1)!

Por lo tanto, para n > 1,

Plast/N=n= [ s
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Sustituyendo esta expresién en (3.18) y por (3.4) tenemos

P{o<g<t} = > mP{g<tIN=n}

n=1

oo t
_ n—1_—ur
= r* e Hdr
N
t 0 (
)\/ e M
0 ;(n—l

(1—
¢

= (l—p)/\/ e~ (= gy
0

= pL—e IO = -V, (3.19)

donde la ultima igualdad se sigue de (3.13).
Sustituyendo (3.17) y (3.19) en (3.16) obtenemos

Fyt) = 1—p+p(d—e /")
= L—ptp—pe/V
_ 1 etV

lo cual demuestra la parte (b).

La parte (a) se demuestra de manera analoga. En efecto, observe que

F,(t) = iP{N:n}P{wgt]N:n}
n=0

oo
= ZWnP{w <N =n}.
n=0

En este caso el cliente que va llegando debe esperar n 4+ 1 tiempos de
servicio, los cuales son v.a. i.i.d. exponencialmente con pardmetro u. Por lo
tanto, usando la densidad Gama con pardmetros n + 1 y p tenemos:

n+1 rle— BT

Plw<tN=n}= / 7617«
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Luego,

Mn+1tn67ut

0 t
Fu(t) = wn/ pver
TLZZO 0 TL'
t 0 n
N (por
= (1—0),“/0 et Z(n,)dr
n=0 ’

t
= (1- p),u/ e HrePt dr
0
= 1 — eiiu'(l*p)t
1— e,t/Wj

donde la tltima desigualdad se sigue de (3.13). m

En el Apéndice A.3 presentamos simulaciones de las v.a. w y g tomando
en cuenta las distribuciones dadas en la Proposicién 3.3.2. Con estas simu-
laciones estimaremos el tiempo promedio que pasa un cliente en el sistema
y el tiempo promedio que espera para ser atendido.

3.4. Sistema de espera M|M|c

Consideraremos un sistema de espera con c servidores idénticos donde los

1
tiempos entre arribos y de servicio son exponenciales con medias E [7] = X
1
y E[s] = —, respectivamente.
I
Definamos el factor de utilizacién como:
_ P
U= —,
c
donde p = —. Suponiendo que el tréfico estd uniformemente distribuido

entre los servidores, tenemos que wu representa la fraccién de tiempo que
cada servidor estd ocupado.

De acuerdo a la descripcién anterior, podemos modelar el sistema M |M|c
como un proceso de nacimiento y muerte con pardametros

A = A, n=0,1,2,..;
nu st n=0,1,...,¢c

By =
clh St n>c
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La razén por la cual p,, = npu para n < c es que cuando existen menos de ¢
clientes en el sistema, cada uno de ellos estd siendo atendido y por lo tanto,
la tasa de servicio es igual al nimero de clientes por u. Si existen més de ¢
clientes en el sistema, entonces exactamente ¢ servidores estdn ocupados y
por lo tanto la tasa de servicio es cpu.

3.4.1. Caso estacionario

De (2.26) sabemos que el proceso tendrd una distribucién estacionaria
si, y solo si, la siguiente serie converge:

AT ...
¢ = 1+Z K-

n=1

n
+ZC'

Por lo tanto si u < 1 , tendremos que

c=5 vt

En este caso, sus probabilidades estacionarias son

nO

V0

Ty = 770% si n=20,1,...,¢,
' T
= ﬂoc!cn—c sl n>ec,
1
con mp = —.
C

Ahora calcularemos las cantidades L, (nimero esperado de clientes en
la cola), L (numero esperado de clientes en el sistema), W (tiempo esperado
en el sistema) y W, (tiempo esperado en la cola).

Proposicién 3.4.1 El nimero esperado de clientes en la cola Ly = E [Ny

€s:!
(%

A= (3.20)

Ly, = mop©
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Demostracién. Recordemos que si u < 1 entonces

. 1
n—1
= —0. 3.21
R T o
Entonces,
oo
L, = Z(n—c)wn
n=c
[e.e]
n=0
c o0
= (Wo—‘)Znun ya que u = —
n=1
U oo
_ = n—1
= (mop C!)Znu
n=1

Entonces, por (3.21) tenemos que
u
_ c
Ly = mop o

M1 —u)?’

lo cual demuestra la Proposicién. m

Proposicién 3.4.2 La probabilidad de que un cliente que llega al sistema
tenga que esperar en la cola estd dada por:

stu < 1.
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Demostracién. Esta expresion es consecuencia de las siguientes relaciones:

PIN > = iwn
n=c

V12

0\ o= p
0
- (DX =

()@
() o

n=0

mop°

Al —u)

]
Considerando las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2, y las férmulas de Little
(ver Proposicién 3.3.1) tenemos que

L=)\W
y
L
W, — 3.22
=l (322)
donde 1
W =W, + E( )=Wq+;'
Ademsds, denotando
. mop°©
S(C, p) - C'(l _ u)’
de (3.20) obtenemos,
E(c, p)u
I 2
4 1—u (3:23)
y de (3.22)
W, — E(c,p)u _ E(c,p)E(s) (3.24)

AML—u) (1l —u)
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Apéndice A

Simulaciones

A.1. Simulacién del tamano de la cola

Presentaremos simulaciones del tamano de la cola para valores arbitrar-
ios del factor p , es decir, en los casos cuando el sistema de espera sea
estacionario (p < 1) o no estacionario (p > 1).

Para simular el tamano de la cola partimos de los valores de las tasas
de arribo A y de servicio pu, asi como el nimero de eventos n. En este caso,
consideramos como evento a una llegada o salida de un cliente.

Recordemos que si X ~ exp(\) entonces

1
X = Y logu, donde u ~ u(0,1)

Entonces, para simular los tiempos entre arribos y de servicio definimos
las variables

-1
llega = 5y log u

-1
sale = — log ug
I
donde u y up son nimeros aleatorios entre 0 y 1.
Ahora definimos las siguientes variables:
t: tiempo total transcurrido

49
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clientes: clientes en el sistema
na: nimero de clientes llegados

nd:nimero de clientes atendidos

Ahora comparamos el tiempo de llegada(llega) con el de servicio(sale),
y tenemos los siguientes 2 casos:

1.Si llega < sale
t =llega
na = na + 1 (ya que hay una llegada mas)
clientes = clientes + 1 (hay un cliente mas)

llega = _Tl log u (generamos el siguiente tiempo entre llegadas )

si clientes = 1,sale =t + (%) * log ug (como solo hay un cliente,

hay que generar su tiempo de servicio y sumadrselo al tiempo actual)
2. Si llega > sale
t = sale
clientes = clientes — 1 (un cliente menos en el sistema)
nd = nd + 1 (ha ocurrido una salida al tiempo t)
si clientes =0  sale = 00

si no sale =t + (_71) x logug (generamos el tiempo del siguiente

servicio y lo sumamos al tiempo actual)

La gréfica que proporciona el programa representa el nimero de clientes
en la cola (clientes — 1) al tiempo ¢.



A.1. SIMULACION DEL TAMANO DE LA COLA

A.1.1. Diagrama de flujo

llega=(-1/lam)=leg v

falg=e=
dign=pa=nd=0

paral<=n

[+]

t=llegs
nasl

dignieisl

Mega={-1/lam)"1og u
5 clign=1 sale=t-{1/mu) *log u

t=5ale
nadsl
MRS
&l clign=0: salg=oe

& noc sale= t-{1/mu)*log u

- le

i*1

FIN

51
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A.1.2. Graficas

A continuacién mostramos algunas gréaficas de la evolucién en el tiempo
del tamano de la cola variando los parametros A y pu.

5 —_
4 -
3 -
of
-
Q
L&)
2 -
l -
EI 1 1 T 1 T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
TIEMPO
4
P=5

Como p es cercana a 1 vemos que la cola tiene un comportamiento regu-
lar, no crece ilimitadamente, pero tampoco permanece mucho tiempo vacia.
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Como la p es muy pequena vemos que la cola casi siempre esta vacia, es
decir, los clientes son atendidos de inmediato.
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Con p > 1 vemos que la cola crece conforme avanza el tiempo.
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A.2. Tiempo de espera del cliente

Supondremos que existe un nimero determinado de clientes en la cola
al momento de la llegada del cliente. En este caso simularemos el tiempo de
espera del cliente para ser servido. En vez de simular eventos, le preguntare-
mos al usuario cudntos clientes hay antes que él, asf tenemos un uso practico
para el programa

En el ejemplo el nimero de personas en la cola era 10 cuando llegé el
usuario, corremos las simulaciones hasta que el nimero de clientes atendidos
séa igual a 10.

Tiempo | arribos | servidos cola
0.8137 0 1
3.4363
5.0417
5.0885
8.9306
12,9939
13.2641
14,8829
19.9114
20.5284
20.8867
20.9054
22.716
22.946
25.0791
26.2134
26.3373
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Asi obtenemos que se tardarfa 26,3373 minutos en ser atendido y ademads
quedarian 7 clientes en la cola detras de él.
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A.3. Estimacién en estado estacionario

En esta parte estimaremos los tiempos promedios en el sistema y en
la cola, asf como el nimero de clientes, en el caso que p < 1. Para esto
simularemos las variables aleatorias

w : Tiempo total en el sistema
g : Tiempo en la cola
N : clientes en la cola

considerando la Proposicién 3.3.2 y que N tiene distribucién geométrica con
pardametro p, las férmulas son:

w; = (=W)xlog(l—u)

1—
5 = (~W)xlog L=
p
1 _
n, og(l — u)
log p

donde || X|| representa la parte entera de X.
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Resultados:
N=100 RO=1/2
Promedios Esperados
Tiempo en el sistema 2.0681 2
Tiempo en la cola 1.0358 1
Clientes en la cola 1.0501 0.5
N=500 RO=1/5
Promedios Esperados
Tiempo en el sistema 1.272 1.25
Tiempo en la cola 0.267 0.25
Clientes en la cola 0.264 0.05
N=500 RO=4/5
Promedios Esperados
Tiempo en el sistema 19.1583 20
Tiempo en la cola 15.121 16
Clientes en la cola 3.818 3.2
N=500 R0O=99/100
Promedios Esperados
Tiempo en el sistema 9737.354 9899.9795
Tiempo en la cola 9638.41 9800.9502
Clientes en la cola 97.372 98.0095
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