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En el primer capítulo, se dan las definiciones básicas de la teoría de cadenas de Markov,
se clasifican los estados desde dos puntos de vista diferente, y se estudia la descomposición del
espacio de estados, de acuerdo a estas clasificaciones.

En el segundo capítulo, los resultados principales se refieren a la existencia de algunos
límites y distribuciones de equilibrio.

Finalmente en el tercer capítulo, se restringe el estudio de cadenas de Markov con
espacio de estados finito, con esta restricción las probabilidades de transición es posible
representarlas por una matriz cuadrada. Esto permite estudiar con mas detalle los resultados
asintóticos obtenidos en el capítulo dos. Finalmente se un anexa apéndice de resultados que
estaremos refiriendo a lo largo del trabajo.

Introducción :

La teoría de procesos estocásticos es un área de las Matemáticas, que tiene mucha
importancia por sus múltiples aplicaciones. Estas se encuentran tanto en las Ciencias Sociales,
Biología, Economía, y en diversas áreas de la Ingeniería. Una clase importante de procesos
estocásticos la constituyen los procesos de Markov. Estos tienen la característica general de que
las observaciones futuras sólo dependen del presente y no del pasado, y para su estudio se
pueden clasificar dependiendo del espacio de estados, el tiempo en que se observan y la ley de
evolución

A los procesos de Markov con espacio de estados numerable, se les conoce como
cadenas de Markov. En este trabajo nos concentraremos en el estudio de las cadenas de Markov
a tiempo discreto, y con distribución de probabilidades estacionaria.

Los conceptos básicos de la teoría de las cadenas de Markov finitas fueron introducidas
por A. A. Markov (1856-1922), y desde entonces ésta teoría ha sido desarrollada por un buen
número de importantes matemáticos. Un problema importante que se presenta en el estudio de
las cadenas de Markov es analizar su comportamiento en tiempos futuros. Dicho
comportamiento se puede caracterizar por medio de medidas de probabilidad invariantes
asociadas al proceso. En este sentido el objetivo del presente trabajo es estudiar la existencia y
la unicidad de medidas invariantes para cadenas de Markov con espacio de estados finito. Mismo
que está organizado en tres capítulos de la siguiente manera.



Capítulo I

Cadenas de Markov

Introducción.

Las cadenas de Markov constituyen una clase de procesos estocásticos que ha tomado
gran importancia por sus mútiples aplicaciones, así como sus aspectos teóricos Quiza ésto se
deba a que gran parte de la teoría se puede interpretar de una manera intuitiva. Mas aún cuando
los objetos que intervienen para su descripción se pueden analizar de manera discreta, como es el
caso del presente trabajo.

En este capítulo presentaremos los aspectos generales de la teoría de cadenas de Markov
con espacio de estados discreto. Introduciremos las definiciones y resultados más importantes
que serán usados en el resto del trabajo.

1.1 Definición y ejemplos

Sea 12 el espacio muestral y P una medida de probabilidad en O, y considere un proceso
estocástico X= {Xn;n E N} con espacio de estados numerable E. Esto es, para cada neNy

co e O, X„(.0) E E. Se dirá que "el proceso está en el estado x al tiempo n" si Xn =x. Entonces
nos referiremos a Xn como el estado del proceso X al tiempo n, y al conjunto E como al espacio
de estados del proceso X

DEFINICION 1.1. El proceso estocástico X =	 e N} se dice que es una cadena de Markov
si satisface la propiedad

(1.2) P(Xn.,- 1 = ylXo = Yo,X1 Y1, — , Xn- l = 3/ 11-1, Xpi =x) = P(Xn-k i = Xn = X)

para todo yo,yi,...,y,,,,x,y e E,n E N.

A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov.
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Entonces, una cadena de Markov, es una sucesión de variables aleatorias Xo,X1 ,..., tal
que para cada n, la distribución del "futuro" Xn+1 es condicionalmente independiente de los
estados "pasados" X0,X1,...,Xn-1, dado el estado "presente" Xn

A las probabilidades P(X„,, = ylX„ = x) se les conoce como probabilidades de transición
en un paso para la cadena {X„,n _� O} .

Si las probabilidades de transición en un paso no dependen de n se dice que la cadena de
Markov es homogénea en el tiempo ó estacionaria, y en este caso a las probabilidades de
transición se denotan por:

(1.3)	 P(x,y):=	 = ylX„ = x) para cada x,y E E,n E N

De aqui en adelante supondremos que {X n , n O} es una cadena de Markov estacionaria,
con probabilidad de transición P(x,y).

Las probabilidades de transición satisfacen las siguientes propiedades

(1.4)	 P(x,y) � O, para todo x,y E E.

(1.5)	
yeE 

P(x,y)= 1, para todo x E E.E 

Si el espacio de estados es finito, por ejemplo E = {O, 1, 2,3, ..., n} entonces las
probabilidades de transición se pueden representar en una matriz con n+ 1 renglones y n + 1
columnas.

(1.6) P =

P(0,0) P(0, 1) P(0,2)
p(1,0) P(1,1) P(1,2)
P(2, O) P(2, 1) P(2,2)

P(n, O) P(n, 1) P(n,2)

... P(0, n)

... P(1,n)

... P(2,n)

P(n,n)

DEFINICION 1.7. La función n0(•) definida por

no(x) = P(Xo = x),x e E

se le llama distribución inicial de la cadena y, claramente satisface

(1.8)	 no(x) � 0,x E E

(1.9) E no(x)= 1
XEE
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La distribución conjunta de las variables aleatorias Xo,X1,...,X0 pueden ser expresadas
en términos de la función de transición y la distribución inicial. Por ejemplo:

P(X0 = xo,Xi = xi) = P(Xo = xo)/Vi =xtlX0=xo)
= Tto(xo)"xo,x1)

Luego por inducción y por la propiedad de Markov se cumple

(1.10)	 P(X0 xo,X1 = x ,...,Xn = x4= Tco(xo)P(xo,x t)« • •P(xn-t,x0)

para todo xo,x1,...,xn EE y	 n E N.

Ahora supongamos que X= (X,,,n E N} es un proceso estocástico con espacio de
estados numerable E , P(x,y) es una función de transición que satisface (1.4) y (1.5) y n(.) es
una distribución que satisface (1.8) y (1.9). Si la distribución conjunta de X1 ,...,X„ está dada
por (1.10), no es dificil ver que se cumple la propiedad de Markov, es decir, se satisface (1.2) y
(1.3) siempre que las probabilidades condicionales en las respectivas ecuaciones esten bien
definidas.

EJEMPLO 1.11. Sean	 X0 ,X1,..•, variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con distribución común

f(x) si x e N

si x e N.

Entonces

PV0+1=x1X0=xo,...,X0=x4=P[X,I=x1X0=x4
= P[X„+i =
= fix).

En consecuencia {Xn; n e N} es una cadena de Markov, con distribución inicial f y matriz de
transición dada por

f(0) Al) ...
P= f(0) f(1)

Recíprocamente, si {X„,n e N} es una cadena de Markov cuya matriz de transición tiene
todos sus renglones idénticos, entonces {X„, n e N}, son independientes e idénticamente
distribuidas (ver Apéndice A.1).

P(X = x)
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EJEMPLO 1.12. Caminatas Aleatorias. Sean 11,12, ...variables aleatorias independientes con
valores en los enteros y con densidad común f. Sea X0 una variable aleatoria con valores en los
enteros independiente de las variables 11,12, ... y defina Xn = Xo + 1 + ,2 + + En , n E N.

Al proceso X= {X,,} se le llama caminata aleatoria. Mostraremos que X es una cadena
de Markov con función de transición

P(x,y)=./y—x), x,y en los enteros,

y distribución inicial no .Para hacer esto, observe que

P(Xo = xo,Xi = XI, ...,Xn = Xn) r:	=	 = XI — X0A2 = X2 — X I,	 Xn Xn-1)

= P(X0 xo)P(I =X 1 — X 0)P(I2 =X2 — X 1)" '13(1n = X n

= TC0(X OVX — X 0)&2 X1)" j(X n — X n-1)

= (xo)p(xo, x 1)P(x , x2) . • 19(xo-i , xn) ;

es decir, (1.10) se cumple. En consecuencia, X= {X,,,n e N} es una cadena de Markov.

— X n-1)

Supóngase que una "partícula" se mueve en los enteros de acuerdo a esta cadena de
Markov Si la partícula está inicialmente en x, esta salta (se mueve) al estado y con probabilidad
f(y—x).

En el caso particular, 11)=p, f(-1) = q, f(0)=r, donde p, q y r son reales
no-negativos cuya suma es igual a uno, se dice que la caminata aleatoria es simple. En este caso
la función de transición está dada por 

p si y=x+1
q si y=x-1
r si y=x

P(x,y) =    
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EJEMPLO 1.13. Cadena de Nacimiento y Muerte. Considérese una cadena de Markov con
espacio de estado E= {O, 1, ...} , tal que la función de transición de la cadena está dada por

P(x,y) =

qx
rx
Px

si y=x— 1
si	 y = x
si y=x+1 '   

donde qx, rx Y Px son números no-negativos, tal que px+qx+rx= 1.

Notemos que si la cadena de nacimiento y muerte tiene espacio de estados finito
E_ {O, 1,...,d}, la función de transición está dada como antes, solo que
P(d,d— 1)+P(d,d)=qd+rd= 1.

En particular las probabilidades de transición pueden depender del estado en el cual el
proceso esta localizado. La frase " Nacimiento y Muerte ", se deriva de aplicaciones en las
cuales el estado de la cadena es la población de un; sistema viviente. En esas aplicaciones la
transición del estado x al estado x+1 corresponde a "nacimiento" , mientras que la transición de
un estado x al estado x-1 corresponde a "muerte".

Un ejemplo de una cadena de Nacimiento y Muerte es la que representa el capital de un
jugador , que se describe a continuación.

EJEMPLO 1.14. Ruina del jugador. Supongamos que un jugador empieza con un capital
inicial, apostando en cada juego 1 dolar, donde la probabilidad de ganar es p y la probabilidad
de perder es q= 1 —p. Si el capital del jugador llegara a ser cero, entonces éste se retira. Sea
{X„,n � O} el proceso que representa el capital del jugador al tiempo n. Esta es una cadena de
Markov con espacio de estados E= {O, 1, 2, ... } y probabilidades de transición dada por :
P(0, O) = 1 y, para x 1,

(1.14*)	 P(x,y).
q si y = x-1
p si y=x+1  

Se puede modificar este modelo, suponiendo que el jugador dejará de jugar si incrementa
su capital a d dolares. En este caso tomamos P(d,d)= 1, mientras que las probabilidades de
transición restantes son las dadas en (1.14*), pero restringidas a los estados x= 1, 2, ..., d— 1.
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EJEMPLO 1.15. Cadenas de Colas. Suponga que llegan clientes en forma aleatoria a solicitar
un determinado servicio, para ser atendidas en forma inmediata ó pasar a una línea de espera
(cola). La linea de espera se observa en periodos determinados y en cada periodo de tiempo se
atiende exactamente un cliente. Denotemos por

:=número de nuevos clientes que llegan durante el n-ésimo periodo.

Supongamos que las variables aleatorias 	 •.. son independientes con valores en los
enteros no-negativos y tienen densidad comúnf Sean

Xn := el número inicial de clientes.
X„ := el número de clientes al fin del n-ésimo periodo.

Se puede corroborar directamente que estas variables satisfacen la siguiente relación
recursiva

x„, = 	 n+1 — 1	 si X„ = 0

X,, +	 — 1	 si X,, .� 1

Verifiquemos que {X„, n O} es una cadena de Markov con valores en los enteros
no-negativos y función de transición

P(0, y) =f(y) , y O
p(x,y)=f(y — x+ 1), x �. 1.

De la independencia de las variables	 1 ,12, , se tiene que

P(X0 = x0 ,X, = x 1 , ... , Xn = x n) = PA = xo,g, =x, — X0 ± 1, ..., n+i = X n — X n...1 + 1)

= P(X0 = xo)P(1 1 = X l — X0 1) • • -P ( F:,n+1 = Xrt Xn-i ± 1)

= iro(xo)f(x — xo + 1) . :f(x n — xn_, + 1)
= no(xo)P(xo, X1)' • .1)(xn-1,xn)«

Por lo tanto, {Xn , n � 0} es una cadena de Markov.
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4.2 Probabilidades de Orden Mayor

Sea {X„, n O} , una cadena de Markov con espacio de estados E y función de
transición P(.,.). En esta sección discutiremos como expresar ciertas probabilidades
condicionales en términos de las probabilidades de transición.

DEFINICION 2.1. Se define la probabilidad de transición de orden m e N , Pm (x,y) como la
probabilidad condicional de ir de un estado x al estado y en m-pasos. Es decir

Pm(x,y):= P(X„,,,,=y1X„= x), para toda x,y e E , n = 0,1, ...

y

) —{ O si x � y
°	

1 si x = y
P ( y —

LEMA 2.2. Las probabilidades de orden mayor satisfacen las siguientes igualdades:

Pm (x,y)=.1 .. . YE P(x,y i)P(yi, y2)- • -Ay,,,-2,ym-1)P(Ym-1M-

P"m(x,y)=
z EE
E Pu(x,z)Pm(z,y)•

A la propiedad en b) se le conoce como Ecuación de Chapman-Kolmogorov.

Demostración : 

a)	 Primeramente observe que

(2.3)	 P(Xn+i yl, •••,Xn+m = m
/X0 =xo,X1 =

x1,...,Xn-1 =xna,Xn = x)

P(Xo = XoXi = XI, ...,Xn = X,Xn+1 = y1,•••1Xn+m = m)

P(X0 =x0,X1	 =x,,,X„ =x)

no(xo)Axo,x1)Ax1,x2).-•P(x,,-1,4P(x,y1)---"Ym-i,Ynt)

no(xo)P(xo,x1) . • -P(x,i,x)

= P(x,y1)P(yhy2) . • ..(y,n-i,Ym)

donde la segunda igualdad se obtiene de (1.10).
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Sean A o, A 1,	 , subconjuntos de E. Se tiene de (2.3) y del Apéndice A.2

(2.4)	 P(X„+, = y13 ••• 3 Xn+m = y„,IXo E Ao, ...,Xn_ t e A n_ i ,X„ = x)

= P(x,y1)P(y1,y2)."P(Ym-1,Yrn)•

Sean B1, B2, ..., Bm , subconjuntos de E . De (2.4) y Apéndice A.5 tenemos

(2.5) P(Xn+1 e B 1,	 BmiXo E A o, ...,X,,I e A„_, ,X,, = x)

= E ...	 E P(x,y0P(y1,y2) . • ."ym-hym).
y, EBi	 ymeBm	 -

Tomando

B1 =B 2 =	 = B ??7-1 = 240 =Al = =A n,., =E y	 Bm= {y}

en (2.5), se obtiene

(2.6)	 P(X„+„, = yl X„ = x) =E ... E P(.x,y OP(.Y 1, y2) . .B(ym-t , Y);
Y1	 on-1

luego de (2.6) y de la Defnición 2.1 se sigue

(2.7)	 Pm (z, y) =E ... 
Y 
E P(z, y 1)",y ,y2)- • .P(Y , Y) •

Y	 m-1

Para demostrar la parte b) del lema notemos que

P'"(x,y) = P(Xn-Fm = y1X0 = x)
=E P(X„ = z/ X0 = x)P(X,H.„, = y/Xo = x , X = z)

=E P"(x,z)P(X,,+,,, = y/ Xo = x,Xn = x),

=E P"(x,z)Pm(z,y) ,

para la segunda igualdad ver Apéndice A.3 .A

Así como a las probabilidades de transición se le asocia una matriz de transición P (ver
(1.6) ), analogamente se puede hacer para las probabilidades de transición en n-pasos .

Del Lema 2.2 b) obtenemos

P2 (x,y) =E P(x, z)P(z ,y)

(x, y) =E Pn-1 (x, z)P(z, y) •

8



De la definición ordinaria de multiplicación de matrices, observamos que el producto de
la matriz P con ella misma, esta dada por [P2 (.,.)] . Además si m = 1 en el Lema 2.2 a) se
tiene P l (x,y) = P(x,y) luego por inducción se sigue que la n-ésima potencia de P esta dada por

[Pn(x,y)].

Sea no la distribución inicial de la cadena de Markov. Entonces

P(X„ =y) =E P(X0 = x,Xn =y)
=E P(Xo = x)P(Xn =y/Xo = x)

=E Tto(x)Pn (x,Y) ;

por lo tanto

(2.8)	 P(X,, =y)	 no(x)Pn(x,Y).

Esta fórmula expresa la distribución de 	 en términos de la distribución inicial no y la
probabilidad de transición en n-pasos, P"(x,y). Además, obsérvese que

P(Xn+1 = y)	 "Xn = X,Xn+1 =

=E P(X,, = x)P(Xn+i = ylXn = x)

=E P(Xn = x)P(x,Y),

luego

(2.9)	 P(Xn-Ft = Y) =E "Xn = x)"x,Y) •

Si conocemos la distribución de Xo, podemos usar (2.9) y encontrar la distribución de XI

; luego, usando de nuevo (2.9) encontraremos la distribución de X2. Y así sucesivamente,
podemos encontrar la distribución de	 aplicando (2.9) n-veces.

DEFINICION 2.10. Sea A un subconjunto de E . El tiempo de entrada ti al conjunto A, se
define como

TA = min {n > O : X, e A} ,

y TA =- 00 si Xn	 A, para todo n > O.

9



Note que TA representa el tiempo ( positivo ) en el cual la cadena de Markov entra por
primera vez al conjunto A. Por simplicidad, cuando A = {a} , el tiempo de entrada a dicho
conjunto lo denotaremos por Ta.

Usaremos Px(.) para denotar la probabilidad de los eventos definidos en términos de una
cadena de Markov con estado inicial x. Con esta notación, Pn (x,y) P[X„ =y/X0 = x] se puede
escribir como Px[Xn = y] .

Una ecuación importante que involucra tiempo de entrada con las probabilidades de
transición de orden n es la siguiente :

PROPOSICIÓN 2.11. Pn(x,y)=1 { Px[Ty = m]P'n(y,y),	 n � 1, x, y e E
m.-7

Demostración  :

Obsérvese que los eventos [Ty = m,X„ = y], 1 m	 , son disjuntos y que

[X„ =y] =Li5 [1. y = n1 5 X n =

En consecuencia

Pn (x,y)= Pan =

=t Px[Ty = m,X,, = y]
m=1

=t Px[Ty=m]Pan = YITy = m]m=1

= t Px[Ty = m]P[X„= y/Xo =	 =Y]mr.1

rt

Px [ Ty = m]Pn-m(Y,Y)• á

10



1.3 Clasificasión de Estados de una Cadena de Markov.

Con el fin de describir con más detalle el comportamiento de una cadena de Markov
presentaremos algunos conceptos y definiciones adicionales.

DEFINICIÓN 3.1. A un estado x e E se le llama estado absorbente si P(x,x) = 1.

DEFINICIÓN 3.2. Sean x,y e E estados de uña cadena de Markov. Definimos

(by Px(Ty <oo).

Observe que pri, denota la probabilidad de que (la cadena) habiendo iniciado en el estado
x (X0 = x), la cadena esté en el estado y en un número finito de pasos. En particular, pyy denota
la probabilidad de que la cadena retome al estado y. La siguiente clasificación está dada en
términos de estas probabilidades de retomo.

DEFINICIÓN 3.3. A un estado y e E.se le llama

recurrente, si 9n, = 1
de tránsito, si p», < 1.

Si una cadena de Markov se encuentra en un estado recurrente y, entonces con
probabilidad uno la cadena regresa al estado y en un tiempo finito. Si el proceso se encuentra en
un estado de tránsito y, con probabilidad positiva (1 — cpyy) la cadena no regresa al estado y.

Si y es un estado absorbente, entonces Py(Ty= 1) = P(y,y) = 1; por lo tanto y es un
estado recurrente.

Usaremos Ex(.) para denotar el valor esperado de variables aleatorias definidas en
términos de la cadena de Markov con estado inicial x.

DEFINICIÓN 3.4. Sea y un estado de la cadena de Markov. Se define el tiempo medio de
regreso al estado y por

my= Ey(Ty).

Es importante mencionar que el tiempo medio de retomo a un estado puede ser infinito,
aún cuando éste sea recurrente.
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DEFINICIÓN 3.5. A un estado recurrente y se le llama :

recurrente nulosi my = co.
recurrente positivo si my < co.

Sea Iy(z),z E E, la función indicadora del conjunto {y}, es decir, la función definida por

Iy(z)= 
1 si z =y

O si z � y

Definamos las variables aleatorias

N(y) = El 4(Xn)

Arn(y)= 
i 
mx,,)

Note que N(y) y Nn (y) representan el número de visitas al estado y y el número de
visitas al estado y hasta el tiempo n, respectivamente, y que

lim Nn(y) =N(y) •
n—>co

Por otro lado note que E[Iy(X„)I X0 = = E x[Iy(x n)] = P	 = y]; entonces por el
Teorema de la Convergencia Monótona (ver Apéndice A.7), se cumple

E(N(y)/Xo = x) = Ex( 2 iy(X,))
n=1

=2
1 

E r(Iy(X„))
n=

= 
1 
P an= y)

pn(x,y)

n=1

12



Sea

(3.6)	 G(x,y) = Ex(N(y))= E P n (x,y), x,y E E .
ir=

Observe que G(x,y) representa el número esperado de visitas al estado y, cuando la cadena
empieza en el estado x

TEOREMA 3.7
Sea y un estado de tránsito, entonces :

i.- Px(N(y)< 00) = 1,

G(x,y)— (Prpn < co,	 Vx e E,

Sea y un estado recurrente, entonces:

i.-Pi(N(y)= 00)-- Px(Ty < cc). (Ny,

ii.-Py(N(y)= 00) = 1,	 G(y,y)= o.

iii.-Si (Ny = O, entonces G(x,y) = O.

iv.-Si cpxY > O, entonces G(x,y) = 0 .

x E.

Este Teorema, describe las diferencias fundamentales entre un estado de tránsito y un
estado recurrente. Si y es un estado de tránsito no importa donde empiece la cadena, con
probabilidad uno, visita a y solo un número finito de veces y el número esperado de visitas a y es
finito. Pero si y es un estado recurrente y la cadena empieza en y, con probabilidad uno, ésta
regresa a y una infinidad de veces. Si la cadena comienza en algún otro estado x, puede ser
imposible alcanzar a y pero si ésto es posible y la cadena visita a y en algún tiempo finito,
entonces visitará ay una infinidad de veces.

OBSERVACIÓN 3.8. Note que si y es un estado de tránsito, del Teorema 3 7 y de (3.6), se
sigue que

G(x,y) = E P"(x,y)< 00 , para todo x e E .
n=1

Entonces

lim Pn (x,y)= O ,	 para todo x E E .
n-->w

Para demostrar el Teorema 3.7 es necesario el siguiente lema.

13



LEMA 3.9 . Sean x,y E E, entonces

a) Px(N(y) O) =1— pxy

b)Px(N(y) � m)= 9204T' ,	 1.

c) Px(N(y)= m)= 9,90;y11 (1 - Tyy) ,

Demostración: 

Observemos que

N(y)= E ly(X„) .� 1 si y sólo si	 Ty < 00.
n=1

Entonces, de la Definición 3.2 se sigue

P x(N(y) = = 1 - P x(N(y) � 1)

= 1 - piy ,

lo cuál demuestra a).

Sean n , m enteros positivos ; luego

�Y,X2 * ...,Xm-i	 = yalm+1 #Y, •••,Xn+m-i #Y,Xn+m =Y)

= Pain+I#Y5•••,Xm+n-1 �Y,Xn+m = YIXI �y, ••• I drm—I $ y,X,n = y)
Px(Xi #Y,...,Xm-i *Y, Xm =Y)

= P(Xm+1 *Y> —9i/7~n-1 � Y,Xm+n = Y/X0 = x,X1 �y,	 Y,Xm =y)

	

Pat � y,	 *Y,Xm =Y)

= Py(Xi � y, ..»,X,2-1 �y,X„ = y) Px(Xi � y,	 =y,X,„ =Y)

= Py(Ty = n)Px(Ty = m).

Entonces la probabilidad de que la cadena de Markov con estado inicial .r visite al estado
y por primera vez en el tiempo m y la siguiente visita sea n unidades después, esta dada por
Px(Ty = m)Py(Ty =n). Por lo tanto

Px(N(y) � 2) 42 Px(Ty. =1)Py(Ty = k)

Px(ry = 1) PY(TY	 91Y(PYY •
/=1	 /1

m> 1.



Análogamente tenemos que la probabilidad de que la cadena de Markov con estado
inicial x visite al estado y por primera vez en el tiempo k 1 , y la siguiente visita sea k2 unidades
despues, y la tercera visita sea k3 unidades despues que la segunda, y así sucesivamente la
m-ésima visita sera km unidades despues de la (m — 1) -ésima visita esta dada por

Px[Ty= k 1 ]Py[Ty = k2 ] . • •Py[Ty =km].
Por lo tanto

'Px[N(y) � m] =	 E•••	 Px[Ty = k t]Py[Ty = k21 • • •Py[Ty = km]k = Ik2=1	 km=1

=	 P[Ty = kil	 Py[Ty = k2]• •	 P y[Ty km]
k i r-1	 k2=I

= CPXY(P»'"

=Pxyg);-`•

c) Esta parte es consecuencia de b). En efecto, tenemos que

Px(N(y) = m) = P x(N(y) �.. m) — P x(N(y) �. nz + 1)

= xY 7ryi- 	 (PxY 911

= (PXY (P;1-1 (1 Tyy)
	

m>1.

lo cual demuestra c).

Demostración del Teorema 3.7

a)i Sea y un estado de tránsito, es decir O (Ny < 1, Del Lema 3.9 b), tenemos

Px(N(y) = 00)	 Px(N(y) .� m)

=lim 9/39Z-I = 0 ,

lo cual implica que

Px(N(y)< co) = 1.

a)ii. Esta parte es consecuencia de las siguientes igualdades
G(r,Y) = Ex(MY»

M=0 
mPx(N(Y) = m)

15



mpxy9;,,y-i(1 - (Ny) ( Lema 3.9 c) )

= (Pxy( 1 -Tyy)mw;',"m=0

= (Pxy( 1 — 9») I—	 xY

	

-(Pyy) 2 	 1— (Ny •

b)i y b)ii. Del Lema 3.9 b) y Tyy = 1, tenemos que

Px(Ar(y) = co) =lim Px(N(y) m)

=j,im (pxywy7-1

= cpv , para todo x, y.

Luego tomando x = y , se sigue Py(N(y)= CO) = 1. Entonces, puesto que N(y) es una
variable aleatoria no-negativa, tiene esperanza infinita; es decir ,

G(y,y) = Ey(N(y)) = 00.

b)iii. Si 92), = Px(Ty < co) = O, entonces Px(Ty = m) = O, para todo entero m finito; luego, (2.111)
implicaqueP"(x,y)= O, para n 1. Entonces, de (3.6) se sigue que G(x,y) = O.

b)iv. Si 9,3, > O entonces b)i implica que Px(N(y) = CO) = (Ny > O. Por lo tanto

G(x,y) = Ex(N(y)) =°o,

	lo cual completa la demostración de Teorema 3.7 . 	 á

Recordemos que.

Ex(Iy(X„))= Px(X,, =y) = Pn(x,y), x,y e E,

Arn(y)=L Iy(X„,),
nr=1

y definimos

G,,(x,y)= Ex(N„(y)) = Pm(x,y).
m=1

16



TEOREMA 3.10

Si y es un estado tránsito, entonces

i. lim N=1--Y) — 0, con probabilidad uno

ii

n-so n

lim Gn(rxi 'Y) —O , X E E.
n-so

Si y es un estado recurrente, entonces

i. lim Nn (Y) — 19.--J="/ con probabilidad uno.
n—>eo n	 m

	

ihn Gn(x,y)	 chy
my,

Si y es un estado recurrente positivo, entonces

	

Gn(y,Y) 	 1lun	 — > 0
n-so n	 My

Si y es un estado recurrente nulo, entonces

limen Gn(xy)  
—O, x e E.

so n

Nn(Y)Observación 3.11. Note que ñ es la proporción de veces que la cadena esta en el estado y en
Gn(x,y) 1n nlos primeros ti-pasos , y	 n	 —  E Pm (x,y), es el valor esperado de esta proporción,

cuando la cadena empieza en el estado .x.

Definimos los siguientes conjuntos

E T : = Es el conjunto de estados de tránsito,

ER : = Es el conjunto de estados recurrentes,
E Ro.): = Es el conjunto de estados recurrentes positivos,
E RH: = Es el conjunto de estados recurrentes nulos.

Se tiene del Teorema 3.10 que lim ,7 SPm (x,y) , siempre existe y satisface
n-xo

x e E.

17



. 	 nhm —„ E Pm(x,y).
m=l

9x,
n77

si x E E, y e ET ó y e ERH

si x =y, y e ERH

si x e E, y e ERw  

Demostracióndel Teorema 3.10: 

Supongase que y es un estado de tránsito. Se tiene entonces del Teorema 3.7

lim
oo N„(y)=N(y)<oo,

n—>
con probabilidad uno, entonces

N„(y)

lumen n = O con probabilidad uno.

Por el Teorema 3.7, G(x,y)<oo;Vx E E, por lo tanto se tiene que

lim Gn(x,y)=G(x,y)<co, x e E, entonces
n—Km

lun

Gn(x ' — O, reE.
n-->co	 n

13). Consideremos que la cadena empieza en un estado recurrente y; Entonces, con probabilidad
uno, regresa al estado y una infinidad de veces. Esta propiedad nos garantiza que las siguientes
variables son finitas con probabilidad uno:

T; = min{n � 1 :Nn(y)=r} ,

donde r es natural. Observe que Tf, representa el tiempo de la r-ésima visita ay .

Ahora defina las variables

= = Ty, y W;,..n.—T71, para ra 2.

Observe que Fr,,. nos proporciona el tiempo de espera entre la (r— 1)-ésima y r-ésima visita al
estado y. Claramente

Ty = Wy + + + FP; .

Las variables W.;„ W32,, ... son independientes e idénticamente distribuidas (ver Apéndice
A.6 ) y

Ey(W;)=Ey(Wri)= - ..=Ey( WD = Ey(Ty) = my;

18



luego, por la Ley de los Grandes Números, se sigue que

Y
+ + WkYkhm	 — my, con probabilidad uno; es decir

k—so

7*
(312)	 li m 

k 
= my, con probabilidad uno.

kso 

Sea r = N„(y) el número de visitas al estado y en las primeras n transiciones. Entonces la
r-ésima visita a y ocurre en el tiempo n ó antes del tiempo n , y la (r + 1)-ésima visita a y ocurre
después del tiempo n; esto es

o-Nn(Y)	 ,-.114,(y)+1
y	 n < y

entonces,
Itinfr) <	 < TrY)+I
N,,(y)	 Nn (y)	 N,,(y)	 •

Como N(y) --co, cuando n Go , con probabilidad uno, pues y es un estado recurrente;
entonces de ( 3.12) se sigue

•	 n
— — my , con probabilidad uno ,

n—so N (y)

ó equivalentemente

. Nn(y)	 1
ni 	n	 my'

Sea y un estado recurrente. Cuando Xo tiene distribución arbitraria, la cadena puede no
alcanzar ay, pero si es alcanzado, el argumento anterior nos muestra que, con probabilidad uno,

Nk(19	 (liso) , cuando n

Por otra parte, puesto que O Nn(y) �.n , tenemos que.

N n	 )(y
n ) 51.

Ahora usando el Teorema de la Convergencia. Dominada, podemos intercambiar límite
con el operador Ex para tener:

1im L

Ex( Nn (y)) .5x(Iffm,7)
n	 )

	

Px(ry < co)s 	Pxy
My	 - My

19



ELSARER DE has Ening
RARA 4I GRAKDEZA

G„(x,y)= Ex(Nn(y)), por lo tanto,

1:	 Gn(Y,Y)	 YYnI11 —„ -- x E E.
n->C0	 My

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

esto que

Demostración de e) y d) .

Si un estado y es recurrente positivo, es decir, my < 00, entonces por b)ii, se tiene

• Gn(AY)	 Pxy = 1= —  
y My

Ahora si y es un estado recurrente nulo (my = co), y de nuevo de b)ii se tiene

" G 4,y)	 (Pxy
—	 =V XE E.n	 My

20



1.4 Descomposición del Espacio de Estados.

DEFINICIÓN 4.1 Sean x y y estados distintos. Diremos que

x alcanza a y si pxy > O.
x se comunica con y si x alcanza ay y y alcanza a x.

TEOREMA 4.2

x alcanza a y si, y solo si 13"(x,y)> O, para algún n > 0 .
Si x alcanza ay y y alcanza a z, entonces x alcanza a z.

Demostración u

a). Supongase que x alcanza a y, es decir, que ch, = Px[Ty <Go]> 0. Entonces existe algún
entero positivo n, tal que Px[Ty = n] > 0 de la Proposición 2.11 se tiene

n-1
Pft(x,y)= E1 Px(Ty = m)Pn-in(Y,Y)+Px(Ty=n)P°(Y,Y).

m=

�.13,,(Ty=n)> O.

Ahora supóngase que Pn(x,y)> 0, para algún n > 0. Entonces de la Proposición 2.11 se
sigue

Px(Ty = m)> O ,	 para algún entero 0 < m � n,

lo cual implica que
Px(Ty < 00) = pxy > 0 .

b) Por a) existen enteros positivos m y n tales que

Pm (x,y)> O	 y	 Pn(y,z)> O .

Ahora, de la ecuación de Chapman-Kolmogorov ( 2.2 ), se tiene

P"4"(x,z)=hEE Pm (x,h)Pn(h,z)> 0

kr(x,y)Pn (y,z)> o ;

por lo tanto, de a) se sigue que x alcanza a t á
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OREMA 43. Sean x,y e E.

) Si x es un estado recurrente, y además x alcanza ay, entonces y es un estado recurrente y
(pxy	 (Pyx = 1.

b) Si x es un estado recurrente positivo y x alcanza a y , entonces y es recurrente positivo.

Dowitradálll

a) Suponemos que x =y .Como x alcanza a y , se tiene (Ny =P.,(Ty < co) > 0, lo cual implica que

Px [Ty = n]> 0, para algún entero positivo n. Sea no el menor entero positivo, tal que
p x [Ty = n] > 0, es decir,

(4.4)
	 no = min{n	 1 : Px(Ty = n) > O} ;

entonces de la Proposición 2.11 y de Px(Ty = no) > O se sigue que Pno (x,y)> O y

(4.5)	 Pm (x,y) = O,	 1 m no .

Por otra parte, como Pio (x,y) > 0, existen estados yo,y,, ••• ,Ytto-I tal que

(4.6)
	

Pai =y 1, X2 = Y2, ...,Xn0-1 = no-1 gXna =

P(x,y0P(Y bY2) . • • RY no-1,y) > 0.

Note que ninguno de los estados y 1,	 coincide con x ó y; pues si coincidieran sería
posible ir del estado x al estado y en un número menor que no pasos, lo cual contradice (4.5).

Probemos ahora que Tyx = 1.

Primero observemos que

= y 1,	 = y,X,,o+k x, V k 1)

= P ano+k x,k �..11.11 = y 1, Xno = Y)P	 = yi,...,xn, =y)

= Py(T, =co)Px(Xi = y i , X„„ =y)

= Py(Tx = co)P(x,YDP())1,Y2) ...P(Yno-i .Y)

= (1 - (pyx)P(x,Y OP(YI,Y2) . • •P(Y no-1,Y) > O .

Lo anterior implica que pyx = 1, ya que de lo contrario tendriamos que (pu < 1, lo cual no puede
ocurrir puesto que x es un estado recurrente.
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Como pyx = 1, del Teorema 4.2 a), existe un entero positivo n 1 tal que

Pi ' (y, x) > O.

Ahora de la ecuación de Chapman-Kolmogorov se tiene

Pn 1+12"0 (y, y) =xIE P"' (y, x)Pn (x, x)Pn0 (x, y)

� PI ' (y, X)Pn (X, X)Pn° (X, y).

Entonces

(4.7)	 Pnl±n±n° (y , y) � 13" I (y, x)P"(x, x)Pn° (x, y) , y

), = 1̂ Pn (y,Y)	 Pnn=n1+1+no

= pni+n+no (y y)
n=1

Pi' l (y, x)Pn° (x, y) El P"(x,x)

=Pn I (y, x)Pn0 (x, y)G(x, x) = oo ;

de lo cual se sigue que y es tambien un estado recurrente. Además y alcanza ax, y de la primera
parte de la demostración se sigue que (pay, =1.

b) Del Teorema 4 2 a), existen enteros positivos n i y n2 , tal que

y	 13" 2 (x,y)> O ;

entonces del Lema 2.2 b), se tiene 

pn1+m+n2	 p" I (y, x)P"" (x, x)Pn° (x, y).

1Ahora sumando en ambo lados de la desigualdad para m=1,2,...,n y multiplicando por Fi se
tiene

É1 Pn1Em+n2 (y,y)	 t P" (y, x)P m (x,x)Pn2 (x, y) ,
~ 	 In=1

lo cual puede escribirse como

n 1 141+012 P (y, Y)	 n 'in' Pin (31'	 > P"' (y, x)Pn (2',Y) E	 n

Pm (X, X) 
•ni=1	 nw.n +n-st2	 m=1
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decir

G n i +n+n,(Y,y)n i -kn 2 (Y, 	> pn,`7 x)pn2 (x, y)G,,(nx,x) 
n	 '

Entonces, tomando limite cuando n —> co, se tiene

74-/3" 1 (y,x)Pn2(x,y)-1--- > O ,my

y en consecuencia m y < cc .

DEFINICIÓN 4.8. Un conjunto no-vacio C de estados, es cerrado si ningún estado de C alcanza
a estados fuera de C, es decir, si

cpxy = O,	 xeC, yeC.

Equivalentemente, por Teorema 4.2 a), C es cenado si, y sólo si

(4.10)	 Pn (x,y) =O,	 Vx e C, y E C, n .� 1 .

Si x es un estado absorbente, entonces el conjunto C = { x } es un conjunto cerrado.

DEFINICIÓN 4.11. Un conjunto cenado Ces irreducible si x alcanza a y, para todo .r,y e C.

El siguiente Corolario se sigue del Teorema 4.3 .

COROLARIO 4.12. Sea C un conjunto cerrado e irreducible en una cadena de Markov.
Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones

todos los estados en C son recurrentes positivos.
todos los estados en C son recurrentes nulos.

c) todos los estados en C son de tránsito.

Demostración 

Primero demostraremos que todos los estados de un conjunto cerrado e irreducible de.
una cadena de Markov, son de tránsito o recurrentes.

1) Sea x e C un estado recurrente. Por definición de conjunto irreducible, se cumple
que el estado x se comunica con el estado y Vy e C ; entonces por el Teorema 4.3 a)
se tiene que y es un estado recurrente; es decir cada estado en C es recurrente.

10 Sea, y e C, un estado de tránsito, donde el estado x se comunica con el estado y
Vx e C. Supongamos quer es un estado recurrente, entonces por el Teorema 4.3 a),

(4.9)
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se tiene que y es un estado recurrente, lo cual es una contradicción, por lo tanto el
estado x es necesariamente de tránsito, así cada estado en el conjunto Ces de tránsito.

Ahora se demostrará que si se tiene un conjunto cerrado e irreducible C de estados
recurrentes, entonces o todos los estados son recurrentes positivos o todos son recurrentes nulos.

i) Sea x e C un estado recurrente positivo. Por definición de conjunto irreducible, se
cumple que el estado x se comunica con el estado y Vy e C, entonces por el Teorema
4.3 b) se tiene que y es un estado recurrente positivo; es decir cada estado en C es
recurrente positivo.

Sea y un estado recurrente nulo. Supongamos que x es un estado recurrente
positivo, entonces por el Teorema 4.3 b), se tiene que y es un estado recurrente positivo,
lo cual es una contradicción, por lo tanto el estado x es necesariamente recurrente nulo,

así cada estado en el conjunto C es recurrente nulo. á

DEFINICIÓN 4.13. A una cadena de Markov se le llama :

recurrente positiva si todos sus estados son recurrentes positivos.
recurrente nula si todos sus estados son recurrentes nulos.
transitoria si todos sus estados son de tránsito.
Irreducible si x alcanza ay, para todo x,y e E, es decir piy > 0, para todo x,y e E.

Entonces de Corolario 4.12, se sigue que una cadena de Markov irreducible, es una
cadena recurrente positiva, recurrente nula ó de tránsito.

TEOREMA. 4.14. Si C es un conjunto cerrado y finito, entonces tiene al menos un estado
recurrente positivo.

Demostración : 

Tenemos que para cada m = I,2,... , se cumple

E Pm(x,y) =1,	 xeC.
yeC

Sumando para m = 1,...,n y dividiendo por n, se tiene

1	 G.(x,y) 
E —„Pm (x,y) =E	 n —1 , xeC.

m=lyeC	 yeC

Si C es finito y suponemos que cada estado en Ces de transito ó recurrente nulo, entonces por el
Teorema 3.10
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„. 	G (x,y)
1 =lim E

	

"-->loyeC	 n

.	 G,,(x,Y) 	= E hm	 — 0,yEca_xo

lo cual es una contradicción ; por lo tanto C tiene al menos un estado recurrente positivo. á

COROLARIO 4.15. Sea C un conjunto de estados finito, cerrado e irreducible. Entonces cada
estado en C es recurrente positivo.
Demostración : Como C es cerrado y finito, del Teorema 4.14, existe almenos un estado
recurrente positivo en C, y del Corolario 4.12 , cada estado en Ces recurrente positivo. á

COROLARIO 4.16. Una cadena de Markov finita, no puede ser de tránsito ni recurrente nula.
Demostración  Consecuencia inmediata del Teorema 4 15 á

COROLARIO 4.17. Una cadena de Markov irreducible, con un número finito de estados, es
recurrente positiva.
Demostración Consecuencia inmediata del Corolario 4.14. A

COROLARIO 4.18. Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces

Try = 1, P1(N(y)=03)= 1 y G(x,y)=0:), para x,y e C.

Demostración : La primera igualdad se sigue del Teorema 4.3 a); la segunda igualdad del
Teorema 3.7 b)i y del Teorema 4.3 a) y la tercera igualdad del Teorema 3 7 b) iv. A

COROLARIO 4.19. Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces

Si además P(Xo e C) = 1, entonces

lim Gn(x,Y)1
n	 my x,y e C.

Nn(Y)	 1-- y E C.n	 mso	 y

Demostración :- Se sigue del Teorema 3 10 b) y Corolario 4.18. á

En general es dificil decidir cuando una cadena de Markov irreducible con,
espacio de estados infinito es recurrente o de tránsito. En el siguiente ejemplo veremos que
condición debe cumplir una cadena de nacimiento y muerte; con espacio de estados infinito, para
que sea recurrente o de tránsito.
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EJEMPLO 4.20. Consideremos una cadena de Nacimiento y Muerte, con E = {0, 1,2, ... } ó
E. {0, 1, d} , y función de transición

	

qx	 si	 y = x-1

	

P(x,y) = Irx	 si	 y =x

	

px	si	 y= 2c +1
donde px+qx+rx= 1.

Supongamos que la cadena es irreducible, es decir, p, > 0 , si x O, y qx > O , si x> 1.

Recuerde que si el espacio de estados es finito, por hipótesis de irreducibilidad, tenemos
por el Corolario 4.17 que la cadena de Nacimiento y Muerte es recurrente positiva.

Por lo tanto consideremos el caso con espacio de estados infinito.

Para a, b e E , tal que a <b, sea

u(x). Px(Tz <Tb), a <x < b	 u(a)= 1, u(b)= O .

Si la cadena de nacimiento y muerte se encuentra en el estado y, en un paso puede ir al
estado y-1, y ó y +1,	 con probabilidades qy,ry, 	 ó py respectivamente.

Por lo tanto

(4.21)	 u(y)=qyu(y-1)+ ryu(y) ÷pyu(y + 1),	 a < y < b .

Como ry = 1 —py—qy, se tiene de (4/1) que

(4.22)	 u(y + 1)—u(y) = 1(u(y)— u(y — 1)) ,	 a < y < b.

Sea yo = 1 y

(4.23)
	 qi.q2...qy	 y > O.

De (4.22), se tiene

u(y + 1) —u(y) = a(u(y)—u(y— I)), 	 a<y<b,

de lo cual se sigue que ,

Vau(y + 1)— u(y) = +1 4-77—..1(u(a +1)— u(a))

5
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= —11 (u(a + 1) – u(a)) .
w a

En consecuencia

(42.4)
	

u(y)– u(y +1) = 1(u(a)–u(a + 1)), a	 y < b

Sumando en (4.24) para y = a, ..., b –1 y tomando en cuenta que u(a) = 1 y u(b)= O,
concluimos que,

u(a)– u(a+ 1)	 1
b-1

WyET'a

De (4.24), se tiene

( 4.25)
	

u(y)– u(y +1) –	 , a 5. y < b.
L
y.a

Ahora si sumando en (4.25) de y = x,...,b – 1 y tomando en cuenta que u(b) = O , se
tiene

WY
U (X) — )7:1	 , a y < b.

2: wa
Y=a

Y por la definición de u(x), se tiene que :

t Kv

	(426)	 Px(ra < 71) =	 ,	 a < x < b.
2.i Wr

Un caso particular de (4.26), es

	

(417)
	

P1(7° < Tn) – 1 17-1
	 , n>1.

I y

Consideremos una cadena de Nacimiento y Muerte con estado inicial x=1. Como la
cadena puede moverse a lo más un lugar hacia la derecha en un paso. Entonces,

	

(4.28)	 1 �. T2 < T3 <	 .

Se sigue de (4.28) que { <	 n > 1, forma una sucesión no decreciente de eventos.
Luego de Apéndice A.9 se sigue que :

	

(4.29)	 lim (To < Tn) = P t(ro < n, para algún n > 1).
n-3,03
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La ecuación (4.28), implica que Trik n, entonces T„ —* cc, cuando n —> CO ; entonces el
evento (T <	 , para algún n > 1), ocurre sí y sólo si el evento (To < CO) ocurre. Por lo tanto

lim P i (To <T,,)= P I (To < co) .4.30)

(4.31)

(4.32)

De (4.27) y de (4.30), se sigue que,

Pi (TO < 00) # 1 1
E Wy

Ahora demostraremos que la cadena de nacimiento y muerte, es recurrente sí y sólo si

3)l0 	= c° •

Si la cadena es recurrente, entonces P i (To < Go) = 1. Por lo tanto ( 4.32) se sigue de
(4.31). Para demostrar el inverso observemos que P(0,y) = O, para y �. 2, entonces
(4.33)	 Po(To < °O) = P(0, O) +P l (To < co).

Supongamos que (4 32)- se cumple. Entonces por (4.31) P 1 (2-0 <00). 1, de (4.33)
concluimos que

F,10(7.0 <PO) =P(0, O) +P(0, 1) = 1.

Entonces el estado O, es un estado recurrente y por hipótesis la cadena es irreducible, por
lo tanto la cadena es recurrente.

En resumen hemos demostrado que una cadena de nacimiento y muerte, irreducible, con
espacio de estados E = {O, 1, ...} , es recurrente, sí y sólo si

(4.34) q • q 2 - • x

P1432-Px

Recuerde que ER denota el conjunto de estados recurrentes de la cadena, mientras que E p
denota el conjunto de estados de tránsito de la cadena.

TEOREMA 4.35. Suponga ER # 0. Entonces, existe un número finito ó numerable de conjuntos
C 1 , C2 , ..., cerrados e irreducibles tales que ER 	C .

i=1

Observación: En general podemos escribir al espacio de estados E = Eru ER> ER =U Ci y

podemos usar esta descomposición del espacio de estados para describir el comportamiento del
sistema.

Cuando el sistema empieza en un estado de un conjunto C,. cerrado e irreducible, el
sistema permanecerá para siempre en dicho conjunto y con probabilidad uno, visitará cada
estado de C, una infinidad de veces. Por otro lado si el sistema empieza desde un estado tránsito
puede ocurrir lo siguiente: a) que el sistema pase finalmente a uno de los conjuntos cerrados Cis

29



X. quede en él para siempre; b) el sistema permanecerá para siempre en el conjunto de estados
de tránsito Er .

Demostración del Teorema 4,35: 

Tomemos x E ER y sea C el conjunto de todos los estados y e ER, tal que x alcanza a
y. Como x es recurrente (cp .r, = 1), entonces x E C. Verifiquemos que Ces un conjunto cerrado e
irreducible. Supongase que y e C y y alcanza a t- Como y es recurrente, se sigue del Teorema
4.3 a) que z es recurrente. Como x alcanza a y y además y alcanza a z , concluimos que x
alcanza a z, entonces z E C y Ces cerrado.

Supóngase que y,z e C. Como x es recurrente y x alcanza a y, del Teorema 4.3 a) y
alcanza a x . Como y alcanza a x y x alcanza a z , concluimos que y alcanza z, esto demuestra
que C es irreducible.

Para completar la demóstración del Teorema, probaremos que si C y D son dos
subconjuntos de ER, cerrados e irreducibles, entonces son disjuntos o son idénticos. Supóngase
que no son disjuntos y sea x un estado que está en C y en D. Tomemos y e C. Como C es
irreducible, x alcanza ay. Ahora D es cerrado, x E D y x alcanza a y, entonces y E D. Entonces
cada estado en C está en D. Sinarmente cada estado en D está en C, por lo tanto C y D son
idénticos.

COROLARIO 4.36. Una cadena de Markov que tiene un número finito de estados, no tiene
estados recurrentes nulos.
Demostración : 

Tomemos y E E. Supongamos , que y es un estado recurrente, entonces por el Teorema
4.35 el estado y pertenece a un conjunto cerrado e irreducuble de estados recurrentes. Como C
es fmito, del Corolario 4.17 se tiene que todos los estados en C, incluyendo a y son recurrentes
positivos. Entonces cada estado es recurrente positivo, lo cual quiere decir que no tiene estados
recurrentes nulos. á

DEFINICIÓN 4.37. Se define el periodo dx, de un estado x, como el máximo común divisor de
todos los enteros n � 1 para los cuales 19"(x,x)> 0; es decir

cl, = in.c.d{n � 1 : P"(x,x) > O} ;

si In(x,x)= O, para todo n k 1, definimos dx = 0.

Si dx > 1 decimos que x es un estado periódico con periodo dx , mientras que si d x = 1,
decimos que x es un estado aperiódico.

30



TEOREMA 4.38. Si x y y son estados que se comunican, entonces d x = ay.

	

us	 Sean n; y nr enteros	 positivos tales que

Pn (x,y) > o	 y	 Pn2(y,x)> o .
Entonces

Pni+Nx,x) � Pni(x,y)P.2(y,9 > o ,

lo cual implica que dx es divisor de n i + nz . Si Pn (y,y)> O, entonces

pni+n+rt2 , � P" (x,y)Pn (y,y)Pn2 (y, x) > 0 ,

lo cual significa que dx es divisor de n +n+nz. Como dx es divisor de n 1 +n 2 y de
n i + n + n2 entonces dx es divisor de n, por lo tanto di es divisor de todos los números del
conjunto:

{n _� 1 : Pn (y,y)> O} ,

y como dy es el máximo común divisor de este conjunto, concluimos que di � dy ; similarmente
concluimos que dy 5_ di . Por lo tanto di = dy.

Del Teorema anterior se tiene el siguiente corolario:

COROLARIO 4.39. Los estados de una cadena de Markov irreducible tienen periodo común d.

La definición de periodo de un estado, se extiende para cadenas irreducibles, es decir:

DEFINICIÓN 4.40. Diremos que una cadena de Markov irreducible es

periódica si d> 1.
aperiódica si d = 1.

Note que una condición suficiente para que una cadena de Markov irreducible sea
aperiódica, es que P(x,x)> 0, para algún x e E.

EJEMPLO 4.41.. Consideremos de nuevo una cadena de Nacimiento y Muerte, irreducible,
como en el Ejemplo 4.20, es decir la función de transición , esta dada por

	

Iqx	 si y=x-1

	

P(x,y)= rx	 si y = x

	

px	 si y=x+1
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ande px +qx + rx = 1 , px > 0 y qx > 0.

Si además rx > 0, entonces P(x,x) = rx > O . Como la cadena es irreducible se tiene que
ésta es aperiódica.

Suponga ahora que rx = O, Vx e E. Entonces si la cadena empieza en un estado x, esta
regresará al estado inicial x sólo en un número par de transiciones. Por lo tanto la cadena tiene
periodo 2 ó multiplo de 2. Como

MO, O) = poq > 0,

se concluye que la cadena tiene periodo 2 .

LEMA 4.42. Sea X„, n 0, una cadena de Markov irreducible, recurrente, con periodo d.
Entonces los estados pueden ser divididos en d conjuntos disjuntos B1,112, ...,B d , tal que
P(x,y) =O , excepto para x e B i y y e .82, 1 , i=1,2,...,d— 1 ó xEBd y ye B 1 .

Observemps que de este resultado tenemos que las transiciones en un paso, solo son
posibles de un conjunto B; al conjunto Bi+4 i = 1, ...,d — 1 ó de Bd a B 1 ; por lo tanto después
de "d- pasos" se llega a un estado del mismo conjunto. Entonces si consideramos la cadena en
los tiempos d, 2d, 3d, ... de esta forma obtendremos una nueva cadena de Markov con
probabilidades de transición Pd(x,y). Y en esta nueva cadena, cada conjunto Hi es cerrado e
irreducible, ya que la cadena original es irreducible, y aperiódica porque dentro del mismo
conjunto, el número requerido de pasos para regresar al mismo estado con probabilidad positiva,
es necesariamente divisible entre d.

Demostración :  Consideremos un estado x arbitrario pero fijo. Como la cadena es irreducible
para cada estado y existe un entero s tal que, fi =P3(y,x) > 0. De la ecuación de
Chapman-Kolmogorov, se tiene

(4.43)	 Pm13(x,x) Pm(x,y)Ps(y,x)= fiPm(x,y).

Entonces si. Pm (x,y) > 0, se tiene que Pm s (x,x) > 0, por lo tanto m+s es divisible entre
el periodo d, es decir m = kd —s, para algun k. Si fijamos s concluimos que cada entero m, para
el cual Pm(x,y)> 0, es de la forma m = a, a +d, a + 2d, ..., donde el número a es un entero fijo
con 1 5 a < 	 El entero a es caracteristico del estado y, así, todos los estados pueden dividirse
en d conjuntos mutuamente excluyentes B 1 , B2, •••, B d definidos de la siguiente manera;

Ba:={z e E :Pm(x,z)>0,m=kd+a} , a=1,...,d

Ahora supongase que P(z,y) > 0 y que z E B. . Entonces Pktfct (X,Z)> 0, para alguna
k, y por lo tanto Pkd+ce"(x,y)>_-Pkd+e(x,z)P(z,y)> 0, entonces y e	 á

1
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CLUSIONES DEL CAPÍTULO I :

Notemos que lim n
n
E ( Pm (x,y), siempre existe y satisface:..

si x E E, yeET Ó ye ErRH
.	 1	 "hm 	 E Pm (x y).nn—>co

r75; Si x = y, y E ERH

(Pxy

my Si X E E, y E E ReF)

En cambio el lim Pn (x,y) , "no siempre existe", este límite es importante en el estudio
,de las cadenas de Markov como veremos en el capítulo II.

En el caso en que y e ET, tenemos de la Observación 3.8, que

lim P"(x,y) = O para todo x E E.
th+CO

El conjunto de estados E, se puede descomponer de la siguiente manera

E=ET uER , E R C,

donde cada Ci es un conjunto cerrado e irreducible.

Además cada conjunto Ci , puede ser periódico o aperiódico. En el caso periódico (con
periodo d> 1), los estados del conjunto C i estan divididos en d conjuntos cíclicos Bli.B2, did
Entonces el comportamiento del sistema se puede describir de la siguiente manera:

Cuando el sistema empieza en el conjunto de estados de tránsito, existen dos
posibilidades. El sistema se quedará para siempre en el conjunto de estados de transito ó bien el
sistema pasará finalmente a un conjunto cerrado e irreducible C i . Si el conjunto Ci es periodico,
la cadena se mueve atraves del conjunto cíclico en un orden definido por B(,132, ...Bd •

Si la cadena de Markov tiene espacio de estados finito, en el comportamiento del sistema
dado en 2), no puede ocurrir que el sistema se quede en el conjunto de estados de tránsito.

Si una cadena de Markov es finita e irreducible, en este caso la cadena es recurrente
positiva.

Si la cadena de Markov no es irreducible (reducible), no tiene estados de tránsito
(E7 = 4) y está formada por dos ó más conjuntos cerrados e irreducibles, en éste caso no hay
interacción entre los estados que están en diferentes conjuntos. Entonces es como tener dos ó
más cadenas de Markov que no están relacionadas y pueden ser estudiadas en forma
independiente. Entonces podemos suponer que la cadena esta formada por un solo conjunto
cerrado e irreducible como en a).
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c) Si la cadena tiene estados de tránsito (E» # 4)) , en este caso la matriz que representa a
las probabilidades de transición se pueden escribir en bloques de la siguiente manera:

p = R O
S Qi

donde:

es la submatriz cuadrada correspondiente a los estados recurrentes (donde R puede
descomponerse nuevamente);
O, es la matriz de ceros que representa las probabilidades de ir de estados recurrentes a estados
de tránsito;
Q, es la matriz cuadrada que representa las probabilidades de ir de estados de tránsito a estados
de tránsito;

representa la matriz de ir de estados de tránsito a estados recurrentes.

De la ecuación de Chapman-kolmogorov se sigue que las probabilidades de transición de
orden mayor se pueden escribir en bloques de la siguiente manera:

p = R"

S„ QnJ

donde R" y Q" , representan las n-ésimas potencias de las matrices R y Q respectivamente.

Recuerde que Pi' (x,y) O, si y es un estado de tránsito ó recurrente nulo.
Necesitamos, por lo tanto, considerar solamente el caso en que cada estado y es recurrente
positivo, es decir, my < co .



capítulo 2

Introducción.

En este capítulo trataremos algunos conceptos importantes en el estudio de teoría de
cadenas de Markov, así como algunos límites, los cuales determinarán cuando una cadena de
Markov tendrá o no, una distribución estacionaria, cuando es única y cuando esta distribución es
de equilibrio.

In DEFINICIÓN Y PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCIÓN ESTACIONARIA.

De los conceptos más importantes en el estudio de la teoría de cadenas de Markov, están
la distribución estacionaria o invariante y la distribución de equilibrio que a continuación
introducimos.

Sea {X„, n O} una cadena de Markov con espacio de estados E y probabilidades de
transición P( .).

DEFINICIÓN 1.1 Sea ir una distribución de probabilidad en E .

Diremos que ir es una distribución invariante o estacionaria para P(., .) si

(1.2)	 ir(y) =
xeE 

n(x)P(x,y), Vy e E.

Diremos que rc es una distribución de equilibrio o asintóticamente estable para P(.,  .) si

lim Pn (x,y) = is(y), V x,y e E.

Es importante notar que si Ir es una distribución de equilibrio entonces es estacionaria.
Para probar esto observe que

JI

ic(y)lim P' 1 (z,y) ,	 Vz,y e E
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P" (z,x)P(X,y)
X)P(X1

= E [lim Pn (z,x) P(x,y)
xeE "-->cc

=x eE
E n(x)P(x,y:, Vy e E.

Observemos que si ir es una distribución estacionaria, entonces

xeE
n(x).132(x,y) .

xeE
E n(x) 

zeE
E P(x,z)P(z,y)

= E ( E n(x)P(x,z))13(z,y)
zeE xeE

=ZE.TE(z)P(z,Y)=Tc(Y)

Usando argumentos de inducción y la ecuación

pn+1	 = pn zzz, ,

se puede mostrar que

E n(x)Pn(x,y)=n(y), Vn,y e E
xeE

Si la distribución inicial no es estacionaria, entonces de (1.3) obtenemos

=E 	 Vi/ 0,y e E.

Es decir, la distribución de in es independiente de n. Ahora supongamos que la distribución de
X" es independiente de n, entonces

ro(Y) = P(Xo = = P(Xi =y) Tro(x)P(x,y),

lo cual significa que rro es estacionaria. La discusión precedente se resume en el siguiente lema.

LEMA 1.5 La distribución de X. es independiente de n si, y sólo si, la distribución inicial es una
distribución estacionaria.

Supongase que TC es distribución de equilibrio y sea no la distribución inicial.
Mostraremos que

pm P[X„ =y] =n(y) ,

y que rr es la única distribución estacionaria.

(1.3)

(1.4)
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1

Para hacer lo anterior, primero observe que

P[X,, =y] =xeE
E no(x)Pn (x,y) , V n O.

Ahora, por el Teorema de la Convergencia Dominada, al tomar límite en la ecuación
anterior se obtiene

P[X„ =y) =E no(x)	 Pn (x, y) =E no(x)n(Y) = 11(Y) E 7C0(X),

lo cual implica que

(1.6)	 I P(X„ = y). n(y), Vy e E ,

puesto que Tro(.) es una distribución de probabilidad.

Para mostrar la unicidad de rt0, supongamos que 	 es otra distribución estacionaria y
tomemosla como distribución inicial. Entonces, de (1.4)

P(X,, =y) = ne(y), V n _� O ; Vy,

lo cual, por (1.6), implica que

7c(Y) -=.1r (Y), Y E E

Para cadenas de Markov con un número finito de estados, la distribución estacionaria
puede encontrarse	 resolviendo un sistema finito de ecuaciones lineales. A continuación
ilustraremos este hecho para una cadena con dos estados.

EJEMPLO 1.7 Consideremos una cadena de Markov con dos estados, por ejemplo E = {O, 1} .
Y cuya matriz de probabilidades P, cumple con

= 11X, = 0). p, 	 = OIX„ = 1) = q ,	 y	 P(X0 = O) = wo(0).

Como sólo existen dos estados, entonces se sigue inmediatamente que

P(X„,1 = 01X,, = 0)=1— p y P(X,,,, = 11X„ =1 ) = 1— q ;

de manera que la matriz de probabilidades de transición para la cadena es

1 —p p
P =

q 1 —

Para encontrar la distribución estacionaria, se tiene de (1.2) que

5

37



7:(0) = rc(0)(1 — p)+ re(1)q	 y	 rc(1) = n(0)p+ n(1)(1 — q).

Resolviendo este sistema de ecuaciones y si p y q no son ambos iguales a cero, es decir
÷q > O, se tiene

rt(0) = 72.--- y	 11(1) = -pPr ,

es decir, la distribución estacionaria esta dada por :

TC = (7t(0), Tr(1)) = (-kg , ;77).

Ahora veamos si esta distribución estacionaria, es de equilibrio.

Observemos que

P(X„÷i = O) = P(Xn = O ,Xn+1 = 0) + P(X„ =1,X,,+ 1 = O)

= P(X,, = 0)P(Xn+1 = OIX„ = O) + P(X„ =1)P(Xn+1 = 01X,, = 1)

= (1 — p)P(X,, = 0)+qP(X,, =1)

= (1 — p)P(X,, = 0)+ q(1 — P(Xn = 0))

= (1 — q)P(X,, = O) + q

Ahora P(Xo = 0) = no(0), entonces

P(X1 = O) = (1 — p — q)n-0(0)+q

P(X2 = O) = (1 —p — q)P(X1 = 0)+q

	

= (1 — p — q)1/40(0)+q[l +(1	 p — q)],

repitiendo n-veces este procedimiento, obtenemos:

(1.8)
	

P(Xn= O) = (1 —p —q) nno(0) +q :1 (1	 .

Por la fórmula

II (1 —p—q)j p+q

y de (1.8) se tiene que

1 -(1 —p—q)"
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P(X n = O) = p +q + ( 1 —p—q)n(ito(0)— thi

y en consecuencia, se tiene

(1.9r•	 P(X n = 1) = p P± q +0 —p —q)n(no(1)— p÷q) .

Ahora para encontrar Pn , notemos que

P"(0 , 0) = Pan = 01 y Pn (0, 1) =P0 [X„ = 1].

Por lo tanto, tomando no(0) = 1 en (1.9) y no(1) = O en (1.9)*, se obtiene

(1.10)	 P"(0,0)= q	 p q)" Pp + q	 p+ q '

(1.10)*	 Pn(0,1) =	 - ( 1	 p q) n P .p+ q	 p+ q

Analógamente concluimos que

(1.11)	 P"(1,0)=---q-- (1	 p q)n qp +q	 p+q'

(1.11)* p +q	 p+ q •

(1.12)

Así de (1.10), (1.10)*, (1.11) y (1.11)* se cumple

pn . 1 ( q p 4.(1—p—q)"(p —p
p	 p+q	 q

Supongamos que p y q no pueden ser ambos iguales a uno, al mismo tiempo. Entonces
O <p+q < 2, lo cual implica que 11 — p — qj < 1. En este caso, concluimos de (1.12) que cuando
n --> co

PjaPn(x,Y) =1 (Y) y

con rr= (n(0), n(1)) = (p---5—hq,p÷sH , por lo tanto es de equilibrio.

Enseguida se encontrará la distribución estacionaria para una cadena de nacimiento y
muerte.
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EJEMPLO 1.13 Consideremos de nuevo la cadena de nacimiento y muerte del ejemplo 4.20
del Capítulo I. Recuerde que el espacio de estados esta dado por E = {0,1, ...} ó bien

{0, 1, d} , y función de transición

Iqx si y = x - 1

	

P(x,y)= rx si y =x	 ,
px si y = x + 1

donde, px -b- qx + rx = 1.

	

Además si suponemos que la	 cadena es	 irreducible,	 es decir,
px >O si x � 0 y qx> 0 si x � 1.

Supongase que d es infinito. El sistema de ecuaciones

E n(x)P(x,y)=Tr(y), y E,

se transforma en
n(0) = n(0)ro + n(1)qi,

rt(y - 1)py_ i + re(y +1)qyft = tr(y), y � 1.

Como py +qy +ry = 1, las ecuaciones se reducen a

(1.14) q i n(1)-pon(0) = O,

gn i n(y +1)- pyrc(y) = qyrt(y) -py-in(y - 1), y? 1.

De ( 1.14), y por inducción se sigue,

qy± i rc(y + 1) - pyn(y) = O, y � O,

entonces se tiene que
rt(y+1)- -)9.

1 n(y), y �.0.
ogy+

En consecuencia

(1.14)* it(x) pop	 	
n(0), x �. 1.qiqz...qx
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Sea

(1°.1s)

1	 Si x = O

'Yrs. =
popi...px-1 
qiq2-aqx	 si x � 1

Entonces (1.14)* se puede escribir como,
(116)	 w(x)= irtir(0) , x O .

Supongamos ahora que E Trx < 00, ó equivalentemente

( 1.17) F. po-px-4 < 00 .x=1 ql•—q x

Sumando para x 1 en ambos lados de la iguadad (1.16), obtenemos que
n(0) — 1

E Trx
x21

Entonces, si sustituimos is(0) en (1.16), concluimos que la cadena de nacimiento y
muerte tiene una única distribución estacionaria dada por

(1.18)
irx	 xit(r)	 ,	 O.

ny
.S1

Supóngase que A irx co, concluimos de (1.16) y (1.18) que (1.2) tiene suma infinita.

Por lo tanto no existe distribución estacionaria, por lo que la cadena tiene distribución
estacionaria si, y sólo si

É
po-px-1 „	 < ao

x.1 y 0•••qx

y está dada por

	

1	 Si X =0

(1.19) n(x)x) = 7tx

Eiry
3=0

.r.� O y	 wx= Il po-px-1 si x> 141.-qx
•

Supongamos ahora que d < 0o. Por los mismos argumentos que se hicieron para obtener
(1.19) concluimos que la cadena de nacimiento y muerte, con espacio de estados finito tiene una
distribución estacionaria dada por

1	 si x=0

w(x)= Trx
, x � 0 y wx=

rry
)=0

	 siO� x � dqi...qx
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II.2 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE DISTRIBUCIONES ESTACIONARIAS.

En esta sección se determinará cuando una cadena de Markov tiene una distribución
estacionaria, cuando es única y cuando es de equilibrio.

Del Teorema 3 10 del Capítulo I, se tiene que si x es un estado de tránsito o recurrente
nulo, entonces

Gn(z,x) 
(2.1)	 O, x e E.

Si además ir es una distribución estacionaria, de (1.3), se tiene

(2.2)

tiene

(2.3)

rt(x) ---
z eE
E rc(z)r(z,x) , x e E.

Ahora, sumando en ambos lados de la igualdad para m = 1,2,...,n, y dividiendo por n, se

G„(z,x) 
n(x)= E rc(z)	 „

zeE	 "

lo cual combinado con (2.1), (2.3) y el Teorema de la Convergencia Dominada, implica que

n(x) =lim E re(z) nG n (z , x) -0,	 e E.
n -»3z EE

De lo anterior tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.4. Sea It una distribución estacionaria para la cadena de Markov {X„,n 0} . Si x
es un estado de tránsito o recurrente nulo, entonces ir(x) = 0. En consecuencia, una cadena de
Markov que no tenga estados recurrentes positivos no tendrá distribución estacionaria.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para la existencia y unicidad
de la distribución estacionaria.

TEOREMA 2.5. Una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva, tiene una única
distribución estacionaria rr dada por

1re(x) = „--T7 , x e E.(2.6)
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(2.9) y e E.
XEE M X

-I-P(x y).
 "

Y

Danotradtau.

Del Teorema 3.10 c) del Capítulo I, y la hipótesis de este Teorema, se tiene que

•	 ca(z,x)	 1

	

„ —	 , x,z e E.
n->m

Supongamos que n es una distribución estacionaria. De (2.3) , (2.7) y del Teorema de la
Convergencia Dominada se obtiene

ch(z.x)n(x) =lim E n(z) „

= x E n(z).
 zeE

Por otra parte, puesto que E n(z) = 1, concluimos que
zeE

n(x) = mx , xeE.

Por lo tanto, si existe la distribución estacionaria, estará dada por (2.6).

Para completar la demostración del teorema se mostrará que la función rt(x), x e E,
definida por (2.6), es una distribución estacionaria. Es claro que es no-negativa, de manera que
sólo hace falta verificar que

(2.8) E = 1
xeE

Para hacer esto, obsérvese que para cada z e E

Pm(z,x). 1,
xeE

lo cual implica

(2.10) G,,(z,x)E	 = 1 VZ E E.
xeE '

Por otra parte, de las Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, tenemos

Pn(z,x)P(x,y)=P"-"(z,y),
xeE

lo cual a su vez implica

(2.11) = Go+i (Ay) P(z,y)
)	 n - n

xeE

(2.7)
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Si E es finito, (2.7) y (2.10) implica que

o„(2.,x) 	 r 11 =lim E	 — 
n".°3xeE	 xeE nix

es decir (2.8) se cumple.

Ahora tomando límite cuando n -9- oo en (2.11) tenemos

x	 (—mxP x,y)=Iim E
xeE	

p(x,y) =lim Gn+i(zY) r NY) 1
EEE 

n—>co	 = My •ri—)43 

Por lo tanto (2.9) se cumple Esto demuestra que rc(.)es estacionaria cuando el espacio de
estados es finito .

Cuando E es infinito, la argumentación anterior no es adecuada ya que, en general, el
Teorema de la Convergencia Dominada no es aplicable.

Sea El , un subconjunto finito de E, entonces de (2.10) se tiene

Gn(z,x)E	 1,	 z e E.
xeE

Tomando límite cuando n --> 00 concluimos de (2.7) que

E 1 1, para todo E I c E finito,
XEE1 rnX

lo cual a su vez implica que

(2.12) E  1.„	 1
reE Inx

ya que de lo contrario la suma sobre algún conjunto finito de E, también excedería a uno.

Análogamente, concluimos de (2.11), que si El es un subconjunto finito de E, entonces

E
G,,(z,x)G,,,.1(xy)	 P(z,y)
-7—t 13M � n	 n

xeE)

lo cual implica

vní	 .n—„, rkx,y) — 7
seEl	 Y	 4

Como en la demostración de (2.12) concluimos que



(2.13) V 1 íx,y)	 1

	

k	 2.1 rn
reE	

D	
inY

y e E.

Ahora demostraremos que la igualdad se cumple en (2.13). Si no es así, entonces de
(2.12) tenemos que

lo cual es una contradicción. Por lo tanto se cumple (2.9).

Sólo nos falta mostrar que

E = 1
lEE

Defma

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
11 SABER DE MLS HIJOS

MARA Mi GRATOWEA

C := E ;Ir	 y iro(x) = cros , x e E.
xeE

Observe que iro(.) ews una distribución de probabilidad y que es estacionaria, es decir,

xeE
E no(x)P(x,y)= -1 

x eE
E -i. P(x,Y) =	=Iro(Y)x

Entonces, C= 1, lo cual demuestra (2.8).	 á

De los Teoremas 2.4 y 2.5 se tiene inmediatamente el siguiente corolario.

COROLARIO 2.15. Una cadena de MarkoV irreducible es recurrente positiva si y sólo si tiene
una distribución estacionaria.

Del Corolario 4.19 del capítulo I y Teorema 2 5 de esta sección, se sigue el siguiente
teorema

TEOREMA 2.16. Sea{X„,n � O) , una cadena de Markov, irreducible, recurrente positiva con
distribución estacionaria ir. Entonces con probabilidad uno

(217) Nimlim —„ = n(x) , 'dr e E.
1:-+CO

Vy e E.
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1
•

;

Este resultado es conocido como Ley Fuerte de los Grandes Números para cadenas de
Markov.

COROLARIO 2.18. Si una cadena de Markov con un número finito de estados es irreducible,
entonces tiene una única distribución estacionaria.

Demostración 

La demostración para esta corolario, se sigue del Teorema 2.5 de este Capítulo y del
Corolario 4.17 del Capítulo I. á

DEFINICIÓN 2.19. Sea ir una distribución de probabilidad en E , y sea C un subconjunto de E.
Diremos que ic esta concentrada en C si

n(x) =Opara x-eC y rc(x) >O para xeC

Escencialmente por los mismos argumentos de la demostración del Teorema 2 5
podemos obtener un resultado más general

TEOREMA 2.20 . Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes positivos.
Entonces

(2.21)
174) 	nTx- Si X E C

3
O si x C

es la única distribución estacionaría concentrada en C .

Del Teorema 2 20, se sigue que si Co y C1 son conjuntos distintos, cerrados e
irreducibles de estados recurrentes positivos, entonces existe una distribución estacionaria wo
concentrada en Co y una distribución estacionaria n i concentrada en C1.

Por otro lado las distribuciones

(2.22)
	

Tra(x) = (1 — a)ro(x) ar i (x)	 xeE, cc e (O, 1),

son distribuciones estacionarias.

Por lo tanto para demostrar (2.22) es suficiente mostrar

STra(x)=
xeE

ra(x) = ra(y)P(y,x).
yeE
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E na(x) = E	 — cOrco(x) + cut (x)) = (1 — a) E wa(x)+ E n i(x)
xeE	 xeE	 xeE	 xeE

—a)+a=1,

donde la tercera igualdad se cumple, ya que no y 2r 1 son distribuciones estacionarias, por la
tanto

E rca(x) =1.
xeE

E na(y)P(y,x)= E ((I — aro(Y) + cosi (Y))P(y,x)
yEE	 yeE

= (1 —a) E no(y)P(y,x)+ a E 7C i(y)P(y,x,
yeE	 yeE

= (1 — a)no(x)+ CC7C (y) = Ira (X) ,

luego E na(y)P(y,x)= na(x) , es decir b) se cumple, y así Tra(x) es una distribución
yeE

estacionaria.

COROLARIO 213. Las siguientes afirmaciones se cumplen.

Si ER+ = 4i, entonces la cadena no tiene distribución estacionaria.
Si ER+	 4) e irreducible, entonces la cadena tiene una única distribución estacionaria.

e) Si E R+ # 4) y reducible, entonces la cadena tiene una infinidad de distibuciones estacionarias.

Claramente a) se sigue del Teorema 2.4, b) se sigue del Teorema 2 5 y e) se sigue de
(2.22).

Observación: es importante notar que si la cadena de Markov es finita, entonces tiene al menos
un estado recurrente positivo (ER+	 4); en consecuencia, por el corolario anterior, tiene al
menos una distribución estacionaria.

En los resultados anteriores, se ha demostrado que si {X„,n � O} es una cadena de
Markov irreducible recurrente positiva con distribución estacionaria ir, entonces

•	 1 " 	. 	 G.(x,y)hm — Pm (x,y) y) =lirnn	 n—uo = n(y) x,y e E.

Enseguida se demostrará un resultado más fuerte, que nos dice cuando la distribución
estacionaria ir es de equilibrio, es decir

lim Pn (x,y)= n(y), ;y E E.

1

P.
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TEOREMA 2.24. Sea {X,,n 0} , una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva, con
distribución estacionaria It

Si la cadena es aperiódica, entonces

lim Pn(x,y) = rt(y), x,y e E
n—roo

Si la cadena es periódica, con periodo d, entonces para cada par de estados x,y e E, existe un
entero r, 0 �. r < d, tal que Pn (x, y) = 0, excepto para n = md + r para algún entero no-negativo
my

lim Pnni-Er (x, y) = d7c(y)

a) Consideremos una cadena de Markov, recurrente positiva, irreducible, aperiódica con función
de transición P(x,y), espacio de estados E y distribución estacionaria 7r.

Sea a e E y definamos el conjunto

I= {n >0: Pn (a, a) > 0}.

m.c.d. I =1 ;
Si m el- y n el. entonces m +n e I.

La propiedad ii) se sigue de la desigualdad

P"+m (a, a) � P" (a, a)Prn (a, a) .

Las propiedades i) y ii) implican que existe un entero positivo n i , tal que n E I, Vn n
. La demostración está dada en el Apéndice A.8. Usando este resultado concluimos que
P" (a, a) > O, para todo n � n i •

Sean x,y e E arbitrarios. De la hipótesis de irreducibilidad y por el Teorema 4.2 a) del
Capitulo I, existen enteros positivos n2 y n 3 tales que

P", (x, a) > O y Pn3 (a,y) > O ;
entonces para n ni

Pnl"±n3 (X, y) �. Pn2 (x, a)Pn (a, a)Pn3 (a,y)> 0 ;

lo cual demuestra que para cada par x,y e E, existe un entero no =n i +n + n 3 tal que

(2.25)	 P"(x,y)> O, na no
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Sea	 E2 = {(x,y): x,y E E} , el conjunto de pares ordenados de elementos de E.
Consideremos la cadena de Markov (X„, Y„) con espacio de estados E2 y función de transición
p2 , definida por

P2 ((X0 ,Y0 ), (x,y))= P(xo,x)P(yo,y) .

Entonces se sigue que {X„, n 0} y { 17n, n 0} son cadenas de Markov con función de
transición P y las transiciones de la cadena Xn y E, son independientes una de otra.

Se demostrará que la cadena (X„, Y„) es aperiódica, irreducible, recurrente positiva, y
posteriormente usaremos estos hechos para verificar la conclusión del Teorema.

Tomando (xo,yo), (x,y) e E 2 . Por (2.25) se sigue que existe no > 0, tal que

(2.26) P"(x0 ,x)> O y Pn (yo,y) > o,	 para n no.

Entonces

72Vxo,y0),(x,y)) = Pn (xo,x)Pn (yo,Y) > 0 , n � no.

Concluyendo así que la cadena es irreducible y aperiódica.

La distribución rt2 en E2 definida por rt2(xo,Yo) = TC(X0)7r(y0) es una distribución
estacionaria, ya que

E Tr2(xo,yo)P2((xo,Yo), (x,Y)) = E E Tc(xoWyo)P(xo,Y)13010,Y)(romEE2	nenyocE

= (
xoe
E

E 
Tc(xo)P(xo,x))( E

E 
Tc(yo)P(yo,y))

Yo E

= n(x)n(y)

= 7r2(x,y)-

Entonces por el Corolario 2.15 de éste Capítulo, se tiene que esta cadena es recurrente
positiva, y en particular recurrente.

Sea a e E fijo y defina

minIn > O : (X„, Y„) = (a, a)}

T = min{n > O : X„ = Y„} .
ik

Observe que T 5 T(a,a) y también que T(,4) es una variable finita con probababilidad uno,
puesto que la cadena es recurrente. En consecuencia, T también es finita con probabilidad uno.
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Para n � 1

(2.27)	 P(X„	 n) = P(Y -= y, T � n), y E E .

Esta fórmula es intuitivamente razonable, ya que las dos cadenas son indistingibles para
n> T. Para demostrar (2.27) tomemos 1 m n . Entonces para z E E

(128)	 P(X„ = y/ T = "X„, = Y. = z) = P(Y„ = yIT = m,Xm = Ym = z) ,

ya que ambas probabilidades condicionales son iguales a P'(z,y). Ahora ya que el evento
n} es la unión de los eventos ajenos

{T=m,Xm=Ym=z}, 1 � m � n y z EE ,

se sigue de (2.28) y del Apéndice A.4 que,

P(X„ = yIT .� n)= P(Yn = y/T5 n).

De aqui (2.27) se cumple.

La ecuación (2.27) implica que

P(X„ = y). P(X, = y, T .� n)+ P(X„ = y, T> n)

= P(Y„ = y, T n) -F P(X,, = y, T > n)

P(Y = y) + P(T > n);

análogamente tenemos que

P(Y„ =y) <P(XX = y) + P(T> n) .

Por lo tanto para n 1

(2.29)	 IP(X,, = y) — P(Y„ = y)i _� P(T> n), Vy e E.

Por otra parte, cómo T es finito con probabilidad uno,

(2.30) lim P(T> n)= 0.
n-,m

Por lo tanto, de (2.29) y (2.30), se sigue que

(231)	 lfm (P(Xn =y) — P(Yn =y)) = 0,	 Vy E E.

lj

.11
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Ahora usaremos (2.31) para completar la demostración del teorema. Sean xeE y la
distribución inicial de (Xn, Ya), tal que P(Xo = x) = 1 y

"Yo = Yo) = rt(Yo), yo E E.

Puesto que	 {X„, n _� O} y	 {Y n , n _� O} , son cadenas de Markov con función de
transición P, se tiene que

	

(2.32)	 P(X„ = y). Pn (x,y), y E E

Y

	

(2.33)	 P(Y,, = y). n(y),	 y e E

Entonces de (2.31)-(2.33), se sigue :

lim (Pn (x,y)— n(y)) =1,im (P(X,, = y) — P(Y,, = y)) = O O.

Por lo tanto, se cumple el Teorema 2.24 a).

Antes de seguir con la demostración del Teorema 2.24 b), notemos que si C es un
conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes positivos aperiódicos y rc es la única
distribución estacionaria concentrada en C, entonces restringiendo la cadena al conjunto C,
concluimos que

lim Pn (x,y) = n(y) = „+, , Vx,y e C.n

En particular si y es un estado recurrente positivo, entonces por ser C un conjunto cerrado
e irreducible que contiene ay, tenemos

lira Pn (y,y) = my •n—).

b) Sea X, n O, una cadena de Markov recurrente positiva y periódica (d> 1). Sea Y„, =Xmd,
m �. O. Entonces Y„„ m O, es una cadena de Markov con función de transición Q = Pd .
Tomando y e E, entonces

m.c.d{m/Q" (y,y)> O} = m.c.d{m/P ind(y,y)> O}

= im.c.d{nIP"(y,y)> O} = 1.

Entonces todos los estados tienen periodo 1 con respecto a la cadena Y,„.

(2.34)
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Si la cadena X„ tiene estado inicial y, entonces Yo = y. Además, puesto que la cadena Xn
regresa a y en algún multiplo de d, se sigue que la esperanza del tiempo de regreso al estado y

para la cadena Y„, es t i my , donde my es el valor esperado del tiempo medio de regreso a y
para la cadena X„ . En particular, y es un estado recurrente positivo para la cadena de Markov
con función de transición Q. Aplicando (2.34) a la función de transición Q concluimos que

mnnim Qm(y,y)= my = dn(y),

entonces

(2.35)	 lim Pmd(y,y)= dn(y), y e E.
m-÷co

Sean x,y E E estados fijos y defina

r 1 = min(n • Pn (x,y)> O) .

En particular, Pri(x,y)> O. Demostraremos que Pn (x,y)> O sólo si n —11 es múltiplo de
d.

Tomemos n 1 , tal que Pnl (y,x)> 0. Entonces

Prinii tY.Y) a. Pm ' (Y,x)P1(x,Y) > 0,

lo cual implica que n +n 1 es múltiplo de d. Si Pn (x,y)> 0, por el mismo argumento tenemos
que n+n l es múltiplo de d; por lo tanto n —r 1 también lo es. Entonces, n=kd+r i para algún
entero no-negativo k.

Por otro lado dados dos números r 1 y d con d> O , existe un único par m 1 y r, tal que
r1 =m i d+r, con O S r< d. Entonces

(2.36)	 P"(x,y) = 0, excepto para n = md + r,

para algún entero no negativo m .

Entonces de (2.36) y de la igualdad

P"(x,y)=± Px(Ty = m)P"'(y,y), n 1,
m=1

tenemos

(2.37) Pmd+r(x,
Y)
 =10 px(Ty = +r)ponky(y,y).  
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Sea

am(k).
O	 si	 k>m

y observe, de (2.35), que para cada k fijo,

hm am(k) =lim P("-k)d(y,y)= dn(y).
m—>w	 rn-->co

Finalmente del Teorema de la Convergencia Dominada , y (2.37), concluimos

lim Pind±r (x,y) = dir(y) P.,(Ty = kd +r)m--›co	 ro	 <

= dn(y)Px(Ty < co)

= dir(y).	 á

{pon-locky,y) si 05_k � m

r
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BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
CONCLUSIONES DEL CAPÍTULO II :

Si una cadena de Markov no tiene estados recurrentes positivos, entonces no admite
distribuciones estacionarias; pero si el conjunto de estados recurrentes positivo ERH es no-vacio,
entonces la cadena admite al menos una distribución estacionaria. Si además ERH es irreducible,
la distribución estacionaria es única y se anula en los estados de tránsito y recurrentes nulos.

Por otro lado, cuando ERH #1) y reducible, la cadena admite una infinidad de distribuciones
estacionarias. Para ver esto, note que ERH se puede "descomponer" como la unión de conjuntos
cerrados e irreducibles y que existen distribuciones estacionarias concentradas en cada uno de
ellos. Finalmente observe que cualquier combinación convexa de estas distribuciones también es
estacionaria.

Observemos que para una cadena de Markov con espacio de estados finito, el conjunto de
estados recurrentes positivos siempre es diferente del vatio; por lo tanto, siempre existe (al
menos) una distribución estacionaria. Demostraciones alternativas de este resultado se pueden
encontrar en [1] y [7 ]. En la primera referencia, la herramienta básica es el teorema de Punto
Fijo de Markov-Kakutani, mientras que en la segunda se usa un procedimiento puramente
algebraico.

Si una cadena de Markov es irreducible y recurrente positiva, entonces por (1), se tiene que la
cadena tiene una única distribución estacionaria. Sí además es aperiódica, entonces la
distribución estacionaria es de equilibrio, y está dada por rc(x)= 727-, x e E.

5) Pero si la cadena tiene periodo d> 1, entonces se tiene que la cadena cuenta con d
subconjuntos Bi, B2, ...,Bd, tal que P(x,y)> O únicamente para xeB i ,y e B2 ó
x E B2,y e B3 ó ó x e Bd,y e B 1 . Por consiguiente después de " d-pasos" se llega a un
estado del mismo conjunto. Entonces si consideramos a la cadena en los tiempos d,2d,3d,... de
esta forma obtendremos una nueva cadena de Markov con probabilidades de transición Pd(x,y) y
en esta nueva cadena, cada conjunto B1 es cerrado, irreducible y aperiódico.. De aquí veremos
que P"(x,y) no converge; por lo tanto IT no es de equilibrio. Sin embargo para cada par
x,y e E, existe un entero r, O � r <d , tal que Pn(x,y)= O , excepto que n = md+r , para
algún entero m, y en este caso se cumple

lim Pnd-Er(x,y)= dn(y) .
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Capítulo 3

Cadenas de Markov con Espacio de Estados Finito

En este Capítulo estudiaremos cadenas de Markov con espacio de estados finito. Sí
además la cadena de Markov es irreducible en la primera sección se demostrará que la
convergencia del Teorema 2 24, del Capítulo II es geométrica.

En la segunda sección estudiaremos el comportamiento asintótico de P n en el caso
irreducible.

Finalmente en la tercera sección se estudiarán las probabilidades de absorción.

111.1 Cadenas de Markov irreducibles.

En esta sección nos dedicaremos a cadenas de Markov finitas e irreducibles (ver
Definición 4.13, del Capítulo I). En este caso, por el Corolario 4.17, del Capítulo I, tendremos
que todos los estados son recurrentes positivos. Para el estrudio de este tipo de cadenas, primero
nos enfocaremos al caso aperiódico.

Recordemos que una cadena de Markov es irreducible si x alcanza a y, para todo x,y E E,
es decir

(Ny > O, para todo x,y e E.

DEFINICIÓN 1.1.. Sea {X,,,n � O}una cadena de Markov con matriz de probabilidades de
transición P. Diremos que la cadena de Markov o que la matriz P es regular si existe n> 0, tal
que Pn (x,y)> 0, 'dx,y e E.

Observemos que toda cadena de Markov regular es irreducible, mientras que el recíproco
no siempre se cumple como muestra el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 1.2 Consideremos la cadena de Markov con matriz de transición

P — (0(o 1
1 0

Observese que

pn = {1 si	 n =2m, m=1,2,...
P si n=2m+1, m=0,1,2,...

por lo tanto, la cadena de Markov es irreducible, pero no es regular.

TEOREMA 1.3 Sea {X„,n � 0} , una cadena de Markov irreducible con espacio de estados
finito. La cadena es aperiódica si y sólo si la cadena es regular.

Demostración•

Supongamos que la cadena es aperiódica. Del Apéndice A.8, para cada x e E, existe
no e N,	 tal que 13"(x,x)> 0, Vn no. Por otra parte, de la hipótesis de irreducibilidad, para
cada	 x,y e E, existe un entero positivo m = m(x,y), tal que Pm (x,y)> 0. Defina
n n(x,y) = no +m y observe que si k n, entonces k se puede escribir como k= s +m, donde
s no . Luego, por la ecuación de Chapman- Kolmogorov, se tiene que

Pk(x,y)=ZEPs(x,z)Pm(z,y)kPs(x,x)Pm (x,y)> 0.

Es decir, para cada pareja x,y e E , existe n( que depende de estos estados) tal que

Pk(x,y)> 0, Vk n.

Finalmente, defina

n* =max {n(x,y)}

y observe que Pk(x,y)> 0, V k n*, lo cual significa que la cadena es regular.

Ahora supongamos que la cadena es regular, es decir, que existe n tal que Pn (x,y)> 0,
Vx,y e E.

En particular; tenemos que Pn. (x, x) > 0, para todo no n, lo cual implica que la cadena
sea aperiódica, puesto que

m.c.d{n 11 : Pn(x,x)> O} = m.c.d{no,notlin0+2,...} = 1 .
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m.c.d{n 1 : Pn (x,x)> O} = m.c.d{no,no4.1,no+2 , ...} = 1 .

DEFINICIÓN 1.4 Se dice que una matriz es estacionaria si todos sus renglones son idénticos.

En el Capítulo II se demostro que una cadena con espacios de estados finito admite al
menos una distribución estacionaria; si además, es irreducible la cadena es recurrente positiva y

n(x) =	 , x e E

es la única distribución estacionaria ( Teorema 2.5, del Capítulo II).

Si además la cadena es regular, por el Teorema 3 de esta Sección, la cadena es
aperiódica, y por el Teorema 2.24 a) del Capítulo II, la distribución estacionaria es
asintóticamente estable, es decir

(1.5) lim Pn(x,y)= ir(y) , x,y e E.
n-4.co

Notemos que el límite anterior no depende de x, lo cual significa que la matriz de
transición en n-pasos converge a una matriz estacionaria con todos sus renglones iguales a la
distribución estacionaria 7r.

El siguiente resultado, nos asegura que la convergencia en (1.5) es geométrica.

TEOREMA 1.6. Sea P la matriz de transición de una cadena de Markov regular y 7C la
distribución estacionaria. Entonces existe e (0, 1) y y e N, tal que

(1.6*)	 iPn(x,y)— n(y)I 0[1], V x,y e	 n = 1, 2, ...,

donde [a] denota la parte entera del número real a.

Demostración: En el transcurso de la demostración haremos uso de las siguientes cantidades:

:= min {P(x,y) : x,y e E} ,

N:= número de estados del espacio E ,

(y) := máximo valor de lay-ésima columna de la matriz P",

m"(y) := minímo valor de la y-ésima columna de la matriz PI .
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La demostración se hará en dos etapas. Primero mostraremos el teorema para y = 1;
luego, usaremos este resultado particular, para obtener (1.6*) cuando y es un natural arbitrario.

Supongamos primero que, P(x,y) > O, V x,y e E . Ademas P(x,y) � 3, entonces
P(x,y) = 1— E P(x, k) � 1 — (N— 1)3, Vx . Por lo tanto

leey

(1.7)	 M1(y) — m l (y) 1 — (N — 1)3-3= 1—N3.

Sean x,x' dos estados arbitrarios pero fijos. Sean J= {y e E : P(x,y) > P(x',y)}
Y = e E : P(x,y)	 P(x, ,y)} . Entonces,

O = 1 —1 =E,  (P(x,y) — P(x• ,y))= E (P(x,y) — P(x, ,y))+ EyeJ (P(x,y) — P(x • ,y)) , entonces
YE, 

E (P(x,y)— P(x' , y)) = — E (P(x,y)— P(x, , y)),
Ye3 	 yeJ

E (P(x,y)—P(x',y)) = E P(x,y)— E P(x',y)
ye3 	 ye3 	 ye3

= 1— E P(x,y)— E P(x', y)
yeft	 yeJ

�. 1 — #./13 —#J3 = 1—N3.

En consecuencia

(1.9)
>PE"

 (P(x,y) — P(x . ,y)) = 1 — N6 .

Además

Pn+1 (x,y)—	 (x. ,y) =E P(x,k)Pn (k,y)— IE P(x,,k)Pn(k,y)

(P(x, k) — P(x,,k))13"(k,y)

=k1..1(P(x,k)— P(x,,k))Pn(k;y)+ E (P(x,k)—P(x,,k))Pn(k,y)

keJ
E (P(x, k) — P(x.,k))11/1"(y)+ E (P(x, k) — P(x , , k))m n (y)

= ( M n (y) — mn(y))(k.f(P(x,k)— P(x' , k)) 5 (1 —1V3)(Mn (y) — m n (y)),

donde la primera desigualdad se sigue ya que (P(x,y)— P(x', k)) es negativa para cada k e Y , la
última igualdad se sigue de (1.8) y la última desigualdad de (1.9). Por lo tanto
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(1.10) Pn+1 (x, y) — Pn+1 (x• , y) (1 — n8)(4,11(y) — m n (y)).

Tomemos x ,	 , tal que P"+I (x , y) = Mn+1(y), pn+I (x• ,y) = mn (y). De (L10), se tiene

(1.11)
	

Mn+I (Y) — mn+I (Y) � ( 1 --11/3)(Mn(Y) mn (Y)) •

Iterando (1.11), y usando (1.7), obtenemos

(1.12)

Además se cumple

MI(y)— m"(y) �. (1 —N3)", para n 1.

lyp+1 (y) =mr pn+1 (x, =máx P(x, k)Pn (k, y)) �trlx P(x, k)M12 (y)) Mn (y),

Y	
m n+1 (y)=min P7+1 (x, y) =min (E P(x, k)Pn (k, y)) >min (E P(x, k)m n (y)) = m" (y:x	 k

Es decir, MI (y) es una suceción decreciente , y m" (y) es una suceción creciente en ti.
Entonces MI (y) , m" (y) son sucesiones monótonas y acotadas por 1, por lo tanto convergen. De
(1.11) se tiene que ambas suceciones tienen el mismo límite al que denotaremos por ni.

Por otra parte, notemos que 3 �. m l (y) m"(y) n i (y) 1141 (y) para toda n, de donde se
tiene que rci(y) 3, para toda y e E. Además se cumple

mn (Y) — Mn (Y)	 Pn	 — (Y) � Mn (Y) — mn (Y),

lo cual combinado con (1.12) implica que

(1.13) 1Pn(x,y)--	 (1 — Na)" , para todo x,y E E, n _� 1,

lo anterior implica que Pn (x, y) —> ni (y), V x, y e E.

Entonces, tomando límite en la ecuación

Pn÷1 (x,Y)	 Pn(x,Y)P(z ,

se obtiene
ni (y) =E TV (z)P(z , y).

Por lo tanto rt i es una distribución estacionaria, y por la unicidad se sigue que es igual a lt .

Ahora supongamos que la cadena es regular. De la definición (1.1), se tiene que existe y,
tal que Pv (x, y) > O para toda x, y e E . Definamos
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(1.14)	 6 :=minPv(x,y) > 0
xy

Si reemplazamos P por Pv en la primera parte de la demostración tenemos que

	

(1.15)	 max I Pnv (x, y) — n(y) I (1 — N31)" , n = 1, 2, ...
xy

Ahora usando esta desigualdad, se tiene

I	 (x, y) — n(y)i =

Entonces

I E Pm(x,k)(P""(k,y)—n(Y)) 4, Pm (x, k)(1 — 1VW) n = (1 — M')" , m � 1.

(1.16)	 IP"'"(x, y) — tr(y)i (1 — N30 4 , m �. 1 ,

y obtenemos
IPn(x,Y) — rc(Y)I A/39[3] ,	 n = 1, 2, ....

Haciendo 13 = (1 — 15139 < 1 se concluye la demostración.
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Cadenas de Markov Irreducibles y Periódicas:

En esta sección supondremos que la cadena de Markov es finita, irreducible y periódica,
con periódo d> 1. Recuerde que en éste caso la única distribución estacionaria de la cadena no
es de equilibrio. Sin embargo el Teorema 1.18 de esta sección describe el comportamiento
asintótico de P".

Por el Lema 4.42 del Capítulo I, se tiene que el espacio de estados E de la cadena se
puede dividir en d conjuntos disjuntos B1,B2,...,Bd . De tal manera que las transiciones en un
paso sólo son posibles de un conjunto B, a un conjunto B i+1 , i 1 , 2, ...,d— 1 ó de Bd a B i . Por
lo tanto la matriz P d puede ser considerada como la matriz de transición en un paso del proceso
observado cada d-unidades de tiempo.

Antes de establecer el resultado principal daremos las siguientes definiciones.

DEFINICIÓN 1.17 Para cada B t , t = 1,2, ..., d , definimos

v t := min{n e N: Pnd(x,y)> O, x,y E Be},

fir :=min{rd :x,y e Bt},

Nt:= es el número de estados del conjunto Bt,

8 := min{8 ( : t = 1,...,d},

L:=min{Nt : t = 1, ..., d},

v :=max{vt : t = 1, d}

TEOREMA 1.18 Sea {Xn,n E IV} una cadena de Markov finita, irreducible y periódica con
periodo d> 1, y it la única distribución estacionaria de la cadena. Entonces existe 13(0, 1) y
v EN, tal que

a) IPnd(x,Y) — dit(Y)1	 ;Y e Bt, t

I P"d+r(x,Y) —d7r(Y)1 � 101 , x B„ y e	 t —s = r (mod d).
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Demostración: 

Si restringimos el espacio de estados a uno , de los conjuntos Bt , t= 1, 2, ..., d, con matriz
de transición en un paso dada por Pd , en este caso tenemos una cadena de Markov irreducible,
recurrente positiva y aperiódica. Denotemos por n é , t = 1,2, ..., d, a la única distribución de
equilibrio en Be, para la restricción de Pd a Be.

Sea nr(x)= ri t(x) si x E Be. Luego por el Teorema 1 6 aplicado a la matriz Pd y a la
distribución ic s , se cumple

	

(1.19)	 1Pnd(x,y)—ni(y)1 � (1 —Ne3e) [* 1 , Vx,y e kit.

Además por la definición de 8, L y y se cumple

(1 —Art3J[I] �. (1 —L.5)[ %] (1—L6)111

Por lo tanto de (1.19) y las desigualdades anteriores

	

(1.20)	 Ird(x,y)— iii(y)1 S (1 — L8) (11 , x,y E Br , t = 1, 2, ..., d.

Si x e Bt , y E Bs , y s—t=r (mod d), entonces

pnd(k,y)= O si k Bs y E Pr(x,k)= 1.
kaBs

Además se cumple,

IPnd"(x,y)— 7c/(y)1 = á Pr(x,k)(Ps(k,y)-7c/(y)1

Por lo tanto de (1.20) se sigue

	

(1.21)	 IPnd±r(x,Y)— rti (y)1 5. (1 —L3) 1111 x e /3 t , y E B, y s ti-r (mod d ).

Notemos ademas que

pnd+r' (x,y)=0 , si x e Bt , y e B, y r* � (s	 (mod d),
entonces

rt-I

	

(1.22)	 E Pk(x,y)= E Pn d±r(x,y) si x E Be , y e B, y r s —t(mod d).
rtiM)

Si s	 t entonces r= O y el indice de la sumatoria del lado derecho de (1.22) corre de
nt = 1 a n/ = 71. Luego de (1.21) se sigue que Pid"(x,y)-->n(y), por lo tanto el promedio
también converge a n(y) y de la igualdad (1.22) se sigue
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(1.23) I 	 -n IE1 Pk(x,y). it'(y),
1 "d x,y e E.

Multiplicando (1.23) por 1, se cumple

him _1 kd pk(x,y)=Ffin 7.12	 pkt,x,y) = 7r/ d(y)

"-Km, nd

ilOnAhora demostraremos que -y, y e E, es una distribución estacionaria para P. Esto se
sigue de la siguiente igualdad

Ic eE	 "

E t P(k,y)= 
k eE -»3
E Lim 1„	 Pk(x,k))P(k,y)

1	 k 1
—,,, E P	 (x,y)=11(Y)-	 d •

Y por unicidad de la distribución estacionaria se cumple ir = t. Luego haciendo
R = ( 1 -L3) < 1 en (1.20) y en (1.21) se sigue a) y b). 	 A

1
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BIBLIOTECA
g- DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
EL SABER DE MAS HUOR

PARA Mi GRAKDEZA
111.2 Cadenas de Markov Reducibles.

Es conveniente recordar de las conclusiones del Capítulo I, que si una cadena de Markov
es reducible, el conjunto de estados de tránsito En puede ser diferente del vacío. Y el conjunto

de estados recurrentes positivos se puede poner como unión finita de conjuntos cerrados e
irreducibles, y a su vez cada uno de estos conjuntos, pueden estar compuestos por estados
periódicos o aperiódicos.

Si la cadena tiene estados de transito (E T # 4)), en este caso la matriz que represente a las
probabilidades de transición se pueden escribir en bloques, de la siguiente manera:

(2.1)
P_ R OSQ

donde:

R es la submatriz cuadrada, que representa la probabilidad de transición en un paso, de ir de un
estado recurrente a un estado recurrente.
O es la matriz de ceros que representa las probabilidades de ir un estado recurrente a un estado
de tránsito.
Q es la matriz cuadrada que representa las probabilidades de transición de ir de un estado de
tránsito a un estado de tránsito.
S es la matriz que representa la probabilidad de transición de ir de un estado de tránsito a un
estado recurrente.

DEFINICIÓN 2.2. Una cadena de Markov, se le llama absorbente, si cada estado recurrente, es
un estado absorbente.

En el caso que una cadena de Markov sea absorbente, la submatriz R de (2.1) es la matriz
identidad. Por lo tanto la matrix P se puede escribir como

p=y O

S Q

TEOREMA 2.4. Sea {X„, n kir,} una cadena. de Markov absorbente y sea P la matriz de
probabilidades de transición dada por (2.3), entonces

fim pn	 I °
NS O ) '

donde N= (I— Q)' .

(23)

64



Notemos que NS representa a la matriz de probabilidad de pasar eventualmente de un
estado de tránsito a un estado absorbente. A la matriz N se le llama matriz fundamental.

Demostración del Teorema 2.4;

Denotemos por Qin a la m-ésima potencia de la matriz Q y por

(2.5)	 S. =(I+ Q + Q 2 + + Qm)S = ( 2 cik) S .

De la ecuación de Chapman-Kolmogorov, y la definición del producto de matrices, se
tiene que

Pm -=(Qm
I O

Ademas lim Qm = 0 , por la Observación (3.8) del Capítulo I.
n—Ko

Luego del Lema A.10 del Apéndice, tenemos que en este caso existe la matriz inversa de
(I— Q), y la denotaremos por

(2.7)

	

	 N :=	 Q)'	 Qm .

De (2.5) y (2.7), se tiene

(2.8)	 lim Sm =lim (ÉT Qk) S

=	 Qk) S

= NS.

Por lo tanto de (2.6) y (2.8) se sigue

(2.9)	 1m pm = Li 0s 0 á

Ahora consideremos la cadena de Markov restringida al conjunto de estados recurrentes y
supongamos que el conjunto de estados recurrentes está formado por sólo un conjunto cerrado,
irreducible y aperiódico; es decir, la restricción a la clase recurrente, es regular.

(2.6)
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Entonces de (2.1) R, es una submatriz irreducible y aperiódica. Luego por el Teorema
2.24 del Capitulo II, se sigue que la única distribución estacionaria it* concentrada en ER

satisface

(2.10)	 lim /2"(x,Y)= n* (y)	 x, .Y e ER.
n-*c

Sea 

* (x) si x e Er
n=(2.10)*

O	 si x E,.

la única distribución estacionaria con respecto a P.

Denotemos por 1 al vector columna con la unidad en cada una de sus entradas. Entonces
ln representa la matriz cuadrada con renglones identicos a la distribución n.

TEOREMA 2.11. Sea {X,,,n �. O} una cadena de Markov con matriz de probabilidades de
transición P . Supongamos que la restricción a la clase recurrente es irreducible y aperiódica. Sea
n* la distribución estacionaria concentrada en la clase de estados recurrentes y TE dada por
(2.10)*. Entonces

lim Pn = lrr
n—>co

Demostración: 

Si representamos a P como es (2.11) y Qn y R" representan la n- ésima potencia de las
matrices Q y R, respectivamente, entonces de la ecuación de Chapman-Kolmogorov, se sigue

=(Rn

5,, Q'')'
donde

(2.12) 1 = Q ksrk = Q'nS12k
k-4n 	 k=0

Sean

(2.13)	 M=R— ln* y MI` =Rn — ln* .

Por lo tanto de (2.12) y (2.13), se tiene que Sic., se puede escribir de la siguiente manera
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(2.14)	 S k+1 =E Qk—'131.7c*+E nk-n Smn

nD	 ns9

De (2.10) se tiene que existe O < a < 1, tal que cada entrada de la matriz Al" está
acotada por al . De la Observación (3.8) del Capítulo I, se sigue que cada entrada de la submatriz
Q" , está acotada por al con O < a 2 < 1. Entonces cada entrada de la matriz

EE 
Q,iensmn

está acotada por

	

(2.15)	 E arnal
n=0

Por lo tanto

	

(2.16)	 lim E Q"SM'	 O .
k-xons3

Luego tomando límite cuando k —> oo en (2.14), y por (2.16) obtenemos,

lim	 =c±j Qn Sin*
k-->co	 n-4

= (I — Q)' Sin*

= (1— Q)' (I — Q)1*rce

= l*rr* .

Observemos que la segunda igualdad se sigue de (2.7). Además notemos que el vector
columna S1 se puede escribir como el vector columna (I- Q)1* , ya que la suma de las entradas
del i-ésimo renglón de la matriz S es igual a uno menos la suma de las entradas del i-ésimo
renglón de la matriz Q (Notemos que S y Q tienen el mismo número de renglones). Además el
vector columna 1 y 1*, no tienen necesariamente la misma dimensión. En el ápendice A.11, se
presentan las operaciones con más detalle.
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111.3 Probabilidades de Absorción

De las conclusiones del Capitulo I, tenemos que una cadena de Markov con estado
inicial en el conjunto tránsito Er, puede permanecer en él para siempre, ó pasar en algún tiempo
a un conjunto cerrado e irreducible C, contenido en ER. Pero si Er es finito, entonces
necesariamente la cadena entrara a un conjunto cerrado e irreducible y permanecerá en el para
siempre.

En muchos ejemplos es importante calcular la probabilidad de que la cadena sea
absorbida por un conjunto cerrado e irreducible.

Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes; definamos

(3.1)	 9c(x) =Px[Tc <oo].

Esto es, (pc(x) representa la probabilidad de que la cadena de Markov con estado inicial x
entre al conjunto C en un tiempo finito. Una vez que la cadena entra al conjunto C permanece en
él para siempre, por lo que (pc(x), x e Er comunmente se le denomina probabilidad de
absorción.

Recuerde que ER =L15 C, donde cada Ci es un conjunto cerrado e irreducible, entonces si
X E ER

1 si x E Ci
P C(X) = 	, i=1,2,...,n.

O si x e Ci

Lo que no es claro, es como calcular cpc(x), si x E Er.

Si el espacio de estados E es finito es posible calcular 9c(x) resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales..

Observése que si la cadena empieza en un estado de tránsito (x e Er ), la cadena puede
entrar a un conjunto cerrado e irreductible C en un paso o bien en algún tiempo fi guro, entonces

(3.1)	 (Pc(x)= E P(x,y)+ E P(x,y)(pc(y) , x E Er .	 b
yeC	 yeEr	 ,*

r
La ecuación (3.1) siempre se cumple, ya sea que el conjunto de estados de tránsito sea

11finito o infinito, pero no es claro como resolver esta ecuación, cuando El" es infinito.
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TEOREMA 3.2. Supongamos que el espacio de esrtados es finito y que E T es finito, C es un
conjunto cenado e irreducible de estados recurrentes. Entonces el sistema de ecuaciones

(3.3)	 f(x)	 E P(x,y)+ E P(x,y)f(y)	 x e ET ,
yeC	 yeEr

tiene una única solución, dada por

(3.4)	 f(x) = c(x)	 x E ET

Demostración: 

Si ( 3.3) se cumple, entonces

f(y) = E P(Y,4+ E P(Y,z)gx) , y E ET
zeC	 z€Er

Sustituyendo en (3.3), encontramos que

1(x) = E P(x,y)+ E ( E P(x,y)P(y,z))+P(x,y)P(y,z)f(z))
yeC	 yeEr ZEC	 YEET SET

La suma de los dos primeros términos es Px(Tc 2) , y el tercer término se reduce a
E P2(x,z)1(z), mismo que es igual a E P2(x,y)f(y). Entonces

zeEr	 yeEr

f(x) =Px(Tc 2» E P2(x,y)1(y)•yeEr

Repitiendo este procedimiento, concluimos que para todo entero positivo n, se tiene

(33)	 f(x) = Px(Tc � n)+ E Pn (x,y)fiY), x e ET
yeEr

Ademas de la Observación (3.8) del Capítulo I, se sigue que:

(3.6)	 lim Pn (x,y) = O, x eE,	 ye El'.n---)03

Por hipótesis tenemos que ET es finito, por lo tanto de (3.6) se tiene que la suma en (3.5)
se aproxima a cero, cuando n —› 00. Y en consecuencia para x e ET

gx)lim Px(Tc � n)= Px(Tc < 00) = pc(x) . V

Observemos que para x E ET, se tiene que

(3.7)
	

E (pc,(x) =E Px(Tc < 00)=Px(TER < co).
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Como el conjunto de estados de tránsito es finito y cada estado de tránsito es visitado
sólo un número finito de veces, con probabilidad uno, pasará a un conjunto cenado e irreducible
Ci ; por lo tanto de (3.7) se tiene que

(3.8) E 9c,(x) =  

Además una vez que una cadena de Markov con estado inicial x E Er, entra en un
conjunto cerrado C de estados recurrentes, la cadena visita cada estado de C. Por lo tanto

(3.9)	 pxy = 9c(x) , x E ET y yeC.

En el siguiente ejemplo se encontrarán las probabilidades de absorción

EJEMPLO 3.10 Considérese una cadena de Markov, con espacio de estados E= {0,1,2,3, 4,5}
y con matriz de transición dada por

(1 O O O O O 
111

2 4 000    

P(x,y).
O 1 2

000
000
0 0 0   

1 0 12.	 2
103
4	 4 .1 

Determinaremos primero cuales estados son de tránsito y cuales estados son recurrentes;
para ello denotaremos por cp a la matriz dada por

{ o, (by = 0
(P(x>.Y) = 1, cpy> O

En este ejemplo podemos determinar por inspección que estados están comunicados. En
este caso tp esta dada por
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1 1 1 1 1	 1

9=
1 1 1 1 1	 1
0 0 0 1 1	 1
0 0 0 1 1	 1
0 0 0 1 1	 1

41

Notemos que el estado 0, es un estado absorbente y en consecuencia un estado
recurrente. Claramente se observa en la matriz 9, que {3,4,5} es un conjunto cenado e
irreducible, y de esta manera del Corolario 4.15 del Capitulo I, tenemos que los estados 3, 4 y 5
son estados recurrentes. Los estados 1 y 2, alcanzan al estado 0, pero este no alcanza a ninguno
de los estados 1 y 2. Por lo tanto del Teorema 4 3 a) del Capitulo I, se tiene que ambos estados
son de tránsito. En resumen, se tiene

Er = {1, 2}
ER= {0,3,4,5} con C 1 = {0} y C2 = {3,4,5} .

Ahora encontraremos pm y 920 . Usando (3.1), podemos ver que Tm y 920 están
determinados por las ecuaciones :

910 =	 -21.9 lo +1920	 y 920 = 1910 + 1920.

N
•,1

910 3
=	 Y 92o = 5 •Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontraremos que

Análogamente podemos concluir que:

(3.11)	 9 {3,4 5}(1) = 5	 Y	 p{345}(2) = `51

Por otro lado de (3.11) y (3.9), tenemos que

(P13 = 914 = 915 = 9{3,4,5} =2

4
923 = 924 = 925 = 9{3,4,5} =

EJEMPLO 3.12 Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados E = {0,1, 2, ..., d}
y con matriz de transición P, tal que satisface lo siguiente :

(3.13)3-0 yP(x,y)=x , x= O, 1,..., d.

Luego de (3.13), tenemos que

yP(0,y)= 0.
y=0

71



Entonces
P(0,1) =	 =P(0,d) . O .

Por lo tanto, el estado O es un estado absorbente.

Ahora verifiquemos que el estado d es tambien un estado absorbente.

De (3.13) se sigue

(3.14)	 OP(d, O) + 1P(d, 1) + + dP(d,d)=d .

Si multiplicamos por (- d) la suma	 P(d,k)= 1, y el resultado lo sumamos con ( 3.14),

tenemos que
P(d, O) = P(d, 1) = P(d,2)= ...= P(d,d— 1) = O .

Por lo tanto, el estado d es un estado absorbente.

Supongamos ahora que la cadena no tiene más estados absorbentes. En este caso cada
uno de los estados {1,2, ..., d — 1} alcanzan al estado O, y por lo tanto cada uno de estos estados
es de tránsito.

Verifiquemos esto parax = 1.

De (3.13) se sigue que 
y E 

yP(1,y) = 1, además E P(1,y) = 1. Por lo tanto, restando la
=0	 r=0

segunda igualdad de la primera obtenemos

—P(1, 0)+P(1,2)+2P(1,3)+ +(d— 1)P(1,d) =O.

Si suponemos que P(1, O) = O, entonces

P(1,2)=P(1,3).... =P(1,d)= O .

Y de nuevo por (3.13) con x= 1, se sigue que P(1,1) = 1, lo cual contradice la hipótesis
de que los estados O y d son los únicos estados absorbentes. Por lo tanto P(1, 0) > O, es decir el
estado 1 alcanza al estado O.

Notemos ahora que si z es un estado absorbente, entonces P"-m (z,z). 1, 1 m <n.
Luego de la Proposición (2.11) del Capitulo I, se tiene

P"(x,y)=1, P.[T. =mir-mfr,z)= 1± Px[Tz = m] = Px[T, � n]
s=1	 m=i

Entonces si z es un estado absorbente se cumple

(3.15)	 P"(x,z)= Px[Td Sn], n � 1, x E E.

72



Observe

Ex(XX) ysa= yPx(Xn =Y)

d

YPn(x,Y)ro

= E yPn (x,y) 4- dPn (x, d)
)=0

d-I
= E yP"(x,y) + dPn(Td n).

Entonces

d-I
(3.16)	 E x(X,,)= E yPn (x, y) -F dr( Td	n).

3-4)

Además para los estados y = 1, 2, ..., d— 1 de tránsito, se cumple Pn (x, y) —> O , cuando
n —> op ( ver la observación (3.8) del Capítulo 1 ). Entonces

(3.17)	 lim E x(X,,)= dP x(d < co) = dTxtbn—sco

Observe ahora que

E[X„,. 1 ] =1, yP[Xn+i = 51] =1,	 = y, X,, = x]]

=pi x	 = ylX,, x]PVn = Y]]_ 

P(x,Y)P[Xn =x]]

YP(x,Y)1P[Xn =x]

xP[X„ = .1= E[X„].

Por lo tanto

(3.18)	 E[X,2+1] = E[XX] , n = 0, 1, 2, ....

Entonces de (3.18) E[X,,] =	 =	 = E[Xo], y en consecuencia E x[X,,] = x .

Por lo tanto
(3.19) lim Ex(XX) =x.

n—Ko
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Igualando los límites dados de (3.16) y (3.17) se tiene que,

(3.20) (Pxd = 5 , x= 0,1,...,d.

Además de (3.8) pxo + Txd = 1, por lo tanto de (3.20) tenemos que,

(3.21) (No= 1
d' x=0,1,...,d.

EJEMPLO 3.22 Ruina del jugador. Considérese una cadena de Markov como la del ejemplo
1.14 del Capitulo I, con espacio de estados E= {O, 1, 2, ..., d} y p=q=f . Es decir con matriz
de transición

o	 . .	 o 1
/ n 1

102

10•	 2	 2

\O	 . . . 0 1,/

Claramente éste ejemplo satisface (3.13).

Lo podemos interpretar de la siguiente manera.

Supongamos que dos jugadores realizan una serie de apuestas de un dolar hasta que uno
de ellos pierde su capital. Y supongamos que cada jugador tiene probabilidad de z de ganar y
perder en cada apuesta. Si el primer jugador tiene un capital inicial de x dolares, y que el
segundo jugador tiene un capital inicial de d—x dolares, entonces el segundo jugador tiene
probabilidad de pxd = de perder su capital, mientras que el primer jugador tiene probabilidad
de 1— dde perder.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
EL SABER DE MIS HIJOS

MARA MI GRANDEZA

r.
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CONCLUSIONES DEL CAPÍTULO III 

Sea {X„,n � N} una cadena de Markov, con espacio de estados E finito, y probabilidad
de transición P.

Si la cadena es irreducible tenemos los siguientes dos casos.

i) Si P es regular, entonces la única distribución estacionaria TC, con respecto a P, es
asintóticamente estable, y de acuerdo al Teorema 1 6, se cumple

iPn (x,y)— ir(y)i (3 [1 ] , V x,y E E.

fi) Si P es periódica con periódo d, la única distribución estacionaria Ir, no es
asintóticamente estable, sin embargo de acuerdo al Teorema 1.18 se cumple

[P nd(x,Y) — dic(Y)I 3111]	 x,Y e Br, t= 2, d.

1 1)nd+m (X,Y) &COM	 P [1] , X E B, ,yeSt , t—s=m (modd)

Si la cadena es reducible, y el espacio de estados E consiste de b conjuntos cerrados e
irreducibles C 1 , C2 , ..., Cb, entonces los resultados anteriores i) 6 fi) pueden ser aplicados a cada
uno de estos conjuntos C i , con la restricción de P a C.

Si Tti es la única distribución estacionaria concentrada en C i , es decir

Iti(X) > O si x e Ci	y	 ri (x)= O si x Ci ,	 i= 1, 2, ..., b,

es una distribución de probabilidad en E.
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Además cada combinación convexa de las distribuciones re, resulta ser distribución
estacionaria con respecto a P en E.

Lo anterior significa que si a a 2 , ab son números no negativos, tales que E a i = 1,

entonces E aat es una distribución estacionaria para P en E.
=i

111

3) Si la cadena no es irreducible y ET � ., en este caso la matriz de probabilidades de transición
se puede escribir en bloques ver (2.1). Si además la restricción a la clase de estados recurrentes
positivos es irreducible y aperiódica, entonces existe una única distribución asintóticamente
estable respecto a P, ver Teorema 2 11
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Apéndice :	 1,I

A .1 Si {Xn ,n .� O} , es una cadena de Markov, con espacio de estados E, y la matriz de
transición tiene todos sus renglones idénticos, es decir P(x,y) =AY), x,y E E, entonces X hX2,
son independientes e idénticamente distribuidas , con distribución común f.

Demostración : 

Para cada n > 1,

P(Xn =x)=1P(Xn x,Xn-1 =x1)

=E P(X,, = x1Xn- 1 = xi )P(Xn-i = xi)

=E P(x i ,x)P(X,I =x1)
Xy

=frx) (Xn_ i = x1)

=.1(x).

Además de (1.10) del Capitulo 1, se sigue

RX0=xo,X1 =x1,	 =xn)=P(Xo = xo)P(xo,x t)P(xi,x2) . • .13(xn-1,xn)

=AZ) . xo)f(xl)f(x2).-1(xn)

=P(Xo = xo)P(Xi = xi) . • .P(Xn = xn).

Por lo tanto las variables aleatorias son independientes e idénticamente distribuidas.
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A.2 Sean los conjuntos Di ,	 1 ajenos y P(CIDi) =P, i � 1, entonces P(CI u Di)= p.

Demostración: Este resultado es consecuencia de las siguientes igualdades

P(C/ u Di)—
P(C n (y Di)) P(y (C Di))

P(u Di)

EP(CnDi) 
E P(D i)

E P(C/D i)P(D i) 
E P(D;)

EP(D1) — 
E P(D i) P— • V

P(y Di)

A3 Si los conjuntos Ei son disjuntos y u Ei = 12, entonces

P(CID)=1 P(E ilD)P(C/ E n D).

Demostración: Este resultado se sigue de lo siguiente

P(E n D) P(C n (E n D)) 
E P(Ei/D)P(CI E nEr =E

P(D)	 P(Ei nD)

P(C nEinD) 
P(D)

=E 
P(C n E ilD)P(D) 

P(D)

=E P(C n E ilD)

P(C n Ei nD) 
P(D)

P(C n D) 
P(D)

=P(C/D).
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A.4 Si los conjuntos Ci , son disjuntos y P(AlCi)= P(BIC I), Vi, entonces

P(A/ v Ci) = P(B/ u Ci) .

Demostración: Este resultado lo obtenemos de lo siguiente

P(A/ Ci) =
P(21 n (y C,)) P(v (A n C,))

P(u C1)	 P(u Ci)

E P(A n Ci) 

.13(u Ci)

E P(Al Ci)P(C i) 

P(u Ci)

E P(BICt)P(Ct) 

P(u

EP(BnC,) 
P(u Ci)

P(u (B nCt))

P(u Ci)

P(Bn(u C,) )

P(u Ci)

=P(B1 u Ci) .

Por lo tanto

44/ u Ci) =P(B/ v C1)
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A.5 Si los conjuntos C 1 � 1 son ajenos i	 1, entonces P(v C,/D) =EP(CilD).

Demostración:  Las siguientes igualdades demuestran el resultado a probar

P(D n C	 P(u 

P(D)

(D n C i))
PE) Ci/D) = 	

P(D) 

E P(D n Ci) 
P(D)

E P(C/D)P(D)

P(D)

= E P(CilD).

A.6 Se verificará que la variables aleatorias Inly, W, W3y , ..., definidas en la demostración del
Teorema 3.10 del Capítulo I, son independientes e idénticamente distribuidas. Para esto es
suficiente demostrar que para r 1,

(1) P(W71 = mr+I/W31, = mi, W;=mr)=Py(W;,= mr+0,

para luego obtener,

(1) Py(W;,=mi,—W; =mr) = Py(in = 1)—P y(W; = mr).

Demostración:

Denotemos por

r	 1,

:= Mi +1712 -I- M r

M(r)	 {s(1),s(2), ...,s(r)} .
Observese. que

P(T471 = m r÷ i /FV31, =	 ..., Fla; = mr) — P( Fn =n1 1,—, W71 =flirt° 

P( W], =m 1, —, Fri) = mr)

p(xi = y,	 �y, i e M(r-i- 1), jai,. <r + 1)
P(X =y, Xj #y, i e M(r), j	 j <r, X„,, =y)
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a(x)b„(x)=Ç a(x)b(x).

P[X*H.D=y,Xfiy,s(r)4c.s(r+1)1Xn,X.fyfeM(r),frjjkr].P[Xi=y,Xjxy,ieMOM,Kr]

PEXiy,Xfiy,ieM(r),i�j,kr]

= n.4+1) =y,	 y, s(r)< j < s(r +1) I Xso =Y]

= Py[X,(,,D = y, X:, =y, s(r) <j < s(r + 1)]

=Py(Ty = m

= Py(W31, = mr+1).

Por lo tanto se cumple (1).

Ahora verifiquemos (2).

133,( Wi, = mi,	 =mr)

= Py[Fry* =	 = 1 , W7 1 = m,-1 ]..Py[W7 1 =	 = m i , ..., W'72 = mr_2]- -

.Py[Fn =	 = int]-Py[Tin = mi].

= Py( W; = m 413 y ( W71 = m r-i) ...P J'(n, = m 2)-Py( W)1, = mi)

Concluyendo así que las variables aleatorias 	 Ffi„	 son independientes e
identicamente distribuidas

A.7 Teorema de la Convergencia Dominada. Sean a(x), x E E, números no-negativos con
suma finita, y sea b„(x), x e E, n 1, tal que ib„(x)I 1, x E E, nkl y

lim bn(x) = b(x), x E E.
n—>ce

Entonces



A.8 Sea I un conjunto no-vacío de enteros positivos, tal que

m.c.d.I =1
si m yn e 4 entonces m+n E I.

Entonces existe no , tal que n e / para todo n no.

nentatiadós•

Demostraremos primeramente que I contiene dos enteros consecutivos. Supongamos lo
contrario. Entonces existe un entero k � 2	 y	 n 1 e I, tal que n i +k e I, y cualquiera dos
enteros distintos en I difieren en almenos k.

Se sigue de la propiedad i), que existe n E I, tal que k no es divisor de rz. Entonces
podemos escribirlo como 71= mk+ r, donde m es un entero no-negativo y O < r < k. De ii) se
sigue, que (m + 1)(n 1 + k) y 71 + (m + 1)n t están en I. Además su diferencia

(m + 1)(n + k) — n — (m + 1)n =k+mk — n = k — r,

es positiva y menor que k. Esto contradice la definición de k, por lo que hemos demostrado que
existen dos enteros consecutivos ni y n 1 + 1 en I. Sea n � /11, entonces existen enteros
no-negativos m y r, tal que O r <n, y

2n	 =mni +r.
Entonces

rz=r(ni+ 1) +(n i —r+m)ni ,

el cual esta en I por la propiedad	 Esto demuestra que 71 e I, Vn no = n i .	 A

A.9 Sean los eventos, A,,, n �. 1, tales que satisfacen

I) Si Al cA2 c... y A =-13)
CI)

ii)- Si A l =.42 ... y A =n A,,.
n=1

Entonces en estos casos se cumple.

lim P(	 = 13(



A.10 Si A' tiende a la matriz cuyas entradas son iguales a cero, cuando n tiende a infinito,
entonces (I— A) tiene inversa y está dada por 

(1 — A)
-
' =I+A+A2+... = E A k

k=0	 •
BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

Demostración:      

q. SARER HE MIS HIJOS
RARA MI GRANDEZA

Consideremos la identidad:

(1)	 (I— A)(I+ A+ A 2 + ...+ A 11-1 ). An .

Por hipótesis, se tiene que (I— A n) tiende a 1, cuando n tiende a infinito. Entonces para n
suficientemente grande (1— A n) tiene determinante distinto de cero. Además como el
determinante del producto es el producto de los determinantes, de (1) se sigue que (I — A) tiene
determinante diferente de cero, por lo tanto tiene inversa.

Multiplicando ambos lados de (1) por (1 — A)' 1 se tiene que

l+A+A 2 	 = (I— A) -1 (I— An).

Pero como el lado derecho de la igualdad anterior tiende a (I — A)' , cuando n --> co,
tenemos

(I— A)-1=I+A+442+....;j5Ak.

A.11 Sea P una matriz de probabilidades

(

 de transición dada por (2.1) del Capitulo 3, es decir

P=
R o)

S Q

Supongamos que las matrices R, O, S y Q tienen orden r x r, r x s, s x r
respectivamente.

Y S X S,

Si 7C. es la distribución estacionaria con respecto a R , entonces

(I — Q)- 1 Sin* = (I — Q) -1 (I — Q)l s rc . = 1.rc,
con

1 := Vector columna de unos en cada una de sus entradas, de dimensión r x 1.
1* := Vector columna de unos en cada una de sus entradas, de dimensión s x 1.  
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Demostración:

Realicemos primeramente el producto de la matriz S con el vector columna 1.

( S11	 512	 Slr 1 Su + Su+ •—+ Sir

(1) S x 1 = S2I	 S22	 •••	 S2r
•

1 S21 +S22 ÷ ••• ±S2r

••
.

\ S3 1	 S32	 •••	 S „ 1
sx1

+ Ss2 +	 + S„

1 —qii
1 —q21 —q22 ••• Q2s

•

1 —qn—q52—...-455 _

Como (I Q) es igual a

1—.g il 	 —q12	 —q13

	

—q21	 1 —q22	 —q23	 •••

	

—Q31	 —Q32 1 Q33	 ••• —q3s
e

:	 • •

	

—q51	 —(152	 —qs3	 ••• 1—	 _ 

(I — Q) =

84

se tiene que (I— Q)1` es igual a

(2)	 (I— Q)1* =

1 —qii	 —...—qis

1 — q21 —q22 —...—q2s
1 — q31 — Q32 ••• Q35

•
•
•

1 —	 qs2— •••

Por lo tanto de (1) y (2) concluimos que.

(I— Q)' S1' = (I— Q)- I (I — Q)l'at.
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