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Introduccion.

El presenté traba&o tiene como objetivo presentar un estudio de los principales con-
ceptos relacionados con la teoria de sistemas dindmicos discretos, de los métodos para
detectar y analizar propiedades relevantes de los mismos y de revisar algunos casos
en los que esta teoria es aplicable.

En el (japitu_lo I, introduciremos el concepto de “sistema dindmico discreto” y re-
visamos algunos de los comportamientos dindmicos que se presentan en estos. Ademas
de introducir los teoremas y conceptos bésicos, estudiamos familias parametrizadas
de sistemas dinamicos y categorizaremos los distintos tipos de fenomenos que se pre-
sentan.

En el Capitulo II desarrollaremos una de las definiciones de caos. Esta definicién
es motivada por el estudio detallado del comportamiento en la dinamica de dos fun-
ciones en particular: la funcién logistica y el mapeo corrimiento. Una vez conocida
la definicién de caos, observaremos algunos resultados que en ciertas ocaciones nos
facilitaran el determinar cuando el sistema es caético. Finalizando este capitulo con
el importante resultado, que nos asegura que la funcién logistica es cadtica, sobre un
- conjunto de Cantor.

En el Capitulo IIl, obtendremos una manera “distinta” de observar si un sistema
es cadtico y desarrollaremos algunos importantes resultados acerca de esto. También
veremos, como son los conjuntos donde los sistemas discretos son cadticos, llegando

a unos sorprendentes e interesantes resultados, que embrionariamente se han desar-
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rollado en los anteriores capitulos. Trataremos de ver cual es la estructura y medida
de tales gonjuntos y veremos que la medida convencional (es decir, la medida de
Lebesque) no se adaptan a éstos, al no diferenciarlos de otros conjuntos totalmente
distintos. Esto da pie para desarrollar un: medida que resulta ser la indicada para
estos. ‘

La idea basica del Capitulo IV es la de extender los conceptos basicos que
hemos desarrollado para sistemas dinamicos discretos en dimensién uno a sistemas en
dimensién mayor, ademas de tener una definicién de cudndo el sistema en dimensién
mayor séré cadtico.

Por ultimo en el Capitulo V revisamos algunos modelos de comportamientos
biolégicos en los que es posible aplicar las ideas desarrolladas en los capitulos anteri-

ores para su estudio.
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Capitulo 1

Sistemas Dinamicos Discretos.

En este capitulo presentamos los primeros conceptos y resultados relacionados con la
teoria de sistemas dindmicos discretos. Desafortunadamente, el concepto central, que es
el de "sistema dinamico discreto” pertenece a esa categorfa de conceptos que son dificiles
de definir de manera precisa, pero que, no obstante, son muy sencillos de comprender. En
general, entenderemos por “sistema dindmico discreto” a una funcién, f, a la que, para
algdn punto z en el dominio de f, iteramos repetidamente, para generar una sucesién
infinita z, f(z), f(f(z)) = f*(z),.... Empezamos este primer capitulo planteando la
pregunta central de este tema, que tiene que ver con el comportamiento de la sucesién
de iteradas de cada x en el dominio de f y procedemos a describir algunas posibles re-
spuestas a esta pregunta, en términos de puntos fijos y érbitas periddicas o eventualmente
periddicas. Los puntos fijos y érbitas periddicas generalmente tiene la propiedad de atraer
o repeler a las Srbitas de otros puntos. Estas ideas, entre otras, se formalizan en la seccidn
1.1. La funcién f que interviene en el concepto de sistema dindmico discreto es, en prin-
cipio, una funcidn continua por pedazos. Si f es, ademds, continuamente diferenciable,
entonces pueden precisarse las afirmaciones concernientes a la existencia de puntos fijos
y al caracter de éstos como atractores o repulsores. Esto se discute en la seccién 1.2. En
la seccién 1.3 se estudia el interesante caso en el que la funcién que describe al sistéma

dinamico depende de un pardmetro, teniéndose asi de hecho, una familia (parametrizada)

3
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de sistemas dinamicos. Se describe también cémo construir el correspondiente diagrama
de bifurcacion, que es una representacion de los puntos fijos de las funciones de la familia,
en términos de los valores del pardmetro

%

1.1 Concepto De Sistema Dinamico Discreto.

Un sistema dindmico discreto puede ser descrito, de manera intuitiva, como un pro-
ceso mediante el cual una funcién se compone consigo misma, 1na y otra vez. La
pregunta central que nos interesa estudiar puede formularse de manera informal de la
siguiente forma: dado un mimero real z, ;Que propiedades tendré la sucesién z, f(z),
f(x),...7" Mas explicitamente, jconverge esta sucesién hacia algiin punto? Si es asf,
;cémo lo hace? | De manera monétona? ;O de manera oscilante? Si no converge,
iserd divergente? Si no es ni convergente ni divergente, jpuede decirse algo de ella?

Llamaremos al comportamiento de estos puntos bajo las iteradas de la funcién,
lo dindmica de la funcion. Para el anélisis de la dindmica de los sistemas discretos,
comenzaremos por definir y categorizar los mas simples tipos de comportamiento
que se presentan en éstos. En este Capitulo presentaremos los principales conceptos
asociados con sistemas dindmicos reales, es decir con sistemas caracterizados por
funciones f : R — R. Estaremos interesados en funciones f tales que el rango de f
estd contenido en el dominio de f, para poder realizar las composiciones.

Existen muchos objetos importantes desde el punto de vista dindmico asociados

con una funcién. El primer tipo de objetos son los llamados puntos fijos.

Definicion 1.1.1 Si f es una funcidn y adémas f(c) = ¢, entonces ¢ es un punto

fijo de f.

'Aqui, f*(z) denota la composicin de f(z) con ella misma n veces; es decir, lz) =
(fofo- o f)z).
e e

nveces
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Una funcién real de variable real f tiene un punto fijo en ¢, si y solo si el punto
{¢,c) eséa en la grafica de f. Asf que una funcién tiene un punto fijo en ¢, si y solo si,
la grafica intersecta la linea y = z en el punto (¢, ¢). El signiente tecrema nos ayudara

L

a decidir cudndo una funcién f tiene puntos fijos.

Teorema 1.1.1 Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y sea f una funcidn continua tal

que f:1— I . Entonces, f tiene un punto fijo en I.

Demostracién: Si f(a) =a & f(b) =b, entonces a 6 b serfa el punto fijo y habriamos
terminado. Asf que supongamos f(a) # a y f(b) # b. Ademds sea g(z) = f(z) — .
Como g(z) es la diferencia de dos funciones continuas, ésta es una funcién continua.
Ademés como f(a) # ay f(a) estd en [a,b] entonces f(a) > a. De esta misma méﬁéfﬁ
se obtiene que f(b) < b. Asi que g{a) = f(a) —a > 0y g(b) = f(b) — b < 0. Como
g es contiriua, el Teorema del Valor Intermedio implica que existe ¢ en [a, 4] tal que
g(e) =0. Pero g(c) = f(c) — ¢, asi que f(c) =¢. O

En el Teorema 1.1.1, hemos probad.o que si la imagen de un intervalo cerrado bajo
un mapeo continuo esta contenido en el intervalo, entonces el mapeo tiene un punto
fijo en el intervalo. A continuacién mostrafemos que existe un punto fijo-cuando la

contencién se da en el sentido opuesto.

Teorema 1.1.2 Sea I un intervalo cerrado y f : I — R una funcidn continua. Si

f{I) DI, entonces f tiene un punto fijo en I.

Demostracién: Sea 1 = [a,b] , como f(I) D I entonces existen ¢ y d en [ tal que
fley=ay f(d)="b. Sic=aéd=bhabremos terminado. Si no, entonces a < r < b
y a <d < b Sidefinimos g(z) = f{z) — x, entonces g(c) = fle) —c=a—c< 0 ¥y
g(d) = fld) —d =b—d > 0. Como g(c) <0y ¢g(d) >0,y ademés g es continua,
el Teorema del Valor Intermedio implica que existe e, entre ¢ y d (¥, por tanto, en I)

que satisface g(e) = 0 y por lo tanto f(e) =e. [
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Otra categoria importante de puntos asociados con f son los puntos periddicos.

L
 Definicién 1.1.2 Bl punio x es un punto periddico de f con periodo primo & si

FFzx) =z y ademds f™{z) # = para 0 <% < k.

En otras palabras, x es un punto periédico de f con periodo k si x es un punto fijo
de f*. Esto es, z tiene perfodo primo kg si  regresa a su lugar de inicio, exactamente

después de kg iteraciones.

Definicion 1.1.3 £l conjunto {f"(z)}>. , de todas las iteradas del punto z es lla-
mado la érbita 2 de x y st z es un punio periddico de periodo primo kg, entonces el
conjunto {z,f(:c), iz, ... ,fkﬂ"l(:u)} se llama 6rbita periddica o ciclo periédico de

f

Otros dos tipos de puntos son eventualmente fijos y eventualmente periédicos, los

cuales definirtemos a continuacidn.

Definicién 1.1.4 z es un punlo eventualmente fijo de lu funcion f si eviste N € N
tal que 1 (z) = 7 (x) siempre que n > N. El punto = es eventualmente periddicu

con periodo k, si eriste algin N tal que f™* (z) = f* (x) siempre que n > N.

Definicion 1.1.5 Sea f una funcidn y p un punto periddico de f con periodo primo
k. Entonces diremos que x converge asintSticamente a p si la sucesion {z, f*(x), -

f¥(z), f*(z),..} convergeap.

En otras palabras, si el lim,_,, f* (z) = p diremos que la sucesién que inicia en z

converge asintoticamente a p.

Definicién 1.1.6 £l conjunto estable de p, denotado por W* (p), consiste en todos

los puntos que son convergentes asintdlicamente a p. Si la sucesién {lz], [f(x)].

?Se entiende que f°(z) = z.
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|F2(z), [f3(2)|,. ..} crece sin cota, entonces lo sucesion que inicie en el punto
z divesge asintdticamente a co. El conjunto estable de co denotado por W*(cc),

consiste en todos los puntos que son divergentes asintdlicamente a co.
“ -

Como nos sugiere el teorema 1.1.3, los conjuntos estables de dos distintos puntos

fijos, no pueden tener puntos en comun, %.€., no se intersectan.

Teorema 1.1.3 Sip y q son dos puntos periddicos distintos, entonces

We(p)nW*(q) = 0.

Demostracién: Sean p; v pp puntos periédir;os de periodo k; ¥ ky , respectivamente.
Mostraremos que si W* (p1) N W*(py) # 0, entonces p;y = pa. Sea z en W?(p) N
W (pa). Entonces para cada £ > 0, existen Ny y Ny tales que n > N, implica
| pr— [ (2) |< £ vy n > N implica | pp ~ f™2 (2) |< 5. Si M es mayor que Ny y
N, entonces n > M implica ambas | p; — /™ (2) |[< § y | po — f ™2 (z) |< . Por

la desigualdad del triangulo tenemos

| p1—pa |=| p1 — [ 52 () + ™92 (z) — py |
. £
2

As{ hemos demostrado que la distancia entre p; y p, es menor que £ para cualquier

o L £
Ap=msip = R () [+ PR ) i< g+ =

€ > 0; esto implica p; = p,. O

A continuacién veremos uno de los primeros resultados importantes en la teoria

de los sistemas dindmicos discretos.

Teorema 1.1.4 Si una funcidn continua de mimeros reales, f : R — R, tiene un
punto periddico de periodo primo tres, entonces tiene puntos periddicos de todos los

periodos primos.

Demostracién: Sea {a,b,c} una érbita periddica de periodo tres, de la funcién con-

tinua f. Sin pérdida de generalidad, tomaremos a < b < ¢. Asi que solo hay dos
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casos, f{a) =b 6 f(a) = ¢. Supongamos f(a) =b. Esto implica f(b) =cy f(c) =a
(1a prueha para el caso f(a) = ¢ es muy similar y por lo tanto no se desarolla).

Sea Iy = [a,b] y sea [; = [b,c]. El Teorema del Valor Intermedio implica que
f(L) 2 I, f(I) D Ly f(1) D fo. Como, }(Il) D 11, el Teorema 1.1.2 implica que f
tiene un punto fijo en f;. Ahora, sea n un niimero natural mayor que 1. Supongamos
que existe una sucesién encajada de intervalos cerrados, I, = As DA, DA D .. D
A, con las siguientes propiedades.

(1) Ao = 11.

(2) f(Ar) = Agpipara bk =1,2,...,n—2

(3) f*(A) = L para k= 1,2, ..n—2.

(4) f7H(An1) = o

(5) /" (An) = I1.

Como A, C I, la propiedad (5) y el teorema 1.1.2 implican que f™ tiene un punto
fijo en A,. Por supuesto esto es lo mismo que decir que f tiene un punto peri'édiro
p con periodo primo 7 en 4,,. A continuacién usaremos las cuatro condiciones para
mostrar que p tiene periodo primo n. '

Si p es un punto periédico de perfodo n en A, entonces las propiedades (1) y (3)
implican que, el conjunto {p, f(p), f4(p), ..., /" *(p}} estd en Iy = [b,c] y ademas la
propiedad (4) implica que f"~! (p) estd en Iy = [a,b]. Sip = ¢, entonces f(p) = a
la cual no-estd en I, Como la dnica de las primeras n iteradas de p que no estd en
Iy es f*71, esto nos daria como resultado n = 2. Asf que, esto contradice el hecho
de que el perfodo primo de ¢ es tres. Por lo tanto, p debe de estar en el intervalo
semi-abierto {b,¢). Si p = b, entonces, n = 3, como f%(p) =a, el cual noestd en Iy y
la unica de las primeras n iteradas de p la cual no estd en I es f™! (p). Daremos por
‘hecho que n no es tres. De aqui se sigue que p debe de estar en el intervalo abierto
(b,c). Como fm!(p) estd en Iy = [a,8], /" !(p) no es igual a p y asi es que p no

puede tener periodo primo 7 — 1. Si el periodo primo de p fuera menor que n - 1,
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entonces la propiedad (3) y el hecho de que p no es b ni ¢ implican que la drbita de
p esté gontenida en (b, c) y esto contradiria la condicién (4). Como f"!(p) no es un
elernento de (b, ¢}, esto nos muestra que p deberd tener perfodo primo n.

Para completar la prueba, demostrare;los la existencia de la sucesion de intervalos
cerrados, usada anteriormente, para cada ntimero mayor que 1.

Sea n € N,n > 1. Obviamente podemos elegir Aj tal que Ay = I, y la propiedad’
(1} es satisfecha. Las siguientes propiedades usan el hecho de que si f es una funcién
continua y ademas J y K son intervalos cerrados tales que f(J) D K, entonces
existe un intervalo J, tal que Jy C Jy f(Jy) = K. BEste es un resultado claramente
intuitivo, que se demuestra apelando de la continuidad de la f1,1ncién J. Ahora, como
Ao = Ly f(Ii) D I, tenemos que f(Ao) D Ap y asi es que A, estd contenido
en Ap de tal manera que f(A;) = Ay. Como A; C Ap esto implica f(4;) D A,.

Consecuentemente. existe un A, C A;, tal que f(A4y) = A;. Continuemos de esta

. manera y constinvamos A para k =1,2,....,n — 2. Comu es requerido en cada caso.

encontraremos Ay contenido en Ax_; tal que f(Ay) = Ap_y para k = 1,2, ..., — 2
como es requerido por la propiedad (2). Adn més, f(A4:) D A para cada k, asi
que el proceso de definir intervalos A; puede continuarse indefinidamente. Entonces
f(Ar) = Ax | implica

F2(Ae) = F(f (AR)) = f (Ar-r) = Aies

P AR) = F(F*(AR)) = f(Ar—2) = As_s

FHAR) = f(f* (Ax)) = F(Ak-3) = Ax-s
y asf sucesivamente, hasta llegar a f*(A,) = Ay = ), paracada k = 1,2, ...n— 2
como es requerido en la propiedad (3). Para definir A,_; de tal manera que satisfaga
la propiedad (4) notemos que

[P (Anma) = F U™ (Anm) = £ (1) D I
entonces, existe un A,_; C A, tal que

fﬁ_l(A'n—l) = I
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Y asi finalmente, de

F A1) = A))=Fl) D 4
se sigﬁe que existe un A, C An-1 tal que " (An) = i como es requerido por la
propiedad (5). 3 *

El Teorema 1.1.4, no obstante lo sorprendente que pudiera parecer, es sélo un caso
especial del teorema general de A. N. Sarkovskii probado en 1964. Este interesante
resultado, tiene ademaés la propiedad de que sélo depende de la continuidad de la
funcién f en cuestidn.

En su teorema Sarkovskii considera un orden en los enteros, el cual es necesario

definir a contimacidn.

Definicién 1.1.7 (Orden de Sarkovskii) . El orden de Sarkovskii de los niimeros

naturrales es el siguiente.
3 =507 ..>2:3-2:5>2.7T» ...
223205520 T 232 B0 T
=223 2t 9 ]
a > b indica que el nimero a precede al mimero b en el orden.

Cada niimero natural puede ser encontrado exactamente una sola vez en el orden de

Sarkovskii.

Teorema 1.1.5 [Sarkovskii, 1964] Supongamos gue f : R — R es una funcidn con-
tinua y que [ tiene un punto periddico, con periodo primo n. Sin > m en el orden

de Sarkouskii, entonces f tiene también puntos periddicos con periodo primo m.

Demostracién: Presentaremos una prueba al teorema de Sarkovskii propuesta por

Block, Guckenheimer, Misiurewicz y Young. La prueba depende principalmente en
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dos observaciones que usaremos comunmente. Para dos intervalos cerrados, I; e I,
introdugiremos la notacién [; — I, para indicar que f(I;) cubre a I5. Si encontramos
una sucesién de intervalos [y — I — ... — [, — [, entonces por nuestras obser-
vaciones previas estard demostrado que efciste un punto fijo de f™ en I;,. Primero
asumiremos que f tiene un punto periédico z de periodo n con n impar y n > 1.
Supongamos que f no tiene un punto periédico de periodo primo impar y menor que
n. Sean Ti,..., Ty los puntos en la Orbita de x, enumerados de izquierda a derecha.
Notemos que f permuta al elemento z;. Claramente, flz,) < z,. Escojamos la
mayor ¢ para la cudl f(z;) > z;. Sea I; el intervalo [z;, z;1). Como f(z,41) < i1,
se sigue que f(z;41) < z; y asl tenemos que f (I;) D ;. Por lo tanto, I} — I;. Como
x no tiene perfodo 2, no puede ser que f(zy41) = 23 ¥ f(2:) = iy, asi que f(Ih)
contiene al menos algin otro intervalo de la forma [z, 2;41] al cudl llamaremos 1.
Por lo tanto I7 — Is.

Elijamos ahora los intervalos I, ..., [ tales que f(I;) D ;4. Como n es impar,
existen més ;s de un lado de /; que del otro, asi que algunas z;’s debén de cambiar
de lado bajo la accién de f y algunas no. Consecuentemente, f(I,) D [; para alguna
k. Entonces I} — Iy — ... = [y — I;. Tomemos la méas pequena de las k para la cuél
ésto pasa, i.e., [} — Iy — ... — [, — I; el camino més corto de I; a I, por supuesto
exceptuando f; — I;. Esta construccién esta representada esqueméticamente en el
siguiente diagrama.

Ahora; s1 K < n— 1, entonces alguna de las vueltas I, - I, — ... = [, —~ [, 6
Iy - ... = Iy — .. —=I) = I nos da un punto fijo de f™ con m impar y m < k.
Este punto debe tener periodo primo menor que k, pues I; N I, consiste de un solo
punto, y este punto tiene perfodo primo mayor que m. Asf que k = n—1. Como k es
el menor entero que funciona, no podemos tener I, — {; para cualquier 7 > [ + 1. Se
sigie que la Srbita de x debe de estar ordenada eh R en una de dos posibles formas,

como es descrito en la figura 1.2.
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A Ny
i
/ SN
Ty /13
Ik_z(""—-—_._ w’fi‘

—_

Figura 1.1: Un posible ordenamiento de los I;.

Figura 1.2: Otro de los posibles ordenamientos

Se sigﬁe que podemos extender el diagrdma descrito en la figura 1.1 al mostrado

en la figura 1.3.

El teorema de Sarkovskil para el caso especial en el que n es impar es ahora
inmediato. Periodos mas grandes que n estan dados por ciclos de la forma [; —
In.1 — I} — ... = I y los periodos pares mas pequefios estdn dados por ciclos de la

forma I} — I,_o — I y asf sucesivamente.

Para el caso de n par, primero notemos que f debe tener un punto periédico de
periodo 2. Esto se sigue de los anteriores argumentos si es que podemos garantizar
que algunas z; cambian de lados bajo f y algunas no. (Usemos el hecho de que

oy +—I,_9y I,.1 — I,_2). Sieste no es el caso, entonces todas las z; deben de
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Pigura 1.3:

cambiar de lado y asi

flz1, 2] D [$f+1,3‘3n] Y f[mz'+1,i€N] 2 [331=$i]-

Pero entonces, nuestras anteriores observaciones producen un punto periddico de

periodo 2 en [z, 7).

El teorema ahora debera ser probado para n = 2™ como sigue. Sea k = 2! con
[ < m. Consideremos g = fH 2. Por suposicion, grtiene un punto periodico de
perfodo 2™%*1 Por tanto, g tiene un punto de periodo 2! para f. El caso final es
ahora m = p-2™ donde p es impar. Este caso puede ser dedﬁcido de los dos anteriores

y asi hemos terminado. [J

1.2 Diferenciabilidad.

Todos los resultados que se han presentado anterioremente en este trabajo han sido

validados bajo la Gnica suposicién de que la funcidén f : R — R, que caracteriza al
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sistéma dindmico en consideracidn, es continua. Veremos ahora cémo la discusién se
enriqueee al considerar que f es diferenciable.

Kl Teorema. 1.1.1 nos dice que cualquier funcién continua que mapea un intervalo
cerrado de nuevo en sf mismo, tiene por lo!hmenos un punto fijo. Si ademaés la funcién

es diferenciable en el intevalo cerrado y el valor de la derivada en valor absoluto es

menor que 1, obtenemos un resultado mucho més fuerte.

Teorema 1.2.1 Sea I un intervalo cerrado y f : I — I una funcidn diferenciable que
satisface | f' (z}| < 1 ¥ z € I. Entonces f tiene un tinico punto fijo en [. Aun mds si

z ey son dos puntos cualesquiera en [ y x # vy, entonces |f{x) — [ (v)| < |z —y|.

En la hipétesis del Teorema 1.2.1 hemos tomado f como diferenciable en I. En
consecuencia, f debe ser continua en I. El teorema 1.1.1 nos garantiza que f tiene
un punto fijo. La condicién adicional de diferenciabilidad nos garantiza que [ tiene
un lnico punto fijo en /. Ademés los puntos en [ se acercan entre sf a medida que
iteramos la funcién. De hecho podemos demostrar que J esta contenido en el conjunto
estable del tnico punto ﬁjo; Demostracién.: Comenzaremos demostrando la segunda
parte del teorema. Sean z y y cualesquiera dos puntos en I que satisfacen z # . Sin
pérdida de generalidad asumiremos z < y. Por el teorema del valor medio, existe ¢

en [z,y] tal que

oy - ) = f)
|f (C)l_ . Ix—yl

Como ¢ estd contenida en [z,y] C I, vemos que |f(z)— f(y)] < |z —y| (pues
|f'(c)] < 1), como era deseado. Sélo nos falta mostrar que el punto fijo de f (que
existe, en virtud del Teorema 1.1.1) es tinico. Sea p un punto fijo y sea x cualquier

otro punto en I. Hemos mostrado que

lp = f(=)| = |f(p) = f{=)] < lp— 2.
As{ se sigue que f (z) # = y = no es un punto fijo de f . Asf que, p es el unico punto

fijode fenI. O



1.2. DIFERENCIABILIDAD. 15

Con la hipotesis de que f es diferenciable es posible hacer conclusiones mucho
mas espgcificas acerca de la dinamica de la funcién. Si suponemos ademaés que la
derivada es continua, es decir, si suponemos que f € C!(J), podremos extraer ann
més informacidén sobre la dindmica de la%funcién. llustramos ésta afirmacién por
medio de los siguientes ejemplos.

a) Sea f(x) = 1z + 2. Resolviendo 1z + 3 = x encontramos que 3 es el tinico
punto fijo de f. Notemos ademés que f ' (x) = % ¥V z. Asi que, si z es cualesquier
nvmero real distinto de 3, entonces el teorema del valor medio implica que existen

niimeros reales ¢;, ¢y y €3 tal que
, 1
1)~ J@) = /el o - 3 = 21z - 3

72 (@) = P2 @) =1 (1] (@)~ @) = 55123

[7) = £@)] = 17 ()l |20 - £23)| = 1= =31

Generalizando, encontramos que
n ) 1
@)= @)= o lo -3

Como f"(3) = 3, concluimos que f"(z) converge a 3 ¥ & estd en W ¥(3). En
consecuencia, tenemos que W ° (3) = R.

b) Ahora sea r (z) = —%m + g. Una vez més, 3 es el unico punto fijo, pero esta
vez 7/ (z) = —3. Usando el Teorema del Valor Medio, como en la parte a), podemos
mostrar que W ?(3) = R. Notemos la relacién entre el signo de la derivada y el
comportamiento de z bajo la iteracién de la funcién. En f la derivada es positiva y
T se aproxima a 3 por un solo lado. En r la derivada es negativa y las iteradas de =
se aproximan a 3 oscilando de un lado a otro.

¢} Sea g (z) = 2z — 3. De nuevo, 3 es un punto fijo, pero la derivada es pc;sitiva

y mayor que uno en valor absoluto. Antes de continuar, consideraremos la signiente



16 CapriTuLo 1. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS.
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Figura 1.4: Analisis grafico de f(z) y r(=).

pregunta: ;Que implicaciones tiene el valor el de la derivada en el comportamiento
de las érbitas?.
Como ¢ (x) = 2 para todo z, el teorema del valor medio implica que existen
¢1,Co,-.- tal que
9(2) — g (3| = i¢' (c)| ] = 3] = 2]z~ 3]
19 (7) ~ ¢ (3)] = ¢’ ()l 19w — 9(3)] = 2| — 3]

19°(5) — 57(3)] = g’ (el |9™ (&) — g (3)] = 2° |~ 3
Como ¢" (3) = 3, la distancia de g™ () a 3 crece sin cota, cuando n tiende a co. Por
lo tanto, z estd en W * (00) y el W #{00) = (—0o0,3) U (3, 00).

d) Consideraremos s6lo un ejemplo més, k(z) = —2z + 9. Una vez més 3 es
un punto fijo. Esta vez el valor de la derivada es -2, la cual es negativa y mayor
que uno en valor absoluto. Como podemos ver, el conjunto estable de infinito, W
*(00) = (—00,3) U (3,00) y las iteradas dé & se alternan de un lado a otro de 3,
alejandose del mismo.

Los ejemplos anteriores sugieren el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 Sea,r f una funcion de clase C* y p un punto fijo de f. Entonces

| f/{p) |< 1 implica que eziste una vecindad de p que estd totalmente contenida en
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we(p); | f(p) |> 1 implica que eziste una vecindad de p tal que todos sus puntos

dejan (a6 decir, se salen de) lo vecindad bajo las iteraciones de f.

Demostracién: Sea f una funcién diferengiable con derivada continua, supongamos
que p es un punto fijo de f, y supongamos | f'(p) |< 1. Deseamos encontrar una
vecindad de p que esté contenida en W* (p). Nuestra estrategia consistiré en encontrar
§>0ye>0tal que | f'(3) |< 1~¢ para toda z € (p—6,p+6). Entonces
aplicaremaos el Teorema del Valor Medio para probar que (p — 6,p+6) € W*(p).
Sea £=1(1—|f'(p)]). Como | f'(p) |< 1, & > 0. Para encontrar § usaremos la
continuidad de f'. Como, por hipétesis, [’ es continua, entonces existe § > 0 tal que
[f'(z) — F'(p)| < € silempre que | p — 2 |< §. Equivalentemente, | f'(x) — f'(p) |< &

cuando x € {p — 6,p+ §), entonces

| f@) - @)+ )|

| F@~ @) |+ @)

< et ()]

= 201/ @)+ /)]

- sz lre =[50 1@ =1

| (=) |

INA

Asi que si z estd en (p~ 6,p + &), entonces | f'(z) |< 1 — . Esto nos recuerda que
[ (z) converge a p cuando z estd en (p — §,p+ 6).
Sea z € (p~6,p+06), z # p. Por el Teorema del Valor I ntermedio, existe una ¢

entre  y p tal que | f(z) —p |=| f(z) — fp) |=| f{c)||z—p | Comolc debe de

estar en el intervalo (p — §,p + 6), esto implica que

| fl@)-fp)I<(1-e}|z~p].

“ Iterando el proceso tenemos que

| fiz)-pl<(t-e)*|z-p|



18 CapiTuLo 1. SIsTEMAS DINAMICOS DISCRETOS.

y por induccion tenemos que

® -

| ffz)=-pl<(l-¢)"|z—p].

.
Ahora, como (1 — &) < 1, se sigue que (1 — &) converge a 0 cuando n tiende a co.

Entonces, podemos concluir que | f*(z) — p | se aproxima a 0 y f"(x) converge a p
cuando n ~ oo. La prueba para el caso | f/(p) |> 1 es similar. O
Los puntos fijos en los que la derivada de f, en valor absoluto, es distinta de uno

son lo suficientemente importantes como para tener su propio nombre.

Definicién 1.2.1 Sea f : R — R. S f(p) =py|f'(p)| # 1 entonces p es llamado
punto hiperbélico. Si|f'(p)| < 1 p es un atractor; si |f'(p)| > 1 p es repulsor.

Pero, nos hemos preguntado ;jqué pasa cuando un punto tiene derivada ignal a 1 6
-17 Estos puntos fijos son llamados puntos fijos no-hiperbélicos. La dinadmica en una
vecindad de un punto no hiperbdlico es generalmante impredecible,

Recordemos que un punto periédico con perfodo n de la funcién f es aquel el cual

es un punto fijo de f". De este hecho se deriva la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2 Sea p un punto periédico de la funcidn diferenciable f con periodo
primo k. FEntonces p es un punto periddico hiperbolico st | (f¥)(p) |#£ 1. Si|

(F5Y(p) |= 1, entonces p es un punto periddico no-hiperbélico.

Y de la misma manera, que en el caso anterior, de la definicién 1.2.2 se deduce el

sigutente resultado.

Teorema 1.2.3 Sea f una funcidn de clase C' y p un punio periddico de f con
periodo primo k. St | (f*)(p) |< 1, entonces ezistird un intervalo abierto que contiene
ap que o su vez estd contenido en el conjunto estable de p. Si| (f*)(p) |> 1, entonces
existird un intervalo abierto que contiene a p tal que todo punto en el intervalo debera

dejarlo, a excepcidn de p, bajo la fteracidn de f*.
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La demostracion del Teorema 1.2.3 es una extensidn de la prueba del Teorema 1.2.2,
por lo tento no sera desarrcllada en el presente trabajo.

Hemos observado que cuando p es un gunto periddico de f con periodo primo k&,
y la derivada de f* en p es menor que uno en valor absoluto, los puntos cercanos a
p son atraidos a p bajo la iteracién de f*. De otro modo, si p es un punto periédico
de f con periodo primo k y la derivada de f* en p es mayor que 1 en valor absoluto,
entonces los puntos cercanos a p se van alejando de p bajo la iteracion de f*. Asi que

introduciremos la siguiente definicién.

Definicidén 1.2.3 Sea p un punto periddico de f con periodo primo k. Si |(j’“) ’(p)’ <
1, entonces p es un punto periédico atractor de f. Si l(fk)’(p)l > 1, entonces p es un

punto periédico repelente de f.

1.3 Familias Parametrizadas de Funciones y Bifur-
~ caciones.

Un importante tdpico en el 4rea de sistemas dindmicos es el anélisis de familias
parametrizadas de funciones. Por una familia de funciones nos referiremos a una
coleccién de funciones del mismo tipo general. Consideremos, por ejemplo, la familia
de funciones lineales de la forma f,, (z) = mz donde m varia en los niimeros reales.
La variable m es llamada pardmetro y la familia representada por | fm (2) = mz es
llamada lu familia parametrizada.

Estamos interesados en entender cédmo cambia la dindmica de las funciones de una
familia, cuando lo hace el pardmetro que de la familia. Para ilustrar esto veamos el

siguiente.ejemplo.

Fjemplo 1.3.1 Consideremos la familia parametrizada f, (z} = mz: Para todos los

valores de m, excepto 1, esta claro que el unico punto fijo de f,, es 0.
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Si m < —1, entonces la Definicién 1.2.1 implica que 0 es un punto fijo hiperbdlico
repelemte y todos los otros puntos estn en el conjunto estable de infinito, W¥ (o).

Si m = -1, entonces todos los pu;étos, excepto 0, son puntos periédicos con
perfodo primo dos.

Cuando —1 < m < 1, 0 es un punto fijo atractor y W*(0) = R.

Sim = 1, entonces todos los puntos son fijos.

Finalmente, cuando m > 1, 0 es un punto fijo repelente y todos los otros puntos

estan en el conjunto estable del infinito.

t+ ¥

~3r

ML

Figura 1.5: Diagrama de bifurcacién, para la familia de funciones Jfm{z) = mz note-
mos que la dindmica de la funcién cambia cuando el pardmetro pasa por —1 y 1.

Notemos que la dindmica de la familia f,, (z) = m& no cambia para grandes
intervalos de valores del pardmetro. Entonces para un valor de pardmetro particular
(i.e.,—1y 1), la dindmica del sistema cambia de una manera repentina, después de
esto, de nuevo permanece constante por un intervalo prolongado. LLamaremos a
estos cambios repentinos en la dindmica, bifurcaciones. Notemos también que cero
es un punto fijo y que | f'(0) =1 cuando m = 1 6 —1. La presencia de puntos fijos
no-hiperbolicos para valores de pardmetros en los cuales se presenta una bifurcacién

son tipicos.
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Definicién 1.3.1 Sea f. (z) una familia parametrizada de funciones. Entonces existe

una bifwrcacion en cy st eziste € > 0, tal que paru a y b que satisfagan cg—e < a < ¢

yco < b <cote, la dindmica de f,(x) es distinta de la dindmica de f,(x). El ndmero
)

cop se llama valor critico del pardmetro c.

En otras palabras, si la dindmica del sistema correspondiente al valor del parametro
a, con ¢g — € < a < ¢ es distinta de la del correspondiente al valor b, con ¢ <
b < ¢p + € entonces se dice que ha ocurrido una bifurcacién en ¢ la dinémica de la
funcién cambia cuando el valor del pardmetro cruza a travéz del punto cy. Que la
dindmica cambie significa que, por ejemplo, un punto fijo cambia su tipo de estabilidad
(atractor/repulsor), o que se generan o desaparecen puntos periodicos, etcétera.

En los siguientes ejemplos, veremos algunos de los distintos tipos de bifurcaciones

que se presentan en las familias parametrizadas de funciones.

Ejemplo 1.3.2 Consideremos la familia de funciones F. = ¢**". Examinemos la
dindmica de esta familia usando andlisis grafico. Notemos que mientras el valor del
parametro crece, la forma de la grafica permanece igual, pero esta se mueve a la
izquierda.

Un cuidadoso examen, nos revela que existen tres casos: La grifica de £(z) v
Y =  se intersectan en exactamente dos puntos, la gréfica de E (z) y y = x tienen
un solo puhto de tangencia y ﬁnalmente el caso donde las gréficas no se intersectan.

Si ¢ < —1, entonces las graficas de E(z) y de y = z se intersectan en dos puntos
como se muestra en la figura 1.6. |

Denotemos estos dos puntos de interseccién a y &, con @ < b Notemos que
ambos a y b son puntos fijos y que 0 < E'(a) < 1,y E'(b) > 1. Asf que, a es
un punto fijo hiperbélico atractor y b es un punto fijo hiperbélico repelente, ademas
W*(a) = (~o0,b) y W¥(o0) = (5,00). |

Cuando ¢ = —1, los dos puntos fijos se funden en uno solo, localizado en z = 1.
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Figura 1.7: Caso en el que ¢ = ~1

Este punto fijo es no-hiperbdlico ya que F_;’(1) = 1. El anélisis grifico nos muestra
que W*(1} = (—o0,1] y W¥(oo) = (1,00). Este caso estd también ilustrado en la
figura 1.7.- | |

Finalmente, si ¢ > —1, entonces las grificas de £(z) y ¥ = = no se intersectan
¥ en consecuencia , £(z) no tiene puntos fijos. Como F(r) es continuo, el tecrema
de Sarkovskii implica que £(z) no puede tener puntos periddicos cuando ¢ > —1 y

ademés W (oo) = R. Esto se muestra en la figura 1.8

Antes de continuar con otro ejemplo, queremos hacer notar algunas caracteristicas

de este ejemplo. Primero, cuando el pardmetro crece y se acerca a —1, los dos puntos
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Y,\ /s.lw el#
y=r
el
>
/// X
Figura 1.8: Caso final ¢ > —1
fijos a y b se aproximan uno al otro hasta que, ¢ = —1, entonces se unen para

formar un unico punto fijo. Inmediatamente después, ellos desaparecen. Este tipo
de bifurcacién es llamada de punto silla (saddle-node bifurcation). El surgimiento y

desaparicion de puntos fijos varia con respecto al pardmetro; esto es un tema comiin

en la dindmica. Segundo, notemos que al momento de la bifurcacidn, el punto fijo es

no-hiperbdlico. Esta es otra caracteristica comin de las bifurcaciones.
| 1
1 X

Figura 1.9: Diagrama de bifurcacién para la familia de funciones E.(z).

Ejemplo 1.3.3 La funcién h, (z)} = rz(1—z) exhibe otro tipo distinto de bifurcacién,

cuando r = 1: Se presenta una bifurcacidn transcritica. Cuando 0 < r < 1. h{x)

tiene dos puntos fijos, uno de ellos el cual es menor que uno v repelente, y otro en 0,
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él’;:cual es atractor. Cuando r = 1, estos dos puntos se convierten en un solo punto

fijo en O#el cual repele puntos menores de cero y atrae a mayores. Finalmente, si

"dix r < 3, observamos que cero se convierte en un punto fijo repelente y de nuevo
"

* emerge un nuevo punto fijo mayor que cero el cudl es atractor. La grifica 1.10 nos

-flustra estos tres distintos casos.

02
a) b) [ ¥ -
T /‘/
0l - *
4 04
[ R S ¥ R | 0l 93 03
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T () B
J/ ol
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Figura 1.10: La gréfica de h,(z)} = rz(1l — =) para valores de tres parametros cercanos
al Ena)r =078 enb)r=1yenc)r =13 Notemos que hj(0) =1 cuando r = 1.
Asi que el punto fijo es no hiperbolico cuando ocurre la bifurcacion.

Ejemplo 1.3.4 Continuando con la investigacién de h, (z) = rz(1 — z) que comen-
zamos en el ejemplo antefior, encontramos que en h, surge una bifurcacién cuando
7 = 3. Hemos visto que h, tiene un punto fijo repelente en cero y un punto fijo
atractor mayor que cero cuando 1 < r < 3. Una rapida observacién a la grafica de h?
nos musstra que A, no tiene otros puntos periédicos cuando  esta en este rango. En

r = 3 el mayor de los puntos fijos esta en 0.75 y es debilmente atractor: i.e., ya no

;
;

es mas un punto fijo hiperbolico, ya que A'(.75) = —1. Cuando r > 3 el punto fijo es
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1.3.
repelente. El andlisis gréfico cuando r = 3.1 nos indica que la mayoria de los puntos
en (0,14 son atraidos, a una érbita periédica de perfodo dos, la cual esta a los lados

del mayor de los puntos fijos. B

Para entender mejor esto, veamos la Y“grémﬁca. de h? en la vecindad del punto fijo
P = ‘"—;—] para valores del pardmetro poco menores de tres, igual a tres y un poco
mayores. Algunos ejemplos se muestran en la figura 1.11. Notemos que cuando el
valor del pardmetro pasa de 3; el valor de (h2)'(pr) pasa de ser menor que uno a
mayor que uno. Asi que, el punto fijo cambia de atractor a repelente. En adicién, la
continuidad de h, réquiere que cuando esto pasa, una orbita atractora de periodo dos
deba ser agregada. Esta drbita es conocida como una bifurcacidn de periodo doble ya
que emerge una oOrbita periddica cuyo periodo es el doble del periode de los puntos
periddicos anteriores.

a) k)

85 P -
/f/ ..g,"’/
S A
oF S % S
o d
) s s
058 083 P
i Vs
e

W 0 #

o 7 "_;5/

/’ -~ -
rd rd

(133 1 05587

135 [] [15] [} [} ki [1] [11] [H] [}]

rueva obta ractine
e parindo 7

Figura 1.11: La grafica de h? donde h,(2} = rz(1l —z) para tres distintos pardmetros.
En (a) 7 =29, en (b)) r = 3 yen (c) r = 3.1. Notemos que el punto fijo atractor
evoluciona en una drbita atractora de periodo dos con un punto fijo repelente entre
los dos puntos de la drbita.
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Capitulo 2

El Concepto de Caos.

Este es el capitulo mds importante de este trabajo. Una vez que hemos presentado los
conceptos generales bésicos para sistemas discretos (de dimensién uno), nuestro objetivo .
es ahora describir cudndo un sistema es cadtico. Es conveniente hacer un comentario
con respecto a la organizacion de este capitulo. Al .ﬂnal del capitulo uno, en el contexto
de familias parametrizadas de funciones, hicimos nuestro primer encuentro con la funcién
logistica, 0 mds precisamente, con la familia de funciones logisticas. La funcion logistica
se usa con mucha frecuencia (es decir, por muchos autores) para discutir el concepto
de caos. La idea, en principio, es sencilla; ya en los ejemplos 1.3.3 y 1.3.4 vefamos que
la funcidn logistica tiene un dnico punto fijo (positivo) atractor si 0 < r < 1, y que si
1 < r < 3 este punto fijo se convierte en repelente y aparece una drbita periodica de
periodo dos. Si se continuan las exploraciones (numéricas) de la dindmica de la funcidn
logistica para valores de r mayores que 3, se ve que la dindmica de algunas drbitas es
“muy complicada”, lo que empieza a dar las primeras indicaciones de la presencia de .
comportamientos cadticos. Sin embargo, dar una definicién de caos basandonos en las
observaciones que se pueden hacer sobre la funcidn logistica es muy complicado. Por tal
razén, para proponer un concepto de caos y para demostrar que la funcién logistica es de
hecho caética, normalmente se sigue (como lo hacemos aquf) un procedimiento indirecto.

El la seccidn 2.1 se discuten aigunas propiedades de la dindmica de la funcién logistica; en

27
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particular se demuestra que el conjunto de puntos en intervalo [0,1] cuyas érbitas, para un
cierto #ango de valores del pardmetro , permanecen en [0,1] es un conjunto de Cantor.
La seccidén 2.2 aparentemente rompe con I%secuencia que se viene siguiendo en el trabajo.
En ésta se discute un peculiar sistema dindmico abstracto: el mapeo corrimiento actuando
sobre el espacio {métrico) de simbolos Q's y 1's. Este es un sistema cuyas propiedades se
estudian con mucha facilidad, y de hecho, entre tales propiedades aparecen tres, que son
los ingredientes centrales de una de las definiciones mas aceptadas de caos. La definicidn
formal de sistema cadtico se da en la seccién 2.3 y se hace el comentario (obvio) de que
el mapeo corrimiento es nuestro primer ejemplo de sistéma cadtico. Finalmente, en la
seccion 2.4 se establece una conexidn entre la funcién logistica y el mapeo corrimiento que
permite concluir (indirectamente, como deciamos) que, para ciertos valores del parametro

r, la funcién logistica es cadtica en un conjunto de Cantor

2.1 La Funcién Logistica.

Retomaremos el anélisis de la familia de funciones, h.(z) = rz{l — z) donde r es
mayor que cero. Esta familia, es un modelo razonable de crecimiento poblacional.
Notemos que la forma de la grifica de h,, es una pardbola abriéndose hacia abajo
con intercepciones enelejexen Oy 1 'ademé.s abre en el punto (%, i—) Las siguientes
afirmaciones se deducen ficilmente a partir de las ideas desarrolladas en el capitulo
anterior,

1.- Resolviendo la ecuacién rz(1 — ) = = se deduce que h, tiene puntos fijos en
0yenp, ==l También, 1y -11; son puntos eventualmente fijos dado que h,.(1) =0
¥ b (2) = pr.

2.- 81 0 <7 < 1, entonces p, < 0. p, es un punto fijo repelente, y 0 es un punto
fijo atractor. El conjunto estable de - es (p.,n: 3:) el conjunto estable de p, es {p,, ];}

y el conjurito estable de infinito es (—o0,p,) U (% oo).
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3.- Cuando r = 1, ocurre una bifurcacién transcritica, p; = 0 y es no-hiperbdlico.
Fl conjunte estable de Qes [0,1], y el conjunto estable de infinito es (—oo, 0} U(1, oo).
‘En general, si r > 1, entonces el conjunto estable de infinito incluye los intervalos
(—o0,0) U (1, 00). )

4.- Si 1 < r < 3, entonces 0 es un punto fijo repelente, p. es un punto fijo atractor,
el conjunto estable de 0 es {0,1}, y el conjunto estable de p, es (0, 1).

5.- Cuando r = 3 ocurre una bifurcacién de perfodo doble. (es decir, el punto fijo
atractor piérde su estabilidad y aparece una 6rbita periodica de periodo dos atractora)
0 atin es repelente y p, es solo débilmente atractor (es decir, | f'(p)| = 1) El conjunto
estable de p, es (0,1).

6.- 51 3 < 7 < 3.4, entonces ambos 0 y p, son puntos fijos repelentes. Notemos
que el conj_unto estable de 0 es atn {0,1}, pero el conjunto estable de p, contiene un
nimero infinito de puntos. De cualquier forma, ahora hay una orbita periddica atrac-
tora de periodo dos y * muchos ” de los puntos en (0,1) convergen asintdticamente
hacia uno de los dos puntos en la orbita.

7. Cuéndo r &7 3.45 ocurre otra bifurcacién de periodo doble v la érbita atrac-
tora de perfodo dos se parte én una orbita atractora de periodo cuatro y una drbita
repelente cie periodo dos.

8.- En el intervalo 3.44 < r < 4 el comportamiento dinamico cambia rapidamente.
Existe una dérbita periddica de periodo tres si 7 > 3.6, asi que por el Teorema de
Sarkovskii sabemos que existen puntos periddicos de todos los ordenes. Por la com-
plejidad de la dindmica cuando r esta en este rango, primero discutiremos que pasa
cuando r > 4.

9.- Supongamos r > 4. Entonces h (%) >1ly % diverge asintéticamente hacia in-
finito. Como h (%) > 1; h(1) = 0y h(0) = 0, el Teorema del Valor Intermedio implica
que existe xp en [0, %] y 1 en [%, U] tales que h{xo) = h{zy) = 1, consecuentemente,

h*(zo) = h*(zy) = 0 y ambos, 5 y ;, son eventualmente fijos.
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Nos gustaria saber cuéles otros puntos de [0, 1] convergen, bajo iteraciones de A,

a “algo’sen [0,1]. Para cada niimero natural n definimos
A, ={z|h"*(zPestden [0,1]}.

Nuestro objetivo es describir el conjunto A = M, A, el conjunto de puntos que
permanecen para siempre en [0, 1] bajo la iteracion de h. Para hacer ésto necesitamos
conocer més acerca de los conjuntos A,. La siguiente proposicidn es el primer paso

en el desarrollo de la descripcién de A.

Proposicién 2.1.1 Sih(z) = rz(1—2z) yr > 4, entonces las siguientes afirmaciones
resultan verdaderas.

a) El conjunto de mimeros reales z en [0,1] que safisfacen la condicidn de que

—_ \/1‘2;—4’:’3%_,{_ \/Ti;&r‘) y por Io tanto, A] _

h(z) no estd en [0,1] es el intervalo (%
1 Vrl_4r 1 V7 _ar
0.3 — S| u [5 + 5.
b) El conjunto A, consiste de 2™ intervalos cerrados disjuntos pare todo nimero
natural n.-

¢) Si I es uno de estos intervalos cerrados en Ay, entonces h™ : I — [0,1] es uno

a uno y sobre.

Demostracién: Primero notemos que si A{z)} esta en [0, 1], entonces = debe de estar
en {0,1]. Asf que A, estd contenida en [0, 1] para toda n. Ahora probemos la parte
a) de la proposicidn.

a) La grafica de h (z) se muestra en la figura 2.1. Observemos que el conjunto de
puntos en [0,1] que no cumplen con que h(x) estd en {0, 1] son exactamente aquellos
puntos que satisfacen h(z) > 1. Pero estos son los puntos contenidos entre las raices
de h (z) =1. Usando la férmula cuadrética encontramos que h(z) = rz(l — z) = 1

_ 1 vri-4r 4 :
cuando z = 5 £ Y5 y de aqui se sigue a).
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Probaremos b) y ¢} por induccién. Esta claro de la parte a) que Ay consiste de
91 intervalos cerrados disjuntos. También, podemos ver que h(0) = h(1) = 0 v que
" h (% + -—T“/z—;__ﬂ) = 1. Entonces los puntos finales de los dos intervalos son mapeados
en 0 y 1. Por la continuidad de h y por el 'f‘eorema del Valor Intermedio concluimos
que h : I — [0,1] es sobre. Para verificar que h es uno a uno en los intervalos de
A, notemos que la funcién es estrictamente mondtona en estos intervalos; de hecho,
W (z) =r(l —2z) > 0 cuando z < 1 y A (x) < 0 cuando z > ;. Asi que si ] es uno

de los dos intervalos en A; entoneces h: [ — [0, 1] es uno a uno y sobre.

! A
............ ; -\-,
) % =
03 / AN
!‘ \-.
9 '
I3 ff \
I
0.41 Ix \
! b
031 ¢ \
r'f 3\
A
R R ) ﬁ\

Figura 2.1: Gréfica de h(z) = 7z(1 - z) donde r > 4. Los puntos donde h(z) = 1 son

— 1 _\{r?v&r 1 VTi_dr
To =3 7w Y1 =3+T T

Continuando con el argumenfo de induccidn, supongamos que Ay consiste de 2¥
intervalos cerrados disjuntos. Adn mas, supongamos que si I es uno de los intervalos _
cerrados en Ay, entonces h* : I — [0,1] es uno a uno y sobre y que se cumple que .
(h¥)'(z) < O para toda z en I 6 (h¥)'(z) > O para toda z € [a,b]. Ahora consideremos
Agyy. Es facil ver que Apy; C Ay Sea [a,b] uno de los intervalos en A y supongamos
- que (R*Y (x) > 0V z € [a,b]. Entonces h* es estrictamente creciente en [a,b]. h* es
ademis continua y h*([a,b]) = [0,1], el Teorema del Valor Intermedio implica que

existén puntos zs y 3 tales que
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1)a <z <zy <b

2) k¥ (Ja, z0]) = [0,% — @]
3) ¥ (22, 23)) = [% - ‘/F;::Erlg"l‘ ﬁ?] ¥
£) ¥ ([z0.8]) = |2+ L2 1] *

La primera condicién implica que los intervalos {a, 3] ¥ [23, 5] son disjuntos. Las

Gltimas tres condiciones implican que h**! ([a,z5}) = [0,1], W' (z) > 1V z en
(29, %3), y h**1 ([z3,8]) = [0,1]. Entonces, el conjunto de puntos en [a, b], los cuales
estdn también en Aj,1, consisten en los dos intervalos cerrados disjuntos [a,zg] vy
[z3,5]. Si z estd en {a,zy|, entonces h*(z) estd en {0, s - —-‘/—’-’_2?—4—?] y k' (h’“ (r)) > 0.
Por hipétesis (h*)'(z) > 0, asf que cualquier z esta. en [0, 2], (hf‘“)f (z) =N (hk (n))
(RF) (z) > 0. _

Un argumento similar nos demuestra que (h’““)f (£) <OV 2 € [z3,b]. Sienel
pérrafo anterior, comenzamos con el argumento de tomar como cierto que (h*Y(z) > 0
V z € [a,b], entonces podemos usar el argumento andlogo para mostrar que los puntos
de Ajy1, los cuales estan en {a, b, estan contenidos en dos intervalos disjuntos {a, o)
y [z3,8] v que ademds RF*!([a,z]) = [0,1], h*1{[za, b)) = [0,1] ¥ que (hf““"l)’ es
estrictamente positiva o estrictamente negativa en cada uno de los intervalos [a, z2) y
[, b]. |

Como [a,b] es un intervalo arbitrario en Ay se sigue que Agy; consiste del doble
de la cantidad de intervalos que hay en A;. Esto es, Ay} contiene 2. 2F = 2811
intervalos cerrados disjuntos. Asi, hemos demostrado que si J es uno de los intervalos
en Ay, 1, entonces h*1 - J — [0, 1] es sobre (por las condiciones (2) y (4) mencionadas
anteriormente}. También, A**! es uno a uno en J y podemos concluir el proceso de
induccidn dado que (hk“)’ es estrictamente positiva o estrictamente negativa en J.
O

Como lo establecimos anteriormente, nuestro cobjetivo es describir el conjunto

A =n2,A,. En la prueba de la proposicién 1, establecimos que Ay se construye
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removiendo un intervalo abierto de enmedio de cada intervalo en A;. El conjunto de
puntos queeno son removidos mediante este proceso para cada 1 es A. Seguramente
para estos momentos ya habremos reconocido que esta construccién es similar a la

. v
del conjunto de Cantor 2/3.

Definicién 2.1.1 Un conjunto T’ C R es conocido como un conjunto de Cantor st

a) T es cerrado y acotado (compacto).

b) T no contiene intervalos (conjunto totalmente disjunto).

¢c) Cada punto en I es un punto de acumulacidn de I' (es un congunto perfecto).
Lema 2.1.1 Sea r > 2++/5 y h{z) = rz(l — z). Entonces, existe ¢ > 0 fal que
|h (z)] > 1+ ¢ siempre que = este en Ay. Atun mds, la longitud de cada intervalo en

. : 1
Ay, es menor que i

Notemos que el valor de € encontrado en el Lema 2.1.1 depende del valor de r. Cuando
r se vuelve pequefia, € debe de serlo también. La prueba de la primera parte del Lema
2.1.1 depende del hecho, de que si z estd en A, entonces |k, (z)| es mayor o igual que
el valor absoluto de la derivada de h, en (-% + @) Probaremos la segunda parte
del lema usando la primera parte de este y el teorema del valor medio.
Demostracién: Si z € A} = [0,%—— —‘/;;g] U [% + -@,1}, observemos primer-
amente la informacién contenida en la primer y segunda derivada de la funcion
h(z), h'(z) = r(1 — 2z}, h''(z) = =2r .< 0 por tanto h'(z) es decreciente. Asf
que, si z € A; tenemos que |[h'(z)| > |h'(zo)] = |A'(z1)| = VrE—4r > 1
r > 2+ 5. Esto, ya que h'(z) = r(l — 2(zp)), %o = 3 — @ y ademds
W {(zo) =r-—2’r‘(%——’"2‘/—a;‘-‘—?) = /1?2 —4r

Para comprobar que V72 = 4r > 1 primero observemos que 1> —4r = 1sir = 24++/5

y asi tenemos que 12 —4r > 1si7T > 24 /5.



34 CariTuLo 2. EL CoNcEPTO DE CAOS.

Continuando con la demostracién elijamos &£ = §/2, fijemos r y tomemos 6 =

JrE—4dre—1 > 0sir > 2+ +/5 entonces v/r2—4r = 1+ 8§ > 1+ ¢ asf que, s
e = ()| > Vri—dr>1+e, e>0.
Probemos la segunda parte del lema, utilizando la regla de la cadena, sabemous

que:
(f5) (@) = f') - S @) - 1) f (S ()

Sea c € An => h™(c) €[0,1] = A" !(c) € {0,1]. Asi que

W)= B WG R o KAEN) > (1+e)
e v s prmnsnet N e
>(14+¢e) >(1+e) >(1+e¢) >(1+¢)

por lo tanto, si ¢ € A, = (AF) (¢} > (1 + &)~
Sean z y y los extremos de un intervalo de Aq, I} = [x,y] C A, aplicando el

teorema del valor medio a A" y a los puntos z,y tenemos que
() — h™*(y) = (A"} (c){y —z) conz < e <y
|{z) — )| = 1(R") (©)ly — =1 > (1 + )|z -y

ademiés, sabemos que |A*(z) —AMy)| < 1= 1> lz—y|(1+&)" = |z —y| <

1
T 0

Teorema 2.1.1 El conjunto A = N2, A, es un conjunto de Cantor.

Demostracién: Necesitamos mostrar que; a) A es cerrado y acotado, b) A no contiene
intervalos, y ¢) Cada punto de A es un punto de acumulacién de A.

a} Como A es la interseccidn de conjuntos cerrados, este es también un cerrado.
Ademéas como A estéa contenido en {0, 1], es por lo tanto, acotado.

b) Si A contiene un intervalo abierto (x,v), con longitud |z — yl, entonces para

cada 7, (z,y) debe estar contenido en uno de los intervalos de A,. El Lema 2.1.1
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implica que existe un ¢ > 0 tal que la longitud de un intervalo en A, es menor
que (_1'43571- Como podemos encontrar ng tal que |z — y| > (1+—]s)"ff’ el intervalo (z,y)
" no puede caer dentro de algiin intervalo en A,,. As{ que, A no contiene intervalos
abiertos. ¥

c) Finalmente, supongamos que z es un punto en el conjunto A y sea Ny (z) =
(z — 6,z + &) una vecindad de z. Debemos mostrar que existe otro punto en A distinto
de z el cual estd contenido en Ns{z}. Notemos que si a es alguno de los extremos de
alguno de los intervalos en A,,, entonces a estd en A ya que A" (a) = 0. Ahora para
cada n, = debe de estar contenida en uno de los intervalos de A,,. Tomemos £ como en
el Lema 2.1.1 y elijamos n lo suficientemente grande tal que ~(-1—4-_]-;)~,,~ < 4. Entonces el
intervalo completo de A, debe de estar en N (z) ya que la longitud de cada intervalo

1

T Como ambos de los puntos finales del intervalo estén en

en A, es menor que
Ns (z) y por lo menos uno de ellos es distinto de z, hemos terminado. O
Dejemos hasta este punto el andlisis de la funcidn logistica. En la seccién sigu-

iente haremos una exposicién de la dindmica simbdlica, y después estebleceremos una

conexion entre estos dos temas.

2.2 Dinamica Simbodlica.

Comenzaremos esta seccién introduciendo algunas herramientas que nos seran ttiles

mas adelante.

Definicion 2.2.1 £ conjunto
Eg = {(308182...) I & = 0o 1}

es llamdo el espacio de simbolos 0's y 1’s. A los elementos de 3, se les llama puntos

de 22'
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Definicién 2.2.2 Sean s == 50818983... ¥ L = {otylats... punios en 3 ,. La distancia
~entre s yd denotada con d[s,t] estd dada por '
als,f = 32t
i=0

Esta nocién de distancia esté bien deﬁnida; pues, como es sencillo verificar, satisface
las propiedades dfs,t] > 0, d[s,t] = 0 si y sélosi s = t, d[s,t] = d[t,s] y d[s,t] <
d[s, q) + dig, t].

Se puede ver ademés que, como |s; — t;| es 06 1, entonces 0 < d[s, 1] < 3%, 30 = 2
y que, en general, d [s,t] es un nimero entre 0 y 2.

El siguiente lema proporciona un criterio para decidir si dos puntos de Iy estdn
cerca.
Lema 2.2.1 Sea s y i elementos de 3, Si los primeros n + 1 digilos en s y t son
idénticos, entonces d s, t] < 5. Por otra parte, sid[s,t] < &, entonces los primeros

n digitos en s y t son idénticos.

Demuostracidn: Sean s = sy518983... ¥ t = tot1tets... puntos en 3y, Notemos primero
que los primeros n + 1 digitos de s son $g, 51, 82,93, ..., $4. Asi que s ¥ t concuerdan

en los primeros n + 1 di’gitos si y solo si 8; = ¢; para ¢ < n. Entonces

o= |8: — t; 2.0 2 lsi—t
d[gjt]=21_§i_‘lzzé_i+ Z |*2—1|
=0 i=0 i=n+1
o lo que es lo mismo
1 = '31'+n+1 - ti+n+], 1 — 1 1
1= t=
de otro mgdo, si existe J < n tal que s; # t;, entonces
o
: !8.,' - t,[ 1 1
d i = —_— > -, O
5.1 ; 2 =% T o

Ahora presentaremos una funcién mediante la cusl definiremos un sistema dindmico

€1l 22.
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Definicién 2.2.3 El mapeo o : ¥, — 3y definido cono o (sps18...) = 815983... €5

llamado e mapeo corrimiento (“shiftmap”, en Inglés).

En otras palabras, el mapeo corrimiento My orra” del primer digito en la sucesién,
recorriendo a todos los demds un lugar a la izquierda. Por ejemplo, #(1011001010...) =
011001010....

Existen importantes observaciones que podemos hacer con respecto del mapeo

corrimiento. La primera es que es un mapeo continuo.

Proposicién 2.2.1 El mapeo corrimiento es continuo.

Demostracién: Sea s un elemento de Yy v € > 0. Debemos mostrar que existe 6 > 0
tal que, siempre que d (s, t] <.6 entonces d [0 (s),0(t)] < e. Elijamos n tal que 55 < &
y sea § = 2_1'_.,_"1" Si d[s,t] < 6, entoness, por el Lema 2.2.1, s y ¢ concuerdan en los
primeros n + 2 digitos. Asf que d{s) y a(t} concuerdan en los primercs n + 1 digitos
ydlo(s),o(t)] < s <e O

En la siguiente proposicién se enlistan algunas de las més importantes propiedades

del mapeo corrimiento.

Prc:posici-én 2.2.2 Elmapeo corrimiento tiene las siguientes caracteristicas:

a) El conjunto de puntos periddicos del mapeo corrimiento es denso en ¥ 5.

b) El mapeo corrimiento tiene 2™ puntos periddicos de pertodo n.

c) El conjunto de puntos eventualmente periddicos del mapeo corrimiento, los
cuales no son periddicos, es denso en 3 ,.

d) Eziste un elemento de Y.y cuya drbita es densa en ¥ 5. FEsto es, exriste un 3*
= en 39 tal que el conjunto {s*,0 (s*),02(s*),0%(s*),...} es denso en 5.
e) El conjunto de puntos los cuales no son periddicos, ni eventualmente periddicos,

es denso en 3 .
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Demostracién: a) Supongamos s = 8p8;8983... es un punto periddico de ¢ con periodo
k. Entonggs o* (crk (.s)) = ¢"(3). Como o™(s) “se olvida” de los primeros n — digitos
" de s, observamos que o™ (Jk (30313233...)) = Sn4kSntk+1Snihi2. = SnSnilSniz.. =
o™ (50515283...) ¥ Snyx = $n V 1. Esto imglica gue s es una sucesion formada por
la repeticién de k — digitos, 8gS;89.8r_y de manera infinita. Para probar que los
puntos periédicos de ¢ son densos en »_,, debemos probar que para todos los puntos
t € Yy y'todo € > 0, existe un punto periédico de ¢ contenido en N,{t}). De la
observacién anterior, vemos que esto significa, que necesitamos un punto en N.(t) el
cual es una sucesién formada por la repeticién de los primeros k — digitos de manera
infinita. Pero, sit == tpt1tets... ¥ escogemos n tal que 2%, < g, entonces podemos tomar
8 = tptitots...tnlotila.. Intolits.... Comoty s concuerdan en los primeros r+ 1 digitos,
el lema 2 implica d[s,t] < 5= < £ 6 s estd en N.(t) y s es un punto periédico por

construccidn.

b) Si s pertenece al conjunto de puntos periddicos de periodo n entonces s =

Sp S1 S2 83 ...8p_1... consta de n elementos en la 6rbita cada uno con la posibili-
S S N Nt et
01 01 01 01 0.1

dad de ser cero o uno, asi que 2, tendra 2" puntos periddicos de perfodo n.

c) Si s € Iy es eventualmente periédico (con perfodo k) entonces existe N tal que

o™t (s) = o™(s) mera todan > N, ie.,

8 = 8p5199...N-15NSN+1-- - SN+ESNSNI1- - SNLESNSN 4T
Ahora,, sea i € 22, L = t0t1t2'—'tntn+]---tn+ktn+k+ltntn+l---tn+k+1tn---- Ademsés sea
§ € Xy tal que s = fpiyta.. tntntr. tnpkbnrilats. . tngkbnrilnye... entonces para todo
1 1

€ > 0 existe n € N tal que si € > 5 entonces ds,t] < 5z < ¢ implica s € N,(1)

ademss s # t y s es eventualmente periddico.
d) La sucesién que comienza con 01 00 01 10 11 y que incluye todos los bloques
posibles de 0 y 1 con tres digitos (son ocho de ellos) seguido de todos los posibles

bloques de 0 y 1 con cuatro digitos (son 16) y asi suscesivamente, es llamada la
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sucesion Morse, v se denota con s*

Sea te= totits... € 5. Para cada ¢ > 0 existe n € N tal que & < . Por la

2ﬂ
manera en que estd construida la sucesion de Morse s*, existe un entero N tal que
-
los primeros n digitos de o™V (s*) coinciden con los primercs n digitos de ¢. Es decir,

s* es de |a forma

gt = (0100011011 - - . tutl N tn
e e —

N simbolos los primeros n+1
digitos de ¢

Entonces, 5= o™ (s*) conicide con ¢ en los primeros n + 1 digitos; es decir, d[s,t] <
1/2" < ¢

e) Como el conjunto de puntos no-periédicos incliye como un subconjunto a la
drbita de la sucesién de Morse, definida anteriormente, la verdad de la parte e) de

esta proposicidn se sigue de la parte d). [

2.3 Una Definicion De Caos.

Las caracteristicas del mapeo corrimiento descritas en la Proposicidn 2.2.2 constituyen
uno de las primeros elementos que intervienen en la definicién de caos. En esta seccidon

presentamos los dos elementos restantes.

Definicién 2.3.1 La funcidn f : D — D es topologicamente transitiva si para todo
par de conguntos abiertos U y V en D, existen z en U y un ndmero natural n € N

tales que f*(z) estd en V.

Algunas veces se describe la accidn de una funcién topologicamente transitiva diciendo
que [ “mezcla el dominio”. Si U es cualquier conjunto abjerto en el dominio de la
funcién f, entonces algiin punto de U caerd eventualmente en cualquier vecindad, de
cualquier punto en el dominio bajo alguna iteracién de f. La Proposicién 2.2.2, d),
en conjunté con la Proposicién 2.3.1 siguiente nos garantiza que el mapeo corrimiento

es topologicamente transitivo.
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Proposicion 2.3.1 Sea f una funcidn y supongamos que eziste un punto cuya drbita

es densa gn el dominie de f, entonces f es topologicamente transitiva.

Demostracién: Sea f : D — D y sean U;r V' conjuntos abiertos en [D. Debemos
encontrar € U y n € N tales que f™ (z) € V. Por hipétesis, existe un punto en D,
cuya érbita es densa en D. Si z; es tal punto, entonces existe una k tal que f* ()
estd en I/. Si podemos mostrar que existe un nimero natural n tal que f*™" () estd
en V', entonces habremos terminado. Ahora, como podemos tomar z = f*{zy), en
este caso z estd en U y f™(x) = f(f* ($0)) = f*"5(zp) estd en V.

Como la érbita de zg es densa, V contiene al menos una iterada de z;. Supongamos
que existe solo una cantidad finita de estas iteradas de zy en V. Si v es cualgnier
elemento de V' que no es una iterada de zp, entonces el niimero & = min {}v — " (z)|}
es positivo y la vecindad N < (v) no contiene iterada alguna de zy. Entonces, la 6rbita
de 7y no es densa en /), lo cual es una contradiccién. Consecuentemente, V' debe
contener una cantidad infinita de iteradas de zy. Y como sélo hay una cantidad finita
de niimeros menores que k, entonces existe m > k tal que f™(zy) estd en V. Si
tomamos n = m — k, la prueba esta completa. [I

El mapéo corrimiento tiene otra importante propiedad que se puede describir
informalmente diciendo que en cualquier vecindad de un punto s € Iy existe un punto
t tal que las érbitas (de s y t) se separan tanto como es posible, a pesar que en un
inicio estuvieran arbitrariamente cercanos. En términos precisos: para toda s € 3,
y toda & > 0, existen t € ¥y y n € N tales que d[s,t] <& perod o™ {s),0™ (t)] = 2.

Esto se demuestra escogiendo n tal que zin < £ y ademas escogiendo t tal que los
primeros 7 + 1 digitos de ¢ son los mismos que los de s y los demés digitos de ¢ son
todos diferentes de los siguientes digitos correspondientes de s.

1

Esto es, 8; = t; <= i < n. En este caso, d[s,t] = 5= < £. Como o™ (s) =

oo | Sipn—tign| _

808n115nt2.- ¥ 0 () = tatnpitnyy... entonces d o™ (s),0™ (t)] = £, 2,
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e %‘, = 2. De hecho, vemos que d [0" (s),0" (t)] =2V k >n. Asi, después de un

niimero finito de iteraciones la separacién entre s y t es la maxima posible (= 2) en

'35, alinque inicialmente las pudieramos tomar tan cercanas como quisieramos. Este -
L]

es un ejemplo extremo de la sensibilidad a la dependencia en las condiciones iniciales.

Definicién 2.3.2 Sea D un espacio metrico con metrica d. Entonces lo funcion

f: D — D exhibe sensibilidad o la dependencia en las condiciones iniciales st eriste

6> 0tal que Ve D ytodoes >0, eriste y € D y un numero natural n tal que
dlz,y] < e yademdsd[f"(z), f"(y)] > 6.

Hablando intuitivamente, la sensibilidad a la dependencia en las condiciones iniciales
implica qué si estamos usando una funcién para modelar el comportamiento dindmico
de alguna variable (como el crecimiento poblacional, o alguna variable climatolégica o
econémica) y la funcién exhibe sensibilidad en los cambios de las condiciones iniciales,
entonces cualquier errol en las mediciones de las condiciones iniciales podria resultar
en grandes diferencias entre el comportamiento esperado y el actual del sistema que
estamos modelando. Como todas las mediciones fisicas incluyen error, esta condicidn
limita sevéramente_ la utilidad de nuestro modelo.

Las funciones que muestran las tres caracteristicas mencionadas anteriormente

para o se dicen cadticas.

Definicién 2.3.3 [De\}aney:] Sea DD un espacio metrico. Entonces la funcién [ :
D — D es cadtica si:

a) Los puntos periddicos de f son densos en D.

b) f es topologicamente transitiva, y

¢) f exhibe dependencia en las condiciones iniciales.

Resumiendo, esta definicién implica que una funcién cadtica muestra una cierta reg-

ularidad y mezcla bien el dominio. Aiin mas, incluso los mas pequefios cambios en
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las posiciones iniciales puede terminar en resultados dramaticamente diferentes en los
valores, Qajo la iteracidn de la funcién. La regularidad se muestra en el hecho de que
siempre podermnos encontrar una érbita periddica en cualquier vecindad, no importa
cuan pequena sea, de cualquier punto en ;l dominio de la funcién. Del otro lado,
el dominio es bien mezclado por la funcién, ya que si elegimos cualquier conjunto
abierto, entonces podemos encontrar un punto en cualquier otro conjunto abierto que
eventualmente caerd en el primer conjunto bajo la iteracién de la funcidn.

Como hemos visto, en g : 39 — 39, exhibe todos estos comportamientos y por
lo tanto es cadtica.

Completaremos esta parte del trabajo, presentando un sorprendente resultado y

relativamente reciente, (Abril de 1992).

Teorema 2.3.1 Sea f : X — X topologicamente transitiva y supongamos que los
puntos periddicos de [ son densos en X. Si X contiene un nidmero infinsto de ele-

mentos, entonces [ exhibe dependencia en las condiciones iniciales.

Demostracién: Sea f : X — X topologicamente transitiva y supongamos que los
puntos periédicos de f son densos en X. Sea d la métrica en X. Comenzare-
mos mostrando que existe un & > 0 tal que para todo z € X, existe un punto
periédico g, tal que la distancia de z a f"(¢) es mayor o igual a § para todo
n. DBn otras palabras, cualquier £ € X estd alejado al menos & de una érbita
periddica. .Definamos 8y escogiendo dos puntos periddicos p y g con diferente érbita
y fijemos 6 = 3 minnmen {d[f*(p), f™(g)]}. Como sélo existe una cantidad finita
de puntos en las Orbitas de p y g, se concluye que & > 0. Por definicién, to-
dos los puntos en la drbita de p estan por lo menos 26, unidades, separados de
todo punteo en la Srbita de g. Entonces por la desigualdad del tridngulo, tenemos

260 < [f™(0), f™ ()] < dl{f*(p)] +4d[f™ (q)] para todos n,m € N. Se sigue que,
cuando d[f™ (p) ,z] < & para algin n, entonces d[f™ (q) ,z] > & V m, e inversa. De
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aqui que, cualquier punto z estd al menos, & unidades distante de cualquier otro
punto en lg érbita de g 6 cualquier punto en la orbita de p.

Ahora, sea § = %60. Comenzaremos mostrando que para toda x en X y todo
e > 0 existe una y tal que diz,y] < gy c;[f” (z), f*{y)] > 6 para algin n. En
otras palabras, mostraremos que § satisface el criterio para comprobar que f exhibe
dependencia de las condiciones iniciales.

Sea x cualquier elemento de X y elijamos £ > 0. Como la condicidén es mas
restrictiva a medida que £ se hace mas pequeno podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que € < 6. Como los puntos periédicos de [ son densos en X, podemos
encontrar un punto periédico p con perfodo primo k tal que d{z,p] < £. También,
existe un punto periédico ¢ tal que cualquier punto en su drbita estd por lo menos a
una distancia 46 = &, de z. Anteriormente hemos demostrado que tal drbita existe.

Finalmente, definamos
k
v=nrs (Ns(f4@)) = {& | d [F(x). F'(@)] < 6 para 0 < i <k},

i=
donde N5 (f*(q)) es el conjunto de puntos que se encuentran a una distancia menor
que 6 de fi(q). Claramente se ve que g estd en V, por la definicién de V, sabemos
que V' es abierto, asf que Nj;(f*(g)) también es abierto para toda i, y que f* es
continua. Entonces f~*(Ns(f*(q))) es abierto para cada 4, y en consecuencia V, siendo
la inteseccién finita de conjuntos abiertos, es abierto.

Ahora, como V y N, (z) son abiertos, la transitividad topolégica de f implica que
existen y y m tales que y estd en N. (z) y f™(y) estd en V. Sea j el entero que
satisface ¢ < j < B +1, 0, lo que es lo mismo, 0 < kj —m < k.

Antes de completar la demostracidn revisemos lo hecho hasta este punto. Tenemos
el punto arbitrario z y 0 < £ < 8. Dentro de N. (z} encontramos tres puntos: z, p,
que es un punto periédico con perfodo &, y y. Tenemos también otro conjunto abierto

V el cual no intersecta IV, (z) y tal que: (%) el punto periddico g estd en V', (¢4) si 2
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Ne(z) 1%

Figura 2.2: Una ilustracién de la localizacidon de los objetos ntilizados en la de-
mostracion del teorema 2.3.1

estd en V e i < k, entonces la distancia entre f*(z) y f%(q) es menor que 6, y (4%)
f™(y) estd en V. Esto estd ilustrado en la figura 2.2. Para completar la prueba,

mostraremos que se cumple una de las dos desigualdades siguientes:

A (), (@) >6 6 diff (), [ ()] > 6

Como la distancia de z a alguno de los puntos p é ¥ es menor que €, esto probarad
que f exhibe sensibilidad a las condiciones iniciales. Notemos que la distancia de
FE(y) =-f5 " (f™(y)) a f¥ ™(q) es menor que § ya que escogimos y tal que
J™ (y) estd en V, la distancia entre f* (2} y f*(q) es menor que § siempre que z este
en V y i <k, y, como en un principio, escogimos 7 tal que k7 — m < k. Por lo tanto

la destgualdad del triangulo implica

dlo, fg)) S dlo,pl +d [p, W]+ [P). /)] (2)

Como asumimos que d [z,p] < € < § y hemos demostrado que

d[f*), f(g)] < &

La desigualdad (2.1) implica

d [z, /57™(g)] < d[p, /()] + 28 (2.2)
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Recordemos que hemos elegido g como un punto periddico con la propiedad de que

d [a:, fkj;m(q)] > 46 = §y. Entonces se sigue de la desigualdad {2.2) que
15 <dlp W) +25 v 2<dp ) (2.3)

Como p es periédico con perfodo k, vemos que f* (p) = p y asi conclufmos de
la desigualdad (2.3) que 26 < d [fk-"(p),fkj(y)] . Finalmente por la desigualdad del

triangulo tenemos que
26 <d[f*(p), f (y)] <[ (p), ¥ (2)] < +2[1¥ (3) , £ ()]
De aqui que alguna de las desigusaldades
d[f(p), @) >5 6 d[ff(), @) >0

se cumple. []

2.4 El Caos En La Funcién Logistica.

Retomemos nuevamente el andlisis de la funcidn logistica. Nuestra meta es probar
que si 7 > 2 4 /5, entonces h.(z) = rz(l — z) es cadtica en A donde A es el
conjunto de todos los f)untos en [0,1] que permanecen 6 caen de nuevo en [0, 1] bajo
la iteracién de h (x). Esto es A = {z | A" (z) estd en {0,1]V¥n} por el Teorema 2.3.1
serfa suficiente probar que los puntos periédicos de i son densus en A y que h es
topologicamente transitiva en A. Probar que los puntos periddicos de h son densos
en A no es tan complicado, sin embargo, probar que h es topologicamente transitiva
en A directamente de la definicién es un trabajo relativamente dificil.

En consecuencia, mostraremos en vez de eso, que la dindmica de o en ¥, es
esencialmente la misma que la de h en A. Hablado en terminos matemdticos, diremos

que h en A es un conjugado topolégico de g en 3.
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Definicién 2.4.1 Sean f: D — D yg: E — E dos funciones. Entonces se dice que
[ es topologicamente conjugada a g st eziste un homomorfismo 71 D — E tal que

7o f =goT. Fn este caso T es la conjugacidén topoldgica (entre f y g).
.

Representamos esta relacién con los diagramas conmutativos

p LD , A (r)
N I
E— B ra) —— gfr(x))

Los diagramas implican que si  es un elemento de D, entonces 7 (f (z)) = g (7 (x)).
También, como 7 es un homomorfismo, sabemos que 7 es uno a uno y 7! estd bien
definida y ademés es continua. Entonces, los diagramas anteriores son equivalentes a

los siguientes

D -1,

|

D S—
g

D .
b 1T
E T

de donde leemos que f(z} = 77 g(7(z)).

También tenemos

DD o) ~I f(r7(a))
T—:{ lr 6 'T—l[ lar
E - E o —— g(a)

de donde leemos que g(a} = 7(f(r7'(a)).
El hecho de'que exista un homomorfismo entre los espacios D y E implica que
las topologias de D y F son idénticas. Esto afirmacién se precisa en la siguiente

proposicion.

Proposicién 2,4.1 Sean D y E espacios métricos y sea @ : D — E un homomor-

fismo. Entonces:
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a) El conjunto U en D es abierto <=> si el conjunto @ (U) es abierto en E.

b) La sugesion zy, &y, T3, ... en D converge a x en D <= si la sucesién o(z1),0(x9), o(zs), ..
conwverge o @ (z) en E.

¢) El conjunto F es cerrado en D == el‘conjunto @ (F) es cerredo en E.

d) El conjunto A es denso en D <= el conjunto p(A) es denso en E.

La demostracién de la Proposicién 2.4.1 se puede leer en cualquier fexto de
topologia.

La existencia de un homomorfismo entre los espacios D y E implica que las
topologias de los dos espacios son idénticas. Si, ademds, este homomorfismo es una
conjugacién topolégica entre dos funciones, f : D — D y g : £ — £ entonces las
dindmicas de estas funciones son también idénticas. Este es el contenido del Tecrema

siguiente.

Teorema 2.4.1 Sean D y E espacios metricos. f : D — D, g: K — £ Sea
T : D — E una conjugacton topoldgica. Entonces:

a) 71 B — D es una conjugacién topoldgica.

b) 7o f* =g"oT para todo nimere natural n.

c) p es un punto periddico de f si y solo st 7 (p) es un punto periddico de g. Adn
mas los periodos primos de p y T (p) son identicos.

d) Si p es un punto periddico de f con conjunio estable W* (p), em‘,-once.s el con-

junto estable de 7 (p) es T(W* (p)).

e} Los puntos periddicos de f son densos en D si y solo st los puntos periddicos

de g son densos en E.
f) [ es topologicamente transitiva en D si y solo st g es topologicamente transiling

en F.

'.a demostracidn de esta proposicién se puede encontrar en el libro de texto de James R. Munkers,
Topology, 2nd. Edition pag.[104]
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g) [ es cadtica en D si y solo si g es cadtica en E.

Demostracién® La demostracion de (a) es obvia. De 7o f = go7 y de la invertibilidad
de T sesipue que T log = forl, .
b) To f* = ¢" o 7 se satisface, por deﬁniciéh, para n = 1. Supongamos que se
satisface para k € N, esto es, T o f* = g¥ o 7. Entonces 7o f**! = (10 fF)o f =
(oo f=gto(rof) =gholgor) =g 0T
De manera que {b) se satisface para todo N € N.

c) Sea p un punte periédico de f con perfodo primo k. Primero mostraremos que

g% (r (p)) =7 (p). Ya que f*(p) = p, obtenemos el signiente diagrama conmutativo

De aqui que ¢* (7 {p)) = 7{p) y 7 (p) es un punto periddico de periodo k de g. Si
0 < n < k, entonces observamos que g™ (7 (p)} =7 (/™ (p)) # 7 (p} ya que T es uno a
uno y p tiene perfodo primo k bajo f. Por lo tanto 7 (p) tiene periodo primo k bajo g.
Como 77! es una conjugacién topoldgica, el mismo argumento demuestra que si g es
un punto periédico de g con pertodo primo k, entonces 771 (g) es un punto periddico
de f con perfodo primo. k.

d) Sea p un punto periédico de f con perfodo primo & y sea x un elemento de
W (p). Entonces por la definicién de W* (p), para cada & > 0 existe una N € N
tal que si n > N y dp es la métrica en D, entonces dp [ k“(a:),p] < 6. Debemos
mostrar que para cada £ > 0, existe un M tal que, siempre que n > M entonces
dg [g’“” (r(x}),r (p)] < ¢, donde dp es la métrica en E. Supongamos que = > 0.
Como T es-continua, existe § > 0 tal que si dp [y, p] < 8, entonces dg {7 (y) , 7 (p}] < =.
Elijamos M tal que si n > M, entonces dp [ (), p] < §. Por continuidad tenemos

que,
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dg [T (fk"(a:)) T (p)] =dg [g’”" (t(z)),7 (p)] < g, cuandon > M.

e} La preservacién de la densidad de los puntos periédicos en la conjugacién
topoldgica se desarrolla facilmente de la parte ¢} de este teorema y la parte d) de
la proposicién 2.4.1. ¢

f) Supongamos que f es topologicamente transitiva en . Deseamos mostrar que
¢ es topologicamente transitiva en £. Dado un conjunto abierto U en E, queremos

encontrar una z en {/ tal que para algin nimero natural n, g"(z) cae en el conjunto

ablerto V en E.
i U)cb L i (v)cD

UCFkE e VcFE

o
Ya que 7 : ) — £ es un homomorfismo entre los espacios métricos Dy Ey U,V C
E son abiertos, entonces 77 1(U) y 771(V) son abiertos. De aquique, como f es
topologicamente transitiva en U, existe una y en 771 () y un niimero natural = tal
que f™(y) € T71(V). Elijamos = = 7(y). Entonces ¢" () = ¢"(7 () = 7 (f" (),
por la parte b) del Teorema 2.4.1. De esta manera g () = 7 (f* ()} el cual estd en
V ya que f*(y) estd en 771(V).

g) Esta parte del teorema es consecuencia directa e inmediata de las partes €) y
f} y del Teorema 2.3.1. O

Completaremos este Capitulo construyendo una conjugacién topolégica entre A, :
A—Ayo:Y, — Y, cuandor > 24 /5. Como ¢ es cadtica en 3.9 , el Teorema
2.4.1 implicard que la funcién logistica h. es cadtica en el conjunto de Cantor en A.

Comenzaremos definiendo la funcién ¢ : A — 3°,. Tomemos de nuevo los interva-
los como fg = [0, % — @] el = [% + @, 1]. Recordemos, de la Proposicién
2.11, que Ay = {z | h{zx) estden [0,1]} = [ U ;. Como A es un subconjunto de
A, A estd también incluido en IpU 1. Para cada z en A definamos la sucesidén

W(x) = 508182... en 3, tal que A™(z) estd en Ig para cada n. Por ejemplo, sir = 5,
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entonces h” (5_1(‘)/5) = (5_1[‘,/5) estd en fp. Al (%5) = 1estden I; y h* (E:ﬂ)]@) =0
estd en Ip para toda & > 2. Asi que ¢ (Q:ﬁ]@) = 010000.... Podemos pensar que 3 (z)
es el itinerario de x sobre los intervalos [y e I; bajo h. El digito S, en ¢ (2} = sps;59...
es 0 si y solo sl A" (z) estden ly y S, =1 si‘y solo si A" (x} estd en I,. Claramente

1) esta bien definida.

Teorema 2.4.2 La funcidn ¢ : A — 3, definida anteriormente, es una conjugacion
topoldgica. Esto es :

a) es uno a uno y sobre.

b) 1 es continua.

c) ¥~ es también continua, y

d)poh=0co1.

Demostracién: Sean h, [y v I; como los definimos anteriormente y sea $34;4y... 1N
s 40 . (b1

elemento de 3
Tgp518,--5, = {x | h¥ (z) estd en Iy, para todo k < n.}

a cada uno de los intervalos en Anyidonde Ay g = {z | i"*! (z) estd en [0,1]}. Note-
mos que esta definicién de A, es la misma que la usada anteriormente. Probaremos
lo dicho anteriormente por induccién.

Por la proposicién 2.1.1, I, debe de ser Iy é I;. Como Ay = I, U [; la afirmacién
del Teorema es védlida en este caso. S'upongamos que Ig8,8,...5,_, €s alguno de los
intervalos en A,,. Deseamos mostrar que esto implica lg,5,5,...5, € uno de los inter-
valos en A4y, Notemos primero que Igyg, g,...s, s un subconjunto de Ig,5,5,..-5, .,
asf que es suficiente determinar cual porcién de Ig, §18;++-5,., pertenece a g ¢ g,...5, .

Sea Isys,5,.--5, , = [a,b]. Entonces por la propesicién 2.1.1, h" ([a,b]) = [0,1]
y A" es mondtona en [a,b]. Supongamos que A" es creciente en [a,b]; la prueba es

similar cuando A" es decreciente. Por el Teorema del Valor Intermedio, existen c¢;
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y ey, a <o <y < b tales que h"™(c;) = %* ’“;;4’", y A" (eg) = % @. En
consecuencia,

w (fa,el) = [0,4 — ¥ = &, .

B (e e)) = (5= Y%, 5 + 7E),

y A (eat]) = [+ 451 = 6

Asf que si S, = 0 entonces Is,s,8,.--5, = [@,¢1] y 51 Sn = 1 entonces Ig g,5,...5, =
{c,b]. Como este es el mismo procedimiento con el que tratamos los intervalos de
A1 en la prueba de la Proposicién 2.1.1, observamos que [g5,3,...5, e uno de los
intervalos incluidos en A, 4.

a) Sea $ = §0815253... un elemento de }°,. Para mostrar que 1 es nno a uno y
sobre, debemos mostrar que ¥~ (s) contiene exactamente un solo punto. Pero si z
estd en 10! (s), entonces T esta en g, g,5,...5, para toda n. De esta manera, ¢~ (s) =
N2 ol508,8;---5,. Asl que necesitamos demostrar que esta interseccién es no vacia y
ademds contiene exactamente un punto. Sea [g,g,5,..-5. = [@n,bn]. Supongamos qie
¥~1 (s) contiene dos puntos z y y. Entonces |z — y| < |bn — aq| paratoda npues z y
y estdn en’ cada uno de los intervalos [an, by). El Lema 2.1.1 implica que |a, — bs| se
aproxima a cero cuando 7 tiende a infinito. Por tanto |z — y| = 0 y en consecuencia
x =1y. Asf que que ¥ ! (s) contiene a lo mas un punto. Sélo nous resta mostrar que
1~1(s) contiene por lo menos un punto. Pero este resultado es inmediato a partir del
conocido Teorema de los Intervalos Anidados el cudl establece que la interseccion de
intervalos cerrados anidados es no vacia.

b) Sea £ > 0 y z en A. Para mostrar que 9 es continua en x debemos encontrar
& > 0tal qﬁe si |t — y| < §, entonces d Y (z) 9 (y)] < &. Sielegimos n tal que 5 < =,
entonces el Lema 2.2.1 implica que es suficiente mostrar que existe na 6 > 0 tal que
las sucesiones 1 (z) v ¥ (y) concuerden en los primeros n + 1 digitos siempre que
|z —y| < 6. En otras palabras, si ¢ {z) = 3p8153... entonces x estd en Igs,5,...5, ¥

necesitamos demostrar que y esté en Ig,g,s,...5, siempre que y esteen Ay |z — yl < 6.
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Sean [ay, by] . [22, b2}, [a3,b3] , ..., [agn+1, ban+1] los 27T intervalos en A1 y supong-
amos que gstan etiquetados de tal manera que b;_; < a; Vi. Sea § = {min {ja; — b;_1|}.
" Como los intervalos no se traslapan y son ademas un nimero finito, 4 es positivo.
También si z y ¢ estdn en A,4q, como Igu_g]‘g:...gﬂ es un intervalo en An4; y & estéa en
Isy5,8,---5,, Observamos que i debe de estar en Isoslsz...gﬂ_. y la prueba de la parte b)
esta completa.

c) Para demostrar que ™! es continua utilizaremos un argumento muy similar al
usado para demostrar que i es continua.

Sea 5= < 6, sea x,1 € Xy tal que jz —y| < 51;; < & entonces los primeros n-digitos
de sus itinerarios son identicos, esto implica que ¥~ '(x),¥ () estan en el mismo
intervalo de A, por lo tanto d{v~*(z), ¥~ (y)) < (_1—-1-107 < €.

d) Sélo nos resta mostrar que poh = g o Sea xen Ay 9 (T) = 50819233
Como hemos visto en la prueba de la parte a), = es el unico punto en

Ts08,8,- = Moo lss 858, = Mooy {J’I | h.}"(:r:‘) estd en fg Vk < -n.}.

De aqui , se sigue gque h(z) es el tnico punto en
Issise = Nolsosisysn = Nio{® | W*1(z) estd en Is,V k< n}. Asi que

Y (h(z)) = s15283... = ¢ (1 (z)) y hemos terminado. O

Corolario 2.4.1 Sea 7 > 2++/5, h{z) =rz(l —z), y

A= {z| h*(z) estd en [0,1] pa;ra toda n}. Entonces, h es cadtica en A.



Capitulo 3

Caos, Fractales y Medidas.

La definicion de Caos segln R. Devaney implica que, para decidir si un sistema dado
es cadtico, debemos considerar las Srbitas de todos los posibles “estados iniciales” para
observar si las érbitas periédicas son densas y si el sistema es sensible ante cambios en
las condiciones iniciales. En este capituo presentamos otra deficion de caos que resulta
ser mas practica desde el punto de vista computacional. Esta es una definicion basada
en los “exponentes de Lyapunov”, que son niimeros asociados con cada posible érbita
del sistema y que miden (en una manera que se precisara en la seccién 3.1), la tasa de
separacion de dos Srbitas con condiciones iniciales cercanas. La dificil cuestién de si estas
dos definiciones son equivalentes no es tratada en este trabajo. En |a seccién 3.2 hacemos
algunos comentarios sobre fracfa les, los cusles son conjuntos que usualmente se asaciacian
con el caos. Nuestra intencién aqui es intentar explicar, aunque sea ligeramente, cémo se
da esta asociacién. Existe toda una teorfa relacionada con el estudio de fractales, pero
en este trabajo nos limitamos a sefalar sélo una de las propiedades mas populares: |a
relacionada con su dimensién fractal. Esto lo hacemos en la seccién 3.3. En la ditima
parte del capitulo, y todavia en relacién con el concepto de fractales, hacemos una répida
excursién sobre dindmica de mapeos complejos, considerando un sdlo ejemplo, el mapeo

cuadratico, para el que revisamos sus conjuntos del Mandelbrot y de Julia

53
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3.1 Exponentes De Lyapunov.

. Hemos visto el comportamiento de mapeos de R a R. Consideremos una condicién
inicial cercana a un punto repelente p del A?napeo f . En un principio, esta drbita
tendra un comportamiento inestable y separaciones exponenciales. Separacién expo-
nencial, significa que la distancia, entre la 6rbita del punto y el punto repelente, se
incrementa en una razdn exponencial. Cada iteracion multiplica la distancia entre
estos en | f'(p)| > 1. Diremos que la razén exponencial de separacién es |f'(p)| por
iterada. Esto es, al menos en principto, pequehas separaciones que van creciendo.
después de un cierto nimero de iteraciones la drbita puede ser atraida a un punto
atractor g. Como se aproxima a un punto atractor, la érbita desarrollard un compor-
tamiento convergente, la distancia entre el punto atractor y la drbita se reduce por
un factor |f/(g)] < 1. En tanto la drbita se aproxime al atractor, las distancias se van
reduciendo.

Es comiin observar este tipo de comportamientos, en los cuales se presenta primero
un comportamiento inestable transitorio y después se cae en una conducta estable.
Pero no hay razdén para pensar que una condicién inicial tomada cerca de un punto

repelente debera caer, un tiempo después, en una érbita atractora.

Una érbita cadtica se puede describir informalmente como aquella que siempre
exhibe ese comportamiento inestable; no es periddica ni converge a una érbita peri-
odica.

Hemosvobservado en el Capitulo 1, que para puntos fijos de sistemas dindmicos
discretos, la estabilidad del punto esta altamente influenciada por la derivada del
mapeo. Por ejemplo, si z; es un punto fijo de un mapeo uno-dimensional f y
f'(z1) = a > 1, entonces la érbita de cada punto % cercano a T1, se separa de x; en
una razén multiplicativa, aproximada de a veces por iteracién, hasta que la drbita

de z se mueva lo suficientemente lejos de z;. Esto es, la distancia entre () y
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f*(x;) = x, sera incrementada aproximadamente (a > 1) veces por iteracién de f .

Para un punto periédico de perfodo primo k, debemos considerar la derivada de
la k-ésima iterada del ‘mapeo, la cual, por la regla de la cadena, es el producto de las
derivadas en los k puntos de la rbita. Supong‘émos que el producto de estas derivadas
es A > 1. Entonces la 6rbita de cada vecindad x del punto periddico z; se separa de
z; en una razén aproximada A después de k iteradas. Esta es una tasa acumulativa
de separacién, i.c., se necesitan k iteraciones para separarse una distancia A. Tiene
sentido describir el crecimiento en la razdn de separacidn, como una distancia Ax por
iterada.

El término “ntimero de Lyapunov” se usa para medir el crecimiento en la razén de
separacién de puntos inuy cercanos a z;. El exponente de Lyapunov es simplemente
el logaritmo natural del niimero de Lyapunov. Por ejemplo, un nimere de Lyapunov
ignal a 2 para la drbita de z; significa que la distancia entre la érbita de x; y la drbita
del punto cercano z se duplica cada iteracién. Para un punto periédico z; de perfodo
k, esto es lo mismo que decir;

(7 ()] = | @] (1) @) - [0 ()

Pero, queremos considerar este concepto incluso cuando x) no es punto fijo, &

= 2%,

]

periédico. Un numero de Lyapunov de % significa que la distancia se reducira a
la mitad en cada iteracidn, y las Srbitas de z; y z se acercaran rapidamente. La
importancia del concepto de nimero de Lyapunov es que este puede ser aplicado a
érbitas no periddicas. Una caracteristica de las drbitas cadticas es la sensibilidad
en la dependencia de las condiciones iniciales (ver Definicién 2.3.3), lo que implica la
separacién eventual de las érbitas con condiciones iniciales cercanas, cuando el sistema
evoluciona en el tiempo. De hecho, nuestra definicién de érbita cadtica implica que
la érbita no tiende a hacerse periodica y que el niimero de Lyapunov es mayor que 1.

Definiremos los niimeros de Lyapunov y los exponentes de Lyapunov para una

orbita en general, siguiendo la analogia del caso periédico, y considerando el producto
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de las derivadas evaluadas en los puntos a lo largo de la orbita. Esto lo haremos

primeramente para mapeos en dimensién uno.

Definicién 3.1.1 Sea f : R — R un mapeg suave; es decir, f € C'(R). El niimero
de Lyapunov, L(xy), de la drbita {z,, 29, zs,...} estd definido por

A=

L(w:) = lim (I (@)} 1/ (zn))

st este el limite existe. Elexponente de Lyapunov, h{z;), se define como:

boe) = fim (1) bl (@) -+l )]

n

si este el limite existe. Notemos que h existe st y solo s1 L eviste y ademds In L = h.

De la definicién anterior, observamos que el ndmero de Lyapunov de un punto fijo
- : : " z M _
r; para un mapeo uno-dimensional f es |f’ (x)| ¢ equivalentemente, el exponente

de Lyapunov de la érbita es b = In|f' (z1)]. Si x es un punto periddico de perfodo

primo k, entonces el exponente de Lyapunov es h(z) = mlfr{“)lJr';rln‘fJ(m”)l. La idea

central es que para una drbita periddica, el nimero de Lyapunov e™*1) describe la

razdn local de estiramiento por iterada para puntos cercanos a la orbita.

Definicién 3.1.2 Sea f un mapeo suave. Una drbita {Ty,1y,...,Tp, ...} es lamada,
asintdticamente periédica, si converge a una drbita periddica cuando n tiende a co; es
decir, si existe una drbita periédica {y1,Ya, -\ Yk, Y1, Y2, -} tal que limp o0 [T — Yn| =

0.

Lema 3.1.1 5i el ndmero de Lyapunov de xy, bajo f es L, entonces el nimero de

Lyapunov de x1 bajo f* es LF.

Demostracién. Bscribiremos primero el caso en el que k = 2. Sea g = f2. Por
definicién

Ly(1) = lim {lg"(@)] - lg'(z2)] - . g (a) ]
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Pero

* g'w)=(fo fY (@)= (f@)f () = f(3)f (2:02)

de manera que v
Ly(zay = Jim [If ()] | @)l oo 1 ()] - T @ ))
A BT |f'<:cnm2] "
- Jim, {%}/ lim [(1F @Ol @)l A )]
i

- 2m [

Sean
a=min{|f' (@)} ¥ A=meax{|f ()]} (3.1)
Entonces
0<a<|f(za) <A

y, por tanto

G,l/n S. Iff(mn)ll,/n < Aljn.

Como limy, e a'/™ = lim, e, AY™ = 1, concluimos que lim, o |f/(z,)]*/" = 1. Por

tanto,

Lg{z1) = L2

En general, sea g = f*. Entonces

Ly(z:) = lim (ﬁg’(mi)) i/n

i=1
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Pero g'(zi) = (fofo--0o f){z) = H?;é '(z;4,}, de modo que
kveces
n k—i lfn
Ly(z:) = lim HHf’mg}
i=1 5=0
IS |(F (@)D} [ 2
= lm = e ] [T
n=oo | TTio (S () )69 ks
=g )) /n
= I*. im [Hiﬂll( (Tnts) 2 |]
mee | TS I(F ’(EJ))( =9

I (=)

Nétese que limy .a Hf:l

)(k—j)ll/“ =1, (pues H?;]l

|(f'(2;))5 9| es constante

positiva, independiente de 7). Con respecto al limite del numerador en el lado derecho

e (3.2), argumentamos de la siguiente manera. De acuerdo a (3.1),

de manera que

O<bdef L_L

¥, entonces,

k
b]/ﬂ. < lr -
7

asi que

a<|fz)| < A

(J)I < A

<H’f($n+

1

1

(k_r;!k d_ef

=B

i/n
I(f’(“’?nﬂ))(”l} < B

1/n
#H&[HI rnﬂ“l} =1 O

Lema 3.1.2 Sea {s,}52, una sucesién de nimeros reales que converge a s. Entonces

la sucesion de promedios {;11 i

s;} también converge a s.

Demostracién: Sea £ > 0. Existe un niimero natural N = N{¢) tal que si n > N{e)
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entonces |s, — 3| < £. Ahora, suponiendo (sin perder generalidad) que n > N{g),

* T _

ke’
N(E)-1"¥

1
= ~ Z Z §; — NS

i=] i=N(g)
1 N(E) 1

= . Z [81—6]+ Z -~-s']|

T

-I-% > [si— 4

i=N(e)

1 &
E;S,;—S

N{sy-1

< 23 fsi-d

=1

Sea A =max{s; —s|, 1=12,...,N(¢} —1}. Entonces

LIS sl 4o Y fsms]| < SAWNE) = 1)+ 2e(n = N(e)

Como el mimero LA(N(z) — 1)+ 2= (n — N(g)) se puede hacer tan pequenc cumo se

quiera tomando n suficientemente grande, concluimos que

1111{1231—3 O

n—oo n

Cualquier érbita que es atrafda a un punto atractor es asintéticamente periédica.
Por ejemplo, la érbita con condicién inicial 7 = 1 de h(z) = 4z(1 — z) es también
asintéticamente periddica, ya que después de dos iteradas ésta coincide con el punto
fijo z = 0. El término eventualmente periddico es usado para describir los casos en

que la drbita cae precisamente sobre una érbita periddica.

Teorema 3.1.1 Sea f:R — R. Sila drbita {z1, 2, ...} de [ satisface f (T,,) #0V
i y ademds es asintdticamente periddica a una orbita periddica {y1,ys,...}, entonces

las dos drbitas tienen exponentes de Lyapunov tdénticos, dado que ambos ezisten.
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Demostracién : Para comenzar tomaremos k = 1, de manera que y; es un punto fijo.
Como Utpn oo Tn = U1, v ' es continua, vernos que lima o f' (Zn) = [/ (impooe 2n) =
f'(sn). Atn mas, como In |z} es continua para z positivo
A
Jim In |/ (@a)] = In| lim f"(z,) =1n|f"(s)
Esta ecuacién nos da el limite de una sucesién infinita. Usando el lema 3.1.2 tenemos
que
hfay) = lim — zln @) = n ()] = hl)
Ahora, tomemos k > 1, de modo que ahora 4, no necesariamente es un punto fijo.
Entonces y1 es un punto fijo de f*, y la érbita de z; es asintdticamente periddica
sobre f* a la érbita de y;. Por el lema 3.1.1 , el exponente de Lyapunov de la érbita
de 7, sobre f* es In|f’(y1)|. Asi por el Lema 3.1.1 tenemos que el exponente de

Lyapunov de 7 bajo j es llnl(f"‘ (1) )__ (y1). O

3.1.1 Orbitas Cadticas.

En la seccidn anterior definimos el exponente de Lyapunov h de una drbita, como
el logaritmo del crecimiento de la razén de separacién por iterada de la funcién (ver
Definicidén 3.1.1). Vimos también cdmo calcular h para algunos casos especiales: para
un punto fijo é una drbita periédica podemos expresar h en términos de las derivadas.
Vimos, ademas, que si una Srbita converge a una érbita periddica entonces tienen el
mismo exponente de Lyapunov. Un caso més interesante es aquel de drbitas acotadas
que no son asintéticamente periédicas. Cuando una de tales drbitas tiene exponente

de Lyapunov positivo, entonces es una érbita cadtica.

Definicién 3.1.3 Sea f: R — R, y sea {x,,Zq, ...} una drhite acotada de [ . En-
tonces la orbita es cadtica si:
1) {z1, 22, ...} no es asintdticamente periddica.

2) El exponente de Lyapunov h(zy) es mayor de cero.
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Ilustraremos estos conceptos mediante el siguiente ejemplo.

Consideremos el mapeo tienda (“tent map”),
flz) = 2z (modsl), z €R.

El mapeo no es continuo, y por lo tanto, no es diferenciable, en = = 3. Asf que
enfocaremos nuestra atencién a drbitas que “nunca pasan” por el punto % Para estas

érbitas, es facil calcular el exponente de Lyapunov:

lim Zln|f ;)| = lim —Zan—f‘an

Ti— 0O -n N 00 ),

Asi que, cada drbita que siempre evita a el punto z = -;- y ademas no es asintéticamente
periédica, .es una érbita cadtica, con exponente de Lyapunov In 2.

El efecto de este mapeo, en un nimero = € [0, 1] puede ser visualizado facilmente
si consideramos la expansién binaria de z. El mapeo [ aplicado a el niimero . ex-
presado en expansién binaria, “corta” el digito que esté enseguida del punto decimal.
Tomemos ’por ejemplo z = 1/5. |

=.001100110011
f(%) = 01100110011
2 (1) = 1100110011
) = .100110011
00110011

ey
£
N
1p
—
H

Vemos que = + es un punto con érbita periédica de perfodo 4. Como el mapeo es

5
muy simple en el sistema binario, podemos ver inmediatamente cuales puntos en [0, 1]

. Los

‘_,'||;-.-o

son periddicos, estos son los puntos con expansién binaria repetida, como z =
puntos eventualmente periédicos, son aquellos con expansidn binaria eventualmente
periédica, como = 7 = .010 6 & = 11—0 = .00011.

- La unica forma de tener una expansiéon que se repita asintdticamente ocurre

cuando la expansién es eventualmente repetitiva. Concluimos que si la expansién
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binaria de un numero z € [0, 1} no es eventualmente repetida, entonces su 6rhita sera
cabtica. Estos pyntos son precisamente los irracionales. Es decir, existe una infinidad

no numerable de puntos cuyas Srbitas son cadticas.

.

3.2 Fractales.

Es comin que uno de los primeros pasos. que se dan cuando se esté analizando un
sistema dindmico es determinar aquellos conjuntos de condiciones iniciales que ex-
hiben un comportamiento similar. Si el sistema no es cadtico, esta descomposicidn en
regiones dél conjunto de condiciones iniciales resulta ser muy directa, v las fronteras
entre las regiones resultantes son conjuntos “simples” de puntos, en el caso de sis-
temas de dimension 1 y curvas “simples” en dimensiones mayores. Pero para sitemas
dindmicos cadticos los conjuntos o curvas que separan estas regiones son objetos al-
tamente irregulares llamados fmcta[e@. El término “fractal” fue introducido en la
década de 1960 por B. Mandelbrot, un matematico de IBM.

En nnestra discusidén anterior ya hemos encontrado un fractal. Recordemos que
el conjunto A aparecid en el proceso de dar respuesta a la pregunta que nos hicimos
en la Seccién 2.1, acerca de cudles puntos permanecen en {0, 1] bajo iteraciones de A,
cuando el pardmetro r es ’pal que h, es cadtica. En este sentido, A es “la frontera”
entre las condiciones iniciales cuyas Srbitas permanecen en [0, 1] y las que se salen de

[0,1]. Es decir, si definimos el conjunto
U, = {z € [0,1] : A”(z) se sale de [0, 1] para alguna n € N} (3.3)

entonces A = SV,. En este sentido A es un fractal.
No conocemos una definicién universalmente aceptada de fractal, pero todas las
descripciones que se hacen de los mismos incluyen por lo menos alguna de las sigu-

ientes propiedades: {a) tienen una estructura (o forma) geométrica complicada y
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(b) una “medida (o dimensién) fractal”! (véase la Seccién signiente). Estas dos
propiedades ge pueden ilustrar rdpidamente con el conjunto de Cantor. Por simpli-
cidad, consideraremos el conjunto de Cantor “del tercio medio”, es decir, el que se
obtiene removiendo del intervalo inicial A; = (B, 1] el subintervalo abierto (el “terciu
medio”) (1/3,2/3). A cada uno de los dos intervarlos cerrados que componen el con-
junto Ay se les remueve el tercio medio para obtener Ay. Continuando de esta manera
obtendremos conjuntos A,, que consisten de 2™ subintervalos cerrados ajenocs, cada
uno de igual longitud (1/3)"; de manera que la suma de las longitudes de todos los
subintervalos de A, es (2/3)". El conjunto de Cantor es (abusando un poco de la
notacion} A = limy 0 Ay Bl Conjunto de Cantor es un conjunto de medida cero, to-
talmente disconexo (es decir, no contiene subintervalo alguno) y tiene la cardinalidad
del intervalo [0,1]. De estas propiedades se ve que A es “muy pequefio” para ser de
dimensién 1 (pues es de medida cero) pero es “muy grande” para ser de dimensidn
0 (pues tiene la cardinalidad de {0, 1]). Estas observaciones permiten esperar que A

tenga dimension fractal.

3.3 Medidas de Hausdorft.

La medida de Hausdorff surgié a partir del problema de que la medida de Lebesgue no
distingue éntre conjuntos de igual medida (de Lebesgue).. Por ejemplo, la medida de
Lebesgue asigna a los racionales en {0, 1] la misma medida que al conju.nfo de Cantor:
cero en ambos casos. Sin embargo la cardinalidad (o “el tamafio”) de estos conjuntos
difiere notablemente. Los racionales tienen la cardinalidad de los naturales {es decir.
de un conjunto numerable; o si se quiere ser mas dréstico, de un conjunto de un sélo
punto!) pero el Conjunto de Cantor tiene la cardinalidad del continuo (es decir, de

. toda la recta real!). De manera que claramente se ve la necesidad de disefiar una

1Del latin fractum: fraccional, guebrado
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medida que diferencie entre conjuntos que tienen la misma medida de Lebesgue. Una

medida adeauiada para estos propdsitos es la Medida de Hausdorff.

Iniciaremos dando una motivacién a la deémicién de una medida de Hausdorfl.
Veamos que el segmento de linea [0, 1] tiene medida de Lebesgue cero en el plano.
Cubramos el segmento [0, 1] con discos cerrados B; de radio 1/N, centrados en los
puntos j/N,j = 0,...,N. Hay N +1 tales discos, cada uno con area n/N?  El area
total de IV +1 discos es entonces (N +1)-m/N?, la cual tiende a cero cuando NV — oc
. De acuerdo con la definicién de la medida de Lebesgue, la medida er R? de [0,1] es

entonces cero,

Es sencillo entender porqué la medida en R? se convierte en cero. El segmento
de linea [0, 1] es de dimensién uno. Este puede ser cubierto por un mimero de discos
(N + 1 de ellos por el argumento anterior). A medida que el radio de los discos
disminuye, el nimero de discos necesarios para cubrir {0,1] tiende a infinito mas

lentamente que la rapidez con que el area de cada disco {7/N?) tiende a cero. Entonces
Nitmero de discos X Area por disco ~ Area total — 0.

Si, con el objetivo de decidir si la medida de Lebesgue en R? del cuadrado unitario
es cero, aplicamos el procedimiento anterior al cuadrado [0,1] x [0, 1], usamos discos
centrados en los puntos (i/NV,7/N), necesitaremos, al menos, (N + 1)2 de ellos y,
entonces, el area total estard dada (aproximadamente) por (N +1)*. x/N? | la cual
no tiende a cero a medida que el radio de los discos tiende a cero. Asi que la medida

de Lebesgue del cuadrado unitario no es cero.

La medida de Hausdorfl, comunmente hablando, hace lo siguiente. Esta reconoce

que el nimero de discos que cubren a [0, 1] no esta en balance con el area del disco -

tipico, y toma varias potencias « del area, hasta que encuentra un a para el cual

ul
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¥ (area del disco)® se hace finita. Por ejemplo:

. N
> (m/N*)' =0,
=0
N .
S (m/N?)E - o0,
j=0
N 1
Z(W/N2)7 — un limite finito.
=0

Este proceso como podemos ver, identifica la dimension del conjunto en cuestién, y
calcula el tamano o medida del conjunto en la dimension correcta.

La definicién precisa de medida de Hausdorfl funciona mejor con el radio de los
discos que con su area. Elevando el radio a varias potencias, se captura el cambio de
dimensién. En dimensién 1, la longitud es propurcional al radio a la potencia 1. En
dimensién 2, el area es proporcional al racdio a la 2 potencia. Esta idea se extiende
para potencias no enteras. Asf, por analogia, en dimensién 2/3, “el volumen™ debe
ser proporcional al radio a la potencia 2/3. Ahora ya estamos preparados para dar la

definicién de una medida de Hausdorff.

Definicién 3.3.1 Sea @ > 0 dado, y sea A C R*. Una e-cubierta de A es un
congunto finito o numerable de bolas de radio menor gque g, las unidn de las cudles
contiene ¢ A. Seon 11,7y, ... los radios de estas. La medida de Hausdorff de A en

dimensidn o estd definida por :

H.(A) = lim inf;r,‘f

donde el inf se toma sobre todas las =— cubiertas de A.

La definicién anterior realmente de hecho define una medida exterior de Hausdorff?

%Una demostracién de este hecho aparece en :Harrison, Jenny. “An Intreduction to Fractals”
Chaos and Fractals: The Mathematics Behind the Computer Graphics. Robert L. Devaney & Linda
Keen, eds. Providence, RI: American Mathemaetical Society, 1928, En esta misma referencia se
hece una presentacién de doce definiciones de dimensidn, incluida, por supuesto, la dimensién de
Hausdorff.
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pues una medida se define sobre una g-8lgebra de conjuntos medibles. La expresién
H, no asigne medidas en una manera consistente a conjuntos arbitrarios. Es posible
demostrar que los borelianos son conjuntos Haudorfl medibles.
La definicién de una medida de Hausdorfl se entiende mejor si la descomponemos

en partes. Primero, sea 6(¢) la coleccién de todas las cubiertas de A por bolas B, ,
n > 1 con radio r, < £. Para ! € 8(¢) calculamos

oK)

Ho(A g l)=>"re.

=0

Ahora sea

H.(Ae) = inf Hu{Ael).

ied(s)

La funcién H,(A,z) es creciente si ¢ — ( decrecientemente, cuando « se mantiene
fijo. Para visualizar mejor esto veamos el siguiente ejernplo: trateremos de calcular

la medida de Haudorff en dimensién o del segmento de linea.
A={{zy):0<z<1,y=0} CR%:

En el ejemplo con el que empezamos A fue cubierto por N + 1 bolas de radio 1/N;

llamemeos a esta cubierta {y. Evidentemente
' | N
Hao(A1/N Iy} = Z(l/N)o‘ = (N 4+ 1)/(N%).
§=0
El infimo sobre todas las cubiertas (de radio < 1/N) solo puede ser mas pequefio, de

modo que

Ha(A,1/N} < (N +1)/(N7).

Ahora si N — oo ( lo mismo que £ — 0 decrecientemente)

N
Ha(d) < fim 201

Nﬂ_o.o Ne
con esto podemos concluir que Hqo(A4) = 0 para o > 1, que Ho(4) < 1sia =1y

que Hu(A) < 0o cuando a < 1. Intuitivamente podemos asegurar que el conjunto 4
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tiene dimensién 1. Esto sostiene la razén de que A mismo se ve delgado y pequeno
en cualquier dimensién mayor que 1 y por supuesto, su medida de Haudorff es cero
en dimension « > 1, justo como su medidAa de lebesgue es 0 en dimensién 2. Esto
revela que la medida de Hausdorff de A enwdimensién e < 1esco.

Podemos ahora considerar el problema de calcular la dimensién de Hausdorff del
Conjunto de Cantor.

Como vimos al inicio de la Seccion 3.2 el conjunto de Cantor A puede ser cubierto

por 2" bolas disjuntas cerradas, cada una con un radio de (1/2)-37". Llamaremos a

esta cubierta I, y sea £, el valor comiin de los radios. Entonces

a7 1 a 211
Halh o) < Halhen k) = 2 (5752) = g
k=1 2 : 3 ] 2 * 30‘.‘11

Ahora hagamos que n. — 00, lo cudl corresponde a que =, — 0. La expresion a la
1

) i . D ad
derecha puede ser escrita como —({22)%" y el limite es 0 si 2 < 3. Para tal o, la
P 2.3 y €

medida de Hausdorff es H,(A) = 0. Cuando 22 > 3 el limite es co. Finalmente, el
limite es finito cuando 25 = 3, es decir, cuando o = 22 = 0.6309.... Se concluye
entonces que el conjunto de Cantor tiene dimension fractal % Y el valor de Hy gano{A)
es 1.

En general se puede afirmar que si A C R™, si @« > n A deberd “verse pequenc”
gen P q ; peq )

porque estd en un espacio de dimensién menor que . Mas precisamente:
Ho(A) =0 para toda a>n

Nada es posible decir de f,{A) cuando a < 7 ya que, en este caso, A puede ser
cualquier c..osa desde un sirﬁple punto hasta todo R™. |

Estos ejemplos nos sugieren que H,(A) es entonces cero o infinito, excepto para
algin valor en particular de . Y como probaremos a continuacién esto es lo que

realmente sucede.

Proposicién 3.3.1 Sea A C R™. Entonces, eziste una inice aq € [0,1] tal que
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(0,1].

Usando este myismo enfoque es posible construir otros fractales que son muy cono-

cidos. ~ En esta subseccién consideraremos dos de tales fractales, el Tridngulo de

Sierpinski y y la Curva de Koch, y calcularemos %us correspondientes dimensiones
fractales.

(a) El tridngulo de Sierpinski.

Comenzemos con el triangulo equilatero Ty, de lado unitario. Eliminemos de este
el tridngulo medio, por esto nos referimos al tridngulo cuyos vértices son los puntos
medios de los lados de Tj. La nueva figura 77 es la union de tres subtridngulos.
Repitamos este proceso indefinidamente, removiendo los tridngulos medios de los tres
subtri-éngulos de T}, y asi suscesivamente(este proceso esta mostrado en la Figura
3.1). Los puntos que permanecen en la figura forman el Triangulo de Sierpinski, al

que denotaremos con 5.
AVA+A*&*&+&+ -
T, T, 7, I, 7

Figura 3.1: Construccién grafica del triangulo de Serpinskii.

Se necesitan 3" circulos de radio £, = ——1\/3-21;- para cubrir al conjunto 75, % . =

0,1,2,... . De manera que

7 /1 1\*® 1 1 1 n
HQ(S,Eﬂ) _<__ HQ(S,En,ln) = Z (——-51—) = 3"5;5-__.- = (..3_.) X

k=1 3 \/gq ‘/—3_& 2(1
Como
1 3\ 0, st 3/2% <1
I )
- 0, si 3/2% > 1

y la dimensidén fractal es aquel valor de « para el que el limite anterior toma un valor

EE
R
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positivo finito, concluimos que

- 11’13
o = ) = 1.5849

(b) La Curva de Koch.

El procedimiento para obtener la Curva de Koch es el siguiente. Sea Kj un
segmento recto, de longitud 1, digamos. Dividamos Ko en tres segmentos iguales y
reemplazemos el segmento medio con dos lados de un tridngulo equilatero de la misma
longitud del segmente removido. Llamemos K al objeto obtenido. Repetimos el
procedimiento tomando cada uno de los cuatro segmentos de K, dividiendolo en tres
partes iguales y reemplazando cada uno de los segmentos medios con dos lados de un
tridngulo equilatero. Asf obtendremos K,. La Curva de Koch, K, es el objeto limite

que se obtiene al aplicar la construccién anterior una infinidad de veces. Como,

N AU

Figura 3.2: Construccién grifica de la Curva de Koch

n
para cada n, se necesitan 4" discos de radio g, = % (%) para cubrir al conjunto

K,,n=01,2,.... De manera que

e s £ (L) 26

Para que lim, .o, H,(K,en,1l,) sea finito y no nulo es necesario tomar la dimensidn
fractal o como
In4
o= m3 = 1.26185

In

3.3.2 Conjuntos De Julia.

Consideramos finalmente en esta subseccién un tipo muy conocido de fractales, lla-

mados el conjunto de Mandelbrot y los conjuntos de Julia que surgen en el estudio de

1t I
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la dindmica de funciones complejas de variable compleja.
" Sea (.(#) = 2% + ¢, donde z es una variable compleja y ¢ = a + ib es una constante
también compleja.
Comenzaremos considerando la dindmica ge este mapeo complejo cuando el parametro
¢ = 0. Entonces el mapeo (g (z) = 2z* tiene un punto fijo atractor en z = 0 cuyo cuenca

de atraccién es {z : {z| < 1}, el interior del disco unitario. Un punto del circulo uni-

tario

mapea a otro punto en el circulo unitario {el 4ngulo es duplicado). La érbita de
cualquier punto en {z: lz| > 1}, el exterior del disco unitario, diverge a infinito. El
circulo S forma la cota entre la cuenca de atraccién de cero y la de infinito. Notemos
que los puntos en el cohjunto invariante S no estdn en ninguna de las cuencas.

Para distintos valores de la constante ¢, z = 0 ya no es mas, un punto fijo. Como
queremos considerar a todos los puntos fijos, la ecuacién z?+c = z debe tener raices.
Por lo tanto ¢, tiene puntos fijos. De hecho, existe una forma sencilla de encontrar a
todos los puntos fijos atractores y a los periddicos de (., esto es por un teorema de
Fatou: Cualquier ciclo atractor de un mapeo polinomial P atrae por lo menos a 1N
punto critico de P. De hecho, Fatou probo este resultado para todas las funciones
racionales. Como nuestra funcidén Q tiene solamente un punto critico (z = 0), debe
tener, a lo mds, una 4rbita periddica atractora. |

Algunas veces (., no tiene atractores. Consideremos, por ejemplo, (_;(z) = 22 — 4.
Entonces (2(0) = —1 — i, el cual es un punto repelente de perfodo dos. Asf que no
necesitamos buscar un atractor.

Reconaciendo el papel tan importante que juega la 6rbita de cero, en la dindmica

de ¢, definiremos a el conjunto de Mandelbrot como:

M = {c € C tales que 0 ¢ W*(o0) para (.(2)}
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donde W*(oo) es el conjunto de puntos z € € que divergen a co bajo iteraciones
de (.. En gtras palabras, W?(co) es la cuenca de atraccién de infinito. Es decir, se
escoge un valor de ¢ € C y se empieza la 1terac10n de 0. Si la érbita no diverge, se
pone un punto en las coordenadas correspond1entes a ¢. Si se hace ésto de manera
sistematica para todos los puntos ¢ € C, la figura que se obtiene es el Conjunto de
Mandelbrot. Observemos que, por ejemplo, ¢ = 0 y ¢ = —1% estan en el conjunto de
Mandelbrot, mientras que ¢ =1 no estd. La Figura 3.3 muestra una imdgen* de la

frontera de este conjunto.

Imc

Rec¢

Figura 3.3: El Conjunto de Mandelbrot

Para cada ¢ en el conjunto de Mandelbrot, existen érbitas de (. que permanecen
acotadas, y otras que no, dependiendo de la condicidén inicial 2y que se escuja. De
aqui gue, la cota de la cuenca de atraccidn de infinito es no vacia. Esta cota es
conocida como el conjunto de Julia de (., en honor a el matemitico Francés G.

Julia. Tecnicamente, el conjunto de Julia es definido como el conjunto de puntos fijos

3copiada de http://homestead.junc.com/johnrhg/files/outline.gif
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repelentes y puntos periédicos junto con el punto limite de este conjunto. En el caso
de los poljnomios, las dos definiciones coinciden. A continuacién presentamos algunas
graficas de los conjuntos de Julia, para distintos valores del pardmetro ¢. Para mayor
informacién sobre los conjuntos de Julia _';? Mandelbrot, puede consultar (Devaney,

1996), (Devaney & Keen, 1998), o (Peitgen & Richter, 1986).

Figura 3.4 El valle de los caballitos de mar. Un acercamiento (Zoom) a una de
las pequenias bulbas en el conjunto de Mandelbrot, asi como en este caso se pueden
encontrar distintos fractales en acercamientos a otras regiones. Los cambios en los
colores nos indica la rapidez con la que los puntos, en esa regidn, convergen. El color
negro nos indica la mayor rapidez y el blanco la ausencia de orbitas acotadas, es decir,

los puntos en blanco € W*(c0).
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Figura 3.5: Algunos conjuntos de Julia para distintos valores del pardmetro c. Al
igual que en el conjunto de Mandelbrot los colores indican la velocidad con la que
estas érbitas convergen. Para cada punto en el conjunto de Mandelbrot existe un
conjunto de Julia asociado con este. Muchos de ellos ya categorizados y con formas
muy interesantes.




Capitulo 4

Sistemas Dinamicos En Dimension
Mayor.

En los capitulos anteriores hemos revisado los principales conceptos y propiedades de la
dindmica de maf:eos de dimensién uno.

En este Capitulo expondremos los primeros elementos de sistemas dinamicos en di-
mensién mayor que uno. la discusidén se centrard principalmente en los mapeos de di-
mensién 2. En la seccién 4.1 hacemos una rapida revision de mapeos lineales. En particular
estudiamos la dinamica de mapeos lineales definidos por matrices en forma de bloque de
Jordan, dado que estos son representativos de todas las posibilidades que se pueden pre-
sentar. En la Seccién 4.2 estudiamos los elementos de mapeos no lineales y terminamos
presentando el concepto de caos para sistemas de dimensién mayor que uno, en la Seccién

4.3

4.1 DMapeos Lineales.

Definicién 4.1.1 Un mapeo A(7) de R? a R? es lineal & para cada a,b € R, y
7,90 € R?, sucede que, A(a¥ + bif) = aA(¥) + bA(W). Equivalentemente, la accion
i

de un mapeo lineal A sobre un vector 7 € R?, A(7), puede ser representado como la

mauldtiplicacidn AT de A por 1.

75
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El vinico punto fijo de un mapeo lineal es el origen, exceptuando el caso del mapero
identidade para el cual todos los puntos son puntos fijos. Sila érbita de cada punto
" en una vecindad del punto (0,0) se acerca al punto fijo bajo las iteradas del mépeo,
consideraremos al punto fijo como atmctor..ﬁSi la érbita de puntos cercanos al origen
se alejan del origen, decimos que el origen es repelente.

La dindmica de los mapeos lineales estd determinada por las propiedades espec-
trales de la matriz A.

Recordemos que A es un eigenvalor de la matriz A si existe un vector #, distinto
de cero, tal que A7 = AiJ. El vector ¥ es lamado eigenvector de A correspondiente a

A. Notemos que si 7y es un eigenvector con eigenvalor A, la drbita de 7 es

'??)’1 = A’tjo = )\Tjg,’l‘jg = A.}\‘?_)’o = )\A'I_Jb = /\2'50 =

y, en general

'Jn = Anﬁg .

Es decir el mapeo se comporta como el mapeo uni-dimensional z,4; = Azy,. En este
sentido, a los subespacios lineales determinados por los eigenvectores de A se les llama
subespacios invariantes.
A continuacién presentamos tres importantes ejemplos de mapeos lineales en R
Caso 1.- [Eigenvalores reales distintos]. Sea ©# = (z,y) un vector en R? y sea
L(7) el mapeo definido por L(z,y) = (az,by). El mapeo L puede representarse

matricialmente en la forma

Y

L@:M:Bﬂr} (41)

Es préctica comun identificar el mapeo L con la matriz

0
A= [‘5 b} (4.2)
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h
L

%
-1l

Figui?a 4.1: El disco unitario y dos de sus imagenes bajo el mapeo lineal.

Las potencias enteras de A estan dadas por

A = ! [ 0 " } (4.5)

Por lo tanto, el efecto de la matriz A™ sobre el vector (:yc) es :

An{x}=an_][am+ny}
Y ay

Vemos entonces que el punto fijo (0,0) es un atractor si |a| < 1 y es repelente si
|a|> 1.
Caso 3.-[Eigenvalores complejos|. Por tltimo, si los eigenvalores de una matriz

cuadrada de tamano 2 son complejos, entonces la matriz es equivalente

la -b
A= [ ¢ - J |
Los eigenvalores de A son a — ib y a+ b, donde ¢ = 4/—1. Los eigenvectores. corre-

spondientes son (1,—%) y (1,1), respectivamente. El! efecto dindmico de A sobre un

vector 7 puede ser interpretado en términos sencillos. Si multiplicamos y dividimos

por 7 = va? + b? obtenemos

A:T\\ E}zm[cosﬁ —sin@} ' (4.6)

sinf cos@

S o e
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El éngulo § puede ser identificado como f = arctan(). De aqui se ve que la
multiplicacién por e.sta matriz rota puntos con respecto al origen en un dngulo 8, y
multiplica la norma {de ¥) por VaZ £ b2, Asi que el efecto de multiplicar por A es
una combinacién de una rotacién (en u‘f‘l éngulo 6) y dilatacién/contraccién {por el
factor /a? + BZ).

Asi se sigue que la estabilidad resultante es similar a la de los dos casos anteriores:
Si la magnitud de los eigenvalores es menor que 1, el origen es un atractor; Si es
mayor que 1 es repelente. |

Los tres ejemplos de matrices en R? considerados anteriormente son, en escencia,
todos los posibles casos que se pueden considerar pues son los tres posibles bloques de
Jordan en IR2. Cualquiera otra matriz en R? puede, dependiendo de sus propiedades
espectrales, transformarse (mediante una transformacién de similaridad) en una y
s6lo una de las matrices consideradas.

Estas conclusiones pueden facilmente establecerse en espacios de dimensién mayor
que dos. De manera ﬁue el siguiente resultado (cuya demostraciéon omitimos) es

verdadero:

Teorema 4.1.1 Sea L{7} un mapeo lineal en R™, el cudl es representado por la
matriz A. Entonces:

1.- El origen es un atractor st todos los eigenvalores de A son menores que uno
en valor absolulo. | |

2.- El b'rigen es repelente si todos los eigenvalores de A son mayores que uno en

valor absoluto.

Como vimos en el Caso I, un mapeo puede ser tal que el origen es atractor en una

direccién y repelente en otra. En estos casos el origen se dice ser un punto silla.

Definicion 4.1.2 Sea A un mapeo lineal en R™. Diremos que A es hiperbdlico s:

A no tiené eigenvalores con valor absoluto 1. Si un mapeo hiperbolico A tiene por lo
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menos un eigenvalor de valor absoluto mayor gque 1 y al menos un eigenvalor de valor

absoluto menor gue 1, entonces el origen es llamado un punto silla.

4.2 Mapeos No Lineales y la*Matriz Jacobiana.

Los comentarios hechos en la seccién anterior son suficientes para nuestros propésitos
de ilustrar la dindmica de mapeos lineales. Ahora deseamos hacer una breve incursién
en el terreno de los mapeos no-lineales y en particular en el problema de determinar la
estabilidad de los puntos fijos. Esencialmente las cosas son similares a lo que ocurre en
sistemas de dimensién 1. En particular, debemos considerar la derivada para estudiar

el comportamiento dinamico.

Definicién 4.2.1 Sea f un mapeo en R™. Es decir, f = (f1, fa,..., fm) donde f; :

R™ =R, 7=1,...,m. Seap € R". La Matriz Jacobiana de f en p, denotada por

D¢(p) es lu matriz de derivadas parciales, evaluadas en p:

mm . P
Dipy=| + o (4.7)
= - =)

Teorema 4.2.1 Sea f un mapeo en R™, y sea p un punto fijo de f; es decir, f{p) = p.
1.-Si la magnitud de cada eigenvalor de Dy(p) es menor que 1, entonces p es
atractor.
2.-5i la magnitud de cada eigenvalor de D;(p) es mayor que 1, entonces p es

repelente.

Justo como en los mapeos lineales de R™ para m > 1 podemos tener algunas
condiciones iniciales para las que las drbitas divergen de ceru y en otras convergen a
cero. Los puntos fijos de mapeos no-lineales pueden también atraer drbitas en algunas

direcciones y repelerlas en otras.
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Deﬁniciéﬁ 4.2.2 Sea f un mapeo en R™, m > 1. Supongumos que f(p} = p.
- Entonces el punto fijo p es llamado hiperbolico si ninguno de los eigenvalores de
D(p) tiene magnitud 1. Si p es hiperbolico y al menos un eigenvalor de Dy(p)
tiene magnitud mayor que uno y al meno: un etgenvalor tiene magnitud menor gue
uno y entonces p es llamado un punto silla. (Para puntoes pertodicos de periodo k,

reemplazaremos f por f*).

Hasta ahora, hemos visto que la clasificacién para la dindmica de los mapeos no-
lineales, es muy parecida a la de los lineales, sélo que en en los primeros, se utiliza
la matriz Jacobilana 6 matriz de derivadas parciales, para la caracterizacion de los
puntos a tratar. Otra diferencia estd en que en el caso lineal la estabilidad de los

puntos fijos es global, mientras que en el caso no lineal ésta es sélo local

4.3 Caos En Los Mapeos Dos Dimensionales.

Los Conceptos de “niimero” y “exponente de Lyapunov”, se pueden extender a los
mapeos en R™ para m > 1. En el caso uni-dimensional, la idea era medir las tazas de
separacidn de las drbitas de condiciones iniciales cercanas, a lo largo de una linea real.
En dimensiones mayores, el comportamiento local de la dindmica puede variar con la
direccién, es decir puntos cercanos pueden acercarse en una direccidn, y alejarse en
otra.

En esta seccidn trataremos de explicar la definicidn de los niimeros Lyapunov y de
los exponentes de Lyapunov en dimensién mayor, con el fin de obtener una definicion

de caos a partir de estos.

4.3.1 Exponentes De Lyapunov En R™,

B
Para un mapeo en R™, cada 6rbita tiene m nimeros de Lyapunov, los cuales miden las

tazas de separacién de los puntos en la érbita a lo largo de m direcciones ortogonales.
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Estas direcciones estén determinadas por la dindmica del mapeo. Lo primero que
haremos sé#ra fijarnos en la direccién en la cuél, la separacion entre puntos cercanos es
mayor (6 en la cual se contrae menos, esto si e‘}; mapeo se contrae en todas direcciones).
Lo segundo seré fijarnos en la mayor separacién, de las direcciones escogidas como
todas las perpendiculares a la primera. Lo tercero consiste en ver cual es la mas larga
de todas las direcciones tomadas como perpendiculares a las primeras dos, y es todo.
El factor de estiramiento en cada una de estas direcciones elegidas, son los niimeros
de Lyapunov de la érbita. La figura 4.2 nos ilustra este proceso pictorialmente.
Consideremos una esfera de radio pequefio centrada en el primer punto #, de la
Srbita. Si examinamos la imagen f(S) de la esfera pequetia, bajo la iteracion del
mapeo, veremos algo aproximado a una forma elipsoidal, con ejes mayores a lo largo

de las direcciones expansoras y ejes menores a lo largo de las direcciones contrayentes.

Figura 4.2: Evolucion inicial de un disco infinitesimal.

Después de n iteradas del mapeo f, la pequena esfera habré evolucionado en un
largo y delgado objeto de forma elipsoidal. Los cambios en los ejes, por el efecto de

las iteradas en la imagen °

‘ elipsoidal ” son los nimeros de Lyapunov. Al igual que
en dimensién uno, el logaritmo natural de cada mimero de Lyapunov es el exponente

de Lyapunov.
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Para una definicién formal, reemplazemos a la pequefia esfera sobre iy y al mapeo
f por la esferaamitaria U y la matriz de primeras derivadas D f (1), como estamos
interesados en el comportamiento infinitesimal cerca de % .

Sea J, = Df ™ (%) que denota la matriz dg primeras derivadas de la n-ésima
iterada de f. Entonces J,U sera una elipsode con m ejes ortogonales. Esto porque
para cualquier matriz A, la imagen AU es necesariamente una elipsoide. Los ejes serdn
mayores que uno en las direcciones expansoras y ménores de uno en las contrayentes,
como podemos ver en la figura uno. El crecimiento de las m tazas de expansion

multiplicativa de los m ejes ortogonales son los niimeros de Lyapunov.

Definicién 4.3.1 Sea f un mapeo suave en R™, sea J, = D (1) el Jacobiano de
lu n-ésima iterada de f, evaluado en el punto 4y, FPara k = 1,2,...,m, sea e la
longitud del k-ésimo eje ortogonal mds largo del elipsoide J,U para una érbita con
punto inicial %. BEntonces 7 mide la contraccidn o erpansion cerca de la drbita de
U durante las primeras n iteraciones. Bl k-ésimo nimmero de Lyapunov de 7y esia
definido como |

i/n

Ly = Bm ()",

s1 el limite existe. El k-ésimo exponente de Lyapunov de ¥ es by = In L.

Notemos que, de la definicion, se cumple la propiedad de que Iy > Ly 2 ... 2 L,
y hy 2 hy 2 ... 2 hy,. Usando el concepto de exponente de Lyapunov, podemos

extender la definicién de 4rbita cadtica a mapeos de dimensién mayor.

Definicién 4.3.2 Sea [ un mapeo de R™, m > 1, y sea {7, 71, Ts, ..., } una drbita
acotada de f. La drbita es cadtica st

1. No es asintdticamente periodica,

2. Ningun mimero de Lyapunov es ezactamente uno, y
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En terminos de exponentes de Lyapunov, la parte 3 de la Definicién 4.3.2 es

equivalente a decir hy (7) > 0.

Ejeﬁlplo 4.3.1 Consideremos el mapeo B : A — A donde A es el cuadrado unitario
A=10,1] x [0,1], definido por

(Gz,2y)si0 <y <
) si

1 1
3 )
fz+iy-1)sit<z<l

Bz, y) = {
El Jacobiano de B, | 1
DB(z,y) = (8 3)

es constante para cada punto (z,y) € A en el que esté definido
Consideremos un circulo y de radio r pequenio, con centro en algin punto de A
Después de una iteracién de B, -y es transformado es una elipse con ejes de longitud
%’r en la direccidn horizontal y 27 en la vertical. Asi que después de 7 iteraciones los
ejes seran (%)n ry 2"r. Esto es valido siempre y cuando ninguna de las elipses que
aparecen en las iteraciones dee 7y eruza la linea y = 1/2. Concluimos que los nitmeros
de Lyapunov de B son 1/3 y 2, o equivalentemente, los exponentes de Lyapunov

son —In3 y In2 para cualquier érbita. Ya que In2 > 0, cada érbita que no sea

asintdticamente periddica sera cadtica.

Bz}

0

17
R
—

- Figura 4.3: Iteradas del mapeo del panadero (“baker’s map™)

Observando la grafica de algunas iteradas de B, como se muestra en la Figura

4.3, vemos que, dada la similaridad con el conjunto de Cantor, y dada la relacién que
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existe entre éste y el mapeo corrimiento, podemos describir, para cada punto en A,
un itinerario similar al del mapeo tienda. Entonces, podemos concluir que los puntos
cuyasé Srbitas no son asintéticamente peridédicas son aquellos que tienen un itinerario

%
que no se repite eventualmente.
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Capitulo 5

Aplicaciones.

En este dltimo capitulo tratamos tres aplicaciones de la teoria desarrollada a lo largo del
trabajo. Las tres aplicaciones corresponden al contexto de biologia matematica, basadas

en modelos ya establecidos y estudiados.

5.1 Aplicacién 1

Si x, denota la poblacién (es decir, cantidad) de globulos rojos en el cuerpo de un

ser humano en un tiempo 7, entonces, un modelo para la evolucién de x, es
Ipntl = Tn — d-n =+ Pn (51)

donde d,, y p, representan Iespectivaménte el niimero de globulos destruidos (por
alguna infeccidn, p.or ejemplo) y creados (por la administracidn de alguna vacuna,
por ejemplo), respectivamente, durante un intervalo de tiempo [n, 7 + 1]. En general
las funciones d, y pn, dependen de z,, y posiblemente de la poblacién en un estado
previo T,_;. En este modelo, consideraremos el caso simple, en el cual d, y pa
dependen solo de x, . La forma de esta dependencia puede ser obviamente materia
de debate, y hay distintas formas que podemos citar, ¥ ninguna de ellas se puede

elegir como la mejor. La forma que propondremos es la de A. Lasota [Lasota, 1977},

87
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segun la cual

-

dn = QTp, Pn = b(mn)re—smn (52)
donde 0 <a<1lyb,r s> 0son paré,metros:' Asi que el modelo (5.1), toma la forma
Tnt1 = {1 — a)zn + b(zn) e, (5.3)

Si fijamos nuestro interés en los efectos de tasa de mortalidad a sobre la dinémica del

modelo, entonces (5.3) puede escribirse en la forma T, = Fy(z,) donde
Foz)=(1—a)s+bze”™ (5.4)

Notemos que F,(0) = ( para éualquier a. Entonces z; = 0 siempre es un punto fijo.
Esperamos que este sea un punto atractor ya que, desde un punto de vista clinico, un
individuo no puede recuperarse cuando la poblacidn de globulos rojus cae por debajo
de un cierto nivel critico.

Como DF,(z) = 1 - a + ba™ e **{r — sz) vemos que el origen es un atractor
st el pardmetro r > 1. En este caso DF,(0) = 1 —a < 1. Evidencia experimental
[Gearhart-Martel]j,lQQU] sugiere la presencia de un punto maximo s, tal ﬁue, el
valor maximo correspondiente F,{x)) es mayor que zp. Este hecho implica que,
ademas de x = 0, la funcién F,(z) tiene otros dos puntos fijos positives. En un punto

méximo la derivada de F|, es cero; es decir,

1—-a
brie M = g——— 5.5
M STy — T (5:5)
De (5.5) se ve que necesariamente ocurre que
T < 8% (56)

Como

Folzp) > 2y : (5.7)
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entonces, por (5.5)

i l—-a
(1 —a)zy+bzie™™ = (1-a)sy + Ty——— > Ty.
STy — 7T
%
Multiplicando por -
1 —
l—a4——2 51,
Sy — T

o, lo que es lo mismo,

r<sry <r+4+ — . (5,8):

a

En estos casos, lo mejor es usar datos obtenidos previamente (ver [10]) para determi- .
nar los valores de los parametros b,r y 5. Los valores sugeridos para algunos casos
son, T = 8,5 = 16 y b = 1.1 x 105, Podemos mostrar que para cualquier valor de

a > O el sistema dinamico gobernado por:
Fu(z) = (1 - a)z + 1.1 x 10828716 (5.9)

tiene tres puntos fijos, £, = 0 < x5, < zg,. Hemos observado previamente que 0
es siempre atractor. Mas precisamente, toda érbita O (z) tal que = < zy, converge
a cero. El segundo punto fijo zs, es siempre repelente y ademas existe ag € (0,1)
tal que el tercer punto fijo es atractor para a < @g y repelente para a > ay. Ahora
determinemos ag.

En la figura 5.1 representamos la gréafica de la funcién F' para dos distintos valores
de 2:0.2y 0.78. La derivada de F en Tg, es negativa en ambos casos y observamos
que en el caso a = 0.2 el valor absoluto de la derivada es menor que 1, y para a = 0.78 .
es mayor que 1. Entonces ag € (0.2,0.78). La estabilidad se pierde para estos dos
valores ya que la derivada de F' en xg, es menor que -1. Ya que xg, satisface la

ecu1acion

1.1 x 10%(zs,) e 1955 =a (5.10)
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Pigura 5.1; Gréfica de la funcién F paraa =02y a = 0.78

Y as1 tenemos que

— 1= DF,(zs,) =1+ Ta — 18azs, (5.11}

De aqui que zg, = 252 Sustituyendo en (5.10) obtenemos

247 24Ta

1.1 x 108(EIeYe 5™ =0 6 1.1 x 105(2 + Ta) e 7 = 2%48

16a

Tomando logaritmos a ambos lados de la ecuacidn, llegamos a la ecuacién
alnll +5aln10+7aln(2+7a)— 2 —7a — 28aln 2 — 8alng = 0

La solucién de esta ecuacién es ¢ = 0.2627.... De (5.9) vemos que el punto de equilibrio
es T, = .913279. En la Figura 5.2 usamos el valor a = 0.3. Observamos que surge
una érbita periodica de perfodo 2. Esto nos muestra que el pardmetro esta cruzando
un punto de bifurcacion de periodo doble.

De acuerdo con [10], la aparicién de estas Srbitas periddicas de perfodo dos, con-
cuerda con los resultados de laboratorio. Para el valor de a = 0.78 presentamos la
grafica de £ y la de su tercer jterada (Figura 5.3). Encontramos dos 6rbitas periodi-

cas de periodo tres. Asi que, para este valor del pardmetro, el sistema es cadtico en
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Figura 5.2: Gréfica de la funcién /'y F? para a = 0.3

el sentido de Li y Yorke!. Este comportamiento también es respaldado por priebas
de laboratorio. Un examen a los exponentes de Lyapunov en el sistema nos revela
que las trayectorias son inestables para valores cercanos a 0.8. Por ejemplo, el valor
a = 0.8 nos da la siguiente aproximacién sucesiva al exponente de Lyapunov, a lo

largo de la trayectoria que iniciaen x = 0.8

Niimero de Exponente de
iteraciones Lyapunov
901 0.43703
902 0.438573
903 0.438806
904 0.436471
| 905 - 0.438063

Comenzando en 1.1 obtenemos la siguiente tabla:

VEsto se remonta a Edward Lorenz (meteordlogo del MIT), quién publicé en 1963 “Determin-
istic Nonperiodic Flow” sobre el comportamiento no-lineal de un sistema de 3 ecuaciones lineales
correspondiente a un modelo simplificado de dindmica de fluidos. James Yorke descubrié en 1972
el trabajo de Lorenz, lo difundié y analizé con Robert May (matemdtico, bidlogo y ecGlogista).
Analizando matemdticamente el comportamiento de la ecuacién {que May puso en evidencia) Yorke
probé que cualquier sistema unidimensional (como el de la funcién logistica}, que muestra en algin
momento una drbita periédica de perfodo 3, mostrard érbitas periddicas de todos los tipos y también
caos. Asi hizo el descubrimiento de que “sistemas simples tienen dindmica compleja”, el cual di6
a conocer en el articulo “Period three Implies Chaos” (1975). Se han descubierto efectos similares
ademis de en Biologfa, en Genética, Fconomia, dindmica de fluidos, Epidemiologia, Fisiologia, etc.
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0 02 04 0 08 1 12 14 16 183 2

Figura 5.3: Gréfica de la funcién F y F® para a =0.78

Nimero de Exponente de

iteraciones Lyapunov
901 0.409193
902 0.410843
903 0.411094
904 0.410868
505 0.408586

Estos resultados son notables ya que sdlo calculamos 900 iteraciones. Pero esto nos
sugiere que el sistema no tiene érbitas estables. Para los valores cercanos a 1 tenemos
Fo(Fu(zm)) < 2s,. Esto es esperado. Cuando a =2 1 el cuerpo trata de compensar el
gran indice de destruccién de globulos rojos, incrementando la produccién al maximo.

Fn consecuencia, un gran niimero de globulos rojos entra en la sangre, causando una

acurmilacion excesiva. Este “crecimiento” es detenido por el control antomatico del
nivel de células y durante el siguiente intervalo de tiempo solo un pequefio niimero de

globulos es creado. Y ya que el indice de destruccidn no ha cambiado, la poblacidén

cae por debajo del nivel critico zg, y la érbita tiende a cero.
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5.2 Aplicaciéon 2.

&

Fl daho causado por el escarabajo de la harina, conocido comunmente como gorgojo,
representa un costo significativo a la industria de proceso de alimentos. Uno de los
mayores retos de los entomdlogos es tener una visidén dentro de la dindmica de la
poblacién de los escarabajos y otros insectos, como un modo de aprendizaje sobre la
fisiologia de los insectos. Una aplicacidén comercial del estudio de poblacién consta en
desarrollar estrategias para el control poblacional.

Un grupo de investigadores recientemente disefiaron un estudio de la fluctnacion
del escarabajo de la harina{Tribolium). La larva recién salida del cascardn pasa dos
semanas alimentandose antes de entrar al estado de pupa donde le tomara aproxi-
madamente el mismo tiempo. El escarabajo emerge, del estado de pupa, como un
adulto. Los investigadores proponen un mapeo discreto que modela las tres pobla-
ciones de manera separada. Dados el nimero de larvas, pupas y adultos en algin
tiempo t, denotaremos L, F; y A, respectivamente. La salida del mapeo son tres
niimeros; las tres poblaciones Ly, Piy1 v Aiy1, una unidad de tiempo después, es
mas conveniente tomar la unidad de tiempo como dos semanas. Un modelo tipico
para las tres poblaciones de escarabajos es :

Lt+1 = bA,

Pror = Le (1— )

Apr = B (1= ) + A (1 — pa)
donde b es la taza de nacimientos de la especie (El niimero de nuevas larvas por adulto
cada unidad de tiempo)‘, y donde py, phy ¥ fa son las tazas de mortandad de las larvas,
pupas v adultos respectivamente.

LLamaremos a un mapeo discreto con tres variables, mapeo tri-dimensional, como

el estado de la poblacién en cualquier tiempo dado, esta especificado por tres niimeros

Lt: Pt Y At'

H
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La especie Tribolium, agrega un giro interesante al modelo referido: Canibalismo
causado por e} estrés sobrepoblacional. Bajo condiciones de sobrepoblacion, los adul-
tos deben de comer pupas y huevos sin salir del cascaron (futuras larvas); Las larvas a

. kS
su vez comeran huevos. Incorporando estos refinamientos a nuestro modelo tenemos

Lipr = bA, exp(—cegAs — cali)

_Pz+1 = L, (1 —‘,M)

Apyr = B (1= pp) exp(—cpade) + As (1 — pa)
Los pardmetros ¢, = 0.012; ¢o = 0.009, ¢ = 0.004, gy = 0.267, pp, = 0y b= 7.48
fieron determinados por experimentos poblacionales. La taza de mortalidad en los
adultos fue determinada mediante experimentos y seréa p, = 0.0036.

El efecto de lamar a un exterminador puede ser modelado por el caﬁbio artificial
en la taza de mortalidad de los adultos. La figura 5.4 nus mnestra un diagrama
de bifurcacién de las ecuaciones anteriores. El eje horizontal representa la taza de
mortalidad p,. El valor asintético de L, -calculado corgiendo el modelo por un largo
tiempo en una pt, fija y guardando la poblacion de laWas resultante- es graficada
verticalmente. la figura 5.4 sugiere que para una relativa t‘aza de mortandad baja, la
poblacién de larvas alcanza un estado constante (un puntc; ﬁjo) Para p, > 0.1 {lo

l

que Tepresenta una taza de mortandad del 10% de los adultos; por cada perfodo de

dos semanas) el modelo muestra. oscilacién entre dos estados tg:talmente diferentes.

Ly

Esto es un ciclo “Boom and Bust”, muy conocido en poblaciones bx‘q{“}pgxcgs. Una baja

poblacién (Bust) conduce a una condicién baja de vida y un gran crgéimié&o (Boom)
en la siguiente generacién. Hasta este punto el limite de crecimiento poblacional (lo
que produce la aparicién de canibalismo en el sistema) se puede presentar guiandolo
a un decline catastréfico y repitiendo el ciclo. La bifurcacién de perfodo doble cerca
de g = 0.1 continua por un periodo, teniendo bifurcacién hasta p, =2 0.6. Para muy

altas tazas de mortandad, cercano al 100 % vemos el complicado comportamiento
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Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién para el modelo biolégico.

no-periodico, caracteristico de la funcién logistica.

Esta es una manera de encontrar cacs en un modelo matematico. Un significado
mucho mas importante encontrado fue demostrar que el modelo, que es lo suﬁciénte-
mente acertado para un sistema real que muestra comportamiento cadtico, puede ser
reproducicio en un laboratorio.

El experimento fue realizado colocando en recipientes cientos de escarabajos y
20gr. de comida. Se tomaron muestras por 18 periodos consecutivos de 2 semanas.
Para 6 distintas tazas de mortandad, u, = 0.036 (la natural), 0.04,0.277,0.50;0.73 ¥
0.96 fueron forzadas en distintos botes cada uno de los 6 experimentos fue reproducido

en 4 botes por separado. El resultado se muestra en la Figura 5.5.
5.3 Aplicacién 3.

Durante la primera guerra mundial la poblacién de selachians, en el lado norte del

mar adridtico, se incremento de manera dramaética, confrontando a los bilogos con
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Figura 5.5: La poblacién como una funcién del tiempo.

un supuesto irresoluble rompecabezas. Umberto D Ancoﬁa, uno de ellos, presento el
problema a un experto matemaético, su suegro Vito Volterra [Volterra, 1931], quien
le otorgo una brillante solucién al rompecabezas, construyendo un modelo simple,
pero objetivo y de gran ayuda. El dividié la poblacién de peces en dos categorias,
depredadores (Selachians) y presas. Dando por hecho, que el niimero de encuentros,
por unidad de tiempo, entre pares de los dos distintos grupos es proporcional a el pro-
ducto de sus tamafios y que esto favorece al crecimiento de los depredadores, mientras
el otro grupo decrece, Volterra propone el siguiente sistema elemental de ecuaciones

diferenciales, para estudiar la dindmica de las dos poblaciones. Las variables z (t)
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y y(t) representan la poblacion de las presas y depredadores respectivamente en un

tiempo t,y a,b,¢,d y ¢ son parametros no negativos.

2 (t) = oz {t) — be (1) (t) — 92 (¢)
o (£) = ey (t) — dd(8) y (1) — 9y (1

Los dos tltimos términos de las ecuaciones, —¢z (t) y —dy (t), contabilizan las bajas

(5.12)

por la pesca. Debido a las hostilidades en la guerra, esta actividad fue disminuida,
significativamente de 1915 a 1919, el perfodo caracterizado por la gran disminucién
en la proporcién de selachians capturados por los pocos pescadores, operando en el
area.

Podemos discretizar el sistema original 5.12, usendo el método de Euler. Elijamos

un intervalo de tiempo At = h y reemplazemos las dos derivadas, por ”"(Hhh_m 2
ﬂ@,%f—y(fl respectivamente. Asi llegamos al sistema
2 (t+ h) = (1+ ah)z (t) — bha () y (1)} — Pz (). (5.13)
y(t+h) = (1 — chyy (t) — dha (t) y () — ¢hy (1) -

Escogemos t = 0, y el estado inicial {0) = zq, ¥ (0) = yo. Sustituyendo en 5.13

obtenemos
1 = y(h) = (1 — ch ~ ¢h)yo — dhzoyn '
Tomemos t = h, y de 5.13 y 5.14 obtenemos
zy = 2 (2h) = (1 + ah + ¢h)z1 — bhzas (5.15)
ys = y(2h) = (1 — ch — ¢hyyn — dhzim '
Y en general, después de n + 1 pasos, llegamos a que
Tny1 =X (?‘1 + 1)(h’) = (1 -+ ah + d)h)mn - bh’mny'n. (5 16)

Yui1 = y(n+1)(R) = (1 — ch — dh)yn — dhTayn
Tomando el valor de los parémetros ghz () y ¢hy (t) = 0, es decir considerando el

efecto de la pesca como nula, tenemos que :

Zap1 = (14 ah)zn — bhZnln

5.17
Yns1 = (1 — ch)yn — QATaYn (5.17)
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Los puntos fijos de miestro sistema son (0,0) y (ﬁ, %) Queremos analizar el tipo de

estabilidag de estos estados. Como

Fu(z,y) = (1 + ah) x — bRzy, {1 — ch)y + dhay)

obtenemos
_{ 1+ ah—bhy ~bhx
DFy(z,y) = ( dhy 1—ch+dhz ) '
Asi que, |
1+ah 0
DFﬂ(OJO)ﬂ( 0 ]__.ch>

Los eigenvalores de DF,(0,0) son (1 +ah),(1 —ch). El primerc es mayor que 1 y

el segundo menor que 1. Por lo tanto el origen es un punto silla. Similarmente,

c a R
Z 2y = d
pr (i) (2 1)

Los eigenvalores de DF, (C 9) son 1 4 ihy/ac y 1 — th/ac. Este segundo equilib-

d'b

obtenemos

rio es repelente. Para visualizar éste comportamiento, elijamos los valores numéricos
1+ah =1:2,bh =0.2,1—ch = 0.8,dh = 0.2. El punto de equilibrio es (1,1). Comen-
zando en (1.3, 1) las dos poblaciones {ver Figura 5.6) desarrollan un comportamiento
oscilatorio, fuera de fase y las amplitudes de las oscilaciones son decrecientes. Este
comportamiento es esperado, ya que los eigenvalores de DF,(z,) son complejos y sus
modulos mayores que uno. En el sistema continuo, puede ser demostrado que, la
érbita que comienza en (1.3,1) es periodica. Este hecho ﬁos muestra la importancia
de un cuidadoso anilisis cualitativo del sistema, antes de usar metodos numéricos,
para investigar sus comportamientos evolutivos.

El modelo de Volterra, estd basado en el hecho no realista del crecimiento expo-
nencial de las presas en ausencia de depredadores. Asf que se requieren refinamientos

al sistema: Por ejemplo, que el crecimiento de presas este gobernado por un mapeo



5.3. APLICACION 3. 09

Ts
T 2.5 C
ol -
o o
& e, .
SR HEE L

0.5y L el
SAALLE L Y
0 0.5 1 1.2 2 2.8 3

Fresa
Figura 5.6: El punto de equilibrio y la trayectoria que comienza en (1.3, 1)

logistico de la forma ax(1 — ) y el de los depredadores por —cy(1 +y). En conse-
cuencia, nuestra versidén discreta del modelo, en el cual usamos el metodo de Ealer,
ahora se convierte en

Tny1 = (1+ ah)zn — ah(z,)? — bhznyy,

, 5.18
v = (1 — ch)yn — chlyn)? + dhTan (5.18)

donde el intervalo de tiempo h, debe ser considerado un parametro muy pequeno. El

origen es de nuevo, un punto fijo y con
Tz, y) = ((l +ah)z — ahz?® — bhay, (1 — ch)y — chy® + dhmy)

encontramos

'DTa___(O,O)___(1+ah 0 )

0 1—ch

Los eigenvalores de DT, = (0,0) son 1 +.ah y 1 — ch. Por lo tanto, el origen es
nuevamente un punto silla. Existen tres equilibrios mas. Uno tiene coordenadas
(0,—1) y este no es util para nuestros propdsitos. Otro de ellos tiene coordenadas

(1,0). Denotaremos a este comio x2. Asumiendo que ¢ < d tenemos un tercer punto

de equilibrio z3 = ('ggi_;%, z‘jjrg;) El estado estable de (0, 1), es un punto silla ya que
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1-—-ah —bh
DT,(1,0) = ( 0 1-ch+dh )

para la cual, sus eigenvalores son 1 —ah y 1+h(d — ¢). El dltimo eigenvalor es mayor

*

que uno (ya que d > c). El anélisis de la estabiltdad del tercer punto de equilibrio es

un poco mas complicado. Notemos que T = I + hG, donde
G.(z) = (az (1 — z) — boy, —cy (1 + y) + dzy).

Asi que, los eigenvalores de la derivada de T' seran encontrados sumando 1 a los

eigenvalores de G multiplicados por h. Asi, tenemos que :

—ac —be(a+b
DGy (x3) = E:IEE ( afi (fia—+(:l)7) _ac((d i_ r:)) )

Ya que la traza de esta matriz es negativa y el determinante es positivo, sus eigenval-
ores tienen parte real negativa. Asf que, para h lo suficientemente pequetia, el modulo
del eigenvalor de DT,(x,) es menor que 1 y el equilibrio es un atractor.

Uno puede encontrar también razones para criticar el modelo logfstico de com-
petencia depredador-presa, argumentando que el origén debe ser un atractor, ya que
ambas poblaciones deben extinguirse si caen bajo un cierto nivel minimo, El siguiente

modelo depredador-presa presenta este comportamiento.

Tpg1 = Ty (1 - Ip — yn)

Yns1 = TITplYn o (519)

Sean Fy(z,y) = (rz(1 —x —y),rzy} y r € (0,4]. Los puntos estables de este sistema
sonZ(r) = (0,0), Zo(r) = (1—-r72,0), Z4(r) = (r~!, 1—27!) El primero es un atractor
para T < 1. En este valor del parametro tenemos un intercambio de estabilidad entre
los vectores Z1(r) y Za(r); el equilibrio del primer vector se convierte en un punto

silla y el equilibrio del segundo es ahora un atractor. Notemos que el estado estable

del segundo vector, tiene sentido solo para r > 1 y en r = 1 tenemos Z»{1) = (0,0) =
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Figura 5.7, Grafica de la trayectoria que comienza en {0.32,0.34). El circulo grande
representa a el punto de equilibrio z3 = (3.2,3.2)

#1(1). El conjunto estable del vector £;(r) es aceptable s6lo para valores de » > 2.

Es exactamente en r = 2 que Z5(2) = Z3(2). La matriz DF,(Z) evaluada a lo largo
del vector Zs(r) es
DFy () = (TEZ 7 )

Los eigenvalores de esta matriz son A\ = '11’—5@ Ay = 1—4@ Ambos eigenvalores
son positivos, reales y menores que 1 en r € (2,2.25). Entonces, en r = 2 la caracter-
istica atractora del equilibrio, en el segundo vector se pasa al equilibrio del tercero.
Los eigenvalores se vuelven complejos para r > 2.25 y su modulo es +/r — 2. Estén
dentro del circulo unitario en el plano complejo, para v € (2.25,3). En r = 3 los

; es decir, los eigenvalores cruzan el circulo

eigenvalores son A\, = lﬂzﬁ CAg = 1—;\/'3'

unitario cuando 7 cruza a 3 y f;\/?T-———Z > 0 . Atn maés, el argumento del niimero
complejo )ﬁ es 0 = arct:;m v/3, lo cuél implica que 8 = 7/3. De modo que, en r = 3
tenemos una bifurcacidn de Hopf, es decir una bifurcacién en la que se genera un
ciclo invariante cuando el punto fijo atractor se hace repelente. Las drbitas cercanas
a (r*i, 1 — 2r~') para 7 > 3 son atraidas por una érbita periodica de periodo 6 (ya

que § = 7/3 ) la cuil es a su vez, una funcién de r.




102 CAPITULO 5. APLICACIONES.

La 6rbita esta dada por:
sc(;) (r—l—}-\/rz 2r — 3 'r—l—\/ -—2?‘-—3)
1 = )
2r
(r—l—i-\/'r?—Zr— 1
r—l-}-\/ —2r -3
z3(r) =
r—1- 21"—3 r—l—l—\/ - 2r—3
z4(r) =

zo(r) =

r
7’

2r
Tﬂ-l—\/——%z—l
-
1'r—1— 2 _9r -3
3 )-

zs{r) =

ze(r) =

Para valores grandes del parametro de control, el sistema parece ser caético, como lo

sugiere la figura 5.8.

Depredador
=
[

LY
L4

02 04 (¢ 08 1
Fresa

Figura 5.8: Grafica de la trayectoria que comienza en (0.4,0.2) para r = 3.9
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