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INTRODUCCION

El estudio de los grupos finitos aparece en diversas 4reas de las ciencias como son:
Arqueologia, Fisica, Quimica, etc. Y dentro de la Matematica podemos encontrar grupos en

Teoria de Gréficas, Geometria y Topologia Algebraica entre muchas otras.

La importancia de contar con los grupos clasificados permite mayor facilidad en la
comprensién de las aplicaciones; por ejemplo, en Topologia Algebraica, a un Espacio
Topolégico se le pueden asignar grupos que ayudan a diferenciar entre espacios, estas

tareas se ven sumamente beneficiadas con la clasificacion de grupos.

La teoria de grupos de orden finito es un area de las Mateméticas con un rico
historial 1a cual fundamenta el trabajo de muchos grandes matematicos. De acuerdo con
William Burnside, la teorfa de grupos finitos tuvo sus origenes en los intentos del
matematico francés A. I. Cauchy (1789-1857), quien en 1815 empez6 en forma consistente
la teoria de permutaciones, la cual desarrollé después de 1846 en la teoria de grupos de
permutaciones, como matematico finalmente empez6 a resumir los conceptos originales de
grupos tedricos el cual le fué legado a Cauchy por el joven matemiético E. Galois (1811-
1832). Sobre las bases de Cauchy y Galois podemos empezar a estudiar los grupos finitos,
un campo de estudio que fue ripidamente estructurado, con importantes contribuciones al
matemdtico Noruego L. Sylow (1832-1918), y del matematico Aleman L. Kronecker
- (1823-1891), del cual su famoso teorema probaremos en este escrito. Finalmente con una

publicacion en 1878 de los escritos sobre la teoria de grupos del matematico Ingles A.




Cayley (1821-1895), la teoria de grupos fue considerada un campo de las matematicas
independiente y auto sostenido. En las décadas pasadas, la clasificacion de todos los
grupos finitos llevo a muy grandes investigaciones. En la actualidad , ésta es la gran meta

de 1a teoria de grupos finitos.

Para clasificar todos los grupos finitos de orden » € N, tendriamos que producir
una lista de todos los grupos no isomorfos de orden », para determinar sus tablas de
factorizacion nicas. Sin embargo, grupos tedricos han sido determinados como estructuras
de grupos en el mayor de los casos probando que el grupo es isomorfo a otro grupo o clase
de grupos la cual es ficiimente conocida.

Bésicamente podemos dividir la teoria de grupos finitos en la clasificacion de tres

distintos tipos de grupos finitos (ver Figura 1)

Abelianos No Abelianos

Figura .- Tipos de Grupos Finitos.

Aunque la clasificacion de los grupos finitos no simples es un reto hasta ahora, el
orden de dos tipos de estos grupos ha sido clasificado; los grupos Abelianos finitos fueron

clasificados en 1870 con la ayuda del Teorema de Kronecker, y los grupos Simples finitos
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fueron clasificados justamente hace dos décadas. La historia detras de la clasificacion de
los grupos simples finitos es de especial significado historico, esta tarea unio a teoricos de
grupos finit0s alrededor del mundo durante 30 afios que culminaron en 300 a 500 trabajos
individuales y alrededor de 5000 a 10,000 paginas en revistas. En este trabajo nuestra

modesta meta es la de clasificar de orden menor que 100, con las restricciones de que su

orden sea a 1o mas el producto de tres primos.

En el Capitulo I, se enunciaran y demostraran sélo algunos teoremas basicos de la
teoria de grupos que seran referidos en el desarrollo de los capitulos posteriores, este es
material basico de un primer curso de Algebra Abstracta por lo que su contenido es
facilmente comprendido por estudiantes de matematicas de los primeros semestres de

licenciatura.
En el Capitulo II, se incluye el tema de Acciones de Grupos en Conjuntos con el
proposito de dar una demostracion compacta del Teorema de Cauchy y de los Teoremas de

Sylow que son herramienta fundamental para el propdsito del trabajo.

El Capitulo III, contiene una demostracion del Teorema Fundamental de los Grupos

Abelianos Finitos via Teoremas de Sylow, como una fuerte herramienta de soporte para la

clasificacion de grupos finitos. Una demostracion muy completa de este teorema y la
clasificacion general de los grupos abelianos puede verse en la Tesis de Licenciatura

“Clasificacion de Grupos Abelianos” del Dr. Martin Eduardo Frias Armenta.[V]



El Capitulo IV, contiene el recurso de los productos semi-directos con el cual
principalmente determinaremos los grupos no abelianos no isomorfos que nos hemos
propuesto Clasificar. Esta es otro de los componentes principales para alcanzar la meta

propuesta.

Finalmente en el Capitulo V nos centramos en la clasificacion en si de los grupos
finitos que dentro del rango mencionado clasificaremos. La estrategia a seguir en esta tarea
sera la de establecer las condiciones bajo las cuales se pueda hacer uso de los recursos
desarrollados en los capitulos anteriores y dar la clasificacion de los grupos hasta donde sea

posible, en términos de grupos mas conocidos o ficiles de manejar.
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CAPITULO L

PRELIMINARES.

Esta parte del trabajo contiene los conceptos y teoremas bésicos de la Teoria de
Grupos que se utilizaran en el desarrollo del presente escrito. No se incluyen todas las
demostraciones, ya que algunas de ellas son el material clasico en cualquier primer curso de
Algebra Abstracta y por tanto todo estudiante de matematicas que haya pasado por tal curso

es capaz de comprender completamente el contenido del presente.

Iniciaremos con la definicién de grupo y algunas de las propiedades elementales de

grupos que nos facilitaran el manejo de las demostraciones posteriores.

Definicion 1.1.1.-  Un conjunto no-vacio G es un grupo, si para sus elementos esta

definida una operaciéon que cumple con las siguientes propiedades:

1) Va b eQ, ab Q. (cerradura)

2y Va, b, ¢ €@, afbc) = (ab)c. (asociatividad)

3) de €, tal que ae = ea = a, V a € G.(elemento identidad)
4) Para cada a €G, 3 a’e@G, tal que ad’ = a'a = e.(existencia de

inversos)

Cuando en un grupo se cumple la conmutatividad, diremos que el grupo es

Abeliano.



Definicion 1.1.2-  Un subgrupo, es un subconjunto no-vacio H de un grupo G que es el

mismo también un grupo bajo la operacion de G. Lo cual denotaremos por

H<G

El teorema que a continuacion se enuncia es uno de los méas comunes para

demostrar que un subconjunto de un grupo es un subgrupo.

Teorema 1.1.3.- Sea G un grupo, un subconjunto no-vacio H de G, es un subgrupo de
G, si:
1) abecH - ab cH.

2) aeH 5 a'eH

Definicion 1.1.4.- Un grupo se dice que es finito, si tiene un nimero finito de

elementos.

Definicion 1.1.5.- Al nimero de elementos de un grupo G lo denominaremos el orden

del grupo y se denotara por | G |.

Definicion 1.1.6.- El orden de un elemento de un grupo se define, si existe, como el
menor entero positivo # tal que a” = e. Si no existe tal entero diremos que !

elemento es de orden infinito.



Consecuencias inmediatas de los conceptos anteriores son las propiedades que se

expresan en el Lema siguiente.

-

Lema 1.1.7.- Si G es un grupo, entonces:

1 El elemento identidad es uimico.
2) Todo a € G, tiene un inverso vnico @’ € G.
3) Sia € G, entonces (@) '=a.

4) Va beG,(ab)'=b'a.

De igual forma también tenemos el siguiente

Teorema 1.1.8.- Paratodo g b, c € G

1) ab=ac & b=c¢

2) ba=ca<b=c

Los siguientes son algunos ejemplos de grupos importantes que se citaran

posteriormente:

Ejemplol.1.- Z, €l conjunto de los enteros con la suma usual.

Ejemplo 1.2.- nZ = {x < Z tales que x = kz conx € Z }, con la suma usual.
Ejemplo 1.3.- Z,, el conjunio de las clases residuales médulo 7 con la suma mod 7.
Ejemplo 1.4- U(n) ={k e Z tales que (n, k) = 1}, con la multiplicacién mod ».

Ejemplo 1.5- D,, €] conjunto de simetrias de!l poligono regular de 7 lados.
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El grupo del ejemplo anterior es denominado el Grupo Diédrico de orden 2n.
Ejemplol.6.- Si A es un conjunto no vacio el conjunto de todas las aplicaciones

biyectivas de”A en si mismo forman un grupo bajo la composicién de funciones denotado

Sa.
Ejemplo 1.7.- Si A es el conjunto finito {1, 2, 3, . . . n}, entonces el grupo de todas
las funciones biyectivas de A en si mismo forman un grupo llamado el grupo simétrico de

n simbolos y se denota por S,,.

Ejemplo 1.8.- Si » es numero natural, el conjunto de las raices complejas de la

n

unidad: {cos[—zﬁ] + i sen [@—) conk=20,123,..., n—]}es un grupo bajo la
n
multiplicacion usual de los mimeros complejos.

Los teoremas que a continuacion se enuncian, nos proporcionan ejemplos de los

subgrupos mas importantes.

Teorema 1.1.9.- Si G es un grupo y a es un elemento de (G, entonces el conjunto:

.a; = {a’ donde i es un entero}, es un subgrupo de G, lamado el subgrupo ciclico

generado por a. Cuando todo G es generado por alguno de sus elementos se dice

que G es ciclico y lo denotaremos G = ‘a;.

Como los grupos ciclicos son una de las parte medulares del presente escrito

enunciaremos todas las propiedades que de éstos requeriremos posteriormente.
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Teorema 1.1.10.- Si G es un grupo ciclico finito de orden n, entonces es isomorfo a Z,.

-~

Teorema 1.1.11.- Sea G es un grupo ciclico finito y a es un elemento de G. Si d =e,

entonces | a | divide a k.

Teorema 1.1.12.-  Si G es un grupo ciclico finito de orden », generado por ¢l elemento

a, entonces G = <a" > si,ysolosi(m k)=1.

En particular si G = Z, y a = 1, en el Teorema anterior obtenemos el siguiente

resultado que nos sera de bastante utilidad.

Corolario 1.1.13.-  (Generadores de Z,) Un entero k es un generador de Z, si, y solo si

(n k=1

El conjunto de generadores de Z,, forman un grupo bajo la multiplicacion médulo 7
el cual es llamado el grupo de unidades modulo # citado en el Ejemplo 1.4. El orden de este
grupo Ufn) es ¢(n) la funcion ¢ de Euler. Cuando n = p primo entonces [/(n) es isomorfo a
Zp.1.

Teorema 1.1.14.-  Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. Si G = {a) y es de
orden n, entonces para cada divisor & de n, el grupo G tiene exactamente un

m’k>'

subgrupo de orden £, <a




Teorema 1.1.19.-  Si G es un grupo y H un subgrupo de G, entonces el conjunto:

N[H] = {x € G, tales que x'Hx = H}, es un subgrupo de G.

Teorema 1.1.20.-  Si G es un grupo y H un subgrupo de G, para cada x en G el
conjunto: x 'Hx = { x'hx, con h € H}, es un subgrupo de G, llamado el conjugado

deHen G

El siguiente es el primer resultado realmente importante de la teoria de grupos,
aunque su demostracion es relativamente facil, este teorema tiene implicaciones muy

fuertes en el estudio de los grupos finitos.

Teorema 1.1.21.-  (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H un subgrupo

de G, entonces el orden de H divide al orden de G.

Corolario 1.1.22.-  Si G es un grupo finito y @ es un elemento de G entonces el orden de

a divide al orden de 3.

Una implicacion importante del Corolario 1.1.22 es que si un grupo finito es de

orden primo entonces dicho grupo es ciclico.
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Corolario 1.1.23.-  Si G es un grupo finito y H un subgrupo de G, entonces el nimero

de clases laterales de H en G es |G| / [H]. A este nimero de clases laterales se le

-*

denomina el indice de H en G, el cual se denota (G : H).

En la Seccion 1.2 nos referiremos principalmente a los subgrupos normales y a los

resultados mas importantes de éstos, que seran requeridos en los capitulos posteriores.

“Es tributo del genio de Galois es el reconocer que los subgrupos en los cuales las
clases laterales derechas e izquierdas coinciden son distinguidos. Frecuentemente
en Matemadticas el problema crucial es reconocer y descubrir cudles son los
conceptos relevantes; una vez que esto se ha realizado, mds de la mitad del trabajo
se ha hecho”

IN. Herstein, Topics in Algebra.

Definicion 1.2.1.-  Un subgrupo N de un grupo G es llamado un subgrupo normal de

G, si Na = aN para todo a en G. Denotaremos esto por N <« G.

El siguiente teorema es de bastante utilidad a la hora de que se quiere demostrar la

normalidad de un subgrupo.

Teorema 1.2.2.- Un subgrupo N del grupo G es normal en G, si, y solo si, g'Ng ¢ N

para toda g en G.
Para explicar el especial significado que tienen los subgrupos normales, daremos

una simple razdn, cuando un subgrupo N es normal en G, entonces el conjunto de las



clases laterales derechas (izquierdas) es €l mismo un grupo, llamado ¢l grupo cociente de

G modulo N, denotado G/N, lo cual expresamos en el siguiente:

L J

Teorema 1.2.3.- Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G. El conjunto

G/N = {Ng, g € G}, es un grupo bajo la operacién (Na)(Nb) = Nab.

Teorema 1.2.4.- El subgrupo N[H] del Teorema 1.1.19, es ial que:
1) Contiene a H.
2) H es normal en N[H].
3) Els ei mayor de los subgrupos de G en el que H es normal.

A este subgrupo se le denomina el normalizador de H en G.

Teorema 1.2.5.- Si H es un subgrupo de G y K es un subgrupo normal de G,

entonces el conjunto HK = {#k, donde » € Hy k € K}, es un subgrupo de G.

La seccion que a continuacion se exhibira, contiene el concepto de homomorfismo
de grupos, propiedades fundamentales y los teoremas de homomorfismos que se citaran en

capitulos posteriores.

Definicion 1.3.1.-  Un homomorfismo ¢ de un grupo G en un grupo G’, es una funcién

$:G - G, tal que dab) = g@)dd) Va, b e G.



Definicion 1.3.2-  El kernel de un homomorfismo ¢: G — G’, es el conjunto:

Ker ¢={ x ¢ G, tales que ¢(x) = ¢’}

Teorema 1.3.3.- Sea ¢: G — G’ un homomorfismo con Ker ¢= K, entonces, Ker ¢

es un subgrupo normal de G.

Las propiedades que cumplen los homomorfismos de grupos se expresan en el

siguiente teorema.

Teorema 1.3.4.- Sea ¢: G — G’ un homomorfismo, sea g un elemento de Gy Hun
subgrupo de G, entonces:
1) dey=e’
2) dg)=[o@]"
3) @H) = {gh), conh e H} esun subgrupo de G’
4) SiH es ciclico, entonces ¢ (H) es ciclico.
5) SiH es abeliano, entonces ¢ (H) es abeliano.
6) SiH es normal, entonces ¢ (H) es normal.
7) Silgl = n, entonces |@(g)| divide an.

8) Si [H| = n, entonces |#(H)| divide a n.

10



9) Si K’ es un subgrupo de G’, entonces ¢_I(K’) ={ke K/ ke K}, esun
subgrupo de G.

10) Si K’ es un subgrupo normal de G, entonces ¢ Ky = {k e K/ @(k)e K},

es un subgrupo normal de G.

Definicion 1.3.5.-  Cuando un homomorfismo ¢: G — @7, es inyectivo, se dice que es

un isomorfismo. En el caso de que ¢ sea suprayectivo diremos que los grupos son

isomorfos, es decir. dos grupos son isomorfos si existe un homomorfismo biyectivo

definido entre ellos. En tal caso lo denotaremos G = G’.

Teorema 1.3.6.- (Primer Teorema de Homomorfismos) Sea ¢ un homomorfismo del

grupo G sobre el grupo G’, con kemel Ker ¢ = K, entonces G* ~ G/K, y el

isomorfismo entre ellos esta dado por:

w: G/K - G, definida como p(Kg) = & g).

Teorema 1.3.7.- (Segundo Teorema de Homomorfismos) Sea ¢ un homomorfismo
del grupo G sobre el grupo G’, con kernel Ker ¢ = K y H’ un subgrupo de G’,
entonces H= ¢ ("), es tal que:

) KcH
2) HK ~ H’.

11



3) H<« G > Ha G,

Teorema 1.3.8- (Tercer Teorema de Homomorfismos) Sea ¢ un homomorfismo del
grupo G sobre el grupo G, con kernel Ker ¢ =K ysi N°<« G’ y N = ¢ (N,

entonces G/N ~G’/N’, en forma equivalente G/N ~ (G/K)/(N/K).

Definicion 1.3.9.- Un isomorfismo de un grupo G en si mismo es lamado un

automorfismo de G.

Definicion 1.3.10.- Sea G un grupo v a un elemento de G, la funcion ¢, definida por

¢ofx) = axa”’ Vx e G, es un automorfismo de G, llamado el automorfismo interior de G

inducido por a.

Al conjunto de todos los automorfismos del grupo G se le denota usualmente como

Aut(G) y at conjunto de todos los automorfismos interiores de G se denota Inn(G).

Teorema 1.3.11.- Si G es un grupo entonces Aut(G) e Inn{G), son grupos bajo la

composicion.

Teorema 1.3.12.- Si p es primo entonces Aut(G)~Z, ;.

Una demostracion de este importante resultado puede verse en [VII].

12



En esta cuarta y ultima seccion de este capitulo se abordara el tema de los Productos

Directos, mismos que seran de bastante utilidad para obtener la meta propuesta en el

presente traﬁajo.

Definicion 1.4.1.-  Sean H y K subgrupos del grupo G. Diremos que G es el producto
directo de Hy K lo cual denotaremos por G=H x K, si:
1) G=HK,
2y HNK={e},

3) hk=kh,Vhe Hyke K

La condicion 3) de la definicién anterior implica la normalidad de H y K,
probaremos en el siguiente lema el reciproco de esta implicacion, es decir, que si dos

subgrupos normales cumplen Jas condiciones 1) y 2) entonces la condicion 3) se cumple y

por tanto G es el producto directo de estos dos subgrupos normales.

Lema1.4.2- Sea G un grupo. H « G y K « G tales que cumplen las siguientes
condiciones:
1) G=HK,
2) HNK={e},

entonces hk=kh V he Hyk e Kyportanto G=H x K.

13
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Demostracion.- Consideremos el elemento a = hkh'k?, con h ¢ Hy k ¢ K
Asociando podemos expresar a a como a = (hih )k"' , de 1a normalidad de K se tiene que
nih e K,‘;o cual implica que @ € K; analogamente re-expresando a @ = h(kh'k’), de la
normalidad de H se tiene que @ € H, de donde a € H 1 K, pero por la condicion 2)

tenemos que H N K= { e}, asi que a = ¢, de donde obtenemos que hk=kh Vv he H

yk cK

La condicion 1) de la Definicion 1.4.1 establece que todo elemento de g € G, puede
ser expresado de la forma g = bk, con h € Hy &k € K, demostraremos en la siguiente

Teorema que esta expresion es unica.

Teorema 1.4.3.- Si GG es el producto directo de los subgrupos H y K entonces para

cada g € G, existenunicos h € Hyk € K, tales que g = hk.

Demostracién. - La condicion 1) de la Definicion 1.4.1 establece la existencia de los
elementos h € Hy k € K tales que g = Ak, supongamos que existen #’ € Hyk’ € K|
tales que g = h'k’, entonces ik = h’k’ de donde k™' = H'h’, de donde kk'c H N K,
pero por la condicién 2) tenemos que H N K = { e}, de donde kk™’ = ¢, asi que k = &’

andlogamente /2 = 7" Wl

La mayor parte del contenido de este capitulo puede referirse a [}, [III], [Vi] y [VII]
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CAPITULO 1L

2 1.- ACCIONES DE GRUPOS EN CONJUNTOS.

En ;sta parte del trabajo se abordara el Tema de las Acciones de un Grupo en un
Conjunto, herramienta con la cual como se vera se demostraran los Teoremas de Sylow de
una forma muy compacta ya que las demostraciones originales de dichos teoremas en los
textos tradicionales son algunas veces por deméas demasiado extensas. También en esta
seccion se obtendran algunos resultados como la Ecuacion de Clase, el Normalizador, el

Teorema de Cauchy como aplicaciones de la Teoria desarrollada en esta parte.

Iniciamos el Capitulo con algunas definiciones y resultados importantes.

Definicion 2.1.1.-  Sea X un conjuntc y G un grupo. Una accién de G en X es una
funcion ¢ : X x G — X tal que:
l-  ¢@x,e)=x Vxe Xyees el elemento neutro de G.

2-  Px88)=HHAx8). el VxeXyg, £€G.

Bajo estas condiciones diremos que X es un G-conjunto.

Cuando X es un G-conjunto distinguiremos por el momento dos conjuntos
especiales, primero el subconjunto de X de todos los elementos x, tales que @(x, g) = x para
alguna g € G fija, y en segundo término a el subconjunto de G que consiste en todos los
elementos de G que dejan fijo a un x € X en particular. En simbolos, sean:

Xe={xe X/ dx,g8)=x} v Gx= {g e G/ dx, g) =x} tales subconjuntos.

15



Teorema 2.1.2.- Sea X un G-conjunto. Entonces, para cada x € X, Gy es un
subgrupo de G.
Demostracion.- (G es no vacio ya que por la parte 1 de la Definicion 2.1.1, al menos

tenemos que ¢ € Gy para cada x € X. Ahora bien sean g, g; € Gy, es decir: @(x, g/) =x
y @#x, g2)= x, de donde: A%, g.22) =AAx, g1), g:] = &x, g2 %, lo cual implica que g:g>
esta en Gy, de donde Gy es cerrado. Ademas para todo g € Gy, tenemos que:

x = lx, &) = g(x, gg") = Y dx, g). g'] = #x, "), lo cual implica que g’ € Gx. De aqui
que por la Teorema 1.1.3, Gx es un subgrupo de G. Es decir este subgrupo de G asociado

al elemento x, consiste en todos los elementos del grupe G que al actuar sobre x no lo

modifican, a tal subgrupo lo denominaremos el Subgrupo de Isotropia de x. W

Teorema 2.1.3.- Sea X un G-conjunto. Para x,, x, € X, definamos la relacion x; ~ x,
si, y solo si, existe algin g € G tal que ¢(x;, g) = x, . Entonces ~ es una

relacion de equivalencia.

Demostracion.- Para toda x € X, se tiene que @x, ¢) = x, de donde x ~ x, asi ~ es
reflexiva. Supongamos que x; ~ X,, es decir existe algin g € G tal que @(x,, g) = x,,
consideremos @(x, &”); #x. &) = HPx,8), &' 1= Hxi,g8") = 1, €) = x,, de aqui

que X,~ x;, de donde ~ es simétrica.  Por ultimo, supongamos que x; ~ X; ¥ que X;~ X3,
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es decir existen g, £ € G tales que @(x,, €)= % ¥ @(%o, 82) = %3, consideremos: (x1, 2,22);

P#x1, 8182 = AP, g1), 2] = Pz, £2) = xs, de donde x; ~ x5, por tanto ~ es transitiva y

esto lo hace urf relacion de equivalencia. ll

Como toda relacion de equivalencia, esta nos proporciona una particién de X en
clases de equivalencia ajenas y cuya union ¢s todo X. En particular cada x € X pertenece

a una y solo una clase de equivalencia a la que llamaremos la érbita de x y la denotaremos

xG.

El siguiente resultado nos muestra como estin relacionados las oOrbitas de los

elementos con los correspondientes subgrupos de isotropia.

Teorema 2.1.4.- Sea X un G-conjunto y x € X, Entonces:
| xG| =(G: Gy
Demostracion. - Sea N el conjunto de las clases laterales derechas de Gy en G.

Como el nimero de estas clases laterales derechas es precisamente el indice de Gy en G,
se exhibira una funcion @ de xG en R biyectiva para la demostracion de este teorema.
Sea x; € x5, entonces existe g € G, tal que (x, g) = x,, sea ({x,) = Gy g Probaremos
primero que @(x,) es independiente de la seleccion de g, para esto supongamos que g’ en
G estal que ¢(x, g') = x.. Pero ¢(x,g) =x, implica que ¢(x,, g’ )=x, de donde:

x= dxi, g’ )= Hdx, g0 g']=dg'g’ ), deesto se tiene que g'g’ GK; por tanto

8" € Gyg, asi se tiene que Gyg= Gyg’, lo que nos dice que ¢ esta bien definida.
17
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Supongamos ahora que x;, X, € xG, entonces existen g, g, € G tales que @, g1)
=% v B% g) = X;, ademés supongamos también que @(x;) = @(x.) esto implica que
 Gyg = Gx g deaquique g, € Gy g2, lo cual nos dice que g; = gg» para algin g € Gy, de

esto se tiene que: x; = @(x, g;) = Ax, gg2) = A Ax, £), 2] = Ax, g2) = %, lo cual implica

que ¢ es uno-a-uno.

Por dltimo, sea Gyg, € R una clase lateral derecha de Gy en G, sea x, = x, g1),
entonces x, € x(3, ademas @(x,) = Gy g; de donde @ es sobre. Por tanto ¢ es una funcién

biyectiva de xG en R , de donde [ xG! = [ R 1 = (G: Gy) paracadax e X. W

Es decir el nimero de elementos que tiene la orbita a la que pertenece x es igual al
indice de su correspondiente subgrupo de isotropia. Vale la pena aclarar que con este
resultado estamos “contando” los elementos de un conjunto en términos de indices de
subgrupos.

Antes de continuar con mas resultados puramente teodricos, veamos un ejemplo

concreto.

Consideremos G = Dy, el grupo de simetrias cuadrado llamado también el grupo
octal o bien el grupo Diédrico de orden 8 en el cual definiremos sus elementos como sigue:

P o= larotacion de 0° 11 = la reflexion con respecto a la mediatriz my

P =la rotacion de 90° 1, = la reflexion con respecto a la mediatriz m;
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p = larotacién de 180° & 1 = la reflexién con respecto a la diagonal d,

o, = la rotacion de 270° & » = la reflexion con respecto a la diagonal d;

Y en el cuadrado distinguiremos sus elementos como sigue:

4 P3 Sz 3

P P;

52

1 s Py 2
los vértices del cuadrado:1, 2, 3, 4; los lados: s;, sz, 83 Ss las diagonales: di, d; las

mediatrices vertical y horizontal: m;, m,; al centro C; P; los puntos medios de los lados s;.
Sea X = {1, 2, 3, 47 51, 82, 83, 84, My, My, dj, dz,C, P1, Pz, P3, P4}
En este sentido podemos considerar a X como un D -conjunto, como se describe en

la siguiente tabla, la totalidad de la accion de Dy en X.

1234315233S4m;m;d;dQCP1P2P3P4
Poll|213]4]|s1)52|83]|854[mm;|mz|di\dz|CIPy|P2| P3Py
Pi2l34] 1 so]sz]selsiilmlm;)dz)di]CIP2| Py P4P1‘
P21314{1|2]s31s¢|51|8521my|m;|d;\d2]CiP3|P4|P1|P2
P314(1(2(3]s4]|57]|52]|83|mz|m;|dz|di|C|Ps|Py|P2|Ps
Hi{201(4{3(s1(5¢]83({s2{m;{mz{c>(di{C[P{Ps(P3({P2
Ha|a|3|2|1]s3)s2]81|84]my|m2|dotd)|C|P3I P2 P[Py
S13|2( 1|4 s2|s5|5els3|malm; | di|dz| C{P2| Py | Ps| Ps
5214325‘45‘3825';m2m1d1d2CP4P3P2P1

De esta tabla podemos observar por ejemplo que:

Xpo= X, Xp,={C}, Xu.={s1, 53 my, mz, C, Py, P3}

Ademas:
19



G1={90> 52},Gs3={Po,,u1}, Gd1={po,pz,61,52},

Por ultimo algunos ejemplos de orbitas:

SIGA»': { 57, $2, 83, 54 }, P3G = { Py, Ps, P5, Py }, d]G = { d, dg}, ete.

Cuando G es un grupo finito y X es un G-conjunto finito, podemos afirmar que hay
un numero finito de 6rbitas en X. Sea r en este caso el nimero de 6rbitas en X Si
elegimos un representante de cada orbita, consideremos el conjunto {xl, Xa,..., %} que tiene

a un elemento de cada 6rbita de X, entonces

| x 1= D 16l 1)

=

Como puede haber orbitas con un solo elemento. Sea

Xo={xecX/xg=x, Vge G}

El conjunto que contiene a todas las orbitas con un solo elemento, supongamos que hay s

de tales 6rbitas, entonces la ecuacién (1) puede escribirse como sigue:

1X] = | X +Zl M 2)

Observacidn 2.1.5.- Consideremos en particular el caso en que X = G, G es un grupo
finito y la accion de G en X por conjugacion de modo que g € G llevaax € G en g'xg,
entonces G es un G-conjunto y

Xo={x e X/g'xg=x% Vg e G}={x e X/gx=xg, Vg € G}=Z(G) (el centro de G)
ahora bien si x ¢ Z(G) entonces | xG |= (G: G,) donde Gy es el subgrupo de Isotropia

dex, es decir Gx={g € G/g'xg =x}={g € G/gx=xg}= C(X) (el centralizador de x)
20
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Asi la ecuacion (2) la podemos escribir como:

Gl =1Z(G)|+ ¥ |G :Cx)| 1acual esla llamada Ecuacion de Clase.

2 Z{GF)

*»

El resultado que a continuacion se presenta nos permitird hacer una demostracion

del Teorema de Cauchy como se habia dicho con anterioridad, muy sencilla e ilustrativa.

Teorema 2.1.6.- Sea G un grupo de orden p” con p primo y X un G-conjunto finito,

entonces: |X| = IXG| (mod ).

Demostracion.- Por el Teorema 2.1.4 se tiene que |xG l = (G: Gx) para cadax €

X ahora bien para todos aquellos (G: Gx) que corresponden a elementos cuya 6rbita tiene

mas de un elemento se tiene que estos indices dividen a |G , de donde p divide a:

G: Gx) = lxiGl para s+ I £i < r, de donde p divide a Z lxi(ﬂ lo cual
=

implica que p divide a |X|- IXglportanto |X| = |X(}| (mod p). B

Teorema 2.1.7.- (Teorema de Cauchy). Sea G un grupo de orden finito y sea p un.
primo que divide a | G | . Entonces (3 tiene un elemento de orden p y por

tanto un subgrupo de orden p.

Demostracién.- Sea X el conjunto:
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X={(gng . ...&) &1g%. .. g=econ geG}

Al formar un elemento de X podemos elegir arbitrariamente a las primeras p-/
componentes y las p-ésima componente quedaria determinada de manera Unica por:

g,=(gi % . 8" dedonde |X|= |G| #*. Como p divide al orden de G , entonces p

también divide a l X | . Sea oel ciclo (123.. p) en S,, hacemos que © actie en X mediante:

(ghgz,,_,,gp)0'=(glg,g20,..., g,,a)="(g2,g3,...,gp,gl)elcualestambiénun
elemento de X, yaque g, = (g2 g5 . .. g,) " de donde: |

g . Z=(g8 ... &) (g8 ..8)" =e Consideremos ahora el subgrupo ciclico

generado por o, (o) de S,y hagamos que actile sobre X por iteracion. Como l (o) | = D
entonces por €l Teorema 2.1.6 se tiene que | X | = \ Xy i (mod ). De donde p divide
a |X<ﬂ> lyaquep divide a |X I . Como o y (o) dejafijoa

(2, 22, ..., 8 ) g=g=..=g, y como al menos (¢,é,...,e) esta en X _ ., entonces existe

IR
un elementoa € G tal quea# ey (aa,..,qa) € X<G ,» de donde @’ = ¢, lo cual implica que

' a ‘ = p, ademas (a) es de orden p.H

Los conceptos y teoremas que se exhiben en seguida nos seran muy utiles en la

demostracién de los Teoremas de Sylow.

Definicion 2.1.8-  Un grupo G es un p-grupo si todo elemento de G es de orden una
potencia de p. Un subgrupo de un grupo G es un p-subgrupo de G si el
subgrupo es un p-grupo.
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Corolario 2.1.9.- Sea (G un grupo finito. Entonces (G es un p-grupo si, y sélo si, el

» orden de G es una potencia de p.

Demostracion.- Sea G un p-grupo. Supongamos que existe un primo g # p, tal que ¢
divide al orden de G, entonces por el Teorema de Cauchy, G tiene un elemento de orden g
lo cual contradice en hecho de que G es un p-grupo ya que todos sus elementos son de
orden una potencia de p, de donde I G I = p". Para el reciproco, por el Corolario 1.1.20,
se tiene que para todo g € G, I gi divide al ]G | , entonces |g| divide a p”, lo cual
implica que todo elemento de G es de orden una potencia de p. Por tanto G es un p-

grupo.ll

Observacion 2.1.10.- Sea G un grupo y I 1a coleccion de todos los subgrupos de G. T’
es un G-conjunto, haciendo que G actie por conjugacién en I, es decir si H € T’
entonces la accion seria ¢(H, g) = g'Hg. Por el Teorema 2.1.2 se tiene que:

Gu= {geG /g, g=H}

Es el subgrupo de isotropia de H en G. Pero ¢(H, g) = H implica que g'Hg = H -

para aquellas g € G . Ahora bien este subgrupo de G relativo a H ya era conocido y no
es otro que el Normalizador de H, de donde H < Gy, mas aun G y contiene a cualquier

otro subgrupo de 3 en el que H sea normal. Denotaremos a G y en la forma usual N[H].

Lema 2.1.11.- Sea H un p-subgrupo del grupo finito G, entonces,

23
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(N[H]:H) = (G:H) (mod p)

Demostragion.- Sea R el conjunto de todas las clases laterales derechas de H en G,

entonces { R I= (GH).
Hagamos que H actiie en R mediante la accion ¢: R x H —» R | 1a traslacion
derecha es decir: para Hx ¢ R, @(Hx, #) = Hxh. Entonces R es un H-conjunto.

Determinemos N g es decir, todas las clases en R que dejan fijas todos los elementos de
H, o sea aquellas clases tales que Hx = Hx# para toda # € H, pero

Hx=Hxhvhc HoH=Hxix' Vh e Hoxix' e HVh e Ho xHx! « H, ademas

x'y'hx! = xhx' € H vh € H, de donde x* € N[H], Io cual implica que x ¢ N[H] de
donde todas las clases en 3 y son aquellas clases de la forma Hx con x € N[H], de donde
(N[H}:H) = | Rl Como H es un p-subgrupo de G entonces, por el Corolario 2.1.9

|H | = p". Ahora bien por el Teorema 2.1.6 se tiene que: l R l = 1 ERH | (mod p), de

donde (N[H]:H) = (G:H) (mod p).1

Bibliografi consultada [I11]
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72.- TEOREMAS DE SYLOW.

El objetivo central de esta seccion es el de demostrar los Teoremas de Sylow, que
podemos considerarlos parcialmente como la parte reciproca del Teorema de Lagrange, es
decir mientras el Teorema de Lagrange establece que el orden de cualquier subgrupo de un
grupo finito divide al orden del grupo, su reciproco no es necesariamente cierto, por
ejemplo el grupo S, tiene orden 24 pero no tiene subgrupo orden 6, y el primer teorema de
Sylow establece que si la potencia de un primo p divide al orden de un grupo finito
entonces este grupo contiene un subgrupo de ese orden. En particular si el grupo es

abeliano finito, este tiene subgrupos de todos los ordenes que dividan al orden de! grupo.

También los Teoremas de Sylow nos proporcionaran informacion muy importante

en la clasificacion de los grupos no abelianos.

Las demostraciones de los Teoremas de Sylow son otra aplicacion del tema de
Acciones de Grupos en Conjuntos. En las que el G-conjunto en esta ocasion sera algunas

veces el mismo grupo, otras una coleccion de clases laterales y en otras mas una coleccion

de subgrupos.

El Teorema que a continuacion se enuncia y demuestra es conocido como el Primer

Teorema de Sylow.

Teorema 2.2.1.-(Primer Teorema de Sylow) Sea G un grupo de orden p"m, con n> 1y p no
divide a m, entonces:

1.- G contiene un subgrupo de orden p’ paracadal < i < n
25




T

i+l

2.- Todo subgrupo H de G de orden p' es normal en algin subgrupo de orden z

paral < 7i<n.

Demostracion.- Para 7 = 1, por el Teorema 2.1.7 (Teorema de Cauchy), se tiene que G

contiene un subgrupo de orden p, por tanto el teorema se cumple para n = /. Se hara la

prueba por induccion sobre n, es decir se demostrara que le existencia de un subgrupo de

orden p', implica que existencia de un subgrupo de orden p*’. Sea H un subgrupo de G de
orden p’, con i < n, entonces p divide a (G : H), de donde por el Lema 2.1.11, se tiene que
p también divide a (N[H]:H). Ahora bien H es normal en N[H], entonces podemos
formar el grupo cociente N[H]/H y tenemos que p también divide al orden de este grupo
cociente, ya que el orden de este grupo cociente es precisamente el indice de H en N[H],
entonces por el Teorema 2.1.7, N[H]J/H tiene un subgrupo K de orden p.

Consideremos ahora el homomorfismo natural y: N{H] — N[H}/H, y®) = Hn

vn € N[H], entonces por el Teorema 1.3.7, la imagen inversa de K, Ky, es un

i+]

subgrupo de NJH] v por tanto de G, que contiene a H y es de orden p™!, ya que Ker y =
H, y como Ky! /H es isomorfo a K, entonces: le‘ | == IHI IK|=p"p = p'™, ya que
por la hipétesis de induccién |H| - P

Asi queda demostrada la primera parte del teorema.

Para la parte 2) se tiene que H es normal en N[H] v Ky es un subgrupo de N{H]}

que comtiene a H, de donde H es normal en Ky! que es un posiblemente menor que

N[H].H

26

i

g
1l
i

1
il

BWIDGT T S0 TTY WY e



Fl Teorema anterior garantiza la existencia de subgrupos de orden una potencia de p

para cada una de éstas que dividan al orden del grupo.

*

A continuacién se introduce en concepto de p-subgrupo de Sylow y el Segunde

Teorema de Sylow que establece una caracteristica bastante interesante que tienen estos

subgrupos.

Definicion 2.2.2.- Un p-subgrupo de Sylow P de un grupo G es un p-subgrupo
maximal de (3, esto es un p-subgrupo que no estd contenido en un p-subgrupo

MmMayor.

Teorema 2.2.3 - (Segundo Teorema de Sylow).- Sean P, y P, p-subgrupos de Sylow de

un grupo finito G, entonces P, y P, son subgrupos conjugados en G-

Demostraciéon.- Se hara la demostracién usando el concepto de accion de grupo, vy la
estrategia es hacer actuar uno en las clases laterales derechas del otro. Sea R el conjunto

de todas las clases laterales derechas de P,, en este sentido los elementos de R son

subconjuntos de la forma Px, conx e G.

Definamos la accion de grupo de P, en R | definida por ¢(Pix, g) = Pxg, para toda

Pxe N ytoda g € P, a esta accion es llamada en algunos textos “traslacion derecha”.
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En este sentido hemos convertido a R en un P,-conjunto y por tanto podemos hacer
uso de la teoria desarrollada en la Seccion 2.1. Haremos uso del Teorema 2.1.6 en el que se
tiene que:"l R| = l Re, | (mod p), pero | R |= (G : Py) no es divisible por p ya que
P, es un p-subgrupo de Sylow de G y por tanto su orden es la maxima potencia de p que
divide al orden de G, de aqui que | Rp, l #0, Recordemos que l R p, l es el nimero
de orbitas de R que constan de un solo elemento. Sea Pix R p, entonces se tiene que
Pxg = Pix Vg € P,, de donde tenemos que Pxgx'=P, Vg € P,, asixgx’ € P, Vg e P,,
entonces xP,x' = P, y como ‘Pl l = |P2 I entontes xP,x* = P, lo cual implica que P, y

P, conjugados. ll

Corolario 2.2.4.-  Sea G es un grupo abeliano finito, entonces G contiene un unico

p-subgrupo de Sylow para cada p que divida al orden de G.

Antes de hacer la demostracion de este corolario, notemos que éste no es valido en

el caso de que G no sea abeliano. Para esto basta un ejemplo.

Consideremos el grupo S;, este grupo tiene un unico subgrupo de orden 3, pero

tiene 3 subgrupos de orden 2.

Demostracion. - Supongamos que G es un grupo abeliano finito y p es un primo que
divide al orden de G. El Teorema 2.2.1 nos garantiza que G contiene un subgrupo de orden
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una potencia de p para cada una de estas que divida al orden de G. Sean H y K dos p-
subgrupo de Sylow de (. Entonces por el Teorema 2.2.3 éstos han de ser conjugados, es
decir gHg" ==K para toda g en G, de donde se tiene que gH = Kg = gK, va que G es

abeliano. Pero gH = gK implicaque H=K. Bl

Retomando el ejemplo que se dio anteriormente, el hecho de que el subgrupo de

orden 3 sea unico nos es casual. En particular sabemos que dicho subgrupo es normal en

Ss, este hecho lo estableceremos en el siguiente Lema.

Lema 2.2.5.- Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y P es normal en G, entonces P es el

tnico p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. - Supongamos que P y Q son p-subgrupo de Sylow de G y P es

normal en G. De la normalidad de P se tiene que g"Pg=P, paratodag e G.

Ahora bien por el Teorema 2.2.3 se tiene que P y Q son conjugados; es decir que
existe x € G tal que x'Px = Q, lo cual implica junto con la normalidad de P que P = Q, de

donde P es unico. M

El reciproco también es valido y su prueba es inmediata.

El tercer y ultimo de los teoremas de Sylow, nos proporcionara valiosa informacion

sobre el numero de subgrupos de Sylow de un grupo arbitrario finito, la cual nos ser4 muy
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atil en el Capitulo 5, que es precisamente ¢l que contiene las Técnicas de Clasificacion que

se desarrollaran en este trabajo.

L 4

Teorema 2.2.6.- (Tercer Teorema de Sylow).- Si G es un grupo finito y p un primo que
divide al orden de G, entonces el nimero de p-subgrupos de Sylow de G es

congruente con 1 mod p y divide al orden de .

Demostracién.- La demostracion de este teorema sera también una aplicactén de la accion

de un grupo en un conjunto. En este caso el grupo que estara actuando sobre un conjunto

serd uno de los p-subgrupos de Sylow de G y el conjunto que consideraremos sera una

coleccion de p-subgrupos de Sylow de G. Sea P un p-subgrupo de Sylow de Gysea P
la coleccion de todos los p-subgrupos de Sylow de G. Consideremos la accion ¢ de P en P

definida por conjugacion de manera quex € Pllevaa T € P en x'Tx, es decir:

¢(T,x)=x"Tx, paratoda T € P ytodax € P.

Entonces P es un P-conjunto, como P es un p-subgrupo de Sylow de G entonces es

de orden una potencia de p y por el Teorema 2.1.6 se tiene que:

|P | = |PP|(m0dP)s

Determinemos Pp. Si T € Pp, entonces x'Tx = T vx € P, de esto se sigue que

P< N[T]. Como también T< N[T], y ambos son p-subgrupos de Sylow de G, también

son p-subgrupos de Sylow de N[T], entonces P y T son conjugados en N[T], como T es
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normal en N[T1, entonces T es su finico conjugado en N[T], de donde P =T. Entonces

P ———% P }, de donde | P I =1 (mod p), con lo cual tenemos la primera parte del teorema.

Para la segunda parte consideremos a G actuando por conjugacion en P, en este

sentido tendriamos que (T, g)=g"'Tg, paratodo T en P ytodagenG.

Como todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados, segiun ¢l Teorema

2.2.3 entonces hay una sola orbita en P bajo G. De esto se sigue el nimero de elementos
de P es igual al mimero de elementos que tenga esa orbita de P. Ademas se tiene que si T

es un elemento de P, por el Teorema 2.1.4, el nimero de elementos de su orbita es igual al

indice del correspondiente subgrupo de Isotropia de T en G. En particular tenemos que éste

subgrupo de isotropia Gt = N[T], y su indice (G : Gt) es un divisor del orden de G. De

aqui que | P | es un divisor del orden de G. 1

Bibliografia consultada [III]
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CAPITULO IL

GRUPOS ABELIANOS FINITOS

En esta parte del trabajo se abordara el Tema de los Grupos Abelianos Finitos los
cuales son grupos que tienen una estructura mas manejable que los grupos en general.
Como se vera los Grupos Abelianos no son mas complicados que los grupos ciclicos; de
hecho el objetivo central de este capitulo es el de exhibir, demostrar y aplicar el Teorema
Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos como una herramienta a utilizar en fa

clasificacion de grupos finitos.

Antes de entrar en detalle, primero se hara un pequefio bosquejo de lo que sera el
contenido de esta parte. El Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos finitos, afirma
que todo grupo abeliano finito se puede expresar como el producto directo de grupos
ciclicos, este resultado junto con los Teoremas de Sylow, nos proporcionaran .la
informacion suficiente para determinar todos los grupos abelianos no isomorfos que de

determinado orden pueden existir, es decir la clasificacion de los grupos abelianos finitos.

La estrategia que se seguira para alcanzar la meta de este capitulo, sera la de
primero probar que todo grupo abeliano finito es el producto directo de sus p-subgrupos de
Sylow; y cada p-subgrupos de Sylow es el producto directo de grupos ciclicos. Y con esto

probar el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos.
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Teorema 3.1.- Sea (3 un grupo abeliano finito. Entonces G es el producto directo de

sus p-subgrupos de Sylow.

Demostracion. - _ Consideremos el orden de G expresado por el Teorema Fundamental
de la Aritmética como el producto de potencias de primos, es decir:
|Gl=pmp," . .p
Donde los p; son primos distintos. Por el Teorema 2.2.1.-(Primer Teorema de
Sylow), G tiene un subgrupo de orden p,”¢ para cadap,”’ que divida al orden de G y por
el Corolario 2.2.4 estos subgrupos son Unicos. Sean S;, Sz, S3,..., Sy, los p-subgrupos de
Sylow de G de ordenes p,"', p,"?,.., p,"* respectivamente. Se hara la prueba del

teorema por induccion sobre £ Es claro que el teorema es valido en el caso de que & sea
igual a 1. Supongamos que el teorema se cumple para k-/, y a partir de esta hipdtesis

demostraremos que el teorema se cumple para k. Sea Ap= S;5,5;...8¢,, como G es
abeliano cada S; es normal en Ay y ademas cada S; es también un p; -subgrupe de Sylow de
Agparal < i < k-1. Entonces por la Hipotesis de Induccion Aoes el producto directo de
los S1,52.85,..., Si.;. Demostraremos que G es el producto directo de Ap x S;. Como los
ordenes de Agy S son primos relativos, entonces Ay N S = { e }, de aqui que AgSe

tiene tantos elementos como los que tiene (G ya que:

| Al = 1ad Iscd=[ 1118180 TSl =p,m p,ms . o ={G|
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implica que G = A,Ss, de donde por el Lema 1.4.2 se sigue que G es el producto

o de: Sj, Sz, Sg,..q, Sk-

-

Ahora demostraremos un teorema que nos asegura que todo p-grupo abeliano finito
’giu.éde expresar como ¢! producto directo de un subgrupo ciclico de miximo orden y
otro subgrupo (llamado el complemento directo), con lo cual podremos demostrar el

ema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos de una forma por demads sencilla.

ema 3.2.- Sea G un grupo abeliano finito de orden p”, y @ un elemento de G

de orden maximo de todos los elementos de G, entonces G ~ A x (Q, donde A ~

{a) y Q esun subgrupo de G.

emostracion.- Por Induccidn sobre n. Es claro que si n = 1, el teorema es valido ya

e (G seria de orden p, por lo tanto ciclico generado por cualquier a # e, de donde

driamos que G~ (a) x {e}.

Supongamos que el teorema se cumple para todo p-grupo de orden menor que p”.

dea a un elemento de G de orden méaximo de todos los elementos de G, como G es un p-

po entonces g es de orden p’ con s < n. En el caso de que s = n, el teorema se cumple

a que G ~ (a) y en este caso podemos expresara G~ (@) x { e }.
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Consideremos el caso de que s < 7. En este sentido G - (a) # ¢ y basaremos la

fba en la existencia en G - {a) de un elemento de ordenp. Seax € G- {a), como G es
i “

podemos elegir a x de orden minimo, en tal caso e! orden de x” es menor que ¢l orden

¢, 'entonces x* € (a), por tanto: x = q para algin i. Si p no divide a i entonces i y el
de a son primos relativos de donde a’ es también un generador de (a) , de donde el |

‘dex“’seriaigualalordendeayportantoelordendexsen’ap'al,locualesuna

radiceion con la eleccion de a.

.+ Por lo anteriorp|i, entonces i = pt de donde ¥ = d = & = (d@)". Bajo estas

ciones consideremos b = xa”. Por tanto b es de orden p y es tal que no esta en (@) ya

Sea B = (b). Sesiguedeestoque AN B={e}. Sea G=G/B, como B # {e},

£nces el orden de G es menor que el orden de G y para utilizar la hipétesis de induccion
esitamos de un elemento de G de orden maxxmo Como a es de orden méximo en G,
baremos que Ba es de orden maximo en G. Para esto denotemos con @ = Ba. En este
tido tenemos que: (@Y* = (Ba)” = Bd” = Be = B = ¢, de aqui que el orden de & divida
7Y? = & = (Ba)”=Bd™ = B, implica que &* € B, pero d*

un elemento de A, de donde @ € A B = { e}, de aqui que @¥ = ¢, lo cual implica

1 orden de a divide al orden de 4 por lo que tenemos que ja| = |a|. Asi pues @ es
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ién de orden méximo en (. De lo anterior G = A «x U, donde A esel subgrupo
o de G generado por @ y U es un subgrupo de G. Porel Segundo Teorema de
morfismos se tiene que U ~ Q/B donde Q es un subgrupo de G. Afirmaremos que
subgrupo Q es el complemento directo de A, para esto supongamos que:

Q = { e}, es decir supongamos que existe u s Q tal que # = o’ para algtn entero i.
ste sentido la clase Ba' ¢ U y también pertenece a A, de donde Bd € A N U, pero

U= {é} =B, entonces ' estd en B y ademas en A, de donde # = &’ = e ya que:

B={e}. Esclaro que todo elemento de A conmuta con cualquier elemento de Q
ue G es abeliano por lo que falta segiin el Lema 1.4.2, mostrar que todo elemento de

puede expresar como el producto de un elemento de A y un elemento de Q.

Sea g un elemento arbitrario de G. Consideremos la clase ¢ = Bg, esta clase es un
emento de G, de aqui que se pueda expresar como el producto de un elemento de A por
-elemento de U, es decir § = @@ , de donde g@’ e U, por tanto ga” € Q, asi ga’ = q,

raalging € Q, dedondeg =d'qg € A x Q. Portanto G ~A x Q. W

lario 3.3.- Si G es p-grupo abeliano finito, entonces G es el producto directo de

- subgrupos ciclicos.

emostracion.- Por el Teorema 3.2, se tiene que G se puede expresar como el
producto directo de un grupo ciclico de orden maximal en G y algiin otro subgrupo Q de G

llamado el complemento directo del subgrupo maximal. Este subgrupo Q es también un p-
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po, por tanto también lo podemos expresar como el producto directo de un subgrupo
co maximal de Q y algin otro subgrupo de Q. Podemos repetir el proceso a Q hasta
*

ir 4 un complemento directo que sea un subgrupo ciclico, y con esto expresar a G como

roducto directo de subgrupos ciclicos. ll

Del Corolario 3.3, se sigue que si G es un p-@po abeliano entonces G es el
cto .directo de subgrupos ciclicos, pero el orden de dichos subgrupos es una potencia
de donde si G es de orden p” entonces G=H; x H; x H; x...x H,, donde cada H;
ﬂéordenp"f, dedonde: n=mn +m+n3+...4n, aestosn;, nx, n3,... M5 S8 les
10ce como los invariantes de G y estos son forman una particién de n y afirmaremos sin

nostrarlo que una condicién necesaria y suficiente para que dos p-grupos abelianos sean
morfos es que tengan los mismos invariantes. Una demostracion de este resultado se

ede ver en [I1].

Para destacar la importancia det Corolario 3.3, consideremos el caso de determinar
os los grupos abelianos de orden p’ para cualquier primo p. Como las posibles
iciones de 3 son: 3=3,3=2+1y 3 =1+1+ 1, entonces tendriamos que G puede
Z7, si G tiene algin elemento de orden p’, Z,? x Z, , si G tiene algin elemento de

en p’, o bien Z, x Z, x Z,, si todo elemento de G diferente de e es de orden p.

eorema 3.4.- (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos). Todo grupo

abeliano finito es el producto directo de grupos ciclicos.
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Demostracion. - Como por el Teorema 3.1, se tiene que si G es un grupo abeliano

finito entonces‘es el producto directo de sus p-subgrupos de Sylow y por el Corolario 3.3,
cada p-subgrupo de Sylow es el producto directo de grupos ciclicos, el teorema se cumple.
Argumentemos un poco mas este resultado. Sea (G abeliano finito de orden
p.p,"2..p,'* donde los p; son primos distintos. Sean S;, S;, S;,..., Si, los p-
subgrupos de Sylow de G de érdenes p,”',p,"2,...,p, " * respectivamente, entonces G es
el producto directo de: S;, Sy, Ss,..., Si. Ahora bien por el Corolario 3.3 cada S; es el

producto directo de H; x H;, x H,, x...x H;_, donde cada H;_ es ciclico de ordenp™ ,

y n=H; + Hp + n + ... 0y, de donde:

GolZp, % Zp,x..x Zp V(2 x Zp, x.x Zp, Yx..x(Zp xZp % x Zp )

Bibliografia consultada [I], [TT] y [V]

38

A

d g
a

]

- ‘-:l.l_u\"\qa%.‘

[~



CAPITULO IV

- PRODUCTOS SEMI-DIRECTOS.

En este capitulo se abordara el tema de los Productos Semi-Directos, herramienta
que nos permitird principalmente determinar a los grupos no abelianos que de orden dado

pueden existir.

La principal caracteristica que tienen los productos semi-directos e€s que tienen
condiciones mds débiles que los productos directos, pero con ellos podemos reconstruir
grupos a partir de la existencia de algunos de sus subgrupos bajo ciertas condiciones.
También veremos que los productos directos son casos particulares de los productos semi-

directos.

Antes de entrar en detalle del tema, resolveremos el problema de determinar todos
los grupos de orden 6 que existen, dicho problema es muy ilustrativo y contiene gran parte
de la teoria que se desarrollara en este capitulo con la cual podremos alcanzar la meta que

se ha propuesto en el presente trabajo.

Consideremos G un grﬁpo de orden 6. Por la teoria de Sylow se tiene que este
grupo contiene un Gnico subgrupo A de orden 3 el cual es normal en G, ademas por el
Teorema de Cauchy G contiene al menos un subgrupo B de orden 2, y por el tercer teorema
de Sylow, el nimero de estos subgrupos puede ser 1 0 3. Como Ay B son de orden primo,

son ciclicos, e isomorfos a Z3 y Z,, respectivamente. Sea @ un generador de A y b un
39
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ador de B. De lo anterior se sigue que A N\ B = { e}, de aqui que G= AB, es

que podemos ver que todos los elementos de G son { ¢, a, &, b, ab, &b } y

*

isamente la forma de operar con ellos es la que nos determina los diferentes grupos de

en 6 que pueden existir.

Del hecho de que A < G, se tiene que bab”’ € A, paratodoa € Ay b e B, pero
i elemento de A puede ser bab™ . Es claro que no puede ser e ya que esto implicaria por
celacion que a = e, lo cual contradice el hecho de que a es un generador de A. Asi pues

Z)’J puede ser a o bien &*.

. De la primera opcion se sigue que ba = ab de donde G es abeliano y es en particular
roducto directo de Z x Z; ~ Zs_Si consideramos la segunda opcion, bab™ = o’ =a”,
sigue que G es S; ~ D;. Asi pues los iinicos subgrupos no isomorfos de orden 6 que

eden existir son: Zg & S;.

Retomando la argumentacion anterior cabe resaltar los siguientes hechos:

i) Cuando en un grupo G se puede asegurar que existen subgrupos A y B con las
caracteristicas anteriores (normalidad de A, ANNB={e} y G = AB), siempre
podremos reconstruir a (G en base a estos subgrupos.

i) La reconstruccion cuando se puede realizar, depende de la asignacion que
elijamos para bab” € A. '

ili)  En ambos casos Zsy Ss tienen subgrupos con caracteristicas similares (A y B),
pero nos son isomorfos, lo cual nos lleva a considerar otro tipo de producto
interior.
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De ii) tenemos que si analizamos esta asignacion para todos los elementos de A
esto no es otrd cosa que un automorfismo de A, para cada b en B. Por otro lado, si esta
asignacion la consideramos para los elemento de B, como a cada elemento de B le esta
asignando un automorfismo de A y estos forman un grupo bajo la composicion, entonces al
menos ésta debe preservar las propiedades de B como grupo, lo cual nos exige que sea un

homomorfismo de B en Aut(A).

La definicion y el lema siguientes formalizan lo dicho anteriormente.

Definicion 4.1.- Un grupo G es un producto semi-directo de A por B, en el caso de

que G contenga subgrupos A y B tales que:

a) A«G
b) G=ABy

¢ ANB={e}

El siguiente lema nos proporciona una caracteristica fundamental de los productos

semi-directos.

Lema 4.2.- Sea G un producto semi-directo de A por B. Entonces, existe un
homomorfismo & : B > Aut(A), definido por: b > & con

Oy(a) = bab™, para todas a en A.
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'_ ostracion.- Es claro que para cada b en B, @4(a) = bab™’ considerandola como
a funcién en la variable @, define un automorfismo de A, ya que A es normal en G, este

¢l llamado ¢l automorfismo interior inducido por b. Ademas, si ia consideramos como

funcion que a cada elemento b de B, le asocia el avtomorfismo lo que a final de

ntas estamos haciendo es el de determinar que elemento de A le corresponde a: @y(a) =

s

, entonces, para b y 5’ en B, se tiene:

O3 4a) = (bb Ja(bb)’
= (bb’)arb"'b")
= b(b'ab™’ )b’

= b(6,-(a) )b
= 0,05 (@),

cual no dice que @ es un homomorfismo de B —> Au(A) B

El lema anterior nos garantiza la existencia de un homomorfismo de B — Aur(A)
que Aut(A) =, pues la funcién identidad siempre estid en Auf(A), pero el objetivo
ntral de este capitulo es el de reconstruir a G como un producto semi-directo de A por B,

partir solamente de A y B, y algin homomorfismo de B — Au#(A). Que bien podemos

ensarlo como el reciproco del Lema 4.2. En este sentido convenimos en:
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Definicion 4.3.- Dados los subgrupos A y B de G y un homomorfismo & : B —

Aut(A), entonces, un producto semi-directo G de A por B es realizado por @, si:
-

6,(a) = bab™, para iodas a en A.

efinicion 4.4.- Dados los grupos A y B y un homomorfismo € : B - Aur(A),
entonces, A Xg B es el conjunto de pares ordenados (a, ) € A x B y para estos
definimos la operacion binaria:

(@ 8) (@', b) = (a0ia’), bb)

eorema 4.5.- Sean A y B grupos y @ B - Aut(A) un homomorfismo dados,

entonces, G=A x 4B es un producto semi-directo de A por B realizado por 6.

f;détracién.- Primero demostraremos que G es un grupo. El que la operacion sea
aﬁa se sigue de las definiciones anteriores. Para verificar asociatividad, consideremos:
[(a, B) (a1, 5:1)] (@2, b2) = [aOs(ar), Bb1] (a2, B2)
=(a eb(aljgbb,(ag), bbby
= (@0y(a:)( Oy Or(a2)), bb1b)
=(a0y(a:0s(a2)), bbby
= (a, b) [(a:0s(a2), b1b7]

=(a, b) [(ay, 1)@z, b2)].
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El elemento (e,, ep), actiia como elemento identidad, lo cual es sencillo verificar, pero como

el inverso de (a, b) viene dado por (G%(@’), &), no es inmediato que cumpla con la

-

propiedad requerida, por lo tanto hagamos dicha verificacion:
(a,5) (6"@”), b") = (al (6'(a"),b b")
~a(Gp'(@”’), es )
=(a(O.(a”), es)
=(afa”), es)
=(es €5)

De donde G es un grupo. Podemos identificar a A como el subconjunto de G que
consiste en todos los pares de la forma (g, ¢), y la funcién n : G — B dada por = (@, x) =x,
el cual es un homomorfismo de G en B con ker n = A, de donde A es normal en G.
Identificando también a los elementos de B como las parejas de la forma (e, 5), entonces B
es un subgrupo de G y es tal que A N B = { (e, ¢ }, ademis G = AB, asi G es un

producto semi-directo de A por B.

Para verificar que G es realizado por &, calculemos:

(e, b) (a, e) (e, b)' = (eBy(a), be)(e, b7) = (Gy(a), b)(e, b)) = (By(a), e) M

Como se habia anticipado el Teorema 4.5. exhibe como construir un grupo a partir

de dos grupos y un homomorfismo de @ : B — Aut(A). Cabe hacer la observacion de que
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en las hipotesis del teorema los grupos en cuestion, pueden ser arbitrarios, en este sentido
podemos como sucede con los productos directos, distinguir los productos semi-directos

internos y los productos semi-directos externos.

Teorema 4.6.- Si G un producto semi-directo de A por B. Entonces, G ~ A x4B,

para algin homomorfismo & : B — Aut(A).

Demostracion. - Como el Lema 4.2 se define 8,(a) = bab”’. Ahora bien del hecho de

que G es un producto semi-directo de A por B se tiene que G = AB entonces cada
elemento g € G, tiene una expresion tnica de la formag=abconae Ay b e B yaque

A N B = {e},ylamultiplicacion en G satisface:

(ab)(a;b,) = a(b a;b*) bb, = aOy(a,) bb,

Ahora bien si consideramos ¢l mapeo ¥ : A x4 B — G, dado por ¥(a, b) = ab, es claro

que es un isomorfismo de grupos.

Como hemos observado los productos semi-directos cuando existen, estan

determinados por algiin homomorfismo, veremos ahora cuando dos productos semi-directos

dan lugar al mismo grupo.

Teorema 4.7.- Sean &, & : B — Au(A) homomorfismos. Si 6 = 0°f para algin

B € Aut(B), entonces:

45

W T

i,
TR

Fa

b

X
e

it

— =3y



AXngAXgB.

Demostracion.— Seanw: A xg¢ B — A x4B, dado por = (a, b) ={(a, S(b)), entonces:
11:[((11 > bl)(ai’ b, )]:ﬂ:[al 9;1(612 ), 0,5, ]=[a1 9;;1(‘12 ), Bb.b, )]=

fa, 91:1 (az): ﬁ(b1)ﬂb2)] =(a,, ﬁ(bl))(az:ﬁ(bz)) =T (ab b,) ﬂ(az' b,).
De donde m es un homomorfismo, el cual es biyectivo f lo es, por tanto & ¢s un

isomorfismo, asi A x4B ~ AxsB. 1B

Teorema 4.8.- A x4,B =A x B ¢ 8 es el homomorfismo trivial.

Demostracion.-

=) SiA xsB = A x B, entonces tenemos que Va € Ay b € B tenemos que
ab=ba, 1o cual implica que a = bab’= B(a) de donde Qb(a) es el automorfismo identidad
de Aut(A), por tanto @ asigna a todo elemento de B el elemento identidad de Au#(A), de
donde & sea el homomorfismo trivial.
<)  Si @ es el homomorfismo trivial de B — Aur(A), entonces Vb € B, tenemos que
el homomorfismo @ le asigna el automorfismo identidad de Au#(A), entonces:

6 a)=a = bab’! Va e A de donde ab=ba Va € Ay b e B, por tanto la

Definicion 1.4.1, tenemos que A x,B =Ax Bl

Bibliografia consultada [TV], [VI] y [VII]
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CAPITULO V

ALGUNAS TECNICAS DE CLASIFICACION DE GRUPOS FINITOS

En esta ultima parte del trabajo se exhibira un conjunto de técnicas para clasificar
grupos finitos, cuyo orden sea menor que 100 y dicho orden sea a lo mas el producto de tres

primos, no necesariamente distintos.

La estrategia a seguir, sera la de primero establecer bajo que condiciones un grupo
finito es abeliano, ya que como se vio en el Capitulo III, éstos estan completamente
caracterizados por el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos y después con

la herramienta de los productos semi-directos determinaremos los no abelianos.

Cada una de las secciones de este capitulo las denominaremos “casos” pues en

realidad son los posibles casos de ordenes de los grupos que vamos a contemplar.

En algunos de estos casos se exhibird un ejemplo concreto de la técnica

desarrollada, para los que su aplicacion no sea demasiado obvia.

En toda esta seccion denotaremos con p, ¢, ¥ nimeros primos tales quep < g < r.

Caso 1.- Grupos de orden p.

Teorema 5.1.1.- Si G es un grupo de orden p, entonces (3 es isomorfo a Z,.
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: Demostracién.- Por el Teorema 2.1.7 (Teorema de Cauchy), G tiene un elemento de a

- orden p. Sea A = (a), como |A] = |G|, entonces A = G, de donde G es ciclico.

b Claramente la funcion y: Z, — A, definida como yk) = a* Vk € Z,, es un isomorfismo

de grupos, portanio A =G ~ Z,

Los grupos que se incluyen en este caso son aquellos cuyo ordenes: 1,2, 3, 5,7, 11,

13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89 y 97.
0 2.- Grupos de orden p’ .

orema 5.2.1.- Si G es un grupo de orden p*, entonces G es isomorfo a uno de los

grupos Zp‘ 672y xZ,.

Demostracién.- En este caso G es un p-grupo. Si G tiene un elemento de orden p

Bintonces G es ciclico y por tanto abeliano isomorfo a Z - En el caso de que G no tenga

eénto de orden p*, entonces por el Teorema 2.1.7 (Teorema de Cauchy) se tiene que

fiene un elemento a de orden p. Sea A el subgrupo ciclico generado por a. De aqui
A sea de orden P, por lo que A no es todo G, ademas por el Teorema 2.2.1 (Primer
. a de Sylow es normal en G. Sea b un elemento de G tal que b ¢ A. El orden de
eleménto divide al orden de G y no es p?, por tanto es también de orden p. Denotemos

. B al subgrupo ciclico generado por b, anilogamente B también es normal en G.
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Entonces A (1 B = { e }, ya que si no fuera asi un elemento ¢ €A "} B, distinto de e
generaria tanto a A como a B de donde A = B. Asi tenemos que AB es un subgrupo de G
y su orden es p”, por lo que AB = (G. Ademas por el , estos subgrupos son normales en
G. Por tanto estos subgrupos cumplen con las hipotesis del Lema 1.4.2, de donde G es el

producto directo de A y B, por tanto isomorfo a Z, xZy; pero por el mismo Lema 1.4.2

entonces G es abeliano.l

Una forma de representar a estos grupos es:
G = (a,b), donde a” =b" = e, con la relacion ab = ba. Los grupos incluidos en

este caso son los de orden: 4, 9, 25 y 49.

Caso 3.- Grupos de orden pq, con p{4-1.

Teorema 5.3.1.- Si G es un grupo de orden pg con p/q-1, entonces G es isomorfo a Zp,.

Demostracion.- En este caso por el Teorema 2.2.6 (Tercer Teorema de Sylow) , tenemos
que los respectivos subgrupos de Sylow de orden p y ¢, son unicos, y por el Lema 2.2.5

son normales. Denotemos con B el p-subgrupo de Sylow y con A el g-subgrupo de Sylow
de G. Como p y g son distintos entonces A [ B = { e }, si no fuera asi el elemento x en

la interseccion seria tal que su orden dividiria tanto a p como a ¢, lo cual implica que es 1,

por tanto x = e. Ademas por la normalidad de A se tiene que AB es un subgrupo de G que

tiene orden |AB| = |A|[B| = pq, por tanto tenemos que G = AB, de donde por el Lema
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1.4.2, G es el producto directo de A por B. Y como p y ¢ son primos relativos G es
isomorfo a Z,,, por tanto abeliano. ll

*

- Este caso abarca los grupos de orden: 15, 33, 35, 51, 65, 77, 85, 87,91 y 95.

El caso que a continuacién se aborda es el primero en el que haremos usc de la
eoria desarrollada en el Capitulo IV, es decir los Productos Semi-Directos. Posteriormente
de dara una caracterizacion completa de los grupos de orden pg, que tiene a este caso como

£ un caso particular, pero no deja de ser bastante ilustrativo de el uso de los productos semi-

Grupos de orden 2p.

2 5.4.1.- Si G es un grupo de orden 2p, entonces G es isomorfo a 23,6 D,

emostracion.- Como el caso p”, incluye el caso 2p, con p = 2, consideremos en este
artado que p es un primo mayor o igual que 3.
En esta situacion tenemos por el Teorema 2.2.6 (Tercer Teorema de Sylow), que el

'L'ero de p-subgrupos de Sylow de G es 1 y el mimero de 2-subgrupos de Sylow de G, es

Como el p-subgrupo de Sylow es tnico, por el Lema 2.2.5, éste es normal en G. En
o de que el numero de 2-subgrupos de Sylow de (5, también sea 1, entonces por el

o Lema 2.2.5 este 2-subgrupo de Sylow es normal en G. Sea B el 2-subgrupo de
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Sylow de G y A el p-subgrupo de Sylow de G. De esto se sigue que A es isomorfo a Z, y

B es isomorfo a Z..

L 3

De nuevo tenemos que A (| B = { e }, lo cual implica |AB| = |A| [B| = 2p, por
tanto G = AB, de donde por el Lema 1.4.2, G es el producto directo de A por B, asi

tenemos que G ~ Z, x Z,~ Z,,

Supongamos que ¢l 2-subgrupo de Sylow de G no es unico. En tal caso denotemos
por B, alguno de los subgrupos de orden 2 de G. De nuevo tenemos que A} B={ e },
por tanto |AB| = |A|B| de donde G = AB y A es normal en G, asi estos subgrupos

cumplen con las condiciones de la Definicion 4.1, por tanto G es el producto semi-directo

de A por B.

Aplicando el Teorema 4.6 tenemos que G ~ A x4 B donde @ es algin

homomorfismo de B -» Aut(A). Determinaremos estos homomorfismos no triviales, si

existen, ya que este como se vio en el Teorema 4.8, el homomorfismo trivial produce en
correspondiente producto directo, ya considerado.

Como B ~ Z; podemos presentarlo como B = (6} donde b” = ey A ~ Z, podemos
presentarlo como A = {a; donde a” = e. Para determinar los homomorfismos de B en

Aut(A), necesitamos solo determinar la imagen de & ante este homomorfismo ya que B es

ciclico y la imagen de los demas elementos de B se obtiene por composiciones repetidas
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del homomorfismo 6. Como una caracteristica de los homomorfismos de grupos es la de

que ¢l orden de la imagen homomorfica de un elemento divide al orden del elemento y en

L4 -
este caso b es de orden 2, entonces el automorfismo que corresponda a la imagen de b, es
de orden 1 o0 2. Pero si un automorfismo de A es de orden 1, entonces es ¢l automorfismo

identidad, que es el que nos define €l homomorfismo trivial.

Pasemos al caso de determinar los automorfimos de A que son de orden 2. Primero

consideremos su existencia, como A ~ Z, , entonces Aut(A) ~ Z,,, y como para todo
primo p que es mayor o igual que 3, 2 divide a p-/, tenemos que por el Teorema 2.1.7

(Teorema de Cauchy), Aut(A) tiene un elemento de orden 2.

Como cualquier automorfismo a de A ~ Z,, estd completamente determinado si
conocemos la imagen del generador de A, entoncés tenemos que: ofa) puede ser cualquier
d conl < k < p—1, ya que todos ellos son primos relativos con p, asi que: af@) = d* de
donde: a’(a) = af@a*) = akz, por tanto si o es de orden 2 entonces & (@) =a, lo cual

implica que: @* = a, de donde: k*> = 1(mod p).

Asi tenemos que p divide a £ — 1 = (k—1)(k +1) por tanto se tiene que k= I o bien
k=p— 1 Laopcion en la que k = I, nos lleva al automorfismo identidad . Y con la otra
q-1 -1

opcidn tenemos que af@) = a* = a¥' = a”'. De aqui que tenemos dos opciones para

determinar la imagen homomorfica de b: «, (el automorfismo identidad) o bien ¢, es decir
tenemos dos homomorfismos 8 y y de B — Aut(A), definidos como:
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6,(a)=bab™ =a, (@ =ay y, (@ =badb” =af@=a".
-
Con el primero de ellos obtenemos el grupo G en el paratodoaen Ay b en B se

éﬁene que bab’ = a por tanto G es abeliano, isomorfo a Z,, como ya lo habiamos

Con el segundo producimos un grupo G en el que paratodoa € Ay b € B se tiene

e bab™'=a, que representado con generadores y relaciones es:

G = (a,b), donde a” =b* = ¢, conlarelacion bab™' =a™".

El cual es el grupo Diédrico de orden 2p al que denotaremos D,,.ll

Los grupos de este tipo contemplados en este trabajo son los de orden: 6, 10, 14, 22,

, 34, 38, 46, 58, 62, 74, 82, 86y 94.

2so 5.~ Gmposdeordenpqconp| q-1
eorema 5.5.1.- St G es un grupo de orden pg, en el que p divide a g —1, entonces G es

isomorfo a uno de los grupos Z,, 6 Z; x¢Z,

emostracion. - En este caso como en el anterior tenemos que el nimero de p-subgrupos de

low, puede ser 1 o g, y el mimero de g-subgrupos de Sylow es 1. Por tanto el g-subgrupo
 Sylow es tnico, de donde es normal en G, por el Lema 2.2.5. En el caso de que el
mero de p-subgrupos de Sylow de G, sea 1, entonces este p-subgrupo es también normal
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en G. De nuevo tenemos que estos subgrupos tienen solo el elemento identidad en comun,

e donde por el Lema 1.4.2, G es ¢l producto directo de estos subgrupos, Z, y Z, por lo
»

- tanto es Z,,

Consideremos el caso en que el nimero de p-subgrupos es distinto de 1. Denotemos

or A el q;subgrupo de Sylow de G y B alguno de los subgrupos de G de orden p. Asi
enemos que A N B = { e }, y ademss |G |= | AB|, de nuevo como en el caso 2p, G
cumple con los requisitos de la Definicion 4.1 para ser un producto semi-directo de A por
B, es decir que también por el Teorema 4.6, en este caso tenemos que G ~ A x B donde

fes algin homomorfismo B — Aut(A), y el caracterizar a todos estos grupos, consiste en

determinar todos los homomorfismos &, que dan lugar a diferentes grupos de orden pq.

Para facilitar el manejo de la notaci6n, identificaremos al subgrupo A como el
ubgrupo de (G generado por un elemento a de orden g, y B el subgrupo de G generado por

un elemento & de orden p, es decir: A= (a),cona?=eyB=(b),conb? =e.

De manera aniloga a la que se utilizé6 en el caso anterior, nuestra labor sera la de

determinar los homomorfismos de B — Aut(A), que sean de orden p, ya que €l orden de la

imagen homomorfica del generador b de B, ha de dividir a |be =p.

Pero Aut(A) ~ Z,, y como p divide a g — 1, entonces Aut(A) tiene un elemento de

rden p, por el Teorema 2.1.7(Teorema de Cauchy) y por tanto un unico subgrupo de
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rden p, ya que Aut{A) es ciclico, que consiste en automorﬁsmo_s de Au(A) que sean de
Ahora bien, como A es ciclico, tenemos que si o es un automorfismo de A,
-

=a',conl < i< q-1,yaque cadauno de estas @', es un generador de A,

a es de orden p si cumple la condicién adicional: 7 = I{mod),).

Denotemos con A el conjunto que contiene los automorfismos de A que son de

Claramente A es ciclico, ya que es un subgrupo de Aut(A). & L, lo cual implica

ue es generado por cualquier elemento que no sea la identidad del grupo, ya que es de

Delo anterior se sigue que tenemos orden A alternativas de homomorfismos 6, Pero

emostraremos mediante el Teorema 4.7, que todas las que no sean triviales, dan lugar al

ismo producto semi-directo.

Sean 6, w: B — Auf{A) homomorfismos de orden p. De nuevo basta determinar la

imagen del generador b de B, para que el homomorfismo quede completamente definido.

En otras palabras:

estalqued > @, € Ay estalquedb - &, e A, més explicitamente:

Oya)=0a)=a’conital quei® =I(mod q)y
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wi(a) =0{a) =a’ conj tal que j ¥ =I(mod g).

[ ]
Para poder utilizar €] Teorema 4.7, 1o que requerimos es de un automorfismo S de

, tal que = 6B Para este proposito, utilizaremos a los automorfismos & y & € A,

que definieron a los homomorfismos & y W, para determinar a 5.

Como & y & < Ay como ninguno de ellos es el neutro dei grupo, entonces
cualquiera de ellos es generador del grupo, asi que sin pérdida de generalidad,

_consideremos a @, el generador de A, Entonces existe algiin entero s tal que (&) = @,
con I < s < p—1 yaquea; € A, donde el exponente s indica el mimero de veces que se

ompone @, consigo mismo. En este sentido tenemos que: (@)’ (@) =a” = aa)= a’.
Consideremos el automorfismo f§ € Auf(B), dado por B(b)= 5", por tanto tenemos -

0 s@)= 6 (@ =b*(@ )b~ =a” =a’ = ofa)= s (a)

Por lo anterior, todos los homomorfismos de B — Au#(A), que no sean el trivial,
an lugar al mismo producto semi-directo, asi que sin pérdida de generalidad, podemos

onsiderar al homomorfismo @ 5(@) = bab” = a’, con i? = I (mod,), para identificar a este

po. asi G = {a,b), donde a” =57 = e, conlarelacién bab =a' e i* = I(mod,). M
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Ejemplo 5.4.2.- Sea G un grupo de orden 21. Analizaremos el caso en el que el
ero de los 3-subgrupos de Sylow no es 1, (el otro caso es el producto directo).

onsideremos: A el 7-subgrupo de Sylow de G, y B alguno de los subgrupos de orden 3.

Como el grupo de automorfismos de A es isomorfo a Z; y este solo tiene dos

Llementos de orden tres, por tanto hay solo dos automorfismos de A que sean de orden 3.

afa) = a’ y wfa) =a’
Supongamos que el homomorfismo & le asigna a b el generador de B el

stomorfismo a;.En este sentido tenemos que 9;,((1) =pab! = a’.

Pero 6,2 (@)= b ab”? = b(bab™)b”’ = b(Oya)b”’ = b@)b' = O’ ) = a* = ax(a)

Que corresponderia al homomorfismo que asignaria a b el automorfismo a,.

aqui que solo existe un grupo no abeliano de orden 21, que expresado en términos de

eneradores y relaciones es: G = (a,b), a’=b’=e, bab”' = &’

Con esto los grupos que de este tipo contempla el trabajo son los de orden:21, 39,

5, 57y 93.

5o 6.~ Grupos de orden p°q con p | q-1
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Los grupos que son de este tipo que caen dentro del rango que nos hemos propuesto

caracterizar, son de la forma 2%q o bien 3°q, los consideraremos por separado.

En el caso de los grupos de orden 2°g, el grupo de orden 12 es un caso especial ya
ue es en la Unica situaciéon en donde el g-subgrupo de Sylow puede no ser vinico por lo

cual sera analizado aparte de los demas.

eorema 5.6.1.- Si G es un grupo de orden 2°g y 2° no divide a ¢-1, entonces G es

isomorfo a alguno de los siguientes grupos:

Zg X qu, Z4q, Zq X 9Z4, D4q, qu X WZ2= qu)( Zg.

Demostracién.- Sea G un grupo de orden 2°q y 2° no divide a g-1. En este tipo de grupos

enemos que por el Teorema 2.2.6 (Tercer Teorema de Sylow) el nimero n, de g-
ubgrupos de Sylow es 1, por tanto este g-subgrupo es normal en G. El numero n; de
ubgrupos de Sylow, puede ser 1 o0 g. En caso de que n; sea 1, entonces el 2-subgrupo de
ylow de G también es normal en G, de aqui que G es el producto directo de sus
ubgrupos-de Sylow.

. Pa.ra este caso el 2-subgrupo de Sylow es dé orden 4, de donde por Teorema

undamental de Grupos Abelianos Finitos, tenemos que este 2-subgrupo es Z4 0 Z; x Z,.

rtaptoténemoscomoerade&epbmequeruedesengx Zy x Z; 0 bien Zy x Z,,

58




que son los posibles grupos abelianos no isomorfos que de este orden pueden existir. Cabe

- hacer la observacion de que Zyx Zyx Z, es isomorfo a Zy x Zzqy Z4 x Z, es isomorfo a Zy,.

#

Supongamos que el 2-subgrupo de Sylow, no es unico. Sea A el g-subgrupo de

Sylow de G, que por ser de orden g, es ciclico, al cual lo identificaremos como A = (a)

donde a? = e. Sea B alguno de los 2-subgrupos de G. Como ya lo habiamos mencionado

anteriormente B es Z; o bien Z, x Z,.

En cualesquiera de los dos casos podemos reconstruir a (5, como veremos mediante

un producto semi-directo de A por B por el Teorema 4.6. ya que en ambos casos estos

subgrupos cumplen con las condiciones de la Definicion 4.1.

Sea B isomorfo a Z, es decir B = (b) con b*= e. Determinemos ahora los

homomorfismos de B en Aut(A). Cbmo b es de orden 4, y Aut(A) es isomorfo a Zg, y
como en este tipo de grupos estamos considerando que 4 no divide a g-1, entonces sélo
.requerimos determinar los automorfismos de A que sean de orden 2, que si existen en
Aut(A), ya que 2 divide a todo primo mayor que 2 como Io es g. Pero estos automorfismos
'Sra los determinamos en el Caso 4 (2p), y este es inico y es de la forma ofa) = a’. Por tanto
el homomorfismo no trivial # : B — Aut(A), es 8 y(a)= bab’= a”’. Por tanto el grupo
i)roducido por este producto semi directo es Z; xg Zy, , €l que podemos presentar en

términos de generadores y relaciones como (a,b),a?= b =e, bab’'=a’
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Consideremos ahora el caso en el que B es isomorfo a Z; x Z;. En tal caso y para

L

facilitar la clasificacion de este tipo de grupos consideraremos a B presentado en términos

de generadores y relaciones, es decir: B = (x, y), ¥ = 3y* = e, xy= yx. Denotemos por X =
(x) y Y = (y). De la normalidad de A se sigue que AX es un subgrupo de G. También

tenemos que A (1 X ={ e }, ya que A no tiene elementos de orden 2, por tanto el orden
de AX es 2¢ = |G] / 2, lo cual implica que AX es normal en G. También tenemos que los
subgrupos AX vy Y solo tienen al elemento identidad en comun ya que si no fuera asi
entonces a*x = y, para algin /<k<p-1, lo cual implica que a* =yx' cANB={e},lo
cual es una contradiccion ( x+y), de donde de nuevo tenemos que (AX)Yes un subgrupo

de G, pero como su orden es 4g, entonces es todo (G. Ahora bien los subgrupos AX y Y

cumplen con las condiciones establecidas en la Definicion 4.1, do donde G es el producto

semi-directo de estos dos subgrupos.

En tal caso por el Teorema 4.6, necesitamos determinar los homomotfismos

3

én Aut(AX). Pero como AX es de orden 2g, entonces por el anilisis .
entonces AX es isomorfo a Z, 0 bien a Dz,

| Consideremos en primera instancia el caso ei
homomorfismo no trivial &z Y —4ut(AX), gs, o1

te AX, con el cual producimos el gmpa



Ahora bien cuando AX es ), también el homomorfismo no trivial es el que

*

. grupo producido es Dy x, Z>. En este mismo ambito el homomorfismo krivial también
produce un grupo no considerado, que es el producto directo Dz, x Z,. ll

Los grupos que se incluyen en este caso son los de orden: 28, 44, 76y 92.

Teorema 5.6.2.- Si G es un grupo de orden 2°qy 2° divide a g-1, entonces G es isomorfo a
alguno de los siguiéntes £rupos:
Zg X Z)q, Z4q, Zq X 324, D4q, qu X wZ), D_zq)( Zz, Zq Xz Z4.

Demostracion.- Como en el caso analizado anteriormente tenemos que el g-subgrupo de
Sylow es Unico, mientras que el nimero 7, de 2-subgrupos de Sylow puede ser 1 o g. De

donde la Onica diferencia con respecto al caso anterior es aquella en la que el 2-subgrupo de

Sylow es isomorfo a Zy, y en este caso si podemos asegurar la existencia de automorfismos
de A el g-subgrupo de Sylow que sean de orden 4, ya que en este tipo de grupos 4 si divide
a g-1, el cual es el orden del grupo Auf(A) ~ Z,.;. De donde por la Teorema 1.1.14 Aut(A)

tiene un Ynico subgrupo ciclico de orden 4 y por tanto dos elementos de orden 4. asi que

A de orden 4, es decir: fa) =a™ con I <m < g-I ym* = I(méd @)y afa) =a” con I <
n < g-1 yn'= I(mbd q). De esto se sigue que 7=z Consideremos ahora ¥ y A los
correspondientes homomorfismos de B-—Aut(A) que definen estos automorfismos,

¥, (@=bab’'= oa) = a” y 4, (@)=bab"'= nfa) =a”.
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~ Sea 8 € Aut(B) definido por #(B) = b’ donde B es el 2-grupo de Sylow de G, presentado

~ como: B= (b) con b*= e. De donde:

*

3
7800@ = w*(@) = b’ ab”=d" =7 (a) = @) = J(@)
De donde por el Teorema 4.7, todos estos homomorfismos describen el mismo

grupo G como el producto semi-directo de A por B. Es decir:
GR«’AX;{,B% Zq)(;LZ4..

Los grupos que de este tipo son contemplados en ¢l trabajo son los de orden: 20, 52

Teorema 5.6.3.- Si G es un grupo de orden 12, entonces G es isomorfo a alguno de los

siguientes grupos:

Zox Zg Zip, ZsxgZs, DsxgZy, (Zax Z3) x9 Z3

Demostracion.- En este caso especial tenemos que el niimero n; de 2-subgrupos de Sylow
- puede ser 1 o 3, y el nimero n; de los 3-subgrupos de Sylow, es 1 0 4. Supongamos que 7,
= 3 y n; = 4, en esta situacién tendriamos que los 3 2-subgrupos aportarian aparte del
elemento identidad, cada uno tres elementos diferentes, es decir 9 en total para estos 2-
subgrupos; por otro lado la cantidad de elementos en los 4 3-subgrupos serian otros 8
elementos diferentes a los anteriores, en esta situacion G tendria 17 elementos difereﬁtes io

cual es una contradiccion.

La anterior argumentacién nos lteva a concluir que:

i) m=1yn=1,
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it) sin, =3 entonces n;=1 o bien

1ii) sinz=4 entonces n;=1.

Consideremos el tipo i) ambos grupos de Sylow son tUnicos por lo tanto son
normales por tanto (3 es el producto directo de sus subgrupos de Sylow, lo cual nos lleva al

caso abeliano, es decir el caso en que (3 puede ser:

Zg x sz Z3 & Zz)( ZgObiéﬂZ_q X Z4 R Z]Z.

Para ii) tenemos que ¢l 3-subgrupo es Gnico, por tanto normal en G. Denotemos
por A a este 3-subgrupo de Sylow- Ahora bien, sea B alguno de los 2-subgrupos, en tal
caso A y B cumplen con las condiciones para reconstruir a G como un producto semi-
directo de A por B.

Como el orden de B es 4, B es Z, o bien Z> x Z;; consideremos en primer lugar el
caso en que B es Z,, por lo que hay que determinar los homomorfismos no triviales de B
en Auf(A). Primero su existencia, como Aut (A) es isomorfo a Z, solo existe un

automorfismo distinto del automorfismo identidad, que es el definido por af@) = &, donde

aes el generadér de A asi que solo tenemos un homomorfismo no trivial de B — Aur(A)
que es el definido por Gya) = bab! = &. El cual nos produce el grupo Z;x ¢ Z, que en
~ términos de generadores y relaciones es (a,5) cona’ =b* =eybab’' = =a’.

Cuando B es Z; x Z,, tenemos una situacion muy similar a la contemplada en

Teorema 6.1.1 por tanto para no ser repetitivo, afirmaremos por el analisis ya hecho en ese
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caso que los grupos no abelianos que se producen en este caso son los productos semi-
directos de Zs pot Z; = D)2y el de Ds por Z,.
Analicemos ahora iii), el cual es el caso en que el 2-subgrupo es Gnico. Denotemos

por A a éste 2-subgrupo de Sylow de G. Como A es de orden 4, entonces por el Teorema

5.21 AesZ,obienZ; x Z,. SeaB alguno de los 3-subgrupos de G, B = (x) conx’=e.

Para la primera de estas opciones ¢l caso en que A = Z, tenemos que solo existe el
homomorfismo trivial, ya que Auf(A) es isomorfo a Z, por tanto no tiene elementos de
orden 3, los cuales se requieren para reconstruir a G como un producto semi-directo de A

por B, asi que de este caso solo obtenemos el grupo abeliano Z; x Z3, que ya ha sido

contemplado.

Asi que solo nos resta considerar el caso cuando A ~ Z; x Z, y para exhibir
explicitamente los automorfismos de A que sean de orden 3, denotaremos a A como sigue:
A={e,a b, ab }, donde & = b° = ¢, ab = ba.
Pero Aut(A) es isomorfo a S; el cual tiene un 1finico subgrupo de orden 3, el cual
contiene a los dos automorfismos no triviales de orden 3.
Entonces los automorfismos de A que son de orden 3 son permutaciones de los 3

elementos distintos del idéntico del grupo que son ciclos de longitud 3, es decir:

a1 = (a, b, ab) o bien az = (a, ab, b), de donde (a, b, ab)’ =(a, ab, b). De donde tenemos

dos homomorfismos no triviales @ y ¥ : B — Aur(A), definidos por:
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6.) =wx'=au(y) y W) =o' = ax(y)
Consideremos ahora el automorfismo de B definido por: S(x) = x*. De esto

*

tenemos que:

Gssy(3) =67 () = xon)x”" =x [au(y )Ix"' = @} (¥) = axy) = WV:0) .

De donde estos dos homomorfismos producen el mismo producto semi-directo.
Entonces G es (Z; x Z3) xg Z3, ¢l cual es un grupo con no abeliano con 8 elementos

distintos del elemento identidad de orden 3 y tres elementos distintos del elemento

identidad los cuales son de orden 2, por tanto este grupo nos describe el grupo A, ll

.Los grupos de orden 3°q con en los que 3 divide a g-/ que quedan dentro del rango

son los de orden 63, nos concretaremos a clasificar a este tipo de grupos.

Teorema 5.6.4.- Si G es un grupo de orden 63, entonces G es isomorfo a alguno de los

%

siguientes grupos:

Z_q X Zz}, Z7 X Zg, Z7 A Zg, Zy A (ngZg), Zg} A Z3.

Demostracién.- Como el tmico grupo que del tipo 3% y 3 divide a g-1, que queda dentro
del rango propuesto es el de orden 63, nos concretaremos a dar la clasificacion de este tipo

de grupos. Si G es un grupo de orden 63, entonces n; = 1 0 7, y n; = 1. De donde el 7-

subgrupo de Sylow es Ginico, por tanto normal en G. Sea A = {a), cona’ = e, el 7-

subgrupo de Sylow de G, y B alguno de los 3-subgrupos de G.
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En el caso de que n3 = 1, B también es normal en G, de donde G es el producto

L ,

directo de A por B, y por el analisis hecho en el Caso 2, tenemos que B es Z3x Z;0 bien o
: a

Zg, dedonderZp(ngZwangﬂ obienGm&»nywZ,gg‘ . *“

W
b

Supongamos que 73 # 1, en tal caso G es el producto semi-directo de A por B, ya

que estos subgrupos cumplen con las condiciones de la Definicion 4.1.

Consideremos primero el caso en el que B es el ciclico de orden 9, es decir: B=(3),

con b’ = e. Como Aut(A) es isomorfo a Zs, y este no tiene elementos de orden 9, entonces
solo determinaremos los automorfismos no triviales &e Aut(A) que sean de orden 3. Sean
P v 7, estos dos automorfismos de A, de orden 3, es decir: p(@) = &y ma) = a’ los cuales
habiamos determinado en el Ejemplo 5.4.2. y en forma anéloga tenemos que o° = z. Por
‘tanto con el automorfismo B de Aut(B), f(b) = b’ y el Teorema 4.7, los grupos realizados
‘por estos homomorfismos son isomorfos. Por tanto el grupo que es realizado por p es:el
.grupo Z7 x, Zs.

Consideremos ahora cuando B es isomorfo a Z; x Z; que para facili
resentaremos ¢n términos de generadores y relaciones, es degir:;
B = (x,y), donde x’ =y’ = ¢, cc

Como todo elemento de B que no es el elgmento iden

orden de su imagen homomorfica ha de ser.1 o
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requerimos son los de orden 3, que ya hemos identificado anteriormente en el Ejemplo 5.1,

sean: afa) = & y ofa) = d’, los automorfismos de A de orden 3 y af@) = a el

L

automorfismo identidad de Auf(A).

Por otro lado un homomorfismo de B queda completamente definido si conocemos
la imagen de los generadores de B, entonces tenemos las siguientes opciones para definir

_ estos homomorfismos no triviales de B — Aui(A):

o o, o, 6,
X—> X—>0; X—=>a; X—> 0
y—a Y=o Yoo Yo

95 95 87 ‘ 91
X—>ra; X—> 0y X—> 7 X—>ap
Yy y—ora; Y=o yo>ra;

1) Con &;, producimos el grupo que presentado en términos de generadores y relaciones es:

G: = (a,x,y) cona’=x'=y'= e, xax'= &, yay'= .
2) Con &, producimos el grupo que presentado en te'rminés de generadores y relaciones es:
G:= (a,x,y) cond’=x'= y’= e, xax'= o, yay'= ",
3) Con 65, producimos el grupo que presentado en términos de generadores y relaciones es:
G:= (a,x,y) cona’=x'=y'= e, xax'= o, yay'=d'.
4) Con 6y, producimos el grupo que presentado en términos de generadores y relaciones es:
G¢= (a,x,y) cona’=x’=y’= e, xax’' =, yay'=d’.
5) Con 65, producimos el grupo que presentado en términos de generadores y relaciones es:
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Gs=(a,x.) cona’=x'=y’=e, xax'= &, yay'= a.

6) Con 6, producimos el grupo qﬁe presentado en términos de generadores y relaciones es:
Gs= (a,x,y) con a’=x'=y’=e,xax'=a yay’'= &

7) Con &, producimos el grnupo que presentado en .términos de generadores y relaciones es:
Gr={a,x,y) cona’=¥’=y'=e, xax’'=a yay'=a.

8) Con s, producimos el grupo que presentado en términos de generadores y relaciones es:
Gs= {(a,x,y) cona’=x"= y’'= e, xax'= a, yay’'=d’.

a) Gy ~ G por el Teorema 4.7 con §; € Aut(B) definido por B; (x, ) = (¢, Y.

B)  Gs =~ Gypor ¢l Teorema 4.7 con B, € Aut(B) definido por B2 (x, ) = (. x). -

c)_ Gs = Gg por el Teorema 4.7 con §2 € Aut(B) definido por Bz(%, y) = (¥, ).

d) G =~ Gg por el Teorema 4.7 con B2 € Aut(B) definido por B2(%, 3) = ¢, x).

e) G, ~ G;por el Teorema 4.7 con B e Aut(B) definido por Bs(x, y) = (%, ).

i. /. Gs ~ (7 por el Teorema 4.7 con s € Aut(B) definido por fs(x, y) = (%, 3).

Por lo que solo tenemos dos grupos no isomorfos con estos productos semi-directos:
el G, y el Gs, el primero de ellos corresponde al producto semi-directo Z; X (ZixZs) y

G en el cual la segunda relacion implica que el generador y conmuta con el g

' ) de donde este subgrupo es isomorfo a Z»;, d¢ t!ofnﬂe‘f(}'“;-_,
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Caso 7.- Grupos de orden p’q con p { q-1.

Los gru;Jos que de esta clase nos hemos propuesto clasificar son los de orden:45 y

99, son de la forma 3°q, sélo consideraremos grupos de este orden en este caso.

Teorema 5.7.1.- Si G es un grupo de orden 3°g con 37g-1, entonces G es isomorfo a

alguno de los siguientes grupos: Z; x Zz; 6 Zo,.

-Délnostracién.- Cuando un grupo G es de orden 3°q y 3 no divide a ¢-, entonces tenemos
que como g es un primo mayor que 3, entonces el niimero n, de g-subgrupos de Sylow es 1
1} del hecho de que 3 no divide a g-7 el niimero n; de 3-subgrupos de Sylow también es 1,
&e do;lde en éste tipo de grupos los correspondientes subgrupbs de Sylow son tunicos, por
tanto normales por ¢l Lema 2.2.5 lo cual implica que G es el producto directo de sus
subgrupos de Sylow.

Como el 3-subgrupo es de orden 9, entonces es Zo o bien Z;x Z;y el g-subgrupo
es Z,, de donde G es Z3x Z3x Zy ~Zsx Zs; 0 el grupo Zo, .1

Los grupos considerados de este tipo, son los de orden: 45 y 99.
Caso 8.- Grupos de orden pq’ con p | q-1.

En esta clase de grupos tenemos que el g-subgrupo de Sylow es tinico ya que por ser

de indice 2 es normal en G y por el Lema 2.2.5 tenemos 1a unicidad, pero también por el
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Tercer Teorema de Sylow tenemos que el nimero n, de g-subgrupos de Sylow es 1, ya que
1 es el unico divisor del orden de G que es congruente con 1 mod .y el mimero n; de 2-
subgrupos dg Sylow, puede ser 1, ¢ 6 ¢°. Estos grupos son el producto semi-directo de el g-
subgrupo de Sylow por alguno de los 2-subgrupos de Sylow, pero su caracterizacién queda

fuera del alcance del presente trabajo, pero es un excelente motivo de continuar el estudio y

caracterizacion de éstos grupos.
Caso 9.- Grupos de orden pgr con q 7 r-1.

Los grupos que de este tipo quedan dentro del rango a clasificar son los de orden 39,

66 y 70, todos ellos son de la forma 2¢r, por lo que sélo determinaremos la clasificacién de

este tipo de grupos. Como en los grupos de orden 30 no tenemos directamente un subgrupo

normal, su clasificacion se hara en forma separada de los de orden 66 y 70.

Teorema 5.9.1.- Si G es un grupo de orden 30, entonces es isomorfo a alguno de los

siguientes grupos: Zs, Do, G1 = (a,5) con a”’ = b° = e, con la relacion bab™ = o’

G2 = {a,b) con a’® = b’ = e, con la relacién bab” = a'’.

Demostracion - Sea G es un grupo de orden 30. Por el Tercer Teorema de Sylow, tenemos

que los nimeros de los respectivos p-subgrupos de Sylow son: #2=1,3,5015, n5=10
10; ns=10 6. Pero nz y ns no pueden ser simultineamente diferentes de 1, ya que si asi

fuera, tendriamos en los 10 3-subgrupos 20 elementos distintos y en los 6 5-subgrupos, 24

70




elementos distintos asi G tendria al menos 44 elementos distintos del elemento identidad,

lo cual es una contradiccién. De donde ; n; = 1 o ns = 1, por tanto en cualesquiera de las

#*
dos opciones tenemos que #, es 1 si p=3 o0 5. Por tanto tenemos que ¢l p-subgrupo de

Sylow es normal en G. Si denotamos por H a este p-subgrupo y por K a algunc de los
otros subgrupos de Sylow de que no sean de orden 2 o p, tenemos que HK es un subgrupo
de G, de orden 15, lo cual implica que es de indice 2, por tanto normal en G. Denotemos
por A este subgrupo normal de G de orden 15, que por el analisis hecho en el Caso 3, este
subgrupo es isomorfo a Z;5. Sea Buno de los 2-subgrupos de G, por tanto isomorfo a Z,.
De esto se sigue que A | B = { e }, por tanto JAB| = |A] B| = (15)2) = |G| lo cual
implica que G = AB, de aqui que G es el producto semi-directo de A por B.

Ahora bien hay que determinar los homomorfismos no triviales de B —Aut(A),

que sean de orden 2, ya que B es isomorfo a Z,. Por tanto los automorfismos de A queno

son el automorfismo identidad son de la forma afa) = o* con 1 <k < 14, (k, 15) = 1,y son
de orden 2, si ademas cumplen la condicion de que ¥ sea congruente con 1 modulo 15, de

donde k=4, 110 14,

a) k=4- Para k = 4, el homomorfismo de B — Aut(A), queda definido como:
Gi(@) = bab”= &’ , el cual nos determina un grupo que en términos de generadores y

relaciones es tal que: Gy = {a,b) con a”’ = b” = e, con la relacién bab™’ = o
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b) k=11- Para k = 11, el homomorfismo de B —A4uf(A), queda definido
como: Gh(a)=bab’—a'’, €l cual nos determina un grupo que en términos de

generadores y relaciones es tal que: Gy = (a,b) con @'’ = b = e, con la relacion

bab’ = o'’

c) k=14- Para k = 14, el homomorfismo de B-»A4uf(A), queda definido
como: Gy(a)=bab’=a"* = a”, el cual nos determina un grupo que en términos de

generadores y relaciones es tal que: G = (a,5) con @’ = ° = e, con la relacién

bab” = a’, el cual es el D3 I

Teorema 5.9.2.- Si ‘G es un grupo de orden 66, entonces es isomorfo a alguno de los

siguientes grupos: Zss, Dss, G1 = {@,b) con a*? = p’= e, con la relacion bab”’ = a'’,

G, = (a,b) con @’ = b = e, con la relacion bab” = o

Demostracién.- Sea G un grupo de orden 66, entonces por el Tercer Teorema de Sylow,
tenemos que los respectivos nimeros de p-subgrupos de Sylow son: #n,=1,3, 11 033, ns =

1022, m; =1. Portanto ¢l Lema 2.2.5, el 11-subgrupo de Sylow es normal en G. En el
caso de que n, = n3; = 1, entonces G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow, por

tanto O ~ Zes.
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Sean H el 7Z-subgrupo de Sylow de G, K alguno de los 3-subgrupo de Sylow de G

y B alguno de los 2-subgrupos de G. De la normalidad de H, se sigue que HK es un
-

subgiupo de G, de orden 33, por lo que es de indice 2, lo cual implica que es normal en G.

Como HK es de orden 33, entonces por el Teorema 5.3.1, HK ¢s ciclico. Para facilitar el

manejo de estos subgrupos identificaremos a HK = A = (a) cona™=ey B = (b) con &’=

e. Entonces ANYB = { e }, por tanto tenemos que [AB| = |A| B = (33)(2) = |G, lo cual
implica que G = AB, de aqui que G es el producto semi-directo de A por B.
Determinaremos los homomorfismos no triviales de B—>Auf(A), y con esto
determinar los grupos que estos realizan. Como el generador de B es de orden 2, solo nos
interesaran los automorfismos de A que sean de orden 2, es decir aquellos de la forma:
a(@ =d conl<k< 32, (33)=1,F =1 (mod 33), de donde k= 10, 23 o0 32.
a) Parak = 10, 0:B —Aut(A), queda definido como: Gy(@) = bab'= a'’, el cual nos
determina un grupo que en términos de generadores y relaciones es tal que:
G; = (a,b) con a = b” = e, con larelacion bab”’ = a'°.
b) Parak =23, 6:B > A4u(A), queda definido como: Gy(@) = bab™’ = a? , el cual nos
determina un grupo que en términos de generadores y relaciones es tal que:
Gz = (a,b) con @ = b* = e, conlarelacién bab” = a”.
¢) Parak =23, 8:B —Au(A), queda definido como: Gi(@) = bab’= a”, el cual nos

determina un grupo que en términos de generadores y relaciones es tal que:
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G3 = (a,b) con a” =¥’ = e, con la relacién bab” = a’>=a”. Lo cual implica que

G3 = D.sg-

Teorema 5.9.3.- Si G es un grupo de orden 70, entonces es isomorfo a alguno de los
siguientes grupos: Zz, D, Gy = (a,b)con a’® = b’= e, con la relacién bab™ = o,
G2 = (a,b) con @’ =¥ = e, conla relacién bab”’ = a”.

Demostracion.- Sea G un grupo de orden 70, entonces por ¢l Tercer Teorema de

Sylow, tenemos que los respectivos nameros de p-subgrupos de Sylow son: n,=1,5, 7 o

35, ns = 1; n = 1. Por tanto el Lema 2.2.5, ¢l 7-subgrupo de Sylow y el 5-subgrupo de -

Sylow son normales en G. En el caso de que n2 = ns = 1, entonces G es el producto directo
de sus subgrupos de Sylow, por tanto G ~ Z.

Sean H el 7-subgrupo de Sylow de G, K alguno de los 3-subgrupos de Sylow de G
y B alguno de los 2-subgrupos de G. De la normalidad de H, se sigue que HK es un
subgrupo de 3, de orden 35, por lo que es de indice 2, lo cual implica que es normal en G.
Como HK es de orden 35, entonces por el TMa 5.3.1, HK es ciclico. Péra facilitar el
manejo de estos subgrupos identificaremos a HK = A =(a) con a”=ey B={b)cona’= e.
Entonces ANB = { e }, por tanto tenemos que [AB| = |A| B} = (35)(2) = |G}, lo cual

implica que G = AB, de aqui que G es el producto semi-directo de A por B.
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Daememos los homomorfismos no triviales de B—Au(A), y con esto
determinar los grupos que estos realizan. Como el generador de B es de orden 2, solo nos
‘interesarz’m:os automorfismos de A que sean de orden 2, es decir aquellos de la forma:

af@ =ad conl<k< 34, (k35 =1~ =1 (mod 35), de donde k=6, 29 0 34.
d) Parak = 6, 8: B —4ut(A), queda definido como: Gy(@) = bab’= a®, el cual nos
determina un grupo que en términos de generadores y relaciones es tal que:

Gi = {a,b) con & = b’ = e, con la relacién bab”’ = a°.

e) Parak =29, 6:B - Aut(A), queda definido como: Gy(@) = bab”’= o’ , el cual nos
determina un grupo que en términos de generadores y relaciones es tal que:

G, = (a,b) con a” = b° = e, con la relacién bab” = a”.

f) Parak = 34, 0:B —>Aut(A), queda definido como: Gy(@) = bab”’'= a** , el cual nos
determina un grupo que en términos de generadores y relaciones es tal que:

Gs = (a,b) con a” = b’ = e, con la relacién bab™ = a’*=a"'. Lo cual implica que

G3 = D;o..

Caso 10.-  Grupos de orden pqr con q | r-1.

Los grupos que de este tipo quedan dentro del rango a clasificar son los de orden 42

y 78.
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Teorema 5.10.1.- Si G es un grupo de orden 42, entonces es isomorfo a alguno de los .

siguientes grupos: ZQ, D42, (Zy A Z_;)x Zz,(Zy A Zg)X Za,

-

G, = {e,k) conc?=K=eykek'=c% G, = (c,k) conc?'=F=eykek'=c".

Demostracion.- Sea 3 es un grupo de orden 42. Por el Tercer Teorema de Sylow, tenemos

que los mimeros de los respectivos p-subgrupos de Sylow son: n,=1,3,7021; =107, !

n;=1. De donde el 7-subgrupo de Sylow, es tnico, por tanto, normal en G. Sea A este 7-

subgrupo de Sylow.
Asi que tenemos que analizar las opciones siguientes:
1) ng =fyn:=1, |
2y s =1lyn # 1,
3) ng #lyn=1

4) ny #lyny = L

Para 1) tenemos que tanto el 2-subgrupo como el 3-subgrupo de Sylow, son unicos,

de donde por el Lema 2.2.5, éstos subgrupos son también normales en (3, de aqui que G
sea el producto directo de sus p-subgrupos de Syiow, por tanto es Z; x Zsx Zz ng

Para 2) tenemos que el 3-subgrupo es unico, por tanto normal en G. Sea H este 3-
subgrupo de Sylow y K uno de los 2-subgrupos de GyA _el 7—:sq?gruﬁa de:

ser finico es normal en G. De la normalidad de H y A sestgue

G de orden 21. Denotemos por C = AH, por ser de orden

normal en G. Pero en tal caso tenemos que C es el prqdu to directo de
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es isomorfo a Z;;, de donde G es el producto semi-directo de C y K. Por lo que hay que
determinar los homomorfismos no triviales de orden 2, 8 : K — Aut (C), para facilitar el

L

manejo de éstos sea C = {c) con ¢ = e. De donde tenemos que:

aie) = ¢ axe) = ¢y asec) = *; son los automorfismos de C de orden 2.

Con éstos automorfismos determinamos los grupos que presentados con
generadores y relaciones son;

G, = (c,k) con A=F=evykek’=ct

G2= (c,k) con c?'= K= ey kek'=c".

Gs= (c,k) conc?'=K=eykek'=c"=c".
De esto se sigue que Gz es Do,

Para 3) tenemos que el 3-subgrupo de Sylow no es Gnico pero el 2-subgrupo de

Sylow si lo es, por lo tanto normal en 5. Sea K este 2-subgrupo de Sylow y H uno de los
3-subgrupos Sylow de G. Por lo tanto tenemos que AH es un subgnipo no abeliano de G
de orden 21, por tanto normal en G. Esto implica que G es el producto directo de AHy K,
por ser normales y AHNK = { e }. Y |(AH)K]| = |AH|K]| = 21)(2) = 42, pér lo que
(AH)K = G. Pero el gruopo no abeliano de orden 21 ya ha sido determinado en el

Ejemplo 5.4.2, €l cual es el grupo (a,h) con a’= h’= e, hah”'= &. De donde G es (Z; X

Zs)x Zz.
Para 4) Tenemos los 3-subgrupos y 2-subgrupos no son tnicos. Sea H uno de los 3-

subgrupos de G y K uno de los 2-subgrupos de G. De esto tenemos que AH es un
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subgrupo de G debido a la normalidad de A. AH es no abeliano de orden 21, por lo que es

de indice 2, lo cua! implica que es normal en G. Ademas AHNK = { ¢ } y [(AH)K]=

L 4

IAH|K|=(21)(2) = 42, por lo que (AH)K = G. De dottde G es el producto semi-directo
de AH por K.  Es decir G es (£7 X Z3)% Zz. Omitimos la determinacion completa de

este producto semi-directo ya que el grupo de automorfismos de AH es un grupo no

abeliano de orden 42, que queda fuera del alcance de la teoria desarroliada en este

escrito.ll

Teorema 5.10.2.- Si G es un grupo de orden 78, entonces es isomorfo a alguno de los
siguientes grupos: Zzs, Dys, Z15 X Zs, (Z13XZ3) x Z2, (Z13XZ3) x Z,,

G:=(c,k) conc®=¥=eykck'= ", G:= (c,k) conc™=F=eykck'= 7.

Demostracién.- Sea (& es un grupo de orden 78. Por el Tercer Te eorema de Sylow, tenemos
que los nGmeros de los respectivos p-subgrupos de Sylow son: n2=1,3,13 039, n3=10
13; n;3 = 1. De donde el 13-subgrupo de Sylow, es tnico, por tanto, normal en G. Sea A
este 13-subgrupo de Sylow.
Asi que tenemos que analizar las .opciones siguientes:
Dy =1yn=1,
Dny=1lyn # 1,
3)ns # lyn;= 1

Dns #lynm = I
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Para 1) tenemos que tanto el 2-subgrupo como e} 3-subgrupo de Sylow, son Gnicos,
de donde por el Lema 2.2.5, éstos subgrupos son también normales en (3, de aqui que G
sea el producto dire::to de sus p-subgrupos de Sylow, por tanto es Zj3 x Z3x Zz ~Zzs.

Para 2) tenemos que el 3-subgrupo es tinico, por tanto normal en G. Sea H este 3-
subgrupo de Sylow y K uno de los 2-subgrupos de G y A el 13-subgrupo de Sylow que
por ser nico es normal en (G. De la normalidad de H y A se sigue que AH es un
subgrupo de G de orden 39. Denotemos por C = AH, por ser de orden 39 es de indice 2
por tanto normal en G. Pero en tal caso tenemos que C es el producto directode H y A, de
donde C es isomorfo a Zj3o, de donde G es el producto semi-directo de C y K. Por lé que
hay que determinar los homomorfismos no triviales de orden 2, 6 : K — Aut (C), para
facilitar el manejo de éstos sea C = (c) con ¢”’ = e. De donde tenemos que:

ai©) = ¢ axe) = ¢’y ase) = ¢**: son los automorfismos de C de orden 2.

Con éstos automorfismos determinamos los grupos que presentados con

generadores y relaciones son:

G = (c,k) conc®=¥=eykek'= ¢,
G2 = (c,k; con F=K=eykek’= .
Gs={c,k) con F=K=eyhkek!=c*=¢".

De esto se sigue que G es Dys.

Para 3) tenemos que el 3-subgrupo de Sylow no es unico pero el 2-subgrupo de

Sylow si lo es, por lo tanto normal en G. Sea K este 2-subgrupo de Sylow y Huno de los
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3-subgrupos Sylow de G. Por lo tanto tenemos que AH es un subgrupo no abeliano de G

de orden 39, por tanto normal en 3. Esto implica que G es el producto directo de AHy K,

*»

por ser normales y AHNK = { ¢ }. Y [(AH)X| = |AH|K]| = (39)2) = 78, por lo que

(AH)K = G. Pero el gruopo no abeliano de orden 39 es el grupo (a,h) con a'’= i’= e,

hat''= &. De donde G es (Z7 X Z3)x Z,.

Para 4) Tenemos los 3-subgrupos y 2-subgrupos no son tnicos. Sea H uno de los 3-
subgrupos de G y K uno de los 2-subgrupos de G. De esto tenemos que AH es un
subgrupo de G debido a la normalidad de A. AH es no abeliano de orden 39, por lo que es
de indice 2, lo cual implica que es normal en G. Ademas AHNK = { e } y ((AH)K!|=
|AH|[K]=(39)(2) = 78, por lo que (AH)K = G. De donde G es-¢l producto semi-directo
de AH por K. Es decir G es (Z;5 X Z3)X Z,. Omitimos la determinacion completa de

este producto semi-directo ya que el grupo de automorfismos de AH es un grupo no
abeliano de orden 78, que queda fuera del alcance de la teoria desarrollada en este

escrito.ll
Caso 11.- Grupos de orden p’.

Como los grupos que dentro del rango a clasificar de este tipo de grupos son los de

orden 8 y 27, sélo consideraremos tales grupos.
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Teorema 5.11.1 .- Si G es un grupo de orden 8, entonces es isomorfo a uno y s6lo uno de
los siguientes grupos:

1) Si@G es abeliano
Zg,’ Z4 X Zz,’Zz X Zz X Zz.
2) Si G es no abeliano

H(cuaternios); Ds.

Demostracién.- 1) Si G es abeliano de orden 8, por el Teorema Fundamental de Grupos

Abelianos Finitos, tenemos que G es isomorfo a: Zg6 Zy x Z3 6 Zy x £y x Z;.

2) Supong@os que G de orden 8 es no abeliano, en tal caso G no tiene elemento de orden
8, ya que esto implicaria que G es ciclico y por consiguieﬂte abeliano. Tampoco puede
tener todos sus elementos de orden 2, ya que tabién en este caso G seria abeliano. Por el
Teorema de Lagrange debe existir a € G, tal que su orden sea 4; consideremos A = (a).
Como el indice de A es 2, entonces A es normal en G. Como A es de orden 4, entonces
AzG. Sead € G, tal que b ¢ A; por tanto A =Ab, de donde G =A U Ab, ademas
también tenemos que A N Ab=¢. Como »° € Gy b’ ¢Ab, ya que esto implicaria que
be A, entonces 5 € A. Si b’ = a o bien b= o’, entonces b seria de orden 8, lo cual es
una contradiccion para el supuesto de G.  De donde °= o, o bien °= e, por otro lado de
la normalidad de A se tiene que el orden de bab” tiene que ser el mismo de a, de donde

bab~'= a, o bien bab’'= o’. Si bab™'= a, entonces G seria abeliano, lo cual contradice
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nuestra hipotesis de que G es no abeliano. De donde sdlo tenemos dos grupos no abelianos

de orden 8 determinados por:
*
(ab/a*=e,a® =b* bab™ =a’) y (a,bla* =b" =e,bab” =a*)

los cuales definen a H; y Dj, respectivamente. Ver [VII]ll

Teorema 5.11.2.- Si G es un grupo de orden 27, entonces es isomorfo a uno y sélo uno de |
. i
los siguientes grupos:

2) Si G es abeliano
Zyy; Zg x Z3;Z3 x Z3 x Zs.
2) Si G es no abeliano

G, = <a,b/a9 =b* =e,bab™’ za“}

G,= <a,b,cla3 =b*=c’ =e,ab=bac,ac = ca,bc :cb>

Demostracion.- 1) Si G es abeliano de orden 27, por el Teorema Fundamental de
GruposAbelianos Finitos, tenemos que G es isomorfo a: Z376 Zg x £36 23 x Z3 x Zs.

Para 2) puede verse [VII] pags. 43 y 44, en el cual tenemos una demostracidon completa de

este resultado pero con herramientas diferentes a las expuestas en este trabajo.-
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