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INTRODUCCION

La intencién de este trabajo es dar una presentacién basica de la teorfa de
“ Eontinuos e Hiperespacios, asf como los Hamados Continuos Indescomponibles.
Antes se presenta un capitulo de preliminares con el objetivo de poder com-
* prender de forma autocontenida el desarrollo de este trabajo. En dicho capitulo se
- estudian conceptos y resultados bésicos de Espacios Métricos.

Definimos un Espacio Métrico por (X, d), con X un conjunto no vacio, y donde
d es una funcién definida como d : X x X — R, la cual lamamos distancia o métrica
y satisface los signientes axiomas:

a) d(z,y)=>0, z,ye X

b) d(z,y) =0 siystlosi z=y, z,yeX
¢) d(z,y) = d(y,z) zyeX

o d) dz,y) < d(z,2)+ d(z,y) =z,y,ze€X.

En este prinier capftulo también vemos algunos conceptos de Espacios Topoldgi-
- ¢os, como cerradura, imterior y frontera.

Es importante estudiar Conexidad y compacidad. Por lo cual vemos los conceptos
y resultados més importantes para el desarrollo de esta tesis.

Un espacio X es conexo si no existen dos conjuntos abiertos A y B en X no
vacios tal que X =AUB y ANB=10.

Un subconjunto A de un espacio métrico es compacto si toda cubierta por a.bler—
tos de A contiene una subcubierta finita. Un espacio métrico X es campa&:to g,
como conjunto, X es compacto.

real es compacto. El intervalo abierto (D, 1) no es compacto porgue ng €8 ¢

El eje X, considerado como un subconjunto del plano, no es compacto porque no=-_ ;

iI

Por ejemplo, el intervalo cerrado {0, 1] cemlderado como un subconjunto de IR
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es acotado, pero el circulo de radio 10° sobre el origen es compacto, esto no es
sorprendente, pues el mismo teorema de BolzanoWeierstrass establece que en R”
los subconjuntos compactos quedan caracterizados por ser los conjuntos cerrados y
acotados.

En ¢l segundo capftulo definimos el concepto de Continuo y vemos los ejemplos
més usuales. Un continuo es un espacio métrico, conexo y compacto, no degenerado.

Una familia {U,, U, ...U,} de subconjuntos de un espacio métrico (X, d) es una
cadena simple en X si se tiene que U; NU; # @ siy solosi [j k| < 1. A cada
Uy se le llama un eslabén de la cadena simple. Se dice que una cadena simple
C = {U,U,...U,} conecta a los puntos a y b en X sia € Uy y b € Uy, asf un
continto X es encadenable si Ve > 0 se puede cubrir con una cadena simple, cuyos
eslabones tienen didmetro €, es decir, por una e—cadena.

Para obtener un hiperespacio, podemos usar cualquier coleccién de subcon_lun—
tos de un continuo X que satisface cierta propiedad topolégica. Hay algunos que
podemos destacar: '

w 2X ={ACX:A#By A es cerrado}.

s C(X)={A€2X: A es conexo}, esto es, C (X) esla familia de subcontinuos
de X.

. F, (X)={AGQX:Atienealomésnpuntos} cornmn € N.
s Co(X)={A€2¥X: Atienealomdsn componentes }

Una muy natural pregunta teérica sobre hiperespacios que consiste en determinar
los hiperespacios 2%,C (X), Fo (X} y C,(X) del intervalo unitario, el continuo
mds familiar.

A estos espacios se les da una métrica, la métrica de Hausdorff. La cual esta

definida en la seceién 2.3

Intuitivamente vemos que dos subconjuntos estin cercanos con la métrica de
Hausdortl si y sélo si estdn empalmados uno en otro.

Comentan distintos especialistas que:

“Probablemente el primer resultado en la direccién de calcular 27 fue debido a
L. Vietoris cuando demostré (1922)... que si X es un continuo de Peano', entonces
también lo es el hiperespacio de 2%... en uno de sus primeros articulos, Wojdyslawslkdi

1Es decir, un espacio métrico compacto, conexo y localmente conexo.
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pregunto especfficarnente si el hiperespacio del intervalo unitario es homeomorfo al
cubo de Hilbert. El profesor Kuratowski comenta que la conjetura era bien conocida
por topdlogos polacos en los 20’s.

Esto fue resuelto finalmente por Schori y West y generalizado por Schori y Curtis

en 1977, ellos probaron que:
Teorema de Curtis-Schori-West. 57 X es un continuo de Peano, entonces:

1) 2% es el cubo de Hilbert

2) C(X) es el cubo de Hilbert si X es un continuo localmente conexo

en el que todos sus arcos lienen interior vacto.
3) C(X) x I es homeomotfo al cubo de Hilbert,

Aunque su prueba y métodos tuvieron éxito, éstos eran bastante complejos.

Las técnicas de la prueba de Curtis-Schori-West involucran el uso delicado de
Ifmites inversos, las manicobras sutiles y complicadas con refinamientos de particiones
y lo que era, en aquel tiempo, los bastante nuevos resultados acerca de topologia en
dimensiones infinitas”.

Un teorema de identificacién para el cubo de Hilbert fue establecido posterior-
mente por Toruncezyk lo cual hizo la prueba mucho mis facil, ver[1] [9] . Por lo
tanto, el problema de identificar €l hiperespacio del intervalo unitario (o, de he-
cho, el problema de identificar muchos hiperespacios) se redujo a mostrar que el
hiperespacio tiene las propiedades enlistadas en las hip6tesis de dicho teorema y
por consiguiente es el cubo de Hilbert.

Para los espacios en el plano, y particular para gréficas simples, los hiperespa-
cios C{X) fueron investigados por R. Duda, quién dio muchas caracterizaciones y
métodos. Ver [2}]9] .

Como capftulo 3 presentaremos I-convergencia en 2%. Sea {A, }oo., una sucesion
de subconjuntos de 2% , definimos el limite inferior de A, y el limite superior de
A, de la siguiente forma:

= Liminf (A,)={z€ X:Ve>0,3N e Ntalque B. (z)N A, #0 ,vn > N}
= Limsup{A,) = {z € X : Ve > 0, B, (z) N A, # @, para una infinidad de n’s}.
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Sea X un continuo, {A,}2 , una sucesién en 2% entonces el lim inf A, C lim
sup An lim inf A, y el lim sup A, son conjuntos cerrados, y lim sup A, # @ para
toda sucesion {A,},. ;. Todo esto y un poco més es para probar que el hiperespacio
2X con la métrica de Hausdorff es conexo y compacto, esto es 2% es un continuo.

Y por iltimo, como capitulo 4 estudiaremos continuos descomponibles e indes-
componibles. Serd necesario presentar algunos conceptos y propiedades bdsicas para
la construccién de dos continuos indescomponibles, y caracterizar a éstos.

Un continuo X es descomponible si X = AU B, donde A y B son subcontinuos
propics de X, en caso contrario diremos que es indescomponible.

Tin continuo importantisimo no tan sélo por ser indescomponible es el asf llamado
arcoiris de Knaster que construiremos en este capftulo.

Dos conceptos que nos serdn muy importantes para la construccidn de continuos
indescomponibles son Composantes y Continuo Irreducible.

Si X es un continuo y p € X, la composante de p es el conjunto de todos los
puntos = de X tales que existe algin subcontinuo propio de X que contiene a p y
x.

Si X es un continuo y {p, ¢} < X, decimos que X es irreducible con respecto a
P ¥ ¢ si no existe ninguin subcontinuo propio de X que contiene a tales puntos.

=
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En este capftulo abordaremos algunas nociones y hechos bésicos de topologfa
general y espacios métricos, los cuales serdn mecerarios para comprender los si-
guientes capftulos, la intencién de hacerlo asf, es hacer de esta tesis un trabajo
autosuficiente.

. Este capitulo consta de 5 secciones, en las cuales estudiaremos definicién y
propiedades de espacios métricos, bolas abiertas y vecindades, conjuntos abiertos,
conjuntos cerrados, conexidad, espacios localmente conexos, compacidad y por ul-
“timo compacidad sucesional.

1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1 Un espacio mélrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
no vaclo y d una funcion que estd definida como d: X x X — R, llamada distancie
o méltrica y satisface los siguientes axiomas:

a) diz,y) >0, Vz,yeX

b)) dz,y)=0 siysdlosi =y, Vz,yeX.
¢} diz,y)=dy,z) Vz,yeX

d) d(z,y) <d(z,2)+ d(z,y) Vaz, v, zeX.

Veamos los ejemplos més usuales de espacios métricos, con el primero podemos
checar que a todo conjunto se le puede definir al menos una métrica.
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1.1 Bolas abiertas y vecindades v

Ejemplo 1.1 Sea X #0,d: X x X > R tal que

0 st x=y
d(a;’y) = { 1 si zty

d es llamada métrica discreta, lamada asf por que separa igualmente cada par
de puntos, y (X, d) es un espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.2 Ia métrica Usual en R , donde d : R xR — R tal que d es la
Juncion definida por d{z,y) = |z —y| para cada z,y €R .

" El conjunto de ntimeros complejos C con la funcién distancia d{z, w) = |z — w|
tambien es un espacio métrico.

Ejemplo 1.3 Fl espacio FEuclidiano n-dimensional R" es el conjunto de n-adas

(21, To, T3ye--yTn) , donde z; € R parai € {1,2,...,n}. Sea z = (z1,%2,...,%a)
17

¥ = (Y1, 42, 4n) €ER®, dlz,y) = /> (z:i —w)? , enfonces, d es una métrica en
=1

R=.

EnR2=R xR, d((zn,31), (52, %)) = \/ (22— 21)* + (12 — 1)

Ejemplo 1.4 EnR™. Sean T = (1, ---Zn), T= (Y1, ---Un) € R™.
Entonces:

a) do: R* xR™ — R tal que do(Z,7) = méx [2; — 3], es una méirica en R™.

b) di:R* xR*» > R tal que d1(Z,7) =Y, |z; — uil, entonces d; es una métrica

=1
en R™.

™

»

1t
c) Parap > 1, d{Z,%) = (Z |z —y,-]") , €s una métrica para R*, (que es el
i=1
caso del ejemplo 1.3, si p=2)
Bolas abiertas y vecindades
Definicion 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico, x € X 1y & un nimero real positivo.

El conjunto B.(x) = {y € X : d(z,y) < €} es llamado la bola abierta de radio £ y
com centro en T.
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+ Pefinicidn 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico, denotaremos bola cerrada de centro
z y de radio £ ol siguiente conjunto:

BMz)={y € X :d(z,y) <e}.

. Definicién 1.4 Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos la esfera de centroz y
‘de radio € al siguiente conjunto:

Se(r) = {y € X : d(z,y) = €} .

Definicién 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico y x € X. Un subconjunto A C X es
llamado vecindad o entorno de = si hay un ¢ > 0 tal que B.(z) C A.

Lema 1.1 Sea (X,d) un espacio métrico y z € X. Para cada e > 0, la bola abierta
3.z} es vecindad de cada uno de sus puntos.
Demaostracion. :

Seay € B.(z). Vamos a probar que B.(z) es vecindad de y, para esto debemos
probar que existe una n > 0 tal que By(y) C Be(z). Como

y € Be(z),d(z,y) <.
Elegimos 1 < € — d(z,y). 9 xo € By(y) entonces
d(z,50) < d(z,9) + d(¥, 7) < d(z.y) +1 < d(z,y) + & - d(&,y) =&.
Por lo tanto 2o € B.(z). ast By{y) C B.(z) y B.(z) es vecindad dey. m

En general para espacios topol6gicos todo conjunto abierto tiene esta propiedad
{Teorema 1.5).

Conjuntos abiertes

Definicién 1.6 Un subconjunto A de un espacio métrico X, decimos que A es un
conjunto abierto si para cada o € A existee > 0 tal que si z € X y d(z,a) < ¢,
entonces © € A. En otras palabras A es un conjunto abierto si es vecindad de cada
uno de sus puntos.

Teorema 1.2 Sea A un subconjunto de un espacio méirico (X, d). A es un conjunto
abierto si y sdlo si es union de bolas abiertas,
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Demostracion. =) Supongamos que A es abierto. Entonces para cada a € A existe
una Bs,(a) C A, por lo tanto A = |} Bs,(a) es unién de bolas abiertas.

acO
4=) 8i A es unién de bolas abiertas, entonces A = |} Bs,(a),
: act

si z € A, entonces x € By, {a) para alguna a € .
B;,(a) es vecindad de z y como Bj,(a) C A, A es vecindad de z. Asf A es
vecindad de cada uno de sus puntos y por definicién A es abierto. ®

Teorema 1.3 Sea (X, d) un espacio méirico.
.a). FEl vacto es un conjunio abierto
b} X es un conjunto abierto.
¢} §i Ay, As,. An son abiertos, entonces A1 N AN .0 A, es abierto.

d) i para cada o € I, A, es un'conjunto abierto, entonices | ) Aq es abierto.
’ acl

Ejemplos:
1. Las bolas de R son los intervalos abiertos de la forma
(zg—c,z+e)={yecR:z~e<y<z+e}.

Cualquier intervalo abierto es una bola cuyo centro estd en o punto medio
del intervalo y el radio es la mitad de la longitud del mismo.

2. 1Las bolas de R? son cfrculos { sin la circunferencia) y las de R son esferas.

4. El conjunto (g, b} x {c, d) es un subconjunto abierto de R* y (a,b) x {c,d) x (e, f)
es abierto en R® '

4. Un eje de coordenadas en R® n > 2 no es un conjunto abierto.

5. {(z,y) € B?: y < 2%} es un conjunto abierto

Conjuntos cerrados
En esta seccién trataremos a los subconjuntos de un espacio métrico a los que
Hamaremos cerrados. :

Definicién 1.7 Sea (X, d) un espacio métrico. A C X es cerrado si y sdlo si su
complemento es abierto.
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El siguiente teorema nos proporciona ejemplos de conjuntos cerrados y nos per-
mite-construir otros.

Teorema 1.4 sea (X, d) un espacio métrico.

1. X es cerrado

2. P es cerrado

4. La union finita de una coleccion de conjuntos cerrados es cerrada.

4. La interseccion de una familia de conjuntos cerrados es cerrada.

. .Mmtracién. 1 y 2 es consecuencias de las propiedades de conjuntos abiertos y

3 y 4 se prueban utilizando las leyes de De’'Morgan. =

jemplo 1.5 Los conjuntos finites en la recta real son cerrados.

-Ejempla 1.8 El conjunto totel siempre es cerrado y abierto en el conjunio total,
por ejemplo el intervalo [0, 1] es cerrado y abierto en el intervalo [0, 1] con la métrica
usual de R relativa al [0,1] y ast tambien lo es el vacto.

gemplo 1.7 La unidn arbilraria de cerrados no necesariamente es cerrada. Por
gjemplo si unimos los puntos de la forma %, es decir el conjunte A = U { } no

gs‘cermdo a pesar de ser una union de cerrados.

’I‘eorema 1.5 Sea (X,d) un espacio métrico. 5i A,B son cerrados disjuntos en X,
entonces existen U,V abiertos tal que ACU y BCV,

1.2, Espacios topolégicos

Definicién 1.8 Una familia 7 de subconjuntos de X es llamada una topologia en
y 81 satisface las siguientes propiedades:

. B Xer

[

N n
® SiA, Ay, ..., Ap €T, entonces (A €T
i=1
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e Si{A};e; &7, entonces | JA €T

iel

Definicién 1.9 A la pareja (X, 7) , donde X es un conjunto y T es una topologia
en X, la llamamos espacio topoldgico. A los elementos de X los llamamos puntos. A
los elementos de T los llamamos subconjuntos abiertos del espacio topoldgico (X, 7).

Ejemplo 1.8 Sea X = {a,b,c},7 = {0, X, {a},{a,b}} es una topologia en X.

Ejemplo 1.9 Sea X un conjunto cualquicra y sea 7 la familia de todos los sub-
conjuntos de X, i.e. T = P(X). Entonces 7 es una topologia en X, llamada la
topologta discreta. Sea X un conjunto cualquiern y sea 7 = {8, X}. Entonces T
es una topologta en X, llamada la topologia indiscreta.

Ejemplo 1.10 Sea X = N y sea 7, = {§,N,{n,n+1},{n,n+1n+2}, ..}
Entonces T, es una topologla en X, para cada n € N.

Ejemplo 1.11 Sea X un conjunto cualguieray sea = {f}JU{A C X : X \ A es finito {
entonces T es una topologta en X, llamada la topologia complemento finito o :
cofinita.

Hemos definido Vecindad, Conjuntos Abiertos y conjuntos Cerrados en un espa-
cio métrico, ahora es importante definirios en un espacio topoldgico.

Definicién 1.10 Sea A un conjunto en un espacio topoldgico (X, 7). Decimos que
A es vecindad de un puntoxr € X & I U €71 3z € U C A. Denotaremos £ (z) a
la familia de vecindades de x, i.e. £ (z) ={A C X : A es vecindad de X}.

Teorema 1.6 Un conjunto A es abierto en (X, 7) & es vecindad de cada unos de
sus puntos; esto es, V z € A, se tiene que A € £(z).

Definicién 1.11 Sea (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un
conjunto cerrado en X & X\ A es un conjunto abierto en X.

Teorema 1.7 Sea (X,7) un espacio topoldgico. Una caracterizacion para los con-
juntos cerrados en X es:

1) AC XesceradoenX < [paratodaz € X y VU ET, 2€U A UNA#B=>zx€
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o Obien, AC Xescerradoen X & [Vz € X y VUece(z)N1, UNA#D=> 2 4]
Jepnostracion.

ACX escerradoen X & X \ A es abiertoen X

& Vre X\ A setieneque X\ A€e(z)
sVreX\A = IVerrrecUCX\A
SvVreX\A4 IVersscUAUNA=D

&Vr¢ A setieneque 3VU€ET 326U AUNA=@

aVreX yVUerszel AUNA#B) se'tieneque. z € A

Por tanto tenemos

ACX es cerrado en X&e|[VzeX yVUer, €U ANUNA#B=z€ A
osto es: |

ACXescerradoen X &V €X y VUEe(z)N7T 2 UNA# 1 se tiene que z € A.

Es decir :

ACXescerradoen X & [Vz€X y VUEe(m)NT.UNA# =z € Al
]

w

Definicién 1.12 Sea X un espacio topoldgico. 5i A y B son subconjuntos de X,
decimos que estdn mutuamente separados si ANB=ANB =0.

Observacién 1.8 Dos conjuntos son abiertos o cerrados ajenos estdn mutuamente
separddos. Por otra parte, si X es un espacio topoldgico y X = z1Uxz (21 ¥y =
: mutuamente separados) es claro que X = T{U 3 y por lo tanto o = X — 7. '
>z Es decir, z3 y analogamente z, son abierios. Ademds 71 = X— zo y por tanto
1 tambien son cerrados.
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Carolario 1.9 Si X = 2 Uz, 27 ¥ z2 mutuamente separados. Entonces cada
uno de los conjuntos x; y zy es abierto y cerrado en X.

Por lo tanto, el subespacio A C X es abierto o certadoy A = A; U Ay
{mmutuamente separados), el argumento anterior implica que A; y A; son abiertos

o cerrados en X,
Puntos de acumulacién

Definicién 1.13 Sea A un subconjunto de un espacio topeldgico X y sea z € X.
Decimos que ¢ es un punto de acumulacion de A, o punto lWimite de A, si, y sdlo
i para todo U € e(z) se cumple que U N (A~ {z}) # 0.
Definicién 1,14 Al conjunto de puntos de acurnmulacidon de A lo llamamos el
conjunto derivado de A y lo denotamos con A'. Esto es,

A'={z € X : z es punito de acumulacion de A} .

Teorema 1.10 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, AC X yz € X. Entonces, para
todo U € e(z), se iene UNAL V&S z€ A vV ze€ A

Demostracién. =) sea A S X,z € X ysupongamosque UNA#0 VU € e(z).
St z € A ya terminamos.
Supongamos que 7 ¢ A, entonces

Un{A-{z}) £0VU ee(a).
Asi,

Un{A-{z}) #0VU €e(z).
=>zec A Porlotantox e A vze A

<=) Sea z € X y supongamos que z € AVz € A'. Probemos que V I/ € e(z}, se
tiene U N A # @. Para x € A’, tenemos que

Un{A—-{z}) #8VU €e(z).

Se sigue que,
UNA#£QVU €e(z).

Paraz € A, esevidentequez e UMA VU €e(x), puesz € U con z € A. Por
tanto, tambien en este caso se cumple que

UNA#DVU € £ (g).

Porlotanto VU € e(z), setiene UMNA# ). =
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Lema 1.11 Sea A un subconjunto del espacio topoldgice (X, 7). Fntonces A es ce-
rrado <> A’ C A.

Teorema 1.12 Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea A C X. Entonces, AUA' es
un conjunto cerrado.

Definicién 1.15 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccion B de conjunios
abiertos de X es una base en X para la topologla 1 &V A € 1 2 A F# @ se tiene
que A es union de elementos que pertenecen a B .

Definicién 1.16 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea P C 7. Decimos que P es
una subbase para T < la familia de intersecciones de subcolecciones finitas de P
unida con { X} es una base para 7.

De modo gque si (X,7) es un espacio topoldgico y P es una subbase parg 7
entonces

ny
Acrte | (ﬂS._) con S; € P.

FeJ \d=1

Definicién 1.17 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea Y un subconjunto de X. En-
tonces, la topologia en Y, definida por 7y = {Y NA: A € 7}, es llamada topologta
relativa por la topologia T € X. Al espacio topoldgico (Y, Ty) se le llama subespacio
topoldgico de (X, 7). si A € 7y, entonces A es llamado conjunto abierto enY y
Y\ A es llamnado conjunto cerrado en Y.

1.3. Cerradura, Interior y Frontera.
En este capftulo abordaremos los conceptos y propiedades mds bdsicas de ce-

rradura, interior y frontera en un espacio topdlogico.

Definicién 1.18 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Definimos la cerradura o ade-
herencia de A C X como la interseccién de todos los miembros de la fami-
lia de conjuntos cerrados en X que contienen a A; y lo denotarnos A, esto es,

A=N{BCX:Bescerradoen X y AC B},

Observacién 1.13 En seguida se observa que:
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a) ACAy A CA
__ b) 8i F es un conjunto cerrado que contiene a A, entonces A C A C F Es decir,
A es el cerrado mds pequefio que contiene a A

¢) Si A C B, entonces A C B.

d) A es cerrado & A = A.

Teorema 1.14 Paro todo conjunto A en un espacio topoldgico (X, 1) se cumple
@) = 4.

Demostracién. Sabemos que A C A, y como al tomar derivados se preserva el
sentido de la inclusidn:

A c (A | (1)

Podemos suponer que (A) # @, ya que de lo contrario, la tesis seria cierta
trivialmente.

Tomemos entonces un & € (7-()’ cualquiera y veamos que z € A'. En efecto, sea S un
entorno de z. S contiene infinitos puntos de A, es decir, infinitos puntos de AU A,

y por cada
yeSnA,

S es tambien entorno de y, pero y € A’, de maners que S contiene infinitos puntos
de A’. En resumen, S contiene infinitos puntos de A en todo caso, lo cual implica
gue z € A’. Hemos demostrado que

@ c 4,
que tomando junto con (1) demuestra el teorema. ®
Teorema 1.15 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subcojunto de X. Fn-
tonces, A=AUA"

Demostracién. Probamos en el teorema 1.12 que AU A’ es un conjunto cerrado
y, claramente, contiene a A. Por tanto,

ACAUA.
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sraremos que tambien se cumple la contencién contraria, esto es,

Jbservese que
| ACA=AC(A).

' oen-ado por definicién, tenemos que A contiene al conjunto de sus
e (E) C A. Por lo tanto,

AC(A) CA
g que _
' A CA
ACA,
AUA'CA
Ia igualdad deseada,
A=AUA.

18 Sean (X, d) un espacio métrico y Y C X. §i Y = AU B, donde
cerrados ajenos relativos a Y entonces ANB =0y ANB=9.

lén Como A es cerrado relativo a ¥ , tenemos que A = Y N A. De

ANB=An(YNB)=(ANY)NB=ANB=§
AnB=0. =

n 1.17 Sean A y B conjuntbs cualesquiera en un espacio mélrico, en-

0 1,19 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que x € A es un punto de |
cta de A C X &z € A O eguivalentemente, VU € ¢ (z), se tiene que
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Definicién 1.20 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que z € A es un punto
aislado de ACX &3 Uc€ce(z) tal que UN(A—{z})=0.

Definicién 1.21 Sea (X, 1) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X.
Se dice que x € A es un punto interior de A & A € e(z). Al conjunto de puntos
interiores de A lo llamamos interior del conjunto A y lo denotamos A. Esto es,
A= {z € A:z es punto interior de A}

En consecuencia de la definicién tenemos que A C A. A puede ser vacfo sin que
lo sea A.

Lema 1.18 Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X. En-
tonces, A es un conjunto abierto. Ademds A es el mazimo abierto contenido en A,
esto e

A=U{B|§A : B abierto en X }

Teorema 1.19 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto de X.
Bntonces, A es abierto en X & A = A.

f)bservacion 1.20 Para todo conjunio A de un espacio topologico (X, 7) se verifi-
ca: .
X-A=X-A

Definicién 1.22 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Definimos
la frontera de A como el conjunto F,. (A) = AN (X — A).

Observacién 1.21 La frontera es un conjunto cerrado, pues es interseccion de
conjuntos cerrados.

Lema 1.22 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Entonces,

Fo(4y=(X - Ay n (X - (X - 4)).

Demostracion.
FA)=AnN(X=A) =X - X -AYn(X—4) = (X—(X*Af)ﬂ(}f—-ﬁ)'
_ |

Teorema 1.23 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Entonces,
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antes ra de un conjunto no vacfo puede muy bien resultar vacfa. Por ejemplo,

3 mpamu topoldgico discreto. Aqui todo subconjunto de X es abierto y
portanto igual a su interior y a su cerradura. De ahf que, V 4 C X, se

F(4) = (X-4)n(x-(x-4°)
F(4) = (X-AnX-(X-4))
F.(4) = (X~A)NA=8.

gién 1.23 Una funcidn f : X — Y, donde el dominio X y el rango Y son
- tapoldgicos, es continua en un punio zp € X < para toda A € 1y con
‘A IBecTx conzy€ B tal que f(B) C A

racidn 1.24 De la definicion de base de una topologia, resulta que nuestre

on de continuidad no se altera si cambiamos en ella la expresion conjunto

gor elemento bdsico.

caso de que X y Y sean espacios métricos, de lo anterior resulta entonces
—Y escontinwaenelpuntozp € X ©Ve>030>05

£ (Bs (20)) € B {f (z0)).

ricidn 1.24 Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcidn f : X — Y es
aen X sty sdlo si, es continua en cada punto de X.
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Teorema 1.25 Sea [ : X — Y une funcion de un espacio topoldgico X en un
espacio topoldgico Y. Entonces, las siquientes proposiciones son equivalentes: ;
i) f es continua '

i) Para cualquier abierto U de Y, f=' (U) es abierto en X
ii) Para cualguier cerrado F de Y, f~' (F) es cerrado en X.
iy} Para todo AC X, f(A) C f(A).

v) Paratodo BCY, f71(B) 2 f1(B).

Demostracién. (i) = (ii) _

 Sea U un abierto en Y. Tomemos z € f~! (U). Por hip6tesis, f es continua en
X. En particular, f es continua en . Por definicién de continuidad en un punto,
existe un abierto V; que contiene a x tal que f (V) C U.

Asf, ) N L
V. CfHU)
y entonces, resulta que :
o= U
zef~1{U)

y, por tanto, f~ (/) es abierto, pues es unién de conjuntos abiertos.

(12) = (d42)
Sea F' un conjunto cerrado en Y. Entances, Y™\ F es abierto en Y y, por tanto,
FHY\F) es abierto en X. Pero,
FHNF) =X\ f(F).

Asf, X\ f7I(F) es abierto en X. Por Io tanto, f~!(F) es cerrado en X.

(ig) = (iv)
Sea A C X. Observemos que f (A) es un conjunto cerrado en Y. Por hipétesis,
se sigue que f! ( f (A)) es un conjunto cerrado en X. Ademsds claramente, 4 C

f? (FA_)) , ya que f{A) C f(A). Pero, 4 es el menor cerrado que contiene a A;
por tanto, 4 C 1 (m")) .Y esto implica que £ (&) C F(A).

(iv) = (v)
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Sea B CY y pongamos A = f~1 (B). Por hip6tesis tenemos que
F@CTA = {fB) B

= f(A)cB
=A< 7 (B).

(v) = (8):

Sea r € X cualquiera y sea N un abierto en Y tal que f(z) € N. Entonces,
Y.V = B es cerrado en Y y, por hip6tesis, tenemos

Freyc 1 (8).
Pero, ya que B es cerrado en Y, {B = B), esto es lo mismo que
fH(B)C FH(B).
Por tanto, fﬂ{g) es cerrado en X, de donde M = X\ f-1(B) es abierto en X

y contiene a z. Ademds, f (M) € N. Por lo tanto f es continua en z y como =z
fue arbitrario, se concluye que f es continua. m

Definicién 1.25 Sean (X,7,) y (Y,7y) espacios topoldgicos. Una funcidn f :
X — Y es llamada un homeomorfismo < f es biyectiva y continua y, ademds,
f~1 tambien es continua. En tol caso que X y Y son espacios homeomorfos y esto
lo denotamos por X 2 Y. Esto lo podemos escribir también ast:

X es homeomorfoa Y < 3f: X Y yg:Y — X continuas,
una inversa de la olra (ie. fog=1ly y gof=1x).

£jemplo 1.12 Tomemos R con la topologta usual. Entonces f : R — (—1,1) defini-

es continua, biyectiva y su inversa, dada por

i Y
f (y)—m

tambien es continua. Ast [ es un homeomorfismo.
En general, R" es homeomorfo a la bola uniterie mediante el homeomorfismo

T 1:’#] donde z = (z1,%3,....20) y |zl = 1/232
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1.5. Conexidad.

A continuacién, este capftulo estd dedicado al concepto de conexidad, el cual
definiremos en un espacio métrico con el fin de dar una mejor comprensién en el
desarrollo de la teorfa de continuos. Se tratard de ver las propiedades més indis-

pensables para temas posteriores.

Definicién 1.26 Sea X un espacio métrico. Diremos que es conexo si, y solo si,
no eriste ningun par de conjuntos abiertos no vactos A y B en X tal que X = AUB
y ANB =0. 5 X no es conezo entonces X es disconexo.

- Diremos que un subconjunto E C X es conexo si (E,d) es un espacio métrico
conezo, es decir, no existe ningin par de conjuntos abiertos no vacfos Ay B en E
talgue E=AUBy ANB=4%.

A partir de la definicién pademos observar que un espacio X es conexo si y sdlo
si los unicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez en (X, d) son el conjunto vacio @
¥y X. Asf mismo, la definicién de conexidad es equivalente a pedir que los conjuntos
A, B sean cerrados en X en vez de abiertos. De la definicién los conjuntos A y B

meqen ser conjuntos cerrados en X.
Podemos ver que tambien es equivalente a la definicidn decir que un espacio X
es conexo si, y solo si, § A,B C X tales gue (Aﬂg) U(ANB) =9, X=AUB.

Ejemplo 1.13 Sea X =R con la métrica usual y ¥ = [0, 1JU[2,3]. Y es disconezo.
En efecto,

0,1] = Yn(—% g) y {2,3]-=Yﬂ(§,§)a

tanto [0,1] como [2,3] son abiertos relativos de Y, ademds [0,1]N[2,3] = §. Por
lo tanto Y es disconezo.

Teorema 1.26 Si A y B son conjuntos en (X, d) tales que A es conezoy AC B C
A. Entonces B es conezo.

Demostracién. Supongamos que B es disconexo, entonces B = SUT , donde S y
T son conjuntos abiertos relativos ajenos a B. Como A C B, tenemos que , A C S
6 A C T, digamos que A C § por teorema 1.15, SNT =@, como AC S, AC S
{ver observacion 1.16), de donde BN T == @, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto B es conexo. m
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Corolario 1.27 §i A es un conjunto conezo, entonces A es conexo.

Demostracién. A C A C A v aplicando el teorema anterior obtenemos lo deseado.
=

Definicién 1.27 Sean (X,d) un espacio métrico y z,y € X. Una trayectoria de
a y es una funcion continua f : (0,1 — X tal que f(0) =z y f(1) = y. Si todo
par de puntos de X pueden ser unidos por una trayectoria, entonces X es conezo
por trayectorias o arco-conexo.

Corolario 1.28 Sea X un espacio de Hausdmﬂ, conexo por arcos, st y sdlo si es
conezo por trayectorias.

Recordemos que X es conexo por arcos si para cada p,g € X, p # ¢, existe
a:[0,1] =X talque a(0)=1 y afl)=g. Observemos que si X es conexo por
arcos, entonces X es conexo por trayectorias, pero el reciproco es falso, por ejemplo
gi tomamos X = [0,1) U {y, 2z} con la topologfa relativa de R. y, z ¢ [0,1), luego
X es conexo por trayectorias pero los punto y y 2z no pueden ser conectados por
ningtin arco en X. Por tanto X no es conexo por arcos.

Teorema 1.29 Sean {X,d} un espacio métrico, A C X y A es arco-conezo.
entonces A es conero.

Demaostracidn.

Supongamos que A no es conexo.

Entonces, existen S,T C A ambos abiertos en A, ajenos y no vacfos, tales que
A=SUT.

Sean s € §,t € 7. Como A es arco-conexo existe una curva f : [0,1] — A »
fO)=sy f(1)=t

Sea 0= f([0,1}) € A.

Observemos que C es conexo, pues C=CNA=(CNSYU({CNTY, y

s=Ff0)eCnS, fl)eCNnT,

Sabemos que § = 8, N A, 8, abierto dé X, yaque T =T, NA, T abierto de X.
=
CNA=0CNS NA=0CnNS5; abierto de C.

Andlogamente CNT abierto de C.

Por lo tanto C no es conexo, lo cual es imposible. ®
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Ejemplo 1.14 £l continuo sen i es la eerradura de F donde F = {(z,sen(l)) €
R? . 0 < z < 1}. Por el corolario anterior F es conexo. Entonces el continuo
sent=FuU{(0,y) e R*: -1 <y <1}. Ver figura 1.

N/

Jigura 1.

Teorema 1.30 SeaY una familia de conjuntos conezos en el espacio métrico (X, d) .
Siexisteun Ap€ Y tal queV A€Y, AN Ag # P, entonces B = {J A es conexo.
A€y

‘Demostracién. Supongamos que B no es conexo.
Sean S y T conjuntos abiertos en (X, d) tales que

B=(SNB)U(TNB) y (SNB)N(TNB)=10.
Tomemos un A € Y cualguiera. Como A C B tenemos:
A=(SNAU(TNA) vy (SNAINTNA) =1
pero A es conexo y, por lo tanto, no admite disconexién, o sea que
TNA=0
(obien SNA = { y las consecuencias serfan andlogas), de donde
A=5NnA{0A=TnA)

es decir,
ACS(6ACT).

En particuiar, supongarnos que
A CS.
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AcY talque ACT,

ANA4yC (SNB)N(TNB)=4,
To cual contradice la hipétesis. De manera que

VAeY talque ACS

1o cual implica B¢ S,esdecir B=BNSY, dedonde TN B =@y B es conexo por
no admitir disconexién. ®

_ Corolario 1.31 S5iY es'una fomilia de conjuntos conezos de (X, d) tal que

1 A#D,

AcY

entonces | A es conezo.
AEY

Teorema 1.82 5i f es una funcion continua del espacio métrico conexo X sobre
el espacio métrico Y, entonces Y es conexo.

Demeostracién. Si Y no fuese conexo, entonces habrfa conjuntos abiertos no vacios
AyBenY talesqueY = AUB, y AN B = . Entonces,

X=7'Y)=F"{AuB)=f1{AUf(B)
¥ =
FHANFB) = 11 ANB) = 1 (9) =0,
Ademds, como f es continua y sobre, ™' (A) y f~!(B) son abiertos en X y no

vacios. Por lo tanto X es disconexo. Lo cual es una contradiccién. Por Io tanto ¥
es conexo. B '

Proposicién 1.33 Un conjunto no vacio A en R es conexo 8, y solo si, es un
sntervalo.

Demostracidén. Supongase primero que A no es un intervalo. Entonces, para al- -
gunos puntos a y b en A con a < b, existe un z € (a,d) tal que z ¢ A. Entonces,
los conjuntos X = AN(—o0,z) y Y = An(x,o00) son conjuntos abiertos no vacios
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en el subespacio A, talesque A = X UY vy X NY = @ Por tanto, 51 A no es un
intervalo, entonces no puede ser conexo.

A continuacién, supongase que A no es conexo. Entonces, existen conjuntos abiertos
no vacfos X v Y en el subespacio 4 tales que

A=XUuYyXnY =0,

Tomemos a € X y b € Y. Podemos suponer que a < b. Demostraremos (a,b) ¢ Ay
que, por tanto, A no es un intervalo. Supéngase que (a,b) C A y, por consiguiente,
que [a,b] C A. Sea ¢ = sup(X Nla,b]). Entonces, ¢ € [a,b] C A, y como X es
cerrado en el subespacio A, c € X. Aprovechando que b € Y, podemos afirmar que
¢ € XN [a,b). Como X es abierto en el subespacio A, existe un £ > 0 tal que

cHe € X Na,b),
lo cual contradice el hecho de que ¢ = sup(X Nla,b]). =
Como una aplicacién del teorema anterior:

Proposicién 1.834 (Teorema del valor intermedio.) Sea f wuna funcion continua
de un espacio métrico (X,7) en R. Sia y b pertenecen a un conjunto conezo A en
X y si f(a) < f(b), entonces, para cualgquier t € (f (a), f (b)), existe un punto
c€ A tal que f(c)=t.

Demostracién. Como f (A) es un conjunto conexo en R, es un intervalo. Luego si
f(a) y f(b) pertenecen a f (A), entonces (f (a), f (b)) C f(4). =

Definicién 1.28 Diremos que un conjunto A es un arco si es un espacio homeo-

morfo al intervalo [0,1].
Teorema 1.35 57 A es un arco en un espacio métrico, entonces A es conezo.

Demostracién. Como A es la imagen contimia de un coniunto conexo en k. -
tambien conexo. ®

Espacios localmente conexos

Definicién 1.29 Decimos que un espacio métrico (X, d) es localmente conezo
si para todo punto z € A y todo entorno S de z, existe un entorno T de = tal que
TCS8yT es conexo.
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- feorema 1.36 Si en (X,d) todu bola abierta es un conjunlo conexo. entonces
{X,d) es un espacio conezo y localmente conezo.

. Demostracién, Sea z € X y S un entorno cualquiera de z. Como § es abierto

iy ax €8, existe un r > 0 tal que B, (z) C S; pero B, (z) es un entorno de z y,

. por hipétesis, conexo. (X, d) es pues localmente conexo. Para demostrar que X es
. eonexo, tomemos un zg € X cualquiera. Es inmediato que

X= U ‘Bﬂ(mﬁji

nel

donde N es el conjunto de los mimeros naturales. Ahora bien, cada una de las
B, {zo) es conexa y la interseccién de todas ellas no es vacfa, ya que zp estd en

" todas. Concluimos gue su unién, o sea X es conexo. B

Definicién 1.30 Si (X, d) es un espacio métrico y A C X es una componente de

X si A es conexo y para cualguier subconjunto conexo B de X tal que A C B se

tiene que B = A.

Teorema 1.37 Un espacio métrico {X,d) es localmente conezo si y solo si los
componentes de todo conjunto abierto son abiertos.

Demostracién. Supongamos que las componentes de todo conjunto abierto son
abiertos. Sen z € X y S un entorno cualquiera de x. Designemos por T a la
componente de S que contiene a z. Entonces T es conexo, T' C S y T es un entorno
de x por ser abierto en virtud de Ia hipétesis. O sea que (X, d) es localmente conexo.

Recfprocamente, supongamos que (X, d) es localmente conexo y sea A un conjun-
to abierto. Consideremos una componente C de A y demostremos que es abierto.
Tomemos un z € C C A, de donde z € A y por ser A abierto, A es entorno de
z. Pero existe un entorno S de z tal que § C A, lo cual implica por ser C una

componente, que A C C.

Ahora bien, C es evidentemente la unién de todos los conjuntos abiertos S
ITespondientes a caaa uno de sus puntos. C es, pues, un conjunto abierto por ser
la unién de abiertos. =

Corolario 1.88 La recta real es un espacio conexo y localmente conexo.

Demostracién. Una esfera abierta es un intervalo y, en virtud del teorema anterior,
un conjunto conexo. Se aplica entonces el Teorema 1.37. =
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' 1.6. Conjuntos compactos

Definicién 1.31 Sea (X,d) un espacio méirico. Una familia U = {U,\},.; de

subconjuntos de X es una cublertade X si X C.|J Ux. 81 U C U yU’ tambien
A€l
es una cubierta de X , entonces U’ es una subcubierta de X. Si todos los elementos

de una cubierta U de X son abiertos de X entonces U{ es una cubierta abierta de
X. !

Definicién 1.32 Un subconjunto A de un espacio métrico es compacto si tode
cubierta por abiertos de A contiene una subcubierta finita. Un espacio métrico X
es compacto si, como conjunto, X es compacto.

Teorema 1.39 { Heine—Borel). Si Y esun subconjunto de R™ entonces Y es com-
pacto st y solo si, Y es cerrado y acotado (esto es,existe r>0 tal que Y C Br@) .

Proposicién 1.40 Un conjunto compacto en un espacio métrico es cerrado y aco-
tado.

Demostracién.

Sea A un conjunto compacto en el espacio métrico X. Para verificar que A es
cerrado, tomemos x € X \ A. Para cada y € A existen vecindades abiertas N, (z) y
N (y) de =y y , respectivamente, con la propiedad de que

N(y)ON, (z)=09.

La coleccion {N (y) : y € A} es una cubierta de A. Como A es compacto, esta cu-
bierta abierta tiene una subcubierta finita '

{N(y):y € F, con F finito}.
Entonces, el conjunto [} N, (z) es una vecindad abierta de z que no intersecta con
yeF

A. Luego X \ A es abierto y, por ende, A es cerrado. Para ver que A es acotado,
consideremos la cubierta abierta de A

{Bi(y):y € F, con F finito}

Por la compacidad también contiene una subcubierta finita que cubre a A. Y por
teorcma de Heine-Borel 4 es acotado. m
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Proposicién 1.41 Un conjunto cerrado en un espacio métrico compacto es com-

pacto.

Pemostracion.

Sea A un conjunto cerrado en el espacio métrico compacto X, Sea {U, : s € S}
una cubierta abierta de A. Si anadimos el conjunto abierto X \ A a la colecién
{U, : s € S}, obtenemos una cubierta abierta de X. Como X es compacto, esta
cubierta sbierta contiene una subcubierta finita deX. Por tanto, al remover X \ A
{si estd presente) de esta cubierta finita, se produce una subcubierta finita de la
cubierta {U;:s€ S} deA. m

Teorema 1.42 Sean (X,d} y (Y,d") espacios méfricos. 5i f : X — Y es una
funcion continua y suprayectiva, y X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracién, Sea U = {U)},.; una cubierta abierta de Y. Como f es continua,
la familia {f~* (U)) } s €8 una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existets

A, Az, -An € I tales que X = | f~' (U,), de donde
kw1

v=rx=£(0 @)= 0re o) e o

De aqui tenemos que {1, Ag,...An} €8 una subcubierta finitade Y. »

Definicién 1.83 Diremos que un espacio X tiene lo propiedad de interseccion
finita, si para toda familia de cerrados {C;},.; tal que cualguier nimero finito de
ellos tiene interseccion ne vacta, se cumple que NicrC; es no vacta.

Teorema 1.43 Un espacio X es compacto si, y sdlo si, posee la propiedad de
interseccién finita.

Demostracién. =>) Supongamos que X es compacto y {C;},.; una familia de
cerrados tal que cualquier niimero finito de ellos tienen interseccién no vacia. Por
contradiccion. Si N;e;C; = P llegamos a una contradiccion. En efecto,

X=X-— r"t,-E;C',; = U;:(.:.I (X - C,) .

{X — Ci};c; & un recubrimiento abierto de X, y por lo tanto, existe un subre- -
cubrimiento finito {X — Cy, ..., X — C,} . Entonces,

X=(X-C)U..U(X~C,)
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@:CIHCQOC’SH...HC,,.

Lo cual contradice nuestra hipotesis.

<) Supongamos que X tiene la propiedad de interseccion finita. Sea U = {U Ver 3
un recubrimiento abierto de X. Veamos que si no existiera un subrecubrimien- 4
to finito llegarfamos a una contradiccion, en efecto, para toda subfamilia finita
{U1,Us, ..., U} de U se tiene 1

*(U]UUgU...UUﬁ);é@.

Luego,
(X -U)n{X-U)n..n(X - 1U,) #9,

¥
miEI (X — l];) 74 m)
se sigue que X — UjeUs £ 0. m°

Teorema 1.44 La imagen continua de un espacio compacto es compacta.

Demostracidn. Sea X un espacio compacto y definamos f como la funcién
continua de X en un espacio métrico Y. Sea {U, : s € S} una cubierta abierta de

f(X) . Entonces,
{f“I (Us): s ES}

es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita
{'(U,):s€8Cc8} de X.

Entonces, {U, : 5 € 5' € 5} es una subcubierta finita de f (X). Por ende, f{X) es
compacto. |

Definicién 1.34 {Espacio de Hausdorff) . Para dos puntos diferentes z,y € X Siem-
pre existen vecindades Ve € V(z) y V, € V (y) que son disjuntas.

Definicién 1.35 (Espacio regular, espacio normal). Un espacio topoldgico (X, )
se llama regular, si es de Hausdorff y para cada subconjunto cerrado A ¢ X y
cada © ¢ A existe una vecindad Uy € V(A) y Vi € V{(x) que cumplen: Usn
V; = 0. Y llamaremos normal, si es de Hausdorff y para dos subconjuntos cerrados
disjuntos A y B existen siempre vecindades Us € V (A) y Vg € V (B) que son
disjuntas.
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ema 1.45 Todo espacio topoldgico (X, 7) de Hausdorff y compacto. es normal,
astracién. Por 1.41, todo subeonjunto cerrado de un compacto es compacto.

ma 1.46 { de Baire). Sea X un espacio compacto y Hausdorff no vecto.
gamos que X = |} F, Entonces F, % @ para alpinn € N.
‘ neN

mostracién. Supongamos que F, = @ para toda n € N. Queremos probar
X # |J Fa. Para esto, construirernos una sucesion de cerrados no vacios de X

neN
@on Ia propiedad de la interseccién finita. Sea Gy un abierto no vacio de X. Como

;= B, entonces tenemo o\ F] es abierto y no vacfo. Por la regularidad de X,
viste un abierto Gy, no vacio tal que G; € G\ F}. De la misma manera, dado G,
truimnos un abierto G, tal gue ‘

aﬂ—!—l C Gn\Fn-!-l C Gn c z:’;-

que la sucesién de cerrados {G.}, ., tiene la propiedad de la inteseccion finita
pﬂrlacompamdaddeX N G, 940 Deaqmque

neN

X#X\NG=U(X\G)> {F.D>{ Fn

neN - neN neN - nel
o contradice que X = U F,m
Cfompamdad secuencial

icidn 1.36 Un espacio méirico X es secuencmlmente compacto si toda
esidn en X posee una subsucesidn convergente.

feorema 1.47 Sea {A, : n € N} una coleccion de conjuntos compactos tales que
X o0
C Apyi, n€N. SilU es un conjunto abierto en A tal que (| A, C U, entonces
—1
te NeN tal que Ay C U para cadan > N. -

mostracion.
Supongamos que tal N no existe, entonces A; ¢CU, A2 € U, en general A, Z U -

={4\U:n €N},
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que es una coleccién de cerrados no vacios tal que cada subceoleccion finita de A tiene
interseccion no vacia, se sigue que ﬁ ANU # 8 por caracterizacién de compacidad
Y ademsds la coleccién de A txene la propiedad de mtersecczén finita. Sea p €
ﬂ ANU se tiene que p € ﬂ An vy p ¢ U. Por lo tanto ﬂ AL U m

Teorema 1.48 Un espacio métrico compacto es secuencialmente compacto.

Demostracién. Sea X un espacio métrico compacto y sea {z,}.. | una sucesién en
X. Supéngase que {z,}.., no tiene ninguna subsucesién convergente; es decir, que
{2n},., carece de puntos lfmite. Entonces, para cada 2 € X, existe una vecindad
abierta N (x) que contiene solamente un mimero finito de términos de {z,},_, . La
coleccién
{N(z):z€ X}

es una cubierta abierta de X y por ende, tiene una subcubierta finita. Esto impli-
ca que {,}.o, tiene sélo un mimero finito de términos; por tanto, no puede ser
verdadera la hip6tesis de que {2}, no tiene ninguna subsucesién convergente. m

Definicién 1.37 Sea (X, d) un espacio métrico, A C X es totalemente acotado
si pam cada £ > 0 existe una coleccion finita de puntos {1, %2, .20} C X tal que

AC U B (z;).

=1

Proposicién 1.49 Sea (X, d) un espacio métrico secuencialmente compacto'. En-
tonces X estd totalmente acotado.

Demostracién.
Supdéngase que X no estd totalmente acotado. Entonces existe un £ > 0 tal que,
para cada coleccién finita {z; : 1 = 1, ..., k} existe un punto 2z € X tal que,

d{z,z;) > ¢ paracada i=1,..,k. )

Por consiguiente podemos construir una sucesién (y,) con la propiedad de que
A (Yn, Ym) > € para m # n.

Sea r € X, para {2;:4=1,....k} existe un puntoy € X tal que d(y,z) > ¢
Sea 1 =z, yz =y. Ahora, {y, ¥} por (*) existe y3 € X tal que

d{ys, ) >e y dlys, ) > €
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_ procediendo inductivamente podemos hallar (y,) sucesién en X tal que

d (Yn, Ym) = € VM # n,

es decir (y,) no posee una subsucesién convergente y, por tanto, X no es secuen-
cialmente compacto. #

Definicién 1.38 Seq (X, d) un espacio méirico y A C X. Diremos que A es acotado
gi diam (A) < oo, donde diam (A) = sup {d (x,y) : z,y € A}. '

, . Lema 1.80 Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {U, : s € §}
.., tna cubierta abierta de X. Entonces existe n € N tal gue para todo z € X, B1 (z)
.. -esta contenido en algin elemento de lo cubierta. "

- Demostracitn.

Supongamos por contradiceién que,
vne€ N3x, € X 3B, (z)

no estd contenida en ningiin elemento de la cubierta {U, : s € §}. La sucesién
- {Zn)ne, DOSee una subsucesién (z,, Jor | convergente, como

Tn, =2 € X ={JL,,

34

Jmtonces,
3 8p € Iazxe Ugﬂ-

Luego 38 > 0 3B5(z) C U,,.
Podemos elegir k suficientemente grande, k > 2 >z, € By (x), asf
Bﬁ {zn,) C Bs{z) C U,,.

Lo cual es una contradiccion, pues estamos suponiendo que B: {x) no esta contenida
enl/,, m "

-Lema 1.51 Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y {Us : s € S}
una cubierta abierta de X. Entonces eziste 8 > 0 lal que todo subconjunto A C X,
- diam (A) < § estd contenido en algin Us(z)-
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Demostracién. Por el lema anterior, existe n € N 3V z € X B1 (z) C Uy,
donde U, es un abierto de la cubierta dada. Tomemos § < 1 y sea

A C X sdiam (A) < 8.

Seaz€ A=> AC Bs;(z) C Bi(x) CUsy). Ahoraseay € A= d{z,y) <d=>y¢€
Bg(ﬂ)) u

Teorema 1.52 Un espacio métrico secuencialmente compacto es compacto.

Demostracién. Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {U, : s € S}
una cubierta abierta de X . Por el lema anterior existe § > 0 tal que todo sub- 1
conjunto A C X, con diam (A4) < J estd contenido en algtin Uy,,. Como X ests
totalmente acotado, para r = & existe una coleccién finita de puntos del espa-

Cio) I1)$2) “-;mn e X 9X = U Bi (.’EJ)- Pﬁl‘Q el diam (BG(.TJ)) g %g < 5 V
=t A =

i = 42, ..., mentonces existe U/,; en la cubierta dada, tal que B% (x5) © U, com
m

i=1,2,...,m, entonces X = {} U,,. Por lo tanto X es compacto, %

i=1

Corolario 1.53 Un espacio métrico (X, d) es compacto < es secuencialmente com-
pacto.




‘Capitulo 2

CONTINUOS E
HIPERESPACIOS

- En el capftulo anterior hemos estudiado algunas propiedades de espacios métri-
eos, compacidad y conexidad, estos conceptos nos ayudard en la comprension de
. teorfa de continuos, que a continuacién abordaremos en este capitulo.

2.1. Definicién y ejemiplos de Continuos

Daremos la definicién de Continuo e hiperespacios y veremos los ejemplos mis
usuales. Asi como tambien presentaremos una de las técnicas més importantes para
obtener ejemplos de continuos usando la interseccién anidada. Y estudiaremos a los
Hamados continios encadenables.

“Definicién 2.1 Un continuo es un espacio méirico, no degenerado, compacto y
“eonexo. Un subconlinuo es un continuo el cual estd contenido en un espacio.

_:Ejemplo 2.1 Un arco es un continuo pues es homeomorfo a un intervalo cerrado.
Ver figura 2.
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figura 2.

Ejemplo 2.2 Cualguier espacio que sea homeomorfo o S* = {z € R* ||z |=1}
es llamado una n-esfera. En particular 1-esfera es llamadae curva cerrada simple.

Toda n-esfera es un continuo. Ver figure 3. Y D" = {z € R* : ||z|| < 1}. Ver figura
4. Toda n-esfera es un continuo y D™ son continuos.

Ffigurs 3.

Fgura 4.

Ejemplo 2.3 La paleta. Tomemos {(z,y) e R? : 22 + 4?2 =1} U ({1,2] x {O}), la
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ta; esto es p= ST U ([1,2] x {0}). Es un continuo. Ver figura 5.

figura 5.

_Ejemplo 2.4 El continuo sen! es la cerradura de F, donde
F={(z,sen(})) eR?:0<z < 1}.
Entonces el continuo senl = FU {(0,y) € R? : -1 < y < 1}. Ver figura 6.

figura 6.

Ejemplo 2.5 El cfrculo de Varsovia: Tomemos el continuo X de sen 1 y conside-
remos un arco Y del punto (0,1) al punte (2w, 1) de tal forma que

XNY ={(0,1),(2r, 1)}.

Entonces Z = X UY es llamado el Circulo de Varsovia. .Vie'r figura 7.
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figura 7.

i i

Ejemplo 2.6 El Triodo Simple T. Es el continuo que formamos con la union de
tres segmentos (arcos) unidos por un punto que es el punto extremo de cada uno de
ellos (segmentos). Este lo podemos expresar por T = ([—1,1] x {0})U ({0} x [0,1]),
ver figura 8.

figura 8.

En general el n-odo simple es el continuo que consta de n-segmentos de longitud
uno pegados en el punto extremo de cada uno de los segmentos.

Ejemplo 2.7 El Abanico Arménico. Consideremos X = {1 : n € N} U{0} y tome-
mos el cono de X, el cual lo denotamos como cono(X), entonces cona(X) es un
continuo. En otras palabras si consideramos que X C R?, sobre el eje de las abscisas




.1 Ejemplos de Continuos 33

gy p = (0,1) € R* entonces el cono(X) es la unidn de los egmentos rectilineos que
van de p o cada uno de los elementos de X. Ver figura 9.

figura 9.

Ejemplo 2.8 El Abanico de Canior. Sea C eZ conjunta de Cantor contenido en
1 [0,1] y vinase los puntos de C al punio p= (3,1) del mismo modo que se hizo en el
ejemplo anterior, ver figura 10.

Jigura 10.

A continuacién veremos el uso del criterio de intersecciones anidadas para.obte-
er gjemplos interesantes de continuos, par ello ¢hservemoas que:.

; Eigmplg 2.9 Para cada ne N, sea

X, =[0,1] x [o, ;1;] \{(-31--2-) X {0}}-

abservernas que cada X, es un subconjunto conezo de R?, pero

,-Ej[Xﬂ: [O%} x {0} U E,l] x {0},
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el cual no es conexo.

01 @)
%1 X1
X2 (L,1/2)

{ﬂ,ﬁ) (1/3,0) {2/8,8) {1,&}
figura 11.

El ejemplo anterior nos dice quela interseccion anidada de conjuntos conexos no
necesariamente es conexa. Pero si agregamaos la hipétesis de compacidad a cada uno
de los intersectados se obtienen resultados positivos, lo cual mostrard el siguiente
teorema.

Teorema 2.1 Si {X.},, es une sucesion de subcontinuos de un espavio metrico
(Y,d) , tal que pare toda n € R, X, C X,, entonces () X, es un continuo.

=1

Demostracion. Sea X = {] X, cada X, es un cerrado en Y (por que {X, .} 2, C
n=1
Y y cada X, es compacta por lo tanto cada X, es un cerrado en V), y como la
interseccion de cerrados 5 cerrada, X €5 cerrado en Y. Por lo tanto X es compacto.
Ahora como X es compacto entonces cualquier familia de subconjuntos cerrados de
Y con la propiedad de interseccidn finita tiene intereccion no vacia, por lo que
X #9.
Asi que sdlo falta ver que X es conexo.
Supongamos que X 1no s conexo, entonces

X = AUB, donde Ay B son cerrados ajencs de X,

por lo tanto A y B son compactos por teorema 1.41. Podemos encontrar abiertos
disjuntos Vy W deY detalformaque ACVy BCW. ‘
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den € N tal que X,, CV UW. De donde
Xp=(Xa NV)U{X,NW).
oo AU B = X C X, se tiene que

XNV #£Q y Xo,nNW #£8,

esto implica que X, no es conexo, esta contradiccion muestra que X es

plo 2,10 La curva Universal de Sierpinski.

mpezamos dividiendo el cuadrado So = [0, 1] x [0, 1] en nueve cuadrados con-

g ¥ tomamos
Lo f12Y 1 2)
51 = 8o\ (grg) X (_73"";;)-

mente , dividimos cada uno de los restantes ocho cuadrados en nueve cuadra-

uertes y llamnamos S, al continuo que se obtiene al quitar el interior de

1o de los ocho cuadrados centrales. Continuando de esta manera, definimos
o .

gte. Sea § = {1 S,, ertonces Ses wn cominoo, Hatnado la curva de Sierpinski.

n=1

{eocsanaae

] -3 :
NI EREER
18 8 B 5 -84
ki g o4
- F -} K -J

loppdonRnaso
| s
EEEEEREE]

figura 12.

plo 2,11 La curva universal de Menger .
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Consideremos primero el cubo M = {0,1] x {0,1] x [0, 1}. Dividamos cada una |
de las caras de M en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agujero através 3§
del interior de cada cuadrado central, esto nos da un continuo M,. dividamos cada
uno de los restantes cuarenta y ocho cuadrados en nueve cuadrados congruentes y
haganmos un agujero através del interior de los cuadrados centrales, de esta manera
obtenemos un continuo Mos.
Repetimos este proceso para obtener continzos M,,. La curva universal de Menger
es, por definicién .
M= n M., M es un continuo.
n=1
El término universal se refiere en este caso, al hecho de que M contiene una copia
topoldgica de cualquier espacio métrico separable de dimensién uno.
En el siguiente dibujo se ilustra el tercer paso de la construccién de la curva de
Universal de Menger.

VY
{-]

YR ALY

& &,

¢
55,
v 5 &

. n A\
R ENEYTEIA

/Yo 5/5e 275,
A SRR NE/

Muanael Untiversal Curve

~ figura, 13.

Teorema 2.2 Sea X un continuo y Z un subcontinuo de X. 8 X —Z = AUB
entonces ZUA y Z U B son subcontinuos de X.

Demostracién, Sea X — 7 = AURB, donde A y B estan mutuamente separados.
Como X — Z es abierto, por corolario 1.8 tenemos que A y B son abiertos. Ademés
X —A=ZUB, porlo que ZU B es cerrado.
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. Supongamos que Z U B no es conexo. Entonces existen dos cerrados no vacios y
ajencs H y K tales que

ZUB=HUK.

Lomo Z es conexo e igual a (ZM H)YU (ZNK) y estos son dos cerrados ajenos,

tenemos que uno de ellos es vacio. Por lo tanto podemos asumir que Z = (Z N H) y

por tanto Z < H. Pero como H y K son ajenos la contencion anterior implica que

KcCBhB.
Ahora, sean 1 =AUH y 22 = K. Entonces

X=(X-2)UZC{AUBJUZ=AU(ZUB)=AU(HUK)=(AUH)UK,

de donde X = x; U x».

Ademsds H y K son no vacios, por lo que z; y z5 no son vaclos.

Por otra parte, ya sabemos que H y K estdn mutuamente separados. Y como
K c B, se tiene que K y A también est4n mutuamente separados, yaque A y
B lo son. :

Por lo tanto 7y y 2z estdn mutuamente separados. Pero esto contradice la
conexidad de X, por lo que se tiene que Z U B es un subcontinuo de X.

Exactamente igual se prueba que Z U A es un subcontinuo de X. =

Lema 2.3 Sea X un continuo. 5i D es un subcontinuo propio de X entonces existe
un subcontinue C de X tal que C# D y DCC.

Demastracion. Como I es propio, existe un punto y € X — D. Dado que X es
regular, existe un abierto I tal que D C U C U C X — {y} . Denctemes por € s la
componente de U que contiene a D.

Por el teorema de los golpes de Ia frontera tenemos que CN F, (U) £ §. Como U
es abiertoy D C U es claro que DN F, (U) # 8, por lo cual P # C. Por 1a definicién
de C es claro que D C C, por lo cual concluimos que el teorema es cierto. &

2.2. Continuos Encadenables.

Como una primera caracterizacién de continuos vamos a estudiar un poco de los
Namados continuos encadenables.

Definicién 2.2 Una familia {Uy, U;...U,} de subconjuntos de un espacio métrico
(X.,d) es uno cadena simple en X si se tiene que U;NUp £ B si y solo si
{7 — k| < 1. a cada Uy, se le llama un eslabdn de la cadena simple. Se dice que una
cadena simple C = {l1,U;...U,} conecta a los puntos o yb en X sia € Uy y
beU,.
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Definicién 2.3 Una cadena simple C de conjuntos abierios en un.
(X,d) es lUamada € — cadena si el didmetro de cada eslabén de C-
Definicién 2.4 Un espacio métrico es encadenable si Ve > 0, &
cadena que cubre @ X. Sia, b€ X entonces X es encadenable de g
‘ca.da £ > 0, eriste una e—cadena C={C1,C3,...,Cp} que cubre a X 1
‘Ejemplo 2,12 El intervalo I = [0, 1] es encadenable de 0 a 1.

Ejemplo 2.13 Ei conjunto de dos puntos {0, 1} ,con la topologta relativ
cadeniable. i

figura 15.

Ejemplo 2.14 Ei intervalo abierto {0,1) .es encadenable, pero no es €
de a a b para cualguiera a,b € (0, 1)

e

AR LS H

R TR T
R AT L Y ERSTH

figura 16.
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- 2.3. Hiperespacios de un continao X
' Definicién 2.5 Un hiperespacio de un continuo X es una coleccidn de subcon-
juntos de un continuo X que satisface cierta propiedad topoldgica.

Los hiperespacios de un continuo X mds estudiados son:

2¥ = {ACX:A#40y A es cerrado} .

C(X)={Ac2¥: Aesconexo}.

F.(X) = {A € 2% : A tiene a lo mis n;;uz'xtas} ,neE N.

Cn(X) = {4 €2% : Atiene a lo m4s n componentes} .

Dotamos a estos hiperespacios de una métrica a partir de la métrica d de X,

Definicién 2.8 Sea X un continuo, A C X. La Nube de Radio ¢ y centro en
A, denotada por N (¢, A) es el siguiente conjunto

N{g,A)={ze€X:3 ac A, d(z,a) <&}.
Tearema 2.4 N{g,A) = {] B.(y.
acA

Demaostracidn. Sea z € N (e, A), entonces, 3 a € 4 tal que d(a, z) < ¢, entonces,
z € B, (a) para algin a € A, entonces,

TE U B.A{a).
aEA
Bizx € |} B:(a), entonces I a € A tal que r € B, (a), entonces, 3 a € A tal que
acA
d{a,z) < &, entonces,
z € N (e, A).
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Observacién 2.5 Sea X un continuo y A C X; entonces N (g, A) es un conjunto
abierto.

Definicién 2.7 (La métrica de Hausdorff para 2% ). H : 2% x 2% — R* tal que
HAB)=inf{e>0:ACN(,BINBCN (s, A)}, para A Be2%
Teorema 2.6 H (A, B) es una méirica para 2%, llamada la métrica de Hausdorff.

Demostracién.
a) H esta bien definida:

Sea A, B e 2. Como A # @ entonces, existe ag € A. Como B es cerrado y
B C X, eon X compactoentonces B es compaeto, lo que B es acotade, i.e.
existe g€ X y 8>0 tal que B C Bs(zp). Sea & = d(ap, 7o) + 6 , asi

B C B.(ap) C N 4),
para b € B, tenemos que
d (b, ag) < d(ap, xp) + d(x9,b) < d(ag, zo}+ 8 = &.

Por tanto
BCN(gA).

Analogamente: Sea ¢, tal que
ACN(,B).
Sea,
g2 =méx{e,e:1} > BEN(g,A) EN(e2, A) y ACN(e,B) C Nes, B).

Por lo tanto
{e>0:ACN{({E,B)ANBCN(e,A)} #6,

pues €; esta en &l y como este conjunto es acotado inferiormente por el cero, existe
el infimo;
inf{e>0: ACN{(,BJABC N(e,A)}.

acotado infertormente por el cero). Con esto probamos que H (A, B) estd bien
definida.
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do Ay B € 2%, H(A, B) 2 0 pues H(A, B) es el infimo de puros términos

BIVOB.

todo Ay B e 2% cerrados v no vacfos del continuo X,

iene H(A, B) = H(B, A) pues en la definicién de H, A y B juegan papeles

B)=0=A=B
;-__Bentonces

H{A,B)=inf{¢>0: AC N(¢, B) AB C N, A)} = 0.

pgamos H{A, B) = 0. Tenemos que demostrar que B C Ay que AC B.

A
z B. Como A es cerrado entonces, ' A = A, asf es suficiente probar que
tomemos & > 0, tal que Bs (b)) N A # 0.

" §>0=H(A B)=inf{e>0:AC N(&, B)ABC N(s, A)},

S'g, entonces AT N(e,B) C N(6,B) A B N(g, A) C N(6,B),
N(3, A), asi existe ap € A tal que d(b,ag) <3, es decir, ap € B;(b) por lo

Bs(b)NA#9. .
35 & A. De manera similar probamos A C B. Por lo tanto

H(AB)=0& A=8.
B) < H(A,C) + H(C, B)

probar la desigualdad del tridngulo, primero probaremos el siguiente teo-

--2.7 Sea X un continuo, A\ B yC e€2¥ye§ >0 85 AC N(e,C) y
B)= AC N(e+34,B).

t
a

i M N N S i L YR S LT L

i ey e e T

et R R e T R T P i L1 e et U
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Demostracién. Sea a € A Par demostrar A T N{e 4+ 8). Sia € A C N(g, C),
entonces existe ¢ € C tal que d{g,c) < &, asf mismo, como ¢ € C C N4, B),
entonces existe b € B tal que d(b,¢) < &, asf tenemos que
dia,b) < dla,¢) +d{c,b) < e+4,
por lo tanto, para a € A existe b € B tal que d{a,b) < e + 4 , entonces
AC N(e+34,B).

Ahora probaremos la desigualdad del triangulo.
" Sean A, B,C € 2X

H(A,C)+ H(C,B) =inf{e > 0: AC N(g,C) AC C N (e, 4)}

+inf {8 >0:C C N{6,B) A B C N(5,C)}

—inf{e+0>0: ACN(,C) A CC N(e,A) A CC N B) A BC N(,C)}

>inf{e+d>0:ACN{E+6,B) A BC Ne+6,A)}

=inf{A>0: ACN{(A B) A 'B‘(; N(A A)} = H(A, B).

Por lo tanto
H{A,C)+ H(C,B) > H{A, B).

|
Teorema 2.8 Sea X un continuo; A, B € 2% y r > 0. Entonces H(A,B) <r si y
sdlo si AC N(r,B) A B C N(r, A).

Demostracién., =)
~ANEIROS £a cOmO sigue gg = ini{e >0: A C N(e,B) A B C N(g, A)} < m,
entonces

o <r=>ACN(EDB)CN(FrB) A BcCN(,A)C N{r, A).

=)
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Tomemos o _ 7
re{e>0:AC N B) A BC N A)},

por propiedad de fnfimo, resulta lo siguiente;
inf{e>0:ACN(,B) A BCN(g, A} <r,

'Por lo tanto
H(A,B)<r.

]
Acontinuacion mostraremos algunos modelos de hilperes;)acios de un continuo.
Ejempla 2.15 Sea X = [0,1] = I, calculemos el hiperespacio
C{X)={AC[0,1]: A#®, cerrado y conexo } .
C (X) queda representado por subintervalos de la forma {a,b] tales que
0<a<hb<l,

y cada subintervalo [a,b] de [0,1] se puede reconstruir si conecemos su punto medio
y su longitud, as{ definimos la funcidn

g:C{X)— R? tal que g(la,b]) = _(-2%?,1;- a) .

Tenemos que g es un homeomorfismo de C (X} en su imagen. La imagen de g es

el triangulo que tiene como vertices a los puntos (0,0),(1,0), (3,1) , la denotamos
por A\, i.e.,

A={(z,y) eR?:y<22, y20 y Z<2-y).

Por tanto, C ([0, 1]} = 2. Vease figura 17.

i
5
B

;
.
R
A
E;\;!
3
@
i
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C{x)
sllmb)=(1/2,1)
{1/31)
[0,1]
(8.9} (10}
figura 17.

En efecto, '

El intervalo {0,1) queda mpmsentada en el tridngulo por el punto (3,1),
g{[0,1]) = (2= ) .

Los conjunios de un sélo punte [a,a] queddn representados como la mcta que es
la base del triéngulo.

g(la,a]) = (¢%,a~a) = (2,0) .

Los intervalos de la forma [0,b] quedan representados en la linea recta lateral
wzquierda del tridngulo.

9([0,6) = (32,6 -0) = (3,8), y=2z.

Los intervalos de la forma [a,1] queddn representados en el tridngulo como la
lineq lateral derecha.

ge,)=(31~a), y=1-uz. :

Los conjuntos de la forma que contienen al conjunto [1, 5] quedan representado
de la siguiente manera; (vease en la siguiente figura).

ye | e

14 2/3

figura 18.
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[é,%} C [a, 8], entonces b—a> 1}, con b>3 y a >0, ademds

a+b

<
- 2

|
IA
Lol

" Por tanto %ﬁwﬁ% y Yy
Los intervalos de la forma gque contienen al conjunto [, 1] quedan representados
en el tridngulo de la siguiente manera;

[a,0) C [3,2], entonces a>3 y b< 3, porloque b—a<}.
1 <8 +b < _}
3— 2 —2
Por tanto %53:5% Y yé%.
-:'I | f
1 16 b 1%-- .
1 1 13 12
figura 19,

Otra forma de ver un modelo para € {X) seria la siguiente:

Sea X = [0,1].

Observemos que un elemento A de € (X) es un subconjunto conexo, cerrado y
no vaco de [0,1], de manera que A = [a,b]. Asf C(X) = {[a,8]:0<a<b<1}
Definamos la funcién

f:C(z) — A talque f([a,b]) = (a,b),
asf{ tenemos que f es un homeomorfismo de C (z) sobre el triangulo A ¢ R? |
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Vease figura 20.
C(X)
1, 1)=(0,1) ML L)=(i,1)
{8,1) , (11}
{1V
By 10
figura 20,

El punto {0, 1) representa al conjunto [0, 1] y los puntos de la diagonal represen-
tan a los conjuntos de un solo punto.

Ejemplo 2.16 Ahora veamos un modelo de F3 (X). Sea X = §? la 1—esfera, en-
eontraremos el hiperespacio F (S').

Los elementos de F> (S') son subconjuntos de 2* con a lo mds 2 puntos, i.e.

FR(8Y={{pde2":pge8'}

Sean p,g € 8, al par {p,q} le asociamos el arco menor Jiay v ol punto medio
en el arco lo denotaremos por myy 1. Definamos

¢: B(S) - R tdque o({p.q}) =mpg (1+1lomg (Jpg)) -
La imagen de esta asociacion es el conjunto

| B={(z,y) eR*: 1< |(z.9)| < 1+ 7}

' - que representa un ontllo en el plano. Y seria une representacion perfecte para
1 F3 (8') si no fuera por que no es funcidn, pues a las parcjas de punios antipodas
' se les pueden asociar dos puntos diferentes en B, que tambien son antipodas en el
etrevdo externo de B, es decir, en el siguiente conjunto

{z.y) eR® iz, )l S T4}
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ra obtener una representacion correcta de Fy (S'), lo que tenemos
identificar las parejas de puntos antipodos en el circulo externo de B.
ero haremos un corte a B, corte que volveremos a pegar después de
orns en la que estabs para no alterar las propiedades topoldgicas de B.
o -hacer siguiendo los pasos ilusirados acontinuacion.

de Hiperespacios que tan solo mensionaremos ( Ver [2]) son los

¥ 8 X=[0,1]* = 0,1] x [0,1]. Luego para eada n € N , X contiene
i9-84 Shori probaron en 1977 que

c (o, Iﬁ) [0, 1fx[0,1] x..= ﬁ [0,1] ;

Sea X el Triodo simple T; Se calcula C (T).

50,0} ¥ g =(1,0,0), gy =(0,1,0), g3 =(0,0,1) elementos de R?.
C(T) que contiene a § es de la forma A = 8 (a g,)UB (bo,) U8 (cos),
L1} g, 6 (a 0;) es el segmento que une a 8 con a p,. Obsérvese que
e.a cada terna (a,b, ¢) € [0, 1]° le asocia el subcontinuo A =6 (a g,) U
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8 (bg,) Ul {coy) de C (T') es una funcién continua e biyectiva. Entonces el cubo [D, 12
tiene una copia en C(T').
De hecho el hiperespacio C (T) es homeomorfo a la fig siquiente.

R T S

- E ol

figura 22.

Ejemplo 2.19 Llamemosle P a la paleta, S a la camunfemnma de la paleta, L a
su arco y v ol punto donde se intersectan S y L.

Tenemos entonces tres clases de subcontinuos, a saber: los que estan contenidos
en S, los que estdn contenidos en L y los que tienen el punto v.

FLas dos primeras clases ya sabemos como representarlas, la primera termina
siendo un disco y la sequnda un tridngulo. Ahora analicemos a un subcontinuo A
gue tenga a v. Este conjunto estd formado por la parte gue tiene en S (AN S) y
la que tiene en L (AN L). Notemos que AN S es un subcontinuo de S que tiene
al punto v. A la eoleccion de todos los subcontinuos de S que contienen a v se
representa por una figura en forma de corazén (relleno), ver [2] .

Ahora notemos que A L es un subcontinuo de L que contiene a v. A la colec-
cién de tales subcontinuos ya sabemos que se le puede representar como un arco.
Entonces cada subcontinuo A de P que contenga a v lo podemos representar come
una pareja (ANS, AN L), su primera coordenade se representa como un punto del
corazdn y la segunda como un punto de un arco. Notemos que los dos conjuntos son
independientes en el sentido de que podemos modificar alguno de los dos conjuntos
ANS 0 ANL sin alterar el otro y seguir teniendo un subcontinuo de P que contiene
av.

De manera que la familia de todos esos subcontinuos A puede representarse como
el producto de un corazén y un arco. Es decir, como un cilindro en forma de corazén.
A este cilindro hay que afiadirle el disco que representa a los subcontinuos de P que
estdn contenidos en S y a los gque estdn contenidos en L. Los primeros forman un
disco. Un subcontinuo que pertenezca a este disco y al cilindro en forma de corazon
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tiene que ser un subcontinuo de S que contenga a v y, por supuesto, su interseccién
con L consta sélo de v. Por lo tanto dicho subcontinuo tiene que estar representado
‘en un corazdén contenido en el disco y también en una de las bases del cilindro. De
‘manera que parg afiadirle el disco ol cilindro sélo hay que pegdrselo en su base.
Similarmente se puede ver que el tridngulo que representa a los subcontinuos
contenidos en L debe pegarse al cilindro en la forma en que se representa en la
siguiente figura la cual ya contiene a todo el modelo de C (F).

figura 23.

mplo 2.20 El hiperespacio C(X) del continuo arcoiris de Knaster es homeo-
rfo a su cono.

Arcoifis de Knaster
figura 24.

jex plo 2.21 En su tesis doctoral, Ann M. Dilks construyé un modelo para el
espacio C (X)) del continuo que tiene forma de ocho, es decir, del continuo que
tiene de unir dos circunferencias por un punto. Ver [2].
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El ocho

figura 25.

Ejemplo 2.22 Consideremos el triodo simple Y formado por tres arcos Ly, Lo y Ly
que se intersectan por pares en el punio v gque es un punto ertremo de cada uno de
ellos. Podemos considerar los arcos J1 = LU Ly, Jo =L{U Ly v J3 = Li1UL;. Yo
sabemos que F (J;) es un triéngulo. Notemos que si a,b € Y, enfonces a pertenece
a algin L; y b pertenece a algiin L (podria ser que j =% ).

De modo que {a,b} pertenece o algin J;. Esto muestra que

Fy (Y) = Fg (J1) U F2 (Jz) 2 (J3) R

De manera que si sabemos cémo pegar los conjuntos F3 (J;}, tendremos un mo-delo
para F5(Y) . Notemos que

{a,b} € F2 () N Fp (J2)
si y s6lo 3i {a,b} C /L y {a,b} C Jo, es decir, si
e b} ChNg=Ls
Esto muestra que |

B (W) N (L) =FR{(%s).

Ahora observemos que Fy (L3) es un subtridngulo de F (J;) y de F3(J3). De man-
era que tenemos que pegar Fa (J1) y Fy(Js) por ese subtridngulo. En la siguiente
figura se dlustra como se deben pegar F, (J1), Fy(J3) y Fo(Js) y el resultado de
como se pegan.




LY

2.3 Hiperespacios de un continuo X

FAD) FiJ) Fih)

E3
S
R
2
=

e




Capitulo 3
L-CONVERGENCIA EN 2%

Anteriormente hemos expresado la métrica de Hausdorff para 2% en térmi-
nos de conjuntos abiertos en X. Ahora vamos a dar una descripcién apropiada de
convergencia con respecto a la métrica de Hausdorff. _

3.1. Definicién y ejemplos de limites superiores e
inferiores

Definicién 3.1 Sea {4}, una sucesion de elementos de 2%. Se define el limi-

te inferior de A, y el limite superior de A, de la siguiente forma:

a) Lim inf (A,) ={r€ X:¥e >0, IN €N tal que B. (z) N An #8 ,¥n > N}

b} Limsup(A,)={z € X :Ve >0, B (x)NA, #0 para una infinided de n's} .

Mientras que el Lim inf (A,) satisface la propiedad en cuestién, para toda la
cola de la sucesién {A,}.- ,, es suficiente que para el Lim sup (A.) la satisfaga para
una infinidad de n’s.

‘Ejemplo 3.1 Sea el continuo X = {(z,y}: 0 <z <3 y 0< y < 1}. Definamos la
sucesion {An}>, €28 VneN por

[13]x{ 1} si n es impar
- {

{O,ﬂ]x{%} sin es par

52
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Lim inf A, = [1,2] x {0}

Lim sup A, =[0,3] x {0}
'_'" Como lo muestra la figura 27.
4
A1
2
[ A2

figura 27.

Ejemplo 8.2 Sea X = {(z,y) eR?: 0< 2 <3, 0< y < 1}, Definimos {4,}2, €
2X Vneh, . |

,‘
231x{ 3} #i n e impnr
| Ap = { {o,l}x{.};} si 1 65 par
Entonces por definicion,
Lim inf A, =0, y
| Lim sup A, =[0,1]U12,3] x {0}
8 _ Veamos su comportamiento en la figura 28,
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A1
1
a2
" 43
Ad
|

figura, 28.

mplo 3.8 Para n € N, Definimos la sucesion {A.}o0, € 2% VYnéEN por:

1
A=< {3}
| n
lim inf A,=lim sup A, = [0,1] x {0}.

 Vease la figura 29.

A1
TR A

A2
12 B
N

figura 29.




3.2 Propiedades de Limites superiores e Inferiores

3.2. Propiedades de limite superior e inferior.

Proposicién 3.1 Sea X un continuo, {A,},.., una sucesion en 2% entonces:
a) lim inf A, C lim supA,
b) lim inf A,y el lim sup A, son conjuntos cerrados.

c) lim sup A, # 0 para toda sucesiénn {A.}, ;-

Demostracion.

a) Sea z € lim inf A,. Por demostrar que z € lim sup A,. Por definicién
tenemos que existe N € N tal que

B.(z)NA, #0 Vn2N,

por lo tanto,
B.{z)N A, # 0 para una infinidad de ns.
Por tanto z € lim sup Ay,

b) Por demostrar lim sup A, C lim sup A,. Seaz € lim sup A, ye > 0, entonces
lim sup A, N B: (z) #£ 0,

de modo que existe 2 € lim sup A, N B, (z) X ,entonces z € B, (z) i.e. existe
o > 0 tal que

B;{z) € B:(z) , ()
Ahora como z € lim sup A, implica que B; (z) N A, # @ para una infinidad de n5.
De aqui que B;s (2)N A, # 8 para vna infinidad de ns. Por lo tanto x € lim sup A,,.
Y por tanto lim sup A, es un conjunto cerrado en X,
La demostracién de que el lim inf A, es un conjunto cerrado en X es anaing..
a la anterior.

c) Por demostrar que lim sup Ap A, #8 V{4,}2, C 2% .Sea {4}, C 2%,
asf An #B Yn €N, A, escerradoen X Vn € N. Elegimos {a,}e; € {Aa}2, .
Como X es compacto, entonces, existe una subsucesion {aqx}re, de {a,}o; tales
que a,; ~ . Dado £ > 0 existe £ € N tal que a,,+ € B.(x) YV k € K. De agui que
B.(z)N A, # 0 para una infinidad de n‘s. Por tanto z € lim sup A,. Con esto
probamos que lim sup A, £ 9. &
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S

“Proposicién 3.2 Sea {4}, C 2%,

n=1 =

8} z € lim inf Aq siy solo si existe una sucesion {za},L; de X talque z, >z
Y & € An, para toda n € N.

b) z € lim sup An 80 y sdlo si existe una sucesion de numeros noturales ny <
ng < ... y eristen puntos T, € An, (paratodak) tales que ., — z.

‘Demostracién. a) o
«) Sea {zn}on; C X talquez, =z y z, € A, ¥n € N. Por tanto para todo
£>0 3N eNtal que
: ' d{zn,z) <eVmneN,

Zn€ Bz y VneN, z,€4, ¥YneN

De manera que
Zn €B.(2)NA, Vn>N.

Asfque B.(z)NA,#0 Yn>N,porlotanto z € liminf A,.

) Sea 2 € lim inf Ay, ahora para cada n € N tomemos z,, € A,, de tal forma que
d(2n,2) = min {d(z,y) 1y € 4.},

nde d es la métrica en X.

Observemos que Z,:, estan bien definidasVn € N.Seaz € X fijo,y f: X =R
al.que f(y) = d(z,y) es continnay A, € 2X ¥Vn €N, por lotanto A, es compacto
X,V n € N. Entonces f alcanza un minimo en A, para cada n € N, i.e. existe
n € A, tal que 7
| f(zn) =min {d(z,y) 1y € Aa}.

thora vamos a probar que z, — 7.

- Seae >0, comoz € lim inf A, existe N € N tal que B,(z)NA, #0 Yn> N.
e manera que para cada n > N, existe a, € A, tal que d(z,a,) < &, pero

d(Tn, ) = min {d(z,y) : y € A} < d(z,0,) <€, Vo> N.

e manera que d(z,,z) <¢&, ¥n > N, por lo tanto z,, — .

* b) <) Supongamos que existe una sucesién de mimero naturales n; < 1y < ... y
ntos T, € A,, para toda k € N tal que z,,, — z. para todo £ > 0, entonces z €
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litn sup An- Sea £ > 0 existe K € N tal que d(z,,,z) < ¢ si k > K, esto implica
que

Tn, € Be(z)NA, #0 para k> K,
de manera que B.(x) N A, # 0 para una infinidad de n‘s, por lo tanto z € lim

supA,,.
=} Supongamos que x € lim supA,, entonces para todo € > 0,
B.(z)NA, #0 para una infinidad de n‘s.
Asf tomemos € = 1, '
Bi(z) N A, # @ para una infinidad de n‘s.
Sea n; € N tal que
In, € Bi(z) NA,,, entonces d(z,,2) <1 y Zn € A;,.
Para e =  , entonces
Bi(z)NA%® para una infinidad de n's.

Entonces podemos elegir ns > n; tal que

B.% (z)N A, #40.

Escogemos z,, € Bé {z) N A,,, entonces

: 1

Continuando este proceso inductivamente:
3 naturales n; < ng < ... y puntos z,, € A,, tales que

1
d{zn,,z) < =,

por lo tanto z,, —z. W

Teorema 3.3 Sea {A.}2; € 2%, entonces {A.}>, converge con la métrica de
Housdorff a un punto A € 2% si y sdlo si lim inf A, = lim sup An.
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Dé racioén. =) Supongamos que A, converge con la métrica de con la métrica
@Hmﬁ‘am;iezx Demostraremos que lim inf A, = A = lim sup A,,
-para lo cual es suficiente mostrar que :

1. ACHminf A,
2. Hmsup A, CT A

1. Sea & € A. Sea € > 0, como por hipétesis lim A, = A € 2¥con la métrica de
Hausdorfl, entances

" Parae>0 INEN talgue H(A,,A)<e n>N.
Por teorema 2.8 tenemos que A C Nis,A,) y A, C N{c,A).Bean> N =
a € N{e, Ay). Esto implica que existe z, € A, tal que d{z.,8) < . De
MANCTA que T, € Aq N B.(a), por tanto
AnBla)y#0 Va2 N,
Por To tanto a € lim inf A,.

2. bjBupongamos que lim sup A, no ests condenido en A, entonces existe r € X
tal que z € lim sup A, y T ¢ A, como A € 2%, A es cerrado en X, entonces
existe ¢ > 0 tal que B, (x)NA = §. Ahors ben, como r € lim sup A,., entonces
existe £ > D de se cumplira que B.(z)}N A 9 @ para uns infinidad de n's. Dado
que A, converge a A con la méirica de Hausdorfl, existe N € N tal que

;agmgmn&gNgﬁymmmhnzM
Entonces podemos elegir M > N ial que
Be(z)N A # 9,
entonces, sea z € By(z) (1 Ay, entonces
dzz) <y v z€An SNG4,
De aquf que d(2,2) < § y existe a € A tal que d{a, z) < £, por lo tanta

d(z,0) < d{z,2) +d(z,0) < £ + £ =¢,




d(z,8) < e conac A,
Por tanto B.(z) intersecta a 4, lo que contradice la eleccion de . Por lo
lim A, = A= liminf A, = A y lim supA, = A
4=) Supongamos lim inf A, = lim sup A,, por demostrar tim A, = Aconla
méttica de Hausdorfl. Sea A=lim aup A, ssf A 0 ¥ A es cerrado, ie. A € 2X,
Sea £ > (), probemos que: .
a) Existe M; e Ntalque ACN(g, 4,) Va2 M; ¥,
b) Existe Ma € N talque 4, C N(c, A) Vn > M
s)ehaamwel&ﬁmﬁa{B;(a} a € A} es una cubierta abiersa parn 4, y

como A es cerrade no vacio contenido en el compacto X =+ A es compacto, entonoes
existe un cubrimiento finito, esto es, existe m €N ¥ 8;,082,03, ..., 65 € A tal que

AC Bylar) U Bg(as) U .U By(am),

Le. “
Acl)B;(a).
=1
como

A=liminf (A)={z€z:Ye>0, 3 NeN talque B, ()4, #9 Vn> N}

Y& € AVi=12 .m, legodado A > 0 tal que By(g,) N A, £0 Vn> N, asf
para cada i € {1,2,...,m} existe N; ¢ N tal que

s n2 N:= Be(a}n A, #8,

sea My = Maz {Ny,Ny,..,Np},ssidadan > M; & i € {1,2,...,m}, entonces
&(@nAﬁ@ Afirmacién: AC N(e,A,) Vn> M. Enelocto, Sean>M; y

a€ U Bs(a;) > di€ {1,2,..,m} tal que a € Bg{as), i.e.
=1 ’

dlo,a) < & ()
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Ademss para las n > M existe z € Bx (a;) N Ay, luego

€
2

%3 3

d(a, z) < d(a, a:) + d{a;, 7) <
por lo tanto
' dla,z) <e=a€ N(g, A,) para n> M,

lo que prueba a).
b) Supongamos que b) es falsa, estoes VN €N, In's > N 34, € N(g, A),

asi para
N=1 3 n; 21 tal que A, &€ N(g, A),

para :
N=n;+1 3 ne>n, tal que 4,, € N(g, A).

Asf de maners inductiva, existe una sucesion de numeros naturales ny < 12 < ... tal

que :
An, ¢ N(e,A) VkeN.

luego para cada k¥ € N tomemos z,, € A, — N{e, A) C X. Como X es com-
pacto, existe zg € X y una subigucesion {zn,“. }le de {1}, tal que Zn,, = To-
Observemos que

Vi€N, zn, € X —N(g,A) y X — Nig, A)
es un copjunto cerrado en X, entonces
limz,, =z20€ X —N{e,A)=> 20 ¢ A.

o0
Ahora, lim Tu, =20 ¥ - Aﬂ,,i}, , S una subsucesién de {A,}.. , ;entonces por
. =
la caracterizacion de lim sup A, que dimos en el teorema anterior se tiene:

ro€Elimsup A, =A=>29€ A,

lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto b) es verdadera i.e.

existe My € N talque A, C N(c,A) Vn> M,.
Ya probamos a} ¥ b) con lo cual hacemos
. N=Maz{M, M}
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entonces para n > IV, tenemos
ACN(g,4,) & A, CN(e,A)=> H(A, A,)<e si n>N.
Por lo tanto lim A, = A € 2% con la métrica de Hausdorff. =

Teorema 3.4 Sean {A.}oo, y {B.}., son sucesiones en C (X) tal gque lim A, =
A y lim B, = B. Entonces lim{A, UB,) =AUDB.

3.3. Compacidad y Conexidad de 2%.

Definicién 3.2 See {an},-; unae sucesidn en (X,d) diremos que es de Cauchy, si
ysdlosi Ve>03INeN asin,m> N, entonces |a, — 8} < €.

Teorema 3.8 Sea {An}2, C 2% una sucesion de Cauchy en el hiperespacio 2% del
continuo X , entonces {An},”; converge con lo métrica de Hausdorff a un Ap € 2%.

Demostracién. Por el teorema anterior, e} dnico candidato a ser lim 4, es Ag, y
Ag €2%, Abora,
lim A, = Ag © limm inf A, =lim sup A, = A,,
asf para ver que lim A, = Ag con la méirica de Hausdorff es suficiente ver que
| fim sup A, Clim inf A,

ya que la otra contencitn siempre es verdadera. Sea = € lim sup A,,. Por demostrar
qe-
Ve>0, INeNtalqueB.(z)n A, #8 ¥Yn>N.
Le. z € lim inf A,.
Como {A4,};7, C2* es una sucesion de Cauchy, entonces dado § > 0
£

INeN 3> H(A,,A,) < 5

Y nm>N.

Ahora, como z € msup 4, => Bs(zj N A, # ¢ para una infinidad de n‘s. Ses

Mo € N 3 My 2 N ya que satisfaga que Bz (z) Ay, # 9, asf dadon > N
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tepemos H(Amy, An) < § sl Mo,n > N. Entonces Ay, C N(%, An). Abora bien:
Sea y € Myn B¢ (z),entonces

y € Ap, C N(g, A,

j{e_ni:*ax:mefs, existe z € A, 3 d(z,y) < § . Por tanto

diz,z) < d(z,y) + d(y,2) < §+ % =¢.

Eni’rt)nces 2 € B.(z). Hemos probado entonces que B.(z)NA, #8 VY n> N ,esto
prueba que z € lim inf A,. =

:’fi‘eorema 8.6 Dadoc > 0, y un subconjunto J C N, J infinito, entonces existe otro
subconjunto infinito J; C J tal que H(An, A ) <e Vm,re dy

I Demostracién. Seac >0, JCN, J infinito. Como X es compacto existe m € N
¥ T3,%3, T3, ..., Tn € X tales que {Bé(:c,-)}?:l cubre a X. ( X = |J Bg{z:) ).
zEX

X = B%(:ﬂl) % B% (2.‘2) Uy B§($m) = .,;L=J1 Bg’((ﬁ,‘).

‘Ahora bien: Paracadan € J (J es numerable) definimos
ky={i€{1,2,3,..,m}: A N Bs(z;) # 0}

kr=1{i€{1,2,3,..,m}: A, N B (x:) # 0}

En general
kn={i€{1,2,3,..,m} : A, "\ Bg(z;) # 0}

{An}ne; C 2%, An € X y no no vacio, cerrado en X ¥ n € N. Por la compacidad
de X

X = t_Jl B% (E,)
7108 ky, estan bien definidas, pues A, C X por compacidad ¥ n € N. Luego
Por compacidad n € N 3 43,42,93,..,%m 2 4, € |J Be(zi;) . Ahora, sea H =

_ 7=t
{F:FC {1,323, ..,m}}, asi H tiene 2™ elementos. Consideremos la funcién f :
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J — H 3 f{n} = ka. f esta bien definida por la compacidad de X, pues los ke
estan bien definidos. Observemos que J = U{f~ ({k}) C J: k € H}, es decir,

J=U T {k}) eon fHRHCJI VYkeH.

heH
~ Asf como J es infinito y J es una unién finita de conjuntos f~'({k}), con
k € H, eso quiere decir que
JkeH> fH{k}) esinfinitoy f1({k})CJ
Definamos J; = f~'({k}), asf J; es infinito y esta en H.
Ji= e U e =J=>AaCJ

Afirmacion: .,
H{A,, A) < 5 Vn,r € Ji.
En efecto: Sea G = {z; e X :i€k}, luego G # 0 y G es carrado, ¢s decir,
Ge2X Seane.Jy= f1({k}) conk € H, entonces,

H(A,,G) < ?2-.

Sine Jy= f1{{k})= f(n) =k, pevo f(n) =k, = k. Es decir que
b={ic{L,2,3,,m}: 4, NBs(z) A0} y G={zi:ick}.

Por lo tanto ,
G = {z:i € X: A, N Bs(=:) # 0},

asi para.
;€G> AﬂﬂBg(’-@:) ?"-’ @,

entonces

)

{

Jac A, Bd(A,.’.Ei) < '2-
Esto quiere decir que #; € N (§, Ay) , por lo tanto

GCN (%,An) de donde n € J; )
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Sea z € A, € X = | Bs(z:) = 310 € {1,2,3,...,m} tal que
=

£

z € Be(zy,), ie d(z,24) <

o)

Por lo tanto, para r € A, N B {z:,) # @,entonces
7, €G y d{z,34) < %
Entonces
para cualquier z € A, F i € {1,2,8,...,m} 52 € A, N Bs(zy,) # 0.

Por lo tanto
[
4, < N (,6) @)

Resulta que,

H(A,G) << Yned

bt M

Como & es un conjunto fijo, eatonces,

H(As Ay <e Vn,rel.
n
Teorema 3.7 2X es compacto.

Demostracién. Para probar este teorema es suficiente por el teorema anterior que:
toda sucesion {4}, C 2¥ contiene una subsucesién {4y, },2, de Cauchy. por
el teorema 3.5, para ¢ = 1 existe J; C N, J; infinito tal que

H{An, A <1 Yn,re i

Como {A,}3, con n € J; es a su vez una sucesién, para ¢ = 5 existe J, C

Jy CN, Jp mmfimito tal que
H{An 4) < % Vn,r€ b

Procediendo inductivamente, podemos elegir ny € Ji, np € J;, tal que n; < np <
ng < ... Aseguramos que {An, }oo; €s una sucesién de Cauchy, ya que si tenemos
quee > 0,sea k€ N 21 <& Si K < L entonces, por construccién J, C Ji y
como n; € J; entonces ny € Ji y a8{ H(An,, Ang) < 3 < €& para L > k. Porlo
tanto 2% es compacto. m

Acontinuacién probaremos que 2% es conexo por arcos.
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Definicién 3.3 Dado un espacio topologica Y y un punte p € Y, se define la
componente C (p) de p enY de la siguiente manera:

Cp=uU{DCY:D esconexoyp€ D}.
Y se define la casi componente Q) (p) dep enY como
Qp)=n{ECY : E abierto y cerrado enY yp¢€ E}.

Si E es abierto y cerradoenY, p € E y D es un conexo que contiene a p, entonces
y Y — E constituyen una separacion del espacio Y por lo que cualquier subconjunto
coneo de ¥ debe estar contenido ya sea en E o en su complemento. Comop € END,
entonces podemos concluir que D C E. De aqui que C(p) C @ {p).

Teorema 3.8 §iY es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, entonces para
cada punto p € Y, la componente C (p) de p enY coincide con la cast componente
Qpydepen? .

Demostracién. Como ya hemos visto, C(p) C ¢ (p). Sélo faita probar la otra
contencién. Basta con mostrar que ¢ {p) es conexo pues C'(p) contiene a todos los
conexos gue contienen al punito p. Supongamos que ¢ () no es conexo.

Tenemos que @ (p) es cerrado pues es interseccién de cerrados. Entonces existen
dos subconjuntosK y L de Y no vacios cerrados y ajenos tales que

Qp)=KUL.

Ahora, como los espacios compactos y de Hausdorff son normales, tenemos que
existen dos abiertos y ajenos U y V enY talsque K c U y L c V. Como
p € @ (p), podemos suponer que p € K. El conjunto

Z=Y—-(UuV)

es compacto y

Z=Y-(UUV)CY—(KUL =Y -Q(p) =

Y-Nn({ECY:FEabiertoycerradoenY ype E})
=U{Y — E: E ablerto y cerradoen Y yp€ E}.
De manera que la familia

{Y - E:.F abiertoy cerradoen Y ype€ E}




5 3.3 Compacidad y Conexidad de 2¥ - 66

" es una cubierta abjerta del compacto Z, por lo que existen m € N y subconjuntos
_ abiertos y cerrados By, Fa, ..., B, de Y tales que p € E; paracadai€ {1,..,m}y

Y—(UUV)c(Y—El)u...u(Y—Em)=Y—(ElnEgn...nEm).

. Por lo que
EinEnNn. .NE, cUUV.
.SmE:ElﬂEgﬂ...ﬂEm. Entonces F es abierto y cerradoen Y y pe E C UUV.
“EBsclaro que ENU =EN(Y —V)por lo cual ENU es abierto y cerradoen Y. 'Y
" pomo L B

“ pe EnNKcENY,

“"por la definicion de Q (p) obtenemos que

Q{p) c EnU.

Pero entonces 7 :
Lc{(EnlU)nV =40

" Lo cual es una contradiccién por que L # 8. Hemos obtenido que @ (p) es conexo,
: y esto es suficiente para concluir que C{p) = Q@(p). m

fFeorema 3.9 Sea ¥ un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, Sean K una
WtedeYyFmsubmnyum:ocewadodeYtalesqﬂeFﬂK 0. Entonces
. existe un subconjunto L de YV abierto y cerrado tal que KC L y LNF =9.

Demostracién. Tomemos un punto p € K, entonces

K=C(p)=Q(p).

“Paracadaz € F, 2 ¢ Q (p), de manera que existe un subconjunto abierto y cerrado
Vo de Y tal que

peEV, y =& V.

" Definimos ¥, = Y — V. Entonces Y, es un conjunto abierto y cerrado en de ¥ tal
: 2€Y, ypg Y. Kesun conjunto conexo y V., ¥, constituyen una separacién
e Y, K tiene que estar contenido en uno de ellos, ya que p € V, N K, concluimos
- que K C V. entonces
o KNy, =4

ra, como la familia {Y; : £ € F'} es una cublerta abierta del conjunto compacto
F, tenemos que existen m € N Y Z1, %2, ..., Tm € F tales que

FCY,UY,U. UY,,.
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i L=Y (Y, uY,u. . Uy, )=V, nV,n_ NV,
entonces L es abierto y cerradoen Y. Notemosque K CL y que LNF=0. =

Teorema 3.10 (De los golpen en la Froniera). Sea Z un espacio conezo, compacto
y de Housdorff y sea U un subconjunto propio, abierto y no vacto de Z. 8i K es
una componente de U , entonces KN Fr{U) # 0.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que
KnFr{U) =0 (3.1)

Aplicando el teorema anterior al espacio ¥ = U, a la componente K de Y y al
cerrado Fr (U) de Y tal que

KclL y FriUynL=4.
De manera que L es cerrado en Z ( pues es un cerrado de un cerrado), L # @ y
Lcﬁ-pr(v)s“
wnU = L.

Pero L C U, ast que WnU L, esto muestra que L tambien es abierto en Z. Ya
que Z es conexo, se sigue que L = Z. Pero L C U, asf que U = Z, lo cual contradice
(1) nuestra hipétesis. Por lo tanto

KN Fr(U) #0.
»
Teorema 3,11 Sea Z un espacio conezo, compacto y de Hausdorff y sean A y B

subconjuntos no vacios, conexos y cerrados de Z tales que A G B. Entonces existe
un subconjunto conezo y cerrado C de Z tal que AG C ¢ B.

Demostracién. Elegimos un punto » € B — A. Como B es un espacie normal,
existe un subconjunto abierto I/ de B tal que

AcUcU™®cB-{p}




. 3.3 Compacidad y Conexidad de 2* 68

(I7-F es la cerradura de U en el espacio B).

Sea € la componente de U2 que contiene a A. Notemos que C es conexo y
cerrado en Z. Como p ¢ C, tenemos que C ¢ B. Sélo nos falta ver que 4 # C.
Llamaremos Frg(U} = 0 a la frontera de U en B. Como U es abierto en B, tenemos
que AN Frg(U} = 0. Ya que A C U, tenemos que

AnFTB(U) =

" Por el teorema 3.9,
CnFrg(U) # f.

Por lo tasto A£C. m

Definicién 3.4 Un mapeo de Whitney es una funcién continua p : 2 — R tal
gus |

a) u({z}) =0 paoratodez € X y

b} Si AC B +# A, entonces p(A) < p(B).

Se puede convencer de que la funcién digmetro definida por didmetro{A) =
méx {d (a, b) : a,b € A} es casi un mapeo de whitney, lo iinico que le falla es que en
b) s6lo se puede obtener < en lugar de <.

Tearema 3.12 Eristen mapeos de Whitney parn 2X.

Demostracién. Como X es compacto, podemos elegir un subconjunto denso y
numerable D = {a1,ay, ...} de X. Para cada n € N, definimos 1, : 2 > R como

p, (A) =méx{d(a,b):a,b € A} —min{d{a,b): a,bc A}.
Finalmente definimos ;L:2X——>Rpory(A)-——Zﬁ'2‘%Q. =
Teorema 3.13 Si A y B son subcontinuos de X toles que AG B, pp: C(X) — [0,1]

es una funcién de Whitney yt € [p(A), u(B)], entonces existe C € C(X) tol que
AcCcB yplC)=1t

Demostracién. Sea A= p~* ([t,1))N{D € C(X): A c D C B}. El conjunto A
es cerrado en C (X) y, por tanto, compacto; ademss es diferente del vacfo pues B
pertenece a él. De manera que y alcanza su minimo en A, es decir,

existe E€ A talque p(E)<p(D) para toda D€ A
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Hacemos

B=p{,1)n{DeC(X):AcDC E}.

De nuevo, al igual que A, B es compacto y, como A pertenece a B ( y entonces
B # §), tenemos que u alcanza su méximo en B. Es decir existe un elemento F € B
tal que

(D) < u{F) para toda D€ B.

Si ocwrriera que p(E) =t o p(F) = t, ya podrfamos porponer 2} conjunto C. Por
tanto, podemos suponer que p (F} < t < u(E). Como F C F, tenemos que FF C E.
Por el teorema 3.10 existe G € C(X) talque A C F ¢ G ¢ F < B. Entonces
p(F) < u(G)y < p(E). Si t < p(G), entonces G € A y su valor bajo i es menor
que el de E, esto contradice la eleccién de E. 5i por el contrario x4 (G) < i, entonces
G € B y su valor bajo u es mayor que el de F, y esto contradice Iz eleccién de
F. Fsta doble contradiccién termina la prueba de que p(E} =t o pu(F)=1 ¥

Deﬁmcxdn 8.5 Dados A, B'€ C(X) con A G B, diremos que una funcién ccmtmm
: [0,1] — C(X) es un arco ordenado de A 2 B en C(X), Si a(0) =
a(I)“___ y a(s) G alt), cuando 0 <s<t<1.

 Los resultados anteriores sirven para probar la existencia de arcos ordenados en
c(x).
Teorema 3.14 Dados A,B € C'(X) con A € B, existe un arco ordenado de A o
BenCX).

La demostracién de este teorema es extensa , la misma se puede ver en los libros
(3 (13}

Corolario 3.15 Fl hiperespacio C (X) es conezxo por arcos.

Demostracién. Tomemos 4 € C(X) — {X}, por ¢l teorema anterior, existe un
arco en C { X} que conecta a A con X. Como todos los elementos se pueden conectar
por arcos con X, entonces C {X) es conexo por arcos. ®

Hemos estado hablando de conexidad por arcos. Recordemos que un arco es un
espacio que homeomorfo al intervalo [0, 1] . Por otra parte, el espacio Y es conexo
por trayectorias si para cada dos elementos p,g € Y, existe una fupcidn continua
v:{0,1] > Y tal que v (0) =py v (1} = ¢.

Claramente los espacio conexos por arcos también son conexos por trayectorias.
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Corolario 3.16 El hiperespacio 2% es conezo por arcos.

Demostracién. Como hemos observado los espacios conexos por arcos también
son conexos por trayectorias, por lo cual es suficiente probar que 2* es conexo por

trayectorias.

Esto es, cualquier elemento A € 2¥ puede ser conectado con el elemento X por
una trayectoria dentro de 2% .

Sea pues A € 2X y elijamos un punto e € A, Por el teorema 3.14 tenemos que

existe un arco ordenado en C (X) de {a} a X. En particular existe una funcién
continua a : [0,1] — C(X) talque a (0) = {a} ¥y q(l) = X. Definamos

B:[0,1]—=2% por B{t)=AUalt).
Observemos que
BOY=AUa(0)=Aufa}=4 y B)=AUua(l)=AUX=X.

Sélo nos falta probar que probar que 3 es continua para concluir que § es una
trayectoria de A a X en 2% (es claro que todo elemento de la forma j3 (t) pertenece
a 2%). Tomemos una sucesién de nimeros {t,}5. , de [0, 1] convergente & un mimero
t € [0,1]. Por la continuidad de «, tenemos que lim a (t,) = a(t), y es claro ver
aque

lim(AUa(t,)=Aualt).

Por tanto 7 7
lim3 (tn) =p (t) .

Por lo tanto 8 es continua y con ésto terminamos la demostracién del corolario. ®

Corolario 3.17 2% es un continuo con la métrica de Housdorff.
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Capitulo 4

DESCOMPONIBLES E
INDESCOMPONIBLES.

En este capitulo presentamos propiedades y conceptos bésicos de continuos de-
scomponibles y para la construccién de dos contnuos indescomponibles estudiaremos

conceptos de Composante e irreducibilidad.

4.1. Definicién y Propiedades de continuos de-
scomponibles e indescomponibles.

Definicién 4.1 Un continuo X es descomponible si X = AU B, donde A y B

son subcontinuos propios de X.
Y diremos que un continuo X es indescomponible si no es descomponible.

A simple vista este concepto nos confunde pensando que todos los continuos son
descomponibles, pero en realidad existen muchos continuos indescomponibles. Por

lo que a continuacion nos enfocaremos en presentar algunas propiedades, conceptos
y dos ejemplos de continuos indescomponibles.

Ejemplo 4.1 Un arco es un continuo descomponible.

Ejemplo 4.2 La paleta. Tomemos {(z,y) € R? 122+ ¢* =1} U ([1,2] x {0}), la
paleta; esto es p= S U ([1,2] x {0}) .Es un continuo descomponible. :

Ejemplo 4.3 I-esfera es lamada curva cerrada simple. S' es un continuo descom-

pornible.
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4.1 Definicién y Propiedades de Continuos Descomponibles e
Indescomponibles T2

Ejemplo 4.4 El continuo senl es la cerradura de F donde F = {(z,sen(})) ¢
R?: 0 < z < 1}. Entonces el continuo senl = FU{(0,y) € R?: 1<y <1}, es
un continuo descomponible.

Ejemplo 4.5 El cérculo de Varsovia: Tomemos el continuo X de sen y consi-
deremos un arco Y del punto (0,1) al punio (2n,1) de tal forma que,

X NY ={{0,1), (2r, 1)}.

Fntonces 727 = X UY es llamado el Circulo de Varsovia. Fste continuo es un
continuo descomponible.

Fl siguiente teorema nos ayudard en la construccion de nuestro primer ejeraplo
de continuos indescomponibles.

Teorema 4.1 Un continuo X es mdaccénzponible st y solo si todos sus subcontinuos
propios lienen tnlerior vacto.

Demostracién.

Primero supongamos por contradiccion que X es descomponible, entonces existe
algtin subcontinuio que tiene interior no vacfo,

Sean A y B subcontinuos propios de X tales que X = AUB. Entonces X—B C A,
pero como B es cerrado y propio tenemos que

§£X-BCA
por lo que .
| A#
Ahora probaremos el ofro sentido del teorema. Tambien por contradiceién. Supong-
amos qiie A es un subcontinuo de X tal que

A+¢
entonces, X es un continuo descomponible.

Existen dos posibles casos respecto a la conexidad de X — A :

s X — A es conexo.

entonces (X — A) es un subcontinuo de X. Como A es abierto, no vacto y

wtacontenidoenA,esclaroqueﬁﬂ(X— ) = 8. Por lo tanto {X — A) es
subcontinuo propiode X y X = AU {X — A).




4.1 Definicién y Propiedades de Continues Desca
Indescomponibles

w X — A es disconexo. R
Existen dos conjuntos mutuamente separados y no vacios H y K
X - A = HUK. Por teorema 2.2 tenemos que AUH y AU K son subeq :
propios de X, y ademds e

X=(X-AJUA=(HUK)UA=(AUH)U{AUK).

En cada caso se tiene que X es la union de dos subcontinuos propios, por io
tanto X es descomponible. m
Fl siguiente es un ejemplo de un continuo indescomponible.

Ejemplo 4.6 Este continuo mdescompenible es conocido como arcoiris de Knaster,

Se construye de la siguiente manera:

Sea C es el conjunto de contor de tercios intermedios, consideremos el subcon-
junto Cp = C x {0} de R2. Ahoro construiremos todas las semicircunferencias en
R? con centro (3,0) y que pasa por alguno de los puntos de Co , entonces a la unidn
de tole circunferencias Hemémosie X,. : ”

Ahora consideremos todas las semicircunferencias en R? con coordenadss no
positivas con centro en el punte (£, 0) y par extrema puntos de Gy, denotemaos por X,
a la union de estas semicircunferencias. Seguimos el proceso inductivamente, para
cadan € N, a X, como la union de las semicircunferencias en R? con coordenadas
ne positivas que tienen por extremo pares de puntos de Cy y ceniro a (E&w,ﬁ) .

Entonees, el arcoiris de Knaster se define como X = XQUUX Tenemos

que todo subcontinuo propio de X es un arco cuyomtenm"enX esvacia Por el
teorema anterior resulta gue X es indescomponible.

En la siguiente figura 30 se muestran los primeros pasos en su construccidn.
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4.2. Composantes

Acontinuacion estudiaremos el concepto de composante, gue estd relacionado
con las propiedades gue estamos trabajando.

Definicién 4.2 5i X es un continup y p € X, lu composante de p es el conjunto
de todos los puntos x de X tales que existe algin subcontinuo propio de X que
contiene ap y . ’

Observacidn 4.2 Si tomamos un conjunto K composante, no guiere decir gue to-
dos los puntos que le pertenecen lo sean.
Por ejemplo, si X = [0,1], la composante de { es el subconjunto [0, 1), la com-

posante de 1 es (0, 1] y la de cualquier punto distinto de 0 y 1 es el intervalo {0, 1].

Por otra parte la composante de p es 1a unidn de los subcontinuos propios de X
Aue contienen a p. Por ser unién de conexos con -un punto en comiiii, tefinos que
las composantes son conexas.

Teorema 4.3 5i X es alguna composante del continuo X, el conjunto K es denso
Y conexo.

Demostracidn. Seap € X y K la composante de p. Por la observacién anterior,
tenemos que K es conexa. Ahora supongamos que K # X. Entonces, ya que K es
conexo tenemos que K es un subcontinuo propio y no vacfo { contiene a p) de X,
Por lema 2.3 existe un subcontinuo propio H de X tal que K ¢ H y K # H.
Pero entonces H es un subcontinuo propio de X que contiene a p, por lo que por
definicién de K debemos tener que H C K, lo cual implica que H = K, que es una
contradiccién. Por tanto K = X, esto quiere decir que K es denso. =

Teorema 4.4 8§ X es descomponible, X es composante de alguno de sus puntos.

Demostracién. Sean A y B dos subcontinucs propios, no vacfos de X, tal que
X = AU B. Entonces tenemos que

ANB#B,
de lo contrario tendrfamos que si

ANB =,
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X serfa disconexo. Tomemos z € AN B y K la composante de z. Como A v B son
subcontinuos propios de X que contiene a z, tenemos que

ACK y BCK,

de donde
X=AUBCK

yporlotantoK.:X. ]

4.3. Irreducibilidad.

En esta seccién estudiaremos un concepto que estd muy relacionado con €l con-
cepto de composanie y con la propiedad gue estamos estudiando.

Definicidn 4.3 5 X es un continuo y {p,¢} C X, decimos que X es irreducible
con respecto a p ¥ ¢ si no erisie ningin mbr:vntmua propio de X que conliene a
tales puntos.

Ejemplo 4.7 El intervelo es wrreducible entre 0 g 1.
Ejemplo 4.8 El continuosen = es irreducibie entre {0} x[—1,1] y el punte {27, 1).

Teorema 4.5 Sean X un condinue y p € X. Entonces X es wrreducible respecto
a p y algin otro elemento de X si y solo st la composante de p es un subconjunto

propio.

Igualmente, si X es irreducible respecto a p y ¢, cada uno de esos puntos no
pertenece a la composante del otro:
Corolario 4.6 Si el continuo X es irreducible respecto a {p,q}, entonces las com-
posantes de p y de g son subconjuntos propios de X y distintos entre sf.

Veamos ahora que los continuos descomponibles y no irreducibles tiepen exac-

tamente una composante.

Proposicién 4.7 Sea X un continuo descomnponible y no es irreducible, entam :
X posee exactamente una composante. {que es X mismo). :
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Demostracién. Por el teorema 4.4, X es composante de alguno de sus puntos. Y
por el teorema 4.5 X no tiepe composantes propias. Por lo tanto X es su tinieca

composaite. 8
Ahora veamos la propiedad para los irreducibles.

Proposicién 4.8 5i X es un continue descomponible e irreducible, entonces X
posee exactomente tres composanies.

Demostracién. Sea X un continuos descomponible e irreducible respecto a {p, ¢} .
Aplicando el teorema 4.4, resulta que X es composante, y por el corolario 4.6 ten-
emos que las composantes de p y de ¢ son subcontinuocs propios de X y son
distintos entre si.

Ya tenemos 3 composantes de X distintas entre si. Vamos a probar que estas 3
son todas sus composantes.

Sea r un elemnento de X y sea K la composante de r. Veremeos que X es uno de
los subconjuntos que acabamos de mensionar. Supongamos que K # X. Entonces
existe

ye X - K.
Como X es descomponible, posee subcontinuos propios A y B tales que

X =AUB.

Ay B no pueden coutener a ambos puntos p y ¢, ya que X es irreducible respecto
a este par, por lo que resulta que p € 4 y ¢ € B. Asumamos que r € A.

Dado que A es subcontinuos propic de X y contiene a v, A C K, de donde se
sigue que p € K. Supongamos que ¢ € K. Entonces existe un subcontinuo propio D
tal que

{r.q} C D.

Recordemos que {p,r} C A. Como y ¢ K, ningiin subcontinuo propio contiene a
{r,y}, por tanto tenemos que y ¢ Ay y ¢ D. Entonces

reAND, y¢AUD y {pg}CcAUD,

lo cual quiere decir que A U D es un subcontinuo propio de X que contiene a p y
g, lo cual es una contradiccién, pues X es irreducible respecto a tal par de puntos.
Entonces resulta que ¢ € K.

Ahora demostraremos que K es composante de p.
{C) Sea r € K. Entonces existe un subcontinuo propio F de X tal que

{r,z} C F.

RROLCRe 4
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En particular, ¢ ¢ K tenemos que ¢ ¢ F. Entonces
reAnNF, g¢ AUF

{z,p} CAUF,

por lo cual AU F es subcontinuo propio de X que contiene a z vy p. Por Jo tanto
% pertenece a la composante de p. )

(D) Sea z un elemento de la composante de p. Entonces existe un subcontinuo
propio H de X tal que
Como X es irreducible respecto a {p, ¢} tenemos que ¢ ¢ H. Por lo tanto

peHNA ¢g¢HUA y {z,vr}CHUA,

lo cual quiere decir gue H U A es subcontinub propio de X que contiene a z y r,
io cual implica que z € K.

Por lo tanto de las dos contenciones concluimos que K es precisamente la
composante de p. Hemos probado que si una composante no es X mismo, entonces
debe ser composante de alguno de los puntos respecto a los cuales X es irreducible.
Por lo tanto no existen mds composantes de las tres que teniamos y entonces X
tiene exactamente 3 composantes, m

A continuacién veremos que en realidad basta Ia unién mumerable de subcontin-
uos para formar la composante.

Teorema 4.9 Seap € X y K es la composante de p, entonces existe una coleccidn

numerable {F, : n € N} de subcontinuos propios de r toles que K = U F,.
nelR

Demostracién. Sabemos que X posee una base numerable By = {V;,VQ, .-}, con
Va # @ para cada n € N. Definamos

U,=V, - {p}, paracada necN.

Sea F, 1a componente de X — U, que contiene a p, es claro que F, es un subcontinuos
propio de X que conticne a p para cada n € N, y por dltimo sea

F={]}F.
nel

Como cada X — U es cerrado y contiene a p, es claro que F, es un subcontinuo de
X que contiene a p para cada n € N, lo cual implica que F € K. Ahora veamos que
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K C F. Sea z € K. Entonces existe un subcontinuo propio H .de X que contiene a
{z,p}. Como X — H es abierto y no vacia existe m € N tal que

Vm C X —~ H.

Entonces p ¢ meportanté
Vm""—"Um-

Es claro que H C X — Uy, y dado que H es conexo y contiene a p, se sigie que
H C F,,. Por lo tanto
2 € FpC ] Fa
. neN
Porlotanto K = | | F,. »
neN '
Teorema 4.10 5 X es un continuo indescomponible, entonces la coleccion de com-
posantes de X es mds gue numerable. :

Demostracién. El teorema afirma que todo subcontinno propio de X tiene inte-
rior vacio, y por el teorema anterior tenemos que cada composante de X es unién
numerable de tales subconjuntos.

Es claro que X es la unién de todas sus composantes, por lo que si X tuviera
una cantidad numerable de composantes, tendriamos que X es la unién numerable
de conjuntos con interior vacio, lo cual por el teorema de Baire es un absurdo {ver
teorema 1.48).

Por lo tanto X posee una cantidad mds que numerable de composantes. m

Teorema 4.11 Sean X un continuo indescomponible y K una composante, en-
tonces K es composante de cada uno de sus elementos.

Demostracién. Tomemos K composante de p v z € K. Demostraremos que K
también es composante de z. Como z € K tenemos que existe un subcontinuo propio
de Hy de X que contiene a py «. Ahora, si y pertenece a la composante de z, existe
un subcontinuo propio H de X que contiene a {z, y}, entonces = € H M Hy, y como
X es indescomponible, entonces H U Hy es un subcontinuo propio que contiene 3 p,
por lo cual estd contenido-en K. Por lo tanto y € H C K, t.e. la composante de z
estd contenida en K.

Por otra parte, 81 y € K, existe H, subcontinuo propio que contiene a p y y.
Entonces de manera similar tenemos que H,, U Hj es subcontinuo propio de X, y es
claro que contiene a z y y. Esto implica que y estd contenida en la composante de
z. Por lo tanto se sigue facilmente que K es composante de z. =

S e e et 4

)
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Abora, existe una cadena simple U, quevadebhaskae:m'
eslabanessonbolascmadasoondiﬁmetmmemora contenidas en:
Tamblénexxsteunacadenas;mple%quevadeahastabyq;mpaga
eslabones son bolascerradasoondxémetmmmqueicmtemﬂaseﬁ
.
Seguimos el proceso de manera inductiva, encontrando una sucesion
U, encajadas tales que cada eslabon de 24, tiene un didmetro menor ¢
formaquepa.racﬁanEN lacadmua,,_gvadeahamacypasapom
%uqmdebacypasapmayporultmolacadmauhvadea \
DOr €. _
Definimos X como la interseccién de las cadenas I4,. Pmeitammnaﬁ,%_
que X es un continuo. i

Ahora vamos a probar que es un continuo in&escompomﬁ&
Supongamos que existe un algin subcontinuo propio Z de X tal que §
Seay € X — Z ysea ¢ tal que B, (yf C X — Z . De la definicién de X es
X = MNpentda,_ 2. Sitomamos k € N tal que 2-3%+2 < ¢, es claro queé los
deidy, 5 contienen a a v estdn contenidos en B, (y)ypatlotantono ]
a8 Z .
Ahora, como {a,¢} € Z C X Muen Upn—a, y dado queua,,_avad_
es claro gue tomando. por una parte los eslabones de tal cadena 2 j
Wmnay,ymmapmlm,mmsem
contradiciendo su conexidad
Porh)tantoXesmedumblﬁrespectoaayc. :
De igual manera de puede probar que X es irreducible respecto a .
{a,8} y {5, c} porloqmeitmremamtermrlmphcaqua}fes ndescomipol
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