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INTRODUCCIÓN

La intención de este trabajo es dar una presentación basica de la teoría de
Continuos e lliperespacios, así como los llamados Continuos Indescomponibles.

Antes se presenta un capítula de preliminars con el objetivo de poder com-
prender de forma autocontenida el desarrollo de este trabajo. En dicho capítulo se
estudian conceptos y resultados básicos de Espacios Métricos.

Definimos un Espacio Métrico por (X, c1), con X un conjunto no vacío, y donde
des una función definida como d:XxX --> R, la cual llamamos distancia o métrica
y satisface los siguientes axiomas:

d(x,y) � 0, x, y E X

d(x,y) = 0 si y sólo si x = y, x, y E X

d(x, y) d(y,x) x, y E X

d(x, y) d(x, z)-E d(z,	 x, y,z E X.

En este prinier capítulo también vemos algunos conceptos de Espacios TopoIági-
cos, como cerradura, interior y frontera.

Es importante estudiar Conexidad y compacidad. Por lo cual vemos los conceptos
y resultados más importantes para el desarrollo de esta tesis.

Un espacio X es conexo si no existen dos conjuntos abiertos A y B en X no
vacíos tal que X=AUB y ArlB= 0.

Un subconjunto A de un espacio métrico es compacto si toda cubierta por abier-
tos de A contiene una subcubierta finita. Un espacio métrico X es compacto si,

como conjunto, X es compacto.
Por ejemplo, el intervalo cenado [0,11 considerado como un subconjunto der eje

real es compacto. El intervalo abierto (0, 1) no es compacto porque noes-eern.clo.
El eje X, considerado como un subconjunto del plano, no es compacto porque no

II



Introducción

es acotado, pero el círculo de radio 108 sobre el origen es compacto, esto no es
sorprendente, pues el mismo teorema de BolzanoWeierstrass establece que en R"
los subconjuntos compactos quedan caracterizados por ser los conjuntos cerrados y
acotados.

En el segundo capítulo definimos el concepto de Continuo y vemos los ejemplos
más usuales. Un continuo es un espacio métrico, conexo y compacto, no degenerado.

Una familia {U1 , U2,. . .U„} de subconjuntos de un espacio métrico (X, d) es una
cadena simple en X si se tiene que u,nuk # 0 si y sólo si 1j—ki < L A cada
Uk se le llama un eslabón de la cadena simple. Se dice que una cadena simple
C=	 U2,...U,,} conecta a los puntos a y b en X si a E Ui y b E	 así un
continuo X es encatlenable si Ve > O se puede cubrir con una cadena simple, cuyos
eslabones tienen diámetro e, es decir, por una e—cadena.

Para obtener un hiperespacio, podemos usar cualquier colección de subconjun-
tos de un continuo X que satisface cierta propiedad topológica. Hay algunos que
podemos destacar:

2x ={AcX:A � (hy Aescerrado} .

C (X) = {A E 2X A es conexo} , esto es, C (X) es la familia de subcontinuos
de X.

FT,(X) {A E 2x A tiene a lo más n puntos} ,con n E N.

Cr,(X) = {A e 2x : A tiene a lo más n componentes}

Una muy natural pregunta teórica sobre hiperespacios que consiste en determinar
los hiperespacios 2x , C (X),	 y	 (X) del intervalo unitario, el continuo
más familiar.

A estos espacios se les da una métrica, la métrica de Hausdorff. La cual esta
definida en la sección 2.3

Intuitivamente vemos que dos subconjuntos están cercanos con la métrica de
Hausdorff si y sólo si están empalmados uno en otro.

Comentan distintos especialistas que:
"Probablemente el primer resultado en la dirección de calcular 2' fue debido a

L. Vietoris cuando demostró (1922)... que si X es un continuo de Peano l , entonces
también lo es el hiperespacio de 	 en uno de sus primeros artículos, Wojdyslawski

'Es decir, un espacio métrico compacto, conexo y localmente conexo.
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es	 preguntó específicamente si el hiperespacio del intervalo unitario es homeomorfo al
cubo de Hilbert. El profesor Kuratowski comenta que la conjetura era bien conocida

3 y	 por topólogos polacos en los 20's.
Esto fue resuelto finalmente por Schori y West y generalizado por Schori y Curtis

en 1977, ellos probaron que:
Los Teorema de Curtis-Schori-West. Si X es un continuo de Peano, entonces:
lo.
na
da	 1) 2X es el cubo de Hilbert
)Ie
un	

C(X) es el cubo de Hilbert si X es un continuo localmente conexo

OS
en el que todos sus arcos tienen interior vacío.

n-	 3) C(X) x 1 es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Aunque su prueba y métodos tuvieron éxito, éstos eran bastante complejos.
Las técnicas de la prueba de Curtis-Schori-West involucran el uso delicado de

límites inversos, las maniobras sutiles y complicadas con refinamientos de particiones
y lo que era, en aquel tiempo, los bastante nuevos resultados acerca de topología en
dimensiones infinitas".

Un teorema de identificación para el cubo de Hilbert fue establecido posterior-
mente por Toruncczyk lo cual hizo la prueba mucho más fácil, ver [1] [9] Por lo
tanto, el problema de identificar el hiperespacio del intervalo unitario (o, de he-
cho, el problema de identificar muchos hiperespacios) se redujo a mostrar que el
hiperespacio tiene las propiedades enlistadas en las hipótesis de dicho teorema y
por consiguiente es el cubo de Hilbert.

Para los espacios en el plano, y particular para gráficas simples, los hiperespa-
cios C(X) fueron investigados por R. Duda, quién dio muchas caracterizaciones y
métodos. Ver [2] [9] .

Como capítulo 3 presentaremos L-convergencia en 2 x . Sea {A„}:`  1 una sucesión
de subconjuntos de 2x , definimos el limite inferior de A n y el limite superior de
An de la siguiente forma:

Tim inf (An) = {x E X : > 0, 3/V E N tal que Be (x) n # 0 ,Vn > N}

Lim sup(An) = {x E X : VE > 0, BE (x) n A„ � 0, para una infinidad de n' s}

ue

OS
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Introducción

Sea X un continuo, {An }T 1 una sucesión en 2X entonces el lírn inf 24„ C hm
sup Anaim inf 	 y el lim sup	 son conjuntos cerrados, y lim sup An 0 para
toda sucesion	 . Todo esto y un poco más es para probar que el hiperespacio

con la métrica de Hausdorff es conexo y compacto, esto es 2 x es un continuo.
Y por último, como capitulo 4 estudiaremos continuos descomponibles e indes-

componibles. Será necesario presentar algunos conceptos y propiedades básicas para
la construcción de dos continuos indescomponibles, y caracterizar a éstos.

Un continuo X es descomponible si X = A U B, donde A y B son subcontinuos
propios de X, en caso contrario diremos que es indescomponible.

Un continuo importantísimo no tan sólo por ser indescomponible es el así llamado
arcoiris de Knaster que construiremos en este capítulo.

Dos conceptos que nos serán muy importantes para la construcción de continuos
indescomponibles son Composantes y Continuo Irreducible.

Si X es un continuo y p e X, la composante de p es el conjunto de todos los
puntos x de X tales que existe algún subcontinuo propio de X que contiene a p y
x.

Si X es un continuo y {p, q} c X, decimos que X es irreducible con respecto a
p y q si no existe ningún subcontinuo propio de X que contiene a tales puntos.



'apítuly 1

PRELIMINARES

En este capítulo abordaremos algunas nociones y hechos básicos de topología
'general y espacios métricos, los cuales serán necerarios para comprender los si-
gtfientes capítulos, la intención de hacerlo así, es hacer de esta tesis un trabajo
autosuficiente.

Este capítulo consta de 5 secciones, en las cuales estudiaremos definición y
propiedades de espacios métricos, bolas abiertas y vecindades, conjuntos abiertos,
conjuntos cerrados, conexidad, espacios localmente conexos, compacidad y por

compacidad sucesional.

1,1. Espacios métricos
Definición 1.1 Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
no vacío y d una función que está definida como d: XxX --> IR , llamada distancia
o métrica y satisface los siguientes axiomas:

a) d(x,y) � 0, V x, y E X

cl(x, y) = 0 si y sólo si x = y, V x, y E X.

e) d(x,y) = d(y,x) V x, y E X

d) d(x, y) < d(x,z)-1- d(z, y)	 V x, y, z E X.

Veamos los ejemplos más usuales de espacios métricos, con el primero podemos
checar que a todo conjunto se le puede definir al menos una métrica.

1.



1.1 Bolas abiertas y vecindades	 2

Ejemplo 1.1 Sea X 91,d:X x X —+R tal que

si x=;
d(x,y) =	 z�..y

d es llamada métrica discreta, llamada así por que separa igualmente cada par
de puntos, y (X, d) es un espacio métrico discreto.

Ejemplo 1.-2 La métrica Usual en R , donde d : IR x	 tal que d es la
funcion definida por d(x,y) = ix — yj para cada x,y ER

El conjunto de números complejos C con la función distancia d(z , w) Iz — wl
tambien es un espacio métrico.

Ejemplo 1.3 El espacio Euclidiano n-dimensional 	 es el conjunto de n-adas
(x i , x2 ,	 , donde x4 E R pam 2 E {1,2,...,n}. Sea x =	 ...,xn)

y = (y1,y2,...,y„) E Rn , d(x,y) = siE(xi — yi )2 entonces, d es una métrica en

En R 2 = IR xIR , d ((xi,Y1) , (x2, Y2)) ii(x2 — x1)2 + (y2 Vi)2

Ejemplo 1.4 En
Entonces:

. Sean x = (x 1 ,	 = (Y1, ---yn) E

a) d0 : IR" xR. n --> IR tal que do	 = máx - yi , es una métrica en 1Rn.

d1 : Rn xR n —> R tal que dl (Y,V) = E - yil, entonces d1 es una métrica

en II".

Para p > 1, dp	 (E - yil") , es una métrica para Rn , (que es el
i=1

caso del ejemplo 1.3, si p=2)

Bolas abiertas y vecindades

Definición 1.2 Sea (X, d) un espacio métrico, x e X ye un número rea/ positivo.
El conjunto Be(x) = {y E X : d(x, y) < s} es llamado la bola abierta de radio e y
con centro en x.

i=1



1. Conjuntos abiertos	 3

ttefinición 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico, denotaremos bola cerrada de centro
x y de radio e al siguiente conjunto:

&(x) = {y X : d(x, y) < e}

Definición 1.4 Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos la esfera de centro x y
de radio e al siguiente conjunto:

Se (x) = {y E X : d(x, y) e} .

Definición 1.5 Sea (X, d) un espacio métrico yxe X. Un subconjunto A C X es

llamado vecindad o entorno de x si hay un e > O tal que Be (x) c A.

Lerna 1.1 Sea (X, d) un espacio métrico y x E X. Para cada e > 0, la bola abierta
3„;(x) es vecindad de cada uno de sus puntos.
Demostración.

Sea y E 136 (x). Vamos a probar que BE (x) es vecindad de y, para esto debemos
probar que existe una n > 0 tal que 13,7 (y) c Be(x). Como

y E Be (x), d(x, y) < e.

Elegimos n < e — d(x, y). Si xo E 8,1 (y) entonces

d(x , x0) d(x , y) + d(y, xo) < d(x, y) + n < d(x , y) + e — d(x, y) = e.

Por lo tanto xo E BE(x). así Bn(y) C Be(x) y BE(x) es vecindad de y. n

En general para espacios topológicos todo conjunto abierto tiene esta propiedad
(Teorema 1 5)

Conjuntos abiertos

Definición 1.6 Un subconjunto A de un espacio métrico X, decimos que A es un
conjunto abierto sí, para cada a E A existe e > 0 tal que si xEX y d(x, a) < E,

entonces x E A. En otras palabras A es un conjunto abierto si es vecindad de cada
uno de sus puntos.

Teorema 1.2 Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). A es un conjunto
abierto si y sólo si es unión de bolas abiertas.
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Demostración. Supongamos que A es abierto. Entonces para cada a E A existe
una B6„ (a) C A, por lo tanto A = U .86„(a) es unión de bolas abiertas.

ato
Si A es unión de bolas abiertas, entonces A = U 138a (a),

aEI

si x E A, entonces x E B6„(a) para alguna a E 1.

13,5.(a) es vecindad de x y como B5,,,(a) c A, A es vecindad de x. Asf A es
vecindad de cada uno de sus puntos y por definición A es abierto. n

Teorema 1.3 Sea (X, d) un espacio métrico.

Ei vacío es un conjunto abierto

X es un conjunto abierto.

Si Al, A2,...,An son abiertos, entonces A l fl A2 fl fl A„ es abierto.

d) Si para cada a E 1, A„ es un 'conjunto abierto, entonces U	 es abierto.
aEI

Ejemplos:

1 Las bolas de R son los intervalos abiertos de la forma

(x—e,x+ e) = {y	 :x—e<y<x+e}.

Cualquier intervalo abierto es una bola cuyo centro está en el punto medio
del intervalo y el radio es la mitad de la longitud del mismo.

2 Las bolas de R2 son círculos ( sin la circunferencia) y las de lEt s son esferas.

d. El conjunto (a, b) x (c, d) es un subconjunto abierto de R2 y (a, b) x (c, d) x (e, f)
es abierto en

Un eje de coordenadas en , n > 2 no es un conjunto abíerto.

{(x, y) E R2 : y < x2} es usa conjunto abierto

Conjuntos cerrados
En esta sección trataremos a los subconjuntos de un espacio métrico a los que

llamaremos cerrados.

Definición 1.7 Sea (X, d) un espacio métrico. A C X es cerrado si y sólo sí su
complemento es abierto.
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El siguiente teorema nos proporciona ejemplos de conjuntos cerrados y nos per-
wite construir otros.

'Teorema 1 4 sea (X, d) un espacio métrico.

X es cerrado

0 es cerrado

La unión finita de una colerrión de conjuntos cerrados es cerrada.

La intersección de una familia de conjuntos cerrados es cerrada.

Demostración. 1 y 2 es consecuencias de las propiedades de conjuntos abiertos y
cerrados.

3. y 4 se prueban utilizando las leyes de De'Morgan. n

Ejemplo 1.5 Los conjuntos finitos en la recta real son cerrados.

Ejemplo 1.6 El conjunto total siempre es cerrado y abierto en el conjunto total,
por ejemplo el intervalo [0,1] es cerrado y abierto en el intervalo [0, con la métrica
usual de relativa al [0,1] y así Cambien lo es el vacío.

-Ejemplo 1.7 La unión arbitraria de cerrados no necesariamente es cernida. Por
ejemplo si unimos los puntos de la forma es decir el conjunto A U {1} no

neN
p cerrado a pesar de ser una unión de cerrados.

rema i.5 Sea (X, d) un espacio métrico. Si A,B son cerrados disjuntos en X,
entonces existen U, V abiertos tal que A C U y B C

2. Espacios topológicos
Definición 1.8 Una familia r de subconjuntos de X es llamada una topología en
X , si satisface las siguientes propiedades:

0,Xer

Si A 1 , A2, ..., A, E T entonces n E r
i=1



n Si {Ai }jarC r , entonces U E
ier

Definición 1.9 A la pareja (X, r) , donde X es un conjunto y T es una topología
en X, la llamamos espacio topológico. A los elementos de X los llamamos puntas. A
los elementos de r los llamamos subconjuntos abiertos del espacio topológico (X, T).

Ejemplo 1.8 Sea X = {a, b,c} , T = {0, X, {a} , {a, b}} es una topología en X.

Ejemplo 1.9 Sea X un conjunto cualquiera y sea T la familia de todos los sub-
conjuntos de X, i.e. T = P(X). Entonces T es una topología en X, llamada la
topología discreta. Sea X un conjunto cualquiera y sea T {0, X}. Entonces T

es una topología en X, llamada la topología indiscreta.

Ejemplo 1.10- Sea X =	 y sea r, = {o,n, {n,n +1} , {n,n+1,n+2},...}.
Entonces T n es una topología en X, para cada n E N.

Ejemplo 1.11 Sea X un conjunto cualquiera y sea' = {0}U{ACX:X\A es finito
entonces T es una topología en X, llamada la topología complemento finito o
cortnita.

Hemos definido Vecindad, Conjuntos Abiertos y conjuntos Cerrados en un espa-
cio métrico, ahora es importante definirlos en un espacio topológico.

Definición 1.10 Sea A un conjunto en un espacio topológico (X, r). Decimos que
A es vecindad de un punto x E X <=> 3tfer netICA. Denotaremos e (x) a
la familia de vecindades de x, i.e. e (x) ={A C X : A es vecindad de X} .

Teorema 16 Un conjunto A es abierto en (X, r) es vecindad de cada unos de
sus puntos; esto es, V x E A, se tiene que A E E (x).

Definición 1.11 Sea (X, r) un espacio topológico y A C X. Decimos que A es un
conjunto cerrado en X <=> X \ A es un conjunto abierto en X.

Teorema 1.7 Sea (X, r) un espacio topológico. Una caracterización para los con-
juntos cerrados en X es:

1.2 Espacios topoh5gicos	 6

1) A C X es cerracto en X <=> [para toda xEX y VUE r, xEU A Ur1A � OxE



Espacios topológicos

a

Obien, A C Xescerradoeur<=>[Vx EX y VUE e(x)fl ,
stración.

ACX es cerrado en X•1=>X\Aes abierto en X

s WEX\A se tiene que X\AEe(x)

e*VxEX\21- 3UEr nEUCX\A

<=>VxEX\A 3UEr 3XEUAUrIA=0

44- Vx	 setieneque SUEr 9xEU A UnA=0

•4=> VX E X y VU E T 3(xEU A UnA$ (4) setieneque x A.

Por tanto tenemos

ACX es cerrado en Xi:=>[11xEX y VUEr, xEU A unA#OxE11]

esto es:

A C X es cerrado en X g VxEX y VUEe (x)fl T 3 UnA	 se tiene que x A.

1

x

Es decir :
ACXescerradoenX<*[VxEX y vUee(x)nr,UnA � OrEA1i.

Definición 1.12 Sea X un espacio topológico. Si A y B son subconjuntos de X,
decimos que están mutuamente separados si A n ?	 n B = 0.

Observación 1.8 Dos conjuntos son abiertos o cerrados ajenos están mutuamente
sepanádos. Por otra parte, si X es un espacio topológico y X = x1 U x2 (x1 y x2
mutuamente separados) es claro que X = x1 U x2 y por lo tanto x2 X

Es decir, x2 y analogamente x 1 son abiertos. Además x1 = X— x2 y por tanto
Cambien son cerrados.
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Corolario 1.9 Si X = xl U x2, xi y x2 mutuamente separados. Entonces cada
uno de los conjuntos x l y x2 es abierto y cerrado en X.

Por lo tanto, el subespacio A c X es abierto o cenado y A = Al U A2
(mutuamente separados), el argumento anterior implica que A i y A2 son abiertos
o cerrados en X.

Puntos de acumulación

Definición 1.13 Sea A un subconjunto de un espacto topológtco X y sea x E X.
Decimos que x es un punto de acumulación de A, o punto límite de A, si, y sólo
si para todo U E e(x) se cumple que U n (A — {x}) # 0.

Definición 1,14 Al conjunto de puntos de acumulación de A lo llamamos el
conjunto derivado de A y lo denotamos con A'. Esto es,

A' = {x E X : x es punto de acumulación de A} .

Teorema 1.10 Sea (X, r) un espacio topológico, A c X yxeX. Entonces, para
todo U e(x), se tiene U n A	 <=> x A V xEA'.

Demostración. sea ACX,xeXy supongamos que UnA 0 YUEe(x).
Si x E A ya terminamos.
Supongamos que x A, entonces

17 n (A - {x}) � OVUEe(x).

Asi,
U n(A— {x}) #OVUEe(x).

xEA'.PorlotantoxEA v x A'.
=) Sea xeXy supongamos que xEAVrE A'. Probemos que VUEE (x), se

tiene ü n	 0. Para x E A', tenemos que

U n (A — {x}) # (11	 E e (x) .

Se sigue que,
UnA0VUEE(x).

Para x E A, es evidente que xEt/nA VUEE (x), pues x E con x A. Por
tanto, tambien en este caso se cumple que

UnA$OVUEe(x).

Por lo tanto VUEe (x), se tiene U n A 0. n
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leraa 1.11 Sea A un subconjunto del espacio topológico (X,r). Entonces A es ce-

rrado A' C A.

Teorema 1.12 Sea (X, r) un espacio topológico y sea A C X . Entonces, A U A' es
un conjunto cerrado.

Definición 1.15 Sea (X, un espacio topológico. Una colección E de conjuntos
abiertos de X es una base en X para la topología r <=> VA€ r 3 A L fD se tiene
que A es unión de elementos que pertenecen a 13 .

Definición 1.16 Sea (X, r) un espacio topológico y sea P C r. Decimos que P es
una subbase para r » la familia de intersecciones de subeolecciones finitas de P
unida con {X} es una base para r.

De modo que si (X,r) es un espacio topológico y P es una subbase pavo T.
entonces

A.ETS
ny

 conSg E P.
jEJ

Definición 1.17 Sea (X, r) un espacio topológico y sea Y un subconjunto de X . En-
tonces, la topología en Y, definida por Ty = {YnA:AET}, es llamada topología
relativa por la topología T E X. Al espacio topológico (Y, ry) se le llama subespacio
topológico de (X, r). si A E ry, entonces A es llamado conjunto abierto en Y y
Y\A es llamado conjunto cerrado en Y.

1.3. Cerradura, Interior y Frontera.

En este capítulo abordaremos los conceptos y propiedades más básicas de ce-
rradura, interior y frontera en un espacio topólogico.

Definición 1.18 Sea (X, r) un espacio topológico. Definimos la cerradura o ade-
herencia de A C X como la intersección de todos los miembros de la fami-
lia de conjuntos cerrados en X que contienen a A; y lo denotamos A, esto es,
A=n{B C X :B es cerrado en X y AC 13}.

Observación 1.13 En seguida se observa que:
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a)AcTA-yAic-Á.

Si F es un conjunto cenado que contiene a A, entonces A C A C F. Es decir,
A es el cerrado más pequeño que contiene a A.

Si A C B, entonces A C

d) A es cerrado A= A.

Teorema 1 14 Para todo conjunto A en un espacio topológico (X, r) se cumple
CAY =- A'.

Demostración. Sabemos que A C A, y como al tomar derivados se preserva el
sentido de la inclusión:

A' C (A)'	 (1)

Podemos suponer que (2)' 	 0, ya que de lo contrario, la tesis seria cierta
trivialmente.

Tomemos entonces un x E (A)' cualquiera y veamos que x E A'. En efecto, sea S un
entorno de x. S contiene infinitos puntos de A, es decir, infinitos puntos de A U A',
y por cada

yESn211,

S es tambien entorno de y, pero y E A', de manera que S contiene infinitos puntos
de A'. En resumen, S contiene infinitos puntos de A en todo caso, lo cual implica
que x E A'. Hemos demostrado que

(A) ' c A',

que tomando junto con (1) demuestra el teorema. n

Teorema 1 15 Sea (X, un espacio topológico y sea A un subcojunto de X. En-
tonces,A = AU A'.

Demostración. Probamos en el teorema 112 que A U A' es un conjunto cerrado
y, claramente, contiene a A. Por tanto,

c AUK
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os que tambien se cumple la contención contraria, esto es,
bs3enrese que

ACÁ A' C

cerrado, por definición, tenemos que A contiene al conjunto de sus
Le CAT c t1. 	 lo tanto,

C CAY C ;17

C

Au 211

igualdad deseada,

Á=AuA'.

16 Sean (X, d) un espacio métrico y Y C X. Si Y = A U Ef, donde
cerrados ajenos relativos a Y entonces ÁnB=OyAnT3=0.

km. Como A es cerrado relativo a Y , tenemos que A = Y n A. De

ÁnB=.71,n(YnB)--(ÁnlinB=AnB-----0.

teAnT3=0. •

1.17 Sean A y 13 conjuntos cualesquiera en un espacio métrico, en-

a que

B=ÁUE.

1.19 Sea X un espacio topológico. Decimos que x E A es un punto de
de A C X tr> x E A. O equivalentemente, VU E e (x) , se tiene que
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Definición 1.20 Sea X un espacio topológico. Decimos que x E A es un punto
aislado de A C X <=> 3 U E e(x) tal que U n (A — {x}) =

Definición 1.21 Sea (X, r) un espacio topológico y sea A un subconjunto de X .
Se dice que x E A es un punto interior de A A E e (x) . Al conjunto de puntos
interiores de A lo llamamos interior del conjunto A y lo denotamos Á. Esto es,
A = {x E A : x es punto interior de A}

En consecuencia de la definición tenemos que tl C A. Á puede ser vacío sin que
lo sea A

Lema 1.18 Sea (X, r) un espacio topológico y sea A un subconjunto de X. En-
tonces, A es un conjunto abierto. Además A es el máximo abierto contenido en A,
esto es

A= U {B C A: B abierto en X}

Teorema 1 19 Sea (X, r) un espacio topológico y sea A un subconjunto de X.
Entonces, A es abierto en X 4 A = A.

Observación 1.20 Para todo conjunto A de un espacio topológico (X, r) se verifi-
ca: .

X—A=X— Á.

Definición 1.22 Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X, r). Definimos
la frontera de A como el conjunto F,.(A) = A n (X —

Observación 1.21 La frontera es un conjunto cerrado, pues es intersección de
conjuntos cerrados.

Lema 1.22 Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X, r) Entonces,

F,. (A) =	 — n (X — (X — A)°)

Demostración.

(A) = A n (X — A) = (X — (X — A)) n (X — A) = (X — (X — A)°) n (X= Á)

teorema 1 23 Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X, r) . Entonces,
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A —

(A)

ado* Fr (A) c A

Ang(A)=0.

a de un conjunto no vacío puede muy bien resultar yacía. Por ejemplo,

espacio topológico discretos Aquí todo subconjunto de X es abierto y
tanto, igual a su interior y a su cerradura. De ahí que, VAc X, se

F, (A)	 (X — 44) n (X — (X — Ar,
Fr (A) = (X — A) n (X — (X — A))
Fr (A) = (X — A)n A = (4.

Continuidad y Homeomorfismos

n 1.23 Una función f : X Y, donde el dominio X y el rango Y son
pológicos, es continua en un punto x0 E X .44, para toda A E ry con
3 B ETx con xo B tal que f (B) c A.

da 1.24 De la definición de base de una topologia, resulta que nuPstra
de continuidad no se altera si cambiamos en ella la expresión conjunto

r elemento básico.
,caso de que X y Y sean espacios métricos, de lo anterior resulta entonces

Y es continua en el punto xper<=>Ye>C13 > 0

f (13,5 (xo,)) c Be (f (xo))

n 1.24 Sean X y Y espacios topológicos. Una función f : X —1 Y es
en X si y sólo si, es continua en cada punto de X.
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Teorema 1.25 Sea f 	 X	 Y una función de un espacio topológico X en un
espacio topológico Y. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) f es continua
ü) Para cualquier abierto U de Y, f (U) es abierto en X

Para cualquier cerrado F de Y, f	 (F) es cerrado en X.
Para todo A C X, f CAD C f (A). 

v) Para todo B C Y, f -1 (B) D f —1 (B).

Demostración.	 (ü)
Sea U un abierto en Y. Tomemos x E f -1 (U) . Por hipótesis, f es continua en

X. En particular, f es continua en x. Por definición de continuidad en un punto,
existe un abierto V, que contiene a x tal que f (V2 ) C U.

Así,
Vx C f-1(u)

y entonces, resulta que
(U)	 U

ref-1(U)

y, por tanto, f-1 (U) es abierto, pues es unión de conjuntos abiertos.

(iii)
Sea F un conjunto cerrado en Y. Entonces, \F es abierto en Y y, por tanto,

f -1 (Y\F) es abierto en X. Pero,

f -1 (Y \P) = X\ f-1 (P) .

Así, X\ f- 1 (F) es abierto en X. Por lo tanto, f-/ (F) es cenado en X.

(iv)
Sea A C X. Observemos que f (A) es un conjunto cerrado en Y. Por hipótesis,

se sigue que f -1 (f (A)) es un conjunto cerrado en X. Además claramente, A C

(f (A)) , ya que f (A) C f (A). Pero, A es el menor cerrado que contiene a A;

por tanto,	 (f (A)) . Y esto implica que f (Á) C f (A)•
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Sea B C Y y pongamos A = f -1 (13) Por hipótesis tenemos que

f (A) S f (A). f--' (8))c B

fC.74).c.B

4	 (B)

(n )	 (i)
Sea x E X cualquiera y sea N un abierto en Y tal que f (x) E N. Entonces,

Y\N = B es cerrado en Y y, por hipótesis, tenemos

f--1 ( 49)	 ()

Pero, ya que B es cenado en Y, C-1 -3 = B), esto es lo mismo que

	f- 1 (B)	 (B).

Por tanto, f B) es cerrado en X, de donde M = X\f--1 (B) es abierto en X
y contiene a x. Adem4.s, f (M) C 1V. Por lo tanto f es continua en x y como x
fue arbitrario, se concluye que f es continua. n

Definición  1.25 Sean (X,rz.) y (17, Ty espacios topotógicos. Una función f :
X -› Y es llamada un honwomorfierno 4.> f es biyectiva y continuo y, además,
f-1 tambien es continua. En tal caso que X y Y son espacios homeomorfos y esto
lo denotamos por X -'14. Y Esto lo podemos escribir también así:

X es horneomorfo a Y 3f : X -+ Y y g :Y --> .21" continuas,
una inversa de la otra ( i.e. f o g = ly y y o f= lx)

Ejemplo 1.12 Tomemos k con latopología usual. Entonces f : R (-1, 1) defini-
da como

	

f (x) 	I+ ixj
es continua, biyectiva y su inversa, dada por

	

f-1(Y) 	1 + .1y1

tambien es continua. Así f es un homeomorfismo.
En general,	 es homeomorfo a la bola unitaria mediante el homeomorfismo

x 1+	  donde =	 x2, x )	 =fxr
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1.5. Conexidad.
A continuación, este capítulo está dedicado al concepto de conexidad, el cual

definiremos en un espacio métrico con el fin de dar una mejor comprensión en el
desarrollo de la teoría de continuos. Se tratará de ver las propiedades más indis-
pensables para temas posteriores.

Definición 1.26 Sea X un espacio métrico. Diremos que es conexo sí, y sólo si,
no existe ningún par de conjuntos abiertos no vacíos A y B en X tal que X = AU B
y A fl B = 0. Si X no es conexo entonces X es disconexo.

Diremos que un subconjunto E C X es conexo si (E, d) es un espacio métrico
conexo, es decir, no existe ningún par de conjuntos abiertos no vacíos A y B en E
tal que E AU B y AnB= 0.

A partir de la definición podemos observar que un espacio X es conexo sí y sólo
si los únicos conjuntos abiertos y cerrados a la vez en (X, d) son el conjunto vacío 0
y X. Así mismo, la definición de conexidad es equivalente a pedir que los conjuntos
A, B sean cerrados en X en vez de abiertos. De la definición los conjuntos A y B
menen ser conjuntos cerrados en X.

Podemos ver que tambien es equivalente a la definición decir que un espacio X
es COMIKO y sólo si, A,B c X tales que (A n 19) u (Á n B) =0, X = AUB.

Ejemplo 1.13 Sea X = R con la métrica usual y Y = [0, l]Li [2, 3] . Y es disconexo.
En efecto,

[0, 1] =Y n (-12 , 13) y {2,3] Y n (-3
2 )

tanto [0,1] como 12, 3] son abiertos relativos de Y, además fO, 1] n 12,3] = 0. Por
lo tanto Y es disconexo.

Teorema 1.26 Si A y B son conjuntos en (X, d) tales que A es conexo yAc Bc
A. Entonces B es conexo.

Demostración. Supongamos que B es disconexo, entonces B = SU T , donde S y
T son conjuntos abiertos relativos ajenos a B. Como A c B, tenemos que , A c S
ó A c T, digamos que A c S por teorema 1 15, nT =0, como A c S , c -S1
(ver observacion 1.16) , de donde B nT = 0, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto B es conexo. n
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Corolario 1.27 Si A es un conjunto conexo, entonces Á es conexo.

Demostración. A c A c Ay aplicando el teorema anterior obtenemos lo deseado.

Definición 1.27 Sean (X, d) un espacio métrico y x, y E X . Una trayectoria de x
a y es una función continua f : [0,1} -- X tal que f (0) = x y f(1) y. Si todo

8;	 par de puntos de X pueden ser unidos por una trayectoria, entonces X es conexo
Br	 por trayectorias o arco-conexo.

ice ', `

	

	 1.28 Sea X un espacio de Hausdorff, conexo por arcos, sí y sólo si es
conexo por trayectorias.

Recordemos que X es conexo por arcos si para cada p, q E X, p q, existe
a : [0,11 --> X tal que a (0) = 1 y a (1) =,q. Observemos que si X es conexo por
arcos, entonces X es conexo por trayectorias, pero el reciproco es falso, por ejemplo
si tomamos X = [0,1) U {y, z} con la topoIogía relativa de R. y, z O [0,1), luego
X es conexo por trayectorias pero los punto y y z no pueden ser conectados por
ningún arco en X. Por tanto X no es conexo por arcos.

Teorema 1.29 Sean (X,d) un espacio métrico, A C X y A es arco~ w.
entonces A es conexo.

Demostración.
Supongamos que A no es conexo.
Entonces, existen 5,T C A ambos abiertos en A, ajenos y no vacíos, tales que

A=SuT.
Sean s E S, t E T. Como A es arco-conexo existe una curva f : [0,1] —› A

f (0) = s y f (1) = t.
Sea C = f ([0,1]) C A.
Observemos que C es conexo, pues C C n A = (C n s) U (C n T), y

s= f (0) e n s, f(1)ECnT.

Sabemos que S = Sl n A, Sl abierto de X, y que T = T1 n A, T1 abierto de X.

cnA,-cns,nAr-cnsiabiertodea
S	 Análogamente C n T abierto de C.

Por lo tanto C no es conexo, lo cual es imposible. n
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Ejemplo 1.14 El continuo sen es la cerradura de F donde F {(x ,sen(1)) €
R2 : 0 < x < 1}. Por el corolario anterior F es conexo. Entonces el continuo
sen1 F U {(0, y) R2 : -1 < y <	 Ver figura I.

figura I.

Teorema 1.30 Sea Y una familia de conjuntos conexos en el espacio métrico (X, d) .
Si existe un Ao E Y tal que V A € Y, AnAo$0, entonces B=	 A es conexo.

ACY

Demostración. Supongamos que B no es conexo.
Sean S y T conjuntos abiertos en (X, d) tales que

B--“SnB)u(TnB) y (SfB)n(TnB) = 0.

Ibmemos un A E Y cualquiera. Como A c B tenemos:

A=(SnA)u(TnA) y (SnA)n(TnA)=0;

pero A es conexo y, por lo tanto, no admite disconexión, o sea que

TnA= 0

(o bien S n A = 0 y las consecuencias serían análogas), de donde

A=SnA(csA=TnA)

es decir,
AcS(6AcT).

En particular, supongamos que
Ao c S.
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para algún
AEY tal que A c T,

Stoaces
A n Ao c (S n B) n (T n B) -= 0,

ual contradice la hipótesis. De manera que

VA E Y tal que A c S

• lo cual implica B c S, es decir B = B n S, de donde TnB=Oy B es conexo por
no admitir disconexión. n

Corolario 1.31 Si Y es una familia de conjuntos conexos de (X,d) tal que

fl A
AEY

entonces U A es conexo.
AEY

Teorema 1 32 Si f es una función continua del espacio métrico conexo X sobre
el espacio métrico Y, entonces Y es conexo.

Demostración. Si Y no fuese conexo, entonces habría conjuntos abiertos no vacíos
A y13 en Y tales que Y A U B, y AnB = Entonces,

X = f-1 (Y) f (AU B) = f-1 (A)U f-1 (B)

f-1 (A) n 1-1 (B) =-/-1 (An B)= f-1 (0)= 0.
Además, como f es continua y sobre, 	 (A) y f-1 (B) son abiertos en X y no
vacíos. Por lo tanto X es disconexo. Lo cual es una contradicción. Por lo tanto Y
es conexo. n

Proposición 1.33 Un conjunto no vacío A en R es conexo si, y sólo si, es
intervalo.

Demostración. Supongase primero que A no es un intervalo. Entonces, para al-
gunos puntos a y b en A con a<b,existeunxe(a,b)tal que x0A. Entonces,
los conjuntos X = A fl (—oo, x)yY = A fl (x, oo) son conjuntos abiertos no vacíos
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en el subespacio A, tales que A=XUY y XnY = 0. Por tanto. si A no es un
intervalo, entonces no puede ser conexo.

A continuación, supongase que A no es conexo. Entonces, existen conjuntos abiertos
no vacíos X y Y en el subespacio A tales que

A=XUY y XnY =0.

Tomemos aEXybE Y. Podemos suponer que a< b. Demostraremos (a, b) A y
que, por tanto, A no es un intervalo. Supóngase que (a, b) c A y, por consiguiente,
que [a,b] c A. Sea c = sup (X n [a, b]) . Entonces, c E [a, b] c A, y como X es
cerrado en el subespacio A, c E X. Aprovechando que b E Y, podemos afirmar que
c E Xn [a, b). Como X es abierto en el subespacio A, existe un e > 0 tal que

c+eE Xn [a, b),

lo cual contradice el hecho de que c = sup (X n [a, b])

Como una aplicación del teorema anterior:

Proposición 1.34 (Teorema del valor intermedio.) Sea f una función continua
de un espacio métrico (X, r) en H2. Si a y b pertenecen a un conjunto conexo A en
X y si f (a) < f (b), entonces, para cualquier t E (f (a) , f (b)), existe un punto
c E A tal que f (c) = t.

Demostración. Como f (A) es un conjunto conexo en IR, es un intervalo. Luego si
f (a) y f (b) pertenecen a f (A), entonces (f (a) , f (b)) c f (A) . n

Definición 1.28 Diremos que un conjunto A es un arco si es un espacio horneo-
morfo al intervalo [0, 1] .

Teorema 1 35 Si A es un arco en un espacio métrico, entonces A es conexo.

Demostración. Como A es la imaaen continua de un conjunto conexo en
tambien conexo. n

Espacios localmente conexos

Definición 1.29 Decimos que un espacio métrico (X, d) es localmente conexo
si para todo punto x E A y todo entorno S de x, existe un entorno T de x tal que
T c S yT es conexo.
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'teorema 1.36 Si en (X, d) toda bola abierta es un conjunto conexo, entonces
(X, d) es un espacio conexo y localmente conexo.

Demostración. Sea x E X y S un entorno cualquiera de x. Como S es abierto
y x E S, existe un r > 0 tal que B, (x)C S; pero BT (x) es un entorno de x y,
por hipótesis, conexo. (X , d) es pues localmente conexo. Para demostrar que X es
conexo, tomemos un x0 E X cualquiera. Es inmediato que

X = U Bn (x0) ,
nEN
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A
dente
X es

que
te

ttinua
A en

punt

ego si

mteo-

nezo
que

donde N es el conjunto de los números naturales Ahora bien, cada una de las
B„ (x0) es conexa y la intersección de todas ellas no es vacía, ya que x0 está en
todas. Concluimos que su unión, o sea X es conexo. n

Definición 1.30 Si (X, d) es un espacio métrico pACX es una componente de
X si A es conexo y para cualquier subconjunto conexo B de X tal que A c B se
tiene que B = A.

Teorema 1.37 Un espacio métrico (X, d) es tocatmente conexo si y sólo si tas
componentes de todo conjunto abierto son abiertos.

Demostración. Supongamos que las componentes de todo conjunto abierto son
abiertos. Sea x E X y S un entorno cualquiera de x. Designemos por T a la
componente de S que contiene a x. Entonces T es conexo, T c SyT es un entorno
de x por ser abierto en virtud de la hipótesis. O sea que (X, d) es locahnente conexo.

Recíprocamente, supongamos que (X, d) es localmente conexo y sea A un conjun-
to abierto. Consideremos una componente C de A y demostremos que es abierto.
Tomemos un x E C C A, de donde x E A y por ser A abierto, A es entorno de
x. Pero existe un entorno S de x tal que S c A, lo cual implica por ser C una
componente, que A c C.

Ahora bien, C es evidentemente la unión de todos los conjuntos abiertos S
.nrresoonaientes a cana uno de sus puntos. C es, pues, un conjunto abierto por ser
la unión de abiertos. n

Corolario 1.38 La recta real es un espacio conexo y localmente conexo.

Demostración. Una esfera abierta es un intervalo y, en virtud del teorema anterior,
un conjunto conexo. Se aplica entonces el Teorema 1 37. n
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1.6. Conjuntos compactos

Definición 1.31 Sea (X, d) un espacio métrico. Una familia U	 {Ux} Ael de
subconjuntos de X es una cubierta de X si X Ç.I.J U, Si U' C U y tarnbien

AGI

es una cubierta de X , entonen U' es una subcubierta de X Si todos los elementos
de una cubierta U de X son abiertos de X entonces Tl es una cubierta abierta de
X.

Definición 1.32 Un subconjunto A de un espacio métrico es compacto si toda
cubierta por abiertos de A contiene una subcubierta finita. Un espacio métrico X
es compacto si, como conjunto, X es compacto.

Teorema 1.39 ( Heine—Borel). Si Y es un subconjunto de le entonces Y es com-
pacto si y sólo si, Y es cerrado y acotado (esto es,existe r>0 tal que Y c Br (ü)) .

Proposición 1.40 Un conjunto compacto en un espacio métrico es cerrado y aco-
tado.

Demostración.
Sea A un conjunto compacto en el espacio métrico X. Para verificar que A es

cerrado, tomemos x E X \ A. Para cada y E A existen vecindades abiertas Ny (x) y
N (y) de x y y , respectivamente, con la propiedad de que

N (y) n Ny (x) = 0.

La colección {N (y) y E A} es una cubierta de A. Como A es compacto, esta cu-
bierta abierta tiene una subcubierta finita

{N (y) : y E F, con F finito}

Entonces, el conjunto n Ny (x) es una vecindad abierta de x que no intersecta con
yEF

A. Luego X \ A es abierto y, por ende, A es cerrado. Para ver que A es acotado,
consideremos la cubierta abierta de A

{Bi (y) : y E F, con F finito}

Por la compacidad también contiene una. subcubierta finita que cubre a A. Y por
teorema de Heine-Borel A es acotado. n
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Proposición 1.41 Un conjunto cerrado en un espacio métrico compacto es com-

pacto.

Demostración.
Sea A un conjunto cerrado en el espacio métrico compacto X. Sea {U, : s E S}

una cubierta abierta de A. Si añadimos el conjunto abierto X \ A a la coleción
{TL, : s E S}, obtenemos una cubierta abierta de X. Como X es compacto, esta
cubierta abierta contiene una subcubierta finita deX. Por tanto, al remover X \ A
(si está presente) de esta cubierta finita, se produce una subcubierta finita de la
cubierta {U, : s E S} de

la
Teorema 1.42 Sean (X,d) y (Y,dt) espacios métricos. Si f : X —> Y es una
función continua y suprayectiva, y X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostración. Sea U = {UÁ }AEI 
una cubierta abierta de Y. Como f es continua,

la familia {f (U4)} es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen

)117 A2, .- -An E I tales que X = u	 (Ux), de donde
k=1

Y = f (X) = f CJ f-1 (U4) = (Ji f (f-1 (UA )) C ü UAt.

k-=1	 k----1

De aquí tenemos que {A1, A2, .. . An} es una subcubierta finita de Y. n

Definición 1.33 Diremos que un espacio X tiene la propiedad de intersección
finita, si para toda familia de cerrados{C;}iEI tal que cualquier número finito de
ellos tiene intersección no vacía, se cumple que n,EIC; es no vacía.

Teorema 1.43 Un espacio X es compacto si, y sólo si, posee la propiedad de
intersección finita.

Demostración.	 Supongamos que X es compacto y {C,},E1 una familia de
cerrados tal que cualquier número finito de ellos tienen intersección no vacía. Por
contradicción. Si nzG/C, = 0 llegamos a una contradicción. En efecto,

	

x = x -	 Utei (x - Cz).
{X — Ci };ei es un recubrimiento abierto de X, y por lo tanto, existe un subre-
cubrimiento finito {X — q, ..., X — en} Entonces,

12
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0 = n C2 n C3 n n c„.
Lo cual contradice nuestra hipotesia

Supongamos que X tiene la propiedad de intersección finita. Sea U = {Ui}{ei
un recubrimiento abierto de X. Veamos que si no existiera un subrecubrimien-
to finito llegaríamos a una contradicción, en efecto, para toda subfamilia finita
{111 , U2 ,	 deU se tiene

X - (1.11 U U2 U U ) 0.

Luego,
(X - U)n(X - U2)n...n(X - U„),40,

niE/ (X Ui) 0,

se sigue que X -	 0. n

Teorema 1.44 La imagen continua de un espacio compacto es compacta.

Demostración. Sea X uu espacio compacto y definamos f como la función
continua de X en un espacio métrico Y. Sea {U3 : s E S} una cubierta abierta de
f (X) . Entonces,

{f-1 (115) : s E S}

es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita

(Us) s S' C S} de X.

Entonces, {Us : s E S' C S} es una subcubierta finita de f (X). Por ende, f (X) es
compacto. wit

Definición 1.34 (Espacio de Hausdod) . Para dos puntos diferentes x, y E X Siem-
pre existen vecindades Vx E V (x) y 14/ E V (y) que son disjuntas.

Definición 1.35 (Espacio regular, espacio normal). Un espacio topológico (X, r)
se llama regular, si es de Hausdorff y para cada subconjunto cerrado A c X y
cada x A existe una vecindad UA E V (A) y Vi E V (x) que cumplen: uAn
vx = 0. Y llamaremos normal, si es de Hausdorff y para dos subconjuntos cerrados
disjuntos A y B existen siempre vecindades UA E V (A) y Vg E V (B) que son
disjuntas.
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enaa 1.45 Todo espacio topológico (X,'r) de Hausdmff y compacto. es normal.

ostración. Por 1.41, todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto.

1.46 ( de Baire). Sea X un espacio compacto y Hausdorff no vado.

amos que X a- u Fn. Entonces F. 0 para algún n E N
nEN

ostración. Supongamos que	 0 para toda n E N. Queremos probar
X u Fn- Para esto, construiremos una sucesión de cerrados no vacíos de X

nEN
propiedad de la intersección finita. Sea G9 un abierto no vacío de X. Como

-= 0, entonces tenerno 00\11 es abierto y no vado. Por la regularidad de X,
e un abierto Gi , no vacío tal que Gl C GoN,F1 . De la misma manera, dado Gn
truimos un abierto Gn4.1 tal que

On+1 C Gn\ Fn+1 C Gn

que la sucesión de cerrados {Gn}nEN tiene la propiedad de la intesección finita
`por la compacidad de X, n	 $ De aquí que

nEN

X .,Y\\ ÍÍ Gn = u (x\pD uF„D U F,..
nEN	 nEN	 nEN	 nEN

contradice que X -=
nEN

Compacidad secuencial

'ción 1.36 Un espacio métrico X es secuencialmente compacto si toda
ión en X posee una subsucesión convergente.

ma 1.47 Sea {An n E N} una colección de conjuntos compactos tales que

C An+i , n E N. Si U es un conjunto abierto en Al tal que n An C U, entonces
n=1

eNEN tal que AN c U para cada n > N.

tración.
Supongamos que tal N no existe, entonces Al U, A2 U, en general An U
a cada n E N. Luego hacemos

A = {An\U : n E N} ,
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que es una colección de cerrados no vacíos tal que cada subcolección finita de A tiene
intersección no vacía, se sigue que An\U 0 por caracterización de compacidad

n=1
y además la colección de	 tiene la propiedad de intersección finita. Sea p E
00	 00	 00n An\U se tiene que p E (}An ypsÉU. Por lo tanto n An Z U. n

n=. 1	 n=1	 n=1

Teorema 1.48 Un espacio métrico compacto es secuencialrnente compacto.

Demostración. Sea X un espacio métrico compacto y sea {x,4 77 1 una sucesión en
X. Supóngase que {xn}cii no tiene ninguna subsucesión convergente; es decir, que
{x,„}' 1. carece de puntos límite. Entonces, para cada x E X, existe una vecindad
abierta N (x) que contiene solamente un número finito de términos de 	 La
colección

{N (x) : x E X}

es una cubierta abierta de X y por ende, tiene una subcubierta finita. Esto impli-
ca que {x47 1 tiene sólo un número finito de términos; por tanto, no puede ser
verdadera la hipótesis de que {xn}a°_ 1 no tiene ninguna subsucesión convergente. n

Definición 1.37 Sea (X, d) un espacio métrico, A C X	 es totalemente acotado
si para cada e > 0 existe una colección finita de puntos	 x2, ...xn} C X tal que

71

A C._ u B (xi) .

Proposición 1.49 Sea (X, d) un espacio métrico secuencialmente compacto. En-
tonces X está totalmente acotado.

Demostración.
Supóngase que X no está totalmente acotado. Entonces existe un e > 0 tal que,

para cada colección finita {x, : i = 1,	 k} existe un punto x E X tal que,

	

d (x, x,) > E para cada i = 1, ..., k.	 (*)
Por consiguiente podemos construir una sucesión (yn) con la propiedad de que
d(y„,y,n)	 para m n.

Sea x E X, para {xi	 = 1, ..., k} existe un punto y E X tal que d (y, x) > E.

Sea yl = x, y2 = y. Ahora,	 y2} por (*) existe y3 E X tal que

d (y3, Yi)	 y d (Ya, y2)> e
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e

Le

procediendo inductivamente podemos hallar (yn) sucesión en X tal que

d (y„, ym) _� e Vm n,

es decir (yn) no posee una subsucesión convergente y, por tanto, X no es secuen-
cíamente compacto. n

Definición 1.38 Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Diremos que A es acotado
si diam (A) < oo , donde diam (A) = sup {d (x, y) : x, y. e A}

Lema 1.50 Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {U3 : s E S}
una cubierta abierta de X. Entonces existe n E N tal que para todo x E X, Bi(x)
esta contenido en algún elemento de la cubierta.

Demostración.
Supongamos por contradicción que,

Vn N3x„ E X 381 (x)

no está contenida en ningún elemento de la cubierta {U, : s E S} . La sucesión
r° posee una subsucesión (xn,17 1 convergente, como

xnfr,
1/4.1 U8,

IEI

entonces,
so
	

E U3o.

Luego 3 > 0 /36 (x) C Uso.
Podemos elegir k suficientemente grande, k > a a xn E 131 (x) , así

BJ ( ) C fis (x) C Un.

Lo cual es una contradicción, pues estamos suponiendo que Bi (x) no esta contenida
en Ut. n

Lema 1.51 Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y {(1, : s E S}
una cubierta abierta de X . Entonces existe b > 0 tal que todo subconjunto A C X,
diam (A) < ó está contenido en algún
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Demostración. Por el lema anterior, existe n E N 3 I x E X .131 (x) C Ut),

donde U5(x) es un abierto de la cubierta dada. Tomemos ó < y sea

A C X g diam (A) < 6.

SearEAAC B6 (X) C 13.1 (X) C 8(x). Ahora sea yEAd (x , y) <6yE
B6 (X) . n

Teorema 1.52 Un espacio métrico secuencialmente compacto es compacto.

Demostración. Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {Us : s E 8)
una cubierta abierta de X . Por el lema anterior existe 5 > 0 tal que todo sub-
conjunto A C X, con diam (A) < 5 está contenido en algún U3( i . Como X está
totalmente acotado, para r = 4 existe una colección finita de puntos del espa-

Ci0 9 X15 X2, ---) Xri EX 9X -r-U B5 (x2)- Pero el diam (B ) <	 <	 V

	

0. 7	 2)j=1 52.
j 1,2, . nr,entonces existe	 en la cubierta dada, tal que ./38 (x-3 ) C	 con

2
j =	 entonces X = Us, . Por lo tanto X es compacto.

J=1

Corolario 1.53 Un espacio métrico (X, d) es compacto es secuencialmente com-
pacto.
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Capítulo 2

CONTINUOS E
HIPERESPACIOS

En el capitulo anterior hemos estudiado algunas propiedades de espacios métri-
cos, compacidad y conexidad, estos conceptos nos ayudará en la comprensión de
teoría de continuos, que a continuación abordaremos en este capítulo.

2.1. Definición y ejemplos de Continuos
Daremos la definición de Continuo e hiperespacíos y veremos los ejemplos más

usuales. Así como tambien presentaremos una de las técnicas más importantes para
obtener ejemplos de continuos usando la intersección anidada. Y estudiaremos a los
llamados continuos encadenables.

Definición 2.1 Un continuo es un espacio métrico, no degenerado, compacto y
conexo. Un subcontínuo es un continuo el cual está contenido en un espacío.

Ejemplo 2.1 Un arco es un continuo pues es homeomorfo a un intervalo cerrado.
Ver figura 2.

29
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figura 2.

Ejemplo 2.2 Cualquier espacio que sea homeomorfo a = {x E Rn+1 :11 x 11= 1}
es llamado una n-esfera. En particular 1-esfera es llamada curva cerrada simple.
Toda n-esfera es un continuo. Ver figura 3. Y D" = {x E IIFn : 1.1x11 < 1}. Ver figura
4. Toda n-esfera es un continuo y Dn son continuos.

figura 3.

figura 4.

Ejemplo 2.3 La paleta. Tomemos {(x,y) E R2 : x2 + y2 = 1} U ([1, 2] x {0}) , la
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ta; esto es p = Si U ([1, 2] x {0}) Es un continuo. Ver figura 5.

o-
figura 5.

Ejemplo 2.4 El continuo sen y es la cenodura de F, donde
F= {(x,sen(x)) E 2 : 0 < < i}
Entonces el continuo sen1 = F U {(0, y) E R2 : -1 < y < 1} Ver figura 6.

figura 6.

Ejemplo 2.5 El círculo de Varsovia: Tomemos el continuo X de sen s y conside-
remos un arco Y del punto (0, 1) al punto (27r,1) de tal forma que

X n Y = {(0, 1), (27r, I)} .

Entonces Z=XUY es llamado el Circulo de Varsovia. Ver figura 7.
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figura

Ejemplo 2.6 El Triodo Simple T. Es el continuo que formamos con la unión de
tres segmentos (arcos) unidos por un punto que es el punto extremo de cada uno de
ellos (segmentos). Este lo podemos expresar por T ([-1, x {0})u({0} x [0,1]) ,
ver figura 8.

figura 8.

En general el n-odo simple es el continuo que consta de n-segmentos de longitud
uno pegados en el punto extremo de cada uno de los segmentos.

Ejemplo 2.7 El Abanico Armónico. Consideremos X = : n E N} U {0} y tome-
mos el cono de X, el cual lo denotamos como cono (X) , entonces cono (X) es un
continuo. En otras palabras si consideramos que X c Il82, sobre el eje de las abscisas
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y p = (0,1) e 112 entonces el cono(X) es la unión de los egmentos rectilineos que

van de p a cada uno de los elementos de X. Ver figura 9.

figura 9.

Ejemplo 2.8 El Abanico de Cantor. Sea C el conjunto de Cantor contenido en
, (0,1) y únase los puntos de C al punto p = (1,1) del mismo modo que se hizo en el
ejemplo anterior, ver figura 10.

figura 10.

A continuación veremos el uso del criterio de intersecciones anidadas para obte-
eiemplos interesantes de continuos, par ello observemos que:.

emplo 2.9 Para cada ne N, sea

Xn = [0, 11 x {0, 1] \ ( 31 , —23) x{0}}

observemos que cada X„ es un subconjunto conew de 182 , pero

n Xn = [0, x {0} U {1,1] x {0} ,
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el cual no es conexo.

(0,1)	 (1,0)

x1	 Xl

12
	

(1,1/2)

0 ) ( 1 ,13, 0 ) ( 2/ 8,9) (1, )

figura 11.

El ejemplo anterior nos dice que sla intersección anidada de conjuntos conexos no
necesariamente es conexa. Pero si agregamos la hipótesis de compacidad a cada uno
de los intersectados se obtienen resultados positivos, lo cual mostrará el siguiente
teorema.

Teorema 2.1 Si {X„}Z i es una sucesión de subcoratinuos de un espacio métrico
CC

(Y, d) , tal que para toda n c N, X,H4 C X,„ entonces	 es un continuo.
n=1

Demostración. Sea X = X,,, cada Xn es un cerrado en Y (por que 	 C
n=i

Y y cada Xn es compacta por lo tanto cada Xn es un cerrado en Y), y como la
intersección de cerradas es cerrada, X es cerrado en Y. Por lo tanto X es compacto.
Ahora como X es compacto entonces cualquier familia de subconjuntos cerrados de

Y con la propiedad de intersección finita tiene interección no vacía, por lo que

Asf que sólo falta ver que X es conexo.
Supongamos que X no es conexo, entonces

X = AU B, donde A y B son cerrados ajenos de X,

por lo tanto A y B son compactos por teorema 1 41 Podemos encontrar abiertos
disjuntos V y W de Y de tal forma que Ac Vy BCW.
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te n N tal que X„ c V U W. De donde

)c,,,,=(x,inv)u(xnnw).

AuB=XcX„. se tiene que

xn nv � o y x,i nw so,

este implica que Xn no es conexo, esta contradicción muestra qu e X

2.10 La curva Universal de Sterpinskid

os dividiendo el cuadrado So = [0,11 x [0,11 en nueve cuadrados con-
orcuunos

= So\ (- -) x (- -)3'3	 \3'37
1 2	 1 2

ente , dividimos cada uno de los restantes ocho cuadrados en nueve cuadra-
entes y llamamos S2 al continuo que se obtiene al quitar el interior de

de los ocho cuadrados centrales. Continuando de esta manera, definimos
. sea S = 

00
S,,, 	S mi tontamo, liamado la cuna de Sierpinski.

71=1

-01112-012/31/4211
14:113 aQa

--111119111:11711Cla
-aa g 	 -can

Clg
0120001211-Clia
4101344:111 arig

-11 a a 411	 42 13 

figura 12.

2.11 La curva universal de Menger .
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Consideremos primero el cubo M [0, 1] x [0, 1] x [0, Dividamos cada una
de las caras de M en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agujero através
del interior de cada cuadrado central, esto nos da un continuo M1 . dividamos cada
uno de los restantes cuarenta y ocho cuadrados en nueve cuadrados congruentes y
haganmos un agujero através del interior de los cuadrados centrales, de esta manera
obtenemos un continuo M2.

Repetimos este proceso para obtener continuos M. La curva universal de Menger
es, por definición

CO

M	 Mn , M es un continuo.
nz--1

El término universal se refiere en este caso, al hecho de que Al contiene una copia
topológica de cualquier espacio métrico separable de dimensión uno.

En el siguiente dibujo se ilustra el tercer paso de la construcción de la curva de
Universal de Menger.

Ilanaer Udversal Curve

figura 13.

Teorema 2.2 Sea X un continuo y Z un subcontinuo de X. Si X—Z=AUB
entonces Z U A y Z U B son subcontinuos de X.

Demostración. Sea X—Z=AU B, donde A y B estan mutuamente separados.
Como X — Z es abierto, por corolario 1.8 tenemos que A y B son abiertos. Además
X—A=ZUB, por lo que Z U B es cerrado
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Supongamos que Z u B no es conexo Entonces existen dos cerrados no vacíos y
ajenos H y K tales que

ZuB=HuK.

Como Z es conexo e igual a (Z n II) U (Z n K) y estos son dos cerrados ajenos,
tenemos que uno de ellos es vacío. Por Io tanto podemos asumir que Z= (Z n II) y
por tanto Z c H. Pero como H y K son ajenos la contención anterior implica que
K cB.

Ahora, sean ri = AUH y x2 K Entonces

X (X — Z)u c (AuB)u Z = Au(ZuB). Au(HuK)= (AuffluK,

de donde X = xi U x2.
Además H y K son no vacíos, por lo que x 1 y x2 no son vacíos.
Por otra parte, ya sabemos que H y K están mutuamente separados. Y como

K c B, se tiene que K y A también están mutuamente separados, ya que A y
lo son.
Por lo tanto xy y x2 están mutuamente separados. Pero esto contradice la

conexidad de X, por lo que se tiene que Z U /3 es un subcontinuo de X.
Exactamente igual se prueba que 2 U A es un subcontinuo de X. •

Lema 2.3 Sea X un continuo. Si D es un subcontinuo propio de X entonces existe
un subcontinuo C de X tal que C D y Dc C.

Demostración. Como D es propio, existe un punto y e X — D. Dado que X es
regular, existe un abierto U tal que DCUCUCX— {y} Denotemos per C a la
componente de U que contiene a D.

Por el teorema de los golpas de la frontera tenemos que C n Fr (U) # Como U
es abierto yDc U es claro que D fl F, (U) 0, por Io cuat D 3L C. Por ta definición
de C es claro que D C C, por Io cual concluimos que el teorema es cierto. a

2.2. Continuos Eneadenables.
Como una primera caracterización de continuos vamos a estudiar un poco de los

llamados continuos encadenables.

Definición 2.2 Una familia {U1,U2,-..Un} de subconjuntos de un espacio métrico
(X, d) es una cadena simpte en X si se tiene que UJ n Uk 0 si y sólo si

— < 1. a cada Uk se le llama un esiabón de la cadena simple. Se dice que una
cadena simple C = {Uh U2, ...U4 conecta a los puntos a y b en X si a E TA. y
b E U.
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Definición 2.3 Una cadena simple C de conjuntos abiertas en un
(X, es llamada e — cadena si el diámetro de cada eslabón de C
Definición 2.4 Un espacio métrico es encadenable si Ve > 0
cadena que cubre a X. Si a, b E X entonces X es encadenable
cada e > 0, existe una e—cadena	 que cubre a X
y b E
Ejemplo 2.12 El intervalo 1 = [0, es encadenable de 0 a 1.

/1111/111111111MI
111111111~1111WIF

figura 14.

Ejemplo 2.13 El conjunto de dos puntos {0,1} ,con la topología relat
cadenable.

fl	 1

figura 15.

Ejemplo 2.14 El intervalo abierto (0,1) es encadenable, pero no
deaubpara cualquiera a, b e (0,1)

figura 16.
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A

2.3. Hiperespacios de un continuo X
Definición 2.5 Un hiperespaeio de un continuo X es una colección de subcon-
juntos de un continuo X que satisface cierta propiedad topológica.

Los hiperespacios de un continuo X más estudiados son:

2x={ACX:A(OyAescerrado}.

C (X) = {A E2x : A es conexo} .

F,,(X)-=	 e 2x A tiene a lo más n puntos} , n E N.

C.„ (X) = {A E 2x : A tiene a lo más n componentes}

Dotamos a estos hiperespacios de una métrica a partir de la métrica d de X.

Definición 2.6 Sea X un continuo, A C X. La Nube de Radio e y centra en
A, denotada por N (e, A) es el siguiente conjunto

N(eA) = {x EX:3 aE A, d (x, a) < .

Teurenta 3.4 N (5,4)	 43,(a),
aEA

Demostración. SeaxEN(e,A), entonces, 3 a E A tal que d (a, x) < e, entonces,
x E Be (a) para algún a E A, entonces,

x e UB„(a).
«EA

Si x E U B, (a), entonces 3 a E A tal que x E B, (a), entonces, 2 a E A tal que
acA

d (a, x) < e, entonces,
x e N(e,A).



Observación 2.5 Sea X un continuo y A C X; entonces N (e, A) es un conjunto
abierto.

Definición 17 (La métrica de Hausdorff para 2x). H : 2x x 2x —> It tal que

11(A,B)=inf{s>0:ACN(E,B)ABCN(E,A)}, para A, B e 2x.

Teorema 2.6 H (A, B) es una métrica para 2", llamada la métrica de Hausdadf.

Demostración.

a) H esta bien definida:

Sea A, B E 2x . Como A (4 entonces, existe ao E A. Como B es cerrado y
B C X, con X compacto, entonces B es compacto, por lo que B es acotado, i.e.
existe xo E X y 5 > 0 tal que B C Bs (xo) Sea e = d (ao, x0) + 5 , así

B C (ao) C N (E, A) ,

para b E B, tenemos que

d ao) cl (ao, xq) d (xo, b) < el (ao, xo) + 6 = e.

B C N(s, A).

Analo•amente: Sea tal queel 

AC N(EDB).

Sea

= máx {e, ei} 13 C N (e, A) C N (E2, A) y ACN(s,B)CN(e2, B).

Por lo tanto
{E>0:ACN(E,13)ABCN(E,A)}0,

pues e2 esta en él y como este conjunto es acotado inferiormente por el cero, existe
el ínfimo;

inf {s >0:ACN(E,B)ABCN(E,A)}.

acotado inferiormente por el cero). Con esto probamos que H (A, B) está bien
definida

Por tanto
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AyBE 2x , H(A,B)> 0 pues H(A, B) es el ínfimo de puros ténninos
'vos.

todo A y B E 2x cerrados y no vacíos del continuo X,

ne H(A, B) H(B, A) pues en la definición de H, A y B juegan papeles

B

B entonces

H(A, B) = inf {e > 0 : A C N(s, B) A B C N(E,A)} = O.

amos H(A,B)= 0. Tenemos que demostrar que B c A y que A c B.

B. Como A es cerrado entonces, A 	 así es suficiente probar que
tomemos ó > 0, tal que /35 (b) nA 0.

4>0=11(A,B)=Mf{e>0:ACN(e,B)ABCN(e,A)},

entonces A C N(e, B) C N(6, B) A B C N(e, A) c N(5, B),

N(6, A), así existe ao E A tal que d(b, ao) < 6 , es decir, ao E B8 (b) por lo

138(b)nA � (8.

A. De manera similar probamos A C B. Por lo tanto

.11(A,B) =0<A=B.

B(A,C)+ H(C, B)
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obar la desigualdad del triángulo, primero probaremos e7 siguiente teo-

2.7 Sea X un continuo, A,ByCE 2x y e, c5 > 0. Si A C N(e,C) y
)ACN(s+8,B).
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Demostración. Sea a E A. Par demostrar A C N(E + (5). Si a E A C N(E,C),
entonces existe c E C tal que d(a, e) < e, así mismo, como cECC N(6, B),
entonces existe b E B tal que d(b, e) < 5, así tenemos que

d(a,b) < d(a, e) + d(e, b) < é + 5,

por lo tanto, para a E A existe b E B tal que d(a, < e + 8 , entonces

A c N(E + 6, B).

Ahora probaremos la desigualdad del triangulo.
Sean A,B,C E 2x

11(A, C) + H(C , B) = inf {e > O: AC N (e, C) ACCN (e, A)}

+inf {45 > 0 :C C N(8,B) A C N(5,C)}

= inf {E + 5> 0: A C N (e , A CCN(e, A) A C C N(8, B) A BCN(5, C)}

>inf{e+S>0:ACN(E+6,B) A BC N(e+5,A)}

= inf {A > 0 : A C N(A,B) A B C N(A, A)} H(A,

Por lo tanto
il(A,	 + H(C, B) > H(A, B).

Teorema 2.8 Sea X un continuo; A, B E 2x y r > 0. Entonees H(A, B) < r si y
sólo si A C N (r, B) ABCN(r,A).

Demostración. =)
- memos En como sigue	 inf 1s > 0 : A c N(s, B) A B c N(e, A)} < r,

entonces

eo < r A c N(e, B) c N(r, B) A B c N( e, A) c N(r, A).
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Tomemos
r e{e>0.:Ac N(e,B) A B cN(e,A)},

por propiedad de ínfimo, resulta lo siguiente;

inf {s > 0 : A C N (e, B) A BCN (e , A)} < r,

Por lo tanto
H (A, B) c r.

Acontinuacion mostraremos algunos modelos de hiperespacios de un continuo.

Ejemplo 2.15 Sea X = [0,1] = I, ealculemos el hiperespacio

C (X) = {A C. 	 A $ q, cerrado y conexo } .

C (X) queda representado por subintervalos de la forma [a, b) tales que

0 < a < b < 1,

y cada subintervalo fa, bl de [0,1] se puede reconstru ir si conocemos su punto medio
y su longitud, así definimos la función

g :C (X) R2 tal que g (fa,b1) —a .
a b

Tenemos que g es un homeomorfismo de C (X) en su imagen. La imagen de g es
el triangulo que tiene como vertices a los puntos (0,0),(1,0), (1,1)	 denotamos
por

{(x,y) e : y	 2x, y70 y 2x � 2 — y}

Por tanto, C ([0,1]) »2 . Vease figura 17.



figura 18.

[0,11
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En efecto,
El intervalo [O, 11 queda representado
g ([0 , 1.1)	 (1,1) .
Los conjuntos de un sólo punto [a, a]

la base del triángulo.

9 (fa, ai)	 a — a) (a,0)

Los intervalos de la forma [O, bj quedan representados en
izquierda del triángulo.

g ([0, bj)	 e2 b —	 , y = 2x.
Los intervalos de la forma [a, quedán representados en

linea lateral derecha.
g (ja, 11) = (11-11 , 1	 , y = 1 — x.
Los conjuntos de 1a forma que contienen al conjunto {1,11

de la siguiente manera; (vease en la siguiente figura).

la linea recta lateral

el triángulo como la

quedan representado

en el triángulo por el punto	 1),

quedán representados como la recta que es



1
2 Y Y <Por tanto s < x
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C la, bi , entonces b — a > e,	 con b > á y a>0, además

1 a + b 2
4	 2

Por tanto < x< s y
Los intervalos de ta forma que contienen al conjunto	 -3/41 quedan representados

en el triángulo de da siguiente manera;

fa, bj c 1-1,1] , entonces a>4 y b< 2 por lo que b — a <

1	 a b	 1
< - .

3	 2	 2

Otra forma de ver un modelo para C (X) sería la siguiente:
Sea X= [0, 1].
Observemos que un elemento A de C (X) es un subconjunto conexo, cerrado y

no vacío de [0,11, de manera que A [a,b1. Así C (X) = {[a, b] : 0 a < b < 1 }.
Definamos la Función

f : C (x)	 talque f ([a, b1) = (a, b),

así tenemos que f es un homeomorfismo de C (x) sobre el triangulo A c



C(X)

filib11)=01.1)

01,11

ITI41117--(413

(1,1)
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Vease figura 20.

figura 20.

El punto (0,1) representa al conjunto [0,1] y los puntos de la diagonal represen-
tan a los conjuntos de un solo punto.

Ejemplo 2.16 Ahora veamos un modelo de F2 (X). Sea X = SI la 1—esfera, en-
castraremos el hiperespacio F2 (S/2)

Los elementos de F2 (S1) son subconjuntos de 2x con a lo más 2 puntos, i.e.

F2 (81 ) =- {{P, q} 2x : p, q E S I }

Sean p, q E S', al par {p, q} le asociamos el arco menor {pa} y al punto medio
en el arco lo denotaremos por m tpay. Definamos

: F2 (81 ) --> R2 tal que cp ({p,	 rn{p,q} (1. + long tp,o)) .

La imagen de esta asociación es el conjunto

B = {(x, e 2 1	 il)lf �- 1 + ir}

que representa un anillo en el plano. Y seria una representación perfecta para
F2 (SI) si no fuera por que no es función, pues a las parejas de puntos antipodas
se les pueden asociar dos puntos diferentes en B, que tambien son antipodas en el
circulo externo de B, es decir, en el siguiente conjunto

{(x,y) E R2 : ]1(x, y) I{ 	 1+ ir} .
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m obtener una representación correcta de F2 (S1 ), lo que tenemos

tificar das parejas de puntos antipodos en el círculo externo de
haremos un corte a B, corte que volveremos a pegar después de

en la que estaba para no alterar las propiedades topológicas de B.

cer siguiendo los pasos ilustrados acontinuación.

•••••"1-31 	 tit.

figura 21.

de Hiperespscios que tau solo mensionaremos- 	( Ver [2j) son los

7 Si x=0,112 fo, x [o,	 Luego para cada nEN,X contiene
Fi Shori probaron en 1977 que

C ( [0, o [0,11 fo, x	 [0, ;
1

Sea X el Triodo simple T; Se calcula C (7') .
£0,0) y	 (1,0,0), e2 = (0,1,0), es = (0,0,1) elementos de R3.

C (T) que contiene a O es de la forma A = O (a ei )U0 (bg2)U0 (c03 ) ,
1] y, 61 (a p1 ) es el segmento que une a O con a ei . Obsérvese que

a cada terna (a,b,c) E [0,1]3 le asocia el subcontinuo A = 0 (a gi) U
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O (bg2 )U0 (cg3) de C (T) es una función continua e biyeetiva. Entonces el cubo [0,113
tiene una eopia en C (T) .

De hecho el hiperespacio C (T) es homeomorfo a la fig siguiente.

figura 22.

Ejemplo 2.19 Llamemosle P a la paleta, S a la circunferencia de la paleta, L a
su arco y v al punto donde se intersectan S y L.

Tenemos entonces tres clases de subcontinuos, a saber: los que estan contenidos
en S, los que están contenidos en L y los que tienen el punto v.

Las dos primeras clases ya sabemos como representarlas, la primera termina
siendo un disco y la segunda un triángulo. Ahora analicemos a un subcontinuo A
que tenga a v. Este conjunto está formado por la parte que tiene en S (A fl S) y
la que tiene en L (Ann. Notemos que A n S es un subcontinuo de S que tiene
al punto v. A la colección de todos los subcontinuos de S que contienen a v se
representa por una figura en forma de corazón (relleno), ver [27 .

Ahora notemos que A rl L es un subcontinuo de L que contiene a v. A la colec-
ción de tales subcontinuos ya sabemos que se le puede representar como un arco.
Entonces cada subcontinuo A de P que contenga a v lo podernos representar como
una pareja (A fl S, A fl L) , su primera coordenada se representa como un punto del
corazón y la segunda como un punto de un arco. Notemos que los dos conjuntos son
independientes en el sentido de que podemos modificar alguno de los dos conjuntos
AOS o Ar1L sin alterar el otro y seguir teniendo un subcontinuo de P que contiene
a v.

De manera que la familia de todos esos subcontinuos A puede representarse como
el producto de un corazón y un arco. Es decir, corno un cilindro en forma de corazón.
A este cilindro hay que añadirle el disco que representa a los subcontinuos de P que
están contenidos en S y a los que están contenidos en L. Los primeros forman un
disco. Un subcontinuo que pertenezca a este disco y al cilindro en forma de corazón
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tiene que ser un subcontinuo de S que contenga a v y, por supuesto, su intersección
con L consta sólo de v. Por lo tanto dicho subcontinuo tiene que estar representado
en un corazón contenido en el disco y también en una de las bases del cilindro. De
manera que para añadirle el disco al cilindro sólo hay que pegárselo en su base.

Similarmente se puede ver que el triángulo que representa a los subcontinuos
contenticks en L debe pegarse al cilindro en la forma en que se representa en la
iguiente figura la cual ya contiene a todo et modelo de C (P)

C(P)

figura 23.

mplo 2.20 El hiperespacio C (X) del continuo arcoiris de Knaster es homeo-
Morfo a su cono.

X
COO

AttOiriS de Knaster

figura 24.

pie 2.21. En su tesis doctoral, Ann M. Dilks construyó un modelo para el
spacio C (X) del continuo que tiene forma de ocho, es decir, del continuo que
iene de unir dos circunferencias por un punto. Ver 121.



si, y sólo si {a, b} C J1 y

Esto muestra que

{a, b} E F2 (.71) n F2 (I2)

{a,b} C J2, es dectir, si

{a, b} C n J2 = L3,

2.3 Riperespacios de un continuo X

ocho

figura 25.

Ejemplo 2.22 Consideremos el triodo simple Y formado por tres arcos L1, L2 y L3
que se intersectan por pares en el punto v que es un punto extremo de cada uno de
ellos. Podemos considerar los arcos J1 =-- L2 U L3, -72 = L1 U L3 y J3 L1 UL2 . Ya
sabemos que F (h) es un triángulo. Notemos que si a, b E Y, entonces a pertenece
a algún y b pertenece a algún Lk (podria ser que j = k).

De modo que {a,14 pertenece a algún Esto muestra que

F2 (Y) -= F2 (.4) U F2 (J2) U F2 (.-1 3) •

De manera que si sabemos cómo pegar los conjuntos F2	 tendremos un mo-delo
para F2 (Y) . Notemos que

F2 (.4) n F2 (12) = F2 (I 3) .

Ahora observemos que F2 (L3) es un subtriángulo de F2 (J1) y de F2 (.12) . De man-
era que tenemos que pegar F2 (J1) y F2 (J2) por ese subtriángulo. En la siguiente
figura se ilustra cómo se deben pegar F2 (..71) , F2 (J2) y F2 (J3) y el resultado de
como se pegan.
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Capítulo 3

L-CONVERGENCIA EN 2X

Anteriormente hemos expresado la métrica de Hausdorfr para 2 x en térmi-
nos de conjuntos abiertos en X. Ahora vamos a dar una descripción apropiada de
convergencia con respecto a la métrica de Hausdorff.

3.1. Definición y ejemplos de limites superiores e
inferiores

Definición 3.1 Sea {An}O° i una sucesión de elementos de 2r. Se define el
inferior de At, y el tinzite superior de Atz de la siguiente forma:

Lim inf (A,„) {x E X : VE > 0, 3 N EN tal que 13,(x)n An 0 ,Vn > N}

Lim sup(A.„)= {x E X :Ve > 0, 49$ (x) n s 0 para una infinidad de n's}

Mientras que el Lim inf (An) satisface la propiedad en cuestión, para toda la
cola de la sucesión {A„}1 1 , es suficiente que para el Lim sup (A,t) la satisfaga para
una infinidad de n's.

Ejemplo 3.1 Sea el continuo X = {(x, y) :0 < x < 3y0<y<1}. Definamos la
sucesión {Anr 1 E 2' Vn E N por:

[1,3]x{ li } si n impar

An = [0,2]x{Á}sin es par

52
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Al

A2

A4

Lim inf An = [1, 2 x {0}
Li711 sup An = [0,3 X {0}
Como lo muestra la figura 27.

figura 27.

Ejemplo 3.2 Sea X = {(z,y) €1112 : 0 < x < 3 , ©< y < 1}, Ilefiniino
Vn

[2,31x{t} sI n es topar

An =
[0,1]x{» n es par

Entonces por definición,
Lim inf ./1,1 --- 0, y
Lima sup	 = [O, 1j U [2, 3} x {0}
Veamos su comportamiesito en la figura 28.

{44.}Z-1
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Al

A3
A2

figur

plo 3.3 Para n E N, Definimos la surenón {A.} 1 1 E 2X Vn E N por:

An = [O, 1] X { 7-2:1 .

Iim inf An =lim sup	 = [0,1] x {0} .

Vease la figura 29.

Al

figura 29.

tl
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3.2. Propiedades de límite superior e inferior.
Proposición 3.1 Sea X un continuo, {A„}:1 una sucesión en 2k entonces:

lim inf At, C lim supAy,

lim inf 11,4 y el lim sup A,, son conjuntos cerrados.

c) lim sup	 para toda sucesiónn {Aa}r_1

Demostración.
a) Sea x E lim inf	 Por demostrar que x E lim sup	 Por definición

tenemos que existe N e N tal que

BE (x)nAn 0 V n N,

por lo tanto,
.13,(x)n	 para una infinidad de n's.

Por tanto x E lim sup

Por demostrar tam

	

	 C lim sup A„. Sea x E -/am sup An y e > 0 , entonces
lim sup An n Be (x)$ 0,

de modo que existe	 sup An n Be (x) X ,entonces z E 86 (x) i.e. existe
> 0 tal que

B8 (z) g_ BE (x) ,	 ((i))
Ahora como z e lim sup An implica que Bá (z) n $ 0 para una infinidad de
De aquí que B8 (Z) n A.„ � 0 para una infinidad de n's. Por lo tanto x E lim sup
Y por tanto lim sup es un conjunto cerrado en

La demostración de que el lim inf A„ es un conjunto cerrado en X es anafty_
a la anterior.

c) Por demostrar que lim sup	 0 V	 1{A,i}°°_ C 2x Sea	 C 2x,1tz
así Ar, 0 V n E N, es cerrado en X	 VnG N. Elegimos fannti e {An}°7-1
Como X es compacto, entonces, existe una subsucesión { andri de {an}°'1 tales
que a„k —> x. Dado e > 0 existe k E N tal que ank E BE (x) V k E K. De aquí que
B, (x) n An � 0 para una infinidad de n` s. Por tanto x e dina sup An. Con esto
probamos que lim sup A„, 5L 0. n
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Proposición 3.2 Sea {An}:11 C 2x,

x E lim inf A,, si y sólo si existe una sucesión {x„. } (:=1 de X
y x,„ E A„, para toda n E N.

b) x e lira sup AT, si y sólo si existe una sucesión de numeros
n2 <	 y existen puntosx„k E Ank (paratodak) tales que

Demostración. a)
Sea

l 
C X tal que x —> x y x,„ E An Vn EN. Por

>0 3NEINtalque
d(x„, x) <sVnEN,

xn E Be (x) y Vn EN,  xy, e A„ VnEN.

De manera que
x„ E Be (x)n.A,, V n > N.

Así que 13e (x)n An fl V n > N, por lo tanto x E lim inf An.

talque x,, —* x

naturales n 1 <
Xnk —› X.

tanto para todo

Sea x E lim inf An, ahora para cada n E N tomemos x„ E A„ de tal forma que

d(x„, x) --= min {d(x, y) : y E An}

oxide d es la métrica en X.
Observemos que znis estan bien definidas V n E N. Sea x E X fijo, y 	 IR

al que f (y) = d(x, y) es continua y An E 2X V n eN,porlotantoilnescompa-cto
X, V n E N. Entonces f alcanza un mínimo en A„ para cada n E N, i.e. existe
E A„ tal que

f (x„) min {d(x, y) : y E A„}

hora vamos a probar que x„ x.
Sea e > 0, como x E iím inf An, existe N E N tal que Be (x)nAn fb V n > N.

e manera que para cada n > N, existe an E An tal que d(x, an) < e, pero

d(x„, x) = min {d(x, y) : y E An} < d(x, a„) < e, Vn > N.

e manera que d(x„, x) < e, Vn > N, por lo tanto x„ x.

b)	 Supongamos que existe una sucesión de número naturales n, < n 2 < y
tintos Xnk E Ank para toda k E N tal que x„k --> x. para todo e > 0, entonces x E



3.2 Propiedades de Limites superiores e Inferiores 	 57

lím sup	 Sea e > 0 existe K E N tal que	 < e si k > K, esto implica
que

	

.13E(x) n An 	 para k > K,

de manera que BE(x) n A,„ � 0 para una infinidad de n's, por lo tanto x E lim
supAn•

Supongamos que x E lim supA,„ entonces para todo e > 0,

Be(x) n	 para una infinidad de n's.

Así tomemos e

..81 (x) n An 0	 para una infundad de n's.

Sea nl E N tal que

xny E Bi (x) n A,„, entonces d(xn„ < 1	 y xni E Ani

Para e	 , entonces

Bi (z)n A 0	 para una infinidad de n's.

Entonces podemos elegir n2 > n1 tal que

	

Bi (x) n	 0.
2

Escogemos xn2 E Bh (x) n An2 , entonces

ti(x,,,,x)	
1 y xn.,EA

Continuando este proceso inductivamente:
3 naturales n1 < n2 < y puntos xn, E Ank tales que

1
(1(x„ x) <

por lo tanto xnk ---> x. n

Teorema 3.3 Sea {An},°11 C 2x , entonces {A,z}: 1 converge con la métrica de
Hausdorff a un punto A E 2X si y sólo si lim inf An hm sup An.
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Dettsestradón. Supongamos que A„ converge con la métriea de con la métrica
Hausdorif a un A E 2x. Demostraremos que tim inf A„ = A = hitn sup

to oriol es suficiente mostrar que

A C Iírn inf A„.

lim sup A„ C A.

Sea e e A. Sea e > 0, como
itausderff, entonces

is hin A„ A e 2xeon la métrica de

Parae>0 3NeN	 tat que H(A„,A) < e u>N.

Por teorema 2.8 tenemos que A C Me, A„) y A„ C Me,A).Sean> N
a E N(e,A„). Esto implica que existe x„ E A„ tal que d(x„, a) < e. De
manera que	 Be(a), por tanto

A„ n Be(a) 0 t1n 3 N,

Por lo tanto a e	 An.

b)Supongemos que	 sup	 no está contenido en A, entones existe x E X
tal que e lim sup	 y x	 conio A	 2"1 , A es eermdo en X, entouces
exime e > 0 tal que /14$11A	 Attors bien, contox e ¡ini sup entonees
existe e > o dese eustplira que 13„(x)rIA	 para una infinidad de rais. Dado
que A„ converge a .4 con la mébiea de	 dorff, existe N e N tal que

Ar, C	 A) 1t A„ C N( .; A) para toda n N.

Entonces podemos eingirM �S tal que

	

Bf (x) n Am	 0,

entonces, sea z E (x) n AM, entonces

	

d(z,x) <	 y	 z e	 N(52-, A),

( ) <	 y existe a E A tal que d(a, z) < §,

d(x,a) < d(x,z)± d(z,a) <	 + 2 e,



de Limes superiora inferione

d(x, a) e con a E A,

Por tanto Bc(x) intersecta a A, lo que amtradice la elección de E. Por lo
tanto concluirom qua

litn A„ .= A	 tim inf A„ A y lim supAt,

Prmitedaries

Supongamos Iim iuf A„ = lim sup A„, por demostrar Hm A„ = A am la
métrica de Hausdarft. Sea A =1im sup 	 así A # 0 Y A es cernada, i.e. A 2x.
Sea e > 0, probemos que

a) Faiste Mi E N tal cpre A C N(e, A,,) Vn

13) Exiete /kf2 N tal que	 N(e,A) Vn 1142

Dem:
a) obeervezneo que la fauuta {/9 1 (e) ; e E A} ee una cubierta abierta para A, Y

como A es cerrado no vado am tenido ea el matpacto X A as compacto, eatences
miste uacubrimiento finito, esto es, existe mEN Y si, as, as, a,,, E A tal que

A Bi(ai)tiBi(a2)U...

Le.
A CUB(li).

4=1

A =	 f (A,J={zEz:V e>0, 3 NEN tal que Be (x) n	 V n> N}

y a, A	 =	 luego dado > 0 tal que BA(ai) n A,,	 V n > ast
para eada i E {1, 2, ..., rn} exiete N, E N tal que

91, � Artni(a)nAti#0,

sea M1 = Max {Nt, N2, —,N=} , asi dada n > MI & i E {1, 2,	 m}, ettouees
Bi (44) n A„, 7É 0. tride: A C N(z, A„) V n > Ml . efecto, Sean > 1111 y
a E C.) 131 (ai) =. 3 1E {1, 2, m} tal que a E B; (a;), i.e.

d(a, 420 <	 ((e))
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Además para las n > M1 existe x E B; (ai ) n	 luego

cita, x) cl(a,ai) + d(ai , x) < + 5-81 =

por lo tanto
d(a,x) <£	 N(e, An)	 para n > MI

lo que prueba a).
b) Supongamos que b) es falsa, esto es V N E N, Ens> N 3 An%N(e,24),

asi para
N = 1 3 n/ > 1 tal que A,„ N(e, A),

para
N = n1 + 1 3 n2 > n/ tal que .A„, N(e,A).

Así de manera inductiva, existe una sucesión de numeras naturales n 1 < n2 <	 tal
que

Ank Z N(e, A) V k E N.
luego para cada k E N tomemos	 e Ank —coN(e,A) C X. Como X es com-
pacto, existe xo E X y una subsuceeión {x,„1/4 	de {xk}r_i tal que xn.	 xo.
Observemos que

V E x„ E X — N(e, A) y X — N(e,A)

es un conjunto cerrado en X, entonces

lima x„, = xo E X — Me, A) xo A.

oo
Ahora, dina x„, = xo y {21„, } 	 e  nna subsucesión de {Art}°l i ,entonces por
la caracterización de /im sup An que dimos en el teorema anterior se tiene:

x0 E dim sup = A	 x0 A,

lo cual es una contradicción.
Por lo tanto b) es verdadera i.e.

existe M2 E N talque	 An C N(e, A) V n > M2.

Ya probamos a) y b) con lo cual hacemos

N = Max {A4.1 M2}

4
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entonces para n > N, tenemos

A C N(e,A,)	 C N(e,A) H(A, An) < e si n > N.

Por lo tanto lim An 	 A E 2x con la métrica de Ilausdorff. n

Teorema 3.4 Sean {A„}::11 y	 son sucesiones en C (X) tal que lim =

A y lim B„ = B. Entonces lim(A„UB„) A U.13.

3.3. Compacidad y Conexidad de 2x.

Definición 3.2 Sea {a„}_i una sucesión en (X, d) diremos que es de Cauehy, si
y sao si, V e > 0 3 N EN g si n,m > N, entonees ia„ — ainj< e.

Teorema 3.5 Sea {A„} C 2x una sueesion de Cauehy en el hiperespaeio 2x del
continuo X , entonces {A„}n1 1 converge con la métrica de Hausdorff a un Ao E 2x.

Demostración. Por el teorema anterior, el único candidato a ser him A„ es Ao, y
.110 E 2x . Ahora,

hin	 .40 44. lirn	 A„ Iírn sup Anr- Ao,

así para ver que	 =-- A0 con la métrica de Flansdorff es suficiente ver que

hm, sup An C hm 271f A,

ya que la otra contención siempre es verdadera. Sea x E /irn sup An. Por demostrar

ate >0, 3NENtarqueSt (x)nAn e Vn � N.
i.e. x E lim inf

Como	 C 2x es una sucesión de Cauchy, entonces darlo 2 > O1

3 IV E N	 H(441,, Am) <	 V n,
	 N.

Ahora, como x E /ímsup A„	 .131 (x) n An 0 para una infinidad de	 Sea
Mo E N 3 M0 > N ya que satisfaga que 131 (x) n Amo 0 así dado n > N



anos H(A,„{„ A.„) < z	 si Mo, n > N. Entonces Amo C N An). Ahora bien:
Sea y E M0 n B2 (x),entonces

y e Amo N(1, An),

y E /32 (x), i.e. d(x,y) < 5,

entonces, existe z E An 3 d(z,y) < s Por tanto

d(x, ) S d(x,y) + d(y,z) 
E + Z = E.

Entonces z e Be(x). Hemos probado entonces que Bo(x)n	 V n > N ,esto
prueba que x E lim inf A„.

teorema 3.6 Dado E > 0, y un subconjunto J C U, J infinito, entonces existe otro
subconjunto infinito Ji C J tal que H(An, Ar) < e Vn, r

Demostración. Sea E > 0, J C N, J infinito. Como X es compacto existe rn E INT
y x i , x2 , x3, xn E X taies que {13t(x,)}n

1 	 2cubre a X. ( X = U 111(x,)),
zEX

X = /32 (xi )ti B.; (x2 ) U u /35 (xm)	 B(x1).

ra bien: Para cada n e J (J es numerable) definimos

{i E {1,2,3,...,rn} : Ai n Ef (xi ) 0}

k2 = {i	 {1,2,3,...,m} : A2 n131 (xi) 9)}
general

kn. =	 {i, 3, ...,m} : An n /31 (x,)	 .

C 2A , An C X y no no vacío, cerrado en X VnE l3. Por la compacidad
de X

X = 13£(x,)
.,=1

kw s estan bien definidas, pues An C X por compacidad Y n E N. Luego
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Por compacidad n E N 3 iY, iz, ia, i„, 3 A C f 131 (xii ) . Ahora, sea H =

F : F C {I, 2, 3, m}}, así H tiene 2 elementos. Consideremos la función f :



3.3 Compacidad y Conexidad de ZX 	 83

j --+ H 3 f (n) kn. f esta bien definida por la compacidad de X, pues los kn,,
estan bien definidos. Observemos que J = U 	 ({k}) C J : k E H}, es decir,

	

J = U f-1 ( {k}) con	 f (k) C J V k ell.
kell

Así como J es infinito y J es una unión finita de conjuntos f ({k})
	 con

k e H, eso quiere decir que

3k EHD f -1 ({k}) es infiníto y f41({k})C J.

Definamos J1 =	 ({k}), así Ji es infinito yestaen H.

= f -1 ({k}) U f 1 ({k}) = J JjCJ.
keit

Afirmación:
(An , 24,.) < 2- Vrt, r E JI..

En efecto: Sea	 {x,EX:iEk},	 luego C$GyG es cerrado, es decir,
G E 2x . Sea n E Ji =	 ({k}) con k E H, entonces,

H (An,G) 5

Si n E Ji = f -1 ({k}) f (n) = k, pero f (n) = kr, =- k. Es decir que

k = {t E {1,2,3, ..., rn} :An nBi (x,)	 y G = {xi : i k}

Por lo tanto
G= {xi E X : An n	 (4}

así para
G	 n .85.(xi)

entonces
3 a E An »d(A, x i) <

Esto quiere decir que xi E N t2, An), por lo tanto

G C N t2, An) de donde n E J1	 (1)

Ahora:
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m

Se,a x A„ C X = /35 (xi) 3 io {1,2, 3,	 que
i=i

x E 131 (Xio ), i.e. d (x, xia)

Por lo tanto, para x	 n B1 (x.i0) lentonces

G y d (x,xia ) <

Entonces

para cualquier x E A.„, 3 io E {1, 2, 3, ..., rn} 3X E A„ n B (xia) Ø.

Por lo tanto	
C N (;,	 (2)

Resulta que,
H (A„,G)	 Vne th.

Como G es un conjunto fijo, entonces,

H (A„, Ar) < E	 V n, r E

n

Teorema 3 7 2x es compacto.

Demostración. Para probar este teorema es suficiente por el teorema anterior que:
toda sucesión	 C 2x contiene una subsucesión {Ana,:t1 de Cauchy. por
el teorema 3.5, para e = 1 existe J1 C N, J1 infinito tal que

H(A„, Ar) < 1 V n, r E

Como {A„}: 1 con n E J1 es a su vez una sucesión, para e = á existe J2 C

Ji C N, J2 infinito tal que

H(A„, Ar) < —
2
	 Vn,rE J2.

Procediendo inductivamente, podamos elegir n1 E J1 , n2 e J2i tal que ni < n2 <
n3 < Aseguramos que {Ank}:_i es una sucesión de Cauchy, ya que si tenemos
que e > 0, sea k E N g t < E. Si K < L entonces, por construcción JL c Jk y
como nl e J1 entonces n1 E Jk y así 1-1(Ant, Anit ) <	 e para L > k. Por
tanto 2x es compacto. n

Acontinuación probaremos que 2x es conexo por arcos.
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Definición 3.3 Dado un espacio topológico Y y un punto p E Y, se define la
componente C (p) de p en Y de la siguiente manera:

C (p) =U{DCY:D es conexo y p D}

Y se define la casi componente Q (p) de p en Y como

Q (p) = n {E C Y E abierto y cerrado en Y ypE E}

Si E es abierto y cerrado en Y , p E E y D es un conexo que contiene a p, entonces E
y Y — E constituyen una separación del espacio Y por lo que cualquier subconjunto
coneo deY debe estar contenido ya sea en E o en su complemento. Como p E ffnn,
entonces podemos concluir que D C E. De aqui que C (p) C Q (p) .

Teorema 3 8 Si Y es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, entonces para
cada punto p E Y, la componente C (p) de p en Y coincide con la casi componente
Q (p) de p en Y

Demostración. Como ya hemos visto, C (p) C Q (p) . Sólo falta probar la, otra
contención. Basta con mostrar que Q (p) es conexo pues C (p) contiene a todos los
conexos que contienen al punto p. Supongamos que Q (p) no es conexo.

Tenemos que Q (p) es cerrado pues es intersección de cerrados. Entonces existen
dos subconjuntosK y L de Y no vacíos cerrados y ajenos tales que

Q(p)=KuL.

Ahora, como los espacios compactos y de Ifausdorff son normales, tenemos que
existen dos abiertos y ajenos tf y V en Y tales que Kc ü y Lc V Como
p E Q (p), podemos suponer que p E K. El conjunto

Z = Y — (U U V)

es compacto y

Z=Y —(UUV)cY —(KUL)=Y —Q(p)-=

Y — n ({E c Y : E abierto y cerrado en Y ypEE})

= u {Y — E : E abierto y cerrado en Y ypEE},

De manera que la familia

{Y — E : E abierto y cerrado en Y ypE E}



ea una cubierta abierta del compacto Z, por lo que existen mENy subconjuntos
abiertos y cerrados Ei , E2 ,	 de Y tales que p E	 para cada i	 rn} y

y— (11 u V) c (Y — Ei ) U ...0 (Y — Em) = Y — (Ei nE2 n...n Em) .

Por lo que
EinE2n...nEmcUuV.

lear — Ei nE2 n...nErn. Entonces E es abierto y cerrado en Y y pEEC U U
claro que EnU=En (Y — V)por lo cual E n U es abierto y cerrado en Y. Y

como
pE En K c Enti,

`Por la definición de Q (p) obtenemos que

Q(p)cEnU.

o entonces
Lc(ECIU)nY=0.

cual es una contradicción por que L 0. Hemos obtenido que Q (p) es conexo,
y esto es suficiente para concluir que C (p) = Q (p). n

Teorema 3.9 Sea Y un espacio topológico compacto y de Hausdarff. Sean K una
componente de Y y F un .subconjunto eernado de Y tales que F n K 0. Entonces
existe un subconjunto L de Y abierto y cerrado tal que Kc L y LnF= 0.

Demostración. Tomemos un punto p E k, entonces

K =C(p)	 (p).

a cada x E F, xgQ(p),demanexaqueexisteunsubcoujuntoabiertoyeerrado
de tal que

p E Vx y xlVx.
nefinimos Ya, Y — Va,. Entonces Yx es un conjunto abierto y cerrado en de Y tal
que xEYx y pYYz.K es un conjunto conexo y Vx, Yx constituyen una separación
e Y, K tiene que estar contenido en uno de ellos, ya que p E Vz n K, concluimos

que K c trz. entonces
Knit. =0.

Ahora, como la familia {Yx : x E F} es una cubierta abierta del conjunto compacto
tenemos que existen mEN y xl , x2 ,	 F tales que

F cn,u ys2 u

+01
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/, Y — (Yx,	 Yx,,,) = Vx, n	 n n vz„z,

entonces L es abierto y cerrado en Y. Notemos que Kc L y que LnF = 0.

Teorema 3 10 (De los golpen en la Frontera). Sea Z un espacio conexo, compacto
y de Hausd,orff y sea U un subconjunto propio, abierto y no vacío de Z. Si K es
una componente de Ü' , entonces K (1Fr (U) # 0.

Demostración. Supongamos por contradicción que

n Fr(U)--- 0.	 (3.1)

Aplicando el teorema anterior al espacio Y = U, a la componente K de Y y al
cerrado Fr (U) de Y tal que

K CL y Pr (U)PL =

De manera que L es cerrado en Z ( pues es un cerrado de un cerrado), L � 0 y

L	 — Fr (U) = U,

Como L es un abierto de existe un abierto W de Z tal que

w nl 7 = L.

Pero L c U, así que w nu L, esto muestra que L tambien es abierto en Z. Ya
que Z es conexo, se sigue que L = Z. Pero L c U, así que U = Z, lo cual contradice
(1) nuestra hipótesis. Por lo tanto

K	 Fr (U) #0.

a

Teorema 3 11 Sea Z un espacio conexo, compacto y de Hausdotff y sean A y
subconjuntos no vacíos, conexos y cerrados de Z tales que A C B. Entonces existe
un subconjunto conexo y cerrado C de 2 tal que A C C B.

Demostración. Elegimos un punto p E B — A. Como B es un espacio normal,
existe un subconjunto abierto U de B tal que

ACUCU'CB—{p}
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(U-13 es la cerradura de U en el espacio B).
Sea C la componente de 11-13 que contiene a A. Notemos que C es conexo y

cerrado en 2, Como p C, tenemos que C B. Sólo nos falta ver que A C.
Llamaremos Fra(U)=- 0 a la frontera de U en B. Como U es abierto en B, tenernos
que A n FrB (U)	 Ya que A C U, tenemos que

A n FrB (U) =

Por el teorema 3.9,
C fl Fra(U) 740.

Por tanto A

Definición 3.4 Un malteo de Whitney es una función continua p : 2x R tal
qut

p({x}) = 0 para toda z e X y,
Si A C B A, entonces p (A) < p, (B)

Se puede convencer de que la función diámetro definida por diámetro(A)
máx {8 (a, b) : a, b E A} es casi un mapeo de whitney, lo únipo que le falla es que en
b) sólo se puede obtener < en lugar de < .

Teorema 3.12 F2cisten mapeos de Whitney para

Demostración. Como X es compacto, podemas elegir un subconjunto denso y
numerable D	 a2, ...} de X. Para cada n E N, definimos pn : 2X —> R wiuo

p„, (A)	 máx {ct (a, b) : a,b E A} — rnha {d (a, b) : a,b E A}

Finalmente definimos p : 2 A- —> R por p (A) -= E ' 1/421A) . n

Teorema 3.13 Si A y B son subcontmuos de X tales que A C B, p : C (X) —> [0, 11
es una función de Whitney y t e [p (A), p (B)1, entonces existe C E C (X) tal que
AcCcB y p (C) = t.

Demostración. Sea A =	 ([t,n)n{Dec(x):AcDcB}. El conjunto
es cerrado en C (X) y, por tanto, compacto; además es diferente del vacío pues
pertenece a él. De manera que alcan7a su minimo en A, es decir,

existe E E A tal que p (E) < p (D) para toda D E Á.
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Hacemos
=12-'([t,1])n{D C (X): Ac Dc E}

De nuevo, al igual que A, B es compacto y, como A pertenece a (y entonces
0), tenemos que p alcanza su máximo en B. Es decir existe un elemento F E B

tal que
p (D) .� p (F) para toda D E B.

Si ocurriera que p (E) t o p(F) t, ya podríamos porponer al conjunto C. Por
tanto, podemos suponer que p (F) < t < p (E) . Como F C E, tenemos que F C E.
Por el teorema 3.10 existe G E C (X) tal que ACFçGçEC B. Entonces
p (F) < p (G) < p(E) Si t < p (G) , entonces GEAy su valor bajo p es menor
que el de E, esto contradice la elección de E. Si por el contrario p (0) < t, entonces
G E B y su valor bajo p es mayor que el de F, y esto contradice la elección de
F. Esta doble contradicción termina la prueba de que p. (E) = t o p(F) =
tambien la demostración del teorema. n

Deffnicitla 3.5 Dados A, B e C (X) con AC B, diremos que una función continua
a : [0,11 —n C (X) es un arco onlenado de A a 13 en C (X) , Si a (0) = A,
ot(1) = B y a (s) a (t) , cuand,o 0 < s < t < 1.

Los resultados anteriores sirven para probar la existencia de arcos ordenados en
C (X) .

Teorema 3.14 Dados A, B E C (X) con A B, existe un arco ordenado de A a
B en C (X) .

La demostración de este teorema es extensa , la misma se puede ver en los libros
[31 [131

Corolario 3.15 El hiperespacio C (X) es conexo por arcos.

Demostración. Tomemos A e C (X) {X} , por el teorema anterior, existe un
arco en C (X) que conecta a A con X. Como todos los elementos se pueden conectar
por arcos con X, entonces C (X) es conexo por arcos.

Hemos estado hablando de conexidad por arcos. Recordemos que un arco es un
espacio que homeomorfo al intervalo [O, 1} . Por otra parte, el espacio Y es conexo
por trayectorias si para cada dos elementos p, q E Y, existe una función continua

: [O, 11	 Y tal que (0) = p y ey (I) = q.
Claramente los espacio conexos por arcos también son conexos por trayectorias.
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Corolario 3.16 El hiperespacio 2x es conexo por arcos.

Demostración. Como hemos observado los espacios conexos por arcos también
son conexos por trayectorias, por lo cual es suficiente probar que 2 X es conexo por
trayectorias.

Esto es, cualquier elemento A E 2x puede ser conectado con el elemento X por
una trayectoria dentro de 2x .

Sea pues A E 2x y elijamos un punto a E A. Por el teorema 3.14 tenemos que
existe un arco ordenado en C (X) de {a} a X. En particular existe una función
continua a : [0,1] —± C (X) tal que a (0) = {a} y a (1) = X. Definamos

	

: [O, 1] --> 2x por	 (t) A U a (t)

Observemos que

	

)8(0)=AUa(0)=AU{a}=A y	 (1) =AUa(1)=AUX= X.

Sólo nos falta probar que probar que fi es continua para concluir que es una
trayectoria de A a X en 2X ( es claro que todo elemento de la forma fi (t) pertenece
a 2x ). Tomemos una sucesión de números {t,t}O° 1 de [0, 11 convergente a un número
t E [0,1] . Por la continuidad de a, tenemos que hirn a (tn) = a (t), y es claro ver
nue

lirn (AU a (tr,)) = AU a (t)

Por tanto

	

lirnfi (tn)	 (t)

Por lo tanto /3 es continua y con ésto terminamos la demostración del corolario. •

Corolario 3.17 2x es un continuo con la métrica de Hausdorff.



Capítulo  4

DESCOMPONIBLES E
INDESCOMPONIBLES.

En este capítulo presentamos propiedades y conceptos básicos de continuos de-
scomponibles y para la construcción de dos contnuos indescomponibles estudiaremos
conceptos de Composante e irreducibilidad.

4.1. Definición y Propiedades de continuos de-
scomponibles e indescomponibles.

Definición 4.1 Un continuo X es descomponible si X = A U B, donde A y 13
son subcontinuos propios de X.

Y diremos que un continuo X es indescomponible si no es descomponible.

A simple vista este concepto nos confunde pensando que todos los continuos son
descomponibles, pero en realidad existen muchos continuos indescomponibles. Por
lo que a continuación nos enfocaremos en presentar algunas propiedades, conceptos
y dos ejemplos de continuos indescomponibles.

Ejemplo 4.1 Un arco es un continuo descomponible.

Ejemplo 4.2 La paleta. Tomemos {(x, y) EI[^2 : x2 + y2 = 1} U ([1, 2] x {0}) , la
paleta; esto es p = 8 1 U ([1, 2] x {0}) .Es un continuo descomponible.

Ejemplo 4.3 1-esfera es llamada curva cerrada simple. ,S 1 es un continuo descom-
ponible.

71
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Ejemplo 4.4 El continuo sen z es la cerradura de F donde F = { (r, sen(1)) E
R2 : 0 < x < 1}. Entonces el continuo sen1 = F U {(0, y) ER2 : -1<y< 1}, es
un continuo descomponible.

Ejemplo 4.5 El círculo de Varsovia: Tomemos el continuo X de sen y
deremos un arco Y del punto (0,1) al punto (2r, 1) de tal forma que,

X n Y {(0, 1), (27r, 1)) .

Entonces Z = X U Y es llamado el Circulo de Varsovia. Este continuo es un
continuo descomponible.

El siguiente teorema nos ayudará en la construcción de nuestro primer ejemplo
de continuos indescomponibles.

Teorema 4.1 Un continuo X es indescomponibk si y sólo si todos sus subcontinuos
propios tienen interior vacío.

Demostración.
Primero supongamos por contradicción que X es descomponible, entonces existe

algún subcontinuo que tiene interior no vacío.
SeaLtA y B subcontinuos propios de X tales que X = AUB. Entonces X —B c A,

pero como /3 es cenado y propio tenemos que

9)X--BCÁ

por lo que
Á O.

Ahora probaremos el otro sentido del teorema. Tambien por contradicción. Supong-
amos que A es un subcontinuo de X tal que

Á fl

entonces, X es un continuo descomponible.
Existen dos posibles casos respecto a la conexidad de X — A :

n X— A es conexo.
entonces (X -A) es un subcontinuo de X Como Á es abierto, no vacío y
esta contenido en A, es claro que Á n  X 	 = O. Por lo tanto (X A) es
subcontinuo propio de X yX=Au (X — A) .



4.1 Definición y Propiedades de Continuos Desc
Indescomponlbles

Ir X — A es diseemexo.
Existen dos conjuntos mutuamente separados y no vacíos 11 y
X — A = ETU K. Por teorema 2.2 tenemos que AULT y AU K sonsu
propios de X, y además

X--“X—A)UA--t(HUK)UA=(AUFOU(AuK).

En cada caso se tiene que X es la union de dos subcontinuos propios, por lo
tanto X es descomponible. n

El siguiente es un ejemplo de un continuo indescomponible.
Ejemplo 4.6 Este continuo indescomptvaible es conocido como arroiris de Knaster.

Se construye de la siguiente manera:
Sea C es el conjunto de cantor de tercios intermedios, consideremos el subcon-

junto Co	 C x {0} de R2 . Ahora construiremos todas las serniebrunferencias en
12 con centro (1,0) g que pasa por alguno de los puntos de Co , entonces a la unión
de tale 	 ulinferencias Ilamémosle Xo.

Ahora consideremos todas las semicirrunferencias en 2 2 con coordenadas no
positivas con centro en el punto (1,0)gpor extremo puntos de Co, denotemos por
a la unión de estas sernicircunfereracias. Seguimos el proceso inductivamente, para
eadaneN,aX„ coma la unión de las semicircunferencias en 2 2 con coordenadas
no positivas que tienen por extremo pares de puntos de Co y centro a 	2(3t '

Entonces, el coroin's de Knaster se define como X = Xo U U X„. Tenemos
neN

que todo srubcontinuo propio de X es un arco cuyo interior en X es vacío. Por el
teorema anterior resulta que X es indescomponible.

En la siguiente figura 30 se muestran los primeros pasos en su construcción.

71.	 ‘\•

1,1
t	

)", \s:\

figura 30-
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4.2. Composantes
Acontinuación estudiaremos el concepto de composante, que está relacionado

con las propiedades que estamos trabajando.

Definición 4.2 Si X es un continuo y p E X, la composante de p es el conjunto
de todos los puntos x de X tales que existe algún subcontinuo propio de X que
contiene a p y x.

Observación 4.2 Si tomamos un conjunto K composante, no quiere decir que to-
dos los puntos que le pertenecen lo sean.

Por ejemplo, si X = f0,11, la composante de 0 es el subconjunto (0,1), la com-
posante de 1 es (O, y la de cualquier punto distinto de 0 y 1 es el intervalo [0,1].

Por otra parte la composante de p es la unión de los subcontinuos propios de X
contienen a p. Por ser unión de conexos con -un punto en comlin, tenmos que

las composantes son conexas.

Teorema 4.3 Si K C.3 alguna composante del anitinuo X, el conjunto K es denso
y conexo.

Demostración. Sea p E X y K la composante de p. Por la observación anterior,
tenemos que K es conexa. Ahora supongamos que K X. Entonces, ya que K es
conexo tenemos que K es un subcontinuo propio y no vacío ( contiene a p) de X.
Por lema 2.3 existe un subcontinuo propio H de X tal que KCH y K H.
Pero entonces H es un subcontinuo propio de X que contiene a p, por lo que por
definición de K debemos tener que H C K, lo cual implica que H = K, que es una
contradicción. Por tanto 	 X, esto quiere decir que K es denso. n

Teorema 4.4 Si X es descomponible, X es composante de alguno de sus puntos.

Demostración. Sean A y B dos subcontimios propios, no vacíos de X, tal que
X ---AUB. Entonces tenemos que

A n B	 0,

A n	 fh,

de lo contrario tendríamos que si
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X sería disconewo. Tornemos xeArlByK la composante de x. Como A y B son
subcontinuos propios de X que contiene a x, tenemos que

Ac K y Bc

de donde
X — AuBcK

y por lo tanto K = X. n

4.3. Irreducibilidad.

En esta sección estudiaremos un concepto que está muy relacionado con el con-
cepto de composante y con la propiedad que estamos estudiando.

Definición 4.3 Si X es un continuo y {p, q} C X, decimos que X es irreducible
con respecto a p y q si no existe ningún subcontinuo propio de X que contiene a
tales puntos.

Ejemplo 4.'7 El intervalo es irreducible entre O y 1.

Ejemplo 4.8 El continuo sen -;t es irreducible entre {0} 4-1, 11 y el punto (27r, 1).

lborema 4.5 Sean X un continuo yp E X. Entonces X es irreducible respecto
a p y algún otro elemento de X si y sólo si la cornposante de p es un subconjunto

igualmente, si X es irreducible respecto a p y q, cada uno de esos puntos no
pertenece a la composante del otro:

Corolario 4.6 Si el continuo X es irreducible respecto a {p,q}, entonces las com-
posantes de p y de q son subconjuntos propios de X y distintos entre s£

Veamos ahora que los continuos descomponibles y no irreducibles tienen exac-
tamente una composante.

Proposición 4.7 Sea X un continuo descomponible y no es irreducible, entonen
X posee exactamente una composante. (que es X mismo).
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Demostración. Por el teorema 44, X es composante de alguno de sus puntos. Y
por el teorema 4 5 X no tiene composantes propias. Por lo tanto X es su única
composante. •

Ahora veamos la propiedad para los irreducibles.

Proposíción 4.8 Si X es un continuo descomponible e irreducible, entonces X
posee exactamente tres composantes.

Demostración. Sea X un contanuos descomponible e irreducible respecto a {p, q} .
Aplicando el teorema 4 4, resulta que X es composante, y por el corolario 4.6 ten-
emos que las composantes de p y de q son subcontinuos propios de X y son
distintos entre sí.

Ya tenemos 3 composantes de X distintas entre Vamos a probar que estas 3
son todas sus composantes.

Sea r un elemento de X y sea K composante de r. Veremos que K es uno de
los subconjuntos que acabamos de naeasionar. Supongamos que K X. Entonces
existe

y E X — K.

Como X es descomponible, posee subcontinuos propios A y B tales que

X =AUB.

A y B no pueden contener a ambos puntos p y q, ya que X es irreducible respecto
a este par, por lo que resulta que p E A yq€B. Asumamos que r E A.

Dado que A es subcontinuos propio de X y contiene a r, A c K, de donde se
sigue que p E K. Supongamos que q E K. Entonces existe un subcontinuo propio D
tal que

{r, q} C D.

Recordemos que {p, r} C A. Como y K, ningún subcontinuo propio contiene a
{r, y} , por tanto tenemos que ylAy ylD Entonces

rEAnD, yOAUD y {p,q} A UD,

lo cual quiere decir que A LI D es un subcontinuo propio de X que contiene a p y
q, lo cual es una contradicción, pues X es irreducible respecto a tal par de puntos.
Entonces resulta que q K.

Ahora demostraremos que K es composante de p.
(C) Sea x E K Entonces existe un subcontinuo propio F de X tal que

{r, C F.
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En particular, q K tenemos que q F. Entonces

rEArIF, q«AUF

{x,p} c AUF,
por Io cual A U F es subcontinuo propio de X que contiene a x y p. Por lo tanto
x pertenece a la composante de p.

(D) Sea x un elemento de la composante de p. Entonces existe un subcontinuo
propio H de X tal que

{x,p} C H.

Como X es irreducible respecto a {p, q} tenemos que q H. Por lo tanto

p E 1111A,	 q0 HUA y {x,r} CHUA,

lo cual quiere decir que Fir t1 A es subcontinuo propio de X que contiene a x y r,
io cual implica que x E K.

Por lo tanto de las dos contenciones concluimos que K es precisamente /a
composante de p. liemos probado que si una composante no es Xmismo, entonces
debe ser composante de alguno de los puntos respecto a los cnates X es írreducibie.
Por lo tanto no existen más composantes de las tres que teniamos y entonces X
tiene exactamente 3 composantes.

A continuación veremos que en realidad basta la unión numerable de subcontin-
uos para formar la composante.

Teorema 4.9 SeapEXy K es la eomposante dé p, entonces existe una enteceión
numerable {Fn :neN} de subcontinuos propios de x tales que K = U Fa.

nEN

Demostración. Sabemos que X posee una base numerable Bo =	 con
para cada n E N Definamos

Un	— {p} , para cada n E N.

Sea Fn la componente de X —Un que contiene a p, es claro que Fn es un subcontinuos
propio de X que contiene a p para cada n E Rl, y por último sea

F U Fn'
nEN

Como cada X — U es cenado y contiene a p, es claro que F„ es un subcontinuo de
X que contiene a p para cada n E N, lo cual implica que F c K. Ahora veamos que
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K c F. Sea x E K. Entonces existe un subcontinuo propio H de X que contiene a
{x, p} Como X — H es abierto y no vacío existe m E N tal que

Vm CX— H.

Entonces p	 y por tanto
Vm

Es claro que H c X — UM, y dado que H es conexo y contiene a p, se sigue que
H c Fm . Por lo tanto

x€Fmc
nEN

nPor lo tanto K = F •
ncN

Teorema 4.10 Si X es un continuo indescomponible, entonces la colección de corn
posantes de X es más que numerable.

Demostración. El teorema afirma que todo subcontinuo propio de X tiene inte-
rior vacío, y por el teorema anterior tenemos que cada composante de X es unión
numerable de tales subconjuntos.

Es claro que X es la unión de todas sus composantes, por lo que si X tuviera
una cantidad numerable de composantes, tendríamos que X es la unión numerable
de conjuntos con interior vacío, lo cual por el teorema de Baire es un absurdo (ver
teorema 1.46).

Por lo tanto X posee una cantidad más que numerable de camposantos.

Teorema 4.11 Sean X un continuo inclescomponible y K una coupsante,  en-
tonces K es composante de cada uno de sus elementos.

Demostración. Tomemos K composante de p y x E K. Demostraremos que K
también es composante de x. Como x E K tenemos que existe un subcontinuo propio
de Ho de X que contiene a p y x, tbora, si y pertenece a la composante de x, existe
un subcontinuo propio H de X que contiene a {x, y} , entonces x E Hí1 Ho, y como
X es indescomponible, entonces H U Ho es un subcontinuo propio que contiene a p,
por lo cual está contenido en K. Por To tanto yeliC K, i.e. la composante de x
está contenida en K.

Por otra parte, si y E K, existe Hr subcontinuo propio que contiene a p y y.
Entonces de manera similar tenemos que Hv U Ho es subcontinuo propio de X, y es
claro que contiene a x y y. Esto implica que y está contenida en la composante de
x. Por lo tanto se sigue fácilmente que K es composante de x. n
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Ahora, existe una cadena simple tia que va de b hasta e
eslabones son bolas cerradas con diámetro menor a 1 contenidasen

También existe una cadena simple que va de a hasta b y que,
eslabones son bolas cerradas con diámetro menor que s ctides-
/12.

Seguimos el proceso de manera inductiva, encontrando una
¿4 encajadas tales que cada eslabón de 1.6 tiene un diámetro
forma que para cada n E id , la cadena /.13„_2 va de a hacia c y pasa
itsn- 1 va de b ae y pasa por ay por ditimo la eadena 24, va de a
por c.

Definimos X como la intersección de las cadenas Por el teorema
que X es un continuo. 	 ,z

Ahora vamos a probar que es un continuo indescompord
Supongamos que existe un algún subcontinuo propio Z de X tal que

Sea y eX-Zy sea e tal que ne (y)1 c X - Z	 la defmición de X
X =	 Si tomarnos k E N tal que 2-4114-2 < e, es claro que
ds U3n--2 contienen a a y están contenidos en Be (y) y por lo tanto no
a Z.

Ahora, como {a, c} c Z c X nnIN	 y dado que	 Va	 d
es claro que tomando por una parte /os eslabones de tal cadena
que corten a y, y por otra parte los posteriores, creamos una se
contradiciendo su cenexidad.

Por lo tanto X es irreducible respecto a a y e.
De igual mama de puede probar que X es irreducible respecto a

fa, by y fb, , por lo que el teorema anterior implica que X es



figura 31.
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