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Introducción

El objetivo de este trabajo es dar una presentación rigurosa y detallada de los

duales topológicos de algunos espacios clásicos en el Análisis Matemático, tales como

los espacios de sucesiones 1", el espacio de funciones continuas C ([a, b]) y los espacios

de funciones L» . Como veremos a lo largo del trabajo, el estudio de cada uno de

estos casos particulares lleva consigo el manejo de herramienta matemática que

incluso por sí misma reviste un gran interés, además de su trascendencia. Tal es

el caso del Teorema de Hahn-Banach, de las bases de Schauder, del Teorema de

Radon-Nikodym, sólo por mencionar algunas.

Cuando se estudian espacios normados X, típicamente uno está interesado en el

estudio de los funcionales lineales continuos del espacio en el campo base, es decir,

en el estudio del espacio dual continuo X*, el cual resulta ser un espacio de Banach.

Como es bien sabido, cuando X tiene dimensión finita, X y X* coinciden lo cual

ya no ocurre en dimensión infinita. Los ejemplos que se abordan en este trabajo lo

ponen de manifiesto.

III



IV
	 Introducción

El espacio dual X* puede ser utilizado para definir nuevas topologías en X

(tal es el caso de la topología débil), que nos permitan "subsanar" carencias

topológicas de X, en relación a propiedades de compacidad o convergencia Asimis-

mo, propiedades del dual se pueden ver reflejadas en el espacio original, tal es el

caso de la separabilidad.

Los espacios duales juegan un papel muy importante en el Análisis Funcional,

en la teoría de Ecuaciones Diferenciales Parciales y en la Física Matemática; por

ejemplo, en modelos de sistemas físicos los posibles estados del sistema pueden ser

asociados a funcionales lineales continuos en espacios de Banach apropiados.

Por estas razones y porque revisten interés en sí mismos, los espacios duales se

han estudiado ampliamente. Hay dos posibles direcciones en las que se puede pro-

ceder: determinando los duales de espacios de Banach particulares, o bien, demostran-

do resultados que relacionen propiedades del espacio con propiedades de su dual.

Como lo comentamos anteriormente, nosotros procederemos en la primera dirección

abordando los ejemplos mencionados.

Este trabajo está dividido en cuatro capítulos y la lectura y comprensión de éste

supone del lector solamente un bagaje mínimo de Análisis y Algebra Lineal.

En el Capítulo 1 se presentan algunos de los conceptos y resultados que serán

utilizados a lo largo del trabajo. De mención especial es el teorema de Hahn-Banach

y algunas de sus consecuencias..



Introducción

En el capítulo 2, usando el concepto de base de Schauder determinamos los

duales de los espacios de sucesiones IP , 1 < p < cc, que son los parientes infinito-

dimensionales más cercanos de los espacios de dimensión finita.

En el Capítulo 3 determinamos el dual del espacio de funciones continuas C 	 b]).

El espacio obtenido, NBV ([a, 6]) resulta ser un subespacio notable del conocido

espacio de funciones de variación acotada en [a, b]. Debe comentarse que no pre-

sentamos aquí la versión clásica del Teorema de Riesz-Markov que establece que

C	 b1)* es el espacio de medidas de Borel complejas en [a, b]; en su lugar, pre-

sentamos una versión que todavía nos proporciona funciones para la representación

del dual. Sin embargo, puede demostrarse que existe una correspondencia biyectiva

entre medidas de Borel complejas en [a, b] y el espacio de NBV ([a, bl) (ver [8, Teo.

19.48]).

Finalmente, en el Capítulo 4 determinamos los duales de los espacios II (X, .F,

1 < p < co. Presentamos dos demostraciones de este resultado. La primera de ellas,

es la clásica prueba que utiliza el Teorema de Radon-Nikodym y además, el hecho

de que la medida p es a—finita La segunda demostración, que funciona sólo para el

caso 1 < p < oc, se debe a E. J. McShane (ver [10] y [8, Sección 15]) y no requiere

que u sea a-finita. Lo interesante de esta prueba es que utiliza herramienta elemen-

tal de Análisis y Teoría de la Medida y no requiere de un resultado tan sofisticado

como el Teorema de Radon-Nikodym.



 

vi	 Introducción

Esperamos que este trabajo de tesis pueda servir como referencia para el estu-

diante y el profesor en los cursos de Análisis Matemático y Análisis Funcional de la

Licenciatura en Matemáticas.

'



Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo consta de siete secciones en las que haremos un recuento de al-

gunos conceptos y resultados, como por ejemplo los conceptos de espacio normado,

espacio de Banach, el espacio L(X, Y), espacio dual, bases de Hamel. Un resultado

fundamental en el Análisis Funcional lo constituye el Teorema de Hahn-Banach,

el cual enunciaremos y demostraremos en este capítulo, además de exhibir algu-

nas consecuencias notables. Los resultados aquí presentados serán utilizados en los

capítulos posteriores de este trabajo.

1.1. Espacios Normados

Sea X un espacio vectorial sobre un campo 1K, donde 1K = ó C.

1



2	 Capítulo 1. Preliminares

Una norma en X es una función

11 . 11 X --> R

tal que satisface las siguientes condiciones:

114 O para toda x E X.

I	 '

Si 114 = O entonces x = O.

j'Axil	 1,\ 114 para toda a E IK y x E X.

La desigualdad del triángulo:
I	 r

Il z + Yll 114 +	 para toda x, y E X.

II	 •1 , i,	 La pareja (X, 1(.11) se llama espacio normado.
11	 I

Si p • X	 R es una función que verifica las propiedades 3 y 4 llamamos a

p una seminorma. Evidentemente, toda norma es una seminorma, sin embargo el

recíproco no es válido en general.

1.2. Espacios de Banach

Ahora podemos hablar de espacios normados lineales como espacios métricos.
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Definición 1.1 Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda suce-

sión de Cauchy en X converge en X.

Una pregunta. que nos podemos hacer es si el espacio es completo o no.

Definición 1.2 , Sea (X, 11.11) un espacio normado. Diremos que (X, 11.11) es un

espacio de Banach si (X, d) es un espacio métrico completo donde d es la distan-

cia inducida por la norma, es decir, d (x, =	 —

Ejemplos de espacios de Banach son:

Sea.	 =	 x.„) xi E R, j =-- 1,	 n} y

1142	 [
i=1

( C({a,	 11.11 ) es de Banach, donde

C([a, b1) -=	 :	 b]	 / f es continua} y

= sup if(x)1.
xE[a,b]

3.- (B(fa ,b1) ,1(¡ ) es de Banach, aquí:
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B([a,b])	 {f : [a,b] --> 111 f es acotada} y

= suP 1E4«
xcia,b]

Como [a,14 es compacto, tenemos que C([a,b]) C B([a,b]), es .decir C([a, b])

es un subespacio de B ([a , b]).

4.- Si 1 < p < no (02 ,11.11 p) es de Banach, donde

{ 	}

11 x 11, = [É°
i=1

En este caso, para ver que efectivamente 	 es una norma para lP se hace uso

de las siguientes desigualdades:

Lema 1.1 (Desigualdad de Young): Sean a, b números reales no negativos,

p > 1 y tal que 1 + 1 1. Entonces ab < (L) ±
P	 P	 e

I P = x =-- (xn):11 E K :	 I -IP < oo y
,---i.

Un par de números con la propiedad que cumplen p y q en la desigualdad de

Young se llaman exponentes conjugados.

La desigualdad anterior se usa para demostrar la siguiente desigualdad:
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Lema 1.2 (Desigualdad de Helder): Sean al , a„,, b1 , ...,1za números reales,

p > 1 y q E IR tal que 71; ±	 1. Entonces

E 10;1	 kir]

Para probar el siguiente resultado se hace uso de la desigualdad de Hedder:

Lema 1.3 (Desigualdad de Minkomski): Sean a l , ...,an ,b1 , ..., bn números reales,

p 1. Entonces.

(n	
bale) < l aalP 	

+ i=1

5. (r°,11.11 ,00 ) es de Banach, donde

=-- {x = (xn) E ri : (xn) está acotada} y

11 X lioo = SI1P i rni •
nEN

6.- (c, H.1 00 ) es de Banach. En este ejemplo,

e=-= { x = (XI/ )111 E KM (xn)n'—i converge}
	

Y

11 E11.- SUP I XTL I •
nERI
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7.- (e0 , 11.1,j es de Banach. En este ejemplo,

co = { x (xn) criti E KN xn	 Y

XL = SUP I Xrd •
nEri

Si 1 p < o°	 (LP(X p), 0.11 p) es de Banach, donde

LP (X ,F, = {[f] f IfI P dp < oo}.

Aquí (X „u) es un espacio de medida, f es medible,

[f] {g f = g µ.-casi en todas partes} y

II f II, = (f I f I P dP) •

(L' (X „u) , Vil o.) es de Banach, aquí

La) (X	 = {[f] : 3 M tal que I f (x)i M p-c.t.p.}

donde (A",,F,p) es un espacio de medida, f es medible,

[fi = {fi f = g it-c.t.P.} y

uc

Ijf	 ínf {M : p {x : If (x)I > M} = O} .
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Si f E L°°, f se llama esencialmente acotada.

1.3. El Espacio L(X, Y)

Sean X,Y espacios normados sobre IK y consideremos el conjunto-

L(X, Y)=-. {T :	 : T es lineal y continua}

L(X, Y) es un espacio vectorial sobre K con las operaciones:

(T + S)(x) T(x)+ S(x) para x E X, T,S E L(X, Y)

(aT)(x).-- aT(x)	 paraaEK,xEX y T E L(X,Y).

Además, L(X, Y) es él mismo un espacio normado con la norma:

sxup  
i¡T 	

= sup liTxli	 sup j(Txil •
xeX	

li	
ex	 xEX

x$0	 Ilx115/

Se puede ver fácilmente que T E L(X, Y) si y solamente si T envía conjuntos

acotados de X en conjuntos acotados de Y. Por esta razón a veces se llama a los

elementos de L(X, Y) operadores lineales acotados. También L(X, Y) es un espacio

de Banach si Y es de Banach. Podemos observar entonces que no es necesario que

X sea completo para que L(X, Y) lo sea, siempre y cuando, claro, Y sea completo.

Otra observación que vale la pena hacer es que si el espacio normado X tiene

dimensión finita entonces cualquier transformación lineal T : X —' Y es también

continua. Ésto se debe fundamentalmente al hecho de que en dimensión finita todas



I

8	 Capítulo 1. Preliminares

las normas son equivalentes.

1.4. Espacios Duales

Definición 1.3 Sea Y = 1K. En este caso denotamos L(X, K) = X*. Sus elementos

se llaman funcionales lineales acotados y constituyen un espacio normado con la

norma.

II f II = sup If(x)1 — sup 1 f (x)i = sup 1 f (x)I .
.Ex 	 Ex	 xGX
x�0 

ixil	 ialig	 iixii,
X* se llama el espacio dual de X.

Podemos observar que debido a la completez de K el espacio dual de un espacio

normado X es un espacio de Banach

Como veremos, la determinación del dual de un espacio normado nos permitirá

conocer propiedades importantes del espacio mismo y justamente el objetivo de esta

tesis es hacer el cálculo específico del dual de ciertos espacios normados clásicos.

1.5. Orden Parcial

Definición 1.4 Sean A un conjunto no vacío y -4 una relación que satisface:

(i) a a para toda a EA (reflexividad) 



1.5 Orden Parcial

Si a z b y b a entonces a= b para toda a,b E A

Si a b y b =“ entonces a c

(antisimetrta)

(transitividad)

A	 se le llama orden parcial en A y a la pareja (A, --;) se le conoce como

un conjunto parcialmente ordenado.

Observemos que cualquier subconjunto no vacío de un conjunto parcialmente

ordenado es él mismo un conjunto parcialmente ordenado con respecto al orden

parcial original.

Algunos ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados son:

El conjunto r con la relación ordinaria <.

Así, (IR, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

El conjunto potencia P(X) donde X es un conjunto fijo. P(X) está parcial-

mente ordenado por C. A ésto se le llama ordenación parcial por inclusión.

El conjunto N con la relación a < b <=> a es divisor de b está parcialmente

ordenado.

Sea E el conjunto de todas las funciones f con dominio Df C X e imagen

Rf C Y. Aquí g f se refiere al hecho de que f es una extensión de g, es

decir, y C f . Así, (E, -1 es parcialmente ordenado.
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Definición 1.5 Sean (A, -4) un conjunto parcialmente ordenado y a, b E A. Si

a 4 b ó b-4 a, entonces se dice que a y b son comparables.

Definición 1.6 Un subconjunto C de A se dice que es totalmente ordenado si para

todo a, b E C a y b son comparables. Además, si C es totalmente ordenado decimos

que es una cadena.

Ejemplos:

La pareja (R, <) forma una cadena.

El subconjunto {1, n, n 2 , n3 , ...}, n E N es una cadena.

Diremos que un elemento c de un conjunto parcialmente ordenado A es una cota
I

superior de un subconjunto C de A si para todo b E C se verifica que b -4 c. Se dice
I	 hit

que un elemento m E A es un elemento maximal de A si para toda x E A tal que

m < x, se tiene necesariamente que x = m.

Después de introducir la terminología anterior podemos establecer el Lema de

Zorn, una herramienta de uso frecuente en matemáticas.

Lema 1.4 (Zorn): Todo conjunto parcialmente ordenado, no vacío, en el cual cada

cadena tiene una cota superior, posee un elemento maxirnal.
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1.6. Bases de Hamel

En esta parte nuestro objetivo es demostrar que todo espacio vectorial X (0)

posee una base de Hamel. Supondremos siempre que X es un espacio vectorial

sobre un campo 1K, donde K	 ó C.

Definición 1.7 Sea A C X un conjunto finito, A 0 digamos que A = {xl,

Decimos que A es linealmente independiente si

71

E
=O, Xi K Vi = 1, ..., n

implica que Ai = O Vi = 1, n.

Definición 1.8 Sea B C X, B 0. Decimos que B es linealmente independiente

si todo subconjunto finito 0 A C B es linealmente independiente.

Definición 1.9 Sea 0 C C X. Diremos que C es maximal linealmente indepen-

diente si C es linealmente independiente y además si D es tal que C C D, C D

entonces D no es linealmente independiente.

Definición 1.10 Un subconjunto maximal linealmente independiente de X, se lla-

ma una base de Hamel de X.

Algunos ejemplos de bases de Hamel son:
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Si X =	 [0, 11 ----> IR : P es un polinomio con coeficientes reales}

entonces X es un espacio vectorial sobre IR y una base de Hamel es:

93 = {gi }:10 donde gi(x)

X e00 {(xri )O° i en K : xn = O Vn excepto posiblemente un número finito}.

X es un espacio vectorial sobre K y una base de Hamel es:

93 --- {en } 7.7=1 donde e" = (eran ) nti con e = 5„,„„ la 5 de Kronecker.

3.- Si X = IP , 1 < p < co, el conjunto B del ejemplo anterior NO es base de

Hamel para 1".

El teorema sobre existencia de bases de llamel es importante, sin embargo, no

provee una construcción de la base de Hamel, de hecho, el problema de encontrar

bases de Hamel explícitas no es sencillo de resolver.

Enseguida probaremos la existencia de bases de Hamel para X:

Teorema 1 5 Todo espacio vectorial X (0) posee una base de Hamel.

Demostración. La demostración de este teorema hará uso del Lema de Zorn.

Como X # (0) existe x E X tal que x # O. Evidentemente {x} es un conjunto

linealmente independiente.

Ahora, sea Z = {A : A c X y A es linealmente independiente}, Z 0 por

que {x} E Z.
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Ahora, definamos un orden parcial en Z: para A, B E Z diremos que

A <13,---,ACB. Es muy sencillo verificar que < es un orden parcial en Z.

Enseguida, tomemos una cadena Cc Z y sea A= U
A,ec

Veamos que A E Z: Sea B C A un subconjunto finito, B	 0. Puesto que

C es totalmente ordenado, existe A, E C tal que B c A, y A, 	 es linealmente

independiente. Así A es linealmente independiente y por tanto A E Z.

Además, es claro que A es cota superior de C. Por el lema de Zorn, Z tiene un

elemento maximal, digamos M y éste constituye una base de Hamel de X.	 n

Teorema 1.6 Sea A una base de Hamel de X. Entonces, para cada xEX,x	 O,

existen n E N, elementos únicos x1 , ...,x„ de A y escalares A l , ..., An únicos, tales

que 'Az! o y X=EXiXi.

i=--1

Demostración. Demostraremos primero la existencia de tal representación.

Sea xE X, x O. Si x E A, una tal representación es clara con rt = 1, x i x y

A1

Supongamos ahora que x A Entonces, el subconjunto A11 {x} de X contiene

propiamente a A y ya que A es maximal linealmente independiente, se tiene que

A U {x} no es linealmente independiente, luego existe B C A U {x}, B finito y no

vacío tal que B no es linealmente independiente. Forzosamente x E B, pues de otro

modo tendríamos B c Ay así B debería ser linealmente independiente, lo cual es
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imposible.

Supongamos que B=	 Como B no es linealmente independiente

existen escalares A, A 1 , ..., An no todos cero tales que

ax ± E AiXi O.

i=1

Afirmarnos que A � O porque en otro caso tendríamos que	 ixi	 O con
2=1

A E A Vi = 1, ..., Ti y siendo A linealmente independiente tendríamos que

Vi = 1, n, lo cual es una contradicción.

Así, A � O y por consiguiente

x — E —xi.

Ahora, demostraremos la unicidad. Supongamos que existen m, n E N, m n y

elementos A ,	 yi,•••, Yn tales que	 AVi 1, ...,rn y y; EA Vj = 1,...,n

y sean	 Ant P12	 escalares tales que Jai I > O vi	 rn y 1[5 > O

Vj = 1, ..., n, y x =	 =	 NYi«

	

i=1	 j=1

Si fuese m > n entonces, existe i < m tal que A � y; Vj = 1, ..., n, luego

A. debe ser igual a cero pues de otro modo quedaría expresado xi en téminos de

los restantes elementos lo cual es imposible pues constituyen un subconjunto lineal-
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menté independiente de A. Con ésto se contradice que I 	 > O. Así m < n. De

igual forma n < m y por tanto n = m.

Ahora, sea i tal que 1 < i < rn. Si xi mi para cada 1 < j < n entonces = O

ya que de otro modo quedaría expresado x i en términos de los otros elementos y

ésto es imposible. De nuevo contradecimos el hecho de que 	 > O. Así, para cada

1 < i < ni existe i3 , 1 < < ri tal que xi = mi . De nuevo, la independencia lineal

asegura que al = Ítu .	 n

1.7. Teorema de Hahn-Banach

Un problema que con frecuencia nos encontramos en Matemáticas es el siguiente:

Dados un conjunto no vacío X, un subconjunto propio M de X y una función f

definida en M que satisfaga cierta condición para cada x E M, ¿Es posible encontrar

una extensión F de f a todo X tal que F satisfaga dicha condición para cada x E X?

En general, este problema no necesariamente tiene una solución. Resolveremos dicho

problema cuando X es un espacio vectorial sobre K, M es un subespacio propio de

X y f es una funcional lineal en M adecuadamente controlada. Este resultado se

conoce corno Teorema de Hahn-Banach.

Corno podremos ver, el Teorema de Hahn-Banach no requiere de conside-



rar una topología específica en el espacio vectorial X, su interés es solamente exten-

der una funcional lineal y su demostración hace uso del Lema de Zorn.

Definición 1.11 Sea X un espacio vectorial sobre R. Una funcional sublineal es

una función p : X —n R que verifica las siguientes condiciones:

p(x + y) G p(x) p(y) para cada x, y E X.

p(ax) = ap(x) para cada x EX y cada a > O.

Nótese que toda seminorma es una funcional sublineal.

Teorema 1 7 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial sobre R y p una fun-

cional sublineal en X. Si M es un subespacio vectorial de X y f :M —› 112 es una

funcional lineal tal que f (x) < p(x) para toda x E M, entonces existe una funcional

lineal F : X --> R tal que F extiende a f y F(x) p(x) para cada x E X.

Antes de empezar la demostración de este teorema, hacemos el siguiente comen-

tario.

Debe observarse que el interés de este teorema radica fundamentalmente no

en el problema de la existencia de la extensión, sino en el hecho de que puede

encontrarse una extensión lineal que siga dominada por p. El problema de encontrar

una extensión lineal para f es sencillo de resolver:

16	 Capítulo 1. Preliminares
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Sea {e,} una base de Hamel para M y sean {L} vectores en X tales que

u{f,} constituyen una base de Hamel para X. Definiendo F : X	 IR

por : F (E aje,. + E )3, fi ) = f (E aisi) E ai f (ei ) (nótese que las sumas son

finitas), logramos una extensión lineal de f.

Más aún, si {ri } es cualquier subconjunto de IR, entonces:

	

F (E at e, + E i 33 f2 ) f (E	 + E )355 es también una extensión lineal de

f y de hecho, cualquier extensión lineal de f tiene esta forma. La dificultad estriba

en el hecho de que debemos encontrar una de estas extensiones que esté dominada

por p.

Demostración. Sea P el conjunto cuyos elementos son las parejas (M', 7) donde

M' es un subespacio de X que contiene a M y es una funcional lineal en M' que

extiende a f y satisface 7 < p en M'. Claramente P es un conjunto no vacío ya que

(M, f) E P pues M C M' y f' ¡m= f.

Definamos el siguiente orden en P:

	

(M', 7) (M", f") 	  M' C M" y f" 7 en M'.

Fácilmente se demuestra que =‹ es un orden parcial en P.

Sea C = {(Mi , A) : i E I} una cadena en P y sea M =U Mi.
iEI

Debido a que C es una cadena, M resulta ser un espacio vectorial:
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Supongamos que x, y E U Mi así, para algunos i,j tenemos que x E Mi y
zEr

y E	 pero ya que C es totalmente ordenado Mi C	 c Mi . Sin pérdida

de generalidad, supongamos que M i c Mi , entonces ya que M1 es un subespacio

tendremos: x + ay E Mi Va E R.

Por tanto, M es un subespacio vectorial de X.

Además, si definimos h :M --1118 corno h(x) = f i(x) si x E Mi , entonces h está

	

I I	 bien definida:

,„. „
Supongamos que x E Mi yxEMi.

	111.'	 Por definición de h tenemos: h(x) = f i (x) y h(x) = f i(x).

Pero, como C está totalmente ordenado, fi extiende a fi fi extiende a fi

	

11!	 . En

cualquier caso: fi (x)== f i (x) y h está bien definida.

h es lineal: Seana„BERyx,yEMi:

h (ax + (3y). fi (ax + fly)= afi (x)+ fifi (y) = ah (x) + fih(y).

Entonces h extiende a f y satisface h(x) < p(x) Vx E M.

Así, (M, h) E P y es una cota superior para C, es decir, V fi E C f h.

Por el Lema de Zorn, P tiene un elemento maximal (M, F).

Demostremos que M = X:

Supongamos que M es un subconjunto propio de X y sea x 1 E X —

Consideremos el conjunto .A71 1 = {x +txi : x E M, t E R}.

Es claro que M l es un espacio vectorial que contiene propiamente a M. Además,
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si x, y E M

F(x) F(y) = F(x + y) P(x + � P(x – xi)+P(xi +

lo cual implica

F(x) – p(x – xi) �.../3(y + xi) – F(y)

Sea a = sup {F(x) – p(x – x 1 ) : x E M}, entonces

F(x) – a < p(x – x 1 ) para todo x E M	 (1.2)

F(y) + a 5 p(y + xi) para todo y E it.71	 (1.3)

Definiendo F1 : M 1 —› R como:

(x + txi) = F(x) ta	 (1.4)

obtenemos una funcional lineal en M 1 tal que F1 restringida a M coincide con F.

Finalmente, si tomamos t > O y reemplazamos x por rix en (1.2) y por rly
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en (1.3) y multiplicamos las desigualdades resultantes por t obtenemos:

F(x) — ta p(x — txi)

F(y) ta < p(y + txi)

para cada x, y E M y cada t > O. Usando (1.4) concluimos que

Fi (z) p(z) para toda z E M1.

Así, hemos encontrado un elemento (Mi , Fi) en P que mayora a (M,

(M i, Fi) (M, F) , lo cual contradice la maximalidad de (M, F).

Por lo tanto M = X.

F) y

n

Hay una extensión del teorema anterior para espacios vectoriales sobre C. Uno

debería empezar notando que si X es un espacio vectorial sobre C, entonces también

es un espacio vectorial sobre R. Del mismo modo, sif:X---->e es Clineal,

entonces He( f) :X--> IR es IR-lineal. La relación precisa entre ambas situaciones

la proporciona el siguiente lema.

Lema 1.8 Sea X un espacio vectorial sobre C.

Si u : X ---> IR es IR-lineal, entonces f (x) = u(x) — iu(ix) es C-lineal y

u = Re( f).

Si g : X	 C es C-lineal, u = Re(g) y f está definida como en (a) entonces
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f = g

(e) Si p es una seminorma en X y u, f son como en (a) entonces

	i u (x)I p(x) Vx E X <	 > if(x)I � p(x) Vx E X.

(d) Si X es un espacio normado y u, f son como en (a) entonces

Il u li =

Demostración.

(a) Demostremos por ejemplo que f (.aa) = Af (x), cuando A = a + 43 con

a,i3ER yxE X .

	

f (Ax) = u(Xx)— iu(iAx)	 u[(a + ifi)x] — itt[i(ct+ i/3)x]

u[ax fi(ix)] — iu[—/3x + a(ix)]

au(x) + flu(ix)+ifiu(x) — iau(ix)

a (u(x) — iu(ix)) + i/3(u(x) — iu(ix))

(a + i i3)(u(x)— iu(ix))

Áf(r)

Claramente, u = Re( f).

(b) Para toda z E C, donde z = Re(z)	 Im(x), tenemos:
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iz — Im(z) + i Re(z), de donde Re(iz) = — Im(z),

de donde Im(z) = — Re(iz).

Así,

	

g(x)
	

Re(g(x)) +i Im(g(x))

Re(g(x)) — i Re(ig(x))

Re(g(x)) — i Re(g(ix))

u(x) —

f (x)

(c) Si j f (x)i < p(x) Vx E X, usando el hecho de que lu(x) < I f (x)I se sigue

que itt(x) < p(x) Vx E X.

Por otra parte, si lu(x) < p(x) Vx E X, sea f (x) = ei6 if (x)i, entonces

O	 If(x)i e -te9 f (x) = f (é' 9 x)

	= 	 Re f(e —"x) =	 x)

5	 p(e—is x) = p(x) Vx E X.



1.7 Teorema de Hahn-Banach	 23

(d) Para toda x E X y como X es un espacio normado tenemos que

l u (x )1	 If(x )1	 Ilfll	 Ilull s IlfIl•

Por otra parte:

lf(x)1 f (e- x)

= Re f(e-tex)

u(e-z8x)

entonces ibe ii <

Por tanto, Hall = lin. 	 n

Ahora, podemos probar la siguiente consecuencia del Teorema de Hahn-

Banach:

Corolario 1.9 Sean X un espacio vectorial sobre K donde K = R o C, M un sub-

espacio de X y p : X —+ [O, oo) una seminorma. Si f : M	 1K es una

funcional lineal tal que I f(x)1 < p(x) Vx E M, entonces existe una funcional lineal

F: X --> K tal que F extiende a f y 1F(x)I 5_ p(x) Vx E X.

Demostración. Supongamos primero que K = IR. Corno f (x) < I f (x)i p(x) para



Capítulo 1. Preliminares

cada x E M, el Teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una extensión

lineal F : X	 R tal que F(x) < p(x) Vx E X. Así,

—F(x) = F(—x) 5 p(—x) = p(x)

por lo que IF(x)I p(x) Vx E X.

Ahora, supongamos que = C y sea u = Re(f). Debido a (c) del Lema 1 8,

se tiene Iuj < p y el caso 1K = IR asegura la existencia de una funcional IR-lineal

Fi : X --> IR que extiende a u y satisface in < p. Sea F(x) Fi (x) —

para cada x E X. De nuevo, la parte (c) del Lema 1.8 implica que 'Fi < p y además

F extiende a f .	 n

Corolario 1.10 Si X es un espacio normado sobre K = IR o C, M es un

subespacio lineal de X y f :M --> 1K es una funcional lineal acotada, entonces

existe un elemento F E X* (es decir una funcional lineal continua en X) tal que F

extiende a f y In =

Antes de empezar con la demostración de este resultado, es necesario precisar

que las normas de F y f se calculan con relación a los dominios de F y	 f,

explícitamente:

lif	 sup { I 	 x E M, x O} ,
IIxii
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IIFII = sup
1F(x)i 

: x E X, x 0}.

Demostración.

Consideremos p(x)	 11 m4 para cada x E X; como f M	 K es una

funcional lineal acotada tenemos que I f (x)I < lif II mxm = p(x) Vx E M. Luego por

el Corolario 1.9, existe una funcional lineal F : X 	 K tal que F extiende a f y

1F(x) I p(x) Vx E X, es decir IF(x)i < p(x) = mfm mxm vx E X, de aquí se sigue

que lin <

Además como F es una extensión de f, se verifica que ilf II < II F II .

Por lo tanto, existe un elemento F E X* (es decir una funcional lineal continua

en X) tal que F extiende a f y I I F= I f

Corolario 1.11 Si X es un espacio normado, {xi,...,xn} es un subconjunto

linealmente independiente de X y	 son escalares arbitrarios, entonces existe

f E X* tal que f (x,) = al para toda i = 1, ..., n.

Demostración. Sea M el subespacio generado por {x i ,..., xn} y definase

g : M	 IIS así g E Aixi =
(

i=i	 1=1

Es claro que g es lineal y puesto que dim(M) < oo se sigue que g es continua.

Así, como X es un espacio normado, M es un subespacio deXyg:M—> K

es una funcional lineal acotada. Por el Corolario 1.10, existe F = f EX* tal que

f extiende a g y lifIl =
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Luego, f (x,) = a, para toda i = 1, n.	 n

Una consecuencia importante de este corolario es que si X es un espacio

normado, entonces X* no es un espacio vectorial trivial si X no es trivial, más

aún, existe un número suficientemente grande de funcionales lineales continuas en

X, lo que da pie a la posibilidad de definir diferentes topologías tanto en X como

en X*.

Corolario 1.12 Sea X un espacio normado. Entonces para cada x E X

II x II = sup {I f (x)I : f E X* y II fii < 1}.

Además, este supremo se alcanza.

Demostración. Sea a = sup {if(x)i : f E X* y II f lI < 1} . Si f E X* y pf II < 1,

entonces If(x)i < lif II ilxil < lirli por lo que a < 11•

Por otra parte, si M = {Ax : a E K} y definimos g : M	 IEC como

g(,\x) = a lixII entonces g E M* y hl' = 1.

Finalmente, el Corolario 1.10 asegura la existencia de f E X* tal que

lin = II g II = 1 y f (x) = g(x) = hl' con lo cual tenemos que lixil < a. 	 n



Capítulo 2

El Dual de los Espacios 1P

En este capítulo determinaremos el dual de los espacios de sucesiones IP , los

cuales constituyen una generalización natural del espacio 1Ra.

En el Análisis Funcional es un principio fundamental, el que la investigación de

un espacio esté asociada a la investigación de su espacio dual. La razón de ésto

se debe no sólo al hecho de que propiedades importantes de X* se reflejan en X,

sino también al hecho de que frecuentemente resulta más conveniente adoptar un

punto de vista que permita manejar los elementos de un espacio como elementos

de algún espacio dual. Para poder determinar el dual de un espacio normado

recurrimos a un concepto de vital importancia que es el de isomorfismo isométrico.

Definición 2.1 Un isomorfismo isométrico de un espacio normado X en un

espacio normado X es un operador lineal biyectivo T X ---> X que preserva la

27
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norma, es decir,

= lixil Vx E X.

En tal caso decimos que X es isométricamente isomorfo a X , de donde X y

son llamados espacios normados isométricamente isomorfos. En otras palabras,
•

X y X son "idénticos". A veces ésto se expresa diciendo que X y X son congruentes.

El siguiente resultado, demuestra que el espacio dual de 1W' es R". Como veremos

en la demostración, con un fuerte sabor a Álgebra Lineal, el uso de bases de Hamel

es crucial.

Teorema 2 1 El espacio dual de R" es Rn (esto es, (Rn) * es isométricamente

isomorfo a Rn).

Demostración. Tenemos que encontrar una función 7/) : 	 (Ir)* ---> IR" tal que

4) sea isomorfismo de espacios vectoriales y además tP sea isometría. Notando que

para una base de IR", digamos que la base canónica {e l , ..., en } la función lineal

f E (]r)* está determinada por sus valores en f (e3 )	 = 1, n), proponemos

elb (f) = (f ( ei), f (e2) ,	 f (en)), f E (Rn)*.

1,l) es lineal: Sean f, g E (Ir)* y a, fi E IR.

(af +8g) = ((af + fig ) (ci),	 (af + fig) (ea))



TEE ocif(e.i)	 lx f

=	 I T IIRn	 CnIllie •

xi 
I2] E f (e41 2[7i

J=1
1(4 =

[ n

i=1
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= a( f (ei),	 f (en)) ± (9(e1), 	(en))

= cnb(f) + )30(g).

es 1-1: Sea f E ( n ) tal que IP(f) = O.

Entonces (f ( e i), «.., f (en)) = (0 ,..., 0) 	 > f (e3)

Luego, si x E 111n , x =	 Xn)

O Vj = 1,...,n.

f(Ex;	 xif(e;)=0	 f = 0.

J=1

IP es sobre: Dado x = (x l , x„) E Rn , la transformación f : Rn 	la tal que

f (e,) xs , i = 1, .., n está unívocamente determinada como funcional lineal.

Así 0(f) = (f (el), f (en)) =	 = x y además f E (In)*, pues Rn

tiene dimensión finita.

Por tanto, f es un isomorfismo de espacios vectoriales.

IP preserva la norma. Sea f E ( )* y sea x = (x i , xn ) E IR".

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos:
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Esto es,

f (x)

Entonces:

= É if(e,i)i2

=	 (fiel), ..«, f (en))

(DIIRn

(2.1)

(2.2)

•

if(x)I	 Vx E Rn

entonces:

lifiloin) • 5 110 (Dlilin •

Para obtener la otra desigualdad tomemos una x muy particular:

X 7= (f (€1), f ( en))	 f E (r ). dada)

Ahora, f (x)I = 11410110 (f)illizn así,

11111 (R^ • � 
I f (x)I 

=	 (f)I1Rnlix11Rn

De (2.1) y (2.2) tenemos que: llf 110itny	 110 (f)liren.

En espacios de dimensión infinita la situación es diferente, pues requerimos subs-
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tituir el concepto de base de Hamel por el de base de Schauder. La razón para ello

es que en espacios de Banach de dimensión algebraica infinita, las bases de Hamel

son no numerables.

Definición 2.2 Sea (X,	 un espacio normado. Si (en)°n°_1 es una sucesión de

vectores en X con la propiedad de que para cada x E X existe una 'única sucesión de

escalares (anel tales que 11x — (al e].	 anen)11 —> O cuando n --> cc, deci-

mos que (en): 1 es una base de Schauder para X. En tal caso, la serie E akek
k=1

cuya suma es x, se llama la expansión de x con respecto a (en):_i.

Enseguida, veremos algunos ejemplos de Bases de Schauder:

Proposición 2.2 La sucesión (en): donde en = (e2 )) °° tal que	 = nj es1

una base de Schauder para 11.

00

Demostración. Sea x = (xn): 1 E 1 1 . Entonces
	

IX 1 < Do.

Sea e > O entonces existe N E N tal que Vn > N	 I xk l < E. Así Vn > N
k=n+1 

X — E xkek
k=1 1

=	 (X].) X2, ..., Xn, Xn+1, ...) —	 ...,   

= E lxk i < E.

k=n+1

Veamos que la representación es única:



x — ak ek
k=.1

< 2 Vn > N
1

Dado E > O (por (2.3) y (2.4)) existe N E N tal que

y < 12
1

—E13 ek - k

k=1

n 1:1

1;:11.1
Ir,

11
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Supongamos que (a,i)'=12 (finn) 00 =/ son sucesiones de escalares tales que:n 

00

= E anea (en la norma de /1) (2.3)
n=1

00

x =	 finen (en la norma de /1)

n=1
(2.4)

Entonces

n

E(ak — 0k) ek < X — E akek X — E fikek
k 1 k=1 1 k=1	 1

E	 E
< 2 + —2 = E

siempre que n > N.

Entonces E ak — fik l < e Vn > N. Tomando límite cuando n --> oo tenemos:
k=1

00

O	 — fi ki � e VE > O y ak = fik Vk E N.
k=1

Proposición 2.3 La sucesión (en): 1 donde er, = (e

(7

))'j=1
tal que el) = 8n es

•

una base de Schauder para lP , 1 < p < oo.



cc
Demostración. Dado e > O existe N E N tal que Vn > N E ixk iP < e.

k=n-11

Entonces
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X - E xkek
k=1

p

II(X11 X2) •••)	 (X 11 . -1 Xrt) 0,0,-.)11;

p
00

=	 lxkr < E
k=n+1

luego x = E xnen E P.
n=1

Ahora, veamos que la representación es única:

Supongamos que (an):_ i , (fin)n l son sucesiones de escalares tales que:

00

x =E ane„ (en la norma de IP)
	

(2.5)

n=1

00

x = E Pne„ (en la norma de /P)
	

(2.6)
n=1

Dado e > O (por (2.5) y (2.6)) existe N E N tal que X - E akek
k=1

< I y    

- E fikek
k.=1

<2 Vn > N.

p  
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Entonces

E (ak fik) ek
k=-1 

X — E "kek
k=1

E E
< 2 + —2 = e

13

X — E

k=1
ke

13    

siempre que n > N Tomando límite cuando n --- co obtenemos:
i

( o.
	 P

O	 E lak — Ok I P < E Ve > O --> ak = fik Vk E N.	 n
k=1

Proposición 2.4 La sucesión (en): 1 donde en = (e$? ) ) 	 tal que al,i) = S-nj es
.i=1

una base de Sehander para co.

Demostración. Sea x = (x4 1 E ea

Debemos demostrar que x —Exk ek 	 cuando n —› oo y que los XIS
k=1	 oo

son únicos. En efecto, como x E co, dado E > O existe n E N tal que Vn > N

I xnl < E. Entonces sup ix,i 1 < e. Luego
n>N 

x — E xkek
k=1 00

sup jxn i < E Vn > N.
pn-1-1   

Ahora, veamos que la representación es única:

Supongamos que (an):_/ , (fin) 1 son sucesiones de escalares tales que:

00

x E anea (en la norma de co)	 (2.7)
n=1
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x = E finen (en la norma de co)
n=1

(2.8)

Dado E > O (por (2.7) y (2.8)) existe N E N tal que x — E akek
k=1 00

<2 y    

x - E /3kek
k=1

Entonces
00

<2 Vn > N.  

71.

E (ak fik) ek
k=1

< X — E akek
oo	 k=1

E E
< 2 + —2 = e

00

x — E
k=1 03      

siempre que n > N. Así para cada k E N lak /3kl < E Ve > O	 ak = fik

Vk E N.	 n

Ahora, ya estamos en condiciones de formular y demostrar los resultados prin-

cipales de este capítulo.

Teorema 2 5 El dual de 1 1 es 1' (esto es, ( 1 1 ) * es isométricamente isomorfo a l°°).

Demostración. En la Proposición 2.2 vimos que la sucesión (e.„),:l i donde

e„ (ele ) )	 tal que e£ ) = óni es una base de Schauder para 11.
j=1.

Así, dado x E 1 1 existe una única sucesión de escalares (x„)°,',1 1 tal que

x = > xnen en la norma de 11.
71= II
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Luego, dado f E (l1)*,

n°oo

f (x) = f E xnen = f( 
n=1

n

H. E xkek
n--n:o

k=1
n

=-- 11.111 f
n—>co

E Xkek = lím E xkf (el,
n—n:lo

) =	 xn f (en).
k=1	 k=1

	 n=1

Lo anterior nos dice que cualquier f E (1 1 ) * queda totalmente determinada por

su acción en cada e,„ n E N.

Ahora, necesitamos ip : ( 1 1 )* --> l°° tal que zb sea isomorfismo de espacios

vectoriales y preserve la norma.

Proponemos :0(f) = (f (e.)):=1.

Veamos que iP(f) E	 Sea n E N

I f ( en)i	 = Ilf11 ( 11 ) . , luego

bb (f)II. = sup If(en)1 C Ilf11 ( i 1 ) ' •
nEN

Por tanto ip(f) E

es lineal: Sean ce,0 E K y f,g E (11)*.

lp (uf + fig) = (af (en) + fig(en))ni



Capítulo 2. El Dual de los Espacios /P 	 37

=	 a (fien))>p]. + N (9(e-.)), 1

=	 n'O( f) + )3'0 (9)-

,tp es 1-1: Sea f E (1 1 )* tal que 0(f) = O E l°°.

Entonces (f (en)):=1 = ( 0 , 0 , ...)	 fiel) = O Vj E N.
CO

Aáí, para toda x = (xn):1 1 E l l , f (x) =	 f (e.) = O	 f 0.
n=1

00

11) es sobre: Sean y = (Yn)°n°.= 1 E l'a y f : 1 1 --> K tal que f ((x.):4) = E XnYn•

n=1

Luego, f E (l i r porque :
oc>

La serie E xnyn converge Vx = (x4:1 1 E /1 pues
n=1

co	 CC

E i .nyn i 	 sup 1Yri l	 Ixn1 =	 1141 Vx = (xn):1 1 E 11,
1111n=1	 nCN	 n=1

así
00

1f (x )1	 E Ixn1 Iynl	 11v11. 11x111,
n=1

por lo que

V.) preserva la norma. Sean f E (11 )* y x = (xn):,11 E /1.

00

IA4 � IDÉ I xn1 Ifien)1 s su
N
p If(en)1

nen-1
I n1 = 110(f)110.011x11«
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Entonces IIfIIQ')

Ahora, Va E N f (en)I .5_ II f	 Il enlli = II f 

Luego,

bb(f)11.0 = SUP Ifien)1	 •
nEN

n

Teorema 2.6 Sea 1 < p < ce y pi tal que 1 + 1 =1. El dual de IP es IP', esto
P	 p'

es, (IP ) * es isométricamente isomorfo a I P .

00
Demostración. Observamos primero que por la Proposición 2.3 (en)n=1 es base

de Schauder para P.

Como en el teorema anterior si f E (IP)*
	

Y = lxn/n=1 E 1" entonces
00

f (x) = E x„Ren).
n=1

Ahora, definamos 2 (IP)" —> IP' tal que tfr(f) = (f(en))11 E IP1

Consideramos la sucesión (z„): 1 E I" tal que zn = (e')	 , para ver que
le=1.

efectivamente 7i(f) E IP/ donde

{inek)i Pi	 si f(ek)0 y k<nel,n) =	 Pele)

O	 si f(ek ) =O o k>n

Así,
DO

f (zn) = E dn) f(ek) = E I f (ek)I PI Vn E N.
k=i	 k=1
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También

f(z.) = If(z.)1	 11f11(p)•
1

= Ilf11(ip). ?É ler IP) P

k=1

= ilf II(LP)"If(ek)1(11-1
k k=1

1

= lifil(LP) * [ TÉ I fick)11
k=1

(pues + = 1	 = (i _ _1/2)

Por tanto,

19( =	 —1) P).

li(ek)111 = f(zn) � Ilf11 (0) ). [Élf(eal
k=1	 k=1

entonces 1-1

If(ek)11
k=1

así Vn E N

[E If(sk)IPl	lif II,
IP

 ).
k=1

Por consiguiente, (f (en)) l E 1P',i  

(2.9)
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Veamos que zb es lineal: Sean a,f3 E K y f ,g E (P)* .

(af )39) = (af (e.) + fi.g(en)Ci

= a Men)C-/ fi (0.D:11

= crlb(f) + flO(g) •

es 1-1: Claramente es inyectiva porque si f E (P)" y ?PM = O, entonces

(f(er,)):1= O, luego f(ei) O Vj E N.

Así, para x =	 xn en E P, tendremos que f (x) = O, es decir, f = O.

lb es sobre: Sea y = (yn),71 E 12? . Podemos considerar la funcional g : IP --> K
00

tal que si x (x„)::_ i E /P entonces g(x) = E xnyn; g está bien definida pues por
n=-1

la desigualdad de Hólder:

19(4 5- ElxnllYn1
1

5	 ixnr)

= iixiip

oo

Así Vx E lr 19(4 <	 li911(0).
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puestoÉsto muestra que, g E (IP) * y además 0(g) = (g ( en)) it. = (yn): 1 =
00

que g(en) .= E el,k) yk =
k=1

Resta mostrar que 112 preserva la norma, esto es,	 11 2b (f)II„, = Ilf11(ip)•

V f E (lP ) * . Sean f E (P) * y x E 1P, x

00

xnf(en)	 É lx„l if(en)I
n=1	 n=1

1

_� 	 ix.IP
P
(E lf(en)r)

n=1	 n=1

11 X lip liCf(en)):=11ip,

= 11 x 11,110(f)II„, •

Esto es, if(x)i	 114(f)11 ? 11 x 11, Vx E /P . Entonces Ilf11 ( ip)•	 114(f)iip, Y por

(2.9) tenemos 110(Dilp , 	lif ii(tP).. Por tanto ,	 =

Teorema 2 7 El dual de co es 1 1 , esto es, (co) ` es isométricamente isomorfo a ti.

Demostración. Por la Proposición 2.4 tenemos que la sucesión (e„):_i donde

en = en(.9)' tal que e2) = 6n2 es una base de Schauder para co.
j=1

Si f E (cor entonces para x E co, x = (x„),71

en
f (x) = f	 tx„e„) =	 x„,f (en)•

„t4

If(x)1 =
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Proponemos : (co)'	 P tal que IP(f) = ( en))Zi-

Veamos que ( f (en)),7_, E 1 1 : Sea (z,z)::_i E / 1 tal que zn = (C ) )	 donde
k=1

(re)	
si f (ek)	 y 1<k<n

If(ek/i

O	 sl f (ek) = O	 o	 k > n

z	 -&nlif(en)i , O, O, ...) , don e	 if(2)1z,,.es de la forma zn	 d algún ie.1 - pudiera ser

o.

f (Zn) = f ek) = É ein) f (ek) = É If(e k)i
k
[

=1	 k=1	 k=1

cc

pero

É I f (ek)I	 f (zn) = I f (zn)I �- 11f11 (cor li zn1100 = Ilf11(cor
k=1

f (ek)i < f (cor Vn E N y tomando limite si n	 oc

00

 I f (en)I	 11.f11(cor
	 (2.10)

n=1

Por lo que zp(f) 	 ( f (ej)°°]. e /1.
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11 , es lineal: Sean a,(3 E K y f, g E (co);.

(ca f + f3g) = (af (e.) + $g(en)e1

= a (fien))711 + (g(en))ni

= alP(f) + P'0(.9).

11 , es 1-1: Sea f E (co) * tal que 1P(f) = O E

Entonces (f (e.)):3-1 = (0 , 0 , ...)	 f (e3 )	 O Vg E N.
CO

Así, Vx = (x,,,):1 1 E co, tenemos que f (x) = E x„ f (en) = O

n=1

f s 0.

';b es sobre- Sean y (y,„, )°° 1 E 1 1 y definamos f co --> K tal que
00

.f ((x,„);7=1) =	 xnyn.
n=-1

ce

Efectivamente, f E (co) * porque la serie E xnyn converge Vx = (x„)°° i E co
n=1

pues
00	 00

E ixnyni	 sup ixni	 iyni =	 Vx = (xn) i E CO
Nn=1	 ne

	 n=1

00

If(x )1	 E	 tyni	 114. iiv111 entonces Ii.f11 (, ) »	 Mi.
n=1

Finalmente, th preserva la norma: Sean f E (co) ` y x = (xn)ni l E co.

00

If (x )I	 E Ixnl if(en)1
n=1
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00

sup ix,,I	 f (e,31
nEN	 n=1

= Il x lloo bb(f)111

Entonces,

(2.10) dice que(f)11 1 luego, IIfII (co) ' = 110(D111•

Hasta el momento, no hemos determinado (1°O ) * . Uno estaría tentado a pensar

que (1 0°)* es 1 1 , sin embargo, con la ayuda del Teorema de Hahn-Banach, veremos

que 1 1 está propiamente incluido en (PI, en otras palabras, existen funcionales

lineales continuas en (/')* que no están determinados por elementos de P.

Teorema 2.8 Dada y = (y,i): 1 E 11 , y induce una funcional lineal A y :1' --> 1K
O O

tal que Ay (x) =	 xnyn , x = (Xn):_ i E	 Esta funcional lineal es continua, es
n=1

decir Ay E (11* . Así, la función y : 1 1 ---> (11* tal que y (y) = Ay es lineal,

continua, preserva la norma, pero no es sobre.

Demostración. Primero veamos que Ay (x) =	 xfl yn está bien definida:
n=1

00

l Ay(x)I	 E Ixn1
n=1

co

5	 11 x 11.	 I Y.1
n=1

=	 11 x 1100 11Y111 < 00-
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Ay es lineal en	 Seana, )3EliCyx-= (xn), z	 (zn) E (100)*.

00

A (ax + /3z)	 E(axn + fi zn)Yn
n=1
oo	 oo

E CanYn ± E sznyn
n=1	 n=1

00

CtEXnyn±fi ZnYn

	

n=1
	 n=1

aAy (x)+ SAy(z).

Ay es continua:

	

l Ay(x )i < 11Y111 11 x 1100 Vx E /c°	 �- 1y111-

Sea

:	 / 1	 (100)*	 (2.11)

99 (Y) =	 Ay.

Veamos que co es lineal: Si y 1 , y2 E 1 1 y A, E 1K entonces

W( ÁWI +Pv2) = AAyi+12Y2 = AA-1/1 + MAY2 = ÁS° (Y1) + MCP (ya)
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y preserva la norma (con ésto tendremos que es una isometría y por lo tanto es

1-1 y continua):

Demostremos que para toda y E 1' tenemos que licp (y)II (e3 ). = I1Y111 • Primero,

tenemos que II y (y)Ilue.,)•	 l'Ay 11 (1,3) . :5_ II ylli.

Para mostrar la igualdad consideremos la sucesión (x„) 	 E l°° definida así:

27_1
lanl

si

si

Yn O

= O

Claramente, Ix n I < 1 Vn E N	 y además:

00	 co

Ay ((x.),7=1)=	 XnYn = E iyni =
n=1	 n=1

Por tanto, y es isometría, luego también es 1-1.

Así, so : 1 1 —> (1') . preserva la norma , es 1-1 y es continua.

Sin embargo, y no es sobre. Para mostrar ésto usaremos el Teorema de Hahn-

Banach.

Consideremos el siguiente subespacio c de l°° que consta de las sucesiones con-

vergentes y sea I' : e	 tal que

P((x7,),21) = lím Xn.
n—>oo
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Claramente I' es lineal: Sean a, )3 E 1K y x, z E c, tal que x = (x„)11 1 y

z(Zn)n°°_3.

Entonces,

F(ax + )3z) 11(C(xn)i1 + fi (zn)/c=1)

= lírn (ax„ + )3zn)
n—,00

= lím axn + lím fiz„n—frco	 11.-n 00

a lírn xn + fi lím zn
n—>oci	 n--+ CO

al' (X) + PF(z).

E es continua: si x = (x,,)„cti E c, tenemos:

	

I r ((xn)11-1)1 = lím	 sup IxnI = Il xL	 ir(x)1	 11 x 11.0

	

n--)00	 nEN

—> 11111„

Más aún, 11 11(,. = 1, pues la sucesión xr, = 1 Vn E N cumple con

Ir ((xn))1= 1 = 11(xn)11. •

Por el Teorema de Hahn-Banach existe P :	 --> 1K lineal y continua tal
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que

fic=ry =	 = 1.

Ahora bien, si la y, definida en (2.11) fuera sobre, entonces parar E (l'O* debe

existir y e I' tal que c,t2 (y) = f, esto es, Ay =

Por tanto, Vx = (x„):_ i E 1', tenemos que

In ,	 00
:

I 11
	

xnyn = Ay(x) = r(x)•
„...71	 n=1

1117;1	 c"°	 (k)Tomando la sucesión (enZ_1 E 1', tal que en = (en
(k)

 )	 donde en = Snk con
k=1

en E co C c, tenemos:

> Ay O

> = O

De acuerdo al teorema anterior podemos decir que 1 1 f—> (P)* •

Hasta este momento no hemos dicho quién es (1')*; este problema lo abordare-

mos en el Capítulo 4, Sección 4.

CO

O = (en) = (e„) =	 e;,k) yk = yn Vn E N

k=1

(10°)* = O, lo que nos lleva a una contradicción. 	 n



Capítulo 3

El Espacio Dual de C ([a, b])

En este capítulo obtendremos un teorema para representar a los funcionales

lineales acotados en C ([a, b]) con valores complejos. Demostraremos que todo fun-

cional lineal acotado en C([a, b]) se puede representar de manera única por una fun-

ción normalizada de variación acotada, vía una integral de Riemann-Stieltjes.

Por esta razón, haremos un breve recuento de algunas definiciones y resultados sobre

funciones de variación acotada e integral de Riemann-Stieltjes que serán

utilizados para la demostración del teorema principal de este capítulo.

49
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3.1. Funciones de Variación Acotada

Las funciones de variación acotada están estrechamente relacionadas con las

funciones monótonas y son muy importantes en la teoría de integración de Riemann-

Stieltjes.

Sea 7) ( [a, b]) la colección de particiones del intervalo [a, b].

Definición 3.1 Sea f definida en [a, b] y P {x0,x1,...,x4 una partición de [a, b].

Sea á fk = f(xk)— f(xk_i), para k = 1,	 n . Si existe un número positivo M tal

que

E IA.41 M VP E p ( [a,b])

entonces diremos que f es de variación acotada en [a, b].

El siguiente resultado nos proporciona ejemplos de funciones de variación aco-

tada:

Teorema 3 1 (a) Si f es monótona en [a, b], entonces f es de variación acotada

en [a, b] .

(b) Si f es continua en [a,b] y si f' existe y además if (x)i < M Vx E (a, b) y

alguna constante M, entonces f es de variación acotada en [a, b].
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Demostración. (a) Si f es creciente, entonces para cada partición de [a, b] tenemos

	

I alk1 =	 Afk
k=1	 k=1

	

=	 E [f (xk) - f(xk-i)1
k=1

	

=	 f (b) — f (a).

Cuando f es decreciente la demostración es similar

(b) Sea P =- {x0 ,xi , ...,xn} E P( [a, b] ).

Por el Teorema del Valor Medio, tenemos que:

Afk = f (xk) - (xk-i) = f' (tk ) (xk Xk-1) ) tk E (xk-i,xk)-

Así,

E l Afkl = E Intk)i (xk - Xk-1)
k=1	 k=1

= E Intio)1 áxk
k=1

< M E AXk
k=1

=	 M(b — a).



Es claro que toda función de variación acotada es acotada. Basta considerar la

partición {a, x, b} de [a, Id donde x E (a, b).

1. En este ejemplo construiremos una función continua que no es de variación

acotada. Sea

f (x) = {
O si x = O

x cos (-
2x
ir ) si x $ O

, 

i Íd..

rigid:1::1 	 Claramente f es continua en [0,1]. Si consideramos la partición de 2n subin-
1-1,-1

PC, .1.	 tervalos: P = {0,n‘i, 2n l an-1 7 "" 3/ 27 1} I1 I	 se puede ver fácilmente que: 1 	 1 

1:::: ,,	 2n
Ci o . ^O

	 = '57, + é-, + Th + . 17, + --. + 1 + 1 = 1 + 1 + ... +Fril. , '	 k=1

la cual es una suma no acotada ya que la serie E 1 diverge. Por lo tanto, f
n=1

no es de variación acotada.

Gráficamente f (x):

Y 0/5

O

A IIL .1 i I 1	 I
y

I II	 ,

0/5

1, 1 y	 y	 0
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Definición 3.2 Sea f una función de variación acotada en [a, b] y sea E (P)

la suma	 jáfie l correspondiente a la partición P = {x0,x1,...,x.„,} de [a,b]. El
ko=1
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número 10 (a, b) = sup {E (P) : P E P	 b])} se llama variación total de f en el

intervalo [a,b].

Observemos que como f es de variación acotada en [a, b], el número Vf es finito

Además 1/1 > O, y también Vf (a, b) = O si y sólo si f es constante en el intervalo

[a, b].

Es muy sencillo demostrar que la suma de dos funciones de variación acotada es

de variación acotada, al igual que su diferencia y su producto.

También, se puede demostrar que la variación total es aditiva. De hecho si f es

de variación acotada en [a, b] y c E (a, b), entonces f es de variación acotada en

[a, cl y en [c, b] y además

Vf (a, b) = Vf (a, c) + Vf (c,b).

Se tiene también el siguiente resultado:

Teorema 3 2 Sea f una función de variación acotada en [a, b] y definase V :

[a, b] --÷ IR así:

V(x)= 
Vf(a,x)	 si a<x<b

	

O	 si x = a

Entonces:

(i) V es una función creciente en [a, b].
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(ii) V — f es una función creciente en [a, b].

Demostración. (i) Si a < x < y < b, tenemos:

Vf (a, y) = Vf (a, x) + Vf (x, y) •

Así:

V (y) V (x) = Vf (a , x) + Vf (x , y) — Vf(a,x)

= Vf(x,y)

Luego, V(x) V(y), ya que Vf (x, y) O.

Por lo tanto, V es una función creciente en [a, b].

Para demostrar (ii), sea

D(x) = V (x) — f (x) si x E [a, b]

Entonces, si a < x < y < b, tenemos:

D(y) — D(x) = V(y) — V(x) — [f (y) — f (x)]

= vf(x, - [f(y) - f(x)]•
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Luego, por definición de variación total tenemos que:

VI(x , Y) — [f(y) — f(x)i � O

Así, D(y) — D(x) � O.

Por lo tanto, V — f es creciente en [a, 1)].

La siguiente caracterización se obtiene de modo inmediato del Teorema 3 2•

Teorema 3.3 Sea f definida sobre [a, Entonces f es de variación acotada en

[a, 6] si y sólo si f puede expresarse como diferencia de dos funciones crecientes.

3.2. Integral de Riemann-Stieltjes

Definición 3.3 Sea P = {xo, x1 ,	 una partición de [a, b], sea tk un punto del

subintervalo [x k_uxk] y sea f : [a, b] —› acotada. Una suma de la forma:

S(P, f, a) = E f (tk)Aak
k=i

se llama suma de Riemann-Stieltjes de f respecto de a. Diremos que f es Riemann-

Integrable respecto de a en [a, b], lo cual denotamos por f E R(a) en [a, b] si existe

un número A que satisface la siguiente propiedad: para cada E > O, existe una

partición Pe de [a, b] tal que, para cada partición P más fina que PE y para cada

elección de los puntos t k del intervalo [xk_1 , xkl, se tiene IS(P, f, a) — Al < E.
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fbCuando tal número A existe, es único y se representa por medio de 	 fda. Se
a

llama la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a a. A las funciones f y

a se les llama integrando e integrador, respectivamente. Nótese que si a(x) = x,

obtenemos la integral de Riemann de f.

Puede verse fácilmente que la integral de Riemann-Stieltjes opera de forma lineal

tanto sobre el integrando como sobre el integrador.

En las integrales de Riemann-Stieltjes existe una relación notable entre el inte-
b

grando y el integrador. La existencia de I fda implica la existencia de J ixdf y

recíprocamente. De hecho:

Teorema 3.4 (Fórmula de Integración por Partes) Si f E R(a) en [a, b],

entonces a E R(f) en [a, b] y además:

a fda+ f a adf f (b)a(b) f(a)a(a).

Demostración. Sea E > O. Como I fda existe, podemos hallar PE E 1° ([a, b]) tal

que para cada P' más fina que PE , tenemos:
a

< E	 (3.1)8(7, f, a) — f fda
a
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Si P es otra partición más fina que P, tendremos:

S(P, a, = E a(tk)áfk = E a (tk)f(xk) — E a(tk)f(Xk-1),	 (3.2)

k=1	 k=1	 k=1

Sea A = f (b)a(b) — f (a)a(a). Así:

n	 n

A = E f (xk)a (xk) — E f (Xk-1.)C(xk-1)-
	 (3.3)

k=1	 k=1

Sustrayendo (3.2) de (3.3) obtenemos:

A — S(P, a , = E f (X1c)[ce (xk) — a(tk)] + E f (xk—i) [a(tk) — o(rk--1)1.
k=1	 k=1

Las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma de la forma

S(P', f, a), en donde P' es la partición de [a, b} obtenida juntando los puntos Xk y

tk Entonces P' es más fina que P y por lo tanto más fina que P. Luego, por (3.1)

tendremos que:

A — S(P, a, f) — 
r

J a

siempre que P sea más fina que P,. Así f
b	 p6

adf existe y es igual a A—I f da.
a	 a

da <E

Cuando a es una función creciente, podemos considerar sumas superiores e in-
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feriores, como en el caso de la integral de Riemann, ya que yak > O Vk.

Definición 3.4 Sea P una partición de [a, b] y sean:

Mk(f ) = sup {f (X) : x E kk—I, X kl}7 Mk( f)	 { f (x) : x E [xk-1, Xk]} •

Los números

u(P, La) = Mk(f)Aak	 L(P, L a) = tmk(f)Aak

se llaman, respectivamente, sumas superior e inferior de Stieltjes de f con respecto

a a para la partición P.

La integral superior de f respecto a a es:

I
f da = ínf {U (P, f , a) : P E P([a,b])}

a

La integral inferior de f respecto de a es:

f da = sup {L(P, f , a) : P E P(ta,b1)} .

Definición 3.5 Diremos que f satisface la condición de Riemann respecto de a

en [a, b] si, para cada e > O, existe una partición Pe tal que si P es más fina que

Pe implica O < U(P, f ,a) — L(P, f , a) < E.

Se puede demostrar la equivalencia de los siguientes enunciados (ver [1]):

1. f E R(a) en [a, 6].
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2. f satisface la condición de Riemann respecto de a en [a, b].

b

3.
 f

fda = f adf
a

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para la existencia de la inte-

gral de Riemann-Stieltjes:

Teorema 3.5 Si f es continua en [a, b] y si a es de variación acotada en [a, b],

entonces f E R(a) en [a, b].

Demostración. Basta demostrar el resultado cuando a es creciente y a(a) < a(6).

Como f es continua en [a, b] es uniformemente continua ahí, luego dado e > O

podemos encontrar un 5 > O (que depende sólo de e) tal que si lx — yi < b entonces

f (x) — f (y)i < Á, en donde A= 2 [a(b) — a(a)].

Si PE es una partición de norma 11/3E 11 < 5, entonces para P más fina que PE

tendremos Mk (f)— mk (f) < A' ya que

mk(f)— mk (f) = sup {f(x)— f(y): x, y E [Xk-1, xk]} •

Así:

—
2

	

E	 E

	

U(P, f, a) — L(P, f, a) < 
A
—	 Aak = < e,

y por lo tanto se verifica la condición de Riemann. Luego, f E R(a) en [a, 6].	 n

f.



Así, para todo e > O tenemos que: 
lb

 
f

a 
daentonces:  
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Concluimos esta sección con el siguiente resultado que nos será de mucha utilidad

posteriormente:

Proposición 3.6 Si f E R(a) en [a, b] donde a es de variación acotada en [a, /9]

y V. designa la variación total de a en [a, b], entonces: 

IV IIoc 1/.•  

Demostración Dado E > O, existe Pe E P( [a, 6] ) tal que para toda P

donde P {a xo < x1 < < xn = 6} y Vtk E [Xk_i,xk] tenemos:

E f (tk)asak — f fdn
k=--1	 a

Luego,     

rb
f: f da

bf

J
f da — E f (tk)Aak

a	
k=1

< E + E Ifith)l lakaki
k=1

< E+Ilfllaava.    

E f /jasa k
k=i       

< E.

rb

I fda 
5_ E ± lin. Va,

a

II °. Va.
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3.3. El Espacio Dual de C([a, b])

En esta sección probaremos que toda funcional lineal acotada f en el espa-

cio C([a,b1) se puede representar por medio de una función normalizada de

variación acotada g definida en [a, b], esto es, para todo x E C([a, b1),

f (x) f ax(t)dg(t),

donde esta integral es de Riemann-Stieltjes.

Denotemos por

BV	 1)1) = {f : [a, b]	 / f es de variación acotada en [a, 1)] } .

Para x E BV([a,b]) definirnos

Pi(	 -F lx(a)I ,

donde V. es la variación total de x en [a,

De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 3.7 (BV ([a,b1), ii.11) es un espacio de Banach.

Demostración. Primero, observemos que BV ([a, b]) es un espacio vectorial sobre
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1K ya que la suma de funciones de variación acotada es de variación acotada e

igualmente ag es de variación acotada si a E K y g E BV ([a, b]).

Ahora, mostremos que in es una norma:

	Sea f E BV ([a, b]). Claramente	 o pues Vf O por definición y 1f (a)i > O.

Si A E K,

11Af II = VA! +14(4

=	 Vf +	 if(a)1

= I A 1 (Vf + Ifia)1)

	

I A I	 Ilf II •

	También, si lf II = O, entonces Vf = O y	 = O, pero si l/f O entonces f debe

de ser constante en [a, b] ya que E láfk i = O, luego como f (a) = O forzosamente
k=1

f = O. Finalmente,

Ilf + g il =	 vf+g+	 +g)(a)1

<	 Vf +Vg+if (a)1 + ig(a)I

=	 Vf	 if(a)i + V, + Ig(a)l

=	 Ilfil + Ilgil•



3.3 El Espacio Dual de C([a,b])
	

63

Veamos que (BV ([a,b1),11.11) es un espacio de Banach-

Sea (fn)il una sucesión de Cauchy en BV ([a, b]).

Así, darlo e > O existe N E N tal que Va, m _� N, II — fmll < e, esto es,

10„-f„,± If.(a) — f,„(a)i < E si rt,rn ?_ N.	 (3.4)

Ésto implica que (fn(a))r i es de Cauchy en 1K y por tanto existe f (a) E 1K tal

nlírl fn (a) f (a) E K.

Consideremos ahora a<x<by sea P = {a, x, b} E 2([a,b]).

De (3.4) tenemos que :

I fn(a) — .fm(a) I + 1(f. — frn)(x) — (fn — fm) (a) I

+1(f. — fm)( b) — (fn — fm)(x)I < e.

Si n,m > N entonces:

Ifn(a)	 fm(a)I + l(fri fm)(x)	 (fn	 .lem.)(a)I <

fm)(a)1 + l(fn fm)(x)I	 fm)(a)I < e.
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Rfn — f m)(X)I < E Vn, Trt _>N yxE[a,b]

Así, (f,..,(x))n"i es de Cauchy en C y por tanto existe

lím fn (x)--= f (x).
rt—>co

Veamos que f E BV ([a,b1).

Sea P E P( [a,b]) digamos P = {a = xo < x1 < x2 < < xr, = b} y fijemos

n > N.

Se tiene que:

r

E l(fn — f)(X k)	 f)(xk-1)1
k=1

r

Luna i(fn.— f..)(xk) — (fn — fni)(xk-1)I
k=1

= nlírnoo E I (fn— fni)(Xk) 	 (fn fm)(X10-1)i
k=1

lím Vf„_fm
M-)00

< e por (3.4).

Entonces fn — f E BV([a,b]) Vn > N y como fn E BV([a,b]) se sigue que

f E BV([a,b]).
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Falta ver que fn —+ f en 131/ ([a, b]). En efecto, por (3.4)

E 1(f. — ft.)(xk) — (fn — fm)(xio-1)1 + I fn (a) — fr,, (a) < E si n,rn > N
k=1

Fijamos n > N y tomamos límite si m --> cc y obtenemos

E i(f. — f)(xk) — (f. — f)(xk-1)1+ I fn (a) f (a) I -� E,

k=1

lo cual implica que

V fit — f I fn (a) — f(a)i < E si n N

Por lo tanto,

— f = vfn _f + fn (a) — f„,(a)1 < E si n > N .

Ahora, estamos listos para iniciar la construcción del dual de C ([a, b]).
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3.3.1. Un Teorema de Representación Para Funcionales

Lineales Acotados en C ([a,b1)

El siguiente teorema es un resultado de existencia, en el que construiremos una

función con las propiedades deseadas

Teorema 3 8 Sea f E (C ([a, b]))*.	 Entonces existe una función g E BV	 b])

tal que Vx E C([a,b])

f (x) = f x(t)dg(t) y tal que u f II = V.

Demostración. Como C ([a, b]) es un subespacio de B ([a,14), por el Corolario 1.10

del Teorema de Hahn-Banach existe un funcional lineal acotado F definido en

B ([a,b]) que extiende a f y es tal que Mn = lif

Para cada s E (a ,6] consideremos la función característica de [a, s]:

X[0.,81(t)

	 1 si t E [a, s]

O si t	 [a, s]

Es claro que que xk i si E B	 b]) V s E (a, 61.

Ahora, definamos la función g : [a, b] —> K tal que:



3.3.1 Un Teorema de Representación para Funcionales Lineales
Acotados en C([a,b])	 67

F(Xam)
g(s)=

o

si s E (a, 6]

si	 s a

Sea a = te, < t l <	 < t = b una partición de [a, b] y definamos para cada

i = 1, 2, ...,n

{
g(ti ) — g(ti-t) 

al =	 [g(ti) — g(ti_i)I

O	 si	 g(ti) — g(ti_ i ) = O

	

Enseguida, definamos la función y : [a, 	 K tal que,

si g(ti)—	 O

1

y(t) =
al si to < t <

ik  

al á ti_i < t < ti, i = 2, ..., n

Nótese que y es una función escalonada, de hecho:

Y(t) =	 X[to,til (t) + E ceinti_ i ,ti l (t)•
i=2

Claramente, y es una función acotada en [a, b] y puesto que I 	 = O ó 1 Vi,

entonces II y I ce < 1.
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Afirmamos que:

y(t) = E ai (yi(t) yi_ 1 (t))	 donde	 (3.5)
i=i

yi = Xia,td	 i = 1,	 n

yo = O.

En efecto, supongamos por ejemplo que to < t < t1.

E al (y.i (t) — yi_1(t))
i=i

al (yi(t) — yo(t)) a2 (y2( t) — Yi( t)) + + an (y. (t) — Yn-z (0)

=	 (1 — O) + az (1 — 1) + + an (1— 1)

= al = y(t)•

Los otros casos para t se prueban de modo análogo.

Enseguida, aplicamos F a la función y:

n

F(y) = al (F(Yi) — F(Yi—i))
i=
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y como F(yi) F(na,t i i) = g(ti), entonces por definición de ai

F (y) = E a i (g(ti ) —

= Eig(ti) -
i=1

lo cual implica que:

n

E i g (t i ) — g(t:-i)I = IF(y)I

11F1111v11.

II FII = llfll

y esta desigualdad es válida para cualquier partición de [a, b] .

Así, g E BV ([a, b]) y además,

Ítl

sh

(3.6)

Ahora, sea x E C([a, b]) y defínase:

z (t)	 E x(4_ 1 ) (yi (t) — yi_i(t))

x(a)xia,ti (t) + x (t i)nti,t21(t) +	 + x(t.-1)X(t„_1,b1(t)•



{ x(to) — x(t) si to < t < ti
z(t) — x(t) =

x(ti_ i) x(t) si 4_ 1 < t < ti , i = 2,	 n.
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Claramente z es una función escalonada que depende de la partición y aproxima

a x, cuando la norma de la partición es pequeña.

Puesto que z E 13 ([a, b]) podemos aplicarle el funcional F y obtenemos:

F(z) zr_ E x(4_ 1 ) (F(yi ) — F(yi_i))
i=1

E x (t2-1 ) (g(ti) — g(ti—i)) •
i=1

Así, tenemos que:

Sea i = máx iti —
1 <i<n

Usando el hecho de que x es uniformemente continua en [a, b] ya que x E C([a, b]),

tenemos que:

sup lz(t) — x(t)I	 O si 77 —> O esto es, ilz —	 --> O si 7)	o.
tE[a,b]
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Puesto que z —› x si n	 O en (13	 b]), lit) y F es continua en B ([a, b]) se

tiene que

F(x)	 hm F (z) 
11
lírn	 x(t i_ i ) (g(ti ) — g(t i_ 1 )) = f x(t)dg(t).

n—>0	 —>0 =1	 a

Notemos que esta integral de Riemann-Stieltjes existe debido a que x es continua

y g tiene variación acotada en [a, b] lo cual es garantizado por el Teorema 3 5 de la

sección anterior.

Por consiguiente F(x) = J x (t)dg (t) y esta representación es válida para toda

función continua de [a, b].

Ahora, ya que x E C (la , bl) fue arbitraria y F = f en C([a, b]) tenemos:

f (x) = f x (t)dg(t).a 

Con ésto queda demostrada la primera parte del teorema.

Nos falta ver que 11 f = vg, de hecho, sólo resta ver que fii < vg , pues la

desigualdad opuesta fue mostrada en (3.6).

Notemos primero que Vx E C([a, b]), en virtud de la Proposición 3.6 de la sección

anterior tenemos:

a

If(x)1= 5 114. vg.ti	 g( )fb x(t)dg(t)
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De aquí se sigue que 	 < V. Ésto completa la demostración de nuestro

teorema.	 n

3.3.2. Una Relación de Equivalencia Entre Funciones de

Variación Acotada

El Teorema 3 8 nos ha mostrado una cierta correspondencia entre funcionales

de (C([a, b])) * y funciones de variación acotada. Sin embargo, esta correspondencia

de ninguna manera está bien definida pues si g E BV ([a,b1) y f E (C([a, b]))* es tal

que

f (x) I a x (t)dg(t)

entonces es claro que g(t) + c también verifica que

b

f (x) = I x (t)d(g (t) + c
a

pues la integral de Riemann-Stieltjes es lineal con respecto a los integradores y

además si el integrador es constante entonces la integral es O.

De hecho, afirmamos que si h E BV ([a , b]) es tal que h(a) = g(a), h(b) g(b)

y h(t) g(t) Vt E (a, b) donde g sea continua en t, entonces

b

f (x) I a x (t)dg (t) I a x(t)dh(t)	 (3.7)
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En efecto, dado que g E BV([a, b]) entonces el conjunto de discontinuidades de

g es a lo más numerable; luego, dado cualquier 77 > O siempre es posible elegir una

partición P E 'P( [a, b]), digamos P = {a = to < t1 < < = b} con lin < n y

ti , ..., t, _ 1 , puntos de continuidad de g. Si lk E [ik_i,tk], tendremos

IÍ

(P, x ,	 = (ek-i) Ig (tk) — g(tk-1)]
k=1

(ek—i)[h(tk) - h(4-1)1
k=1

S (P, x, h)

lím S (P, x, g) = 
IIP11-4
lím S (P, x , h), esto es, I x(t)dg(t) =-	 x(t)dh(t),

0	 a	 a

quedando probada así nuestra afirmación.

Ahora, definiremos la siguiente relación de equivalencia en BV(kt,b1):

Dadas xl , x2 E BV([atd) definimos:

xl r• n X2 <=>	 y (t) dxi(t) = f
6 y(t)dx2(t) Vy E C Ga l bp•

a	 a

Puede verificarse fácilmente que es una relación de equivalencia (nótese que

esta relación de equivalencia ha sido definida justo de acuerdo a nuestras necesi-

dades).

Enseguida enunciaremos y demostraremos un criterio para que una función
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x E BV([a, bl) sea equivalente a la función O:

Lema 3.9 Dada x E BV([a, 61) , x	 O Vc E (a, b) x(a) = x(b) = x (c + ) = x(c-

Antes de probar el lema observemos que éste no implica que x sea una función

continua en cada c E (a, b) pues pueden construirse ejemplos sencillos donde

x (e+ )	 x(c- )	 x (c).

Ejemplo:

a b  

Demostración. (=-) Supongamos que x O. Tomando y(t) = 1 V t E [a,

tenemos que: como x	 f dx(t) = f dO (t) 	 = O así,

O =	 dx (t) = x(b) - x(a) = x(b) = x(a)
a

Enseguida observamos que:

Sia<c<b y h> O se tiene que:

x (t)dt --> x (c+ ) cuando h ---> O
h

a	 a

(3.8)

(3.9)
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ysia<c<byh>Otenemos:

1 f°
x(t)dt	 x(c) cuando h	 O

1; c-h
(3.10)

En efecto, dado que toda función de variación acotada es la diferencia dé dos

funciones crecientes, será suficiente suponer que x es creciente. Puesto que x(c4) y

x(c) siempre existen y de hecho,

x(c+) =	 ínf x(t)
c<t<c+h

x(C) =	 sup x(t)
c—h<t<c

a < < b, h > O

a < c < b, h > O

tendremos que:

1 r	 fc+h
x(t)dt 5x(c+) =	 c x(c+)dt 5_ Ti	 _ x(c + h)

Así,

x(c+) lím	 x(t)dt < lím x(c + h) x(c+)
1 rh

h--.0 11,	 e	 h-10

quedando demostrado (3.9). De modo análogo vemos que se cumple (3.10).

Ahora, demostremos que x(a)	 x(c±):
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Consideremos la función continua:

	

{1

	 si a < t < c

Y(t) =	 1 t-h e 	 si c<t<c+h

	O 	 si c+h<t<b

cuya gráfica es:

a	 c+h	 b 

Para la función x considerada antes tenemos:

O

 = f

b

y(t)dx(t)
a

= 
tire

dx(t) + f
c+h	 19

y(t)dx(t) + f Odx(t)
a	 c	 c+h

c+h

= x(c) — x(a) + f c y(t)dx(t)• 

(3.11)

Usando la Fórmula de Integración por Partes para Integrales de Riemann-Stieltjes
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(Teorema 3.4 Sección 3.2) y la definición de y(t) obtenemos:

 
I—= —

=
f

c+h

	

	 c+h

	

y(t)dx(t)	 I	 x(t)dy(t) + x(c + h)y(c+h)— x(c)y(c)

 f

e+ti
x(t)dy(t) — x(c)

c+h
x(t)d(1 — t 

h
e ) x(c)

1 fe
=	 e	 x(t)dt — x(c)

Por consiguiente, de (3.11) obtenemos:

fe±h

	

O	 x(c) — x(a) — x(c) +	 x(t)dt	 oe 

1 ¡c+h

	

x(a)	
h	

x(t)dt

Hacemos que h	 O y por (3.9) concluimos que x(a) x(c-4-).

De modo similar podemos mostrar que x(a) = x(c) pero ahora usando (3.10)

y una función y(t) apropiada.

() Supongamos ahora que x(a) = x(b) = x(c+) = x(c), a < c < b

Definiendo la función constante: 2(t) = x(a) Vt E [a, b], obtenemos una función

de variación acotada en [a,14 tal que "X(b) = x (b) y -i(t) = x(t) en todos los t E (a, b)

donde x es continua en t.
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6f 6 y(t)dx(t) = f y(t)dx(t) Vy E C ([a, .
a	 a

b
Pero como I y(t)dx(t)	 O pues 1(t) es constante, entonces

a

f

6
y(t)dx(t)	 O.

a

Por lo tanto x O.	 •

3.3.3. Funciones Normalizadas de Variación Acotada

Definición 3.6 Diremos que la función g E BV ([a, b]) está normalizada 	 si

g(a) =O y g es continua por la derecha para toda t E (a, b), esto es, g(t+) = g(t).

Denotaremos por NBV ([a, b]) a la colección de todas las funciones normalizadas

de variación acotada.

Claramente, NBV ([a, b]) es un subespacio lineal de BV ([a, b]).

Tenemos el siguiente:

Lema 3 10 Sean x 1 , x2 E BV ([a, b]) donde x1 x2 y x 1 , x2 están normalizadas.

Entonces x 1 = x2.



3.3.4 Un Representante Normalizado Para Cada Clase de Equivalencia
de BV(ta,14)	 79

Demostración. Como x 1 x2 , es decir, (x 1 — x2) O tenemos por el Lema 3.9

que V e E (a, b):

— x2)(a) = (x 1 — x2)(b) =- (x 1 — x2)(J) = (x 1 — x2)(c— )

Ahora bien, como x 1 y x2 están normalizadas, entonces:

xi (a) = x2 (a) = O por lo que x i (b) x2 (b) = O y también x i (c+ ) = x2(el,

pero como x 1 , x2 son continuas por la derecha entonces

xi (c) = xi (c+ ) = x2 (c+ ) = x2(c)•

Por lo tanto,

xi (t)	 x2 (t) Vt E [a, b] .

3.3.4. Un Representante Normalizado para cada Clase de

Equivalencia de B V ((a, b])

Ahora, deseamos demostrar que para cada clase de equivalencia de BV ([a, b])

bajo la relación ni definida previamente, hay un representante normalizado.

En vista del Lema 3.10 podemos entonces asegurar de manera inmediata que
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este representante es único ya que cualquier otra función normalizada equivalente

tendrá que coincidir con dicho representante.

Así, nuestro interés se reduce a mostrar que dada x E BV([a,b]) podemos en-

contrar una función 2 E NBV([a,b]) tal que x r 2, esto es, (x - -X") r•-• O.

Sea x E Bna, b1).

Definase 2 : [a, b] —> C tal que

O	 si	 t=a

x(t± )— X(a)	 si a <t <b •

x(b)— x(a)	 si	 t = b

Se tiene entonces el siguiente:

Lema 3.11 Si 2 está definida corno antes entonces:

(i)	 Vx

"-±- e NBV([a,b]).

(iii) X r x esto es, (x —	 O.

Demostración. (i) Sea a = to < t l <	 < t„ = b una partición de [a, b]. Por

definición de x(t+), dado E > O existen	 cn_i tales que ti < c, para i = 1, ..., n-1

Y

lx(tn — X(Ci)i <i = 1, n — 1.

2(t)
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Ahora, usando la definición de " ...(t) para cada i 2, ...,n - 1

x (ti) —	 = x (t%)	 x (a)	 x(a))

x(th - z (t :11)

	

= (x (tn	 x (ei))	 (x (tif-i) X (Ci-1))	 (X (Ci) X(Ci-1))

Sean co = a y c, b, entonces:

n-1
E ri(ti) -	 1i(t1) - X-(to)I + E P(ti)
i=1	 i=2

+ Mtn) -

lx(tt) - x(ci ) I	 lx(ci) - x(co)1
n-1	 n-1
E ix(in - X( Ci)l	 EIX(tt_ i ) —

n-1
+E ix(ct ) — x (ci--1)1 ix(t,ti ) — x(en-1)1

i=2
ix(c„) - X(en-1)1

I x (tt) _ x (ei ) I + E Ix(tt_i) - X(Ci-1)1
i=2

I x ( ) - x(c-i--1)1
i=1 

n —E + n —E +	 lx(ci) - x(ci_1)1
2n	 2n

e +Vx tJs > D.
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< Vx.

Por definición 1(a)	 O.

Si a < t < b entonces:

=	 h)
h--10+

= lím [x((t + h) ±)— x(a)1
h-.0±

=	 [klfir)± x((t + + k)1—x(a)

= lím lím x(t + (h+ k)) — x(a)
h-n 0+ k--10+

= lím x(t + 5) — x(a)
5-.0+

=	 x(t±)— x(a)=2(t).

Tenemos que:

(x — (a)	 x(a) —2(a) = x(a)

(x — 2)(b)	 =	 x(b)-2(b)= x(a)
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Sea a < e < b, usando (ii) tenemos:

(x — (c4 )	 x(c+) — X(c±)

=	 x(c+ )— 2(c)

=	 x(c+) (x(c+) — x(a))

x(a)

Asimismo,

(x —"X') (c) = x(C) — 2(C) = x(C) — lim 1(c — it)
h--•o+

x(c) — 
hlínd.+ [x((c — h) + ) — x(a)1

x(a) + x(C)— hIírlx((c — h)±)

x(a) + kly1)± [x(c— h)— kit x (c — h + k)]

x(a) + kiírt	 [x (c — h) — x(c h + k)]

y tomando k = á obtenemos

x (a) + hit kHrij÷ [x (c — h)— x(c — h + k)] = x (a) +	 [x (c — h)— x (c — 1)]

x(a) + x(C)— x(C)

= x(a).
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Es importante recalcar que puesto que x y x son funciones de variación

acotada en [a, b], entonces poseen límites laterales, lo cual hemos estado utilizando

a lo largo de esta prueba.	 n

Ya poseemos todas las herramientas necesarias para probar el resultado principal

de esta sección.

3.3.5. El Dual de C([a, b])

Teorema 3 12 El dual de C([a, Id) es el espacio NBV([a,b]), esto es, (C([a,b1))*

y NBV([a,b]) son isométricamente isomorfos.

El isomorfismo esta dado del modo siguiente:

T : NEV([a,b1)--> (C([a,b1))*

9 —n T(g) = f,

donde

f (x) = I x(t)dg(t) Vx E C ([a,a 	 .

Demostración. Sean 9i, g2 E NBVGa,bn y a, fi E K.

Sea

h T(agi + 8g2), fi =T(g;), j = 1, 2
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Así, para toda x E C([a, b])

h(x) f x(t)d(agi + fig2)(t)
a 

af
x(t)dgi (t)+ p f x(t)dg2(t)

a	 a

= a fi(x) + 8f2(x)

esto es,

h ah + fi b o T(agi +P92) = aT(gi) +$T(92)

Ésto muestra la linealidad de T.

Es claro que T(g) es una funcional lineal para cada g E NBV ([a, b]) puesto que

la integral de Riemann-Stieltjes es lineal en el integrando

Además T(g) E f es continua pues como vimos anteriormente:

If(x)I = IX (t)dg (t) iixii.vg,   

lo cual implica

f 5_ V, = ligli donde NI es la norma de g como elemento de NBV	 ,
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esto es, 
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iigii = ig(c)l +	 = Vg.

Tenemos así probado que:

f	 T(g) (c(ta,b1))* � 1191 1N BV ([a,b])

Mostremos ahora que T es sobre:

Sea f E C	 b])*. Debido al Teorema 3 8 existe h E BV	 b]) tal que

f (X) = f X(t)dh(t).a 

Por el Lema 3 11, existe una única función normalizada g E NBV ([a, LID tal

que h g.

Así,

f (x) = I a	 ax(t)dh(t)	 I x(t)dg(t)•

Ésto muestra que Tg = f con g E NBV ([a, b]).

Sólo resta probar que T es una isometría.

Con f ,g,h como antes, debido al Teorema 3 8 tenemos que Ilf II = Vh.
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Luego, por el Lema 3.11

Ilf11 � v9 5- Vh = 11f11.

(la primera desigualdad se cumple debido a que

If (x)I	 xii ec vg	vx E C Qa,b]))

Por consiguiente:

Ilf II = vg	 lI g liNav( [a,b1)	°	 II T(g)11 (cag,bm- = ligliNana,b1)

Así, T es una isometría y por tanto, T es un isomorfismo isométrico. 	 n



Capítulo 4

El Dual de los Espacios IF,

1 < p < oo

En este capítulo demostraremos que el espacio dual de L" (X, .F, p),

1 < p < oo, donde (X, .F, pi) es un espacio de medida, es el espacio Di (X,F,m),

1 + 1 = 1. Presentaremos dos pruebas de este resultado. La primera de ellas es
P

la clásica demostración que aparece en la mayoría de los textos de Teoría de la

Medida y está basada en una herramienta muy fuerte y algo sofisticada: el Teorema

de Radon-NikodSrm. Además, esta demostración supone que el espacio de medida

es a-finito. Las secciones 1 y 2 de este capítulo estarán dedicadas a realizar esta

tarea. En la sección 3 daremos otra demostración del mismo resultado, pero

ahora cuando 1 < p < oo. Esta prueba, debida a E. J. McShane, supone un bagaje

88
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mínimo de Teoría de la Medida y está basada en cálculos que aunque laboriosos son

relativamente elementales. Por lo anterior, reviste gran interés.

4.1. El Teorema de Radon-Nikodym

Daremos inicio a esta sección haciendo un brevísimo recordatorio de algunas

cuestiones básicas de Teoría de la Medida.

Estaremos siempre considerando un espacio de medida (X,F,p) y funciones

medibles f : X -4 1K. A veces, por comodidad, elegiremos X = IR.

Cuando f es medible y no negativa, la integral de f respecto a p se define como:

ffdp= sup {Pdp :O	 f, y simple y medible} .

Esta definición tiene sentido pues siempre es posible encontrar funciones simples

medibles por debajo de f. Recordamos que una función simple es aquella que sólo

toma un número finito de valores y es por tanto, una generalización de una función

escalonada.

Cuando f es una función medible a valores reales se define:

f fdp = f rdp— f f-dp,
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siempre que ambos sumandos del lado derecho sean finitos. En tal caso, decimos

que f es integrable con respecto a p.

Cuando f toma valores complejos, la definición de integral se hace de manera

obvia.

Si a, fi E K y f, g son integrables respecto a p se tiene que.

f (a f + Sg)elp = a f fdp+ fi f gdp.

Además, f es integrable	 I fi lo es.

En tal caso: 

f f < f Deldp.   

Para funciones medibles no negativas, se tienen dos resultados básicos sobre

convergencia:

Lema 4.1 (Fatou): Si f„> O Vn E N, tenemos:

límfnelp lím J fndp.

Teorema 4.2 (Convergencia Monótona): Si (f,) es una sucesión monótona

creciente de funciones no negativas tal gue	 f entonces:

f feliz= lím f f„dp.
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Estos dos teoremas de convergencia son equivalentes y de hecho, implican el

famoso e importante:

Teorema 4 3 (Convergencia Dominada): Si (f,„,) es una sucesión de funciones

medibles tal que fn —› f y existe una función integrable g tal que f„{ g Vn E N,

entonces f es integrable y

ff = lím f f,24•

Si 1 <p < oo se definen los espacios L P (X, Y, a) que a veces sólo denotaremos_ _

por LP, del modo siguiente:

LP = {[f] : f es medible y I f dii < 00} para 1 � p < oo.

=	 : f es esencialmente acotada}

donde [f] = {g:g=fa— c.t.p.}.

Cuando 1 < p < co se definen:

1161,= (f If IP 4)

Y

ínf {M : ({x : if(x)( > M}) = O} .
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Usando las desigualdades:

Hender: Si f E LP , g E L1/ y 3; + P, = 1, entonces:

Minkowski: Si f, g E LP con 1 <p < co, entonces:

Ilf + ellpIlp 114 ,

puede verse que 11.11 p , 1 < p < co constituye una norma en LP. De hecho, puede

demostrarse que (LP (X , p), 11.11 p) es un espacio de Banach, como ya habíamos

mencionado en el Ejemplo 8 del Capítulo 1.

Como una consecuencia de la completez de LP, 1 < p < oo, se tiene que toda

sucesión convergente en L P posee una subsucesión que converge c.t.p.

Finalmente comentamos que los espacios de sucesiones 1P estudiados en el Capí-

tulo 2 constituyen un caso particular de LP cuando X = N, = P (N) y p es la

medida que cuenta en Y.

Definición 4.1 Sea (X, .Y) un espacio medible y sean A, p medidas en Y. Diremos

que A es absolutamente continua con respecto a p si dado E E .F tal que p(E) = O

se tiene que A(E) = O. Lo denotamos por A



4.1 El Teorema de Radon-NikodSrm	 93

Como ejemplo de medida absolutamente continua respecto a la medida Ti te-

nemos a la integral de Lebesgue de una función medible f > O:

A(E) = fE f da, E e .F

Resulta que con ésto se agotan todas las medidas absolutamente continuas, respecto

a pe lo cual establece justamente el Teorema de Radon-Nikodym.

La demostración del Teorema de Radon-NikodYm hará uso del Teorema de Des-

composición de Hahn cuya prueba omitiremos pues haría demasiado extensa esta

sección. (para la demostración puede verse [3], [7], [12]).

Cabe mencionar que existen otras demostraciones del Teorema de Radon-Nikodym.

Por ejemplo, [13] utiliza una idea de J. von Neumann basada. en el teorema que re-

presenta a los funcionales lineales continuos en un espacio de Hilbert

Teorema 4 4 (de Descomposición de Hahn): Si A es una carga (o medida con

signo) en F, existen conjuntos P, N E tales que:

(i) X PUN.

(ü) P n N = 0.

P es positivo respecto a A, esto es, A (E n P) > O VE E Y .

N es negativo respecto a A, esto es, A (E n N) <O VE E .F.

Teorema 4 5 (Radon-Nikodgm): Sean A y medidas a-finitas en F. Entonces
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<< p si y sólo si existe una función f medible no negativa tal que

A(E)= f fdp, VE E

E

Además, f es única p-c.t.p

Demostración.	 Probaremos primeramente el teorema cuando Á (X) y p(X)

son finitas.

Sea c > O y consideremos la carga a — cp.

Sean P(c) y N(c) una descomposición de Halni para A — cp.

Para cada k E N consideremos los conjuntos medibles:

Al = N(c),	 Ak+1 == N ((k 1) c) —
k

 U 4, k > 1.
j=1

Por construcción, (A k ):11 forma una sucesión ajena por pares de conjuntos

medibles tal que
k	 k

U N(jc)=	 Vk E N.
j=1	 j=1

Además,

k-1
Ak = N(kc) — U N(jc)

j=1

	

= N(kc) n	 N(jc)
k-1

j=1	

)c
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k-1

	

= N(kc) n	 P(jc)) .
j=1

	Por tanto, si E es un subconjunto	 medible de Ak entonces E C N(kc) y

E C P((k — 1)c).

Puesto que N(kc) es negativo con respecto a A — kcít y P((k — 1)c) es positivo

con respecto a Á — (k — 1)cit entonces tenemos:

Á(E) � kcp,(E)	 y	 A(E) (k —1)cp(E).

Esto es, si E C Ak yEEF entonces:

	

(k — 1)cp(E) < .X(E) < kcp(E)	 (4.3)

Definamos
co

B -= X— (11 -= X —	 N(jc)= nP(jc),
j=1	 j=1	 .1=1

entonces:

B c P(kc) Vk E N,

lo cual implica que:

kcp,(B) < Á(B) < .X(X) < cc Vk E N,



{ (k — 1)c si X E Ak para algún k E N
fe (x) =

O	 si x E B
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entonces: p(B) = O y como Á c p Á(B) = O.

Definamos ahora la siguiente función:

Si E E Y entonces

E -=(En B)UU (E n Ak)

y además como p(B) = O y 4B) = O entonces:

,X(E) -=	 A(E n Ak) Y	 Li (E)	 [1(E n Ak) •
	 (4.4)

CC

Así, haciendo uso de (4.3), (4.4), de que U (E n Ak) es una unión ajena por pares
k=1

y que la integral es aditiva numerable, tenemos:

f= Imit	 O (ErlA io)E	
cf dP --=	 f	 Ldp,

k=1 EnAk
k=i

CO

(k — 1) cp(E n Ak) < E A(E n Ak)
k=1

Á(E)

k=1

CO

Á(E n Ak) < E kcp(E n Ak)
Ic=1 k=1
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Rk — e + el p(E n Ak)
k=1

Rk – I) cn(E n Ak) + cp(E n Ak)I
k=1

[	 (

L—skr-.1 EnAk	 fc	 C)11/2

< II
E 

(f:IC):X),
E

entonces:

	

I
f cdp < Á(E)	 f	 + ep(X).

E	 E

Ahora, utilizaremos la construcción anterior para e= —
1

,nE Ny así obtenemos2n

una sucesión de funciones (f47, medibles no negativas.

Por lo tanto:

f
fndp < )k(E) < f	 +	 , Vn E N, VE E .F

E	 E	
(4.5)

Si m > n tenemos que:

f 
E 

fndp	 Á(E) < f 
E rn

fmdtt P2(X) 

I An cip 5 )1/4 (E) � f fadp + 
11(X)

,
2nE	 E
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I
(fn - f..) c1P,

E

p(X) 
'

< 	  VE E F, Vm > n.
- r   

Ahora, sea ni > n y

E = {x E X : fn (x) - f,n (x) > O}

E' = {x E X : fn (x)- fm (x) < O}

entonces:

I 
x 

I fn - fml dít = 1 
E 

Ifn - fml dli ± f 
E 

I fn - fm14
'

=
 f

(fn - frn)dti + f (fn - hi)dp
E	 E'

2µ(X) - µ(X)
<	 Vm > n.

27.	 2.-1

De aquí que:

U. - Lniii -= f ifn - frni dp < 11(X) 
x	 - 211-1 .

Entonces, (fn): 1 es una sucesión de Cauchy en L i y como Ll es completo existe

f E Ll tal que fn —+ f en L 1 . Además, podemos suponer que f es una función

medible no negativa, pues sabemos que existe una subsucesión (fnk): 1 de (fn)n"-i

tal que fnk ---> f p-c.t .p. y como fnic > O entonces f > O p-c.t.p.
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Puesto que

fncIP —	 fdp
E	 E

entonces, por (4.5):

I Ifn — f I dm I Ifn — fi dm,
E	 X

A(E) = lím f f„dp I fdp, VE E F,
n-roo	 E	 E

lo cual completa la prueba del teorema cuando A y ti son finitas

Veamos que f es única bt-c.t.p.:

Supongamos que f, h son medibles no negativas tales que:

A(E) =	 fdp f E hdp, VE E .F.E 

Sean

El = {x E X : f(x)> h(x)} y

E2 = {X E X : f(x) < h(x)} ,

entonces

f
(f — h)dp = O f (h — f)dp

E l 	 E2
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y por tanto

(f — h)	 O p&-c.t.p.	 y	 (h — f) 1 E2 = O p-c.t.p.

entonces:

p(.Ei) = ,u(E2) = O.

Por lo tanto, f = h	 p-c.t.p.

Ahora, supongamos que A y p son a-finitas y sea (Xn n=r<> 1 una sucesión creciente

en F tal que:

00

X = U X,, y A (Xn) < 00 ) 	(Xn) < 00 Vn E N.
n=1

00	 CO

ni=1

Vk,m E N, así X = U U (Ak n 13,n) y reenumerando la sucesión (Al, n B,n)k
00 00

,MEN
k=1 m---1

cc
podemos escribir X = U C„ con A (C„) < oo, p (Gin) < co Vn E N, luego hacemos

n=1

Xn = ü Ck y así (Xn)1 es creciente, A (Xn) < oo, p ( Xn) < oo y X = U,,(21.	 Xn.
k--1	 n=1

Ahora consideremos cada espacio medible (X„, Fa), donde:

= {colección de subconjuntos medibles de Xn}

en el cual A (X,„) < oo, p (Xn) < ce y aplicamos lo demostrado en el caso anterior.

Así, pasa cada n E N obtenemos una función hn medible no negativa que se

Esto puede lograrse pues X = U Ak = U Bm con p(Ak) < oo, A(B,„) < oo
k=1
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	anula fuera de Xn tal que si B E	 B C X,„ entonces:

Á(B) -= B h„d Vn E N.

	

Si m > n entonces Xn C Xn,	 Y

hndli = I hyndli VB E con B C X„,

Como h,„ es única iz-c.t.p. sobre X„, se sigue que:

	

h„,(x) = hn (x)	 — c.t.p. sobre X,, Vm > ri.	 (4.6)

Definamos

f (x) -= hn (x) si x E X„.

De (4.6) se sigue que f está bien definida; además f es medible pues f lím h„

y f O.
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Para todo E E se tiene que:

A(E) = lím A(E n
n—.°o

lim I	 linda
71 -4°° Enx„

	= lím f •	 f da
n-HD° Enx„f f da,

E

ya que la función v(E) = J fda es una medida en Y.

Exactamente igual que antes se muestra que f es única p-c.t.p.

() Es inmediata.

La función f definida en el Teorema 4 5 se llama derivada de Radon-Nikodgm

dÁ
de A con respecto a p y se denota por 

d

La función f =	 no necesariamente es p-integrable. De hecho: f es

p-equivalente a una función integrable <=> A es una medida finita. En efecto:

A(X) =	 fdp< oo <=> f es integrable.x 

4.2. El Teorema de Representación de Riesz

En esta sección aplicaremos el Teorema de Radon-NikodYm para obtener la

representación de funcionales lineales acotados en los espacios LP , 1 < p < oo. Por
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dad, supondremos K R.

ición 4.6 Supongamos que (X,.F, p) es a-finito. Si g E L", donde p, p'

onentes conjugados, entonces G	 --411k tal que

G(f) = f fgda

ncional lineal acotado tal que DGI =

ostración. Observemos primeramente que G está bien definido.

la desigualdad de Hólder tenemos que:

1f gi	 .<	 Uf li r así, fg E Ll

ta, definición de G es claro que G es un funcional lineal.

emás,

iG(f)i =11 fgdp �- I Ifsl cim � 11911,, Ilf II, Vf E LP.

nsiguiente, G es un funcional lineal acotado.

anterior muestra que II Gil ligli p„ 1 5_ p < co.
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Veamos ahora la otra desigualdad: Si 1 < p < oo, sea f = igi P sgn(g), donde

1 si x > O

si x = O

—1 si x < O

sgn(x) =

Entonces if I P =	 = fg, puesto que:

fg	 sgn(g)g	 igi = i911 +1 =

» que —
1 

+ I = 1.

Por tanto, if 1 P E L1 , es decir, E LP y

i11

Ilf11, = (I If1Pc2) P = dp = 11911; •

Así,

G(f) =
thl

Cf 9pciP = 1101 41 = 11 g 11 = 11 g 11;	 = Ils11; II9II P =IIfIIpII9IIP/

entonces:

lig Il p, 5_ IIGII

;11
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Notemos que en el caso 1 < p < oo que acabamos de analizar, no requerimos

que la medida sea a-finita.

Si p = 1, en este caso pi = oo. Supongamos primero que p (X) < oo.

Si	 = 0, entonces g = 0 p-c.t.p. por lo que V f E L1 se tiene que G(f) 0

Y así, HM 0 =

Supongamos que hil e° > 0 y sea e > O un número arbitrario tal que

0<E<

Como hil o° --e< I g !i<,© entonces existe E E Y tal que:

O < p(E) < oo y Vx E E	 - e < Ig(x)i .

Definamos f = It5xEsgn(9)•

Es claro que f E Li y que 11 f 11 1 1.

Además,

G( f) f x f gdp = p(E) I E ifidp ligL

Como esta desigualdad es válida para todo E> 0, entonces:

G(f)	 hile° con f E Ll y	 IIfII 1 _< 1,
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luego,

11 0 11 	 0(f) �-

Por lo tanto, HM = liglip,.

Supóngase ahora que X = f Xn , Xn C X.4-1
n=1

Defínase

y p(X,t) < oo.

Gn (f) = f f gdp = I f(gxxidp.
xn

gXxn E L'(Xn, g) y por el caso anterior

li gXx„ii < liGnil < 11011 .

Así, existe Bn c Xn , Bn E F tal que p(Bn)= O y

	

ig(4 liGli	 Vx E Xn — Bn

00

Sea B	 Bn; así p(B) = O y si x B entonces x B„ Vn, luego
n.=1

ig(x)i < 11G11, por lo que

	

II lI	 < 11G11
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El siguiente paso será descomponer un funcional lineal acotado en IP en una

diferencia de dos funcionales lineales apropiados.

Definición 4.2 Diremos que un funcional lineal G definido en L P es positivo si

G(f) >O Vf E LY tal que f > O.

En general, un funcional lineal G definido en un espacio vectorial L de funciones

real-valuadas es positivo si G(f) > O Vf E L tal que f > O.

Ejemplo 4.1 Si L es la colección de funciones integrables respecto a una medida p,

es decir, L = L(X, T, p) entonces G(f) = f f dp es un funcional lineal positivo

en L.

Lema 4.7 Sea G un funcional lineal acotado en L". Entonces existen dos fun-

cionales lineales acotados positivos G+, G- tales que G(f) =	 (f) — G- (f)

V f E L" .

Demostración. Observemos antes que si O < g < f entonces igi P < I fr, así

lIglIp G Ilf Ilp por lo que

I G(g)I<IGIII9II p <fIGIIIfIIp Vg E LP tal que O < g < f.
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Ahora, si f > O definamos

G± ( f) sup {G(g):g E LP , O 5_ g 5_ f} .

Por la observación anterior, G±(f) está bien definido pues

I G+ Cni	 li G ii Ilf II,

y es claro que G± (f)> O cuando f > O.

Veamos que Gifi f2) G±(h)+G4-(f2) si f, E LP y f, O:

Si O < g, < f, entonces

G(g1)+G(g2)---- G (91 + 92) � G± (.fi + f2).

Fijamos 92 y tomamos supremo sobre todos los g i E LP tal que O < gl < fi

entonces

G+ (h) + G(92) S. G± (fi + f2),

y tomando de nuevo supremo sobre todos los g 2 E LP tal que O < g2 < f2 obtenemos:

G±(A)+G+(h) � G± (b+ f2).
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Inversamente, si h E LP y O < h fi + f2.

Sean

gl = máx {h — f2 , O} y g2 = mín{ h ,f2} •

Por consiguiente, si +92 = h y O < <	 j= 1, 2.

Así,

G (h) = G(gi + g2) = G (gi) + G (g2)	 Gin + (f2) Vh E LP

tal que O < h < fl + f2 , luego

G+ (fi-E f2) Gin + Gin-

También puede mostrarse fácilmente que:

Va O, G+(af)=-ÇxG±(f) si f E LP , f > O.

Ahora, si f es un elemento arbitrario de LP definamos:

G-F en = Gin —

Claramente, G± es positivo pues f > O y así f = f+ y f- = Op
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Ahora, supongamos que X es u-finito respecto a ti.

Vimos que X = Fn con F„, C Fn+1 Vn E N y m(Fn) < oo y encontramos
n=1

una función gn medible no negativa e integrable en Ft, que se anula fuera de Fn tal

que din. > n g„, = g„ p-c.t.p. sobre Fn.

Definamos g(x) = gn (x) si x E Fn para algún n.

Así, para cada n E N existe Ea E con 12(B,..)

Ign(x)I 5 II GII Vx Bn.

Por el caso anterior, gn E L°° Vn E N, lign iL < IIGII para cada n EN y

hm g„ g puntualmente.
n—.00

00

Si B =	 B,,, entonces 12(B) = O y si x O B entonces x Bn Vn E N, por lo

que

entonces

así,

i gn(x)I liGli Vn E N y Vx E X — B

ig(x)1 5_ IIGII Vx E X — B con p(3) o,

g E L' y hila, 5 IIGII

O, tal que:
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Veamos que G± es un funcional lineal acotado.

Antes que nada observemos que si f = f+ — f —	 — f2, fl � O y .1'2 O,

entonces

G+ (f+) — G+(f) = C+(h) — G+(f2)

porque	 + f2 fi +	 así

G± (f+ + f2) = G(h + r)

luego

G+(f+)+ G± (f2)= G+ (fi)+ G±(fl,

de aquí que

G+(f+)— G+ (f) = GiA)— G+(h).

Así, si fi, f2 E 17 entonces:

G+ (fi ) + G+ (f2) = al-Un — C± Cfn + G± (fn— G+(g)

= G± Cfi + fn — O+ + Jen

= Glh + f2)-
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Si aER y a>0 entonces (a f) ± = ar y (af) = a f- y así:

0+ (af)	 0+ ( (af)
+
) °+ ((a.f) )

0+ (a f+) 0+(ar)

= a [0+ (f+)- 0+ (r)]

=	 cvG+(f)•

Cuando a < O hay que usar que (af) ± = (-a) f- y (a f)- = (-a) f+.

Resta ver que 04- es un funcional lineal acotado en L".

Puesto que

IG+(.f+)I	 IIGIIII.f+lp Y

I G+ (f- )1	 11011

entonces

I G± Cni 5- 1G+(f+)1±1G+Cfl

II GII [Ilf+lip+

� 11 011 [11flip +

= 211G11 II fhp	 Vf E L.
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Ahora, definimos G- para f E L'' por:

G- (f) = G+ (f) - G(f).

Si f > O entonces G± (f) > G(f), luego G±(f) - G(f) > O, de aquí que

G-(f) O.

Además, G- es un funcional lineal acotado pues es la diferencia de dos

funcionales lineales acotados.

Por lo tanto, para toda f E LP se tiene que G(f) = G± (f)- G- ( f) con G+,

G- funcionales lineales acotados positivos.

Teorema 4 8 (de Representación, de Riesz): Si (X ,F, p) es un espacio de me-

dida o--finito y G es un funcional lineal acotado en LP (X,F,p) entonces existe

g E LPI (X, F, p.) tal que

G(f) =	 f gdp V f E LPx 

Aquí p, p' son exponentes conjugados. Además, IIG1I = Ildp„ g > O cuando G es un

funcional lineal positivo y g es única p-c.t.p..

Demostración. Supongamos primero que p(X) < oo y que G es positivo.
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Definamos A : .7" --> 111 tal que A(E)	 G(XE) < ce. Nótese que xE E V.

Supongamos además que p = 1.

Claramente, A(0) = O y A(A U B) = G (XA+XB) -= A(A) +X(B) si A nB = 0.

03

LE  )n1Si (En)nii. es una sucesión creciente en y E U En entonces Y

h=1
es una sucesión creciente de funciones que converge puntualmente a x E . Como

µ(X)) < oo y (xEn ):: es una sucesión en V	 IxEn 1tal que	 _< 1 Vn E N, se sigue

del Teorema de Convergencia Dominada, que xEn --> xE en V.

Puesto

O < A(E)— (.En)

= G(XE) — G(XE,n)

G(Xs — XE„)

-5- 1101 IIXE — XEnIII --> o  si n —> co

entonces

A(E) = lím A(En). 

Por consiguiente, A es una medida pues si (A n):11 es una colección ajena por

pares en Y entonces escribiendo Bn = U Ak tendremos que Bn C 13.+1 Vn y
k=1
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1

00	 CO

U Bn = u An , luego:
n=1	 n=1

A
 (

U An
n=1

'co	 n

A	 U Ak
)n=1 k=1

Hm A rúAk)
n—roo

k=1

111I1 E A(ilk)
n—>co

k=1

= EA(An).
n=1

Además, si ME Y	 y p(M)	 O, entonces X M = O p-c.t.p. y así

A(M) = G(xm) = O, es decir, A C p.

Aplicando el Teorema de Radon-NikodSrm obtenemos una función medible no

negativa e integrable (ya que A es finita), g : X --> la tal que

G(xE ) = A(E) I E gdp = x xEgdp VE E .Y.

Ahora, si y = E	 es una función simple medible entonces:
i=1

G(y) = E aiG (xA, )
i=1

= E al f x XA<Srdil
i=1
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x	 aixAig dp,

= I ygdp.

Si f es una función no negativa en 	 sea (son): 1 una sucesión monótona

creciente de funciones simples no negativas que convergen c.t.p. y en Ll a f ( esto

es posible porque O < son < f	 O f — son _� f E L'	 fu-	 --> O si

TI --+ oo, por el Teorema de Convergencia Dominada)

Además, como O G(f son) 5 IICji — (Ad	 O si n ---> oo, se sigue que:

lím G (92n) = 0( f).
n—loo

Puesto que	 fg se sigue del Teorema de Convergencia Monótona que:

lím G(son)
n—hzo

1//11 f tp„gdp
n oo x

= I fgdp.

G(f)

Ahora, si f e L 1 entonces f	 — r y por linealidad de y tenemos:

G(f) = G(f+) — G(f
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=	 f±gdp— f fgdp

= f
x

(f+ — fl9c112

= I fgdp•

Ahora supongamos que p> 1 (recordemos que seguimos suponiendo p(X) < oo).

En este caso la prueba es casi exactamente igual. La única modificación sería la

siguiente:

Si f es una función no negativa en LP , sea (cp,z):_i una sucesión monótona

creciente de funciones simples que convergen c.t.p. a f. También (wi): ---> f en

LP porque como O < son < f O < (f — ;ají' < fP E Ll y por el Teorema de

Convergencia Dominada:

fIf — sonIP dm --> 0.

Así, en el caso p> 1 puede mostrarse que si G es un funcional lineal acotado posi-

tivo en LP (X, p), p(X) < ce, entonces existe una función medible no negativa g

tal que

G(f)	 f fgdp Vf E L.x 

Además, g es única pc-c.t.p. pues si

Ifgdp= f fddp V f E LP , p> 1,
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entonces dado cualquier E E .F se tiene que xs E 17 Pues p(X) < cc, por lo que

gdp
 f

gidp VE E
E

entonces g = g' prc.t.p.

Pasemos ahora al caso en que ft es una medida a-finita.

Aquí, podemos encontrar una sucesión creciente (Fn)nt.i C .F con m(Fn) < oo

y X = Fn.

El caso anterior nos permite encontrar funciones gn no negativas e integrables

en Fn, que se anulan fuera de Fn únicas c.t.p. sobre Fn tal que

G(fX -Pn) = f xF gndp, V f E LP , 1 P < 00.
x

Además, si f E LP y m > n tendremos

G ( f x F„ ) = G ( f x

= x

luego por unicidad c.t.p, de gn sobre Fn, se sigue que g n = g,., p-c.t.p. sobre Fn

Para toda m > n. Esto nos permite definir g(x) gn(x) si x E Fn para algún

n E N.
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Así, g es medible y g > O. Si f E LY entonces tendremos

f	 = lím	 f gdplím n

límoo
 I	 f XF gndp,

x

lím G(fxFn)
n—wo

= G (

puesto que

IG(f — fxF„)I 	 i1 G 11 lif fXF„lip-->0 sin-->co

(ya que fn = f xF„ E	 --> f c.t.p. y Ifnl ifi E LP y se aplica el Teorema

de Convergencia Dominada)

Ahora, sea G un funcional lineal acotado arbitrario en LP . Por el Lema 4 8,

podemos escribir G = G+ - G- donde G+ , G- son funcionales lineales acotados

positivos.

Por todo lo demostrado anteriormente, obtenemos funciones medibles no nega-

tivas gl , g2 tal que

G+ (f) = fx
f 914 y G-(f) = f f g2dp Vf E U.

it
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Escribiendo g = 91 — 92 obtenemos una función medible tal que:

G(f) = G÷ (f)— G (f)

= f figi 92)dP

= 1 fgdp, Vf E LP.

Falta demostrar que g E 
LP,

y que 11011

Habiendo mostrado que g E	 la prueba de que 11011 = tigli p, se sigue de la

Proposición 4.6.

Supongamos que p =1 y que p(X) < co.

Sabemos que

G(f) = I fgdp, Vf E L1.

Para cada e > 1 definamos = {x E X : ig(x)1 c	 E F y

Mx) =

1	 si g(x)?: cliGil

—1	 si g(x) <	 •

si	 x O Ec  
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Entonces fe E L l pues p(X) < oo, además:

I
fcgd,u = f fcgdp,

Ec

= G(L)

< IIGII ii(E,),

pero

hgclil	 e 11 0 11 µ(E° )•
E,

Así,

C 11 0 11 tt (Ec) � 11011

= IIG II 14E.)

lo cual es imposible a menos que p(Ec)= O Ve > 1 y como

{x E X : ig(x)I >	 = 7101 {x: jg(x)I (1 + -) 1104

entonces:

ii({x : ig(x)i > HOW = O,

es decir, O	 ig(x)1 < 11011, p-c.t.p., por lo que g E L°° y de hecho, 1191 °. _� 11011.
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Ahora, supongamos que X es a-finito respecto a p.

00

Vimos que X U Fn con Fn C	 Vn E N y p(Fn) < o° y encontramos
n=1

una función gn medible no negativa e integrable en Fn que se anula fuera de Fn tal

que Vm > n gn, gn p-c.t.p. sobre Fn.

Definamos g(x) = gn (r) si x E Fn para algún n.

Así, para cada n E N existe Bn E F con p(Bn)

I gn (x)I 	 II GII Vx	 Bn.

Por el caso anterior, gn E L°° Vn E N, ii gnii < HM para cada n EN y

lim 9n = g puntualmente
n—>co

00

Si B =	 Bn, entonces p(B) = O y si x «B entonces x Bn Vn E N, por lo
n=1

que

entonces

así,

ign(x)I li G il	 Vn E N y Vx E X — B

I 9 (x)1 < IIGII Vx E X — B con p(B) = O,

g E	 y hilo:,

O, tal que:
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Ahora, supongamos que p > 1, + = 1 y p(X) < oo.

Para cada n E N sea En ={xEX: ig(x)I n}.

00

Observemos que X = U En con En C En.1-1 Vn E N.
n=1

Definamos fn = xEn I gr-1 sgn(g) con . g O p-c.t.p.

Entonces IfnIP = lel sobre En y como

igi	 p (En) < oo,dp n
P E„

se sigue que fn E U.

Así,

cipt =
E,,

I fngdp

G(bi)

II G II Ilfnll,
1

= II G II [f I gri	 P

Vn E N.
IX 

xEn Ig 1 P1	 11 G 11 11es decir, (I )(En Igr dm)	 o
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Puesto que xE„ Ig I P / lg ri , pues En C En+1 Vn E N, se sigue del Teorema de

Convergencia Monótona que

f
x	 dp, = jírroic	xEy, Ig1 1  dp	 <

lo cual implica que g E 	 y liglI p,	 IIGII.

Ahora, supongamos que X es a-finito respecto ap y p> 1.

Como en el caso p = 1, descomponemos X = 	 F,, con p(Fn) < 00 Vn E N
n=1

y definimos g(x) = gn(x) si x E Fn, donde gr; E L", lign lj p,	 Vn E N, g„ se

anula fuera de	 gni = gn Ven > n	 p-c.t.p. sobre Fn.

Puesto que ¡gn i'? / le, se sigue del Teorema de Convergencia Monótona que:

f Igr dp = lím	 Ign iP1 dp .� IIGII P' ,
n-.0o

por lo que g E L7) y	 •

Nota: Si p = 1, el requisito de que p sea a-finita es necesario. Cuando p > 1 la

condición a-finita no es requerida.

Con este resultado, finalmente concluimos que (LP) *	, en otras palabras, el

dual de LY es isométricamente isomorfo a DI

I

.irts

11),
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4.3. El Dual de 1?, 1 < p < oo. Otra Demostración

En esta sección, (X, p,) denotará un espacio de medida fijo, pero arbitrario, y

1 < p < oo. Probaremos de nueva cuenta que (LP ) * y L" son indistinguibles como

espacios de Banach, pero sin suponer alguna condición especial para nuestro espacio

de medida.

De hecho, daremos una prueba elemental que no hace uso de ningún resultado

sofisticado y sólo utiliza técnicas de cálculo elementales. Esta demostración se debe

a E. J. McShane, y su sustento geométrico es la propiedad de convexidad uniforme

de los espacios LP , 1 < p < oo, la cual se obtiene a partir de las desigualdades de

Clarkson que se establecen más adelante.

Antes de comenzar con el desarrollo de la demostración establecemos las de-

sigualdades de Holder y de Minkowski para O p< 1 que nos serán de utilidad en

esta sección. Su demostración es sencilla y puede consultarse en [8].

Desigualdad de Hender para 0<p<1 Si f E U' y gELP' entonces

f I f dp >	 f IP dp) P flgr dp)

a menos que f igr = O. (Nótese que fi < O).

Desigualdad de Minkowski para 0<p<1 Para 0<p <1 y f,g E LP se



(4.7)
P < 

2
-1 (1 ± xP)- 
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tiene

Ilf +0, > lifiip	 ligiip.

Lema 4.9 Si p > 2 entonces

para cada x E [0, 1].

Demostración. Sea F(x) = (
1 +

T 
X
)

P + (1 -2 X)P 1 (1	 xv).

Debemos mostrar que F(x) < O para O < x < 1.

Como F(0) = 2 -1 (2-g}2 - 1) y p > 2 tenemos que F(0) < O.

Para O < x < 1, consideremos la función

2P
4)(x) = -x7F(x)

Así,

lb (x) = {(- +1	 1 -213-1 ( -1 ± 1)] .
X	 X	 XP

1	 )P (1	 )P

Claramente 0(1) = 0.

(4.8)
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Veamos que q5'(x) > O para O < x < 1.

(x) = - P
xP-1-1 

[(1 + x)P-1 + (1 - x)p-1 - 2P-1]
	

(4.9)

Sea a p - 1 > 1 y consideremos la función

V)(x) = (1 + x)" + (1 - x)" -2°

se tiene que

'W(x) = a (1+ xr-1 - a (1- x)°-1 _� O

para O < x < 1.

Así, '1/) es creciente en [0,1] y puesto que tp(1) = 0, el teorema del valor medio

implica que 0(x) < O, para O < x < 1.

De (4.9), obtenemos que S/ (x) .� O para O < x < 1 y puesto que 0(1) = O

tendremos que 0(x) < O para O < x < 1. Finalmente, (4.8) muestra que F(x) < O

para O < x < 1.	 n

Lema 4.10 Sean z, w E C yp> 2. Entonces

z + w
2

p Z - W izr lwr
< 2	 2

(4.10)  
2        
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Demostración. Si w O la desigualdad se convierte en

1 2 1  P	 IZIP

2P-1 � 	 2

la cual claramente se verifica porque p — 1 > 1.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que IzI > ItvI > 0.

Obsérvese que la desigualdad (4.10) que queremos probar es equivalente a

1	 W P
(1+ -;)

(1
W< 	 (1+ i-

IP) (4.11)
2	 z ) 2	 z

La desigualdad (4.11) se puede escribir en la forma

1+7-eje 1 — re' P	 1<
2
 (1 + rP) (4.12)

2 2

donde O <r<1 y O<O< 27r.

Si O = O, la desigualdad (4.12) es (4.7). Así, nuestra demostración quedará

completa si mostramos que el lado izquierdo de (4.12) es un máximo cuando O = O,

para r fijo. Bastará considerar solamente O E [O, 2].

Debemos mostrar que la función

9(0) = 11 + reit) I P + 1 — r ei° IP
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tiene un máximo en [O, 
2
-7r ] en O = O.

En efecto, ya que

g(0) = [1 + r2 + 2r cos	 + [1 + r2 — 2r cos 0]1

tenemos que

g' (0)	 (1 + r2 + 2r cos 0) 1-1 (-2r sin O)

+-P-(1 + 1.2 - 2r cos 6) 1-1 (2r sin O)
2

= -prrsin [(1 + r 2 + 2r cos 0) 1-1 - (1 + r2 - 2r cos 0)11

(4.13)

Puesto que p > 2, es claro de (4.13) que g 1(0) 0 para O E [O,

7r
Por tanto g es decreciente en [O, -

2
] y así toma su valor máximo en O.

Lema 4.11 (Desigualdad de Ciarkson para p > 2): Si p _� 2 y f, g E LP , se

tiene que

f + g
P

f - g P	 1	 1
-2 lifIrP+2110

P
(4.14)

2 2

Demostración. Por el Lema 4.10, tenemos que

f (x) + g(x) P

±
f (x) — g(x)

5 If (x)I P	 Ig(x)11) V x E X. (4.15)
2 2

2	 +	 2
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Integrando ambos lados de (4.15) sobre X, obtenemos lo requerido.	 n

Enseguida establecemos el análogo de (4.14) para 1 < p < 2. Esta desigualdad

y su prueba son más complicadas.

Lema 4.12 Si 1 < p < 2 entonces

(1 +	 + (1 —	 < 2 (1 + x") It	(4.16)

para cada x E [O, 1].

Demostración. Si p = 2 entonces p' = 2 y así el Lema es inmediato.

Supongamos que 1 < p < 2. Para x = O y para x = 1, (4.16) es una igualdad.

—
Cuando u varía de O a 1, la función 17--

+ u 
decrece estrictamente de 1 a 0. Por

consiguiente, nuestra desigualdad deseada (4 16) es equivalente a

1
, 1—u yi , (1 1—u)	

2 1+	 	m 1 +	 m \ 1+u	 1+	
p — 1

u
1 — u P 

(4.17)

para O < u < 1. Multiplicando ambos lados de (4.17) por (1 + u)" obtenemos

2P/ (1+u'')< 2 [(1 + u)" + (1 — u)"1 ,±	(4.18)



Elevando a la p — 1 ambos lados de (4.18) obtenemos

(1 + uPT-1 < Z1 [(1 + u)P + (1 uf]	 (4.19)

para O < u < 1.

Puesto que los pasos desde (4.16) hasta (4.19) son reversibles, sólo necesitamos

probar (4.19).

Expandiendo en serie de potencias tenemos

[(1 + uf + (1 — uf] — (1 + tili ) P-1 	 (4.20)

1I  

(l uk ± É° e)	 uki	 É° — 1) upik

k
k=0	 k=0	 k=0

[ p u2k	 — 1)up,kl= E
k

k=0
oo
E { (j)k) u2k (2Pkill) ni? 2k-1)

P 27C1E

Sabemos que la serie (4.20) converge absolutamente y uniformemente para

u E [0, 1]. Mostraremos que cada término de la serie (4.20) es no negativo y ésto

probará (4.19).
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El k-ésimo término de la serie (4.20) es

P(7)-1)(99-2)...(p— (2k- 1)) 212k 	 (P-1)(P-2)— (19—(2k-1)) upt (2k-1)	 (p-1)(p-2).. (p— 2k) upf 2k
(2k)!	 (2k-1)!	 (2k)!

P(P-1)(2—P) ..(2 k — 1 —P) u2k	 (p-1)(2-73)(3—P)...(2k-1-19) u/21 (2k-1)	 (13-1)(2—P)—(2k—P)up9k_-= (2k)!	 (2k-1)!	 (2k)!

u2k (2—p)(3—p)1)!...(2k—p) x [ 
 (2k)(2k—

p(p-1) 
p)	 (2k—p)

(p-1)  upi(2k-1)-2k
2k

(P-1) upi2k-21
911.1

(2k— 
!id!

El primer factor claramente es positivo. El factor que aparece entre corchetes lo

reescribimos así:

sk
1	 1 atz 2 	1	 ak1 — 21,÷=1	 1 —	 1 1

U P-1 + 2k UP-1	 r-2k—p	 2k	 2k-12	 2k—p	 2k
7)-1	 19-1	 p-1	 p-1	 p-1	 p-1

Ahora, usando el hecho de que para cualquier u > O la función

—1 
t	 '

t	 O < t < cc

es decreciente (lo cual es muy sencillo de ver), tenemos que como

2k — p
<
	2k

p — 1	 p —

(4.21)
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la expresión de (4.21) es positiva. 	 n
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Teorema 4 13 Si z,wEC yl<p< 2 entonces

lz + wri + —wIP5_ 2 (kr + lwiP) P±	(4.22)

Demostración. Si z = O o w = O, la desigualdad (4.22) es inmediata.

Así, podemos suponer sin pérdida de generalidad que O < Izi < hui. La desigual-

dad (4 22) que deseamos probar es entonces equivalente a la desigualdad

+ —Z
Z IP	 (I z r	 ) 

p1—1 + —	 < 2	 — + 1
w 	 kiwi

(4.23)

Escribimos (4.23) en la forma

11 + re' 1 71 + 1-1 ± reit � 2 (9 + 1) ;- T	(4.24)

donde— = et°, O <r< 1 y 0<0 .< 27r.
w 

Para B = O, la desigualdad (4.24) es (4.16).

Del mismo modo que en la prueba de la desigualdad (4 10) del Lema 4 10, se

puede mostrar que la expresión del lado izquierdo de (4.24) alcanza su máximo en

[O, 7-i21 ] en O = O. Así (4.24) se verifica para toda O.	 n



f+g
2

f - g
2

PI

dp
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Lema 4 14 (Desigualdad de Clarleson para 1 < p < 2): Si f, g E LP

f+g PI f - g
+	 lI g 11/ P 1

	

Ilf II'	 22	 P
(4.25)

2 2
P

Demostración. Por la desigualdad de Minkowski para O < q < 1, tenemos
,111,:11

f+g f - g PI f+g PI f - g (4.26)
2 2 2 2

P-1
	 p-1	 p-1

El lado izquierdo de (4.26) es el lado izquierdo de (4.25) puesto que

Ih^ PI II =	 para cualquier h E V'.
p-1

El lado derecho de (4.26) es

y por el Teorema 4.13 es menor o igual que   

_1-

gr) da} 
p 

=
1

Ilf 111 +	 11911; 31 
f
2 2P 1       

En lo que sigue, 1 < p < oo.

Teorema 4.15 Si L E (LP ) * , L O, existe q E LP tal que	 = 1 y
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L (Po) = IILII.

Demostración. Por definición de 11/41, existe una sucesión (9,)11 1 en L" tal que

11Winiip = 1 , F i, ((Pin)I > 11141 y filtl. I L (W21

Sea

si L (9',„)	 OL(502	 1
li,(9901 r n

(P.=
0 si L (t,c,,) = O

Entonces

(Wn) = I L (4021 > -§- g il > 0

119.11, = 1

hm L (w n) =n-,00

Mostremos que ( ion) es una sucesión de Cauchy en L".

(4.27)

(4.28)

(4.29)

kDe no ser así, existen a > O y subsucesiones (tonk 1 y (w,„,k ) cli tales que

— ;ami. li p > a Vk E N.

Cuando p> 2 usamos la Desigualdad de Clarkson (Lema 4.11) y escribimos

(4.30)959 n2k + Wnk 

2
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Para 1 < p < 2 usamos la Desigualdad de Clarlcson (Lema 4.14) y escribimos  

PI

P 1 11 (gmkrp ± 2 1199nklipi  
<Pm* 	 (Prik

2
Çarn k 	 Wrik 

2
= 1	 (4.31)     

Para p > 2 la desigualdad (4.30) implica que 

(Pm, + Son, 

2
09P

< 1 — (2-
P

(4.32)   

y para 1 < p < 2 la desigualdad (4.31) implica

Sernk	 (Pnk 

2
< 1 — ( —\"

T

21
(4.33)   

De (4.32) y (4.33) podemos hallar para cada p > 1 un número fi E (0, 1) tal que

fi sea independiente de k y 

wrnk + (Pn.k 

2 P

<1— fi	 Vk E N	 (4.34)   

Ahora, consideramos la sucesión de funciones (gk)t1 definidas como

Wynk+Wnk 
gk =	 1

Wmk Wnk lip

(4.35)
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Obsérvese que ningún denominador en (4.35) es cero pues de ser así tendríamos

s n), = so„,, para algún k, y por tanto L (p„k )	 —L (9„.,k ) lo cual contradice (4.27).

Ahora, para cada k E N de (4.34) y (4.35) tenemos

L(90' = huì  rik[
1 

13

) +ZL(99nk )] (4.36)

1
1  [
fi 2

L (cp
mk

)	 2L kj]
1	 1

Por (4.29) tenemos que

lím L ((pm = Hm Lepnj ilLII
k—lco	 k—+oo

Así, (4.36) implica que

1 
Ilnak,L(gic) 1	 gil (4.37)

Como ligk li p = 1 la desigualdad (4.37) es imposible porque O < fi < 1.

Por tanto, (y9„) es una sucesión de Cauchy en L" y como LP es de Banach, existe

(Po E L" tal que son —> wo en LP . De (4.29) se tiene que

Hm L (in) L (90) =
n—loo
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Lema 4.16 Sea E un espacio normado complejo y L un funcional lineal acotado

en E con la propiedad de que existe g E E tal que ligli = 1 y L(g) =

Considérese la función

t	 lig + t f Il = f (t)	 (4.38)

definida para t E R, donde f es cualquier elemento de E.

Si 'sb f y i/i_if son diferenciableá en t = O entonces  

IILII
L( = 05(0) + it/Lif (0) (4.39)

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que IILII = 1.

Para cualquier z E C tenemos  

L(g + z (f — L(f )g)) 	 L(g) + z (L( f) — L( f)L(g))

=	 L(g) + z(L(f) — L(f))

=	 L(g)

= 1     
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Puesto que IL(h)I 114 Vh E E, se sigue que

lig + z(f —L(f)g)11 1	 Vz E C	 (4.40)

Para cada t E R, t — Ltf) , L(f) O, escríbase

g + t f = (1 + tL(f)) [g +t
1+ tL(f) 

(f L(f)g)
1 

Por (4.40) la norma de la expresión dentro del corchete es > 1 Vt y para t O

su norma es IIgII = 1.

Por consiguiente

lIg + tfli —	 + tL(f)i — 1

= [(1 + t Re (L(f ))) 2 + (t Im(L(f )))2] — 1

> 1 + t Re(L(D) — 1

= t Re(L(f))

lo cual implica que

119 + tie 	 > Re(L(f)) si t> 0	 (4.41)
t
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Y

119. + t f II — 11s11 < Re(w)) si t < 0
t (4.42)

(Cuando L(f) = 0, (4.41) y (4.42) se siguen de manera inmediata de (4.40)).

Así

2't (0) = Re(L(f)) Vf E E

Aplicando (4.43) a la función —if obtenemos

(4.43)

Re(L(—if)) -=Im(L(f))	 (4.44)

y las ecuaciones(4.43) y (4.44) implican (4.39). 	 n

Teorema 4 17 (F. Riesz): Sea L E (Yr , 1 < p < oo. Enste h E L# tal que

L(f)= f	 Vf E Lp.

Demostración. El teorema es inmediato cuando L — 0, asf que supongamos que

L 0.

Por el Teorema 4 15 existe g E LP tal que L(g) ilLii y ligil p = 1.

Ahora, aplicaremos el Lema 4.16, y para hacer ésto debemos mostrar que la
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función

t 1-> Ilt f + gli p = Of(t)

es diferenciable en t O para cada f E Y.

Sea w(t) = 1p5(t) f Itf +

Si escribimos f = fl + i f2 y	 + ig2 tenemos

t f

	 [(tí, 

g1)2 (th 

g2)21

así que casi en todas partes tenemos:

—
d 

Itf + giP plt f + gIP-2 [(t + y].) + (t f2 + 92) hldt

para toda t.

(4.45)

(Si 1 < p< 2 y los puntos x E X y t E R son tales que tf(x) + g(x) = O,

entonces el primer factor en la expresión anterior para Itf + e no está. definido

y el segundo factor es cero. En este caso, la derivada es O)

Ahora, para cada t O tenemos

w(t) - w(0) f [tí + e - IgiP (4.46)
t 	 x 
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Si usamos el Teorema del Valor Medio y la expresión (4.45) para reescribir el

integrando en (4.46) tenemos:

w(t) — w(0) 
=	 P I tif + gr2 h + gi) + (e f2 + g2) f21titt (4.47)

donde O < It'1 < In y t' es función de x E X.

(Si 1 < p < 2 y t'f(x)+ g(x)= O, entonces el integrando es cero).

Puesto que Vfj + g.; 5 f + gi y fi 5_ in el valor absoluto del integrando

en (4.47) es menor o igual que 2ptvf	 ifi.

Si itl < 1 entonces tenemos que

2p f gr 1 1» 5_ 2p a + Igir (fi .

Puesto que f, g E LP , tenemos que (ir +	 E 
LP' ya que (p — 1)p = p, y

también U( + Lgif (fi E L l por la desigualdad de Heilder.

Así, para toda 1t1 < 1, el integrando en (4.47) es menor o igual que la función

fija

29 (1f( + 191)P1 E L
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Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue se tiene entonces que

lím Jf Is + tf 
t
IP —I? 

= I P IMP2 (Mi + 92f21dit	 (4.48)
xt-40 

(Si 1 < p < 2 y g(x) = O, entonces el integrando en (4.48) y en las siguientes

integrales es cero).

Combinando (4.46) y (4.48) vemos que w l (0) existe y que

tti(0) = fPigr 	 f2 -1.1 + g2f21 dµ
x 

(4.49)

Consecuentemente, 11i2(0) existe también.

Usando (4.49) escribimos

05(o)	 (fx Igrdp) P 1 /ill (0)

W1(°)

f
2 [gil g2f2jx 

(4.50)
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El Lema 4.16 y (4.50) implican que

L(f)	 IILII (rni(0)+

IILII f Igr-2 ((gi fi + g2f2) + i (gi f2 — g2fi))

IILII	 ig1P29fdp,.

Si escribimos h = A L TI Ig1P-1 IP E LP1 donde

Igs(:)1
S3 (x) = o

si 9(z) O

si g(x)= O

tenemos que L(f) = I fii4.	 n

Enseguida, recordamos (como lo vimos en la sección anterior, Proposición 4.6)

que dada g E LP', el funcional lineal

Lg :	 LP ---+ K tal que

Lg (f)	 I fydp,

es un elemento de (LP)* y que 11L911 =

Así, podemos concluir

Teorema 4.18 Sea (X, F, pi) un espacio de medida arbitrario y sea 1 < p < co.
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Entonces la transformación

T :	 (LP)* tal que

T(9) =

es una transformación lineal de	 sobre (LP ) * que preserva la norma. Así L" y

(Lit son isométricamente isomorfos.

•
Demostración. Que T preserva la normase sigue de la Proposición 4.6 y que T es

sobre del Teorema 4 17 Se concluye así el resultado.	 n

4A. El Caso p =- oo

En esta sección haremos algunos breves comentarios sobre el caso p = co que

hasta el momento no hemos abordado.

Dada g E Ll sea

sbg(f)=	 fficip

Claramente 09 E (L')' pues

isb9 (f)1	 VIL 119111 Vf E r
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De hecho, como en la Proposición 4.6 puede demostrarse que

110,1 = 11g11 1

Así, la función

A : Ll ---> (L")* tal que

A(g) = 4)§,

satisface

II A (g) II = 11Çbg II = lig	 ,

esto es, A es una isometría lineal y ésto muestra que L 1 está incluido en (L')*.

Sin embargo, esta inclusión en general no es sobreyectiva. Daremos un ejemplo

específico de esta situación.

Sea X	 [0,1] y p la medida de Lebesgue.

La función

50 : C(X)	 C tal que

c5o(f) =	 (0)
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claramente es un funcional lineal acotado en C(X) a quien hemos dotado de la norma

fi ce . Puesto que C(X) es un subespacio de L", por el Teorema de Hahn-Banach

existe	 E (L') * tal que 0(f) = 80 (f) = f(0) Vf E C(X).

Veamos ahora que el funcional	 no puede representarse por integración contra

una función en L', es decir, no existe g E L' tal que

0(n	 fgdp Vf E Lics3 .	 (4.51)

En efecto, consideremos la sucesión de fitnciones (f.„),7 1 C C(X) definidas por

{

1 — nx si O < x < 1

O	 si I < x < 1
Gráficamente

Se tiene que 45(fn) = f„(0) = 1 Vn E N. Sin embargo, fn ----> O puntualmente

en (0, 1] y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada tendremos que

fngdp --> O Vg E Ll

lo cual muestra que una representación como (4.51) es imposible.

fr,(x) =



4.4 El Caso p -= oo	 147

Para finalizar, debe comentarse que la prueba del Teorema 4.8 ya no funciona

para p = oo debido a que la función de conjunto A(E) = G(x E ) no necesariamente

es numerablemente aditiva. Sin embargo, A es una medida compleja finitamente

aditiva, acotada y absolutamente continua con respecto a p. Recíprocamente, dada

una medida compleja y finitamente aditiva y acotada en (X,F) se puede definir

de manera natural la integral con respecto a v de una función medible acotada y

de este modo se puede obtener una representación de (L 00 ) * como un espacio de

medidas complejas finitamente aditivas.

Referimos al lector a [8], [6] y [14] para una exposición más detallada de este

tópico.
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