Estudios Analiticos de
Sistemas de Sturm-—Liouville

Maisahel Lopez Dennais






Contenido

Prefacio

1 Introduccién

1.1

1.2

Introduccion Histérica . . . . . . .. . . ...
1.1.1 Joseph Liouville . . . . . . .. .. .. ... ... ..
1.1.2  Jacques Charles Francois Sturm . . . . . . .. .. . ..

Algebra Computacional . . . . . . . ... ... ... ... ...

2 Definiciones y Teoremas

2.1
2.2
2.3
24

2.5

Definicién de Sistemas de Sturm—Liouville . . . . . . . . . ..
Sistemas Regulares de Sturm-Liouville . . . . . ... ... ..
Sistemas Singulares de Sturm-Liouville . . . . . .. ... . ..
Sistemas Peridédicos de Sturm—Liouville . . . . . . . .. . . ..

Resultados Generales de Sistemasde SL . . . . . . . . .. ..

3 Solucion de Sistemas de SL

3.1
3.2
3.3
3.4

Problema de Oscilaciones Libres . . . . . . . . ... ... ...
Propiedades Importantes de Sistemas de SL. . . . . . . . . ..
Problemas Simples . . . . . ... ... ... ... ...

Problema de SL y Ecuacién de Onda . . . . . . .. ... ...

3

11
13

21
21
22

26
28

41



4 CONTENIDO

3.5 Problema de SL y Ecuacién de Difusiéon. . . . . . . .. .. .. 53
3.6 Separacién de Variables y Problemas de SL.. . . . . . ... .. 56
4 Teoria de Sturm—Liouville 71
4.1 Introduccidn . . . . . . . . 71
4.2 Teorema de Sturm-Liouville . . . . . . . . . .. .. ... ... 79
4.3 Cota Inferior de Eigenvalores . . . . . . . ... ... ... ... 96
Conclusiones 99

Bibliografia . . . . . .. ... ... o 101



Prefacio

El objetivo de la presente tesis, como su nombre lo dice, es realizar un anéalisis
de sistemas de Sturm-Liouville, el andlisis que se hace es acerca del compor-
tamiento de los eigenvalores y eigenfunciones de sistemas de Sturm—Liouville
Regulares. Poco a poco iremos descubriendo muchas propiedades acerca de
este tipo de ecuaciones. En el desarrollo de la tesis veremos un poco acerca
de como surgié la teoria de Sturm-Liouville, cémo sus creadores fueron des-
cubriendo por separado esta interesante teoria. Luego veremos una seccion de
algebra computacional, que nos sera de mucha ayuda al momento de resolver
los problemas mostrados en el transcurso de la tesis. También veremos una
introduccién a los sistemas de Sturm-Liouville mediante algunas definiciones
y teoremas los cuales nos seran de gran ayuda al resolver y analizar nuestros
problemas. Después de ver un poco de definiciones y teoremas, veremos la
solucion de algunos sistemas de Sturm—Liouville, problemas importantes de
la fisica-matematica y ademas daremos algunos ejemplos a considerar. Para
cerrar, veremos el teorema mas importante de la teoria de Sturm-Liouville,
el cual nos demuestra las propiedades mas sobresalientes de este tipo de

sistemas, el Teorema de Sturm-Liouville.

En el Capitulo 1 veremos una leve introduccion de cémo surgié la teoria
de Sturm-Liouville. También veremos una pequena biografia de cada uno de
los personajes que alcanzaron a desarrollar esta importante teoria en la rama
de las ecuaciones diferenciales. Luego daremos a conocer una seccion de
algebra computacional, donde se muestran algunas funciones basicas pero
muy importantes al momento de resolver nuestros problemas mostrados.
Cabe senalar que las funciones que se dan a conocer son del sistema Maple,

el cual ha sido de mucha importancia y ayuda para realizar los célculos
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dificiles y engorrosos de algunos problemas. El apoyo que tomamos de Maple
es también para la realizacién de algunas gréficas que nos ayudaran en la
visualizacién del comportamiento de las soluciones de algunos problemas.

El Capitulo 2, en general, pone de manifiesto una gran cantidad de defini-
ciones y teoremas que nos seran de mucha ayuda para resolver nuestros prob-
lemas de Sturm—Liouvlle. También mostramos algunas de las caracteristicas
de los sistemas de Sturm-Liouville, como identificar cuando son regulares,
singulares, periddicos, entre otros. La mayoria de estas definiciones y teore-
mas estan puestos con el propésito de dar a conocer al lector algunas de las
propiedades mas importantes de los sistemas de Sturm-Liouville, tanto de
los problemas regulares como de los singulares.

En el Capitulo 3 veremos la soluciéon de problemas de Sturm—Liouville,
enunciaremos y demostraremos algunas de las propiedades més importantes
de los sistemas de Sturm-Liouville. Después daremos a conocer algunos
problemas de la fisica-matematica, tales como son la solucién del problema
de Sturm—Liouville asociado a la ecuacién de onda y la solucién del problema
de Sturm-Liouville asociado a la ecuacion de difusiéon. Luego, desarrollare-
mos algunos problemas con el fin de ver ciial es el comportamiento de sus
eigenvalores y eigenfunciones y culminaremos con algunos ejemplos impor-
tantes de sistemas de Sturm-Liouville.

El Capitulo 4, como veremos, muestra la solucién de algunos problemas
que se desarrollaron tratando de mostrar las propiedades importantes enun-
ciadas durante el transcurso de la tesis. Sin embargo la parte central del
Capitulo 4 trata del teorema de Sturm-—Liouville, el cual nos muestra las
propiedades mas sobresalientes de los sistemas de Sturm-Liouville para el

caso regular, con lo que concluiremos nuestro trabajo de tesis.

Misahel Lépez Dennis,
Diciembre 2006



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccion Histdrica

La teoria presentada en este trabajo fue creada en una serie de articulos entre
1829 y 1840 por J.C.F. Sturm y J. Liouville. Su trabajo después conocido
como Teoria de Sturm—Liouville, cre6 un completo y nuevo tema en el analisis
matematico. En particular, esta teoria permitié la generalizacion de la idea
de series trigonométricas y se extendio el uso de las funciones de Green a un
amplio rango de las ecuaciones diferenciales. La teoria trata con la ecuacién
diferencial general lineal de segundo orden

i () + ato) + 2wty =0, (1)

donde la variable real = es restringida a un intervalo cerrado, [a,b] el cual
puede ser la recta real completa o solo los reales no negativos. Las funciones
reales p(z) , q(x)y w(z) son conocidas y satisfacen las condiciones que seran
descritas mas adelante. Ademés de las ecuaciones diferenciales, las condi-
ciones a la frontera seran especificadas. Sabiendo que las soluciones existen
solamente para valores particulares de la constante A, los cuales son llamados
eigenvalores y la solucién y(x) es llamada la eigenfuncion para el eigenvalor
A. En esta seccion no especificaremos ninguna condicién a la frontera, porque
diferentes tipos de problemas producen diferentes tipos de condiciones. La
ecuacién (1.1) junto con cualquier condicién a la frontera, es conocido como

un Sistema de Sturm-—Liouville (6 problema de Sturm-Liouville).

7
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Los problemas de Sturm—Liouville son importantes particularmente por-
que surgen en diversas circunstancias y particularmente porque las propieda-
des de los eigenvalores y eigenfunciones son bien comprendidas. Por ejemplo,
encontramos que existe un conjunto de eigenvalores \x, k =0,1,2,... y que
el conjunto de eigenfunciones yi(x), k = 0,1,2,... es completo y luego esas
funciones pueden ser utilizadas para formar series generalizadas de Fourier.

Los resultados de Sturm y Liouville son impresionantes cuando los ve-
mos en el contexto de las matemaéticas al inicio del siglo XIX. Antes de 1820
los trabajos en ecuaciones diferenciales estaban enfocados en encontrar solu-
ciones en términos de féormulas finitas, pero para la ecuacién general (1.1)
Sturm no podria encontrar una expresion para la solucién pero obtuvo infor-
macion acerca de las propiedades de la solucion de la ecuacién misma. Esta
informacion fue la primer teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
y anticipado al trabajo de Poincaré en ecuaciones diferenciales no lineales
desarrollado a finales del siglo XIX.

Ahora el trabajo de Sturm y Liouville esta intimamente interconectado.
Sin embargo, durante su larga amistad discutieron sus trabajos antes de
publicarlos. Esta teoria surgié de una serie de articulos publicados separada-
mente por cada autor durante el periodo de 1829 a 1840, més detalles ac-
erca de esta introduccion histérica pueden ser encontrados en Lutzen (1990),
Capitulo 10.

Acontinuaciéon veremos un poco de la biografia de los dos matemaéticos
mas importantes a tratar en la presente tesis, los matematicos que dieron
origen a la Teoria de Sturm-Liouville: Joseph Liouville y Charles Francois

Sturm.

1.1.1 Joseph Liouville

Marzo de 1809 - septiembre de 1882.

Joseph Liouville fue al Collége St. Louis en Paris en donde él estudio
matemadticas en los niveles més altos. El se inscribi6 en el Ecole Polytech-
nique en 1825, y atendid a cursos impartidos por Ampére y Arago. Aunque

al parecer Liouville no atendié ningino de los cursos de Cauchy, esta claro
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que Cauchy debe haber tenido una influencia fuerte en él. Liouville se gradud

en 1827, con de Prony y Poisson entre sus examinadores.

Charles Frangois Sturm y Joseph Liouville

Después de graduarse, Liouville fue fijado en una carrera académica. El
habia escrito y habia sometido ya un buen niimero de articulos en la academia
en electrodindmica, ecuaciones diferenciales parciales y la teoria de calor. En
1831, Liouville fue designado a un numero de escuelas privadas y al Ecole
Centrale. Es notable que durante este periodo de su vida Liouville haya
enseado entre 35 y 40 horas a la semana en las diversas instituciones.

En 1836, Liouville fundé un diario Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées. Este diario hizo mucho para las matematicas en Francia a través
del siglo XIX. En 1838, Liouville fue designado profesor del andlisis y de la
mecanica en el Ecole Polytechnique. El afio siguiente lo eligieron a la seccion
de la astronomia de la Académie de las Sciences. En 1840, después de una
vacante resultando de la muerte de Poisson, Liouville fue elegido al Bureau
des Longitudes. Liouville habia ganado ya una reputacién internacional.

Antes de 1840, Liouville habia perseguido algunas trayectorias claras para

asegurar su propia carrera. Durante los veinte anos siguientes, la promocién
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y el desarrollo de las ideas de otros matematicos se convirtieron en la edicion
central.

Otro aspecto de la vida de Liouville era su implicacién en politica. En
1848, lo eligieron a la asamblea que constituia, pero lo no reeligieron el ano
siguiente. La derrota politica cambi6 la personalidad de Liouville. El se
hizo amargo, incluso hacia sus viejos amigos. Sus notas matematicas fueron
interrumpidas a menudo con cotizaciones de poetas y de filésofos.

Aunque la salida mateméatica de Liouville habia sido reducida grande-
mente mientras que él estuvo implicado con politica, tomd otra vez en el
1850’s a pesar de problemas de salud. De hecho 1856 y 1857 fueron dos de
los anos mas productivos de Liouville. El continué publicando, pero sobre
todo éstos eran resultados que él habia descubierto durante su ano altamente
productivo de 1856.

El trabajo matematico de Liouville era extremadamente vasto, de la fisica-
matematica, la astronomia a las matematicas puras. Uno de los primeros
asuntos que ¢l estudié, que se convirtieron de su trabajo temprano sobre
electromagnetismo, era un nuevo asunto, ahora llamado el cdlculo fraccional.
El definié a operadores diferenciales del orden arbitrario. Liouville investigo
los criterios para los integrales de funciones algebraicas. Estableciendo ésto
en cuatro articulos, él se enfrasco en investigar el problema general de la
integracién de funciones algebraicas en términos finitos. Su trabajo era al
principio independiente del trabajo de Abel, pero él aprendié el trabajo de
Abel e incluyé mas adelante varias ideas en su propio trabajo.

Otra parte importante que Liouville se recuerda para hoy es la de niimeros
trascendentes. El construyé una clase infinita de nimeros trascendentes
usando fracciones continuas. En 1851, publicé resultados en los nimeros
trascendentes que quitaban la dependencia de fracciones continuas. Particu-
larmente €l dié un ejemplo de un nimero trascendente, el nimero ahora nom-
brado el ntmero de Liouville 0.1100010000000000000000010000. .., donde
hay un 1 en el lugar n! y 0 en otra parte.

Su trabajo sobre problemas de valor a la frontera en ecuaciones diferencia-
les se recuerda hoy como la teoria de Sturm—Liouville. Esta teoria, que tiene

gran importancia en la fisica-matematica, fue desarrollada entre 1829 y 1837.
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Sturm y Liouville trabajaron con ecuaciones diferenciales de segundo orden
y examinaron las caracteristicas de sus valores propios, el comportamiento
de las funciones propias y la extension de la serie de funciones arbitrarias en

términos de estas funciones propias, llamadas eigenfunciones.

1.1.2 Jacques Charles Francois Sturm

Ginebra, 29 de septiembre de 1803 - Paris, 18 de diciembre de 1855.

El padre de Charles Francois Sturm fue Jean-Henri Sturm, cuya fa-
milia se asent6 en Ginebra, procedente de Estrasburgo, unos cincuenta anos
antes del nacimiento de Charles-Francois. Jean-Henri fue un profesor de
aritmética, casado con Jeanne-Louisse-Henriette Gremay. Los padres de
Charles-Francois consiguieron ofrecerle una buena educacion y en la escuela
se revel6 como una gran promesa, particularmente en poesias griega y latina,
para las que tenia un remarcable talento.

Inici6 sus estudios en 1821 en la Academia de Ginebra, fundada en 1559
por Calvino y hoy transformada en la Universidad de Ginebra, junto a Si-
mon Lhuilier, quien inmediatamente reconocié el genio matematico en su
discipulo. Atn asi, jubilado Lhuilier, fue su sucesor, Jean-Jacques Schaub,
quien inspir6 a Sturm en su aprendizaje y le apoyd, también financieramente,
durante sus estudios.

Uno de los mejores amigos de Sturm en la Academia fue Daniel Colladon,
quien también le influiria en los inicios de su carrera cientifica. Tras termi-
nar su aprendizaje, Sturm entré a trabajar como tutor del hijo pequeno de
la famosa escritora M. de Staél en el castillo de Coppet, cerca de Ginebra.
Comenzd a ejercer su nueva funcién en mayo de 1823 y la encontré muy
satisfactoria pues le dejaba mucho tiempo libre para sus propias investiga-
ciones, lo que le permitié6 comenzar a escribir articulos sobre geometria en
Annales de Mathématiques Pures et Appliquées de Joseph Gergonne, una de
las primeras revistas especializadas en esa materia.

Fue claramente una gran oportunidad para Sturm. Aunque regresé al
castillo de Coppet en mayo de 1824, seis meses después lo abandoné para

dedicarse enteramente a la investigacion cientifica. La Académie des Sciences
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parisina convocaba un prestigioso premio de investigacion y Sturm, junto a
Colledon, decidio realizar diversos experimentos en el lago de Ginebra con la
intencién de participar en la competicién. Los experimentos no obtuvieron
los resultados deseados y Colladon se hiri gravemente en una mano mientras
los realizaba.

En diciembre de 1825 Sturm y Colledon fueron a Paris para participar en
cursos de matematicas y fisica y también para conseguir nuevos instrumentos
con los que proseguir con sus experimentos. Los contactos que realizé Sturm
en su anterior visita le fueron provechosos ya que comenzo a trabajar en casa
de Francois Arago como tutor de uno de sus hijos. También consiguié utilizar
el laboratorio de André-Marie Ampére. En sus cursos, asistié a conferencias
del propio Ampére, de Gay-Lussac, de Augustin-Louis Cauchy y de Sylvestre
Lacroix. Joseph Fourier sugirié varios proyectos para ambos, Sturm y Co-
lladon, reconociendo que Colladon era esencialmente un fisico, mientras que
Sturm era un matemaético.

Aunque completaron a tiempo su trabajo para el Grand Prix de la Aca-
démie des Sciences, no consiguieron ganar el premio, que de hecho quedo
desierto y tuvo que ampliarse la convocatoria. Revisaron Sturm y Colladon
de nuevo su memoria y realizaron nuevos experimentos en el lago de Ginebra,
consiguiendo al fin ganar el premio y garantizar asi su permanencia en Paris
dedicados a sus investigaciones. Este éxito marcé el final de la exitosa colab-
oracion entre ambos y cada uno se embarcé en nuevos proyectos, centrandose
Sturm en el trabajo tedrico sobre fisica-matematica, incluyendo el estudio de
las curvas causticas y los polos de las secciones conicas.

Uno de los mas famosos trabajos de Sturm, Mémoire sur la résolution des
équations numeériques, fue publicado en 1829. En este trabajo, se considera
el problema de determinar el nimero real de radicales de una ecuaciéon en
un intervalo dado, una cuestion famosa con una larga historia pues habia
sido considerada por Descartes, Rolle, Lagrange y Fourier. El primero en
dar una solucion completa fue Cauchy pero su método fue considerado en-
gorroso y poco practico. Sturm consiguié gran prestigio y reconocimiento
con su trabajo que, con ideas de Fourier, conseguia obtener una solucién

simple. Hermite escribié que “el teorema de Sturm tuvo la gran fortuna
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de convertirse de inmediato en un teorema clésico y encontrar un lugar en
la ensenianza que se mantendra por siempre. Su demostracién, que utiliza
solo las consideraciones mas elementales, es un raro ejemplo de simplicidad
y elegancia.”

Pese a que ciertamente el teorema de Sturm se convirtio en un clasico, fue
pronto relegado a la historia y terminé por desaparecer de los libros de texto.
Paris no era un lugar facil para un extranjero protestante como Sturm y a
pesar de la fama obtenida desde 1826, no consiguié un puesto de relevancia
en el mundo académico. La revoluciéon de 1830 cambi6 el clima politico y con-
siguié situarse como profesor de matematicas en el prestigioso Collége Rollin,
una escuela de la municipalidad parisina. Convertido en ciudadano francés
en 1833, fue elegido miembro de la Académie des Sciences en 1836 y durante
esos anos publicé importantes trabajos sobre ecuaciones diferenciales.

Sturm tuvo mucho interés en obtener resultados sobre ecuaciones diferen-
ciales especificas como ocurria con la teoria del calor de Poisson. Liouville
trabajo también en ecuaciones diferenciales derivadas de la teoria de calor.
Los trabajos de Sturm y Liouville de 1836—1837 sobre ecuaciones diferenciales
abarcan la expansion de funciones en series y el hoy bien conocido problema

de Sturm—Liouville sobre ecuaciones diferenciales de segundo orden.

1.2 Algebra Computacional

En esta seccion daremos a conocer algunas funciones de Maple que nos seran
de mucha ayuda en el desarrollo de nuestras ecuaciones diferenciales. La
mayoria de las funciones que daremos a conocer nos servirdn para un mejor
trato, es decir, nos ayudaran al momento de resolverlas. Acocntiniacion
daremos algunas funciones béasicas antes de entrar de lleno a lo que sera la

parte de ecuaciones diferenciales.

e En Maple se pueden hacer evaluaciones numéricas. El sistema Maple
representa internamente a los ntimeros utilizando el sistema decimal.
La representacion flotante decimal se obtiene utilizando evalf; la rep-
resentacion flotante decimal (desde el hardware) utilizando la funcién
evalhf.
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Ejemplo:

Obtenga un valor aproximado de las expresiones (—525)%, (-3)'2, V18.

evalf ((-525)"(1/4)); evalf((-3)"(12)); evalf(sqrt(18));

e Maple realiza operaciones algebraicas estandar con expresiones mate-

maticas, como por ejemplo tenemos las siguientes.

—

10

factor(expr) factoriza la expresion expr dada.
expand (expr) desarrolla la expr.

simplify (expr) simplifica la expr utilizando reglas bésicas de simpli-
ficacién.

combine (expr,opc) es una funcidon que en algunos aspectos es con-
traria a la funcién expand.

convert (expr,forma) cambia la forma de expr y tiene muchas ver-
siones que se pueden escoger en el segundo argumento forma.

normal (fr) factoriza el numerador y el denominador de la funcién
racional fr y elimina factores comunes del numerador y denominador.

numer (fr) extrae el numerador de la fraccién fr.
denom(fr) extrae el denominador de la fraccién fr.

collect (expr,var), coeff (expr,var), y coeffs(expr,var) se uti-
lizan para agrupar términos y obtener coeficientes de la expr.

map se recomienda aplicar en manipulaciones con expresiones grandes.

Ejemplos:

1.

2.

3.

Factorize el polinomio 1523 + T2y — 12y

factor (15*x7~3+7*x"2%xy-12%y~2) ;

Desarrolle la expresién (a + b)?(a — 5b)3.

expand ((a+b) "2%(a-5%b) "3) ;

2

Reduzca la suma de dos fracciones =1 a una sola fraccidn.
z
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simplify(3/x°2-x"2/15);

4. Encuentre la descomposicion en fracciones simples de la funcion
5

CEPICES)
convert (5/((x-2)*(x-1)) ,parfrac,x);

5. Convierta las expresiones exp(z) exp(y), zPz%, In(x) 4+ In(y), en la

forma mas compacta.

assume (x>0) ;

combine ([exp(x) *exp(y) ,x p*x~q,1n(x)+1n(y)]1);

6. Factorize los coeficientes de la expresion f = (z+y+1)*(x+3y +
3)2.

f:=(x+y+1) "3* (x+3xy+3) "2;
B:=collect(f, x); C:=map(factor, B);

Estas funciones son de las mas comunes y utilizadas en el desarrollo y
obtencion de soluciones en todos los aspectos de la matematica, no solo en
la rama de las ecuaciones diferenciales.

Notemos que en Maple podemos encontrar informacién acerca de las fun-
ciones o paquetes utilizando un signo de interrogacién al principio, por ejem-
plo ?simpilify.

Acontinuacién pasaremos a presentar funciones de la seccién de ecua-
ciones diferenciales las cuales seran de gran ayuda.

En Maple existe un amplio conjunto de funciones para encontrar las solu-
ciones (analiticamente, graficamente, numéricamente) de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias o parciales o sistemas de ecuaciones diferenciales.

1. Mencionaremos algunas funciones y paquetes importantes para ecua-

ciones diferenciales ordinarias, como por ejemplo:

e Paquetes: plots, DEtools
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e Funciones: dsolve, odeplot, DEplot, phaseportrait
Ejemplo:

with(plots); with(DEtools);

dsolve(EDO,y(x),opcs); dsolve({EDOs},{funcs});

dsolve ({EDOs, ICs},{funcs},opcs);

dsolve ({EDOs,CIs}, {funcs},method=nombre_metodo,opcs);
dsolve ({EDOs},numeric, {funcs},opcs);

Sol_Num:=dsolve ({EDOs},numeric,{funcs},opcs);

odeplot (Sol_Num,{funcs},rango,opcs);

phaseportrait ({EDOs},{funcs},rango,{CIs},opcs);
DEplot ({EDOs},{funcs},t_rango,opcs)

donde EDO significa ecuaciones diferenciales ordinarias y CIs las

condiciones iniciales.

2. Formas explicitas e implicitas de soluciones exactas, visualizacion de

soluciones

Sol_Exp:=dsolve(diff (y(t),t)+t~2/y(t)=0,y(t));
Sol_Imp:=dsolve(diff(y(t),t)+t"2/y(t)=0,y(t),implicit);
with(plots): G:=subs({y(t)=y},1lhs(Sol_Imp));
Gs:=seq(subs(_C1=i,G),i=-5..5);

contourplot ({Gs},t=-5..5,y=-10..10,color=blue);

. Clasificacion de ecuaciones diferenciales ordinarias, y proposicion de

métodos de solucion. Por ejemplo separacién de variables, ecuaciones
homogéneas, ecuaciones exactas, ecuaciones lineales, solucién en forma
de series, etcétera.

with (DEtools):

EDO1:=diff (y(t),t)=y(t)*sin(t)-2/(1-y(t));
Sol_Exp:=dsolve(ED01,y(t));
Sol_Exp:=dsolve(EDO1,y(t),implicit);
odeadvisor (EDO1) ;
Sol_sep:=separablesol(ED)1,y(t));
EDO2:=(t"2-y(t)*t)*diff (y(t),t)+y(t) ~2=0;
odeadvisor (ED02); Soll:=dsolve(ED02,y(t));
Sol2:=genhomosol (ED02,y(t));
Sol_ser:=dsolve(EDO1,y(t),’series’);

. Fcuaciones diferenciales ordinarias de orden superior: soluciones exac-

tas y numéricas, graficas de soluciones.
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with(plots):
setoptions(axes=boxed,scaling=constrained,numpoints=200);
EDO:=diff (x(t),t$2)-diff (x(t),t)+(t-1)*x(t)=0;
CIs:=D(x) (0)=0,x(0)=1;
Sol_ex:=dsolve({EDO,CIs},x(t));
Sol_num:=dsolve({EDO,CIs},x(t) ,numeric);
G:=array(1..3);
G[1] :=odeplot(Sol_num, [t,x(t)],0..10,color=blue):
G[2] :=plot(rhs(Sol_ex),t=0..10,color=red):
G[3] :=odeplot(Sol_num, [x(t),diff (x(t),t)],0..10,
color=magenta): display(G);

5. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias: soluciones exactas,
transformadas de Laplace, entre otros,

with(DEtools): with(inttrans):

EDO_sisl:={D(x) (t)=-2*x(t)+5*y(t) ,D(y) (t)=4*x(t)-3*y(t)};
Sol_sistl:=dsolve(EDO_sistl, {x(t),y(t)});

Al :=array([[-2,5],[4,-3]]1) ;matrixDE(A1,t);
EDO_sis2:={diff (x(t),t)=-y(t)+cos(2xt),

diff (y(t),t)=5*x(t)+2*sin(2*t)};
Ecl:=laplace(EDO_sis2,t,p);
Ec2:=subs({x(0)=2,y(0)=0},Ecl);
Ec3:=solve(Ec2,{laplace(x(t),t,p),laplace(y(t),t,p)});
Sol:sis2:=invlaplace(Ec3,p,t); assign(Sol_sis2):

plot ([x(t),y(t)],t=-3..3);

6. Ejemplo. Resuelva el problema de valor inicial y' = —e¥! cos(t?), y(0) =
p. Grafique las soluciones y(t) para varios valores del pardmetro p en un
intervalo [0, P], donde P esta dado. Grafique las soluciones para p = 0.1:
(i=1,2...,10), P = .

with(plots):

GSol:=proc(CI)

local ec, ec_CI, lista, Sol_N, N_CI, i; global P;
ec:=D(y) (t)=-exp(y(t)*t)*cos(t~2);

lista:=NULL; N_CI:=nops(CI);

for i from 1 to N_CI do

ec_CI:=evalf (y(0)=CI[i]);
Sol_N:=dsolve({ec,ec_CI},y(t),type=numeric,range=0..P);
lista:=lista,odeplot(Sol_N, [t,y(t)],0..P, numpoints=100,
color=blue,thickness=2,axes=boxed) :

od;
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display([listal);

end;

Lista:=[seq(0.1i*i,i=1..10)]; P:=evalf(Pi);
GSol(Lista);

El estado de un sistema dindmico se representa por dos variables (z,y) €
R las cuales son consideradas como las coordenadas de un espacio fase bidi-
mensional. El movimiento del sistema se representa por un vector r =

(x(t),y(t)) que satisface la ecuacién diferencial de primer orden:

d
d—; = v(r,t),

o su equivalente

%IXWMW %IY@%W
donde el vector de velocidad v(r,t) = (X (x,y,t),Y(z,y, 2)) es una funcién
suave. Un movimiento particular del sistema se obtiene iniciando en un
punto dado (xg, o) del espacio fase en un momento t,. La mayoria de las
condiciones iniciales determinan una solucién unica r(t) = (z(t),y(t)). La
solucién r(t) describe una curva continua en espacio fase, la cual se llama
curva de fase, o trayectoria. El conjunto de todos los posibles movimientos
se llama flujo de fase y la grafica de curvas de fase se llama retrato de fase
o diagrama de fase. En Maple se pueden dibujar retratos de fase con las

funciones phaseportrait, DEplot.

o Fjemplo. Construya un retrato de fase de un sistema dindmico de

segundo orden

d 1 1 1

d_zt} = —Vvv—+eu {51 + 1 501(u2 + U2) +102(u2 + Uz)z}
d 1 1 1

—d:: = —vu+ev {—51 + 1 + 501(142 +v?) —102(u2 4 112)2]

que describe el movimiento no lineal de la amplitud y de la fase de un

fluido bajo la resonancia subarménica.
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Este sistema se ha obtenido por el método de promedio y por métodos
de algebra computacional. El sistema depende de los pardmetros: v (que es
la viscosidad del fluido), € (un pardmetro pequeno), 01,09 (la segunda y la
cuarta correcciones de la frecuencia no lineal), § (el pardmetro de resonancia).
Si escogemos estos parametros en diferentes regiones donde existe la solucion

(es conocido que existen 6 regiones), obtenemos un retrato de fase:

with(plots): with(DEtools):
delta_1:=-1/2: sigma_1:=1; sigma_2:=1;
nu:=0.005; epsilon:=0.1;
Ec1:=D(v) (t)=—nuxv(t)+epsilon*u(t)*(delta_1+1/4-
signma_1/2x(u(t) "2+v(t) "2)+sigma_2/4* (u(t) "2+v(t)"2)"2);
Ec2:=D(u) (t)=—nuxu(t)+epsilon*v(t)*(-delta_1+1/4+
signma_1/2x(u(t) "2+v(t)"2)-sigma_2/4*(u(t) "2+v(t)"2)"2);
Ecs:=[Ec1,Ec2];
CcI:=[[0,0,1.1033],[0,0,-1.1033],[0,1.1055,0],
[0,-1.1055,0],[0,0,1.613],[0,0,-1.61311;
var:=[v(t),u(t)];
Opciones:=arrows=medium,dirgrid=[20,20],stepsize=0.1,
thickness=2,linecolour=blue,color=green;
phaseportrait (Ecs,var,t=48..400,CI,0Opciones);

Maple también calcula algunos tipos de funciones especiales, tales como
las funciones de Bessel. Maple tiene varias funciones para las funciones de

Bessel, por ejemplo,

e BesselJZeros(v,n), BesselJZeros(v,nl..n2), los ceros reales para

las J-Bessel funciones,

e BesselYZeros(v,n), BesselYZeros(v,nl..n2), los ceros reales para

las Y-Bessel funciones,
por mencionar algunas de ellas. Donde los pardmetros son:

e v el orden de la funcién de Bessel,
e n el n-ésimo cero,

e nl, n2 un rango de indices para ceros consecutivos.
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Ejemplos:

BesselJZeros(0,1);

BesselJZeros(0, 1)
evalf (BesselJZeros(0,1));

2.404825558
BesselJZeros(1.5,10);

32.95638904

BesselJZeros(1/2,5);
o7
BesselYZeros(1/2,5);
9/2m
BesselJZeros(1,0);

BesselJZeros(1.,3..6);

10.17346814, 13.32369194, 16.47063005, 19.61585851
s := BesselYZeros(1,3..6);

s := BesselYZeros(1, 3 .. 6)
evalf(s);

8.596005868, 11.74915483, 14.89744213, 18.04340228

BesselJ(v,BesselJZeros(v,3));
0



Capitulo 2

Definiciones y Teoremas

2.1 Definicion de Sistemas de
Sturm—Liouville

Podemos generalizar el método de separacion de variables y problemas de
eigenvalores asociados, considerando la ecuacion de onda clasica con coefi-
cientes variables

D%y

0 dy B
I (M@@) +q(z)y = w(x)w, O<az<l, t>0, (2.1)

sujeta a las condiciones a la frontera para t > 0
a1y + asy, =0, x =0; by + by, =0, x=I, (2.2)
y las condiciones iniciales
y(z,0) = f(x),  w(2,0) =g(x), 0<z <l (2.3)

donde supongamos que p, ¢ y w son funciones continuas de x en 0 <z <ly

ai, as, by, by son constantes reales positivas tales que
ai + a3 >0 y b: + b3 > 0.

Si utilizamos el método de separacién de variables con y(x,t) = X (z)T'(t) # 0

y —A como una constante de separacién, obtenemos

xa (p@%) + (g(@) + Mw(@)X =0, (24)
6575 +AT =0, (2.5)

21
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con las condiciones a la frontera

dX dX
&1X + CLZ% = O, Tr = O, le + bga = 0, z=1. (26)

Definicién 2.1.1

El problema de eigenvalores definido por la ecuacién (2.4) y las condiciones

a la frontera anteriores es llamado el Sistema de Sturm-—Liouville.
Definicién 2.1.2

Los valores de A para los cuales el problema de Sturm—Liouville tiene una
solucion no trivial son llamados los eigenvalores, y sus correspondientes solu-

ciones son llamadas las eigenfunciones.

En términos del operador

_ad
dx

d

&= g o] + oo (2.7)

dx

renombrando X (x) = y(x), podemos escribir la ecuacién (2.4) en la forma,

Ly + w(z)y = 0. (2.8)

2.2 Sistemas Regulares de Sturm—Liouville

Definicién 2.2.1

A la ecuacién de Sturm—Liouville (2.8) se le llama regular en un intervalo
finito cerrado [a, ] si las funciones p(x) y w(x) son positivas en el intervalo
la,b]. Asi, para un eigenvalor A dado, existen dos soluciones linealmente

independientes de una ecuacién regular de Sturm-Liouville (2.8) en [a, b].
Definicién 2.2.2

A la ecuacién de Sturm—Liouville (2.8) en [a, b] junto con dos condiciones a

la frontera

ary(a) + azy'(@) = 0. biy(b) + buy/(b) =0, (2.9)
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donde ay, as, by, by son constantes reales dadas tales que a? + a2 > 0y

b2 + b3 > 0 se le llama un Sistema de Sturm-Liouville Regular.

Cabe senalar que en este trabajo de tesis nos enfocaremos a estudiar el
caso de sistemas de Sturm-Liouville regulares.
Definicién 2.2.3

A el conjunto de todos los eigenvalores A de un problema de Sturm-Liouville

regular se le llama el Espectro del problema.

Consideremos el siguiente problema regular de Sturm—Liouville
Y + My =0, 0<z<m, (2.10)
y(0) = y(m) = 0. (2.11)

Este problema sera visto con mas detalle en el Capitulo 3. Tenemos que para
A < 0, este problema no tiene soluciones distintas de cero. En otras palabras,
no existen eigenvalores no negativos o eigenvalores cero en el problema.

Sin embargo, cuando A > 0, las soluciones de la ecuacién son
y(z) = Acos (VAx) + Bsen (VAz).
Las condiciones a la frontera (2.11) nos dan
A=0 y  Bsen(xVA) =0.

Ya que A # 0, y B = 0 llegan a una solucién trivial, debemos tener B # 0,
y por tanto,

sen (mvV/A) = 0.
Asf que, los eigenvalores son A\, = n?, n=1,2,..., y las eigenfunciones son
Yn(x) = sen (nx).
Notemos que A\, — oo cuando n — oo.
Consideremos ahora la ecuacién de Cauchy—Euler

22y + a2y + \y = 0, 1<z<e, (2.12)
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con condiciones a la frontera

y(1) = yle) = 0. (2.13)

La solucion general de esta ecuacion es
y(z) = Cra™™ + Coz ™V,

donde C' y C5 son constantes arbitrarias.

De acuerdo al resultado
2’ = e — cog (alnz) +isen (alnz),
tenemos la solucién

y(z) = Acos (VAInz) + Bsen (VAInz),

donde A y B son nuevas constantes arbitrarias relacionadas con C; y Cs.
La condicién a la frontera y(1) = 0 nos da A = 0, y la condicién a la

frontera y(e) = 0 nos da

la cual nos lleva a los eigenvalores
2
An = (nm)?, n=123,...,
y sus correspondientes eigenfunciones

Yn(z) = sen (nmlnz), n=123,....
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2.3 Sistemas Singulares de Sturm-Liouville

Definicién 2.3.1

A la ecuacién de Sturm-Liouville

Ly + A wy =0
se le llama singular cuando se cumple uno de los siguientes casos:

e la ecuacién esta dada en un intervalo semi-infinito o infinito,
e ¢l coeficiente p(x) o w(x) son iguales a cero en algun punto,

e uno de los coeficientes se va al infinito en uno o ambos extremos de un

intervalo finito.

Definicién 2.3.2

Una ecuacion de Sturm-Liouville singular junto con las condiciones a la fron-
tera lineales homogéneas apropiadas es llamada un Sistema de Sturm-

Liouville Singular.

Las condiciones puestas en este caso no son como las condiciones a la
frontera separadas vistas en el caso del problema de Sturm—-Liouville regular.
Consideremos el problema de Sturm-Liouville singular que involucra la

ecuacién de Legendre

d

d—[(1 — )y + Ay =0, —-l<z<l, (2.14)

x

con las condiciones a la frontera de que y y ¢ son finitas cuando x — =+1.
En este caso, p(zr) = 1 —2* y w(z) = 1, y p(x) es igual a cero en

x = £1. Las funciones de Legendre de primer tipo P,(x), n =0,1,2,..., son

las eigenfunciones las cuales son finitas cuando x — +1. Los eigenvalores

correspondientes son A\, = n(n + 1) para n = 0,1,2,.... Notemos que el
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problema de Sturm-Liouville singular tiene un nimero infinito de eigenvalo-
res, y las eigenfunciones P,(x) son mutuamente ortogonales con respecto a

la funcién peso w(z) = 1.

Otro problema singular de Sturm-Liouville es la ecuacién de Bessel para

d d 2
(xd—y) + ()\:L' — V—) y =0, 0<z<a, (2.15)
T

dz x

v fija

con las condiciones a la frontera y(a) = 0y y, ¥ son finitas cuando z — 0+.

En este caso, p(z) =z, ¢(x) = —’;—2, y w(z) = x. Tenemos que p(0) = 0,
q(z) es infinita cuando x — 04, y w(0) = 0. Por lo tanto, el problema es
singular. Si A = k?, las eigenfunciones son las funciones de Bessel de primer
tipo J,(k,x) de orden v, donde n = 1,2,3, ...,y (k,a) es el n-ésimo cero de
J,. Los eigenvalores son A\, = k2. La funcién de Bessel J, y su derivada
son ambas finitas cuando x — 04. Por tanto, el problema tiene un ntimero
infinito de eigenvalores y las eigenfunciones son mutuamente ortogonales con

respecto a la funcién peso w(z) = z.
2.4 Sistemas Periédicos de Sturm—Liouville
Otro tipo del problema que surge en la practica comunmente es el Sistema
periodico de Sturm-—Liouville.

Definicién 2.4.1

La ecuacién de Sturm-—Liouville

& (o) e =0, asezh @9

en el cual p(a) = p(b), junto con las condiciones a la frontera periddicas

yla) =y(b), y'(a) =y'(b), (2.17)

es llamada un Sistema periédico de Sturm-Liouville.
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Ejemplo:

Encontremos ahora los eigenvalores y eigenfunciones de el sistema periddico

de Sturm-Liouville:

y'+ Ay =0, —r<z<m, (2.18)
y(—m) =y(r), y'(r)=y'(-m). (2.19)

Notemos que p(z) = 1 y por tanto p(7) = p(—m). Para A > 0, la solucién

general de la ecuacién es
y(z) = Acos (VAx) + Bsen (VAz),

donde A y B son constantes arbitrarias. Utilizando las condiciones a la

frontera (2.19), obtenemos

2Bsen (VAr) = 0,
24V Asen (V) = 0.

Por tanto, para soluciones no triviales, debemos tener
sen (VAT) =0, A#0, B#0.

Luego,

Entonces, para cada eigenvalor )\, = n?, existen dos soluciones linealmente
independientes cos(nzx) y sen(nz).

Es facil de verificar que no existen eigenvalores negativos en el sistema.
Sin embargo, A = 0 es un eigenvalor y la eigenfuncién asociada es la funcion
constante y(x) = 1. Por tanto, los eigenvalores son 0, {n®}, y las eigenfun-
ciones correspondientes son 1, {cos(nz)}, {sen(nz)}, donde n es un entero

positivo.
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2.5 Resultados Generales de Sistemas de SL

Para el problema regular de Sturm-Liouville, denotamos el dominio de L
por D(L), esto es, D(L) es el espacio para todas las funciones complejas

definidas en [a,b], para las cuales y” € L*([a,b]), y las cuales satisfacen las

condiciones a la frontera

ary(a) + azy'(a) = 0, biy(b) + bay/(b) = 0.

Teorema 2.5.1 (Identidad de Lagrange).

Para cualesquiera u, v e D(L), tenemos

d
ulv —vlu = d—[p(uv’ — o). (2.20)

T

Demostracion. Tenemos que

oot — w0 d(du
ulv vu-uda: pdx quv de pdx quv

Teorema 2.5.2 (Férmula de Abel).

Siu y v son dos soluciones de la ecuacion
Ly + Awy =0
en [a,b], entonces
p(z) W(u, v; ) = constante, (2.21)
donde W es el Wronskiano definido por

W(u,v; ) = (v’ — u'v).
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Demostracion. Ya que u, v son soluciones de la ecuacion
Ly + dwy =0,

tenemos que

d

%(pul) + (¢ + Aw)u =0,
d

%(pv') + (¢ + Aw)v = 0.

Si multiplicamos la primera ecuacién por v y la segunda ecuacion por u, y

restando tenemos y

d
u—I(pv') —v x(pu)—().

Integrando desde a hasta x esta ecuacion tenemos

p()[u(z)v'(z) — u'()v(x)] — p(a)[u(a)v'(a) — u'(a)v(a)] = 0.
Esta es la férmula de Abel. |

Teorema 2.5.3.

El operador L de Sturm—Liouville es auto-adjunto. En otras palabras, para

cualesquiera dos funciones u, v € D(L), tenemos
(Lu,v) = (u, Lv) , (2.22)

donde { , ) denota el producto interior en L?([a,b]) definido por

b
(f.9) = / f(2)g@)dz. (2.23)

Demostracion. Ya que todas las constantes involucradas en las condi-
ciones a la frontera de un sistema de Sturm-Liouville son reales, si veD(L),
entonces v € D(L).

También sabemos que p, ¢ y w son funciones reales y Lv = L7. Entonces,

tenemos
b
(Lu,v) — (u, Lv) = / (vLu — ulv)dz

= [p(vu' — "))} (2.24)

a’
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por la identidad de Lagrange (2.20).

Mostramos que el lado derecho de la igualdad anterior tiende a cero para
ambos sistemas de Sturm—Liouville, regular y singular. Si p(a) = 0, el re-
sultado se sigue inmediatamente. Si p(a) > 0, entonces u y v satisfacen las

condiciones a la frontera de la forma (2.9) en z = a. Esto es,

[y v | ] =

Un argumento similar se puede utilizar para analizar el caso x = b, entonces
el lado derecho de la ecuacién (2.24) desaparece. Esto demuestra el Teorema.
|

Teorema 2.5.4.

Todos los eigenvalores de un sistema de Sturm—Liouville son reales.

Demostracion. La demostracién de este Teorema serd dada en el Capitulo

4, en el Teorema de Sturm—Liouville.

Observacion. Este teorema nos dice que todos los eigenvalores de un
sistema de Sturm-Liouville regular son reales, pero no nos garantiza que
un eigenvalor existe. Se ha mostrado mediante un ejemplo que un sistema
de Sturm-Liouville tiene una sucesion infinita de eigenvalores. Todos los
ejemplos anteriores de sistemas de Sturm—Liouville nos han mostrado que

Al < Ay < A3 < ...con

lim A\, = cc.
n—oo

Todos los resultados anteriores los podemos poner en forma de teorema como

lo haremos acontinuacion.
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Teorema 2.5.5.

Los eigenvalores \,, de un sistema de Sturm—Liouville se pueden agrupar en

la forma
)\1<)\2<)\3<...,
Y
lim A, = oo, (2.25)

donde n se refiere al numero de ceros de las eigenfunciones y,(x) en |a,b].

Demostracion. La demostracién de este Teorema serd dada en el Capitulo

4, en el Teorema de Sturm-Liouville.

Teorema 2.5.6.

Las eigenfunciones correspondientes a distintos eigenvalores de un sistema
de Sturm-—Liouville son ortogonales con respecto al producto interior con la

funcion peso w(zx).

Demostracion. Supongamos que y1(x) y yo(z) son eigenfunciones corres-
pondientes a eigenvalores \; y Ay con Ay #£ \s.
Entonces,

Ly, = —\wy Yy Lys = —Awys.

Por lo tanto
y1Lys — oLy = ()\1 - Az)wy1y2- (2.26)
Utilizando la Identidad de Lagrange, tenemos

d
yilys —yply = Ir (195 — y21)] - (2.27)

Si combinamos las ecuaciones (2.26) y (2.27) e integrando de a hasta b ten-

emos que

(A — /\2)/ w(w)y: (v)y2(v)dz

= [pla){y(@)ys(x) — ya(2)yi (2)}]2 = 0,
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por las condiciones a la frontera (2.9).

Ya que A\; # Ay, tenemos que

b
| w@u(eta=o.
Lo cual demuestra el teorema. W

Ahora consideraremos algunos resultados generales acerca de expansiones
de eigenfunciones de un sistema de Sturm-Liouville y sus propiedades de
completez.

Supongamos que {y,(x)}°; es un conjunto de eigenfunciones ortogonales
de un sistema de Sturm-Liouville en [a, b]. Ya que el producto interior de las

funciones con respecto a la funcién peso w(z) se define como

(Yns Ym) :/ W(T)Yn () ym(x)d, (2.28)

entonces el cuadrado de la norma es

Il = (o) = [ wla)yi(ode (2:29)

Definicién 2.5.0.
El conjunto de eigenfunciones ortogonales de un sistema de Sturm-Liouville
se dice ser completo si cualquier funcién arbitraria f € L?*([a,b]) se puede

expander tinicamente como
f@) =" anyn(2), (2.30)
n=1

donde la serie converge a f(x) en L*([a,b]) y los coeficientes a,, son dados

por

(f(@),yn(x)) 1
<yn<x)>yn(x>> HynH2

(S ym) s (2.31)

Ay =

donde n =1,2,3,....
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Definicién 2.5.1.
La expansion (2.30) es llamada una serie de Fourier generalizada de f(z) y los

escalares asociados a,, son llamados los coeficientes de Fourier generalizados

de f(x).

Definicién 2.5.2.

El conjunto de eigenfunciones {y,}>2; es llamado ortonormal si ||y,|| = 1.

Definicién 2.5.3.
El conjunto de eigenfunciones ortonormales se dice completo, si para cada

f € L*([a,b]), si la siguiente expansién se cumple:

f(x) = Zanyn = Z (fsYn) Un- (2.32)

Definicién 2.5.4.
Una serie de eigenfunciones ortonormales Y >, a,y,(x) se dice ser conver-
gente a f(x) en L*([a,b]) si

lim [|f(x) = sn(z)[| = 0, (2.33)

n—oo

donde s,(x) = Y, a,y.(x) es la n-ésima suma parcial de la serie (2.32).

Equivalentemente, (2.33) nos queda de la siguiente manera

lim

n—oo
a

w(x)dx = 0. (2.34)

Este tipo de convergencia es llamada convergencia fuerte y es comple-
tamente diferente a la convergencia puntual o a la convergencia uniforme
en analisis. En general, la convergencia fuerte no implica ni convergencia
puntual ni convergencia uniforme. Sin embargo, la convergencia uniforme

implica ambas, convergencia puntual y convergencia fuerte.
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Ahora determinemos los coeficientes a, de tal forma que la n-ésima suma

parcial s,(x) de la serie (2.32) sea la mejor aproximacion a f(z) en el sentido

2

del minimo cuadrado, esto es, buscaremos minimizar la integral en (2.34)
f(l’) - Zaryr(x)

Ia,) = / b >

= [ w2 z o [ @) s

w(z)dx

+ Zlaf/a w(x)y?(v)dz. (2.35)

Una condicién necesaria para que I(a,) sea el minimo es que la primera
derivada parcial de I con respecto a los coeficientes a,., sea cero. Entonces,

obtenemos

-y 2 @)y @) (o) +2, / bw(:@yz(z)dm} 0. (230)

r=1

En consecuencia, tenemos

0 — / @) (@)w(@)dz = (f.a) (2.37)

Si completamos el cuadrado, el lado derecho de la ecuacién (2.35) nos queda
de la siguiente forma

2

a

Ia) = /abw<x>f2<x>dx+r2;[a7«— [ v

n 2

- ([ wrme) (2:33)

r=1
El lado derecho de la ecuaciéon nos muestra que I es minimo si y sélo si a,
es dado por la ecuacién (2.37). Esta eleccién de a, nos proporciona la mejor
aproximacién a f(z) en el sentido del minimo cuadrado. Si sustituimos los

valores de a, en la ecuacién (2.35), obtenemos

n

b 2 b
/ [f(w)—zaryr(w)] wloyie = [Cwl@) a3 (239)

r=1
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Si la serie de eigenfunciones ortonormales converge a f(x), entonces la
ecuacién (2.34) se satisface. Si tomamos el limite cuando n — oo en la
ecuacion anterior (2.39) y utilizando la ecuacién (2.34), obtenemos la relacion

de Parseval

Za —/ (2) f2(@)dx = ||£17, (2.40)

o equivalentemente,

o0

DLyl =11 (2.41)

Ya que el lado izquierdo de la ecuacién (2.39) es no negativo, se sigue de la

misma ecuacion que
n
2
Soat <A (2.42)
r=1

Ya que el lado derecho de la ecuacién (2.42) es finito, el lado izquierdo de la
misma ecuacion es acotado superiormente para cualquier n. Si tomamos el

limite cuando n — oo obtenemos la desigualdad

> an <|IfIF, (2.43)
n=1

o equivalentemente,

ST )P < AP (2.44)
n=1

Esta desigualdad se llama la desigualdad de Bessel.

Un problema tipico de valores a la frontera para una ecuacion diferencial
ordinaria lo podemos escribir en la forma del operador diferencial £ como

sigue
Ly = f, a<xz<b. (2.45)

Usualmente, buscamos una solucion de esta ecuacion con las condiciones

a la frontera dadas. Una aproximacion formal al problema es encontrar el
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operador inverso L', Entonces la solucién de (2.45) se puede encontrar
como y = L71(f). Resulta que encontrar el operador inverso es posible en
muchos casos importantes, y el operador inverso es un operador integral de

la forma

b
y() = (& f)(x) = / G, t) f(8)dt. (2.46)

La funcién G se le llama funcion de Green del operador L. La existencia de
la funcién de Green y su construccién no es un problema simple en el caso

de un sistema de Sturm-Liouville regular.

Teorema 2.5.7. Funcion de Green para un sistema de Sturm—Liouville.

Supongamos que A = 0 no es un eigenvalor del siguiente sistema de Sturm—
Liouwville reqular:

=g (o) ey = 1@ asese @

con las condiciones a la frontera homogéneas
ary(a) + azy'(a) =0,  biy(b) + bay'(b) = 0, (2.48)

donde p y q son funciones reales continuas en [a,b], p es positiva en [a,b),
P (x) existe y es continua en [a,b], y a1, as, by, by, son constantes reales
dadas tales que a3 + a3 > 0 y b? + b5 > 0. En consecuencia, para cualquier

f € C%*Ja,b]), el sistema de Sturm-Liouville tiene una tinica solucion

b
va) = [ Glofwa (2.49)
donde G es la funcion de Green dada por

(@) (1)
oW, o esSt<u

G(z,t) = (2.50)

@)yt
o T<t<b

donde 1y, y y2 son soluciones distintas de cero del sistema homogéneo (f = 0)

y W es el Wronskiano dado por
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Demostracion. De acuerdo con la teoria de ecuaciones diferenciales ordi-

narias, la solucién general de (2.47) es de la forma

y(r) = ciyi(z) + coya(w) + yp(2), (2.51)

donde ¢y y ¢ son constantes arbitrarias, y; y y» son dos soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién homogénea Ly = 0, y y,(x) es cualquier
solucién particular de (2.47).

Si utilizamos el método de variacion de pardametros, obtenemos la solucién

particular

up(®) = y1()or(2) + ya(2)v2(2), (2.52)

donde vy (z) y va(x) son dadas por

fz ?/2 _ f(x)yi () "
/ vo(x) _/p—(x)W(x)d . (2.53)

De acuerdo de la férmula de Abel (ver Teorema 2.5.2), p(x)W (z) es una
constante. Ya que W(z) # 0 en [a,b] y p(x) se supone positiva, la constante

es distinta de cero. Si denotamos la constante por ¢ entonces tenemos

Luego

wie) =~ [ef@m@is y  wl) = [cf@n@d

Por lo que, la forma final de y,(x) es

b(@) = —epla) / " F () alt)dt + cyala) / " F (b (1)t

x b
_ / eya () (8) ()t + / (@O (254)

a x

En consecuencia, si denotamos la funciéon de Green como

cya()yr (t), a<t<ux,
G(z,t) = (2.55)
cy1(x)ya(t), x<t<b,
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podemos escribir
b
wie) = [ Gl.of@a (2.56)

lo cual nos dice que la integral existe. Esto se sigue inmediatamente de la

continuidad de G. N

Ahora denotaremos el operador integral 7' dado por (2.46), como

- / ’ Gz, t)f(t)dt. (2.57)

Teorema 2.5.8.

El operador T definido por (2.57) es auto-adjunto de L*([a,b]) en C([a,b]) si
G(z,t) = G(t,x).

Demostracion. La funcién G(x,t) definida en [a, b] X [a, b] es continua si

b b
//|G(az,t)|2dxdt<oo.

(Tf,q) = / / (o) (g @)t
_ //G:ct («)dadt
=//fd4 Gl Dg(a)da

= ([, T*q) (2.58)

Tenemos que

lo cual nos muestra que

1)@ = [ G

Luego, T es auto-adjunto si su kernel satisface la igualdad G(x,t) = G(t, z).
n
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Teorema 2.5.9.
Bajo las suposiciones del Teorema 2.5.7, A\ es un eigenvalor de L si y solo
si (1/A) es un eigenvalor de T. Ademds, si [ es la eigenfuncion de L que
corresponde al eigenvalor \, entonces [ es una eigenfuncion de T correspon-

diente al eigenvalor (1/\).

Demostracion. Supongamos que L f = \f para alguna funcion f distinta
de cero en el dominio de L. En vista de la definicién de T', y el Teorema

2.5.7, tenemos que
f=L7 ) =T(f).

Equivalentemente, ya que A # 0,

sz%f.

Esto nos dice que (1/\) es un eigenvalor de 7" con su correspondiente eigen-
funcion f.
Reciprocamente, si (f # 0) es una eigenfuncién de T' correspondiente a

el eigenvalor A # 0, entonces
Tf=M\f.
Ya que T = L™, entonces

f=8(TF) = LAS) = AL(f).

Por lo que (1/A) es un eigenvalor de £ y su correspondiente eigenfuncién es

f.w
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Capitulo 3

Solucion de Sistemas de
Sturm—Liouville

3.1 Problema de Oscilaciones Libres

Consideremos en esta secciéon un problema particular, pues las soluciones de
la mayoria de las ecuaciones de Sturm-Liouville tienen el comportamiento
similar, independientemente de la forma de las funciones p, ¢, y w. Conside-
remos el siguiente sistema de Sturm-Liouville:

L y(0) = y(m) =0, (3.1)

dx?
donde p =w = 1,q = 0 y el intervalo es dado, por la conveniencia, [0, 7.

(i) Si A < 0 la solucién general es
y = Asenh(vV—Az) + B cosh(v —Az),

y vemos inmediatamente que sélo una condicién a la frontera puede ser sa-
tisfecha.

(i1) Si A = 0 solamente la solucién trivial y = 0 satisface ambas, la ecuacién
y las condiciones a la frontera.

(iii) Si A = w?, con w > 0, la solucién general es
y = Asen(wz) + B cos(wx),

la cual puede ajustarse a la condiciéon si x = 0 escogiendo B = (0 y la condiciéon

xr = 7 haciendo w un entero, w = 1,2,.... Ya que la ecuacién es lineal, el

41
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valor de la constante A es indeterminado y tenemos como las soluciones
yn(x) =sen(nx) N, =n", n=12,....

Los eigenvalores son reales, A, = n?, y las eigenfunciones son y,(r) =
sen(nz). En este problema cada eigenvalor es asociado con una tnica eigen-
funcién. Las condiciones a la frontera, y(0) = y(m) = 0, determinan que hay
un conjunto numerable de eigenvalores y dependen del indice, entonces por
ejemplo, las condiciones a la frontera y'(0) = y/(7) = 0 nos daran diferentes
eigenvalores y eigenfunciones (ver Problema 3.1).

Las graficas de y,(x) v yni1(z) para n = 1,4 y 8 son mostradas aconti-

nuacion:

Figura 3.1 Figura 3.2

Figura 3.3
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Estas figuras nos hacen pensar que y,(z) tiene n — 1 ceros en el inter-
valo (0,7) y los ceros se entrelazan, con un cero de y,.1(z) entre los ceros

adyacentes de y,(x).

3.2 Propiedades Importantes de Sistemas de
Sturm—Liouville

Existen varias e importantes propiedades de los eigenvalores y las eigen-
funciones de este problema simple (descrito en la Seccién anterior) que son

comunes también para las soluciones de muchos sistemas de Sturm-Liouville:

e Los eigenvalores son reales: Esta es una propiedad fundamental y es

consecuencia de la forma de la ecuacion diferencial.

e El valor mas pequeno de eigenvalor es la unidad, pero no existe el valor
més grande de eigenvalor. Por lo que A,,/n* = O(1) cuando n — oo. En
general el eigenvalor méas pequeno existe, pero no existe el eigenvalor
més grande. Para este problema ), se incrementa como n? para n

grande.

e Para cada eigenvalor existe una eigenfuncion. Esto es cierto para una
amplia variedad de problemas de Sturm-Liouville, pero no es una ver-

dad universal.

e La n-ésima eigenfuncién tiene n — 1-ceros en el intervalo abierto (0, 7).
Para el problema general con el intervalo [a, b], la n-ésima eigenfuncién

tiene n — 1 ceros en el intervalo abierto (a,b).

e Los ceros se entrelazan, entonces hay uno y sélo un cero de y,.1(x)

entre los ceros adyacentes de y,(z).

e El producto interior de dos eigenfunciones con distintos eigenvalores es

cero:

/ Yn(2)Ym (x)dx = / sennzsenmzdr =0 n #m.
0 0
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De nuevo, ésta es una propiedad universal de las soluciones de los sis-
temas de Sturm—Liouville y provienen de la forma de la ecuacién dife-
rencial. En general es necesario usar un producto interior modificado

(ver ecuacién (4.8)).

e Las eigenfunciones y,(z) = sennx forman un sistema ortogonal, en-
tonces cualquier funcién F(x) suave puede ser aproximada en sentido

por las series

F(e) = Y auyu(a)

k=1
para algunos coeficientes ay.

Esta propiedad generaliza la teoria de series de Fourier, y muchas de las
propiedades de las series de Fourier pueden ser presentadas por estas

series mas generales.

3.3 Problemas Simples

Problema 3.3.1
Encuentre todos los eigenvalores y eigenfunciones del sistema de Sturm-—
Liouville definidos por la ecuacién diferencial

d*y

@—i—)\y:()

y las condiciones a la frontera siguientes:

a) Y (0) =y(m) =0

b)  y(0)=y'(r)=0

c) y(0) =y(r)—y(m) =0

En cada caso muestre que las eigenfunciones asociadas a distintos eigenvalores

son ortogonales.
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Solucion.
La solucién general de la ecuacién diferencial y su derivada son las siguientes:

Cysenh (v/|A\|x) + Cycosh (\/|A]z), A <0
y(x) = O1+CQZL‘, A=0
Cysen (VAx) 4+ Cycos (VAz), A>0

C1v/| A cosh (v/|A|z) + Cor/| A senh (\/|A]z), A <0
y/(l’) = 027 A=0
Civ/I\ cos (VAz) — Cyy/I\[sen (VAz), A >0

a) Y (0)=y(m)=0
Caso 1. A <0:

y’(O) = Cl\/ |)\| =0= Cl = O,
y'(m) = Cyy/|\|senh (v/|A7m) =0= Cy =0,

Caso 2. A=0:

Caso 3. A > 0:

y'(0) = 01\/X= 0= C; =0,
y(7) = —CyVAsen (VAr) = 0.

= Oy, =0 o sen(VAr)=0=\=n2
y. (r) = —vAsen (nx)

= yu(z) =cos(nz), A\,=n? n=0,1,...
El producto interior es:

(4n(@), ym(@)) = / " (@) () =

- ™ n=m=70
/ cos (nx) cos (mx)dx = { 5 n#m#0
0 0 n#0
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y(0) = Co=0,
y'(r) = Ciy/|Acosh (y/[AT)=0=C; =0,

Caso 2. A\ =0:
y(O) =() = >
y/(ﬂ-) = CQ - 07
Caso 3. N> 0:
y(O) = CQZO,
y' (1) = C1VAcos (VAr) = 0.
1\ 2
= ¢ =0 o cos(Vam)=0=\= <n+§> ,

1 1\°
= yn(x) :sen<(n+§)x), )\n:<n+§> , n=0,1,...

El producto interior es:

<yn(x)7ym(x>> = /07r yn(l’)ym(:)?)d[)?

_ /0 "gen ((n T %)x) sen ((m n %>x> dr = Zbum,

donde 9d,,,,, es la delta de Kronecker.

) y(0) =y(m) —y(r) =0
Caso 1. A <O
y(m) — ¢ (m) = Cisenh (\/|A|r) — C1y/|A| cosh ( |)\ ) =0,
= C4(senh (v/|A|m) — v/|A| cosh (1/|A|7)) = 0,
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dividiendo por cosh (1/|\|7) obtenemos

= Cj(tanh (\/|A\7)) — VA =0,
= (7 =00 tanh (\/|A|7)) = VAl

Sea v = /||,

= tanh (v7) =

Ahora, supongamos que v; es una raiz = tanh (vy7) — vy = 0. Multiplicando

por cosh (v;7) obtenemos

y(m) — y'(7) = senh (117) — vy cosh (117) = 0,

por lo que
y(r) = senh (11z), A <0, A\=—v7, tanh (7)) = vy,
Caso 2. A =0:
y(0) = Cy =0,
y(m) — 9/ (7) = Comr — Cy = Cy(mr — 1) = Cy = 0,
Caso 3. A > 0:

y(0) = Cy = 0 = y = sen (VAz) = = VAcos (VAz),
y(r) — i (1) = sen (VA1) — VA cos (VAr) = 0,

Sea 1 = VA, dividiendo por cos (), obtenemos
tan (um) — p =0 = tan (um) = p,

fny, n=0,1,2,... son los eigenvalores,
por lo que

yn(x) = sen (unz), A >0, A= pd, tan (7)) = fin,
luego la solucion nos queda en la siguiente forma:

( senh (11z), A <0, A= —v? tanh (1 7) = 1y,
xT) =
Y sen (), A >0, A=, tan (u,m) = .
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El caso que nos interesa es solamente el caso en que las eigenfunciones son
distintas. Luego

/ sen(p,x) sen(p,,x)dx
0

_ {/ﬁn cOS(T iy, ) Sen (T ) — oy, SEN (T L1, cos(nﬂm)]

,u2 _Iu2
fn COS(T ) Hm COS(T fhm ) — Ham pn COS(T i) COS (T i)
= 2 2 = 0.

Problema 3.3.2

Muestre que la ecuacién diferencial lineal general de segundo orden

d? d
ag(x)d—;g + al(a;)é + ag(x)y =0

la podemos expresar en la forma

% (p@%) +q(z)y =0,

donde
o) =esp{ [ 20k o) = 2 0). ) £0
Solucion.
d?y dy
a2@)@ + 1(@@ + ao(z)y =0,

d I a1(®) g dy I a1(2) 4 Qg (gj)
— ag(z) e ag(x) _ py O
dx <e ’ dx) Ten as(z) Y

Si hacemos el cambio

aqy(x)
pla) = e me,
o aop()
q(z) = p(x
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y sustituimos el resultado, nos queda en la forma

i (0 +atow =0

Problema 3.3.3

Muestre que el cambio de la variable independiente

Y odx
=/ #w
aplicado a la ecuacion

& (PO + a0+ 2wy =o.

nos da como resultado la ecuacion
d2

d—gg + P(§) (¢(§) + Aw(§))y = 0.

Solucion.

Tenemos que

e 1 da
@ P T
Ahora
= (Po) + )+t =0,
y €Omo

af dfds _df 1
de dédr  dEP(@)

d 1 d
Pa)5 :

dx P(x)P(x)d_f
Sustituyendo, llegamos a que
d 1 1 dy
—— | P
7 (POrg

d (dy
() + P @ + Mty =0,

d*y
et P(£) (q(§) + Aw(€)) y = 0.

) () + Aw(€) y = 0,

49
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3.4 Problema de Sturm—Liouville y Ecuacién
de Onda

Ahora ilustraremos el método de Fourier generalizado resolviendo problemas
generales de Sturm-Liouville asociados con una ecuacién de onda general y
una ecuacion de difusion general.

Desarrollamos el método de Fourier generalizado resolviendo una ecuacion

mas general de Sturm-Liouville asociada con la ecuacién de onda

Py 1 [0 [ oy
o2~ w) oz Por <z< ‘
o w(x) L‘)x (par) + qy} + F(z,t), a<xz<b, t>0  (3.2)

con las condiciones a la frontera
ary(a,t) + asy.(a,t) =0, = =a; biy(b,t) + bay,(b,t) =0, x =0,

y las condiciones iniciales

y(l‘,O):f(I), yt(l’,O) :g(x)a a<x<b,

donde F(z,t) es el término de fuerza.
En términos del operador diferencial de Sturm-Liouville, la ecuacion (3.2)

se puede escribir como

yu = Ly + F(x,t), a<x<b, t>0, (3.3)
donde
1 0
Ly = — . A4
Y= o [ax (Pyz) + qy] (3.4)

Siguiendo el método de separacién de variables, suponemos que la solucién
de la ecuacién de onda (3.2) con F' = 0 es de la forma y(x,t) = ¢(x)(t) # 0,

entonces la ecuacion (3.2) se transforma en

d*y
— = A t .

Lo = Ao, a<z<b, (3.6)

donde X es una constante de separacion.
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Las condiciones a la frontera asociadas para ¢(x) son

a1(a) + axd(a) =0, bi(B) + bag!(5) = 0. (3.7)
Definicién 3.4.1

A la ecuacion (3.6) con las condiciones a la frontera (3.7) se le llama Problema

de Sturm—Liouville Asociado a la ecuacidn de onda.

En general, el problema de Sturm-Liouville asociado a la ecuacién de
onda se puede resolver encontrando los eigenvalores A, y las eigenfunciones
ortonormales ¢, (z), n =1,2,3,....

Si utilizamos el principio de superposicién, podemos escribir la solucion

de la ecuacidn lineal (3.3) en la forma

=) dul@)en(t), (3.8)

donde 1, (t) son determinadas por (3.5).

Ahora buscaremos una solucién al problema no homogeneo (3.3) en la
forma (3.8), donde las ¢,, son soluciones y v, seran determinadas. Suponga-
mos que el término de fuerza se puede expander en términos de las eigenfun-

clones como

= Z¢n<x>fn(t>7 (3'9)

donde los coeficientes generalizados de Fourier f,(t) de F(z,t) son dados por

F(t) = (F,6,) = / Fla, ) (z)da. (3.10)

Si sustituimos (3.8) y (3.9) en la ecuacién (3.3), obtenemos

()L n(x +Z¢n

Mg

S
Il
—

WE

[Antn(t) + fu(t)] ¢n(2).

i
L
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Esto nos lleva a la ecuacién diferencial ordinaria

Un(t) + aZibn(t) = fult), (3.11)

donde \, = —a?.
Si aplicamos el método de transformada de Laplace a la ecuacién diferen-

cial ordinaria anterior, la soluciéon nos queda como

Yn(t) = 1,(0)cos <a”t)+ain¢(0> sen (a,t)

+ L sen oy, (t — 7) fr(7)dr, (3.12)
an Jo

donde 1,,(0) y ¥,,(0) se pueden determinar de las condiciones iniciales (2.3),

luego entonces

flo) = y(@,0) = én(x)n(0), (3.13)
g(@) = yul(2,0) =Y dul2)n(0), (3.14)

las cuales nos dan los coeficientes de Fourier generalizados ,(0) y ,(0) de

la siguiente manera

5a0) = {fri) = / F(E)6n(E)e, (3.15)
M@:=@%bjﬁ@%@% (3.16)

Por lo tanto, la solucién nos queda de la siguiente manera

o0

Yo t) = Y talt)dn(e)

= 3 [t cosant + (g0 senant

n=1 n

+ L [ Csenan(t = ) fu(D)dr| du(z).  (3.17)

Oy Jo
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Esta expresion representa una solucién de la ecuacion de onda (3.2) que
consiste de una serie infinita, con las condiciones a la frontera (2.2) y condi-
ciones iniciales (2.3) bajo condiciones apropiadas de las funciones f(z), g(x)
y el término de fuerza F(x,t).

Si reemplazamos los productos interiores por las integrales (3.15) y (3.16),
y fu(7) por (3.10) e intercambiando las sumas e integrales, obtenemos la

solucién en la forma

(o, / [Z ()6 €) cO3 ant] F(e)d

/a n=1

// [iaingbn ¢n Senan(t—r)

n=1

Z ) sen ant] g(&)d¢

TL

F(&, 1)dédr. (3.18)

3.5 Problema de Sturm—Liouville y Ecuacion
de Difusién

Consideremos la ecuacién de difusién con un término de fuerza F(z,t) en la

forma
?;Z ai l (x )%} +q(x)y + F(x,t), a<z<b t>0, (3.19)
con las condiciones a la frontera
ary(a,t) + asy.(a,t) =0, biy(b,t) + boy.(b,t) =0, t>0. (3.20)
y la condicién inicial
y(z,0) = f(x), a<x<b. (3.21)

En términos del operador diferencial de Sturm—Liouville L, la ecuacién
(3.19) tiene la forma

=Ly + F. (3.22)
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Si utilizamos el método de separacién de variables para encontrar una
solucién de la ecuacién (3.19) con F' = 0 en la forma y(x,t) = ¢(z)(t) # 0,

entonces la ecuacion (3.19) nos queda de la siguiente forma

% N >0, (3.23)
Lo = \o, a<x<b, (3.24)

donde A es la constante de separacion.

Las condiciones a la frontera asociadas son

CL1¢<CL) + a2¢'(a) = 0, b1¢(b) + b2¢/(b) =0. (325)

Definicién 3.5.1

A la ecuacién (3.24) junto con las condiciones (3.25) se le llama Problema de

Sturm—Liouville Asociado a la ecuacion difusion.

El problema se puede resolver encontrando los eigenvalores A, y las eigen-
funciones ortonormales ¢, (), n =1,2,3,....
De acuerdo del principio de superposicion lineal, podemos escribir la

solucién de la ecuacion (3.24) en la forma
y(w,t) =D dn(@)in(t), (3.26)
n=1

donde 1),,(t) es determinado por (3.23).

Ahora buscaremos una solucién al problema no homogeneo (3.24) en la forma
(3.26), donde las ¢, son soluciones y 1, seran determinadas. Supongamos
ahora que la funcién de fuerza también se puede expander en términos de las

eigenfunciones como
F(z,t) =) fult)pn(x), (3.27)
n=1

donde los coeficientes de Fourier f,(t) son determinados por

b

falt) = (F.0) = / F(&, )60 (€)de. (3.28)

a
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Agrupando la solucién (3.26) y la expansién de la funcién fuerza (3.27) en la

ecuacién (3.22) obtenemos

S bula)dult) = L[Zasn(x)wn(t) +3" fult)dua)

[
[M]#

[Yn(0)Ln () + fu(t)n(2)]

n=1

[Antn(t) + fu(t)] ¢n(2).

WE

n=1

Esto nos da una ecuacién diferencial ordinaria para ,(t) de la siguiente

forma:

Un(t) + Anthn(t) = fult). (3.29)

Si aplicamos el método de transformada de Laplace a la ecuacion diferencial

ordinaria anterior, la solucién nos queda como

Pn(t) = Pn(0)e™" + / =T £ (7)dr, (3.30)
0
donde 1, (0) se puede determinar de la condicién inicial
f@) = y(,0) = on(x)tn(0), (331)
n=1
donde los coeficientes de Fourier 1,,(0) de la funcién f(z) son dados por
b
un(0) = () = [ 1(©0nl)de. (3.32)
Si sustituimos (3.30) en la solucién (3.26) obtenemos
vet) =Y [roners [ il G
n=1

Ahora reemplazaremos el producto interior en (3.33) por (3.32), f,.(7) por

(3.28) y intercambiamos las sumas e integrales para obtener la forma final
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de la solucién en la siguiente forma:

y(x,t) = / [2@1(5)@1(%)6/\"1 F(€)de
/ot/z¢” Von(x)e I F(&, T)dédr. (3.34)

Si introducimos una nueva funcién G definida por

G(x,,1) = Z% )on (), (3.35)

podemos escribir la solucién en términos de G en la forma

| cenrea
t b
/O/G(x,f,t—T)F(f,T)dde. (3.36)

Notemos que el primer término de esta solucién representa la contribucion de
la condicién inicial, y el segundo término proviene del término no homogéneo

de la ecuacion (3.19).

3.6 Seperacion de Variables y Problemas de
Sturm-Liouville

En esta Seccién mostraremos como aparecen varios tipos de problemas de
Sturm-Liouville.

El trabajo original de Sturm-Liouville fue motivado por el problema de
la conduccién de calor. Un problema que Sturm trabajo es la distribucion
de la temperatura en una barra unidimensional, descrita por la ecuacién

diferencial parcial lineal

bl Gy = 5 (P ) ~ o (3.37)

donde u(x,t) denota la temperatura de la barra en el punto x al tiempo ¢, y

h, p y [ son funciones positivas.
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Si alrededor de la barra se mantiene la temperatura constante y los ex-
tremos de la barra, en x = 0 y x = L, estan en contacto con cuerpos grandes

a diferentes temperaturas, entonces las condiciones a la frontera son

p(O)ﬁuéZ’ D ¢ au(0,) =0,
p(L)% + pu(L,t) =0, (3.38)

para algunas constantes a y . Finalmente es necesario especificar la tem-
peratura inicial de la barra. Tomemos u(z,0) = f(z), donde f(z) es la
temperatura inicial conocida.
Sturm intent6 resolver esta ecuacion, primero sustituyendo una funcién
de la forma
u(z,t) = X(x)e™

la cual sustituida en (3.37) obtenemos la ecuacién diferencial

= (05 ) + i) = 1o)X =0

para X (z) en términos de la constante desconocida A, junto con las condi-

ciones a la frontera
p(0)X'(0) + aX(0) =0 p(L)X'(L) + BX(L) = 0.

Este es un problema de eigenvalores. Asumiendo que existen soluciones
Xk (z) con eigenvalores A\ para k = 1,2,..., Sturm utilizé la linealidad de la

ecuacion original para escribir una solucién general como la suma

u(z,t) = Z ApXp(z)e
k=1

donde los coeficientes A son arbitrarios. Esta solucién satisface formalmente
la ecuacion diferencial y las condiciones a la frontera, y satisfara la condicién

inicial u(z,0) = f(x) sélo si

f(x) = AXy(x).
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Entonces el problema se reduce a encontrar los valores de los A, que satisfacen
la ecuacion.

J. Fourier y S.D. Poisson encontraron expresiones para los coeficientes
Ay, para funciones particulares h(x), p(z) y I(x), pero Sturm y Liouville
determinaron la soluciéon general.

Usualmente, las ecuaciones Sturm-Liouville aparecen cuando el método
de separacién de variables se aplica para resolver ecuaciones diferenciales
parciales lineales de segundo orden.

Algunos ejemplos de ellos son:

0?1 n 0%y 0%

50 T o T o TR0 (3.39)

ecuacion de Helmholtz,

I U U
72 + 0 + 922 —F(r), (3.40)

ecuacion de Poisson,

0%y 0% 0%
Ox? * Oy * 022 0
ecuacion de Laplace,
Y 0% 0% 10%
Ox? + oy? * 022 2o 0 (341)

ecuacion de onda, donde la constante ¢ representa la velocidad de propagacion
de pequenas perturbaciones en el medio, k£ es una constante.

La primera de estas ecuaciones, llamada la ecuacién de Helmholtz, apa-
rece en la solucién de la ecuacién de Poisson (la segunda ecuacién), en
la solucién de la ecuacién de Schrédinger (independiente del tiempo) y la
ecuacion de onda.

La ecuacién (3.41), es la ecuacién de onda de propagacién de pequenas
perturbaciones en un medio isotrépico y describe una variedad de fenémenos
de onda tales como la radiacion electromagnética, ondas de agua y aire, ondas

en cuerdas y membranas.
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Muchas aplicaciones de las ecuaciones anteriores tienen diferentes grados
de validez y exactitud. Entonces existen circunstancias en las cuales los re-
sultados de los calculos usando la ecuacion de Schrodinger y la ecuacién de
Poisson no se distinguen de los resultados experimentales. Pero en algunas
aplicaciones mecénicas, efectos no incluidos en la derivacion de estas ecua-
ciones son significativos y entonces las soluciones proporcionan solamente
una primera estimacién del comportamiento del sistema. Un ejemplo es una
cuerda de piano, la frecuencia de los armoénicos de las notas mas bajas no se
incrementa linealmente con el orden de los armoénicos, como la ecuacion de
onda predice (ver Blackham 1978).

Los sistemas de Sturm—Liouville son derivados de ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden mediante el método de separacion de variables,
y es frecuente que las fronteras determinen las coordenadas a usar, y éstas,
determinan importantes propiedades de las ecuaciones resultantes de Sturm—
Louville.

Ahora derivaremos dos ecuaciones que ilustran diferentes propiedades de
los sistemas de Sturm—Liouville. Consideremos, para propésitos ilustrativos,

la ecuacion de onda describiendo las vibraciones de una membrana flexible,
0%y 9% 1 0%
022 o @ op =0, (r,t)=0 en la frontera. (3.42)

Supongamos que el plano zy es horizontal y la membrana sin perturbaciones

estd en el plano xy, esto es, la gravedad tiene un efecto despreciable en
comparacién con la tensién en la membrana. La funcién ¢(r,t) es el des-
plazamiento vertical de la posicion de equilibrio al tiempo ¢ y se supone es

pequena. Consideraremos membranas rectangulares y circulares.

Caso 1.
Para una membrana rectangular, es conveniente utilizar las coordenadas
cartesianas definidas por la frontera de la membrana, la cual tiene lados
de longitudes a y b, esto es, 0 <z < ay 0 <y <b. Comenzaremos por bus-
car las oscilaciones con una frecuencia no especificada w, entonces suponemos

una solucién de la forma
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Si sustituimos esta solucién en la ecuacién (3.42), obtenemos una ecuacion

para F'(z,y), independiente del tiempo,

0’F O’F  W?

5 + 37 + ?F =0, F(r) =0 en la frontera.

Ya que la membrana es rectangular, es razonable suponer una solucién de la
forma

F(r) = X(2)Y (y),

Si sustituimos esta solucién en la ecuacion anterior y dividimos por F', llega-
mos a la ecuacion
1d’°X  1d%Y W 0
Xd? Yag tae "
El tnico camino por el cual esta ecuacion puede ser satisfecha es si cada
término es una constante. Ahora podemos juntar
X// Y//

X — —)\x, ? - _)\y

para obtener las siguientes dos ecuaciones para los componentes del espacio:

d*X
. (3.43)
d*Y
d_y2 + Y =0, Y(0) =Y (b) =0,
donde los eigenvalores A\, y A, estan relacionados a la frecuencia mediante la
ecuacion )
w

Entonces los eigenvalores son A\, = (n7/a)®* y A\, = (mn/b)?, donde n y m

son enteros positivos, y la solucion es

F(r) =sen (nlx> sen (%y) :

a

La solucion, dependiente del tiempo, para el movimiento en esta frecuencia

es entonces

P(r,t) = [Asen(wmnt) + B cos(wpmy,t)] sen (%x) sen (%y) . (3.44)



3.6. SEPARACION DE VARIABLES Y PROBLEMAS DE SL 61

donde

Wa (mr)Q_l_ <m7r>2
2 \a b/

asi, la frecuencia depende de los valores de los enteros n y m.

Debemos notar como las ecuaciones de Sturm-Liouville surgen de la
ecuacion diferencial parcial original y de las condiciones a la frontera en
este proceso. Notemos también que para cada eigenvalor )\, existe una tinica
eigenfuncién X (z), y similarmente para \,,.

Notemos que si la longitud de los lados a y b son proporcionados el patron
nodal de las oscilaciones de frecuencia particular puede complicarse, como es
mostrado en el Problema 3.6.4.

La ecuacién (3.44) no es la solucién completa. Podemos escribir la solu-

cién general de esta ecuacion lineal como la suma de todas sus eigenfunciones,

U(r,t) = f: i sen <%T:v> sen (%y) (A sen(Winnt) + B cos(wmnt)],
n=1 m=1

donde las constantes A,,, y Bnn son determinadas por la forma inicial y
velocidad de la membrana. Entonces si la membrana es inicialmente esta-
cionaria con una forma prescrita, U(r,t) = f(r) y 0V/0t = 0 en t = 0,
tenemos A,,, =0y
e nm mm
r) = B, sen <—x> sen (— ) ,

la cual es una doble serie de Fourier. Entonces
4 a b
B,y = —/ / f(r)sen (n_wx) sen (My> dydz.
ab Jo Jo a b

Problema 3.6.1
Consideremos un tambor inicialmente plano, ¥(r,0) = 0, y con velocidad
0V /0t = g(r) en t = 0, las condiciones iniciales producidas por un impulso.

Muestre que con estas condiciones iniciales el movimiento siguiente es

U(r,t) = i f: Apm sen (%x) sen (%y) sen (Wpmt) ,

n=1 m=1
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W Apm, = ab/ / sen >sen (Wé >dyd:c

Solucion.

donde

Consideramos la expansién para ¥(r,t):

nm mim

U(r,t) = i i sen (—x) sen (Ty) (A sen(wWymt) + By, cos(wpmt)] -

a
Si sustituimos ¢ = 0, obtenemos

= Z Z sen (Eyg) sen (%y) B, =0<~— B,,, =0.
a

n=1 m=1

U(r,t) es de la forma:

(Z Z ApmWnm sen ( x) sen <%y) cos(wnmt)>

n=1 m=1

Z Z A pnWnm SEN (mr ) sen (%y) )

n=1 m=1

Y

t=0

g(r)=

Para calcular el coeficiente A,,,,wny, tenemos

A Wrim = X X . Y / / sen )sen (%y) dydzx,

donde

X,, = sen <Ex> , Y, = sen (my> .
a

(Xn, Xp) = X, Xndz,

con

du = —dx = dx= idu,
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Y

a (1 1
= — (zu—~sen(2
— (2u 4sen(u)) O

= L (3(E) - Feen (2(2))

1
= gu—zsen(QnW)—O:g.

a

Y

0

Similarmente obtenemos que
b
Ym Y,) = a7
(Ya Yo) = 5
y el resultado se sigue.

El mismo problema, pero con diferente forma de frontera, produce dife-

rentes tipos de ecuaciones.

Caso 2.

Para una frontera circular, es conveniente usar las coordenadas polares
x =rcosf, y =rsenfd. Entonces las condiciones a la frontera se convierten
en ¢(r,0,t) = 0 para r = r, y ¥(r,0,t) debe ser una funcién 2w-periddica de
0, esto es, ¥(r,0 + 2w, t) = (r,0,t) para toda 0, lo cual significa que ¥ (r,t)
es una funcion univaluada de la posicién.
En coordenadas polares tenemos
0%y 0% 10 [ O 1 0%
2 "o ror (a_) o0
buscamos las soluciones representando un movimiento que oscila con la fre-

cuencia angular w, y consideramos una solucién de la forma
Y ="U(r,0)e ™"

Si sustituimos esta solucién en la ecuacién tenemos

o [ U\ U
TE(TW)_"W"FT'?U_O’
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la cual se puede resolver suponiendo una forma separable U = R(r)O(6),

para dar las siguientes dos ecuaciones

2
‘27?“@:0, O(0 +2m) = 6(0),

d [ dR . A
5 (T%) + (TW — ;) = O, R(Ta) = 0,

donde A es la constante de separacién desconocida, la cual también es el

(3.45)

eigenvalor de la ecuacion angular.

En este punto es importante notar la diferencia entre las ecuaciones an-
teriores (3.45)y la ecuacién (3.43) para la membrana rectangular. Ahora
tenemos solo una constante de separacién A, y las condiciones a la frontera
son diferentes. En la ecuacién angular tenemos p = w = 1y ¢ = 0, pero
las condiciones a la frontera son diferentes y proporcionan los eigenvalores

A=n?% n=0,%1,4+2, ... con las eigenfunciones
On(0) =e™ n==+1,4£2,...,0, = 1,

o en la forma real, {cosnf,sennf} conn =1,2,....

En este caso cada uno de los eigenvalores tiene dos eigenfunciones, esto es,
{cosn#,sennf}. Tal comportamiento es tipico para las condiciones a la fron-
tera periddicas, a diferencia del comportamiento de la membrana rectangular

general en la cual cada eigenvalor tiene una tunica eigenfuncion.
Definicién 3.6.1

Si un eigenvalor tiene més de una eigenfuncion, se dice que el sistema es

degenerado, de otra forma se le conoce como no-degenerado.

La ecuacién radial también es diferente. La coordenada r es restringida
al intervalo 0 < r < r, y ahora p(r) = w(r) = r, ¢(r) = —n?/r. El eigenvalor
de esta ecuacién se convierte en el cuadrado de la frecuencia, w?, en contraste
al caso anterior en el cual la frecuencia fue determinada por dos eigenvalores,
Az ¥ Ay

Finalmente, existe una tnica condicion a la frontera en r = r,: en la otra

frontera, r = 0, la funcién p(r) = r = 0 y en estas circunstancias la condicién
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a la frontera en r = 0 es reemplazada por la condicion que la solucién es

acotada para 0 < r < r,.

Los sistemas para los cuales p(r) es cero en uno o ambos extremos del inter-

valo son llamados Sistemas Singulares de Sturm-—Liouville.

El cero en p(r) en 7 = 0 es una propiedad del sistema de coordenadas
utilizado, no el sistema fisico estudiado. En r = 0 el sistema de coordenadas
es singular porque todos los valores de # llegan al mismo punto. En tres
dimensiones con coordenadas esféricas (r, 6, ¢) existen problemas similares en
los polos norte y sur, donde el valor de ¢ es irrelevante y en este caso para la
ecuacién de 6, p(f) = send. En problemas fisicos, no debemos esperar que la
solucion de Sturm-Liouville, la cual es singular en virtud de las coordenadas
utilizadas, sea diferente que la solucién de un sistema de Sturm-Liouville
regular.

Para continuar con el analisis de la membrana circular, vemos que la
ecuacion radial se puede escribir como

d*R  1dR

dr? + rdr 72

2
+ <w2 - n_) R=0, R(r,)=0 y R(r)acotado.

Esta es la ecuacidn de Bessel con las dos soluciones J,(wr) y Y, (wr). Como
|V, (w)| es no acotada en r = 0, la unica solucién relevante es J,(wr). La
condicion en r = r, determina los valores permitidos del eigenvalor w. Para
cada valor de n los eigenvalores w,;, j = 1,2, ..., son dadas por las soluciones
positivas de la ecuacién J,(wr,) = 0, en el Problema 3.6.2 estos valores son
calculados.

Entonces las soluciones que oscilan con frecuencia w,; son combinaciones
lineales de

—i(nf—wp; t)

)ez’(ne-i-wnjt) y Jn (wan)e ’

In(wWnjr
o en la forma real

Unj = Jnlwn,r) {cos(nb) [A,; cos(wy;t) + By sen(wp;t)]
+ sen(nf) [C,; cos(wp;t) + Dy sen(wy;t)]}.  (3.46)
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Problema 3.6.2

Los ceros positivos de la funcién de Bessel J,(z), v > 0, son comtinmente
denotados por j,s, s = 1,2,... con j,; el primer cero positivo. Utilice
la funcién de Maple BesselJZeros para encontrar j;;, k = 1,2,...,10.
Haga las graficas de Ji(ji,x) para 0 < x < 1 y haga variar k£ para mostrar

numéricamente que:

1. Ji(jixx) tiene n — 1 ceros para 0 <z < 1,y

2. los ceros de J;(j1 k+12) se entrelazan con Jy (i ,x2).

Solucidn.

with(plots); alias(J=BessellJ);alias(Z=BesselJZeros);

plot([J(1,x),J(2,x)],x=0..20,color=[red,bluel);

Zerl:=[evalf(Z(1,1..10))]; Zer2:=[evalf(Z(2,1..10))];

Fl:=(x,k)->J(1,Z(1,k)+x); F2:=(x,k)->J(2,Z(2,k)+x) ;

for k from 1 to 10 do

plot (F1(x,k),x=0..1,title=cat("k=-",k)); od;

for k from 1 to 10 do

plot (F2(x,k),x=0..1,title=cat("k=-",k)); od;

for k¥ from 1 to 10 do

plot ([F1(x,k),F1(x,k+1)],x=0..1,title=cat("k=-",k),
color=[red,bluel); od;

for k from 1 to 10 do

plot ([F2(x,k) ,F2(x,k+1)],x=0..1,title=cat ("k=-",k),
color=[red,bluel]); od;

Figura 3.6.1
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Problema 3.6.3
Construya las gréficas de Jy(x), Jis(z) v Jug(x) para 0 < x < 10 y muestre
que wy,; = w_,j, para estos valores de n y para toda j. Utilice la repre-

sentacion integral,

r [ .
Jn(x) / ez(nu—xsenu)du7

T o
para mostrar que a) J,(z) = (=1)"J_,(x) y b) J.(x) = (=1)"J.(—x).

Muestre que ¢) wy,; = w_p; para toda ny j.

—T

Solucion.

with(plots); alias(J=BessellJ);plot(J(0,x),x=-10..10,color=blue);
plot([J(3,x),J(-3,x)],x=0..10,color=[red,bluel);
plot ([J(6,x),J(-6,x)+.05],%x=0..20,color=[red,bluel) ;

Figura 3.6.2
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Figura 3.6.3 Figura 3.6.4
La parte a)
(", 1 [
Jn T - ez(nufxsenu)du _ ez(nufacsenu)du7
@ - 5[ |
1 [ .
an T - ez(fnufz senu)du’
(z) o |

Si hacemos y = m — u, obtenemos

1 K

an - = 7i(n(7rfy)+a:sen7rfy)d
(z) o y
1 0
- efi(nﬂ'fny)+xseny)dy
27 2w
1 2w
— e—iﬂn_/ ei(ny—xseny)dy
2 Jo
= e "™ J,(7)
Jon(z) = (=1)"Ju(z)
Ahora la parte b)
1 T
Jo(-2) = o eltmetesenl gy — J_ () = J_n(z) = (=1)"Ju(2),
T J -7

y la parte c)
J_p(z) = (=1)"Ju(x).

Los ceros de J_,(z) y J,(x) coinciden, por lo tanto w,; = w_;.
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Problema 3.6.4

Lineas nodales. Se ha mostrado, en la ecuacién (3.44), que una mem-

brana rectangular oscila con la frecuencia dada por

2

2 2
Dnm <E> + (m) y la forma f(r) = sen <@) <sen mwy) :
c? a b a b

donde n y m son enteros.

Las lineas mnodales de una solucién son las lineas a lo largo de las cuales
la solucién es cero, para todo tiempo, ¥(r,0) = f(r) = 0.

Para la membrana las lineas nodales son las curvas en las cuales la mem-
brana esta en reposo. Las lineas nodales de la solucién anterior son lineas
paralelas a los ejes.

Los ntimeros reales a y b se dicen conmensurables si existen dos enteros
primos relativos p y ¢ tales que a/b = p/q, de otra forma son inconmensu-
rables. Si los lados del recténgulo son conmensurables, b = aq/p, entonces

wa\ 2
<_> @ = 0@ +m2p?,
T

y existen varias soluciones de la ecuacién diofantina
n2¢? +m?p? = N2.

Por ejemplo, si la membrana es cuadrada, p=q=1,ysin=n; y m =nsy
son soluciones de n? + m? = N2, entonces n = ny y m = n; también son
soluciones. En este caso la multiplicidad del eigenvalor es dada por la solucién
del problema de la teorfa de niimeros: de cudntas formas un nimero N2 puede

ser representado como la suma de dos cuadrados.

En tal caso las lineas nodales son mas complicadas y dependen de combi-
naciones lineales de los componentes de eigenfunciones. Entonces en el caso
a=b=1yn =3, ng =1 dos diferentes patrones son mostrados en las
figuras: otros patrones son dados por diferentes valores de A y B.

with(plots);
f := Axsin(n*x#Pi)*sin(m*y*Pi)+B*sin(n*y*Pi)*sin(m*x*Pi) ;
gl:= subs(n=4,m=1,f);
implicitplot(subs(A=1,B=1,g1),x=0..1,y=0..1,

grid=[50,50] ,color=blue,title="n=4,m=1,A=1,B=1");
implicitplot(subs(A=1,B=2/3,g1),x=0..1,y=0..1,
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grid=[30,30] ,color=red,title="n=4,m=1,A=1,B=2/3");
implicitplot(subs(A=1,B=1/4,g1),x=0..1,y=0..1,
grid=[50,50] ,color=green,title="n=4,m=1,A=1,B=1/4");

Figura 3.6.5

Figura 3.6.6 Figura 3.6.7

En resumen, hemos mostrado que la ecuacion de una membrana oscilante
da lugar a una variedad de tipos de ecuaciones de Sturm—Liouville depen-
diendo de la forma de las fronteras. Para la frontera rectangular, obtuvimos
dos ecuaciones regulares no degeneradas para los modos espaciales. Para la
frontera circular obtuvimos una ecuaciéon angular que fue degenerada y una
ecuacion radial que fue singular. Pero en ambos casos las ecuaciones fueron

del tipo de Sturm-Liouville.



Capitulo 4

Teoria de Sturm—Liouville

4.1 Introduccion

Como lo habiamos mencionado, un sistema reqular de Sturm—Liouville se

describe por una ecuacion diferencial lineal de segundo orden

7 (M) + @)+ ey =o. (41)

definida en un intervalo finito del eje real, a < x < b, junto con las condiciones

a la frontera homogéneas
Ary(a) + Asy'(a) =0,  Buy(b) + Bay'(b) = 0, (4.2)
donde
e las funciones p(x), w(x) y q(z) son reales y continuas en a < x < b;
e p(z) y w(x) son positivas en a < z < b;
e p/(x) existe y es continua para a < x < b;
e Ay, Ay, By y By son constantes reales (los casos triviales, A; = Ay =0,

By = By = 0, son excluidos).

En la literatura, no existe una convencion acordada para los signos en la

ecuacién 4.1. Por ejemplo, en el libro de Courant y Hilbert (1965), el signo

71
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de g(x) es negativo y en libro de Korner (1988), los signos de g(x) y A son
negativos. Ya que el comportamiento de los eigenvalores puede depender del
signo de ¢(x), tendremos que tener mucho cuidado al usar diferentes fuentes.
Los problemas tratados en el Capitulo 3, Problema 3.3.1, las partes (i),
(1) y (iii), son problemas de Sturm-Liouville regulares con p = w = 1
y ¢ = 0. Pero la separacién de variables en coordenadas polares, en la
ecuacién (3.45) produce ecuaciones con condiciones a la frontera periédicas o
p(z) = 0 en uno o ambos extremos. Luego vemos que la definicién antes vista
es muy restrictiva y excluye muchos problemas que ocurren comunmente.
Rectificaremos esta definicion introduciendo sistemas singulares de Sturm—
Liouwville.
Si p(z) es positiva para a < z < b excepto en uno o en ambos extremos del
intervalo, entonces un sistema singular de Sturm—Liouville es compuesto por
la ecuacién diferencial (4.1), con w(zx) y g(x) que satisfagan las condiciones

para el sistema regqular de Sturm-Liouville y ademas

e la ecuacién estd dada en un intervalo semi-infinito o infinito,

e uno de los coeficientes se va al infinito en uno o ambos extremos de un

intervalo finito.

Por ejemplo, el sistema

d dy 1
_ hica — = <r << .
0 (rdr>+<7‘)\ T)y 0, 0<r<a, (4.3)

con condiciones a la frontera Byy(a) + Boy'(a) = 0, |By| + |Bs2| # 0, y y(x)
acotada, es un sistema singular de Sturm-—Liouville, pues cumple con las

condiciones ya mencionadas. Definiendo x = rv/ A obtenemos

2
JEQ% + :1:% + (2?2 — 1)y =0,

la cual es la ecuacion de Bessel con dos soluciones linealmente independientes

Ji(z) y Yi(z). Pero, Yi(z) no es acotada (cerca del origen Y;(z) ~ Inz) por

lo que Ji(x) es la tnica solucién acotada. Este comportamiento es tipico:

una ecuacion singular de Sturm-Liouville usualmente tiene dos soluciones

linealmente independientes de las cuales una séla de ellas es acotada.
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Problema 4.1

Muestre que los eigenvalores de la ecuacién (4.3) son dados en términos de
las raices de
BiJi(au) + ByYi(au) =0, X =u’

Solucion.

Primero, comencemos con la ecuacién diferencial (4.3),

d d 1
- r_y + r\A — — y:O, OST’SCL.
dr dr T

Ahora, tenemos que

2 d
z=rv\, r:i, x—:r)\, dz = drv/\ —‘T:\/X,
No\ r dr

las cuales obtenemos simplemente despejando. Ahora si utilizamos la regla

de la cadena podemos ver que

dy dydr dy
dr  drdr d:v\/x'

Si sustituimos esta ecuacion en nuestra ecuacion diferencial, obtenemos

5 () (2

Si eliminamos v/ y factorizamos 1/r, obtenemos

luego

— — —1)y=0
xdas+xd$2+($ )y =0,
y reordenando vemos que
d’y  dy

$2@+$%+(l’2—1)y20



74 CAPITULO 4. TEORIA DE STURM LIOUVILLE

Por lo que la solucién de la ecuacion de Bessel nos queda de la siguiente

forma:

y = C1Jq(z) + CrY1(2),

y como = = VA,
Yy = ClJl(r\/X) + C’ng(r\/X),

siz=ayvV\=u el resultado se sigue. M
La ecuacion diferencial (4.1) presenta una forma especial de ecuaciones
diferenciales ordinarias, pero el resultado del Problema 3.3.2 del Capitulo 3

nos muestra que cualquier ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

puede ser clasificada en esta forma especial, donde a;(z) y as(x) sean dos fun-
ciones bien definidas. Muchas de las propiedades de los eigenvalores y eigen-
funciones de un sistema de Sturm-Liouville, regular y singular, provienen de
la forma especial de la ecuacién diferencial (4.1).

Ahora mencionamos algunas de las propiedades m&s importantes para
sistemas regulares de Sturm-Liouville. El primer resultado importante es la
Identidad de Lagrange:

Propiedad 1. Identidad de Lagrange.

ot ) (422 -2 ”

donde L es el operador diferencial real lineal

vr =5 (o L) +atolr

y w y v son cualesquiera dos funciones para las cuales ambos lados de la

identidad existen, ver Capitulo 2.

Propiedad 2. El operador es auto-adjunto.

El producto interior de dos funciones f y g es definido por la integral

b
(f.9) = / F@g(z)dz. (4.5)
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Se sigue de la identidad de Lagrange que
(Lu,v) = (u, Lv), (4.6)

donde u(z) y v(z) son dos funciones, las cuales pueden ser complejas, para
las cuales Lu y Lv existen y satisfacen condiciénes a la frontera arbitrarias.
Notemos que u y ¥ no necesitan ser soluciones de la ecuacion Sturm—Liouville.
Un operador que satisface la relaciéon (4.6) se dice ser auto-adjunto. La

demostracion de esta importante relacién se presenta en el Capitulo 2.

Problema 4.2

Demuestre que si p(x) es periddica y las condiciones a la frontera son peri-

6dicas, entonces L es auto-adjunto.
Solucion.

Tenemos que

Por demostrar que (Lu,v) = (u, Lv). Es suficiente ver que
b
(Lu,v) — (u, Lv) = / (vLu —ulv)dx

_ [p(x) @@)% - a(x);l—;)] y

a

Ahora, evaluando y tomando en cuenta las hipdtesis, obtenemos que

= p(b) (v(b)% - a(b)j—i) — pla) (v(a)j—z - a(@%) ~0.

Por lo, tanto L es auto-adjunto. W
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Problema 4.3

Muestre que en L* ([ lu(z)|” dx) el operador real L = 4 10 es auto-

adjunto, pero el operador complejo K = L es auto-adjunto.
Solucion.

Por definicién de producto interior, tenemos que

(u,[w):/ ulvdz.

[e.e]

Ahora

Si integramos por partes obtenemos
(w)|™, — / wvda,
luego

> du
(w)|>,, — / ﬁvdw = —(Lu,v).

Ya que el primer término tiende a cero, debido al espacio en el que estamos

—0o0

trabajando (L?). Por tanto £ = <L no es auto-adjunto.

Ahora para el operador complejo K = iL, tenemos que
u, Kv) =1 U—dr =1 wv'dx.
ey =i | wgiae=if
Si integramos por partes obtenemos
i(aw)|™, —i/ wvdz,
luego

i(av)|™, — Z/ Z—Zvdw = —z'/ Luvdx =

—0o0 o0
o0 o0 _
/ (—fKﬂ)vdx:/ Kuvdr = (Ku,v).
—0o0 —0o0
Ya que el primer término tiende a cero, debido al espacio en el que estamos
trabajando (L?). Por lo tanto el operador complejo X = iL si es auto-

adjunto. W
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Problema 4.4
Muestre que el operador L definido por

d2y

L
y= dx?

+ay,  y(0)=A, y(r)=B,
donde «, A y B son constantes diferentes de cero, no es autoadjunto.

Solucion.

Sabemos que

(Lu, v) — (u, Lv) = /O (oL — TLo)da.

Ahora,
d*u d?
vliu—ulv = (ﬁ—%au) —u(d—z+av)
d*u d*v
= vﬁ—k&uv—uw—auv
&Pu _d*v

Va2~ Yz
dv du &Pu  dudv _d*v

d:cdx+vd:v2 dz dz u@,
A (ma
- dx dx dx ’

por lo que volviendo a la integral, tenemos que

du dv

(Lu,v) — (u, Lv) = /O (oL — TLv)de — {v% - %] 0

Si la expresion anterior evaluamos obtenemos
= v(m)u'(7) — u(m)v(r) — (v(0)a'(0) — u(0)v(0))
luego, evaluando las condiciones a la frontera, obtenemos
Blu(m) —u(m)] — A (0) = v'(0)] #0. W

Este problema muestra por qué las condiciones a la frontera necesitan ser

homogéneas para que el operador sea autoadjunto. En el Problema 4.2.5
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se vera que las condiciones a la frontera mixtas también pueden producir

operadores no auto-adjuntos.

Propiedad 3. Los eigenvalores de un operador auto-adjunto son reales.
Si ¢(x) es una eigenfuncién correspondiente a un eigenvalor A, entonces
Lo = - we,y
(Lo, ¢) = (—wd, §) = —A(wo, §).
También
(6, L) = (¢, —Awe) = —A(¢, w),

y por lo tanto, como w(x) es real,

0= (Lov0) = (6:L6) = A=) [ w(o) o) dr

Ya que w(z) > 0y |p(x)]> > 0, para casi toda z, el término del lado derecho
de la ecuacién anterior puede ser cero solo si A = A, esto es, los eigenvalores
de un sistema de Sturm-Liouville son reales.

Esta prueba es valida para los sistemas regulares y singulares de Sturm—

Liouville y si las condiciones a la frontera son periddicas.

Propiedad 4. Eigenfunciones con distintos eigenvalores son ortogo-
nales. Ahora consideremos dos eigenfunciones ¢(x) y ¢(x) que correspon-
den a distintos eigenvalores A\ y pu, respectivamente, esto es Lo = —A\we y

Ly = —pwep. Por la propiedad de auto-adjunto tenemos,

= —Awe,¢) + p(¢, wp)
= (p =) [} w(@)d(@)p(w)dz.

Y como p # X se sigue que

b —_
/ w(@) @ (@) = (Vb vg) = 0. (4.7)

En otras palabras, las eigenfunciones (con respecto a la funcién peso) con dis-
tintos eigenvalores son ortogonales, con respecto al producto interior (4.5).
De otra manera, es conveniente redefinir el producto interior para hacer or-

togonales las eigenfunciones.
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Definicién 4.3

El producto interior modificado es, para funciones apropiadas f y g,

(9) = [ w) F@g(o)ds (48)

donde w(x) > 0 es llamada la funcidn peso y es la misma funcién que multi-
plica el eigenvalor en la ecuacion original de Sturm-Liouville. Utilizamos la
misma notacién para el producto interior como lo utilizamos anteriormente.

Entonces como hemos mostrado, los eigenvalores son reales y las eigen-
funciones son ortogonales. Acontinuacion enunciaremos un teorema dando
resultados de gran importancia. Una parte de la demostracion de este teo-
rema puede encontrarse en libro de Young [15] (1988, Capitulo 11) 6 en libro
de Hartman (1964, Capitulo 11).

4.2 Teorema de Sturm—Liouville

Teorema 4.2.1 (Teorema de Sturm-Liouville).

Las soluciones de un sistema reqular de Sturm—Liouville

d dy
(M) + @l + dutay =0 (49)
con las condiciones a la frontera homogéneas

Cip(a) + Co¢'(a) =0, Csp(b) + Cy¢'(b) =0 (4.10)
C?4C240, C2+C?#0

tiene las siguientes propiedades:

1. FEigenfunciones correspondientes a distintos eigenvalores son ortogo-

nales con respecto a la funcion peso w(x),
b
/ w(@)ou(@)ds(@)dr = 0, A £\, (4.11)

2. Todos los eigenvalores son reales.
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3. Para cada eigenvalor \; le corresponde una tinica (salvo una constante

multiplicativa) eigenfuncion ¢;(x), esto es, el sistema es no degenerado.

4. Cualquier eigenvalor se puede relacionar con su eigenfuncion mediante

el cociente de Rayleigh

—p()o(@)¢ (@), + [} (p(@)[¢/ ()] — q(x)8(x)}dr
12 w(z)g?(x)dx

A:

5. Eziste una sucesion infinita de eigenvalores (\;)52,. Si ¢; es una eigen-
funcion del sistema regular correspondiente a \;, entonces la sucesion

(w'/2¢;)52, es un sistema ortogonal completo en el espacio L*(a,b).

Demostracion.

1. Eigenfunciones correspondientes e distintos eigenvalores son ortogo-

nales con respecto a la funcién peso w(z),

b
/ w(x)op(z)p;(z)dx = 0, Ak 7 A

Sean A; v Ay dos eigenvalores distintos con sus respectivas eigenfun-

ciones ¢;(z), ¢r(z), esto es:

L¢j -+ )\ngﬁj = O,
Loy + Mwoy, =0,

con

donde las eigenfunciones satisfacen las condiciones a la frontera ya es-

pecificadas al inicio del teorema.
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Si utilizamos la formula de Green,

a’

/%mw—vummzp@xwuwmwb
obtenemos a
/ 0,865 — GyL;]dr =
[%—&w@@+ﬂmﬂdex:Q
l?%-xmmwﬂx:@

b
()\k — )\])/ w¢k¢3d:v = O,

y como por la hipdtesis \; # Ai, debemos tener que

b
/ worp;dr = 0,

lo cual quiere decir que ¢; y ¢, son ortogonales con respecto a la funcién
peso w en el intervalo (a,b). M
El resultado anterior nos sera de gran ayuda para probar el siguiente

INCiso:

2. Todos los eigenvalores son reales.

Supongamos que A es un eigenvalor complejo con eigenfuncién ¢(x),

1.e.

Lo+ Mwo = 0.

Si tomamos el complejo conjugado de la ecuacién anterior, obtenemos
(debido a que todos los coeficientes de la ecuacion diferencial se suponen

reales)

Lo+ Mwp = 0.
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Ahora, las condiciones a la frontera para ¢ son
Cl¢(a) + CQd)/(a) = 07
C30(b) + Cy¢'(b) = 0.

Tomando el complejo conjugado y tomando en cuenta que los C; son

reales, tenemos que
Cho(a) + Ca¢/(a) =0,
Cs6(b) + Cud/ (b) = 0.

Por lo tanto, ¢ satisface el mismo problema regular de Sturm-Liouville.
Ahora utilizando de nuevo la férmula de Green con v = ¢ y v = ¢, y

las condiciones a la frontera para ¢ y ¢, tenemos

b
/ (60 — 3L6) dx = 0.

Llevando a cabo un proceso similar al primer inciso, obtenemos

(A—X>/abw¢5=0.

Luego, como ¢ es una eigenfuncién, entonces ¢ es distinta de cero y
bp = \¢|2 > 0. Por lo tanto la integral es positiva (w > 0), por lo que
A = ), lo cual nos dice que A es real y como tomamos un A arbitrario,

todos los eigenvalores son reales. W

. Para cada eigenvalor \; le corresponde una unica (salvo una constante

multiplicativa) eigenfuncién ¢;(z), esto es, el sistema es no degenerado.

Supongamos que existen dos eigenfunciones 1 y ¥5 que corresponden

al mismo eigenvalor A\, entonces

Ly + Mwdy =0, (4.12)
Lo + Mudy = 0. (4.13)

Si multiplicamos la ecuacién (4.12) por 19 v la ecuacion (4.13) por ¢,

y restando obtenemos

Vol — P1L2 = 0,
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ya que A es el mismo para ambas ecuaciones. Por otro lado, si uti-

lizamos la identidad de Lagrange (4.4) tenemos

d
Vol — p1Lgy = e [p(athy — P1ahy)] .

Si combinamos las dos ecuaciones anteriores, obtenemos después de

integrar que

p(at)] — Y11bh) = constante,

y esa constante es cero pues p es periddica y las condiciones a la frontera

son periédicas (ver Problema 4.2), por lo que

p(¥2tby — iy, = 0.

Dividiendo ahora por p obtenemos

wzwi - wl% = 0.
Ahora, si tomamos el lado izquierdo de la ecuacion anterior nos queda
que
a4 (%
dx ’17[}2 ’
por lo que

1
— = constante,

(2>

lo cual implica que ¥, es multiplo de ¥y y por lo tanto son la misma

eigenfuncion salvo una constante multiplicativa. B

4. Cualquier eigenvalor se puede relacionar con su eigenfuncién mediante

el cociente de Rayleigh

—p(x)(x)¢' ()], + [, {p()[¢/(2)]* q(2)¢*(2)}dz

A= b
[, w(z)p*(x)dx

Tenemos el sistema de Sturm-—Liouville

d (p<:c>d¢(”“")) T (q() + M) 6(x) = 0.

dx dx



84

CAPITULO 4. TEORIA DE STURM LIOUVILLE

Si multiplicamos por ¢(z) obtenemos

o) (m%f)) T (q(2) + Mu(a)) (z) = 0.

Ahora, si integramos llegamos a que
b x
[ oz (5™ + (o) + Aol o) o .

Luego, si separamos la integral con el fin de despejar A, nuestra integral

queda de la siguiente manera:

/a b [qb(x)% (p(x)dfzf)> + q<x>¢2<x>} de + A / " ()8 (2)de = 0.

Ahora si despejamos A\ obtenemos

— o) (p@) 42 ) de — [ q(w)0 (@) da

A= b
J, w(x)¢?(z)dx

Utilizando integracién por partes en la primera integral del numerador

obtenemos

b

J2p(2)[ 2892 — [P g(2)¢ () dx —p(z) () L2
f;w(a:)QSQ(x)da:

a
Y

el cual es el cociente de Rayleigh. W

. Existe una sucesién infinita de eigenvalores (A;)52,. Si ¢; es una eigen-

funcién del sistema regular correspondiente a A;, entonces la sucesién

(w'/2¢;)2, es un sistema ortogonal completo en el espacio L*(a, b).

La demostracién de este inciso no es expuesta en este trabajo por su com-

plejidad. La demostracion la puede encontrar en [15].
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Problema 4.2.1

Si ¢p(x), k = 1,2,..., son ortogonales con respecto a la funcién peso w(x)

en el intervalo a < x < b, muestre que el error cuadrado promedio,

b N
Ey = / w(z — Zak¢k(x)
a k=1

es minimizado mediante

2

[P w(@)p(@) f(x)de  (n, f)

ar = =

[w@) en@)  (Drdr)

Solucion.

La demostracion la veremos en dos casos.

e Supongamos que las eigenfunciones estan en R.

b N
Ex = / w(w — Z ar ()
a k=1
Si desarrollamos esta expresién vemos que
b N
En = / w(x) [ —2f(z Z ardr(z) + Zaiﬁ(x)] dx
a k=1

Ahora, si los ponemos en forma de producto interior obtenemos

N 2 N
. f7 (bk fa ¢k
(f:7) 2;(%’%)( (k> D) ) Z (Or, Or)

=1

Tenemos que

De la ecuacién anterior vemos que el minimo tiene que ser de la forma

(L) fw@)d (@) f(x)da
(D, 06)  [Tw(@) [pr(z)]”

e Supongamos ahora que las eigenfunciones estan en C.
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Luego

N 2

f@) = ardp(x)

k=1

dx.

By | ()

Si desarrollamos lo anterior vemos que

En :/ w(x) [ —2f(x Zawﬁk + Zazqﬁi(:c)] dx

Ahora, si los ponemos en forma de producto interior obtenemos

N N N
)= Y a(n, f) + > ar(fidw) = > larl* (dr. dn).
k=1 k=1 k=1
Para encontrar el minimo, veamos como nos queda su derivada
0F,
= - n A (Pn, Pn) = 07
St = —(f.00) + Tl 00)
0F,
= —\@n, n\Pn, Pn) = 07
G = (60 1)+ au(0n.6)

por lo que, si despejamos

— (f, )
“ T G )’
<¢n7f)
T G tn)
y
PE, |
aakaaj - 07 k#]?
9’E,,
a—a,z (¢, o) >0

Lo cual queriamos demostrar. W
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Problema 4.2.2

En Problema 3.3.1 del Capitulo 3, encontramos los siguientes conjuntos de

eigenfunciones, y, (), y eigenvalores, \,, = w?:

(1) yn(z) = coswpx, w, =n, n=0,1,....
(i) yn(z) = senw,z, w, =n+ 5, n=0,1,....
(iii) yn(z) = senwy,z, donde tanmw,, = w,, n =1,2,...,y

(
yo(x) = senh vyz, donde tanh vym = 1y, Ao = —173,

para la ecuacién d?y/dx?+\y = 0 con tres diferentes condiciones a la frontera.
El teorema de Sturm-Liouville muestra que cada uno de estos conjuntos de

funciones es completo en (0, 7). Utilice este resultado para mostrar que

T 4= cos2k + 1z
v _%kz:o 2k+1)2

2
p= B i% ((“—1)”2> sen((n + 1/2)z)

p n+1/2)

2=
- Z p ((n n 1/2)2) sen((n+1/2)z),
4

_l_

= h
v Vo (2vpm — senh(2vy7)) senh(vor)

n Z —4 (7 cos(wy,m)w, + sen(w,m))

wy, (2w, — sen (2w, 7)) sen(w).

Solucion.

Aproximaremos f(x) = x, para eso tomaremos los respectivos coeficientes
de Fourier:

(i) yn(z) = coswpr, wp =n, n=0,1,....

Jo F@)¢n(w)dz _ [§ xcos(na)dx
Iy |on(2) * dx Jy cos?(nx)dx

n

_ 2cos(nm)—1 21— cos(nm)

oo n? oo n?
21—-(=1)"

BT NN

T n?
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y como

tenemos que

$ (I St S

™
0

Si tomamos las primeras sumas, podemos ver que el comportamiento es

. 4cos((2k + 1))
Z:_% (2k+1)2

k=0

Ahora veremos para el segundo caso,

(i) yn(z) = senw,z, w, =n+ 5, n=0,1,....

I f (x)dx foﬁxsen((n +1/2)x)dx
I |¢n | de [y sen?((n + 1/2)z)dz
2 (="

7w (n+1/2)%

n

y tenemos que

foﬂxsen((x/Q)dx: 4 _
Jy sen?(z/2)dx  7/2

ag =

y como

tenemos que
fle) = S+ kg% ( n+_1/2) >sen((n+ 1/2)2)

_ i% (#1/"2)) sen((n +1/2)).

Ahora veamos el tercer caso,
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(iii) yn(z) = senw,z, donde tan rw, = w,, n =1,2,...y yo = senh vyx

_ 2
con tanh vym = vy y A\g = —14.

o @ senh(vox)da

senh?(vpx)dx

ag =

V—lo [a: cosh(vpx) — VLO senh(uox)} ,

Vio [%1 senh(2vpz) — %VO([};F
—4 (7 cosh(vym)vy — senh(vy))

vy (2vpm — senh(2vym))

Ahora, obtendremos a,,

Jo @ sen(w,x)dx

fin sen?(w,x)dx

™
—win [x cos(wpx) — win sen(wnx)] .

1 ™
3Wn]g
—4 (7 cos(wy,m)w, + sen(w,n))

wy, (2w, — sen(2w,m))

wi" [ 1 sen(2w,x) —

Luego,

f(x) =2 = agsenh(ryz)+ f: ag sen(wgx)
1

_ —4 (7 cosh(vgm)vy — senh()) senh(vox)
Vo (2vgm — senh(2vy7))

o0

—4 (7 cos(w,m)w, + sen(w,))
* Z wy, (2w, — sen(2w,m))

sen(wgx).

Lo cual culmina nuestro problema. H

La afirmacion del Teorema de Sturm-Liouville que las eigenfunciones
son ortogonales con respecto a la funcién peso w(z) y forman un conjunto
completo de funciones, significa que cualquier funcién f(z), para la cual

f: |f(x)]? dz existe, puede ser representada por la serie infinita

x:‘”akkx ak:f (M()()dw:(m,f) ‘14
) Z Pi()e [Pw(z) | ()] (Prs P1) (4.14)
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la cual converge en el sentido de la norma,

b

2
lim dr = 0.
N—oo a

fla) =) axn(x)

La expansién en la ecuacién (4.14) es una generalizacién de expansiones de
series de Fourier. En textos modernos el término series de Fourier aplica
a las expansiones usando conjuntos de funciones ortogonales completos. Si
es necesaria una distincion, las series de Fourier originales son llamadas se-
ries trigonométricas. Los coeficientes a; en la ecuacién (4.14) son llamados
coeficientes de Fourier.

El teorema de Sturm—Liouville es muy poderoso, pero tiene una falla: es
valido solamente para problemas regulares, ya hemos visto que muchos casos
importantes que surgen en la practica son singulares o tienen condiciones a
la frontera periodicas.

La extension a sistemas singulares generales es probleméatica porque no
todos los sistemas singulares tienen eigenvalores (ver Problema 4.2.3). Sin
embargo, casi todas las ecuaciones diferenciales que ocurren en aplicaciones
fisicas surgen de tipos particulares de principios de variaciones, los cuales
también pueden utilizarse para mostrar que el sistema de Sturm-Liouville re-
sultante es completo y que las propiedades de las eigenfunciones son similares
a las propiedades de un sistema de Sturm-Liouville regular. Tales métodos
pueden ser encontrados en el libro de Courant y Hilbert (1965, Capitulo 6).

Problema 4.2.3

Muestre que el sistema singular de Sturm—Liouville

d [ ,dy
R _— fry 1 fry
- (x dx) + Ay =0, y(1) =0,

con y(x) acotada por 0 < x < 1, no tiene eigenvalores.
Solucion.

Primero, supongamos una solucién en la forma y = x®, entonces tenemos

y/ — (Iilj'a_l,

" r—2

= ala—1)x
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Si sustituimos en nuestro sistema singular, vemos que

ala — 1)2*2*" % + 2ax2"* + Az”
1)

(
= a(a— 1)z + 2az" + \z*
ala—1)+2a+ \)z®

(a(
= (ala+1)+Na" =0 <= X\ = —a(a +1).

Por lo que nuestro sistema no puede tener eigenvalores.
Ahora, suponemos una solucién mas general, y = z%(x), luego, si toma-

mos su primera y segunda derivada, obtenemos

y = ar* to(x) + 2% (z),
noo_ a(a—l)xw 2 ( )+ax“ 1 /( )—{—Cbl‘a 1 /( )_{_$avll($)

por tanto, si sustituimos en el sistema singular, podemos ver que

22y + 2xy + Ay =0

= 2% [a(a — 1)z" %v(2) + 2a2° ' () + 20" (2)]
L9 [axa Lo(z) + 2% (z )} + Azv(x) =0
= 2%[a(a — 1Dv(z) + 2av(z) + \v(z)]
+ao T 200 (2) + 20/ ()] + 27T (2) = 0
= 2T (2) + 2T (2)[2(a + 1)] + 2 (x)[a(a + 1) + A] = 0.

Ahora trataremos de ver ctiales pueden ser sus eigenvalores.

= A= —ala+1),

U” — _2(a + 1)1}/7
xr
U// _|_ 2(@ + 1)1)/ — O
T

Para resolver esta nueva ecuacién, supongamos una solucién de la forma

v = 2™, luego su primera y segunda derivada son de la forma:

/ m—1

vo= ma" T,

v = m(m—1)2™
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2(a+1)
= 2" {m[(m—1)+2(a+1)]} =0,

m; = 0,

= m(m—1)z™ 2+

mo = —(2a—|—1),

luego la solucién es de la forma

C2

v(x) =™ 4 cex™ = ¢ + prg

Por tanto, si vemos la solucion para 0 < x < 1, nuestro sistema no puede
tener eigenvalores. W
Problema 4.2.4

Considere el problema de Sturm-Liouville con condiciones a la frontera

yla) =y() =0 o yla)=y'(b)=0 o y(a)=y(b) =0.

Si ¢ () es la eigenfuncién normalizada, (¢, @) = 1, del eigenvalor Ay, utilice
la identidad

A = /ab Mew () () da

para mostrar que

v= [pm) () - q<x>¢k<x>2] - [mm%]:

Deduzca que si g(z) < 0 para a < x < b todos los eigenvalores son positivos.
Solucion.

Tenemos que

A = /ab Mew(z) o ()2 dr = Ay /abw(x)¢k(x)2dx7

luego, como

(po),) + qdr = —Awey,.
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Si sustituimos en la integral anterior, obtenemos

_— / [Ge(pl) + q?)] da

b
ab b
— [ antpoiyis - [ aoia.

Si resolvemos la primera integral por partes vemos que
, b b
= - {pqﬁmua - / p(%)Qdﬂv} - / qdpda
, b b
= — pordll, + / () da — / qdjdx

b
= / [p(¢,)? — q¢2] dx — powdl|!

-/ [p<“’”) () - Q(x)qbi(:v)] @] .

a

Problema 4.2.5

Considere el siguiente sistema de Sturm-Liouville con condiciones a la fron-

tera mixtas:

d?y
Tt =0 y(0)=0,  y(r)=ay0), a>0

Muestre que si 0 < a < m, existe un numero finito de eigenvalores reales
dados por las raices reales de la ecuacién senwrm = aw, (wy,ws, ... ,wx), con
A = w? y con eigenfunciones y,(z) = senwyx. ?’Son ortogonales estas eigen-
funciones?

Muestre también que existe un nimero infinito de eigenvalores complejos,

también dados por los ceros de la ecuacion sen wm = aw.
Solucion.

Haremos lo mismo que haciamos para los problemas anteriores, veremos

el comportamiento para cada caso de \

e caso 1) A < 0.
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Tenemos que la solucién general es de la forma:

Cisenh (v/|\|x) + Cycosh (/A ]z), A <0,
y(x) = C1 + Car, A=0,
Cysen (VAz) 4+ Cycos (VAz), A > 0.

C1+/|\| cosh (v/|A|z) + Co/|A| senh (1/|A]|z), A <0,
y'(x) = Ci+ Cox, A=0,
Civ/IM cos (VAz) — Cyv/IA[sen (VAz), A > 0.

Por lo que si sustituimos las condiciones a la frontera especificadas en nuestro

problema obtenemos
y(O) - 02 - 0,
y(m) —ay' (0) = Cysenh(y/|\|7) —aCiy/|N =0
- G (senh( ) —a m) —0,
luego, tenemos dos opciones,
Cy =0,
senh(\/|\|7) = ay/ |\,
= senh(wr) = aw,w? = A,

con 0 <a<m.

Conclusion: no existen eigenvalores negativos para 0 < a < 7.
e Caso 2) A > 0.
Tenemos que
y(0) = C2 =0,
y(m) —ay'(0) = Cysen(vVAr) —aCivVA=0
= ¢4 (sen(\/XW) — a\/X) =0,
luego, tenemos dos opciones,
C, =0,
sen(VAm) = aV/A,

= sen(wm) = aw,w® = \.
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Si corremos 0 < a < 7, vemos que la solucién sen(wm) = aw,w? = X posee

una infinidad de soluciones como muestra la siguiente figura en sen(wm) = 0:

Figura 4.2.1

Ahora, veamos si las soluciones son ortogonales,

/ sen(wy,x) sen(wp,x)dx
0

%/OW [cos [(wn — wm)x] — cos [(wy, + wp,)x]] da
%/0 cos [(wp, — wp)x] dx — %/o cos [(wn, + wm )] dz,

luego, si integramos obtenemos

N~ N~ N~
1

1 _ 1
& — sen (Wn — wm>$‘0 — m
1 1

. sen(wy, — Wpy,)T™ — R sen(wy, + wm)ﬂ]

1

sen (wy, + wm)x|31

(sen(w,m) cos(w,,m) — cos(w,m) sen(wy,))

_wn — Wm

o (sen(w, ) cos(wy, ) + cos(w,T) sen(wmﬂ))] .
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Y como sen(wm) = aw, entonces

1 1
= 3 {m (awy cos(wmm) — cos(wnT)awy, )

1
T (awy, cos(wy,m) + Cos(wnﬁ)awm)}
1 {(wn + W) [awy, cos(wy, ) — cos(w,T)aws,)
2
(Wn — W) [aw, cos(wy,m) + cos(wnw)awm]} '

2 2
Wh W

2 2
Wh Wn

Si hacemos el desarrollo de la expresién anterior obtenemos

AW W, [cOS(wWpy ) — cos(wy,T)]

= £0.

2 _ 2
wn wm

Ahora, en el caso n = m la integral nos quedaria en la forma

/ sen(w, ) sen(wy,x)dx
0

™
sen’(w,x)dx

Il
S~

™

| =
—~
&
3

x) — 1 sen(2w,x)
0

—~ N

&
3

) — 1 sen (2w, )

1
) — 5 sen(w, ) cos(w,)

—~
&
3

= = [w,m — aw, cos(w,)]

=1 — acos(w,)].

w|€

Conclusion: Las eigenfunciones no son ortogonales. M

4.3 Cota Inferior de Eigenvalores

El teorema de Sturm-Liouville establece que los eigenvalores \; tienen cota
inferior pero no tienen cota superior. En la primera vista, esta asimetria

parece anormal, por lo que aqui daremos una explicacion euristica.
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Supongamos que y(x) es una eigenfuncién de la ecuacién de Sturm-—

Liouville con eigenvalor A\. Suponemos que y es normalizada a la unidad,

A= )\/abw(x)y(x)de _ /ab (% @Z—i) + qy) ydz.

La segunda ecuacién se sigue de la sustitucion de wy usando la ecuacion

entonces

original (4.9).

Ahora integramos el primer término por partes para reescribirla en la

b (dy\t o, dy1’
L))o ]

Si suponemos que los términos de frontera tienden a cero (que puede ocurrir

forma

en muchos casos), tenemos

A= /ab <p (%)2 — qy2> d. (4.15)

Si g(x) <0 entonces A > 0. Si 0 < q(z) < @ para a < x < b, entonces

b b
0
[ o< o [ i< ot

Por lo tanto A tiene cota inferior.

Una explicacion méas rigurosa y general de este problema puede ser en-
contrado en el libro de Courant y Hilbert (1965, Capitulo 6, Seccién 5).

La expresion (4.15) para A también muestra por que los eigenvalores no
tienen cota superior. El n-ésimo eigenvalor tiene n — 1 ceros en a < z < b,
y ya que y es normalizada a la unidad, |y (x)| es proporcional a n. Por lo

tanto la ecuacién (4.15) muestra que A, ~ n?.
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Conclusiones

El objetivo principal de la presente tesis fue el analizar el comportamiento
de los eigenvalores y eigenfunciones de los sistemas de tipo Sturm—Liouville
para el caso regular, lo cual se llevo a cabo durante el transcurso de nuestro
trabajo, en particular, en nuestro tultimo capitulo donde pudimos constatar
mediante el Teorema de Sturm-Liouville, que eigenfunciones correspondien-
tes a diferentes eigenvalores son ortogonales con respecto a la funcién peso w,
que todos los eigenvalores de un sistema de Sturm—Liouville regular son reales
y simples, que a cada eigenvalor le corresponde una tinica eigenfuncién salvo
una constante multiplicativa, asi como también que la sucesién de eigenfun-
ciones (w'/2¢;)$° forman un sistema ortogonal completo en el espacio L*(a, b),

entre otros.

En los primeros capitulos uno de los objetivos principales fue dar a conocer
como los matematicos Joseph Liouville y Charles Frangois Sturm, formaron
la teoria ahora conocida como Teoria de Sturm-Liouville, el cual creo que
se cumplié satisfactoriamente. Otro de los objetivos fue dar a conocer cémo
se compone un sistema de Sturm-Liouville y que lo caracteriza, asi como

algunas de las propiedades més importantes de este tipo de sistemas.

Los siguientes capitulos fueron dedicados a mostrarnos algunos de los
problemas y ejemplos mas sobresalientes de sistemas del tipo Sturm-Liou-

ville, vimos mediante algunas demostraciones y ejemplos como se cumplen

99
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algunas propiedades para el operador de Sturm—Liouville como la propiedad
de auto-adjunto, por mencionar un ejemplo.

Concluimos nuestro trabajo de tesis con la demostracién del Teorema de
Sturm-Liouville como lo més prominente de la teoria de Sturm—Liouville, el
cual nos muestra las propiedades mas importantes para el caso de sistemasde
Sturm—Liouville regulares. Con ésto creemos que este trabajo de tesis cumple

con su objetivo principal, el hacer un andlisis de sistemas de Sturm—Liouville.
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