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Introduccion

Las aproximaciones asintéticas son una herramienta muy usada en las matematicas apli-
cadas, incluyendo problemas fisicos. Con frecuencia aparecen problemas para los que es
dificil encontrar la solucion exacta. Las soluciones a estos problemas pueden, a veces,
tomar la forma de una aproximacion, una solucién numeérica, y, en algunos casos, de una
combinacion de ambas. La teoria de perturbaciones es un conjunto de métodos para
encontrar soluciones aproximadas analiticas, llamadas aproximaciones asintéticas o solu-
ciones asintéticas, la cual facilita el estudio de problemas complejos en los que aparece un

parametro pequeno.

En el Capitulo 1 se hace una revision del método de expansiones asintoticas y se

analizan los resultados mas importantes.

En el Capitulo 2 estudiaremos el método de solucion de ecuaciones algebraicas y

trascedentales. Para ilustar el funcionamiento del metodo, estudiamos algunos ejemplos.

En el Capitulo 3 estudiamos el método de solucién de ecuaciones diferenciales ordina-
rias regularmente perturbadas. Para ilustrar el funcionamiento del método, estudiamos
el problema fisico de calcular el tiempo de vuelo de un proyectil bajo la accién de la

gravedad.
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En los Capitulos 4 y 5 estudiamos un par de métodos para resolver ecuaciones dife-

renciales ordinarias singularmente perturbadas.

En el Capitulo 4 analizaremos el método de soluciones asintdticas acopladas, donde
veremos su aplicacion a algunos fenémenos fisicos descritos por ecuaciones diferenciales
con condiciones a la frontera singularmente perturbadas en las cuales, tipicamente, la

derivada de mas alto orden aparece multiplicada por un pardmetro pequeno.

En el Capitulo 5 veremos el método de escalas muiltiples, el cual es aplicable a proble-
mas caracterizados por incorporar dos (o més) procesos fisicos gobernados cada uno por
su propia escala pero actuando simultaneamente. La idea basica es introducir escalas

diferentes asociadas, cada una, con alguna propiedad de la solucién.



1 Conceptos Basicos

1.1 Introduccion

En este capitulo hacemos una revisiéon del método de expansiones asintéticas. Se
presentan las definiciones bésicas, se analizan los resultados més importantes y se discuten
algunos ejemplos. Casi la totalidad de lo que se expone en este capitulo fué tomado de

14].

1.2 Simbolos de Orden

Para presentar el concepto de expansion asintotica, primero debemos discutir el concepto

de orden.
Definicién 1.1. Sean f = f(z) y g = g(x).
1. Si xg es finito, la expresion
f=0(9) cuando T — Xo (1.1)
significa que existen constantes k y x; (independientes de z) tales que

|[f(2)] < klg(z)]  para |z — xo| < 1.

11
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Si xo es infinito, la expresién (1.1) significa que existen constantes k y M > 0 tales
que

|f(x)] < klg(x)| para |z] > M.

En este caso se dice que “f es O grande de g cuando x — x(”, o que “f y g son del

mismo orden cuando z — xy”.

. Si z( es finito, la expresién

f=o0(g) cuando z — xg (1.2)
significa que para cualquier k existe un z; (independiente de z) se satisface que
|f (@) < Klg(x)] para [z — zo| < 1.

Si xg es infinito, la expresién (1.2) significa que para cualquier k existe M (indepen-

diente de x) tal que

|f(x)] < Eklg(z)] para |z| > M.

En este caso se dice que “f es o pequena de g cuando x — xy.”

Los simbolos de orden O y o, llamados también simbolos de Bachmann-Landau'

pueden ser definidos también de la siguiente manera. Supongamos que g(z) # 0 para

|z — x| < z, para algin x, > 0 y consideremos el limite

lim 1) (1.3)

a—a0 g(x)

'El stmbolo O(§) aparece por primera vez en el segundo volumen del Tratado sobre Teoria de Niimeros,

escrito en 1894 por P. G. H. Bachmann (1837 - 1920) y E. G. H. Landau (1877 - 1938) adquiere esta
notacién del libro de Bachmann. Sin embargo, el stmbolo o(x) fue inventado por Landau para sustituir
la notaién anterior, {x}. Ver [11].
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Se dice que “f es O-grande de g cuando = — x¢” (0 que “f es del orden de ¢g” cuando

x — 1) si el limite (1.3) existe y es diferente de cero.

A continuacién se establece la relacién que existe entre estas dos maneras de definir

los simbolos de orden.

Teorema 1.1. i) Si el limite (1.8) existe y es diferente de cero, entonces f = O(g)

cuando x — xg.

ii) St lim @) = 0 entonces f = o(g) cuando x — x.

Demostracion. 1. Supongamos que lim M = M. De la definicién de limite tenemos
0 9(a)
que para toda e > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — x¢| < ¢ entonces, % — M' <E.
g(x
Asi,
) a2 <
9(z) g(x)
De aqui se sigue que
‘_f(:v) <e+|M|
g(x

/()] 'f (z)
= <k
lg(x)l g(x)| —
i) Si lim J@) = 0, entonces existe 0 > 0 tal que /() < k si |z — x| < d. Haciendo
=z g(x) g(x)

x1 = J se concluye que f = o(g).
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1.2.1 Algunos ejemplos

A continuacién presentamos algunos ejemplos que ilustran el uso de las definiciones de

los simbolos de Landau.

1. Sean f(x) = 2%, gi(v) = v y go(v) = —32® + 52°. En este caso, lim f(z) =

f(z) o
x 1

li =——.L = = .

lim (@) 5 Luego, f=o0(g1)y f=0(g2) cuando x — 0

2. Sean f(x) = wsen(l + 1/z) y g(x) = x. Como |f(z)/g(x)] < 1 para = > 0, se

concluye que f = O(g) cuando x — 0.

1
3. Sea f(z) = sen (). Por el teorema de Taylor se tiene que f(z) = 2 — ~2?sen (£) con

f ()

0 < ¢ < z. Entonces, liII(l) ——~ =1, de donde se sigue que sen (z) = O(x) cuando
T— x
r — 0.
3 3 3

4. Como lim

—, se concluye que =0O(1) cuando z — 0.

i—04— 522 4 4 — b2
z? 3 1
5. Como :Elggo 152 = 0, se concluye que i O(ﬁ) cuando |x| — oc.

1.2.2 Propiedades de los simbolos de orden

Las siguientes son propiedades muy simples y ttiles, que se desprenden directamente de

las definiciones.

1. f=0(1) cuando x — xg si y s6lo si f es acotada en una vecindad de x;

2. f=o0(1) cuando x — ¢ si y sélo si lim f(x) = 0;

T—T0o
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3. Si f = o(g) cuando = — =z entonces f = O(g) cuando z — x (pero no viceversa;

por ejemplo, f(z) = senz, g(x) = x, o = 0).

También existen algunas relaciones ttiles entre los simbolos de Landau. Algunas de ellas

son las siguientes:

(a) O(O(f)) = O(f) (e) O(f) +O(f) = O(f)

(b) o(o(f)) = o(f) (£) o(f) + o(f) = o(f)

(c) O(fg) = O(f) - O(g) (8) o(f) +O(f) = O(f)

(d) O(f)olg) = o(fg) - O9) (h) O(o(f)) = o(O(f)) = o(f)

Estas propiedades se deducen directamente de la Definicién 1.1.

Por ejemplo, para probar la propiedad (e), O(f) + O(f) = O(f), supéngase que

g1 = O(f) y que go = O(f). Esto significa que limM = M, y que limM = M.

f(z) f(z)
91(x) + g2(x)

Entonces lim (o) = M, + M,, de donde se sigue que g1 + g2 = O(f).
x

1.2.3 Derivadas e Integrales

Aunque en este trabajo no estaremos interesados en la relaciéon de orden entre derivadas
y/o integrales, dedicaremos unos cuantos parrafos a discutir la siguiente pregunta. Si
f(z) = O(g(x)), iqué puede decirse sobre la relacién de orden entre las derivadas o las

integrales de f y de g7

Si f = O(g), no necesariamente se sigue que f’ = O(g’), como se puede ver con el
siguiente ejemplo. Sean f(x) = x + sen(e”) y g(z) = x. Si z > 1 se ve que f = O(x),
pero la derivada de f no es acotada (es decir, f’ no es O(1).) Con respecto a la integral,
sin embargo, la situacion es diferente. Es posible plantear varios resultados respecto a las

integrales, pero aqui s6lo mencionamos uno.
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Teorema 1.2. Si f(x) y g(z) satisfacen f = O(g) si © — x¢ para todo o € R entonces

‘/x:f(t)dt’ =0 (/x: |g(t)|dt) oz — .

Demostracion. Sea k la constante tal que |f(t)| < k|g(t)| para t suficientemente cercana

a xg, digamos |t — x¢| < . Entonces
—klg@)| < f(t) <klg(t)],  para |t — o <.

Aplicando la propiedad de monotonia de la integral se obtiene la conclusion. O]

Es en el plano complejo donde se puede establecer algin enunciado con respecto a la
diferenciacion de relaciones de orden. Esto se debe, en parte, a que el teorema integral
de Cauchy permite representar funciones holomorfas como integrales, las cuales, como se
vi6 en el Teorema 1.2, “se comportan bien” (por decirlo coloquialmente) con respecto a

la integral. Un resultado estandar en este sentido es el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea f : C — C wuna funcion holomorfa en una region que contiene el
sector anular cerrado S = {z : a < arg(z — 29) < 3,]z — 20| = R = 0} y supongamos que
f(z) = O(z") (respectivamente, f(z) = o(z")) cuando z — oo en el sector, para v real y
fijo. Entonces f(z) = O(2¥™") (respectivamente, f™(z) = o(z*™™)) cuando z — oo en

cualquier sector anular cerrado contenido en & con vértice comun 2.

La demostracién de este hecho aparece en [4] (pagina 9).

1.3 Expansiones Asintéticas

Las siguientes definiciones fueron dadas por Poincaré (1886).
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Definicién 1.2. Sea {¢,},n =0,1,2,... una sucesion de funciones continuas, definidas
en algun dominio D, y sea xq un punto limite de D. Se dice que {¢p,} es una sucesion

asintética si ¢pi1(z) = o(on(x)) cuando x — xy para toda n.

Existe un gran nidmero de sucesiones asintéticas, pero las més usuales (para el caso

en que x, — Ty) SOn:

1. ¢n(z) =e™™@20) 5 =0,1,2,..., cuando z — w;

2. ¢n(z) = (x —29)™,n = 0,1,2,..., donde v, son constantes para las cuales (z —

7)1 = of (2 — 30)") cuando & — zo;
3. ¢n(x) = 27" cuando x — oo;

4. ¢p(x) = e ™ cuando x — 0.

(En cada caso se puede verificar que lim [M] =0.)

a=a0 | ¢n()

La primera sucesion es tutil cuando se tienen que analizar funciones exponencialmente
pequenas. La segunda de estas sucesiones es simplemente una generalizacion de las fun-
ciones que aparecen en series de potencias. De hecho, toda serie de Taylor convergente

de una funcién analitica f(x) sirve como ejemplo de una serie asintética, tomando a g

f(k)(:co)

en el dominio de analiticidad de f(z), v = n y los coeficientes a; = '
n!

Una expansion asintética es una serie formal de funciones tomadas de una sucesion
asintotica que tiene la propiedad de que, la truncacién de la serie en un nimero finito de
términos, proporciona una aproximacién a una funcién dada cuando el argumento tiende

a un valor particular. La definicién formal es la siguiente.



18 1 CoNCEPTOS BASICOS

Definicién 1.3. Sea f(x) una funcion definida en D. Entonces f(x) tiene una expansién

asintética de n términos, con respecto a la sucesion {¢,(x)}, si y solo si

f(z) = Z apdr(x) + o(dm) para cada m =1, ...,n cuando x — x, (1.4)
k=1

donde los coeficientes ay, son independientes de x. En este caso, escribimos

f(z) ~ ard1(x) + agpe(x) + ... + anon(z) cuando x — x. (1.5)
Es necesario hacer tres comentarios.

1. Dada una funcién f(z) y dado un limite de interés, x — x¢, la expansién asintdtica
no es Unica, sino que depende de la sucesién asintética que se decida usar (y se supone
que se elige la mds simple). Por ejemplo, consideremos la funcién f(z) = sen (3z).
En la siguiente tabla se muestran algunas expansiones asintéticas cuando x — 0 de

f(z), para diferentes sucesiones asintéticas.

| Suc. asintética | Exp. asintética de f(z) = sen (3z) |

9 81
{="} f(w) ~ 3w —a® + =’ 4 -

T

(In(1 427} | f(z) ~3m(l +2)+ glnu +a?) - % In(1+ 2% + -

e S C]Sr T - —
(1 + 22)3/2 (1+22)32 5 (1+22)32

En la figura siguiente se grafican las funciones

f(x) = sen(3x),
9 81

file) = 3w o+
3 oo 11 ,
fa(z) = 31n(1+x)+§1n(1+1’)—?ln(l—l—x),
x 18 x°

@) = Sai e T 5 A
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J2(z)

Ji(z)

Figura 1.1: Grafica de las funcién f(x) = sen (3z)

y tres diferentes expansiones asintéticas.

para intervalos de la forma [0, x).

De manera que dada una funcién y el limite de interés, es necesario seleccionar una

sucesion asintotica apropiada.

2. Dados una funcién f(z), un valor limite de x y una sucesién asintética, los coe-

ficientes de la expansién asintética son unicos. De hecho, de la Definicién (1.3),

ecuacién (1.4) se tiene que

Notese ahora que

f@) = S0 apgn(x)

f@) = >0 ardr()

Pm ()

P ()

f(:(]) - 2211 akqbk(x) + am¢m(x)

f(x) =3 e apdr(2)

Pm ()

Om ()

+ Q-
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Al tomar el limite cuando x — z se obtiene

@) = S0 awg(@)
R R

para m = 0.
Estos coeficientes pueden ser calculados usando el cédigo Maple que se muestra en
el apartado 1 del apéndice.

Este es el procedimiento que usamos para calcular los coeficientes de cada una de

las expansiones asintoticas de la tabla anterior.

. Finalmente, la expresion )" | ay¢x(x) no debe ser interpretada como una serie en

el sentido convencional. De hecho, muchas series asintéticas, si se miran como una
serie convencional, es decir, si se selecciona un valor de x, cercano a x( y se calculan
los términos de la serie, resultard ser divergente (aunque algunas, ocasionalmente,

seran convergentes).

La definicién de convergencia puntual de una serie de funciones es la siguiente. Se

[o.¢]
dice que una serie Z fn(z) converge para un valor dado de x si, dado ¢ > 0, exite
n=0

N2
n=N1
de Taylor de una funcién dada es convergente. Pero este tipo de convergencia no

N € N tal que < e si Ny, Ny > N. En este sentido se afirma que la serie

es tan 1util como se pudiera pensar. Considérese el siguiente ejemplo, que es tipico
para ilustrar este punto (ver, por ejemplo, [10], [5], pp. 19,20). La funcion error

estd definida mediante
2 €T
Erf(z) = —/ e " dt,
0
y su grafica aparece en la figura 1.2

La serie de Taylor para la funcién analitica h(t) = e * alrededor de t = 0 es
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Erf(x)

J{ 1

2 xT
Figura 1.2: La funcién error, Erf(z) = —/ e~ dt.
0

o0
—1)m?n s . o P
E %, la cudl tiene un radio de convergencia infinito. Integrando término
n!
n=0

a término encontramos una serie para la funcién Erf, que también converge en un

radio de convergencia infinito,

n 2n+1

Erf(z
i \/_Zn‘2n+1)

(1.6)

Si se toman ocho términos, esta serie aproxima a la funcién Erf con una precision
de 1075 en el intervalo [—1, 1]. Si se quiere truncar la serie para obtener una aproxi-
macién a la funcién Erf en el intervalo [-2,2] con esta misma precisién (del orden de
107°) deben tomarse 16 téminos; en el intervalo [-5,5] deben tomarse 75 términos,

etcétera. En la Figura 1.3, la curva 1 es la grafica de la funcién Erf(x); las curvas 2
)n 2n+1 n 2n+1

y 3 son las graficas de \/_Zm \/—Z oy 2n—|— 1)’

, respectivamente.

@6
1T /U ©)
. . . 1 | > T
®® Figura 1.3:

Se ve, entonces, que la serie de Taylor es convergente, aunque para valores muy
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grandes de x deben tomarse muchos téminos de la serie para obtener un nivel de

aproximaciéon suficientemente pequeno.
Una serie alternativa para la funcién Erf puede obtenerse como sigue.

Notese que la funcion error se puede escribir en la forma

Erf(z) =1 — —/ (1.7)

Entonces, escribiendo

, € integrando por partes se obtiene

* *1 1 .

/ e Udt = / —i ( — —et )dt

; L tdt\ 2
1 1 o e 1 1
=) L) ()

1 1 [~
= %e_ﬁ — 5/ 75—26_t2dt. (18)
1d 1
En la dltima integral en (1.8) escribimos t—Qe_t2 = t_?’a< — Ee_tQ) e integramos

nuevamente por partes para obtener
>~ 1 *1d 1 _p»
Pt = —— —ze™ |dt
/1, #° /z t3dt< 2° )
1 1 > o 1 _p 3
= w() L () (e
1 - 3 (/1 2

Continuando de esta manera y sustituyendo (1.8) y los célculos subsiguientes en

(1.7) se obtiene

Erf(z) =

{1 ; Z } (19)
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Esta representacion en forma de serie de la funcién error es divergente (es decir,
la correspondiente sucesion de sumas parciales es divergente) para cada valor de x.
Por ejemplo, para zo = 10, denotando con s, (o) la sucesién de sumas parciales de

la serie (1.9), encontramos que $; = S =+ -+ = S349 = 1 pero

S365 — 12307282677

ss70 = —82063.39449,

s3s = .59020849 x 108,
S3g0 = —.4537125789 x 10,
S3gs = .3724782450 x 10*.

Nétese que, en este caso, si x es grande, la Serie de Taylor (1.6) convergera al valor
Erf(z) para un nimero muy grande de términos, mientras que la serie asintética (1.9)
divergera para un nimero muy grande de términos. Sin embargo, la utilidad de la
expansion asintotica esta en que unos cuantos términos de la expansién proporcionan
una buena aproximacién a la funcién Erf(z) para x grande. Por ejemplo para
x > 2.5, los primeros tres términos de la expansion asintética dan una aproximaciéon
del orden del 107, mientras que para z > 3 sélo dos términos son necesarios. En la

Figura 3 se muestran las gréficas de las funcion Erf(z) (1.6) y de la serie asintética

Rl )

(1.9) con tres términos (es decir, Erfig)(z) =1 —
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@ 1 2 3 4

Figura 1.4: Comparacién de las graficas de la funcién Erf(z) (1.6) (curva 1)

y la serie asintética (1.9) con tres términos (curva 2).



2 Ecuaciones Algebraicas y Trascendentes

2.1 Introduccion

Las sucesiones asintoticas son una herramienta usada en el andlisis de las soluciones de
problemas que surgen en la Teoria de Perturbaciones. En este capitulo estudiaremos cémo
se aplica el método de expansiones asintéticas en la solucién de problemas algebraicos y

trascendentes.

2.2 Ecuaciones regulares

Considérese el problema de encontrar una solucién a la ecuacion

U(z,e) =0, (2.1)

que contiene el parametro e.

Si ¢ < 1, el problema (2.1) se puede interpretar como una perturbacién del

problema

¥(x,0) = 0. (2.2)

Si z(e) denota la solucién al problema (2.1) y si z(¢) tiende a la solucién xg del

25
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problema no perturbado (2.2) cuando ¢ tiende a cero, decimos que el problema

(2.1) es del tipo de perturbacion regular.

El siguiente teorema es la base del método para obtener la soluciéon de un problema

de perturbacién regular.

Teorema 2.1. (El Teorema Fundamental de la Teoria de Perturbaciones)

Sea {¢n(e)},—, una sucesion asintética en términos de la variable €. Supongamos que

appo(€) + arpi(e) + -+ + andn(e) + O(Pny1(e)) = 0,

para € suficientemente pequeno, y que ¢n(€) no se anula en una vecindad de € = 0 para
toda n = 0,1,2,.... Si los coeficientes ag,ay,- -+ ,a, son independientes de €, entonces

apg=a=---=a, =0.

Demostracion. Definimos
P(e) = apgo(e) + ar1¢1(e) + - -+ + andn(e) + O(dn41(e)) = 0. (2.3)
Dividiendo ambos lados de (2.3) por ¢o(e) y tomando el limite cuando € — 0 vemos que
Pe)=0=ag=0.
Ahora dividimos (2.3) por ¢1(¢) y tomamos el limite cuando € — 0. Vemos que
P(e)=0=a; = 0.
Continuando de esta manera obtenemos que

ap=a1=--+-=a, =0.
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En el siguiente ejemplo se ilustra como encotrar la solucion asintética de una ecuacion

algebraica regular, usando el teorema 2.1.

Ejemplo. Consideremos la ecuacion algebraica
2 —2x+¢e=0. (2.4)

Si e es pequeno, es decir, si |¢| < 1, la ecuacién anterior se puede ver como una pertur-

bacién de la ecuacién

2 —2x =0, (2.5)

en el sentido de que, si conocemos las soluciones de (2.5) entonces las soluciones de (2.4)

estdn “cercanas” a las soluciones correspondientes de (2.5).

Cuando ¢ = 0 la ecuacién (2.5) (no perturbada) tiene dos raices

ZL’1:0, ZEQZQ.

Ahora, cuando |¢|1, asumimos que cada raiz de (2.4) tiene una expresion de la forma:
x(g) = ap + a1 + axe® + O(?). (2.6)
Entonces, sustituyendo (2.6) en (2.4) obtenemos
a3 + 2apa1€ + (2apay + a3)e? — 2ay — 2a16 — 2a5e* + O(*) = 0.
Agrupando en términos de potencias € tenemos;

(a3 — 2a0)e® + (2apa; — 2a;y + 1)e + (2agas + ai — 2az)e* + O(e*) = 0.
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Como el lado derecho en la ecuacion anterior es 0, concluimos, con base en el teorema

2.1, que los coeficientes de cada potencia de € deben ser cero

ag — 2ap = 0,
(2@0(11 — 2@1 + 1) = O,

(2apay + ai — 2ay) = 0.

La primera ecuacién en el sistema anterior, cuadratica en la incognita ag, tiene soluciones

apr = 0y age = 2. Sustituyendo estos valores en la segunda ecuacion del sistema, la cual es

1
lineal en a1, obtenemos a;; = 3 V ajg = —5 Finalmente, sustituyendo primero los valores
1

de ag; v aq; en la tercera ecuacion del sistema, la cual es lineal en ay, obtenemos ag; = 3

1
y sustituyendo los valores de ags v a2 obtenemos asy = —3 Asi, se han encontrado dos

soluciones de la forma (2.6) para la ecuacién (2.4)

1 1
.%'1(5) = 55 + §52 + O(€3>,
1 1
xo(e) = 2— 3¢~ gez + O(e%).

Vemos entonces que estas raices se reducen a las de la ecuacién no-perturbada cuando
e = 0. Podemos comparar nuestra aproximacion cuando € = .01, para las raices actuales

de la ecuacion perturbada.

Raices exactas:

x1 = .00501256, xy = 1.9949874.
Raices Aproximadas:

21(.01) = 0.0050125,  25(.01) = 1.9949875.
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2.3 Ecuaciones Singulares

En terminos informales se puede decir que un problema de perturbacién singular es un
problema en el que aparece un parametro pequeno (problema perturbado) y es tal que si el
pardametro toma el valor cero, entonces el problema resultante (problema no perturbado)

y el problema original tienen propiedades notablemente diferentes.

Ejemplo 2.1. Consideremos la ecuacion

ex? —2r+1=0 (2.7)

Si intentamos encontrar una solucién de la forma (2.6) para (2.7) tendremos
5(a0+a15—|—a252+---)2—2(a0+ are+ axe®+---)+1=0
Agrupando en términos de € tenemos;
(—2ap 4+ 1) + (a2 — 2a1)e + (2apa; — 2a5)e* + O(e*) = 0
Por el teorema fundamental de la teoria de perturbacién tenemos
—2a9+1=0, a?) —2a; =0, 2ap0a7 — 2a5 = 0,
Este sistema tiene una tnica solucion:
1 1

1
0 27 1 87 2

Entonces, encontramos sélo una raiz:

1 1 1
:L'l(ﬁ) = 5 + §€ + E€2 + 0(53).
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x1(€) es, como se puede ver, una aproximacién a la raiz x = 1/2 de (2.7). Esto parece
sugerir que la manera como hasta ahora hemos precedido no funciona en este caso, pues la
ecuacién cuadratica original tiene dos raices reales (como se puede verificar directamente),
y el método nos ha proporcionado sélo una raiz (x1). ;Dénde quedé la otra (x2)?. Primero
debemos darnos cuenta que sumar ez? a —2x+1 es una perturbacién pequeia sélo cuando
x es de orden uno. Pero cuando z es muy grande, ex? puede llegar a ser mds grande que
x v mucho mas grande que 1. Esto es lo que hace que el problema sea singular, pues si
se hace € = 0 en (2.7), el problema que resulta es lineal (y no cuadratico). Graficamente,
lo que ocurre con las raices se puede ilustrar en la figura 2.1, en la que se indica que una

raiz se aproxima a 1/2 pero la otra crece (tiende a infinito) cuando ¢ tiende a cero.

ex? —2x+1

[N

T ~

Figura 2.1: Comportamiento de las raices de la ecuacién (2.7)

cuando € es pequeno.

Entonces nos debemos preguntar, jcémo podemos conseguir ex? — 2z + 1 se haga cero

si € es pequeno?

Ya hemos encontrado una manera: tratar a x como de orden uno (es decir, x(g) =
O(1)) y balancear el primero y el segundo términos. Otra manera de conseguir este

balance es considerar que z(g) = O(£P), es decir, hacer

z(e) = Pw(e), (2.8)
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donde

w(e) = ag + are + aze® + O(e?).

Entonces sustituyendo en (2.7) obtenemos
e?P? —2ePw4+1=0 (2.9)

Para hacer que el lado derecho de esta ecuacién sea cero debemos encontrar el balance

adecuado entre los términos de la izquierda.

Para encontrar el valor adecuado de p, igualamos todos los posibles pares de los

exponentes de la funcién base. Tenemos tres posibilidades.

1. Para que el segundo y tercer términos sean del mismo orden debemos hacer p = 0.
En este caso la ecuacién es ew? — 2w + 1 = 0, la cudl es exactamente igual que la

original; de modo que en esta caso no se obtiene una raiz adicional,

2. El primer y el tercer términos son del mismo orden si 2p + 1 = 0, es decir, si
p = —1/2, y con este valor de p obtenemos la ecuacién w? — 2¢=/2w + 1 = 0. Sin

~1/2

embargo, el segundo término en el lado izquierdo (es decir, e~!/2w) es muy grande

cuando € < 1, y no es posible conseguir que el lado derecho se anule;

3. Si hacemos que el primero y el segundo términos sean del mismo orden obtenemos

2p+ 1 = p, es decir, p = —1.

Con este valor de p la ecuacién (2.9) es w? — 2w + ¢ = 0. Para esta ecuacién (regular) se

busca una solucion en la forma

2
W =ag+ a1+ age” + -+,
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y se encuentra que

1 1
wi(e) = §5+§€2+O(53)
1 1, 3
wale) = 2—56—§6 + O(e”)

En términos de la variable original (x(g) = e 'w(e)), obtenemos.

1 1
ri(e) = §+§5+0(52)
2 11 )
To(e) = -~ 3 86+(’)(6)

El método se aplica de manera similar para ecuaciones algebraicas de orden superior,

como se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.2. Consideremos la ecuacién ex® — 3z + 1 = 0.

Obsérvese que éste es un problema singular, por lo que es necesario hacer un cambio
de variable. Procediendo de manera similar al ejemplo anterior, supongamos que x, es de

la forma x = €Py. Sustituyendo en la ecuaciéon original tenemos que:

gl t3Py? — 3Py +1=0.
Para que el lado derecho de esta ecuacion sea cero, debe buscarse el balance adecuado
entre los términos en el lado derecho.

Hay tres posibilidades.

1. Si se hace que e'*y? y 1 sean del mismo orden (O(1)), entonces se obtiene

3p+1 =0, de donde p = —1/3. Pero con este valor de p nos queda la ecuacién

y? — 3713y 4+ 1 =0, en la que el segundo término en el lado izquierdo es de orden

grande cuando € — 0, por lo que no es posible que el lado izquierdo sea cero.
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2. Si se hace que 3¢Py y 1 sean del mismo orden (otra vez O(1)), entonces se tiene
p =0, con lo que la ecuacién es ey — 3y +1 = 0. Esta es idéntica que la original, y

por esa razon la descartamos.

3. Finalmente, si se busca un balance entre los primeros dos términos, debemos pedir

que 3p + 1 = p, es decir, p = —1/2.

Con este valor de p la ecuacién se convierte en e /2y3 — 3712y + 1 = 0, es decir, en
y®—3y—+¢e'/? = 0. Haciendo 8 = £'/? tenemos, finalmente, y>—3y+3 = 0. Como éste es un
problema regular, ahora podemos buscar una solucién de la forma y = ag+a;-+as 3%+ - -

Haciendo la sustitucion y agrupando los coeficientes de 3" resulta

ag—3ag+ (3agar —3 a1 +1)B+ (=3 az +ag (2apas + a1*) + 2 ar’ag+ azae®) 3>+ O(3*) = 0

Aplicando el teorema fundamental de la teoria de perturbaciones se sigue que

ay—3ay = 0
3aga; —3a;+1 = 0

-3 as + ag (2 apQs + a12) -+ 2&12&0 -+ CLQCZ()Q =0

!Para evitar este tipo de cambios de pardmetro algunos autores (por ejemplo [3], p.19) sugieren que la
expansién asintética de la solucién sea, no de la forma (2.6) sino de la forma z = ag+a1% +a2e2*+0O(£3%)
donde a > 0 es un numero que debe determinarse en cada caso.
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Las soluciones a este sistema son:

1
(a07alua’2) = (07570);
1 V3
— 3. - Y=
(ao,al,@) (\/_, 6’ 72)7
1 V3
(a07a1,a2) = (—\/37—677—2)-
Las tres soluciones son
1
y o= B+

_ L, V3.,
y = \/g—gﬁ—ﬁﬁ T,

1. V3,
y = - 3_6ﬁ+ﬁﬁ + -

En términos del pardmetro original (= 3%):

1
y o= sVE+,

1 V3
y = f—gx/z—ﬁw--.,

1 V3
y = _\/__6\/5+E€+"' .
Finalmente, regresando a la variable original z (= Py = e 1/2y):
L
3 9

V3 1 V3
r = %—g—ﬁx/ﬂ---,

V3 1 V3
T = —%—BJFE\/EJF---.

De estas expresiones se ve que cuando € — 0 una raiz tiende a 1/3 y las otras dos tienden,

una a +o0o y la otra a —oo.
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El método de expansiones asintéticas se puede usar para encontrar soluciones analiti-
cas aproximadas de ecuaciones algebraicas trascendentes, como se ilustra en el siguiente

ejemplo.
2.4 Ecuaciones trascendentes

El método de expansiones asintoticas es tutil para analizar la soluciéon de ecuaciones
trascendentes en las que aparece un parametro ¢ < 1, como se ilustra en el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 2.3. Consideremos el problema de encontrar la solucién x a la ecuacién

™
T = / efsen (z+s) ds
0

La expansién de Taylor, de la funcién e®se" (#+9) eg
1
e=5n (@) — 1 4 sen(z + s)e + 5 sen (z +s)%* + O(?).

Asi, tenemos que

T 1
r = /(1+ sen(x+s)5+isen(a:+8)252~l—(9(53))ds
0

™ ™ 1 s
= / ds + 6/ sen (z + s)ds + 552 / sen (z + s)%ds + O(e°)
0 0 0

1 1
= 7w —2ecos(z) + 1627T — §527r +O(&¥)

= 7 —2ecos(x) + gme? + O(e?).
Entonces,

r =1 — 2ecos(z) + O(e?).
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Ahora usamos la expansién de Taylor para la funcién, cos(x),

cos(z) =1— %xQ + O(z4),

para obtener

r=m—2(1— %xz +O(zh) + O(e?).

Asumimos que z, es de la forma x ~ xy + ex;. Sustituyendo en la ecuacion encontramos
que

(g +ex1) =7 —2¢(1 — %(:U(Q) + 2exoz 4 %) + O(zh)) + O(?),

lo que es equivalente a
1
xo+ex; —m+2e(1 — 5(95(2) + 2ez071 + %) + O(2h)) + O(e?) = 0.

Por el teorema fundamental de la teoria de perturbaciones tenemos que

xo—m =10 donde To =T,
71 +2—23=0 donde z; =7m%—2.

Entonces,

z~ 7+ (7° = 2)e.



3 Un problema de Cauchy. Expansién Regular

3.1 Introduccion

El andlisis asintético y de perturbacién ha desempenado un papel significativo en mate-
maticas aplicadas y fisica tedrica. En muchos casos, los métodos de perturbacién regular
no son aplicables, y entonces deben usarse técnicas de perturbacién singular. Algunos
ejemplos de estas otras técnicas ampliamente utilizadas para las ecuaciones diferenciales
ordinarias incluyen los métodos de escalas multiples, método asintético de soluciones
acopladas, entre otros. Aunque estos métodos son bien conocidos, es necesario considerar
en cada caso la pertinencia de la aplicabilidad de cada uno de ellos, ya que un problema

particular no puede analizarse usando cualquier método.

De hecho, como se afirma en [8] es probablemente justo decir que la practica del

analisis asintotico tiene algo de arte.

3.2 Analisis Dimensional

Las matematicas aplicadas tienen que ver con hacer conexiones razonables entre el “mundo

real” de objetos fisicos y el mundo abstracto de las ecuaciones matematicas. El elemento

37
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crucial en la fabricacién de tal conexién es la nociéon de medicién, que consiste en asignar
nimeros a los objetos o fenomenos en el mundo real por varios tipos de procedimientos.

El resultado de un proceso de medicién es un niimero, junto con una unidad.

Supongamos que hay un solo objeto, universalmente usado como la longitud estandar,
y supongamos que es llamado “barra-pulgadas estandar.” Asi, decir que “la altura de una
persona es 70”7 significa que la altura de la persona en cuestién es setenta veces la barra
estandar en pulgadas. Entonces no es necesario decir que la altura es 70 pulgadas, porque
se entiende que el nimero 70 es el cociente de la altura de la persona y la pulgada estandar.
Surge la necesidad de distinguir unidades porque hay muchas longitudes estandares (en
principio, una cantidad infinita) que pueden ser usadas para medir otras longitudes; por
ejemplo la “barra-centimetros estandar.” En términos de la barra-centimetros estandar, la

altura de la persona en cuestion es 177.8, y la barra-pulgadas estandar es 2.54 de longitud.

Como es bien sabido, las unidades de medicién puede manipularse algebraicamente;

por ejemplo

2.54em
mn

70in = (70in) ( ) = 177.8¢m,

Supongamos ahora que se propone un nuevo método de medicién de altura: La altura
de cada persona puede ser medida usando sus nudillos. Supdéngase que los nudillos de
una persona miden 1.1 pulgadas (2.794 cm) de longitud. Entonces la altura, en el nuevo

sistema, es

70in B 177.8cm
1.1in 2.794cm

= 63.63.

Las pulgadas se cancelan; los centimetros se cancelan; el nimero 63.63 es lo mismo a no

tener unidades y algunas veces el llamado “nimero puro” o “longitud adimencional.”
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Para evitar la necesidad de hacer referencia al tipo particular de unidades que se estan
usando en el anélisis de un problema dado es conveniente plantear la version adimensional

del problema.

Un ejemplo simple que ilustra el concepto de variable adimensional es el siguiente.
Supongamos un sistema fisico (un resorte, por ejemplo) en el que estéan involucradas las
siguientes variables: el tiempo T' (seg), la masa m (kg), la constante de Hooke de un
resorte lineal, k (kg/seg?) y la aceleracién de la gravedad (m/seg?). Con éstas cuatro

. , . . . . T’k
variables solo es posible formar una variable adimensional, que es —.
m

En la siguiente seccion se discute cémo hacer el analisis dimensional (es decir, como
escribir la version adimensional) de un problema fisico y se encuentran la solucién exacta

y la expansién asintética.

3.3 El problema del proyectil

El problema del proyectil, discutido en [9], es un ejemplo ilustrativo de cémo se aplica el

método de perturbacion regular.

3.3.1 Derivacion de la ecuacion

Un proyectil es lanzado verticalmente de la superfice terrestre con velocidad V' (después
todo el combustible se quema en un corto periodo de tiempo). Supongamos que el eje
vertical es * y que el movimiento del proyectil es descrito por z*(t*), donde

z*(0) = 0,
d (3.1)

a0 =V
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El proyectil experimenta una fuerza dada, segin la ley de gravitacion de Newton, por

Mm

Fz*)=-G——
(+) (R + %)%’

donde G es la constante de gravitacién, M la masa de la tierra, R el radio de la tierra,

y m la masa del proyectil. Como la fuerza en la superficie de la tierra es F'(0) = —myg,

tenemos g = GM/R?, y la ecuacién de movimiento se sigue de la segunda ley de Newton:

R%gm d*x*

(R+a27)?  dt?

Por tanto, la altura del proyectil esta gobernada por el problema

dPx* R%g
a2 (R + x*)?’
(3.2)
0 =0, Zoy=v
’ dt*

3.3.2 El problema adimensional

Consideramos el problema en el caso en el que V' es muy pequena comparada con la
velocidad de escape de la tierra (esta velocidad, la cual es alrededor de 11,200 m/s, puede

ser obtenida a partir de la misma ecuacién, como veremos después).

El problema que consideramos es s6lo uno de varios casos especiales. Como la veloci-
dad inicial no es muy grande, no se espera que el proyecil suba muy alto. Por lo tanto,

dado que z* << R,

Az ~
dt*Q ~ =g
de donde obtenemos
* [k 1 *2 *
(") =~ —égt + Vit (3.3)
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En particular la altura méxima aproximada se sigue de (3.3) tomando en cuenta que el

tiempo para alcanzar la maxima altura estda dado por

—gt"+V =0,

tmax -

1 <v>2 (V) 1V2
Tmax ~ —zg| — +V — =35
27\ g g 29

Las escalas adecuadas para el tiempo y la distancia son, por tanto

Asi,

V2 V
X=—, T=—. (3.4)
g g
* t*
Es decir, si definimos las variables adimensionales z = %, t = T y usamos el hecho de
d ddt d d? 2 d? .
Tew ™ a@ de*’ de? g7 CHCOTHAOs At

A’z d? [ x* B 1 d?z*
dt2 dez\ X ) X d¢

_ lTQ d2$* _ lTQ B RQg
X A X (R+ Xx)?

Ry 1 1 o
X R2\1+Xz/R)  (1+ex)?

con condiciones iniciales

w0 =" —0, i0)= L) =10 = £ 0= V=1
es decir . .
CA e
2(0) =0, #(0)=1, (3.5)
VQ
con € = R—g )
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No es posible expresar la solucién en la forma x = z(¢,¢) en términos de funciones
elementales (aunque esto no es obvio). Obsérvese tambien que € es aproximadamente

igual a 22 ./ R.
3.3.3 Solucién por Perturbacién Regular

Para resolver el problema (3.5) por perturbacién regular, sustituimos la expresion

x(t) = wo(t) + exy(t) + 2ao(t) + - - - (3.6)
en la ecuacién (3.5):
i = do4edy+etip+oo=—14ex)? )
= — |1+ (—2)ex+ W(&"V + -
(3.7)

= —1+2e(wo+exy +---) — 3%z3+

= —1+4+e2x9+e*(2m; —3x3) + - .

Igualando los coeficientes de cada potencia de ¢ esto nos lleva a

iy = —1,

1 = 2z,

Iy = 2w — 3x3, (3.8)
I3 = 29+ 2wow — 270(211 + 23) — 2(221 — 322) 70,

/

(Para obtener la tltima ecuacion, la expansién en (3.7) tiene que extenderse un paso mas).

Para obtener las condiciones iniciales, es suficiente tener en cuenta que
20(0) =0, 2(0) =1, )
z1(0) =0, 41(0) =0,
£:(0) =0, 2(0) =0, (39)
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Asi, las condiciones iniciales del problema son tomadas en consideracién sélo en xg.

La solucién en el orden principal (%) se obtiene de manera inmediata:
L,
zo(t) =t — §t ) (3.10)

y sustituyendo (3.10) en la segunda ecuacién de (3.8), obtenemos
.. 1
T :2I0:2<t—§t2>,

_13 1 4
n(t) = 5t* = St

cuya solucién es

Es comun que los procedimientos algebraicos que se requieren para continuar construyendo
la solucién sean complicados. Por eso es conveniente usar algun programa de céalculo

simbolico. Usando Maple (ver c6digo en apartado 2 del apéndice) obtenemos
1 1 1 1 11 11
t)y=t— =t —t* — —t* 2ttt — —1% ) + O(P). 3.11
) =13 “(3 12)“ i Tet a0t ) PO (31

Usando (3.11), tambien obtenemos la aproximacién al tiempo de vuelo para la maxima

altura de

d

1 11 11
0= —z(t)~(1—t 2 — —¢3 2P - ). 3.12
ai o~ He( 3 )+E< R (8:12)

Esta es una ecuacion de quinto orden, pero como esperamos que la solucion t,., sea

cercana a 1, tratamos de encontrar una solucién de perturbacién de la forma

tmax = 1 + ag + be* + O(?).
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€= Lt
T

10

Figura 3.1: Soluciones numéricas
(obtenidas con el método Runge-Kutta de cuarto orden)
para diferentes valores de ¢ del problema (3.5).

Sustituimos esta ecuacién en (3.12), obtenemos

1
0 = 1—(1+aec+be?) +e(l+as+be?)? — 55(1 + ae + be?)? — £2(1 + ae + be?)?

11 11
+—e*(1 4+ ae +be*)* — —&*(1 + aec + be?)® + O(?)

12 60
2 4
= |- = —b—— )2+ 0(Y).
<a+3)8+(a 15>£+ (%)
. iy . . : 2 2
Para la aproximacién de orden 2 del tiempo maximo de vuelo se tiene, a = 3 b= 5 y,
entonces
2 2, 3
tmax = 1+ = + =+ O(e”). (3.13)

3 5
Es razonable que el tiempo para la maxima altura es creciente comparado con el valor de
1, ya que la atraccion gravitacional es gradualmente mas debil a medida que el proyectil

suba.
Numéricamente obtenemos soluciénes como se muestran en la figura 3.1.

En la figura 3.2 se muestran la solucién numérica obtenida con el método Runge-
Kutta de cuarto orden (linea punteada) y asintética, (3.11) (linea sélida) del problema

(3.5) para € = 0.4. El valor de t,.x que se muestra en la figura es el que se obtiene de
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(3.13). El cddigo para el método Runge-Kutta de cuarto orden se muestra en el apartado

3 del apéndice.

x(t)

to ~ 1.3306...

Figura 3.2: Comparacién entre la solucién numérica (linea punteada)

y la solucién asintética con € = 0.4 del problema (3.5)

3.3.4 Analisis de la Solucion.

Como se comentd anteriormente, no es posible escribir la solucién de

-5 +1_m)27 (3.14)
#(0)=0,  @0)=1

en términos de funciones elementales. Sin embargo, despues de multiplicar la ecuacion

por & obtenemos

= constante.

Esto simplemente establece que el movimiento es conservativo en el sentido de que la

suma de la energia cinética y potencial es igual a una constante. Usando las condiciones



46 3 UN PROBLEMA DE CAucHY. EXPANSION REGULAR

iniciales, (0) = 0y ©(0) = 1, vemos que la constante es 1/2—1/e. Esto nos da la ecuacién

de primer orden

1+ (e —2)x 2
2 S -9 . 3.15
v 1+ex 5[(6 )+1—|—53:} ( )
Sie <2, 2 es( para
1
max — 3 0)=0.
x 5 %(0)

En la figura 3.3 se muestran soluciones tipicas de (3.15) para los casos € <2y e > 2.

1
Tmax e o k

7 T : t—-—————————————————= T

1

P

Figura 3.3: Graficas tipicas de las curvas solucién de la ecuacion (3.15)

(a) para € < 2 (donde Ty = 5 )y (b) para e > 2.

— &

Esta es la mdzima altura (exacta) para el proyectil cuando € < 2. Si ¢ > 2, la
velocidad sera siempre positiva y el proyectil continuard moviendose indefinidamente. Si

€ = 2 tendriamos
V =+/2Rg =~ 11,170, m/s = 40,212 Km/h. (3.16)
Esto nos da una interpretacion alternativa de g,

& V\?
e=—=2(—] ,
Ry (Vo>

donde V} es la velocidad de escape definida en la ecuacién (3.16).
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4.1 Introduccion

El Método de Expansiones Asintéticas Acopladas (llamado, a veces, método de expansién
interior y exterior) se aplica a numerosos problemas fisicos modelados por ecuaciones difer-
enciales con condiciones a la frontera singularmente perturbadas en las, que tipicamente,
la derivada de mas alto orden en la ecuaciéon aparece multiplicada por un parametro

pequeno.

Aqui nos interesa el problema de la forma
dz (4.1)

con b(z) # 0 para z € [0, 1].

2
Si la derivada de mds alto orden se ignora (es decir, si se elimina el término e—)

da?
se obtendria una reduccién singular del orden de la ecuacion, excepto en regiones donde
la derivada varia rapidamente, en las que el valor grande de la derivada cancela el efecto

de multiplicar por un pardmetro pequeno. Es decir, un término de la forma ey” podria

ignorarse, sin cambiar esencialmente la naturaleza de la ecuacion diferencial, sélo si la

47
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segunda derivada y” no fuera grande, porque, en este caso, el producto ey ” seria pequeno.
Pero si el factor y” es muy grande, entonces la eliminacién del término ey ” llevaria a una
reduccién singular. Con frecuencia, las regiones de rapido cambio de y” ocurren en las

fronteras del dominio, y por esta razén estas regiones se conocen como capas frontera'.

4.2 Las soluciones externa e interna

En cualquier problema de perturbacién en que esté involucrado un parametro positivo

pequeno ¢, es natural buscar una solucion de la forma
y°(x) = ap(x) + car(z) + O(£%).

En un problema de perturbacién singular (como el que nos ocupa en este capitulo), tal
expansién puede no ser valida uniformemente en z. (Por ejemplo, esta solucién puede
dejar de satisfacer alguna de las condiciones de la frontera). La regién de no uniformidad
(es decir, la region en la que y° no es solucién del problema de condiciones a la frontera)
es, a veces, llamada regidn (o, capa) de transicion. La regién en la que la expansién y°
es solucién al problema original se llama region externa, y a la funcién y°(z) se le llama

solucion externa.

Si b(x) > 0 la region de transicién se presenta cerca de la condicién inicial (es decir, en
x = 0), pero si b(z) < 0, la regién de transicién se presenta cerca de la condicién terminal
(x = 1). Si b(x) cambia de signo en el intervalo [0,1] o b(x) = 0 para toda = € [0, 1],
entonces pueden presentarse situaciones muy complicadas, tales como capas de transicion

en ambos puntos extremos del dominio o en puntos interiores. Estas consideraciones

'Boundary layers
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aparecen, sin demostraciones, en las referencias bibliogréficas, por ejemplo en [6] (pp.
417, 418). También se afirma que el problema de valores a la frontera siempre tiene
solucién 1nica en el caso no oscilatorio. En el caso de coeficientes constantes, la ecuacion
ay” + by’ + cy = 0 es no oscilatoria si y sélo si b*> — 4ac > 0. El problema con coeficientes
no constantes ay” + b(z)y’ + c(x)y = 0 (con a constante) es no oscilatorio si b(x)? —
dac(x) + 2ab’(x) > K para alguna K > 0 para toda z en el dominio de interés. Como
en nuestro caso el dominio es el intervalo compacto 0 < x < 1, es suficiente requerir que

b(z)* — 4ac(x) + 2ab’(x) > 0.

Para analizar regiones de la convergencia no uniforme, se introduce una trasformacion
(o cambio de variable) £ = 1(x, ) que “estira” la regién de no uniformidad (cerca de una
parte de la frontera en la que las condiciones a la frontera no se satisfacen por y°®). Con
el cambio de variable £ = v(x,¢) el problema original en el plano z-y se transforma en

un problema en el plano £-y en el que la region de no uniformidad resulta “estirada”.

Por ejemplo, la transformacién £ = x/¢ es comunmente utilizada para estudiar la
convergencia cuando la regién de no uniformidad se presenta en x = 0. Si £ es fijoy e — 0
entonces x — 0, mientras que si > 0 es fijo y ¢ — 0, entonces £ — oo. Si el problema

estuviera formulado en el intervalo A < x < B y la regién de no uniformidad se presentara
rz— A
—

en r = A, la transformacién seria £ =

En términos de la variable &, se busca una solucién asintética de la forma

y' = bo(§) +ebi(€) + O(e?),

vélida para valores de £ en “regién interna” (regién donde ocurre la singularidad). Por

esta razén a y' se le llama expansion interna. La expansién interna toma en cuenta las
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condiciones a la frontera ignoradas por la expansién externa.

En la mayoria de los problemas es posible determinar tanto la expansion interna como
la expansion exterior y° y 4° mediante procedimientos de expansién directa. Puesto que
ambas expansiones deben representar la solucién del problema original asintéticamente
en las diferentes regiones, debe buscarse la manera de “acoplarlas”; es decir, se debe
buscar la manera de relacionar formalmente, usando la transformacién & = ¥ (z,¢), la
expansién externa en la regién interna (regién donde ocurre la singularidad) (y°)! y la
expansion interna en la region exterior (fuera de donde se presenta la singularidad) (y*)°.
El procedimiento para lograr este acoplamiento con toda la generalidad, puede ser muy
complicado. Mas atn, en general, no hay una razon a priori para garantizar la existencia

de un dominio traslapado (donde es posible acoplar las soluciones externa e interna).

Frecuentemente, es posible obtener una expansion compuesta 3¢ uniformemente valida

en todo el dominio. Esto se consigue haciendo
=yt +y = (y)" (4.2)

De manera que, en resumen, el procedimiento para buscar una solucion asintética al

problema (4.1) puede describirse como sigue:

1. Verificar que el problema es no oscilatorio;
2. Decidir en cudl extremo del dominio se presenta la region de no uniformidad;
3. Buscar una solucién externa (y°(z));

4. Hacer un cambio de variable (¢ = 1)(z,)) para buscar la solucién interna (y*(£)) en

la capa frontera correspondiente;
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5. Calcular el término de acoplamiento ((y°)*(€) o (y*)°(z));

6. Formar la solucién compuesta (o completa) y°(x).

4.3 Un ejemplo

Consideramos el problema

ey"+y' +y=0
y(0) =a, y(1)=4 } (43)

y obtengamos una aproximacion asintotica de la solucién por el método de expansiones

asintdticas acopladas (ver [1], pp. 18-21).

De acuerdo a los comentarios anteriores, este problema es no ocilatorio. Como

b(x) =b=1(>0), la regién de no uniformidad se presenta en una vecindad de x = 0.
4.3.1 La solucion externa
Buscamos una expansion externa como una serie de potencias asintoticas

Y (x) = ap(x) + car(z) + O(e?)

valido para 0 < z < 1.

La expansion externa debe satisfacer asintéticamente la ecuacién diferencial y la

condicién a la frontera en x = 1, es decir,

e(ag + ea] + e%aly + O(e)) + (ay + e, + e2a, + O(?)) + (ag + €a; + ay + O(*)) = 0,

ao(1) + ear (1) + e2as(1) + O = B.
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Asi, las ecuaciones de los coeficientes de las potencias de € son

ag+ap =0, ap(l) =4, (4.4)

aj+a+a; =0, a(1)=0, (4.5)

Esta sucesion de ecuaciones diferenciales se resuelve iterativamente. Asi resolvemos (4.4)
ap(x) = c1e”™®
Aplicando la condicién a la frontera encontramos que ¢; = fBe. Asi que

ag(x) = Be' 7. (4.6)

Ahora resolvemos (4.5). Sustituyendo ag en la ecuaciéon (4.5) (ap(z) = Be'™ af(x) =

—pe!™" aj(x) = Be!™™), tenemos

ay(z)+ay+ B = 0 (4.7)

@) +a(n) = —pel

Esta es una ecuacion lineal de orden 1, cuya solucion es a;(z) = cie™® — Be!~*. Aplicando

las condiciones iniciales tenemos, ¢; = fe, asi que
11—z
aj(x) = (1 —x)Be " (4.8)
La solucion externa es, entonces,

v (z) = Be' " + (1 — 2)Be’ ™" + O(e?). (4.9)
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4.3.2 La solucidon interna

Ahora hacemos el cambio de variable £ = /¢ y buscamos una solucién en una vecindad

de x = 0 que satisfaga la condicién y(0) = a.

En términos de & do el hecho d d _1d & L&, %
11 Terminos de usando € echo de que — = ——— —F = — ——=, la ecuacion
Y WG~ cae Y dr T 2aer

diferencial en (4.3) es
Yee +ye ey =0.

Asi, la expansién interna y'(€) debe satisfacer asintéticamente esta ecuacion diferencial y

la condicién inicial en 0 (que es y(0) = «); es decir,

(boee + ebrge + €°bag,) + (bo, + by, + €2by,) + £(bo + by +£°b2) + O(e?) = 0

bo(0) + b1 (0) + £2b2(0) + O(£?) = a.

Entonces,

bo55 + b0§ = O, bo(O) = Q, (410)
biy +bi, +bo=0,  bi(0)=0, (4.11)
b2§§ + b25 + bl - 0, b2(0) == 0, (412)

Notese que cada una de las anteriores es una ecuacion de orden dos con sélo una condicion
inicial, de modo que aparecera una constante arbitraria de integracién en cada una de

ellas. La solucién de (4.10) es

bo(f) = C + Cge_ﬁ
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Aplicando la condicién inicial tenemos, co = o — ¢q; asi
bo(€) = c1 + (@ —cp)e 4.
Ahora resolvemos (4.11). Sustituimos by(§) en la ecuacion (4.11) para obtener:
() + 0 (€) = —c1 — (= er)e™ .
La solucion de esta ecuacion lineal no homogénea de orden 2 es
h(€) = [E+D(a—a)-ale —al+a

Aplicando la condicién inicial encontramos que ¢4 = ¢35 — (o — ¢1). Asi

bi(§) = —cié+ (a—cr) [(§+ 1D)e ™ = 1]+ ¢3(1 —e7%).
donde ¢; y ¢3 son constantes indeterminadas. Entonces, la solucién interna es
y'(€) = [er + (= er)e ] + 5( —af+(@—e)[(E+De™ =1+ (1 - e_f)) +0(e?).

Las dos constantes arbitrarias que aparecen en 3'(£) se determinan mediante la condicién

de acoplamiento de las soluciones, como se hace enseguida.

4.3.3 El Término de Acoplamiento

El término de acoplamiento se obtiene requiriendo que (y°)" = (y%)°. La expresion (y°)"
significa que debemos escribir la solucion externa ¢, que originalmente depende de la
variable externa z, en términos de la variable interna £. Similarmente, (y°)° significa que

debemos escribir la solucién interna ¢, que originalmente depende de la variable interna

&, en términos de la variable externa x.
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Asi,

yo(z) = Bl +e(l —x)Bel ™ + O(e?)
= fee ¢ 4 £(1 — e€)Bee*¢ + O(?)
= Bee *(1+e(1—cf))+---
= Be(l—e)(l+e—e¢)+ -

= Be(l+e—e%—ef—*+3€)+-..
Descartamos los términos O(g?) para obtener;
(y°(2))" & Be(l +e(1—¢))

Analogamente, escribimos la expansion interna en términos de la variable externa x para

2 > 0. Como el termino e~¢ es asintéticamente despreciable, encontramos que
(y'(z))* = c1(1 —x) + e(e; — a + c3).

Para acoplar las soluciones interna y externa (es decir, para que (y'(x))® = (y°(z))?) es

necesario que
ﬁe(1+5<1 - g)) =ci(l—x)+e(c; —a+c3)

de donde se obtiene, igualando coeficientes de potencias similares de ¢;
c1 = fe, c3=aqa.
Resumiendo los calculos hechos hasta aqui, tenemos :
1. la solucién externa, y° es

y° = fee " + (1 —x)fee ™,
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2. la solucién interna y* (en términos de la variable externa x) es
Yt~ [Be+ (a— Be)e ] +¢ < — ﬁeg + (o — Pe) [(x/a +1)e ™ — 1]+ a(l - e_‘”/s)> ,
3. el término de acoplamiento (y'(z))¢,
(y'(2))° = Be(l — ) +&(fe)

Entonces, tenemos que la aproximacién compuesta (4.2), es

x

y(z) ~ [Be'" +e(l—x)Be" ] + |Be+ (ap — Be)e <
—l—<€< — B 4 (a — Be)[(z/e + 1)e ™/ — 1] + a(1 — e_x/g))]
—[Be(1 — ) +£(5e)]

0, lo que es lo mismo,

ye(x) = (a — fe) (1 +x)e = + Be (e +z)—Be(e™(-1+2)+ e s (1+ e))

Por ejemplo, supongamos que « = 0, =1y ¢ = 0.1. En la figura 4.1 se muestran
la solucién interna y'(z), la solucién externa y°(z) y el témino de acoplamiento, (y*(z))e.
en la figura 4.2 se muestran las funciones y*(z), y°(z), (y'(z))¢, y la solucién compuesta,
y°(x). En la figura 4.3 se muestran la solucién asintética y(x) y la solucién numérica

obtenida con el método del disparo (“shooting method”).
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y()
34
24 (y' ()
y' ()
y(x)
14+
1:

Figura 4.1: Las soluciones interna y’(z) y externa y°(x)
y el término de acoplamiento (y*(x))°.

y(x)
34
o4
14
} i
1

Figura 4.2: y'(x), y*(z), (y'(2))".
y la solucién completa y°(z) (linea gruesa).
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8

Figura 4.3: Las solucién asintética y°(x) (sélida) y la numérica (punteada).



5 Problema de Cauchy. Método de Escalas Multiples

5.1 Introduccion

En este capitulo revisamos el método de escalas multiples. Este método es aplicable a
problemas caracterizados por incorporar dos (o mas) procesos fisicos gobernados cada uno
por su propia escala pero actuando simultdneamente . La idea bésica en este método es,
como su nombre lo indica, introducir varias escalas diferentes (medidas en términos del
pardametro pequeno del problema) asociadas cada una con alguna propiedad de la solucién.
Por ejemplo, en un fenémeno oscilatorio puede ocurrir que sea necesaria una escala para
describir la frecuencia y otra para la amplitud de la oscilacién. De hecho, iniciaremos
nuestra exposicion estudiando un problema de este tipo, que es particularmente sencillo

pero del que pueden extraerse los aspectos esenciales del método.

Antes de empezar haremos una aclaracion. El proceso transforma cualquier ecuacién
diferencial (ordinaria) en una ecuacién diferencial parcial. Esto podria parecer una dificul-
tad; sin embargo debemos anticipar que el problema que resulta no es mas complicado que
el problema original. Lo que generalmente ocurre es que, en los procesos de integracion

que aparecen al aplicar el método, en lugar de aparecer constantes arbitrarias aparecen

Wer [5], p.116

29
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funciones arbitrarias de las otras variables.

5.2 Un oscilador lineal. Solucion Exacta

Empezaremos estudiando un problema para el cual podemos encontrar la solucion

exacta 2. Consideremos la ecuacién lineal del oscilador amortiguado, dada por

T+2ex+2x2=0

(5.1)
z(0;e) =0, x(0;¢) =1,
con € — 07. La solucién exacta de este problema es
tv1 —e?
et e) = et S =) (5.2)

El subindice “E” denota “solucién exacta”. La solucién (5.2) representa una funcién
oscilatoria, con periodo fijo, cuya amplitud decae, aunque muy lentamente, a cero. La

solucién correspondiente a € = 0.1 aparece en la figura 5.1.

0.862

VR N
—0.62 t-----2

, 0 <t <50, parae =0.1.

Figura 5.1: Grafica de la funcién zg(t;e) = e

La solucidn (5.2) tiene tres caracteristicas, que anotamos a continuacion:

(a) es una funcién oscilatoria cuya frecuencia se puede controlar por medio de

T =tv1—¢2 A T se le conoce como escala rdpida;
2Ver [7], p.157
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(b) la amplitud de la oscilacién decae de acuerdo con 7 = et, conocido como escala

lenta;

(c) aun si expresamos la solucién xp en términos de T' y de 7, la presencia del factor
v 1 — €2 en el denominador hace que sea necesario el uso de una expansién asintotica

para analizar la solucién cuando ¢ — 07,

Estos elementos deben tenerse en cuenta cuando se busca una solucién asintética de (5.1).

Es claro cémo aparecen las dos escalas en (5.2): en términos de T' (la escala rapida)

y de 7 (la escala lenta), podemos escribir la solucién en la forma

senT
X=¢T——, T=1tVv1—¢2 71 =c¢t.
V1—¢g?

La idea central del método de escalas multiples consiste en formular el problema original

en términos de estas dos escalas desde el principio y analizar a X (7T, 7;¢), como funcién

de dos variables, en vez de x(t;¢).

Ahora, es claro que T'y 7 no son independientes (de hecho, nétese que eT" = 7/1 — £2),
de manera que tenemos, aparentemente, una inconsistencia. Pero ésta es solo aparente.
La justificacién se puede explicar como sigue. Buscamos una solucién asintética para
X(T,7;¢) cuando ¢ — 07, como una funcién cuyo dominio es el espacio de dos dimen-
siones. El objetivo es obtener una expansiéon uniformemente valida en 7" > 0, 7 > 0 en
el espacio (T, 7). Como la solucién es vélida en esta region, debe ser también valida a lo
largo de cualquier trayectoria que escojamos en esa region; en particular, sera valida a
lo largo de la recta 7 = (¢/v/1 — &2)T, lo que corresponde al hecho de que T'y 7 estan

relacionadas. En la figura 5.2 se representa esta interpretacion de manera esquematica.
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Acotada (y uniformemente valida)

Periodica (y acotada)
_—>

T=(e/V1—-e2)T

Figura 5.2: Las escalas Ty 7, y sus implicaciones en el comportamiento de la solucion
X(T,1;¢€). Si T = 19 permanece constante, la solucién X (7', 7y; €) debe ser oscilatoria (con
respecto a T'). Si T' = Ty es constante, la amplitud de la solucién X (Tp, 7;¢) debe ser
acotada.

A continuacién aplicamos este método para resolver (5.1)
5.2.1 Un Oscilador Lineal. El Método de Escalas Multiples

Consideremos el problema
T+ 242 =0, t >0, (5.3)

con condiciones iniciales

2(0;e) =0,  @(0je) = 1. (5.4)

Supongamos que 7" es una funcién lineal en ¢ y analitica en € (es decir, que se puede

representar mediante una serie de potencias de & convergente):

donde los w,,’s son constantes, y escribimos

x(t;e) = X(T,7;¢) ~ Ze”Xn(T, T), (5.6)
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donde cada X, debe ser peridédica en T y, esperamos, uniformemente valida cuando

T — ooy T — 00. A partir de (5.5) obtenemos el operador
d = 0 0
—=1|1 " n | qm a9
en términos del cual la ecuacién (5.3) se escribe como

o0 2 o0
(1 + Z &tnwn> Xpp + 2¢ (1 + Z E”wn> X7
n=1

n=1

+e2 X, + 2¢ { (1 + Zs“wn> X7+ EXT} +X =0,

n=1

donde “=0" significa cero en todos los ordenes de . Cuando sustituimos (5.6) obtenemos

la sucesién de ecuaciones

Xorr +Xo =0,

XITT + X1 + 2w1X0TT + QAXV()T_r + 2X0T = 0,

Xopr + Xo + (2ws + w?) Xy + 2w1 (X1pp + X0y, )
+2X1,.. + Xo,. + 2(X1, + w1 Xo, + Xo,) =0,

etcétera. Las condiciones iniciales (5.4) son
X(0,0:¢) =0, <1 + an5”> X7(0,0;¢) + eX,(0,0;¢) = 1,
n=1

de donde obtenemos
X,(0,0)=0, n=0,1,2,...

+ |
&

1X0,(0,0) + Xo,(0,0) =0

(5.10)

Ahora, cada uno de estos problemas se puede resolver directamente, de manera sucesiva.

La solucién general de (5.7) es

Xo(T,7) = ag(7)senT + bo(7) cos T = Ag(7) sen (T + ¢o(7)),
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donde Ay y ¢y son funciones arbitrarias de 7. Debido a (5.10), se requiere que

Ag(0)sen (do(0)) =0y Ao(0)cos((0)) =1,
de donde se obtiene
A0 =1 v 0) =0. (5.11)
Ahora escribimos la ecuacion para X;(7,7), (5.8), en la forma

XlTT + X1 = 2W1A0 sen 90 — Q[AO/COS 90 — A0¢0/Sen 60] — 2A0 COS 80, (512)

donde, para abreviar la notacién, hemos definido 6y = 7'+ ¢ (7). Pero para que X; (7', 7)
sea periodico en T, todos los términos en el lado derecho, en sen 6, y cos 6y, deben anularse,
porque si no es asi, al momento de integrar para obtener X, se obtendrian términos como
T sen (T+¢o(T)), los cuales son no periddicos cuando T' — oo. Para eliminar estos términos

seculares (es decir, no periédicos) se debe requerir

A0/—|—A0 - 0, (513)

(w1 + o)A = 0. (5.14)
Al resolver primero (5.13) y luego (5.14) usando las condiciones iniciales (5.11) obtenenos
Ao(r) =e7 vy o(7) = —wiT.
Con estas expresiones para Ag(7) v ¢o(7) la solucién general de la ecuacion (5.12) es
X1(T,7) = Ai(1)sen (T + ¢1(7)). (5.15)
De manera que hasta este momento tenemos la solucién asintética

X(T,1;¢e) ~e "sen (T — wiT), (5.16)
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donde Aq, ¢1 y wy son todavia desconocidas.
Antes de proceder con el andlisis de la ecuacién para X, observemos que, en (5.16) la
componente oscilatoria de la solucién depende de

T —w T~ (1+ew)t —wet =t

Asi, en este orden, w; se anula, y podemos hacer w; = 0; esta es una simplificaciéon que se
hace con frecuencia y que nosotros adoptaremos en los problemas que estudiaremos. La
razén para esta redundancia es muy clara: en la definicién de la escala rapida el término
ewyt pudo haber sido escrito como w;T y ser asi incorporado en la dependencia de 7 de la

solucién. De manera que estd permitido hacer w; = 0 desde el principio.

A partir de (5.9) y tomando w; = 0, la ecuacién para X, es
Xopp + Xo = (2weAg — 240" — Ag")senT — 2(A; " cos By — A1y " sen ) — 2A; cos by,

donde 0; = T + ¢1(7). Para hacer visibles todos los términos que generan un compor-

tamiento secular (que son sen7 y cosT') escribimos

XQTT + X2 = (2&)2140 - 2A0/ - AO ”) senl’
—2(A; + Ay")(cosT cos ¢y — sen T sen ¢y) + 2A1¢1'(senT cos ¢y + cos T sen ¢y).

Se ve entonces que Xo(T, T) es periddica en T si
AO " + 2A0/ — Q(UQAO — 2(141 + Al ,) Sen gbl — 2A1¢1 ,COS ¢1 == O, (517)

(A + Ay")cos gy — Ay "sen ¢y = 0, (5.18)

con condiciones iniciales (de (5.10))

A1(0)sen i (0) =0, A;(0)cos ¢ (0) = 0,
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de manera que

A1(0)=0 con ¢1(0) arbitrario. (5.19)
La ecuacién (5.18) puede escribirse en la forma
(Ajcos 1)’ + Ajcospp =0,

de donde obtenemos

Aq(7)cospi(1) = Che™,
donde (' es una constante arbitraria. Pero por (5.19) tenemos
Ay (7) cos ¢1(1) = 0. (5.20)
De manera similar, la ecuacién (5.17) se puede escribir en la forma

1 1
(Al Sen qbl) ! + A1 Sen ¢1 = EAO " + AQI — WQAO = — <§ + w2> e’

y, al integrar esta ecuacién, vemos que la solucién A;sen ¢y contendrd el término 7e™"
a menos que wy = —1/2. Es as{ como debemos tomar el valor de wy para garantizar la
uniformidad de la solucién cuando 7 — oo (pues este segundo término creceria como T

en relacién al primero). De manera que lo que nos queda es
Al (7_) sen ¢l (7—) = 07

y, tomando en cuenta (5.20), tenenos que A;(7) =0 (y la ¢1(0) arbitraria ahora no tiene

importancia). De manera que tenemos la solucién
X(T,7;e) =e "senT + O(c?),

con 1T ~ (1 — lez)t
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Hemos usado este ejemplo para ilustrar el funcionamiento del método de escalas

multiples y sus principales aspectos, entre los que se pueden mencionar los siguientes.

(a) En este ejemplo se ve cémo la transformacién de una ecuacién diferencial ordinaria

en una ecuacion diferencial parcial no introduce dificultades insalvables.

(b) Se deben imponer condiciones de periodicidad y uniformidad en todos los ordenes
y de aqui se obtienen las condiciones para calcular la solucién tnica en el orden
previo. De hecho, en el método de escalas multiples, el principo de eliminar términos

seculares es fundamental.

(c) Como se vi6 en el ejemplo, se tiene cierta libertad en la eleccién de la escala rapida

que permite eliminar tambien los términos no uniformes.

La cuestién que queda en este contexto de ecuaciones diferenciales ordinarias es como se
aplica el método cuando no se dispone de la solucién exacta (de manera que no se tiene
una guia sobre la forma de la solucién). A continuacién analizamos este aspecto, a traves

de un ejemplo.

5.3 La Ecuacién de Duffing con Amortiguamiento

Consideremos el problema

i+ x4 e(20 —2%) =0, t

WV
o

(5.21)

con condiciones iniciales

z(0;¢e) =1, %(0;¢) =0, (5.22)
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donde ¢ — 0% y A (> 0) es una constante independiente de €. Buscamos una solucién en

la forma

x(t;e) = X(T,7;¢) ~ Za”Xn(T, 7),
n=0
donde

T ~ (1—1—an5") t, T = ¢t.
n=2

Notese que, de acuerdo a nuestras observaciones anteriores, hemos omitido el término

ewst. Al sustituir en la ecuacién (5.21) obtenemos

o0 2 o0
(1+§3%ﬁ>;&T+%<1+§)%ﬁ)xm+§Xﬂ+X‘
n=2

n=2

+2e { (1 + anzf”) Xr+ e’:“XT} —eX3=0,
n=2

de donde obtenemos la siguiente sucesion de ecuaciones:

XOTT + XO = 0, (523)
Xy + X1+ 2X0,. +2XXo, — X§ = 0, (5.24)
XZTT + X2 -+ QWQXOTT + 2X1T7— (525)

+Xo,, + 20 X1, + Xo,) = 3X5X, = 0,

etcétera. De (5.22) obtenemos las condiciones iniciales para los términos hasta O(g?) :

Xo(0,0) =1, X,(0,0) =0, para n=123,..., (5.26)
Xo,(0,0) = 0,

X1,(0,0) + Xy (0,0) = 0, (5.27)
XQT(O,O) +WQX0T(O,O) +X1T(070) = 0,

La solucién de (5.23) con condiciones (5.26) y (5.27) es

Xo(T,7) = Aog(7) cos(T + ¢o(7)) con Ag(0) =1 y ¢po(0) =0. (5.28)
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La ecuacién para (5.23) es

X1, + X1 = 2(Ag"senfly + Aggo’ cosby) — 2AAgsen y — A cos® by

1
= 2(Ap" + \Ap)sen by + (QAOQSO’ — ZAS) cos By — ZA% cos 36y, (5.29)
donde 0y = T + ¢o(7), con condiciones iniciales
X1(0,0) =0, X1,(0,0) = —Ay'(0). (5.30)

La funcién X, (7, 7) es periddica en T sélo si

3
A0,+)\A0:O y ¢0/:§A8
Tomando en cuenta (5.28) obtenemos
Ag(T) =e™, ¢o(r) = kA (1—e 7). (5.31)
’ 16

Entonces, la solucién de (5.29) es

ie’”T cos(3(T + ¢o(7))),

Xi(T,7) = Ai(7) cos(T + ¢1(7)) + 5

con

1

A;(0) cos ¢1(0) = T3 A1(0) sen ¢1(0) = —A.

De manera similar se hace el andlisis de la ecuacion (5.24) para Xo(T, 7), pero los célculos

son mucho mas laboriosos. La solucién hasta este orden es

3
—A\T AT2AT
x e " cos {t + Tox (1—e )} (5.32)

+e {A1 (1) cos(t + (7)) + 3%(3—3” cos [3t + 16% (1- e_QAT)} } (5.33)
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5.4 Un Oscilador Forzado

Como ilustracién adicional del método de escalas multiples, resolvemos el siguiente prob-

lema.

La elongacién y(t) de un resorte cuya constante de restitucién es e, al que se ha
sujetado una masa unitaria, en un medio que no ejerce friccién sobre el que actia una

fuerza externa de magnitud variable, f(t) = esent,
y"(t) + ey(t) = esen (t),

y(0)=1, 3(0)=0 (5.34)

Buscamos la solucién de la forma:
y=yo+ey+eys+O(e) (5.35)
Sustituyendo (5.35) en (5.34) tenemos que

(Yo +eyi +e%ys + O(e?)) +e(yo + ey + %2 + O(e?)) = esen (1)

yo(0) +ey1(0) +€%2(0) + O(') =1y y(0) + 1 (0) + £y5(0) + O(e?) = 0

El procedimiento para encontrar los términos de la expansion se sigue del argumento
usado para resolver ecuaciones algebraicas. Las ecuaciones que surgen para las diferentes

potencias de € son las siguientes

Yo(t) =0, Yo(0) = 1,55(0) = 0 (5.36)
Y1 (t) + yo(t) = sen (), y1(0) =0,21(0) =0 (5.37)

ys (t) +y1(t) =0, y2(0) = 0,95(0) = 0. (5.38)
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La solucién del sistema (5.36) es yo(t) = 1. Ahora resolvemos (5.38).Sustituyendo y, en
la ecuacién (5.38)

yi(t) = sen (t) — 1

asi

y1(t) = cos(t) —t+ ¢
1
yi1(t) = —sen(t)— 5152 + it + o
aplicando condiciones iniciales tenemos, co =0y ¢; = 1. Asi que
L,
yi(t) =t — §t — sen ().
Resolvemos el sistema (5.38). Sustituyendo y; en la ecuacién (5.38)

1
Yo (t) = —t + 5152 + sen (t)

asi

1 1
yo(t) = —§t2 + 6153 + cos(t) + ¢
1 1
ya(t) = —6t3 + ﬁt‘l — sen (t) + ot + ¢

Aplicando condiciones iniciales tenemos, co =0y ¢; = 1. Asi que

1 1
ya(t) =t — 6753 + ﬂ1t4 — sen (t)

Encontramos que;

y(t) =1+ (t — %t2 — sen (t)) €+ <t - éts + 2—14154 — sen (t)) e+ 0(e%)
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Vemos que aparecen términos seculares. Consideramos la variable lenta 7 = +/et. Si
escribimos nuestra expansion en términos de ésta, algunos de los términos cambiaran de
orden.

1 1 1
y = 1+ (t—§t2— sen(t))e—i— (t_6t3+ﬂt4_ sen(t)) g

1 1 1
= 1l+4et— 55152 —esen (t) + &t — 652153 + ﬁ&tQt‘l — e%sen (1)

T 1/ 7Y\ T (ﬁ)SQ (ﬁ)42 9
= 1+—e—=-|—F%=) e—esen(t)+ —=&" — 5 e+ e”—¢e“sen (t) + -

Ve 2\ye Ve 24
1, s T 74 9
= 1+T\/E—§T —5sen(t)—i—7'e2—g\/g+ﬁ—5 sen (t) + - - -
1 1 1
= (1—572+ﬂ74+---)+(T—673+--->\/§+(sen(t)+---)€+---

Esto sugiere que nuestra solucién depende de ambos de ¢ y del tiempo lento 7. Buscaremos

una solucién en términos de estas dos variables

Y= Z(t>7->

y escribimos la ecuaciéon diferencial parcial para z usando

d 0 0
a = ootV
d 0 0 0
@ = e T Vet

Encontramos que el problema (5.34) se convierte en

2 + 22, + €2, + €2 = £sen (1),
(5.39)
2(0,0) =1, y 2(0,0) + /£2,(0,0) = 0.

Ahora buscaremos una solucién z de la forma

2 =20+ Ve + 2% + O(e?) (5.40)
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Sustituyendo (5.40) en (5.39), tenemos

(20 + Vemy +ezg + o) +2vE (2 + Ve, texf + ) +

e(22 +Vez +e 4+ ) +e (P + Ve e +) = esen(?)

20(070)4-\/521(070)+522(070)+... = 1

20(0,0) + 122/ (0,0) + 27 + - - + /2 (22(0,0) + v/222(0,0) + £22(0,0) +---) = 0

Los problemas que resultan para las distintas potencias de € son

20 =0, 2°0,0)=1,22(0,0)=0 (5.41)
2 +220 =0, 2'(0,0)=0,2'(0,0) + 22(0,0) = 0 (5.42)
22 +2z0 + 20 +2%=sen(t), 2%*0,0)=0,2%(0,0) + z2(0,0) = 0. (5.43)

La solucién de la ecuacién diferencial en (5.41) es
2% = a(r)t +b(7)
Usando las condiciones iniciales tenemos, b(0) = 1y a(0) = 0. Asi,
22(t,7) = a(r)t +b(7), con a(0) =0y b(0) = 1.

Tenemos ahora el problema de determinar a(7) y b(7). Tomamos la ecuacién del siguiente

orden, (5.42). Sustituyendo z° en la ecuacién (5.42) tenemos;

=2 = -2d(r)

2'(0,0) = 0, z = —220,0) = V(1) = —b/'(0)
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asi 2! = —t2a/(7)+c(7)t+d(7), y aplicando condiciones iniciales encontramos que d(0) = 0

y ¢(0) = —=v/(0). Asi que
2(t,7) = —t*d (1) + c(r)t + d(7), con d(0) =0, y ¢(0) = —b'(0).
Notemos que el término /22! en (5.40) es

Vezt = (=t (1) +c(r)t +d(7))V/e
= —et?d (1) + Vete(r) + ed(T)

= —rtd(r) + 7e(r) + Vd(r),

donde, en la segunda igualdad, se ha usado el hecho de que 7 = /et. Para eliminar los
términos seculares debemos requerir que ’(7) = 0y ¢(7) = 0. Como a(0) = 0 concluimos

que a(7) = 0. Hasta ahora tenemos

2 = b(7), con b(0) =1,¥(0) =0,

2! = d(7), con d(0) = 0.

Esto muestra que, en orden /¢, la solucién siempre depende de una variable lenta en el
tiempo. Ahora el termino del siguiente orden serfa la ecuacién (5.43). Sustituyendo 2° y

2! en la ecuacién (5.43) tenemos;
2 "
zi, = sen (t) — b"(1) — b(T)
22(0,0) =0, 22(0,0) = —2z2(0,0) = —d'(0)

cuya solucién es

2! = —sen (t) — %(b”(T) + ()t +e(T)t + f(7).
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Aplicando las condiciones iniciales tenemos, f(0) =0y e(0) =1 — d'(0). Asi que
22(t,7) = —sen (t) — %(b//(T) +b(T))t* +e(r)t + f(7), con f(0) =0,e(0)=1—d'(0).
Nuevamente notamos que el término €2%(¢,7) de la solucién (5.40) es
e(t,7) = €| — sen(t) — %(b”(T) +b(7))t* + e(T)t + f(7)

= —esen(t) — e5(1/(7) + b)) + celr)t + £ (7)

1
= —esen () — 5(1)”(7’) +b(7))7% + Vee(T)T +ef(T).
1
Como los términos —5(6"(7) + b(7))7* + V/ee(T)T son seculares, debemos requerir que

V'(r)+b(r) = 0,
e(r) = 0.
Como las condiciones iniciales para b(7) son b(0) = 1 y b’(0) = 0, encontramos que

b(7) = cosT. Asf tenemos, 2°(t, 7) = cos(7).

Nota: recordemos que z° = b(7). Como

2 (t,7) = d(7), con d(0) = 0,d'(0) = 1,

entonces
2! = sen (1)
y
2 = —sen (t) + f(7), con f(0) = 0.
Entonces,

2% = —sen (t).
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Continuando con este procedimiento tenemos
y(t) = cos(r) + sen (7)v/E — sen (t)e + sen (T)e? + O(c?)

= cos(v/et) + vesen (Vet) — esen (t) + e? sen (Vat) + O(2).  (5.44)

En la figura 5.3 se muestran la solucién numérica al problema (5.34) obtenida con
el método de Runge-Kutta de cuarto orden, cuyo cédigo aparece en el apartado 3 de

apéndice, asi como la grafica de la solucién asintética (5.44), para € = 0.6.

y(t)

Figura 5.3: La solucién numérica (linea punteada)

y la solucién asintética con € = 0.6 del problema (5.34)
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Con el siguiente cddigo Maple se calculan los coeficientes de la expansién asintética (1.4).
Los datos de entrada son: el nimero N de coeficientes que se desean calcular, la funcion

f(z), a la que se quiere encontrar su expansién asintética y la sucesién asintédtica ¢, ().

> restart:
Este cédigo calcula los coeficientes de la serie asintética
para la funcién £f(x) basada en la suc. asintética
{phi[n] (x)} para N términos.
> N:=30;
> f:=x->sin(3%*x);

> for n from 1 to N do phi[n](x):=x"n od:

\4

al1]:=1imit (£ (x)/phi[1] (x),x=0);
> for m from 2 to N do
al[m] :=limit ((f (x)-add(alk]*phi[k] (x),k=1..m-1))/phi[m] (x),x=0) od:

> SerieAsintotica:=add(al[k]*phi[k] (x),k=1..m);

7
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1
Con respecto al problema (3.5), una vez conocidas las funciones xy(t) =t — §t2 y z1(t) =

1 1 :
—t3 — —t*, para encontrar zy(t) necesitamos resolver la tercera ecuacién en (3.8) con

3 12
condiciones iniciales dadas en (3.9) (tercera linea). Esto se consigue con el siguiente

codigo

> restart:

> x[0] :=t-—>t-t"2/2; x[1]:=t->t"3/3-t"4/12;

> ode := diff(x[2](t),t,t)-2*x[1] (t)+3*x[0] (t) ~2=0;
El coeficiente de epsilon™2 es:

> dsolve( {ode, x[2](0)=0, D(x[2])(0)=0});

x(t) es, entonces,

>x:=x[0] (t+epsilon*x[1] (t+epsilon~2x(-11/360*t"6+11/60%t"5-1/4*t"4) ;



Codigo Maple para el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

> restart:
Este programa es el Runge-Kutta de cuarto orden para
sistema no auténomo dy/dt = £(t,y).
Si es variable vectorial de dimensidén n, entonces
y = matrix([y[1], y[2], y[3], y[nll)
> with(linalg):
> epsilon:=.6;
> f := proc(t,yl,y2)
description "la funcidén vectorial en el lado derecho de
la ecuacién diferencial";
matrix([[y2], [epsilon*(sin(t)-y1)1]1)
> end proc;
Los valores limite de la var. independiente x, el nimero
de pasos N y el tamafio del paso h.
> tmin:=0; tmax:=50; N:=1000.; h:=(tmax-tmin)/N;
Las condiciones iniciales :
> y[0] :=matrix([[1],[0]11);
El algoritmo R-K4:
> for 1 from O to N do

kl:=scalarmul (f (i*h,y[i][1,1],y[i][2,1]),h):
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k2:=scalarmul (f (i*h+h/2,y[i] [1,1]+k1[1,1]1/2,y[i][2,1]+k1[2,1]/2),h):
k3:=scalarmul (f (i*h+h/2,y[i] [1,1]1+k2[1,1]1/2,y[i][2,1]1+k2[2,1]/2),h):
kd:=scalarmul (f (i*h,y[i] [1,1]+k3[1,1],y[i][2,1]1+k3[2,1]/2) ,h):
k23:=matadd (k2,k3):

k14 :=matadd(kl,k4) :

k:=matadd(k14,scalarmul (k23,2)):

y[i+1] :=matadd(y[i],scalarmul(k,1/6)): od:

> for i from O to N do t[i]:=ixh; z[i]:=y[i][1,1] od:

> for k from 0 to N-1 do printf("\(%4.2f,%4.2f)", tlk],z[k]) od;



Conclusion

En este trabajo hemos analizado algunos métodos de perturbacion, tanto regular como
singular. Hemos visto como, en matematicas aplicadas, surgen de manera frecuente,
problemas para los que no es sencillo (y, a veces, no es posible) encontrar la solucién exacta.
Si en la formulacion del problema aparece un parametro pequeno, entonces es posible
intentar usar la teoria de perturbaciones. Los problemas de tipo singular tienen diferentes
variantes que sugieren el uso de diferentes métodos, como los que aqui estudiamos, tales

como el método de escalas multiples y el método de expansiones asintoticas acoplados.

Aunque estos métodos son bien conocidos, es necesario considerar en cada caso la
pertinencia de la aplicabilidad de cada uno de ellos, ya que un problema particular no

puede analizarse usando cualquier método.

La teoria de perturbaciones es una area muy extensa de las matematicas aplicadas, en
la que la bibliografia es muy extensa y especializada. En este trabajo no hemos limitado
a estudiar solo algunos de los conceptos y métodos basicos, que son los mas usuales en

las aplicaciones practicas.

81
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