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INTRODUCCTION

En el presente trabajo se pretende dar, de una manera bre-
ve, un panorama general de la teoria matemitica de las Distribu
ciones, ejemplificando algunas de sus aplicaciones a la teoria

cuantitativa de las Ecuaciones Diferenciales.

El concepto de Distribucién, que generaliza el concepto de
funcibn, trabajado inicialmente por el fisico brité&nico P.A.M.
DIRAC, cuando a fines de la d&cada de los veintes, introdujo la
"funcién" & , la cual tiene la propiedad de ser igual a cero
en todo &R » excepto en el origen, y tal que su integral en to
do & es igual a 1. Es claro que & no define una funcibn
en el sentido acostumbrado, y los intentos, fructiferos, de dar
rigor a la teoria por parte de matemSticos como el soviético
SOVOLEV y el francés SCHWARTZ, dieron origen a la moderna teo-
ria de las Distribuciones, donde la & se define como un ope-

rador sobre un espacio de funciones.

Desgraciadamente 1la mayoria de las presentaciones, o bien
enfatizan los aspectos matemiticos de la teoria, elevindela a
un alto nivel de abstraccifn, o bien, desdefiando los detalles
de rigor matemdtico, enfatizan las aplicaciones de las Distribu
ciones en diversos campos. En la presente tesis buscamos un ba
lance en ambas direcciones, presentando la teoria necesaria pa-
ra justificar el uso de Distribuciones en problemas fisicos mo-
delados por ecuaciones diferenciales. Las partes m&s abstrac-
tas se tratan en los ap&ndices, y la presentacién elemental de
la teoria, esti desarrollada en el capitulo I. En el capitulo
II se aprovecha la teoria desarrollada para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes,
y luego, una ecuacidn en derivadas parciales: la ecuacifn del
calor.



Desde luego que no se trata de un trabajo exhaustivo, y mu
chos ejemplos interesantes no fueron cubiertos. Tampoco se pre
senté la teorfa en su mixima generalidad. El lector interesado
puede referirse a la bibliografia para ahondar en el tema.

Creemos que el presente trabajo puede ser de utilidad a
‘los estudiantes de Fisica y Matemiticas del sébtimo'y octavo se
mestre, con conocimientos minimos de Topologia y An8lisis Fun-—
cional, Tambi&n podrfa servir para cursos de Ecuaciones Dife-~
renciales Aplicadas.
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CAPITULO I

TEORIA DE DISTRIBUCIONES.

En este capitulo daremos la definicifn y propiedades b&si-
cas de los objetos matemfticos conocidos come DISTRIBUCIONES ©
FUNCIONES GENERALIZADAS, las cuales surgen dg una manera natu-~
ral en situaciones donde la hocidn_cl&sica de funcidn es inade-
cuada, cuando es entendida en el sentido més geheral, como se
ver& en los siguientes ejemplos: '

Ejemplo 1) .- Una distfibuci6n lineal de masa puede ser con-
venientemente caracterizada, dando la densidad de la distribucibn. —
Si m(x) es la densidad'de la distribucibdn de la masa en un

intervalo [#,A8) , entonces la masa total del sistema es:

3
M= tEI m({x)dx

v la abscisa x, del centro de masa es:

d
X o= -l—-kY xm (x) dx.
M Uy

Sin embargo, ninguna funcifn ordinaria puede especificar la

densidad correspondiente a uno o mis puntos con masa positiva.
Para resolver este problema, se recurre a la "funcién" 8‘ de Di-
rac, la cual tiene las siguientes propiedades:

a).- 5(X) =0 para x # 0 (e R )
o
b) .- S‘ﬁ(x)dx = 1.
- »
Supongamos que tenemos un punto material de abscisa x, y ma-

sa m,. Este sistema puede caracterizarse completamente por la
distribucibn de masa:



m(x) = m, § (X, - X), pues la masa M la encontramos:
o o o0
M= jm(x)dx = j m, & (x, -~ X)dx = moj S (x, - x)dx = m,,
-0 ™ -

y la abscisa del centro de masa es:

o

I
——LJ' o 6 (xo " X)dx = Xollo 5 (xo = X)dx = Xollo = Xgo
M Y e M m,

-~ 0
Asi;) pues, mediante el uso de la "funcién" & de Dirac, se -
pudo caracterizar completamente el sistema; sin embargo, es claro
gue & no puede ser una funcifn en el sentido c¢lisico, pues, si
una funcifn se anula casi dondequiera, no puede tener integral po
sitiva.

Ejemplo 2) .- La gama de problemas en los cuales un proceso
fisico viene descrito mediante funciones continuas y diferencia-
bles, puede ser ampliado de manera esencial, introduciendo en la
discusibn soluciones discontinuas de las ecuaciones que los des-
criben; por ejemplo:

, Si una cuerda consiste de dos trozos de diferente densidad,
entonces, en la ecuacitn de la cuerda vibrante,

3® du

z
= a

3¢ 3 x*

(=

r

el coeficiente serd igual a una constante diferente en cada uno
de los correspondientes trozos, v, por lo tanto, esta ecuacién no
tendrd, en general, soluciones clésicas, i.e., dos veces continua
mente diferenciables. '

Supongamos que el coeficiente a es constante, pero que la po
sicidn inicial de la cuerda tiene la forma de una linea guebrada,
dada por la ecuacién Ult=0 = Y (x).

En el vértice de la lfnea quebrada, la funcién Y , evidente-

mente, no puede tener primera derivada; puede probarse que no exis



te solucidn clésica de la ecuacidn .de la cuerda vibrante que sa-
tisfaga las condiciones iniciales:

) , 2 = 0.

U‘t=° ) at | t=0

Dando un golpe brusco a cualquier segmento pequefio de la cuer

da, las oscilaciones que resultan est&n descritas por la ecuacién:

2 2
au azaU

2t 9 x2

= f(x,t),

donde f(x,t) corresponde al efecto producido, y es una funcibn dis
continua, distinta de cero, solamente sobre el pequefio segmento de
cuerda, y durante un corto intervalo de tiempo. Esta ecuacifn tam
poco tiene solucifn clisica.

Asi, pues, exigiendo la continuidad de las derivadas para la —
solucibn deseada, se restringe fuertemente la clase de problemas
que podemos resolver.

En el ejemplo anterior esti claro, desde el principio, gue el
problema en consideracifn no puede tener soluciones que sean dos
veces continuamente diferenciables; en otras palabras, desde el
punto de vista del enunciado c¢l&sico del problema, &ste no tiene
solucibn, no obstante que el correspondiente proceso fisico si
ocurre.



1.- DEFINICION Y EJEMPLOS.

Consideremos el espacio dual de UO(&")= (6:’(&“) s .’}') ,
donde F es la topologfa construida en el apé&ndice "B".

Definici6n I.1.1. A los elementos de A'(&") , el dual de
(&™) , les llamaremos DISTRIBUCIONES.

J(&"y = {T :3(&")—» Re ¢ { T es lineal y continuo} .

Teorema I.1.1. Sea T :8(®R") — &  un operador lineal,
entonces Te¢ -5'(&") (i.e., T es una distribucibn) sii, para todo

compacto K &" , existen Ce& , NeM , tales que:
IT(¥)] £ CcP (¢), para toda Y& De(a™) .

Demostracibn: Consecuencia de los teoremas B.3 v B.4.

Ejemplo 1).- Sea f : 1w K una funcidn localmente inte-
grable, i.e., para todo compacto K« &"

jlf(x)ldx < o,
K

entonces, el operador

Te : SR — K definido por:
(1)
Te(¥) = jf(X) ¥ (x)dx,
_ &
es una distribucién, pues, obviamente, es lineal y, si kc&"
es un compacto arbitrario y ®e 49& (&™) , entonces:

|TeCe) | = ] 5 £ (%) cP(x)c‘ix) < J [£(x) ¢ ()} ax &
- |



4 Maxl?(x)] { £(x){dx, i.e.,
XeK K

|Tf(tp)|5_cpo(?), donde C = IIf(x)ldx.
K

Como un caso particular, podemos obtener la distribucidén da-
da por la funcifén de Heaviside:

0 si —e & x £ 0

§(x) =
1 si 0 £ x <& o

L .
donde Tb('f) = ~L‘?(x)dx; a esta distribucién le llamaremos "la
distribucién de Heaviside".
La funcidn de Heaviside es usada en Electrénica con el nom-

bre de "funcibn unitaria".

Ejemplo 2).- Una distribucifn que se usa frecuentemente, y
que no puede ser obtenida por la f6rmula (1), es la distribucién
de Dirac § . ¢ definida por:

(-]

§x, 1O&Y— R,
Sx, () = @(xo), x.6&".
S (¢ +AF) = A F(xy) +BY (xo) =X §, ($) +f &, (¥,

¥, por lo tanto, § <. €S lineal.
e

Sea Ke &" un compacto arbitrario y ¢e He (&)

[§, (¢)] = [®(xo)] ¢ 1- Max [ $(x)] = 1-P,(®). De lo
° x¢ K

anterior concluimos que Slx es una distribucién.
[~}

Cuando %X, = 0, escribimos simplemente & en lugar de $§ _ ,

xﬂ
i.e., S(¢) ¢ (0).



En Electr6nica, la distribucién de Dirac es llamada "impul-

so unitario”.
Ejemplo 3).- Si terf (g"), entonces T, es una distribucién,

pues, obviamente, Tf es lineal, vy, si K< &"” es un compacto ar-
bitrario y ¢ e Sx(R"), entonces:

[Te(e)] & S lE£(x)} - J@(x)]ax = Max [ ¥ (x)] 5 L£(x) dx €&
K xeK K

_é'&u(K)"" Max | @(x){ 5 lf(x)[" dax,
K

x K
donde £ + 1 =1 y 6“ es la medida de Lebesgue en £” .
P q

3
Asi, pues, [Tf(Q)[ & CPy,(9), donde C = éu(K) j [£(x)] dx,
Y, por lo tanto, T es una distribucién. K

Ejemplo 4).- Introduciremos otra distribucién que no puede
ser obtenida por la f6rmula (1), y que es muy usada en Mec&nica
Cuéntica.

La funcién f :&8—- &K , f(x) = % , nho es integrable en
cualquier vecindad del origen. Consideremos la funcional F defi-
nida por el valor principal de la integral en el sentido de Cauchy.

&0
F(Y) = vp mdx=limj --q—’-—(-&l-dx.
X EwD X
-0 {xl17€
Es obvio que F es lineal. Sea Ke & un compacto arbitra-

rio y ¢e€ 8 (R) ¢y PER tal que KC[ —ﬁ ’ pj , entonces te-
nemos que:

- s
F(?)=VPJ-£—;({1Q-dx = '-f(O)VPj ‘1}{’5 +
- o _p
# A )
. VPJ- 0 - 00 4 . 5 P - ¥ (0) g

= g



tomando en cuenta que:

Y(x) - ¥ (0)

X

VP %% = 0 y gque

¢

Ahora, usando el teorema del valor medio,

es integrable.

Max ( Q'(X) ‘ s
-fsxsp

X

l 9 (x) - w(m’

Y, en consecuencia,

lFie)] ¢ YI flx) - ‘“O’ldxs 28 Max [¢'(x)] =

ST axap

= zp‘P (), v, por lo tanto, F es una distribucibn, la cual

serd denotada por VP % (y algunas veces simplemente por —), Yy
lo escribiremos:

Liey - wj_sggﬂ ax.

- oF
También podemos introducir la distribucién lnix{, por la £f6r

mula:

Inixl (¢) = VPJ\ ¢ (x) Inixydx.

2.—- EL PRODUCTO DE UNA ﬁISTRIBUCION POR UNA FUNCION -

Introduciremos una operacién gque consiste en multiplicar dis-
tribuciones por funciones, de tal manera que extienda la operacibn
de multiplicar dos funciones.

Si T, es la distribucién asociada a la funcién localmente in-
tegrable £, v ¥ es una funcién infinitamente diferenciable, en-
tonces es natural pedir que ?’Tf sea la distribucifn asociada
con Yf, i,e., YT, = Ty,.s ¥, si esto sucede, entonces:



‘I’Tf(‘P) = T.[,f(.'-f ) = J‘P(x)f(x) ¥ (x)dx = JE(X) (YY) (x)dx =
n R'ﬂ
Te (vy). Asi, pues, podemos dar la siguiente definicién:

Definicién I.2.1. Si Ye ¢®(&") vy Te &' (R , definimos
el producto de ¥ y T como
(PTI(Y) = T(PY), para toda ¢&L&)
Esta definicifn se justifica, pues V¢ € % (&) vy el mapeo
W — ¥¥ ge I(&) en sf mismo es continuo.

Obsérvese que el producto de una distribucién con una fun-

cibn infinitamente diferenciable, puede anularse sin que ninguno
de los factoresg sea nulo; por ejemplo, témese 8&e& L'(&R") y
Ve ¢*(R") , tal que ¥(0) = 0.
Para toda ye 9(&Y)
(¥8) ($) = $(¥¥) = ¥(0) ¥(0) = 0, y, por lo tanto,¥5 = 0.
Mids generalmente, si ¥e 6*(&”) , tal que ¥ (x,) = 0, enton-
ces

(W5, 10#) = &, (¥9) = ¥(x,) ¢(x) = 0, ie., $5, =0,

X
lo cual escribiremos
Y (x) & (x-x,) = 0, en particular, x §(x) = 0.
En el caso de distribuciones definidas en &) , podemos

establecer el siguiente teorema:

Teorema I.2.1. Si a(x) es una funcién infinitamente dife-~
renciable, y a'(0) # 0, entonces . fe 9(R) satisface

a(x)f = 0 sii £ =X§ , para algfin escalar « .

Demostracibn: Es suficiente establecer este hecho en el

caso xf = 0, pues

b4 six#A0
a (x]
b(x) =
‘ 1 six =0

a’ (0}



es una funcién infinitamente diferenciable, y, si a(x)f = 0, en-
tonces xf = b(x)a(x)f = 0, i.e., xf = 0. Inversamente, xf = 0.
implica a(x)f = 0.

Probaremos, pues, que

xf = 0 gii £ = &8 , para alglin escalar o .

a).- (@) si £ =o§ , entonces xf =o-x 3 = 0, para cual-
gquier escalar « . _

b).- 81 xf = 0, entonces f(x¢¥) = (xf}(¥¢) = 0, i.e., f se

anula en el conjunto de las funciones W& DR - tales gue
P(x) = x ¢{x%), con ¢edB(R) , el cual coincide con el conjunto
de las funciones W& J9WR) tales que ¥(0) = 0.
De hecho, si ¥(0) = 0, entonces la funcién
Yix) six#0
_ X
P(x) =
y' (0) si x =0

es infinitamente diferenciable y, por lo tanto, ¢ H(R), lo cual
implica que ¥ (x) = x ¥ (x).

Sea ahora ¥ € @(R) , tal que Y,(0) = 1. Entonces, para
cualquier ¢e &R) ,

?(x) = AW (x) + ¥ (%), donde veo& , ¥(0) =ay A= (0);
asi, pues, tenemos que:

f(Y) = f{x¥¢(x)) = 0, vy, por lo tanto,

£(Y) = f£(A¥a + P ) = AE(Y,) + £(FP) = A £(¥,) = P(O)E£(¥) =

=0Y(0) =l S(Y), i.e.,
f=dg , donde o = f(¥,), que es lo que desefbamos probar.

Consideremos la distribucién f de la forma

(2) £(x) = VP -i- + %8 (x), con &« escalar. Si multiplicamos am-
boa lados por a(x) = x, tendremos

xf({x) = xVP % + x g (x) = xVP %r

tomando en cuenta que X ® § (x) = « [x 3 (}c)j = 0, v
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(XVP}-lt-)(‘P) = (VP:'?)(X‘P)=VPJX‘—$(§'LdX= _ lP(x)dx=1(‘P),‘
i.e., ' )
(3) xf(x) = 1.

Asi pues, las distribuciones de la forma (2) son soluciones

de (3), vy veremos que el reciproco también es vilido.

Como xVP % = 1, entonces una solucibn de (3) es f,(x)=VP %.
Si fl es otra solucibn, entonces

x£,tx) = xfl(x). y, por lo tanto,
x [fl(x) - f,(x)] = 0, lo cual implica que

i

+ o B(x).
Es un hecho conocido en la teoria de funciones, que la solu-
cién de la ecuacibn xf(x) = 1 es fl(x) = %, para x # 0, v no defi-

nida en x = 0. En la teoria de distribuciones, la solucifn de es-

ta ecuacién puede ser escrita simplemente

% + ol §(x).

Consideremos ahora el caso mis general, una ecuacién de la

forma:
(4) a(x)f({x) =1, donde a es una funcién infinitamente dife-
renciable, tal que a(0) = 0 y a(x) # 0, para x # 0.

La solucifn de (4) es:
fix) = E%E) + o § (x), donde 5%?) significa: .

o0

1 _ ¥(x)

Soe

Se prueba fécilmente que £ es solucibn de (4),
o oo

a(x) ( E!('-E))(‘P) = VPJ J%:_{:);ar(x_) dx =‘J P(x)dx = 1(¢¥), y, por lo

-t —o»
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tanto, a{x)f(x) = 1.

3.- DIFERENCIACION DE DISTRIBUCIONES.

Definiremos la derivada de una distribucifn, de tal manera
que generalice la derivada de funciones ordinarias, i.e., pedire-
mos que,<ssi £:8—-» M eg derivable, entonces T% coincida con Tf.

i.e., oo g

T%('{’) = T (W) = jf'(x) $(x}dx = = | £(x) ¢'(x)dx = - T (¢"')
- -t

Asi, pues, debe cumplirse ,;T%(?j = -Tf( ¢'). M&s generalmen-

te, como

J oX£(x) ¢ (x)ax = (—1)m 5 £ (x) D P (x)ax :
il R\"
Definicién I.3.1. Si T e H'(g™ y & es un multiindice, de-
finimos b

(T (¢) = (-1 Ty ), para YeARY)

Obsérvese que si T€ (8" | entonces DT € H(&") , pues,
obviamente, DT es lineal, y, si K< &!" es un compacto arbitra-
rio y ?e‘ﬁ«C&F) , entonces

" TY()Y] =|TO¥¢)| & C Max [D‘M\a(x)! , i.e.,
| #+u] &N
XeK

| Ty ()] ¢ CPy i (€)r ¥, por lo tanto, D'T es una distri-
bucibn.

Cualquier distribucibn tiene derivadas sucesivas de todo or-
den, v puede intercambiarse el orden de diferenciacidn, pues,

n2 2
_j;T_ (¥) = (_1)2T(_9_L) = T(__a_‘i_'_)' vy

gxi -] xj axi axj exi axj
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*r .2 ' ¢
—_— tP) = (-—l) P{————) = T(—.—.—-) ; pues (e tiene
9%, 3%, FENEEN | 3% axj

derivadas parciales continuas de sequndo orden.

Para el producto de una distribucibén Te 47&) por una funcibn
infinitamente diferenciable W
renciabilidad

($T)' = ¢'T + ¥YT', pues, si P&ed(&) .

(YT)'(®) = (FL)(¥YTI(L") = ~T(¥YP') = ~T((¢¥e)'-¥'¢) =
- T(Y¢)' + T(p'q) = T'(¥9) + T(Y'Y) = ¢T'(¢) +V'T(¢)
(yT' +¥9'T)(¢¥).

, tenemos la f6rmula usual de dife

8i una funciétn localmente integrable f no tiene derivada con-
tinua, la derivada de la distribucibn T, en general, no es igual
a la distribucidn definida por f'.

Consideremos, por ejemplo, la funcibn de Heaviside

0 Bi x< 0
0(x) =
1 si x>0

Esta funcidén tiene derivada 8 '(x) = 0, para x # 0.
x = 0, la funcibén no tiene derivada.

Para

La distribucién dada por la funcibén € '(x) es, obviamente,

cero, mientras que la distribucién dada por @ , tiene derivada 8'
dada por la férmula

L _J
»

B'(‘P)=-9(‘P')=—Jlf'(x)dx=-‘?(,x) = @(0) = 3S(p).
e -]
Se sigue que la derivada de 6 es la distribucién & .
(obsérvese que escribimos #'(¢), en lugar de T, (¢ 1).
La segunda derivada de la funcién de Heaviside, es la deriva-
da de la distribucién § , y estdi dada por la fdrmula

su(v) = 6'((P) = - & (@) = _(Pu(o).
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En general, tenemos
=1 ()

8%y =™V (¢) = (-1) @ (0.
También se cumple la igualdad
sMey = (-1)" ¥"™0).

N&6tese que si a(x) es una funcién real de variable real, con
primera derivada continua en una vecindad del origen, entonces

(5) ag' =al0)8' - a'(0)8§ , pues, si e IR, tenemos
(ag')(¥) = §'(avw) = -(aw)'(0) = —a(0)¢'(0) - a'(0) ¥(0)=
= (a(0) &' - a'(0) §)(w), v esto implica (5).
En particular, si tomamos a{x) = X, entonces
X&' = -5§.
M&s generalmente, podemos establecer la igualdad
x&™ = -ng™" | para nes .

Calcularemos ahora la derivada de la distribucidn definida

por la funcidn lnix|.

~l -t
(Inix})'(¢) = - J‘ ¢'(x)lnixy dx = - %%g [ J-?'(x)ln x dx +
-or -0 .t
Ll - _ _ P (x) _
+ ‘Iz @' (x)1n)x; dx] = %Erg @(-t)1ln¢s 5 — dx

* ~t _ -
@(&)Iln¢ -J-—‘”—’ﬂdx= 1im[J-ﬂ3‘ldx+
£ b.4 ey J_ X

o
+J ‘?}(c_x)_ ax + (9(e) - @ (—E))ln&] r ¥, como
£

CE) - $(-€) =9¢'(¥)(2€), con ¥e(-¢8) y %-:,L"lgl ¢'()=9'(0),

N _ .. ln€ _ .. Ve .. a
Y jgg ¢ Ine » im I - yim o - iz € = 0, tenemos que
-t w ‘ »
nixn' (@) = 1m | A gy J ) g - VPJ' € g
[T X X x
1

i.e., (nix|)' = VP -
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Sea T € &'(®) definida por una funcibn £, la cual tiene deri-
vada continua para x # X,, Y Supongamos también que f tiene 1lfmi-
tes laterales f(xt), f(xt) en X,. Entonces la derivada de T seré

Fo o
T'(¢) -T(¢') = 5 Y'(x)f(x)dx +-‘S w'{x)f(x)dx =
- 0o

Xo

x, %o o
‘P(x)f(x)’ - ‘g P(x)L£'(x)ax + ?(x)f(x)l -
Xo

-o Lo
o

- S P(x)f'(x)adx = ?(xo)[ f(x,) - f(xtf]-
xﬂ
]

S ¢ (x)f' (x)dx.
~o#

Si denotamos por { T'} 1la distribucién dada por la funcién
£', v por s(x,) = [ f(x}) - f(x,) ] el salto de la funcibn f en x,,
entonces la f6rmula anterior nos da:
I '

M&s generalmente, si f tiene derivada continua, casi donde-
quiera, excepto, posiblemente, en un conjunto de puntos aislados
X5, CON saltos s(xi), entonces

v ' by
= { T} o+ Y os(x)§, .

i 1

Por ejemplo, consideremos la funcibn real de variable real

by gi x < 0

f(x) =
ax+p si x>0 donde A=./9—T>0.

En los puntos x<Q, f tiene derivada igual a cero, mientras

que en los puntos x» 0, la derivada es igual a ® . En el origen,
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la funcifén f(x) tiene un salto igual a A . Asi, pues, la deriva
da de f, es la distribucibn
f' = &8 + 468, donde & es la funciédn de Heaviside.

4.- CONVOLUCION DE DISTRIBUCIONES.

Para motivar la definicibén de convolucifén de dos distribucio-
nes, consideremos primero el caso en que £ y g son dos funciones
continuas en &" , una de las cuales tiene soporte compacto. Su

convolucifn se define clisicamente como

(f#g)(x) = j fix - ygly)dy.

Si f es una funcibén definida en &" , definimos ¥ Y =ﬂéf' co-
mo E(x) = £(-x), v, para cada aeg" , (‘taf)(x) = f(x - a). Con
] v
esta notacién ('Txf)(y) = fly - x) =flx-vy), vy

(E#g) (x) = j ( ‘L'XE) (v)g(y)dy.
R'.

Asf, pues, podemos definir la convolucidn de una distribucidn
con una funcidn infinitamente diferenciable de soporte compacto,

de la siguiente manera:

Definicibn I.4.1. Si T € D78 y ¢e€; (&), definimos la
CONVOLUCION de T v ¥ como:

(THe) (x) = T(Txt‘é), para xe &" .

Definicibn I.4.2. Si T e 9(®*) , definimos el SOPORTE de T

como:

Sop T = ] xe& | ¥ V(x) I ¥ €ll(V(x)), T(¢) #£0} .

OBSERVACIONES:

1).- Sop T es un conjunto cerrado.
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Sea x, € (Sop T)c, entonces existe V(x,)}, tal que T(¢¥) = 0,
para toda ¢e€ ¢S (V(x)), i.e., V{(x,) < (Sop T)%, y, por lo tanto,
(SOpﬁT)c es abierto, de lo cual concluimos que Sop T es cerrado.

2).- T =0 en (Sop T) €.

3).- Si ¥eGo (B y Te ) , tal que (Sop T) N (Sop ¥ ) = 4,
entonces T(¢) = 0.

Si (Sop T) N (Sop ¥ ) = @, entonces SopY < (Sop 7)€, y, por
lo tanto, T(¥) = 0.

Si T es una distribucibn de soporte compacto, podemos darle
significado a la expresibn T(¥), con Ye¢”(&/") , de la sigquiente

manera:
Sea €0, (R") tal que % =1 en K = Sop T, entonces
%w e (&M , vy definimos T(Y¥) = T(%Y).

T(¥Y) esti bien definida, va que no depende de la eleccibn de
% , pues, si tomamos %; con la misma propiedad que % , entonces
[sop (% -%)¥] " k=g, ie., T{(%-%)¥]) =0, vy,
por lo tanto, T(%,¥) = T(LV¥).

Teorema I.4.1. Sean U,Ved&(gn) ; ¢é,¥YedHKR") .y a,b cons-

tantes. Entonces
1).- Sop (Uxd) <= Sop U + Sopd .
2.~ U% {ad¢ + b¥ ) =a(URd) + b{Vav¥).
3).— (aU + bV)ad = a(Uxd ) + b(Vvhd).
4) .- UA$€C™(&”) y DX (Ua¢) = (DXU)xé = U X (D"9 ).
5).~ UR (¢ay) (Uné)xvy
6).- T (Uap) =Ur (T _¢)

[

]
H

(’txU)th .

Denotaremos por g (&") a $”(&") con la topologfa del apéndi-

ce IlBll .

Teorema I.4.2. Sea Ue &'(an) ' LU: HR") —» E(anj, tal que
LU(.¢) = Unéd , entonces L

y conmuta. con traslacibn, i.e., Ly (¢ x¢)=

TXLU(qS ). Recifprocamente, si L: (&Y — §(R") es un operador lineal
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continuo, gue conmuta con traslacifn, entonces existe una finica
distribucifn U tal que L = LU'

Demostracifn: De las propiedades 2) y 6) del teoremaI.4.l,

se concluye que L. es lineal y conmuta con ‘traslacibn. Asi; pues, —

U

s6lo nos resta probar que L. es continuo, i.e., probaremos quep si-—

¢, —> 0 en &8 entogces U#_‘@n —> 0 en E(&") , o, eéquiva-

lentemente, DV(U*(Jn) —>» 0 uniformemente en K, para todo k <« &*
compacto v o« cualgquier multiindice.

Como DY (UR tpn) =U¥%® (D“t# 1,1) . s8lo nos resta probar gue
Ukp —>0en kK, si ¢ —» 0en 9R")

si ¢ n — 0 en &&" , entonces existe chaz" compacto, tal
gque Sop $ n = Kl, para toda ne& ,

(Urg ) (x) =U [’rx&';n] ; Y, para x €K, Sop ’Cx&';n(y) =

= Sop ¢n(x-y)c.-.K—K

l.
[V v
(U ¢,) (x) & CMax | DI, & n(y)l
yeK-Kl

(Uk & )(x)¢CMax  D¥¢ (x-y) & C MaxN‘D;¢n(z) —s 0,

lle N Y 1) %
yGK—Kl z«s:K1
pues ¢ — 0 en SAR™) v, por lo tanto, Ly es continuo.
Si L(¢) = LU(¢), entonces L(¢) = Ux¢ , i.e., para que

L = Ly necesitamos que (L';) (0) = (U=xd )(0) = U(¢P ). Asi, pues,
tomemos U tal que U(¢ ) = (L$ ) (0).
1) .- Ue &(®") pues es composicifn de operadores continuos.
49-——:—;4 d L -» E' ‘ — Z?
$—> dr—5 L — (L))

2).- L = LU'

[1,(6)] 0 = wadro =vle d]=r[(r $)] @ =

=ifr_ ¢l =[T_rier] o =[reer] e, v,
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por lo tanto, L = LU'
3) .= Unicidad. .
Supongamos que existe Ul con la misma propiedad que U, i.e.,

Lul( $) = Ly(¢). Entonces U;a¢ = U¥¢, pero en este caso,

U, = (Uyag¢¥) (0) = (Ux¢') (0) = U, v, por lo tanto, U, = U, con lo

cual queda demostrado el teorema.

Sean U,V € &'/8") con Sop V compacto, y Lys Ly los operadores
p) Ly Ly

> ¢ —— E

$ — L,(0) — Ly LLy ()

L'vo LU es lineal, continuo v conmuta con traslacibn. Por el
teorema I.4.2, existe una Gnica We &'(&7") tal que Ly 9Ly = Ly
i.e., Wk =V (Uxdb). Asq pues:

Definicién I.4.3. 8i U,V € &'(&r) , Sop V compacto. Defini-
mos (VAUY($) = W($) o (VRU)(¢) = VA (Uké$), para ¢ .

& es una distribucifn de soporte compacto.
1) .- Para toda V(0), es posible encontrar ¥ € G:(V'(O)) tal

que S(Y)y= ¥ (0) =1. 8i x # 0, podemos encontrar V(x), vy
Ye é7(vix)) tal que §(¢) = ¥ (0) = 0.
De lo anterior concluimos que Sop & = {, 0} .
Teorema I.4.3. Si U, Ve 4'(&") y Sop V compacto, entonces
1).- URV = VRU
2).,~Uks8 =U

3).- fu = (D¥s )w U
4) .- DY(UxV) = (D'U)RYV = UZ (D'V).

Demostracifn: Probaremos 3) y 4)
3).- (DU)A (P) = URDYd = URD¥(Ex¢) = Un (DS K ¢ )
(UkD*§)aé = (DS # U)ad , y, por lo tanto,

i
I

i

oYU = D% # U. |
4).-D (U V) =D (u = (D ) U V={(DU V. —
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fu = pYs#w U.
4).- D" (Uxv) = s (uav) = [(¥g)xulxv = UIn V.

5.- SOLUCIONES FUNDAMENTALES.

— :
Sea P(D) = ZL Cy p¥ un operador diferencial con coefi-
tdlem

cientes constantes, donde

’ ¥l= oy +,, .+ %

L)

axl .o axn

P(D})T = S, donde S es una distribucifn dada y T una distri-
bucifn inc8gnita, es una ecuacidn diferencial parcial, lineal, con

coeficientes constantes.

Definicién I.5.1. E € 4'(R") es llamada una SOLUCION FUNDA-
MENTAL de P(D), si P(D)E =8 .

Por ejemplo,

1 si x>0, yv>»0

E(x,y) =
0 si x<0o0oy<O

es una soluciédn fundamental de

92
P(D) = W ’ pues:

Lod ()
U ey Lo Y s _
3%4Y (@) = U(m) = j J §X3Y (x,y)dxdy =
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= L

= _9_ gi = -.a—‘P X = =

- J: Lax Gyidx | dy V( sy 0eddy = §(0,0) =5 (%),
0

v, por lo tanto, P(D)E = & .

Teorema I.5.1. Si E es una solucifn fundamental de P(D),

y s8i 5§ es una distribucibfn con soporte compacto, entonces T=SKE —
es una solucibn de P(D)T = S.

Demostracién: P(D)(SXE) = sk (P(D)E) = S 8§ = 5.

Este teorema muestra la importancia del resultado obtenido,
en forma independiente, por Malgrange y Ehrenpreis, de que todo
operador diferencial parcial, con coeficientes constantes, tiene

una solucidn fundamental.
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6.- TRANSFORMADA DE FOURIER.

En esta seccibn introduciremos la transformada de Fourier de
distribuciones, empezando por recordar que, si f£(x) es una fun-
cibn con valores complejos, entonces la funcidn con valores com-

plejos £(t), definida por
o0

Fle) = J e~ 2Mitx £ yax,

-0

es llamada LA TRANSFORMADA DE FOURIER de f.

A
?(t) existe si f es integrable, y, en este caso, f(t) es una

funcifn continua por el teorema de Lebesgue, pues

e 2Mitx f(x) es continua para x fijo,
Ie—antx f(x)‘ = 'f(x)L Yy, como
-

l%(t)lf, S [ £(x)| dx, entonces Ig(t)lguf“ 1l

X

Teorema I.6.1. si fe Ll(R ), entonces existe la transfor
mada de Fourier -
A - »
£(t) = 5 e 2MItX £ 1) ax,
-0
la cual es continua, acotada, tiende a cero cuando jti—> o v

[Te) & UeER (1.
si fe ¢ (R) vy sif
entonces

‘k%x) es integrable para k = 0,1,2,...,m,

[ 2nio™ fiy vy

l2nep™ I?(t)l_ ¢ Ny 1.
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A
Si xmf(x) es integrable, entonces f(t) es m veces continua-

mente diferenciable, y

A ()

[camin ™))" = £ (¢,

Teorema I.6.2. si fa Ial(R') vy k # 0, entonces

mECE) = [f00]”

A A
En particular, £(-t) [f(—x)-_l .

Sea 4f el espacio de las funciones complejas en 8 , las
cuales son infinitamente diferenciables, tales que, junto con to-
das sus derivadas, decrecen mis ripidamente que cualquier poten-

. 1
cia de IV cuando [xi—vee ,
De la definicibn de ; podemos hacer las siguientes ob-

servaciones para tfe.cf :

1) .- 8i 1, me & v{o} , xlq(m’(x) es acotada e integrable,
pues, cComo

lx]‘+2? M) l & M, entonces ]xlqum(x)| £ 1;{-4-2, vy, por lo
tanto, xll{‘m‘(x) es integrable.

2) .- [xl ¥ (x)) (M) o5 acotada e integrable (Leibnitz).

La convergencia en el espacio J estari dada de la siguien

te manera:
. . 1l  (m .
"Pn —» 0 si, para cualesquiera 1,meZ+U§_°’] r X lf(n’ converge uni-

formemente a cero.

Teorema 1.6.3. Si ¢(x) e .J;{d, entonces '-?(t) e,gﬁ:.
También, si ‘Pn p— en_.Jx,, entonces "?n —> 0 en 'Jt'
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Demostracibn: Como tPe-<f ’ xltf(x) es integrable pa-

ra todo entero 1 2 0, y, por la segunda parte del teorema I.6.1,
@ (t) es infinitamente diferenciable. _
Si 1% 0, cada derivada de ?(t) decrece més rapidamente‘
que cualquier potencia de|%? cuando ltl—» e . Adem&s,

| oo™ § Peor| ¢ | fenote @I ™)1, v

| eno™q Dy | < f [ty o] L1

El lado derecho de la filtima desiqualdad converge a cero, cuando
X o0

n—-se , y, por lo tanto, {tm‘?nm(t)_} n=1 converge uniformemen-

te a cero, cuando N —p o=

Como un ejemplo, encontraremos la transformada de Fourier

1
de £(x) = e nx'

oo 9
A —n? —oni - - :_
2ty = J o~PX =2nitxy | S o~ Px+it) “t‘dx.
Sea z = x + 1t, entonces
tso»
A S O
£(t) = et J e ™ az.
tt-o
Ahora, .
itvor - -A A it+A
e § P net —not
e "%dz = lim e "%az + j e "%az + j- e “Zdz, . La
Ao
it- o it-A ~A A e
primera y la tercera de estas integrales tienden a cero, cuando
A-w oo ; por ejemplo,
S t 2 z .2
P -N( - by . - -
J e “zdz = Se (& y') anAYidy £ lthe n(A -t ).--bO.
it=A Yo .

Agi pues,
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A w0
A _n+t R ¥ _n+er o k
f(t) = e nt lim f e nz dz = e nc j e nxdx = e_nt r pues
A -G

- z
fe nx dx = 1, y, por lo tanto,

. e B4 -
[e LSl AT nt?
Aplicando el teorema I.6.2, con k7 0, obtenemos
z »
A - -
k2] [ OF )" =VF R O E Ry por 1o ean

to,

[e_kx=]A = fé e EE tz

Teorema I.6.4. si f, ge_4 ., entonces
o o
A I
jf(t)g(t)eznltxdt - Jf(x+t)§(t)dt.
Joo Y.

Demostracifn:

?(t)g(t)eznitxdt = 5 [ je'zniytf(y)dy] g(t)eznitxdt =

— e -

-ty
S [je—Zﬂi(y-x) tg(t) dt] £f(y)dy = Sa(y-x)f(y)dy =

-t -

fa (£) £ (x+t) dt.

-

En particular, tomando x=0, tenemos
-

£(t)g(t)dt = jfma(tmt,

Y como.Jc:. L2, pues ,Jc L:L ¥ fgej, si f,ge—,o’ , entonces

<f‘r§>L2 = <fr-§> Ll -
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Teorema 1.6.5 (de Fourier). A ,J-—pj es lineal, con-

tinuo, uno a uno y sobre. De hecho
o0

£(x) = Jeznitx 2(t)at.

-0

-nx*

Demostracidn: Sea g(x) = e » ¥y definamos g, (x)= g{gx).
Entonces, como ya probamos que g(x) = e—nx?-' tenemos que

A t

Jee) = 380 EH.
00 o o
ng(t)f(t)eznltxdt = %;- Sf(x+t)§( £ )at = Sf(x+& w)g(w)dw, i.e.,
- »” -a oo - o

g (B E(E) M ae = 5 £(x+ € t)g(t)dt, donde

-
- o

Jge{t)f(t)eznitxdt o lE () e2itx

dt, v

o
-~

@
Jf(x+£t)g(t)dt —_—  f(x) Jg(t)dt, y, como Jg(t)dt =1,

- -

o
tenemos f(x) = j?(t)eznitxdt.
-of

3

De este resultado, se sigue que, si £ = 0, entonces =0,
Y., por lo tanto, A es uno a uno.
Ld o
”~ -2n1 A P4 f )
(£ x) = S e 2MItX Fiiyat = j‘ez"lt‘ x} fyae = £1x),
- -
i AA i
donde f (x) = £(-x)., Asi pues, f = f~.
o
Como f(x} = jeznltx f{t)dt, entonces
-
- " -2ni A
f(x) = j e 2Mitx Biyae =( B di.e.,
]
T= (8N
~ A
Si‘ge/_f , tomamos f = E_;"“ , v entonces £ = ( R Yy =

{ gi )yt o= g; . por lo tanto, A es sobre.



- 26 -

- - - A -

Sea h =79, i.e., h = 9, entonces K = (é) =3 =g
Por el teorema 1.6.4 (

(%, g> 2 = <f, '1'1)L2 =<f, ¢d 12+ En particular,

tomando g = £, tenemos que

A
” £l L2 = " fll 12+ Teorema de Plancherel-

Parseval

Antes de definir la transformada de Fourier de una distri-

bucidn, supongamos que f es una funcibn integrable. Entonces,

e - = .o
T () = J‘(p(t)dt f e™2MitXe (x) ax =J\f e M ItXe ()@ (t)axdt.

—gp -l
o~2Mitx, ) @ (t) es integrable, pues
le_znitxf(x)lf(t)l = lf(x)li ¥ (t)] . Asf pues, es posible
escribir '
o0
A - N
T () = f(x)dx j TAMIEX g (t)at = T (@)
- 0o -0
A . wel
$in embargo, la igualdad Te (¢) = Tf(a) no es vilida si Yeé (a

menos que ¥ = 0); pero si lo es cuando W& Ll.

En vista de esta dificultad, consideraremos un tipo particu-

lar de distribuciones para definir la transformada de Fourier.

De la definici6n del espacho«f y su topologia, puede ver-
~
se que S y que, si ¢ —»0 en .f , entonces § ,—0 end .

Definicién I.6.1. Decimos que una distribucién T es una
DISTRIBUCION TEMPERADA, si puede ser extendida a un funcional 1li-

neal continuo en Af .

Ejemplo 1) .- Una funcifn acotada es una distribucifn tempe-
rada, pues o
() = j f(x) ¢ (x)dx existe, ya que t?e‘./fc. Ll

-
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Ejemplo 2).- Una funcién integrable es una distribucidn
temperada, pues o _
£{(¢) = Jf(x) W{x)dx existe si ¢ es acotada,

-

y &ste es el caso, ya que -tPeJ .

Ejemplo 3) .- Cualquier funcién f localmente integrable,
lentamente c¢reciente, i.e.,

lf(x)’ < Alxlg; cuando |xt-* o , para algﬁn kedN
es una distribucidn temperada, pues si lPe,d', entonces

|W(x)|(———-%_7 si Ix\-»o , y asi
{x{

AB
[ty e (0] K ==,
Ix1
¥y, por lo tanto, f¥ es integrable.
El término "temperada" involucra este lento crecimiento en

el infinito.

Ejemplo 4).- Una distribucifn con soporte compacto es una
distribucidn temperada, pues T(¢ ) tiene sentido para toda ¥
infinitamente diferenciable.

Ejemplo 5).- Si T es una distribucién temperada, también
lo son todas sus derivadas sucesivas, pues

T'(W) = -T(¢'), v, si Ye.d , entonces Y'e f .

Ejemplo 6).- Si T es una distribucifn temperada y P(x) es
un polinomio, entonces P(x)T es una distribucifén temperada, pues

(P(x)T) (@) = T(P(x) Y (x)), Yy P(x) pixfed si ¥es .

Definicifn I.6.2. Si T es una distribucidn temperada, de-

finimos su transformada de Fourier, T, como
: M
T(Y) = T(.-$), para cualquier ved .
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Obsé&rvese que esta relacibn define un mapec lineal continuo
sobre /f , pues, si ¢ n > 0 en . , entonces ?n-——-p 0 en /f .

Ejemplo.- & es una distribucibn de soporte compacto, vy,
por lo tanto, es una distribucifn temperada. Encontremos su trans
formada de Fourier.

%(‘?) = 8(9) = '?(0) =j‘ Y (t)dt = 1(¥). Asf pues,

A
S:]_,

M&s generalmente,

N A & - . - "
S, (¥) =5, (3 = Fx [ emmitxe g (ryae= 72 %oy,

Xo
A - . - .
Y, por lo tanto, 5}{ = e 2nitx, o 8&(x-x,) = e antx°.
0
Teorema I1.6.6. 8i T es una distribucién temperada, en-
tonces A
A
.- [r™]7 = @nigy™ T,
2).- [(-2nix)™ 3" = 2™
Demostracifn: Consecuencia directa de la definicifn y
del teorema I.6.1. Por ejemplo, demostremos 2).
A -~ A
[(-2nix)™ 1]" (¢) = [(-2nin™ 7] (¥) = r{(22nix)™¢) =
) A A PN L4 A )
=1 [ (-1 ) =r[nTe™] = Flnt¢™] -

=1 My,

Podemos hacer uso de este teorema para encontrar la transfor
mada de Fourier de & ‘™

/\m) m e m
S - @2nig)™s = (2nit)™.
Tambi&n, usando 1) con T = 1 ym = 1, T es temperada, pues

es una funcién acotada.

A iy D , o~ . .
0= (1) = (2nNit) 1 , i.e., £t 1 = 0, lo cual implica que
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, -
Sea Y(t) = e t, entonces

<0

A Chxd —n?

1 (¥) = 1(‘3) = 1(e nx ) = je "X"dx = 1. Por otro lado,
)

AF(¢) = « Y(0) =« , y, por lo tanto, &« =1, i.e.,



CAPITULO It

APLICACION A ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES
CONSTANTES.

Consideremos la ecuacibn

) (LN}

(1) a.x '+ a,x + . . .+ a x = f,

donde a; e s # 0 y £ una distribucién.

Para aplicaciones, estamos interesados en soluciones funda-
mentales gue se anulan para t< 0.
Si g satisface

m {n-1)
a,g  + ag + ... +a9-= s

i.e., 81 g es una solucibn fundamental, entonces, para cualquier
distribucién f de sovorte acotado por la izguierda, la ecuacibn
(1) tiene una solucitn de la forma

x =gkf.

Si g es una solucidn fundamental, entonces 95 = 'ng es so-
lucibdn de la ecuacidn

{n=1
(2) aogg” + algs'l Yy oL L+ a gy = 8., donde (T 9)(¢) =

g(t_svh pues

s H9 = (T _8)rg= §r(T g =7 g,V
{n)
aogg" + alg;“"i+ e v« *+ angs= ao(SSkg) + . . . +an(ssgg)=
= Sst(aogm + alg(""’+ . .tag)=5_28 = Ss , i.e.,

gy ©s solucidn de (2).

Daremos un método para encontrar una solucifn fundamental g.
Consideremos un sistema fundamental xl(t),. . ey xn(t) de so-
. o ()
luciones de aox" + alx"d + . . . + ax = 0, y tomemos

eo.(t) = alxl(t) + . . .+ anxn(t)

el(t) bix,(€) + . . .+ bnxn(t), v

...39-...
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e, (t) si t<0

g(t) =
el(t) si t>0

Entonces, para que ¢g sea una solucibdn fundamental, es suficien-
te que se cumplan las siguientes condiciones:

{K
ed® 0y, kK = 0,1,2,...,(n=2).

e/ (0)

(3) n-n n
~ _ -4 _ 1
el (0) = eo (0) - a r

0

g = {9}
19'} + s(0)8
g"= {g"} + s(0)8' + 5,(0)8

[{e]
n

(o _ - fa=1) ®-v)
g={g™}+ s(0)8 + 51(0)8 + .. .+ sn_l(O)S ’
de acuerdo a la notacién del capitulo I, y donde

5, (0) = g™®0%) - g™(07), el salto de la k-ésima derivada
de g en t = 0,

Entonces tendremos

) . - -1
a,g™+ . . .+ ag=acfg™ +ay {d"+. . o+ a {g) + acs(0)E"TH

+ . . . + 205, 1(0)8 =& , va que sk(O) =0, k=20,1,2,..., n=2

v sn_l(O) = %-, de las condiciones (3).

o
Si denotamos por c; = bi - ays de las condiciones (3), tene-

mos

|
o

clxl(o) + . . .+ cnxn(O)

clxi(O) + .. .+ cnxﬁ(O) =0

(n-t} oy



- 32 -

clxqﬂ(O) + .. .+ cnxzqRO) = %A'

El determinante de este sistema es distinto de cero, pues éste
es el Wronskiano en t = 0, y las soluciones xl(t);...,xn(t) son li-
nealmente independientes. Asi, pues, obtenemos una finica solucidn
Cl""'cn’ Y, en consecuencia, tenemcs una familia infinita de sis-
temas de nlmeros al,...,an Y blf""bn' con la ayuda de los cuales
podemos obtener soluciones fundamentales.

En las aplicacicnes, juegan un papel muy importante las solu-
ciones fundamentales g, tales que g(t) = 0, para t< 0. Estas
soluciones son finicas y pueden ser obtenidas considerando la solu-

cifn x(t) = e(t) de la ecuacidn homog&nea, que satisface
e M(0) = o0, k=20,1,2,...,n-2)
(4) (n-1) _ i
e (0) = aor
yv. tomando g(t) = 68 (t)e(t), donde & es la funcibn de Heaviside,

Encontraremos la solucién fundamental
0 si t< 0

g(t) =
' e(t) si £t>» 0

en un caso particular.

Sea A(p) = a,p” + alpm' +...+ a, Y Pys. . .,p, sus rafi-

ces. Supondremos que las rafices de este polinomio son-reales y

distintas, y, en este caso, las funciones
_ kit
Xk(_t) = ek r : k = 1,2,.-.;11;

son soluciones linealmente independientes de la homogénea.
El sistema en el cual ¢y = bi' es
?1 + by, +. . .+ b, =0
plb1 + p2b2 +. . .+ pnbn =
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- - DA |
B} By + BY by * .- v EE B, = 3

n o

y su determinante, es el determinante de Vandermonde

1 1 e o1
pl p2 - - - pn
We = . . . =

=1

Py y'. - - P

ni{n-1
= (-1) @ (P1=Py) «++ (By-Py) (Py=P3) - - - (Dy=Pp) <+ - (P _17Pp) s

y, por la regla de Cramer, obtenemos

Wi : '
b = == k=1,2,...,n, donde
1 L1 0 1 ... 1
Py Peey O Pgryp - - - Py
Wy = : : : : =
q\—a "= -l n-i
Py - Py O Pryy - ¢ - Pp
1 ... 01 1 ... 1
pl L] L] pk- 1 pk+ 1 . - - pn
(-1t 1 . : : . ) =(-1)D*k % Wk,
a, °
n-2 N n-2 T~
Py - + + Proq Pry1- - - Pp°
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El determinante Wﬁ, es también un determinante de Vandermonde,
con los nlimeros pi"“’pk—l’pk+1""'pn' Asi. pues, el desarrollo -
de Wﬁ estari dado por una f6rmula similar a la de W,, pero en la
cual los factores (pi—pj) gue contienen a j desaparecen, y

‘n(n_‘, ‘ﬂ"l’('l‘z]
(-1) ™= se cambia por (-1) & , ¥: por lo tanto,
k-1
(-1)
b, = =

k= aelpyPy) - - (P 17Py) (PePiyq )+ - - (P Pp)

1
8o (PyD1) =+ (B P 1) (P Pryq) <+~ (PP )  AT(p) '

y, por lo tanto, la solucién fundamental es:

gl(t) =
t
1 Px )
e . gi t >0
AT Zpki

Ervj

Calculemos, en un ejemplo, la solucibn fundamental del tipo
antes descrito.
Consideremos la ecuacidn
x"+w2x=8 (we & , w# 0).
El polinomio A{p) = pz + w2
tiene las raices complejas

p1 = iw, Py = -iw . vy, en consecuencia, dos so-
luciones linealmente independientes de la homogénea, son
xl(t) = gcos wt , xz(t) = gen wt.
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Para encontrar la solucidn fundamental, escribiremos prime-
ro la solucibn general de la ecuacisn homogé&nea

x{t) = acos wt + Dbsen wt.

Determinamos a v b, de tal manera que cumplan

x{0) =0 y x'(0) = 1.

= x(0) = a
1 =x"(0) = ~awsen wt + bwcos wt = bw,
=0 )
_ _ 1
de donde a =0 y b = vl

Y, por lo tanto, la solucibn fundamental es

0 si tg0

i

g(t)

:‘—vsen wt si t>0,.
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APLICACION A CIRCUITOS ELECTRICOS.

Consideremos el circuito eléctrico

con una resistencia R, un condensador de capacitancia C y una in-
ductancia L. Supongamos cue en el momento t = t,, la corriente
es nula, y que de t, en adelante, pasa una corriente inducida por
una tensién E = E(t)}, que depende del tiempo. Sea I(t) la corrien
te que pasa a través del circuito.

Podemos suponer que E(t), I(t) estln definidas en todo R ,
tomando E(t) = I(t) = 0, para t < t,.

La intensidad obviamente depende de la tensibn, i.e., I=F(E).

Sean E1 = El(t), E, = Ez(t), I, = F(El), 12 = F(Ez), entonces

2 1

F(E, + E;) = I, + I, = F(E;) + F(E;), v, si AeR , entonces
F(AE) = AI = AF(E), i.e., F es lineal.

El circuito es un sistema fisico estacionario, i.e,, si
E,(t) = E{(t - t,), entonces I,(t) = I(t - t,), donde I, = F(E,).

Tebricamente, la distribucifn de Dirac, & , puede ser consi-
derada como una tensifn, la cual corresponde a una excitacidn
que actfia de una manera muy fuerte, en un corto tiempo.

Es un hecho conocido que la intensidad de la corriente es la
derivada, con respecto al tiempo, de la cantidad de electricidad
que pasa a través del circuito. Supbngase que del momento t, en
adelante, pasa una cantidad de corriente constante e igual a A ,

entonces la cantidad de electricidad est& dada por la ecuacidn
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q(t) = A8(t - t,)
donde @ es la funcibn de Heaviside.
La intensidad, entonces, seri igual a
I{t) = AS(t - t,)
donde & es la distribucién de Dirac.

En vista de lo anterior, es til considerar a F como un‘opera—
dor lineal definido en &7 (R) {(distribuciones con soporte acota-
do por la izquierda), y con valores en 9'*(R) ; este operador de-
be suponerse tambi&n continuo.

Debido a la linealidad, continuidad y la invariancia ante tras
laciones, i.e.,

F(tx) = T Fix),
al igual que en el teorema I.4.2, podemos encontrar una distribu-
cidn a, tal que

F(x) = a¥ x.

M&s precisamente, a es la respuesta impulsiva del sistema, i.e.,
la intensidad que se obtiene como respuesta a la tensidn 3 .

En nuestro caso, la relacién existente entre la tensifn y la
intensidad, para t,= 0, esti dada por

€t

5 I(t)dt,

)

dI (t)
at

(1) E(t) = RI(t) + L +

Qi

gue es un resultado en Electrénica.
Sea 2 = R® + Lg'+ %0 » entonces (1) puede ser escrita co-
mo
E=2¥KI.
7 € 8"(R) es llamada la IMPEDANCIA del circuito. La distribu-
cidn A tal que
Z%A = § ,
es llamada la ADMITANCIA del circuito.
Derivando la distribucién Z, obtenemos

Zl =lel+RSI +és R
v, como Z'A A = (Z¥A)' = Z', tenemocs que
(2) LA™ + RA' + 1 A= &', v se sigue que la admitancia del cir-
C

—

cui-~-
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(2) LA" + RA' + 1 A =& ', v se sigue que la admitancia del cir-
C ;

cuito es la solucibn de (2).

Obtendremos la expresifn de la interisidad de la corriente,
para el caso en el cual, en t = 0, se aplica una tensidn constan-
te E,. En este caso, la tensién estari dada por

E(t) = E, 8 (t).

Tomando en cuenta la definicidn de admitancia, tenemos que
A4E=AY(Z A#I) = (A%Z)2 T = 8% I =1, i.e.,

I =A»E. "

Si denotamos por x, la solucibén fundamental (gque se anula pa-

ra t < D), de (2), i.e., la solucibn de

Lx" + Rx' + % xX= & ,
entonces la admitancia serf A = X, *# §' = x!#*8 = x!, i.e.,

A = x{, v, por lo tanto,
A*E = X! #E = (X)#S)X*E=xA(S§RE) =x,*(5"'*¥E) =
Xo® (§® E') = Xo®E' = X %(E,5) = EgXo.

H
it

De lo anterior concluimos que es suficiente considerar las
soluciones fundamentales Xo-
La ecuacisn homog&nea asociada con (2) es

ICx" + RCx' + x = 0,
v la ecuacidn caracteristica es

LCP2 + RCP + 1 = 0, con raices Pl A P2.

Supondremos que
R # 2|/£ ; pero consideraremos solamente el

Q2

caso en gque
R & 2‘]% r 1.0, R2C2 - 4IC £ 0. Entonces las raices

sonP1=d+iﬁ, P2=d-i{3 ,Slonde

——_R'_...‘ r..."......:l'_- R2
& = L’ﬂ‘/LC‘('—fL“)'
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y la solucibn general x(t) de la ecuacibn homogénea es
; of £
x(t) = e (Acospt + #sen‘dt).

Entonces, la solucifn que satisface las condiciones

x(0) =0y x'"(0) = % , esti dada por
x(t) = _L%B' e“t sengt, y, por lo tanto, la intensidad ser&
0 si t<0
I{t) =
B Xt sen 8 t si t>0
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APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER A LA SOLUCION DE LA
ECUACION DEL CALOR.

Considérese una barra de longitud infinita, en la cual el ca

lor es transmitido solamente por conduccitn. El calor especifico
lineal es ¢ y la conductividad t&rmica es ¥ . La ecuacibn
de la conduccifn del calor es

2
c é}% - 29'%{% z.p ’
donde suponemos que la fuente de calor esti distribuida a lo lar-
go de la barra, y la densidad de la fuente de calor es AR (x,t).

Supondremos que esta ecuacibn sigue siendo v&lida, si U y
son distribuciones; por ejemplo, P (x,t) = & (x) significa que
la finica fuente esti en el origen y proporciona una cantidad uni-
taria de calor, estacionariamente; P (x,t) = 8 (x) §(t) significa
una fuente localizada en el origen que irradia una cantidad uni-
taria de calor solamente para t=0.

El problema clidsico de Cauchy consiste en encontrar, para
t> 0, una solucién U(x,t)} para AP (x,t) dadoy y una distribucibn
inicial de temperatura U(x,0) = U,(x).

Extenderemos U y P para toda te€R , tom&ndolas iguales
a cero para t«< 0. Las relaciones de derivacifn en el sentido

distribucional, para funciones discontinuas, son

Y i
A R £ TR

at
donde U vy j? son las extensiones de U y P , respectivamente.

2,

t

Es f4cil ver que U satisface la ecuaciétn diferencial par-

cial
3 25 _ 3 |
M cfd - 255 -F + s,

Lad

Supondremos que para toda t, A , considerada como una fun-
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cién de x, es temperada, y le'llamaremos : Gf(a t) a su transfor-
mada de Fourier, para t fljo, e 1gual a cero si t< 0; i.e.,

/tr(xt) = G (A,t).

Tamblén supondremos que U, (x) es.temperada y

U, (x) = Vo(a).

Trataremos de encontrar, si ex1ste, una solucidn al problema
de Cauchy, la cual sea una distribucién temperada de la variable

x, para toda t con
o

~ - .
V(A,t) = jnﬁ(x,t)e 2NIAX 4.
-0
Por lo tanto, tomando transformada de Fourier a ambosg lados de 1la
igualdad (1), tenemos

(2) c .g_‘é. + 42XV = T (a,t) + eV, (A) & (t),

considerando a esta ecuacifn solamente en la variable t, para A

fija.
La solucidn de
9V ; i 1 n"'a}
c g + AMPPYYV =8 es F(t) = > é(t)e ,

donde @ (t) es la funcifén de Heaviside; por lo tanto, la solucibn
de (2) es '

Fit) & [ F(a,8) + v, () 6(£)] = Va,t), i.e.,

am ¥ A ¢ amp L X

(3 Tt = Fa,e) x 26(t)e F V) 6 (m)e T E T T,

Por el teorema de inversifn de Fourier, encontramos la solu-
cibén U(x,t) para t fijo.

Supfngase, por ejemplo, que para t< 0, la barra tiene tempera
tura igual a cero, y que en el instante t = 0, una fuente en x = 0
comunica instantineamente una cantidad unitaria de calor a la barry
entonces

u, (x) = 0, ﬁ'(xrt). = §(x) 8 (t), y asi pues, V,(A) = 0 ¥
T (At = 5 ().
’B; (3) tenemos que

18‘ 4
Via,e) = Loyetme
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De (3) tenemos que

~ - b3 r T
Vot = Léwe e At
de donde obtenemos .
. . .
U(x,t) = %O(f) 1 e L4q(¥) t].

b Y
«ﬁ
e~ |

o
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APENDICE "A"

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.
Denotaremos por L7(R")al espacio vectorial de las funciones

definidas en &" con valores reales o complejos, las cuales tienen

derivadas parciales continuas de todos los Srdenes, i.e.
R ={: "8 C | DVecrr) o}

donde o(f.;gq,i___) o ) es un multiindice con ;¢ Nu{o}

ILe)
Bo- - o ¢

il 321“'--.. axy b4 lotlz dhtons .

Daremos a este espacio una topologia definida por medio de u
na familia de seminormas, convirti&ndolo en un espaci-o vectorial
topolégico localmente convexo, segfin las siguientes definiciones

y teoremas.

R Definicifén A.l. Un espacio vectorial V sobre un campo X,
con una topologia ¥ es 1llamado un ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO
si las operacicones +: VX V~—»p Vy ..: KxV—sV son continuas.

Definicibn A.2. Ac §"(&")se dice CONVEXO si
tA + (1-t)AGA siO&tgl.

Definicidén A.3. AcC "6"(&"3 se dice ABSORBENTE si
‘$(P€6°°(Rn) 3. &>0 tal gque d-’(PE_A.

' Definici6n A.4. Una SEMINORMA P en L"(R™) es una funcién
P: £7(R") ~ K*vle] tal que si Y vy ¥ et™(R") vy« es un escalar,
Se cumplen: - |
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a).-P(¥+¢) < P(¥) + P(Y)
b).- P(¥¢) =1l«] P(Y)

Teorema A.1l, Si P: g”(&") —> RKR*u{o}] es una seminorma,

entonces:
a).- P(0) =0
b).- |P(®) - PW@)] P(¥-9)
cy.- P(¢) 2 0

Definici6bn A.5. Sea Ac &™(&”) . Decimos que A es EQUILI-
BRADO si # YeA y & escalar con | [ £1 se cumple que o ¥€ A,

Definici6én A.6. Sea Ac € *(&") absorbente, definimos LA FUN
CIONAL DE MINKOWSKY Ay como la funcién:

ﬂ,q.' =8 —> RT U {°S _ tal que

Ha (@) = mef{ ¢>0 | Yenl.

Teorema A.2. Sea P: 6%(R") — RKR*Ufol una seminorma, y
sea B, = {d€ e=(&") | P(d)< el
entonces B; es convexo, equilibrado y absorbente, y ademis 2‘(8 =P.
1

Demostracibn:

1) .- B es convexo:
Sean ¢, ¥ €B; y 0&£tgl, entonces:
P(tg +(1-t)¥ ) & tP($) + (1-t)P(¥)L tEg + (1-t)E = £
y, por lo tanto, t¢ + (1-t)y € B, y concluimos que By es convexo.

2).~ Bg es equilibrado:
Sea ¢ €B;, y o escalar tal que I«] £1,
P(xp) ={¢|P(@)<E , i.e., «p €B; y, por lo tanto, By es equi-
librado.

3) .- Bg es absorbente:

sea ¢eTT(LR) :
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Pl ¢ ) =u"'P(§) <t si «>1p($), c
i.e., siu> &LP(‘”' entonces P{w” ¢ ) =« P($) < -f,-(—F)P(cb} =&
Yy, por lo tanto, B, es absorbente.

4’"(”& = P.

Sea ¢ € €7 (L") , entonces 6“81 ($) = Inf{O‘)o f o"*4> eB‘}.
Sea A ={F>0 | s $cBy.
sio » P(¢), entonces o' €B, i.e., ¥ € Ay, por lo tanto «2 JI,'N)) .
si (ua, (¢) > P{¢) , tomamos P(¢)<e{,<ﬂ,‘ (¢)., v, entonces,
oy 2 ﬂ,l (¢), lo cual es una contradiccién, y, por lo tanto,
(1) ' M, <P
Sea «< P(¢$), entonces o(“éﬁBl, i.e., si € A, &> PW@) v,
por lo tanto,
(2) Mo, 21
se sigue de (1) y (2) que J('; = P,

Teorema A.3. Sea Ac G°(8") equilibrado, absorbente y con-

vexo, entoncesda‘ es una seminorma.

Demostracibn: Sea A¢$ = {d‘wl s'¢s A},/IA (¢) = Inf Ay
Ssea €20, ¢ ,Veb"M) entonces existen 04 %€y, 0{fc Ay tales que
o< [fn (®) + % , £< Hal¥) + ¥ , Y, como A es convexo,

o+ ¥ of -
s AR K +£ﬁ"?eA,

i.e., (a+g )'3(4>+'-P)£A y, por lo tanto, o +F € Appy
Mo (3 +9 ) °(+ﬁ5/£(¢) +ﬂA ) + &3¥€r0, y, por lo tanto,
(3) La (P +¥ISHa (9)  + My (¥)

Probaremos ahora que My ¢) =[elf(P).

a).- Si & = 0.
&la( O'b) = le(O) = Inf{(r'? 0’0:‘&61\} = Infﬂ+= 0 = lolﬂﬂ (#’)-

b)o- Si d#o.
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o
Sea 0 €Ay , i.e., o €Ay, como A es equilibrado y l;‘.‘,’“ =1,

o ;. -
To| (s'4) ¢ A, i.e., (Idl o )l (dé)er, i.e., ldlreAm’y, por lo tanto,
Ma («¢) g ite W T €hg,ie., lf(xp)ce , i.e., ("M, (x$)<

6““'(¢) , ¥, en consecuencia, AA(«é) < lallﬂa(é) .
~ Ahora, como fa($) = HMa(x™'d )< ™! Ma (xp), entonces Ma (v$)2
[Qﬁﬂ?lulfh(¢) vy, por lo tanto,
(4) L (o) =l Ma($) .

De (3) y (4) concluimos que /ﬁ es una seminorma.

Teorema A.4. Sea X un espacio vectorial topolbgico, y

Ty: X—X , M, : X—X tales que:

T (y) =x+v, M (x) =ax (a4 # 0},

entonces, T, y M, son homeomorfismos y, por lo tanto, si A es a-
bierto en X, entonces los conjuntos x + A y AA también son abier

tos en X.

Definicifn A.7. Decimos que ®B & F es una BASE LOCAL pa-
ra X si cada vecindad de cero, esti contenida en algfin miembro de

B Las VECINDADES DE CERO son los conjuntos V€ ¥ que con-

tienen al cero.

Definicién A.8. Decimos que un espacio vectorial topolbgico
X es LOCALMENTE CONVEXO (E.L.C.) si en X se puede encontrar una ba

se local de vecindades convexas.

Teorema A.5. Si X es un espacio vectorial topolégico,

U abierto tal que 0€ U, entonces:
1) .- U es absorbente
2) .- Existe V abierto tal que 0¢ V equilibrado, tal que Ve<U,

Demostracién: Como el operador
l).- K—> X
(A—> ax,) es continuo, si tomamos A= 0, existe §20
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jal<$ , entonces Ax,e€ U, para cada x,e X, y, por lo tanto, U es
absorbente.

Como el operador

2) .~ KX X — X

{A,X)—» ax es continuo, tomando A = 0, x = 0, tenemos
que existe >0 y W tal que 0€W, de tal manera que si |Al<§y xe W,
entonces aAxeU.

Sea = 32 *W = U. Claramente V es abierto, pues es unibn
de abiertos. Probaremos, pues, que V es equilibrado.

Sea «€K |1 y =xedV, entonces x =«v, con veV, lo que
implica que V€AW, para alglini,, [3A,<6 , i.e., v = A,w, con we W,
entonces x =« A W, Y, como JolAs] =110« 8 , x = (ota)we ;-'Jq»\w =V,
¥y, por lo tanto, V es equilibrado.

Corolario: Si {§ es una base local para un espacio vectorial

topolSgico X, entonces consiste de vecindades absorbentes y equili-
bradas.

Teorema A.6. Sea X un espacio vectorial topoldgico. En

tonces:

a) .- Existe una base local 89 * Be®, B es equilibrado y ab-
sorbente.

b).- ¥BeB 3 B,e® ,; B, + B,cB

c).- ¥B, ,B,e® 3BeB3; BCB NB,

d).-X¥ BeB y xe<B 3 B,e®By; X + By<B

Demostracifn:

a) .- Corolario anterior.

b).- Como X x X—*X

_ (x,y) —>» x + vy es continuo, tomando x =y = 0,
existen V; /V, vecindades de cero tales que V; + V,<B; tomando
By =V,AV, By + ByeV,NV,+V,nV, eV, + VeB.

c).- S1 By, B,e8, entonces B nB,es vecindad de cero, y, como
© es base local en cero, existe Be® 3 BcB, N B, .
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d).- Como X x X —» X
(x,vy) = x + v es continuo, tomando y = 0, existen
Wx' W, vecindades de x y o0, respectivamente, tales que:
W, + W, < B.
Ahora, como 8 es base local, existe B,e& talque ByeW,, y, por lo
tanto, Wx + B&c:wx + WoeB vy, en consecuencia, x + B, =B.

Teorema A.7. Sea ¥ una familia de conjuntos que satis-

face a) y b) del teorema A.6, entonces, tambi&n se cumple:
e).~¥BeB y «¥0, 3 B eB,; «B <B.

Demostracibn: Sea Bé® y « # 0, por b) 3 B,¢8; B + B,=B.
Aplicando nuevamente b), existe B,¢8 3 B,+ B, =B, y asi,

B, + B, + B, + B,«B,+ B,ecB, i.e., 4B,ceB. Progsiguiendo de esta ma-
nera, podemos encontrar Bne B, 2an<:B y basta tomar ned, 2n>o( P

ol n .
y, entonces, >n < 1l, vy (%)2 B <B, i.e., «B <B.
&
Teorema A.8. Sea X un espacio vectorial, 8 una familia

de conjuntos que satisfacen a), b), c) y d) del teorema A.6, enton
ces existe una topologia 3 de X, tal que (X,?) es un espacio vec
torial topolSgico, v 8 es una base local para X.

Demostracién: 3" = {Acxl'f x«A J Be3y3x + B C A}.
Probaremos que J es una topologfa para X.

1) .- Claramente, Xy @ pertenecen a F.

2).- Sean A; vy 3, ¢¥ y xe€ ANA, , entonces existen B,, B,
X + BjcAy y X + BcA,,

Sea Be, B<C B, 0B,
<X + By Ay

X + Bex + BNB, —
- C:X+B¢CA;

es decir, x + BCAnA,, Y, por lo tanto, A,nA, € 3’.
- J
3).~ Sea {Aﬂ}acacg Y Xe A Ay entonces Xxe€ A, para algGn A €3,
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Y, por lo tanto, existe Be¥ 5 x + B< A, cid A i.e.,,}g{sAaeg

y de 1), 2) y 3) se concluye que '.-:F es una topologia para X.

Ahora probaremos que las operaciones + y + del espacio vec
torial son continuas con respecto a esta topologia.
a).-— + : X x X —> X es continua.
(X, y)b—>x + V.
Sea Ax+y‘ una vecindad para X + vy € X, entonces existe B e &8 >
(x+y) + B. < Ax+y' También existe B,e®, B, + B, <B, entonces

(x + B,_")_}z,j-r;ln_(y‘_-+ Bj) = (x +y) +B <A

) +y! vy, por lo tanto, + es
continua.
b). a: K X X ~—X
o (3% ,X,)—> 3,%X, es continua.
Sea V}J’ ' ..u‘na- vecindad de A_,x ., entonces existe Belﬂs NeX, + B
- V-’!i"‘n-‘ e _:-“;;.'I_'enemgs que probar que existe 8§70 y Ux, 3 si {AzAl<S§
Y X G_Uxoi._,j entonces AXE A Xt BC'«Va.vc.' i.e.,. Ax -A,x,68B si
fa-A.l < 8 Yy x€0U,, .
CAX =R KET (A SA)X, +A(x - x,) + (A =2)(x - x,).
 Sea B,c®, By + By + B, =B. Entonces existe Ue¥®3; A,Uc B .
Sea V eqt:filibrado tal que V= UANB,, entonces existe 37>0 3‘
§3xe 4 V. SeapB, Ifi<§ , entonces (-}) §'x,ev, i.e., AxeV si
1#i<® . sSi [A-2.1<& , entonces (A -3A,)x,eVCUANB,<B,; por otro
‘lado, X - X,€ V si tomamos Ux,= X, + V, ¥y, por 1lo tanto,
A(x = X,)€ AV A (UNBy)C AU < By
rAnélogamente, se prueba que (A -34,) (x - x,)€ B,_', y: por lo
tanto, AX =4,X,€ B si 12-A.1<§ y xe Ux, . De todo lo anterior se
concluye que s es continua. |

Teorema A.9. Sea X un espacio vectorial topolégico y

{Pa.}“" una familia de seminormas en X.

Sea S ={V&£={xe)( 8 Pv(x)a} |X‘€r' Yy €>o}

B 1la familia de intersecciones finitas de elementos de 3 . En-

tonces 8 es una base local de una topologfa para X que lo hace
localmente cohvexo; Y con respecto a la cual cada seminorma Py es -

-
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localmente convexo, y con respecto a la cual cada seminorma Py es
continua. Ademds, si {Eklﬂeﬂ Separa puntos, entonces X es un es-
pacio de Hausdorff.

Demostracién;:

;]
a).- Si Be® , entonces B = {1 Vg, y, Por lo tanto es equi-
[ 13 [l

librado, absorbente y convexo.
b).- Sea Be® | ’ B=(“'\V8\

entonces X = X; + X3 , COn X,, ¥, 6 By .
Py (x) & Py (%) + Py (x})< 16 ++& =£& , y, por lo tanto, x€ B,

¢).- Sean By, B,¢® , entonces

" ¥
By = ) Vgy + By = 40 Ve -
Tomando B = B, N B, , se cumple que BC By NB,.

d).- Sea Be® vy x € B.

n "
B = @ VF;ﬁ.‘, ’ Sj= g - Pat'. (x), B = Q_VT;S:, .
x + By « B, pues, si yex + By, entonces y = x + v, , con v, ¢ By.
P&j(y) =Py (x + v,) £ Py (X) + Py (Vi) < Py (x) + 35 =%, i.e.,
y € Xx + By, lo cual implica que yeB Yy x + B,<B.

Como B satisface a), b), c) vy d), es una base local de una
topologia para X, que lo hace un espacio vectorial topol&gico lo
calmente convexo.

Supongamos ahora que {Pf}!‘er' separa puntos, y sea xXx,€ X tal
que Xo ¥ 0, entonces existe ¥,¢f' , tal que Pp, (x,) # 0, i.e.,
Px\o (xo) =« 0.

Sea U ={ xexl Py, (x) < %} y una vecindad de cero vy x, + U
vecindad de x, , también se cumple que U N (x, + U) = & , pues,
de lo contrario, existiria x€UN(x, + U), i.e., x = X, + Uy,
con u, €U 'y x € U, lo cual implicarfa que Py (x)<% , y, toman
do x = Xy =(-u,), tendrfamos:

Py (x) 2 Py (x,) =~ Py (u,)2 - 5‘- = ; ; lo cual es una contradic-
cidn, y, por lo tanto, X es un espacio de Hausdorff.
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Teorema A,.10. Sea X un espacio vectorial topolfSgico y U

abierto, convexo, tal que 0Oe U. Entonces existe un abierto V con-
vexo, equilibrado, tal gue 0e Vo U.

Demostracifn: Como U es convexo, tU = 0{(1 - t) + tUc< U.
Sea Uy = @JﬂU, entonces existe un abilerto y equilibrado W, tal
que 0EWe=U, i.e., si fal= 1, 0€EW =&« Wc«U, i.e., 0€ @110 = Uy,

entonces, si tomamos V = U?, obviamente 0€V. Ademis, podemos
probar que:
a).- V es equilibrado.
si =0, aVv = {0fj<vV.
Supongamos, pues, que 0<l%l< 1,
AV = AUPC AUy = 4 iUy € & Uy = 'p!q 2 Buc Qia'u =U, i.e.,
oV « U = V, v, por lo tanto, V es equilibrado.
b).- V es convexo.
Sea 0<tgl.
1}).-8it=0, (1L -t)V+tv=Veay,
2) .- si Octdl, (1 - t)V + tV e (1 - t)U,; + tU, €U, , pues
U, es convexo, entonces (1 - t)V + tVve< U = V, ¥, por lo tanto,
'V es convexo,

Teorema A.1l1l, Sea X un espacio vectorial, V<X, V equili-
brado. Entonces {xex| /l,(x) < l} =Vve {x eXx) Hv(x)_él}.

Adem&s, si X es un espacio vectorial topolégico y V es abier
to, entonces d“v es continua, V = {xexl t‘v(x) < 1} y V = {x cX |

My (x) € 1}

Demostracidn:

1).- fxex| Mx)<1}ev.
Sea x€ X ﬂv (x}) <1, entonces existe 0 >0, cdv(x)_-éd'< 1, tal gue
r*xeV, y, por lo tanto, x =0To'ixeV.

2).- ve { xe x| Mix) €1].
Sea xev, 1'x =1%1xev, i.e., My (x)€ 1, y, por lo tanto,
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Veixex] My(x)s 15.

3).- 8i X es un espacio vectorial topolbgico y V abierto,
entonces ﬂv es continua.

| Akx) = ey |24 - ).

Sea & >0 y tomemos x - ve 1‘;. € V, entonces (aé)-'l(x -y) 6V,
ie., My(x -y)¢E<e , y, por lo tanto, v es continua.

4) .- 81 V es abierto, entonces:

ve={xex|A4x1<1}y V={xexl fre1}.

Sea x&V, como:
KX X~ X
(1,x)—% x es continua, existe £203 si |1 -Al<€, entonces
AX€V. Tomando A =1+%, (1 +%)x € V, 1;, por lo tanto,
ﬂv(x)é ,_,—:'—,-h <1, i.e., VS{XG'X[ élv(x) 41} vy, por lo tanto,
V={§xeX| M(x)< 1}.

Como ﬂv es continua y V abierto, contenido en el cerrado
{xcxlﬂv (x)4 1}, entonces Vc:’{xeX( My (%) < 1}.

Para que {xeX| Mv(x) sljefr’, basta ver que, si M,(x) = 1,
entonces x € V,

Supongamos, pues, que ﬂv(x) = 1, entonces existe una suce-
si6n iiﬁ.}::. 3 O3xevV, con 1£0, <1 +¥% y O’ —v1.
XxX=1x= ’_(limu';.")x = limf'x €V vy, en consecuencia, x€V, lo

cual implica que {xeX| My(x) < 1}5 V, y, por lo tanto,
v ={xex| My(x) £1]}.

Teorema A.12. Sea X un espacio vectorial topolégico lo-

calmente convexo. Entonces, la topologia de X estd generada por
una familia de seminormas continuas; ademis, X es un espacio de

Hausdorff sii la familia de seminormas separa puntos.

Demostracidn: S8i X es localmente convexo, entonces exis

te una base local B cuyos elementos son convexos y equilibrados.
8 ‘-—‘lé‘vl VGB} es una familia de seminormas en X, y, por lo tan=-
to, genera una topologia 3‘} que hace de X un espacio vectorial
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topoldgico localmente convexo.

Probaremos que la topologia 3} es igual a la topologla ori
ginal F de X.

1).-9} c¥F es obvio.

2).- ¥Fe 3’5
Sea Ve ¥ , entonces V =3 xeX| Mv(x)< 1} GS:@ , ¥, por lo tanto,
3 =’\"‘; .

3).- Si § separa puntos, entonces X es un espacio de Haus-—
dorff (la misma demostracifén que en el teorema A.9).

4) .- Si X es un espacio de Hausdorff, entonces § separa pun-
tos. .
Sea. X € X, x # 0, .existen vecidades vV, vy Vx ‘de cero vy x, respe‘c-
tivamente, tales que V.,f')Vx =§.

) ik
Vx =3‘el"cn( A Vi‘.‘i‘.‘) ! v, = {xex| M <1f,
Y, como x¢V,, entonces My (x)> 1, lo cual implica que Ay (x) # 0
¥, por lo tanto, S es una familia de seminormas dque separa pun-

tos.
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APENDTICE "B"

Definamos en & (R") las seminormas:
Pn(¢) = Max{lD“’qb(X)[ : ld{<n y xe€ Kn+1} n=1,2,3,...

donde KicR”' es compacto para cada ieMN y f;i) K, =R" ;
ademis, Kic Kif;_l i=1,2,3,....

Esta familia de seminormas generan una topologfa para &°(R")
con la cual se convierte en un espacio vectorial topolbgico local
mente convexo.

Sea Kc &™ compacto y f: (R") = {fe ET(R | sop f= K} ,
donde Sop f = {xea"lf(x) # 0}.

£ (®") es un subespacio vectorial de ©"(&") y denotaremos
por B¢(K"} a este subespacio con la topologfa heredada de £7(R™ .

Explicitamente, esta topologia esti generada por la familia de se
minormas

q (f) = Max{ln‘* £(x)| :Jal<n, xeK}.

Sea é,“(m) ={¢€ ¢”(RY | soppcl®” es compacto}.
Consideremos ahora a &f(&") con la topologia % inducida por
?=(&") , la cual estd generada por la familia de seminormas

Pn(f) = Max{ |D°‘ f(x)! : ¢! £ n, xeg"} . Sin embargo,

6.'(&" con esta topologia no resulta ser completo, pues:

Sea
e = si Ixy<1

0_- 51 1xi2z21
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£€L,(R)

N N

-1 i
sea $(x) = c£(2x), pe (R vy Sopd< [-4, §]

m
Sea *‘m(X) = Z 2.’ P (x =), Vim € Co (&)
B ok ' :
{%}:;5 es una Ssucesién de Cauchy.

3 v p,(f -
atf,g) = p 2 -Rlf-g)
Vag 1+P§ (£ - 9‘)
Sea £>0 tal que ‘Z": 2“¢g , Cy = Max {iDqé (v)] : Wl=N, YER}
ayey
-
y N, tal que 2 2 < 7,
Keig+i n
L =
[0y - WD) & ) 2 [ DN¢x -V)fscy ) 2<%
Vzp+i Vani
Por lo tanto, para n2 N,, Ps& y t« £n, Pn('i{."—vu ) & & .

" o
S 39 by (Y- ) V50 By (P =Y )
a - ¥ ) = 2 + 2
Vyer " ‘%!_ 14P, (Yase = ¥ ) 2—- 1+B, (Yoer = VYu )

VaKt

N -
< Z__z"P,, (Fur-Ya ) + £ ¢ 2" e (P, -Tn) + & <

z1

N

h A

£ £
<3tz =t
Asf{. pues, hemos probado que {\{I;]“T‘ es una sucesién de
Cauchy. vy, sin embargo, lim ¥ ¢ cren) : por lo tanto, € (R)
no es completo.
Daremos a &7 (f") una topologia ¥ que lo haga completo.
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Sea 8 ={Wc(,"(ﬂ") | W es equilibrado, convexo y, para todo com-
pacto Kc & , wnd, es abierto en JK} .

Teorema B.1l. En 8 , asi definida, se cumple:

a).— Wel® es equilibrado, absorbente vy convexo.

b).- ¥ WeB 3 W,e¥® 3 W, + W, =W,

c).—- Si W, W,e® , existe W,¢®8 tal que W, < W, N W,.
d).- Si Wel®l y xeW, existe Woe®B tal que x + W, W.

Demostracibn:

a) .- Solamente tenemos que probar que W es absorbente.
Sea W€ 7(8"), entonces Y€ 8x(R") para algfin compacto Kc &7,
Sea WE®B , entonces WN J(R™) es abierto en O (&") , y, por lo
tanto, es absorbente, i.e., existe 0 >0 tal gue 'Y ewn -¢9ch,
y, en consecuencia, W es absorbente.

b) .- Como W es convexo, -}WV +iW e W, y, tomando W,= it W,
se cumple que W, + W, = W.

c} .- Tomando W,= Wy N W,, se cumple que W, € W, N W,.

d).- Sea We® , entonces
éaw.' Co (R} — RYvie} es una seminorma.

P'#.,(R"J = W K /WGJK es una seminorma en Jg (®"} , vy, por lo
tanto, es continua, y entonces, P ()< 1l, si Vewe -9;(62”].

Sea Wo= {$ e ¢X(®Y| P($)<1 - P(*P)}

W, es convexo, edquilibrado y, ademfs, como

Wo Nde(8M) = P""[(-e- 1 - P(‘P))] vy P es continua, se cumple que

W, N & ®")es abierto en By (&") , v, por lo tanto, W._e®B.

Sea ¢e€ W,, entonces P(¢# +¥ )& P(é) + P(P)<al - P(¥) + P(¥P) =

= 1, de lo que concluimos que ¢ +¥eW, i.e., ¥+ W, W, con

WK

lo cual queda probado 4).
Por el teorema A.8, existe una topologia ¥, para &J(&7)
tal que (Er(&”) , & ) es un espacio vectorial tc)pdl_égico' local-

mente convexo, Y & es una base local para 3; .
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Definicifn B.1. Sea X un espacio vectorial topolbgico,

decimos que la sucesidn {xﬂ}:; cX es de Cauchy, si, para toda U
vecindad de cero, existe Ne&N "tal que ('xn - xm) € U, si m,nz N, -
y decimos que X es completo si toda sucesifn de Cauchy es conver

gente en X.

Denotaremos por <J{®") al espacio vectorial topolSgico Z,”(&")
con la topologia antes descrita.

Teorema B.2.

a) .- Para todo compacto K< &" 1la inclusién
1e : Dy (R") —» J(&") es continua y
Segmy={wnd, | wed} .

b) .~ Sea E acotado en &(&») , entonces existe un compacto Kc®”
tal que ECH(®R") y para todo ne& -existe M tal que, para toda
Y ¢ E, se cumple que Pn( ¢)s< Mo

c).- d{g") tiene la propiedad de Heine-Borel.

d).- si {'45}; es una sucesifn de Cauchy en 4(&") , enton-
ces i‘{‘}::: < Oc (#"), para algfin compacto KcR" y para todo neMN, y
€> 0, existe Nead tal que P _(¥; -¥;)< &, si i,j2N.

e) .—{?;};:j_c: A(8") converge a cero sii existe K compacto en &7

tal que Sop lf;gK, y, para todo inultiindice « , D¥ !pi ‘L"L’f__.:., 0.
f).- A(&") es completo.
Teorema B, 3. Sean X,Y espacios vectoriales topolégicosg,

v ® una familia de seminormas gue generan la topologia de Y,
T : X —>Y un operador lineal. Entonces T es continuo sii, para
toda Pe® existe U vecindad de cero en X, tal que, para toda x€ U
se cumple que P(Tx) £ 1. Si, ademis, W es una familia de seminor_
mas cerrada bajo mlximo que genera la topologia de X, entonces:

T es continuo sii para toda Pe¢ ¥ existe meM tal que
P(Tx) € Mm(x), para toda x € X.

Demostracifén: (=—=>) Supongamos que T : X —» Y es continuo




Y sSea Pe P {er l P(y) < 1} es una vecindad de cero en ¥, y, por
lo tanto, existe U vecindad de cero en X tal que T(U)c{ye&Yl P(y)<l},
i.e., P(Tx) <1, para toda x e U.

(<<= ) Sea V vecindad de cero en Y, entonces existen conjuntos
bésicos V, = {yclP.(ykE-} , tal que ’f\ V; =V. Para cada uno de
estos V,, existe U, tal que, para toda x = Ul, se cumple que P{Tx)<1.

Tomando € = Mlnifh .,s"'} y U= ( /_\U )‘se cumple
que T(U)«=V, pues, 8i XeU, Pi(T(sx)) = ¢ Pi(Tx)-cE_ g; i=1,
2,3,...,n, y, en consecuencia, T(x) € V; por lo tanto, T(U)< V.

Supongamos ahora que W es cerrada bajo miximo y T: X—> Y
es continuo.

Sea Pe® , {xex| P(x)(E} es una vecindad de cero en'Y, enton
ces existe una vecindad U de cero en X tal gque:

T({U)C {y €Y IP(y)-<l}, i.e.;, 8i x & U, entonces P(Tx)< 1.

Existe me ¥, y & >0 tales que {(xe¢X|m(x)< E} <= U.
Sim(x)<§ , entonces x e U, i.e., P{Tx) <1.

Si m(x) = 0, entonces m(A x) = 0 y, por lo tanto P(T(Ax))< 1, i.e.,
P(Tx)< %A , lo cual implica que P(Tx) = 0.
Supongamos ahora que m(x)> 0 y sea A =,,--—-—-§--—-* .
2m (x)
m(Ax) = Am(x) =£ <g , lo cual implica que P(T(ax)) <1, i.e.,
P(Tx)< & m(x).

Teorema B.4. Sea Y un espacio vectorial localmente con

vexo, T :8(&") —» Y un operador lineal, entonces los siguientes he-
chos son eguivalentes:
a).- T es continuo
b).- T es acotado
¢).~ Las restricciones de T a cada Zk(R") c D&R") gon continuas.
d).-si ¢ _— 0en HE"), entonces TY — O en Y.
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