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INTRODUCCION

En el presente trabajo se pretende dar, de una manera bre-

ve, un panorama general de la teoría matemática de las Distribu

ciones, ejemplificando algunas de sus aplicaciones a la teoría

cuantitativa de las Ecuaciones Diferenciales.

El concepto de Distribución, que generaliza el concepto de

función, trabajado inicialmente por el físico británico P.A.M.

DIRAC, cuando a fines de la década de dos veintes, introdujo la

"función" 6 , la cual tiene la propiedad de ser igual a cero

en todo AZ , excepto en el origen, y tal que su integral en to

do AZ	 es igual a 1. Es claro que a no define una función
en el sentido acostumbrado, y los intentos, fructíferos, de dar

rigor a la teoría por parte de matemáticos como el soviético

SOVOLEV y el francés SCHWARTZ, dieron origen a la moderna teo-

ría de las Distribuciones, donde la 6 se define como un ope-

rador sobre un espacio de funciones.

Desgraciadamente la mayoría de las presentaciones, o bien

enfatizan los aspectos matemáticos de la teoría, elevándola a

un alto nivel de abstracción, o bien, desdeñando los detalles

de rigor matemático, enfatizan las aplicaciones de las Distribu

ciones en diversos campos. En la presente tesis buscamos un ba

lance en ambas direcciones, presentando la teoría necesaria pa-

ra justificar el uso de Distribuciones en problemas físicos mo-

delados por ecuaciones diferenciales. Las partes más abstrac-

tas se tratan en los apéndices, y la presentación elemental de

la teoría, está desarrollada en el capítulo I. En el capítulo

II se aprovecha la teoría desarrollada para resolver ecuaciones

diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes,

y luego, una ecuación en derivadas parciales: la ecuación del

calor.



Desde luego que no se trata de un trabajo exhaustivo, y mu

chos ejemplos interesantes no fueron cubiertos. Tampoco se pre

sentó la teoría en su máxima generalidad. El lector interesado

puede referirse a la bibliografía para ahondar en el tema.

Creemos que el presente trabajo puede ser de utilidad a

los estudiantes de Fisica y Matemáticas del séptimo y octavo se

mestre, con conocimientos mínimos de Topología y Análisis Fun-

cional. También podría servir para cursos de Ecuaciónes Dife-

renciales Aplicadas.
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CAPITULOI

TEORIA DE DISTRIBUCIONES.

En este capitulo daremos la definición y propiedades bási-
cas de los objetos matemáticos conocidos como DISTRIBUCIONES o

FUNCIONES GENERALIZADAS, las cuales surgen de una manera natu-

ral en situaciones donde la noción clásica de función es inade-

cuada, cuando es entendida en el sentido más general, como se

verá en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1).- Una distribución lineal de masa puede ser con-

venientemente caracterizada, dando la densidad de la distribución. —

Si m(x) es la densidad de la distribución de la masa en un
intervalo t et t ') , entonces la masa total del sistema es:

m =	 m(x)dx

y la abscisa x, del centro de masa es:

Xor-
	 1	 xm(x)dx.

M

Sin embargo, ninguna función ordinaria puede especificar la

densidad correspondiente a uno 'o más puntos con masa positiva.

Para resolver este problema, se recurre a la "función" tS de Di-

rac, la cual tiene las siguientes propiedades:

8(x) = O	 para x	 O	 (xca)

a
58(x)dx = 1.

Supongamos que tenemos un punto material de abscisa x, y ma-

sa mo. Este sistema puede caracterizarse completamente por la

distribución de masa:
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m(x) = m.	 - x), pues la masa M la encontramos:

M = ti m(x)dx =	 m.	 8 (x. — x)dx = m oS (x. - x)dx = m.,

—W

y la abscisa del centro de masa es:

r
la

1 
xm	

X -Loó (x. — x)dx = °m -	 5 ( x o — x)dx = 3Ss1r -1° - x°.
-o

Asía, pues, mediante el uso de la "función" S de Dirac, se -
pudo caracterizar completamente el sistema; sin embargo, es claro

que 6 no puede ser una función en el sentido clásico, pues, si

una función se anula casi dondequiera, no puede tener integral po

sitiva.

Ejemplo 2).- La gama de problemas en los cuales un proceso

físico viene descrito mediante funciones continuas y diferencia-

bles, puede ser ampliado de manera esencial, introduciendo en la

discusión soluciones discontinuas de las ecuaciones que los des-

criben; por ejemplo:

Si una cuerda consiste de dos trozos de diferente densidad,

entonces, en la ecuación de la cuerda vibrante,

alu- a =	 02u

atz	 a#2

el coeficiente será igual a una constante diferente en cada uno

de los correspondientes trozos, y, por lo tanto, esta ecuación no

tendrá, en general, soluciones clásicas, i.e., dos veces continua

mente diferenciables.

Supongamos que el coeficiente a es constante, pero que la po

sición inicial de la cuerda tiene la forma de una línea quebrada,

dada por la ecuación 	 Ul t.0 = 4/(x).

En el vértice de la linea quebrada, la función	 , evidente-

mente, no puede tener primera derivada; puede probarse que no exis
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te solución clásica de la ecuación -de la cuerda vibrante que sa-

tisfaga las condiciones iniciales:

Ul 'f(x)t=0
8U	 = 0 .
3 t  t=0

Dando un golpe brusco a cualquier segmento pequeño de la cuer-
da, las oscilaciones que resultan están descritas por la ecuación :

GiU	 z 82Ua — - f(x,t),
at,	 pxa

donde f(x,t) corresponde al efecto producido, y es una función dis

continua, distinta de cero, solamente sobre el pequeño segmento de

cuerda, y durante un corto intervalo de tiempo. Esta ecuación tam

poco tiene solución clásica.

Así, pues, exigiendo la continuidad de las derivadas para la -

solución deseada, se restringe fuertemente la clase de problemas

que podemos resolver.

En el ejemplo anterior está claro, desde el principio, que el

problema en consideración no puede tener soluciones que sean dos

veces continuamente diferenciables; en otras palabras, desde el

punto de vista del enunciado clásico del problema, éste no tiene

solución, no obstante que el correspondiente proceso físico sí

ocurre.



1.- DEFINICION Y EJEMPLOS.

Consideremos el espacio dual de 	 a/ie") = (Cae) ,

donde	 es la topología construida en el apéndice "8".

Definición I.1.1.	 A los elementos de	 41 /(0?") , el dual de
19 r) , les llamaremos DISTRIBUCIONES.

4 /(51 1 ) = ITMal -p, Az ► e f T es lineal y continuo} .

Teorema I.1.1. 	 Sea T :l(et")---)R	 un operador lineal,

entonces Ternar) (i.e., T es una distribución) sii, para todo

compacto Kair , existen Ceék ,	 NEDJ , tales que:

	

IT( q )1.4cPN (1),	 para toda	 tpc	 (lir) .

Demostración:	 Consecuencia de los teoremas B.3 y B.4.

Ejemplo 1).- Sea f	 At	 una función localmente inte-

grable, i.e., para todo compacto Kt6r

f (x)I dx c	 ,

entonces, el operador

Tf : Mal	 4t	 definido por:

Tf ( 'f) =	 jr f(x)	 '9 (x)dx,

AM
es una distribución, pues, obviamente, es lineal y, si kc:41m

es un compacto arbitrario y ye 4cer) , entonces:

1Tf (ty )

	

	 = I f f(x) tf (x)dx)	 'f(x) (f(x)Idx

1T

- 4

(1)
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Maxif(x)1 S If(x)(dx, i.e.,
X6K

Tf (q)I G CP, (f)	 donde C = t If(x)Idx.

Como un caso particular, podemos obtener la distribución da-

da por la función de Heaviside:

(x) =

	

{

O	 Si	 < X < O

	

1	 Si	 0 t X < 191°

donde Te (f) = J 9(x)dx; a esta distribución le llamaremos "la
o

distribución de Heaviside".

La función de Heaviside es usada en Electrónica con el nom-

bre de "función unitaria".

Ejemplo 2).- Una distribución que se usa frecuentemente, y

que no puede ser obtenida por la fórmula (1), es la distribución

de Dirac	 , definida por:x.

sx. :	 ,

S x. ((e) =	 T(x.),

S x, (x+
	 ) = o( 5 (x0)	 /3	 (x.) =011 S xo t	 6 x.

y, por lo tanto, 8
x 

es lineal..

Sea K G e	 un compacto arbitrario y 9 6 .6k (sYli ,

I S x. (9)1	 = IT(x .)1 1,	 Max	 19 (x) I = 1 • P. (f). De lo
X6 K

anterior concluimos que g x, es una distribución.

Cuando x. = O, escribimos simplemente b en lugar de S ,

i.e.,	 S (41 ) =	 W(0).	 <3



nemos que:

F( I) = VP (X)

VP S (x) / (°)x
- fi

dx	 q(0)VPS dx

(1' 	 (x) -	 (0) dx,dx -

_f

-P
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En Electrónica, la distribución de Dirac es llamada "impul-

so unitario".

Ejemplo 3) .- Si f 6 I! (t), entonces T f es una distribución,

pues, obviamente, T f es lineal, y, si K o a" es un compacto ar-

bitrario y tp € A (am) entonces:
(Tf (q) I 1... SI f (x)( . j (9 (x) I dx _.t. 	 Max I W (x” j‘ 	l f (x) I dx

K	 xeK	 K

Z 41A(K) 4 	Max ( (/(x)( S if (x)(Pdx,
x K	 K

donde 1- +	 1 = 1 y	 du es la medida de Lebesgue en," .
P	 q

Así, pues, iT f (Q)1 .51 CP * (,), donde C = dk(K)
I-
 i (f(x)( dx,

y, por lo tanto, T f es una distribución.	 IC

Ejemplo 4).- Introduciremos otra distribución que no puede

ser obtenida por la fórmula (1), y que es muy usada en Mecánica

Cuántica.

La función	 f :slt-y6t , f(x) =	 1 , no es integrable en

cualquier vecindad del origen. Consideremos la funcional F defi-

nida por el valor principal de la integral en el sentido de Cauchy.

F(q) = VP	 S (11 ( X ) .2---- ux = lim S	 cf(x) dx.x	 ¿40	 x -
-a.	 hU1E

Es obvio que F es lineal.	 Sea Kc dt	 un compacto arbitra-

rio y qc4(62)	 , fiCdt	 tal que	 Kc:[ -fi , in , entonces te-

Go



lo escribiremos:

será denotada por VP 1 (y algunas veces simplemente por -), y

1F(9 )1 .4: j4 1  Y(x) —	 ( 0) 
dx 1. 2, Max Ices(x) I =

—fi

= 2, P1 (9) , y, por lo tanto, F es una distribución, la cual

- 7 -

tomando en cuenta que:

VP	 dx O y que_ or x
Y(x) —	 f (o) 

x es integrable.

Ahora, usando el teorema del valor medio,

I
(x) - 1(0)  I . Max	 ( te(x)(

-0 txs,

y, en consecuencia,

e
VP 1-	 dx.( y )	 =	 VP j-

-e

También podemos introducir la distribución lnlxl, por la fór

mula:

lnlxl (y)	 = VP iP Ce(x)lnixidx.

2.- EL PRODUCTO DE UNA DISTRIBUCION POR UNA FUNCION

Introduciremos una operación que consiste en multiplicar dis-

tribuciones por funciones, de tal manera que extienda la operación

de multiplicar dos funciones.

Si Tf es la distribución asociada a la función localmente in-

tegrable f, y 4)	 es una función infinitamente diferenciable, en-

tonces es natural pedir que f Tf sea la distribución asociada
con 'P f, i.e.,	 yTf = T tp f , y, si esto sucede, entonces:



- 8 -

4, Tf ( T) = Tyf(q	
ir

)	 =	 (1)(x)f(x) te (x)dx =	 f f(x) ( IP , ) (x)dx =

e	 A"
Así, pues, podemos dar la siguiente definición:

Definición I.2.1.	 Si Te I" (In ) y T e. SOR") , definimos
el producto de y>	 y T como

(	 T)	 ) = (Y ) , para toda e..9 (as) ,

Esta definición se justifica, pues 41(P E C e y el raspeo
If	 %V?	 de -8(52") en sí mismo es continuo.

Obsérvese que el producto de una distribución con una fun-

ción infinitamente diferenciable, puede anularse sin que ninguno

de los factores sea nulo; por ejemplo, tómese S e '81(5") y

(5t") ,	 tal que	 `('(0)	 = O.
Para toda te am")	 ,

( M115 ) (	 = S (TI )	 =	 'P (0) Y (o) = 0, y, por lo tanto,	 = O.

Más generalmente, si	 1€ l'(6") , tal que te (x 0 ) = O, enton-
ces

UP8 x0 1( ) = 8x. (Y9 )	 = 111 (x.)	 (x )	 = O, i.e., paz. = o,

lo cual escribiremos

Su (x) S (.x-x;) = O, en particular, x 5(x) = O.

En el caso de distribuciones definidas en .6(a)  , podemos
establecer el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1.	 Si a bc) es una función infinitamente dife-

renciable, y a' (0) # O, entonces f e ..cgt/R) satisface
a ()e) f = O sii f ot	 para algún escalar o?

Demostración:	 Es suficiente establecer este hecho en el

caso xf = O, pues

x	 si x # O

b (x) =
1	 si x = O

a' (0)

Tf (Ple)•
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es una función infinitamente diferenciable, y, si a (x) f = O, en-

tonces xf = b(x)a (x)f = O, i.e., xf = O. Inversamente, xf = O

implica a (x) f = 0.

Probaremos, pues, que

xf = O sii f = .21 6 , para algún escalar <X .

.- (•t- ) Si f = 01 6 	 , entonces xf =o( • x ó = O, para cual-
quier escalar ol .

.- Si xf = O, entonces f (x tf ) = (xf) ( 'e) = O, i.e., f se

anula en el conjunto de las funciones 4'E 40 ( 6)	 tales que

Ii) (x) = x te (x) , con lee•8(60 , el cual coincide con el conjunto

de las funciones te e <9(130 tales que (9 (0) = O.

De hecho, si ¶ (0) = O, entonces la función

lec	 =

si x y O

Si x = O

es infinitamente diferenciable y, por lo tanto,

implica que	 (x) = x	 (x) .

Sea ahora 111, s «9(40 , tal que Wo (0) = 1.
cualquier (j• E 4( den ,

1 (X) = A 490 (x) + P (x), donde l('€46541
así, pues, tenemos que:

f(. ) = f (x p (x))	 O, y, por lo tanto,

f ( ) = f(A LP. +	 )	 = A f ( rio) +f (P) = A
•= 1Y(0) =	 S( te ), i.e.,

f = a 6 , donde	 el = f ( 14 ) , que es lo que

I9e.49(ti), lo cual

Entonces, para

qi (0) = Q y ñ = `41 (0) ;

f(T0 ) =	 ( 0) f (Pe) =

deseábamos probar.

Consideremos la distribución f de la forma
1(2) f (x) = VP -x + 5(x), con al escalar.	 Si multiplicamos am-

boa lados por a (x) = x, tendremos

xf (x) = xVP 1 + x ces (x) = xVP 1

tomando en cuenta que x S (x) = •r< [x 8 (x)3 = 0I Y
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(xvP 1-) ('Q) 	 S) = (vP 1) cx q ) = VP	 x : (x) dx = I 4) (x)dx = 1( f ) ,

i.e.,

xf(x) = 1.

Así pues, las distribuciones de la forma (2) son soluciones

de (3), y veremos que el recíproco también es válido.

Como xVP I = 1, entonces una solución de (3) es f.(x)=VP 1

Si f1
 es otra solución, entonces

xf.(x) = xf 1 (x), y, por lo tanto,

x [f 1
(x) - f.(x)] = O, lo cual implica que

f 1 (x) - f o (x) = «8(x), i.e., f i (x) = VP 1 +	 0( 6(x).

Es un hecho conocido en la teoría de funciones, que la solu-

ción de la ecuación xf(x) = 1 es f 1
(x) = I , para x	 O, y no defi-

nida en x = O. En la teoría de distribuciones, la solución de es-

ta ecuación puede ser escrita simplemente

Consideremos ahora el caso más general, una ecuación de la

forma:

a(x)f(x) = 1, donde a es una función infinitamente dife-

renciable, tal que a(0) = O y a(x) Y O, para x	 O.

La solución de (4) es:

f(x) - ni)1 	
a+ o( 6(x), donde	 -,-) significa:(
1
x

'	 j%	 Y(x),./,T) = VP
ii)
1(	a (x) dx.

-o

Se prueba fácilmente que f es solución de (4),
os

a(x)( 541) )(T) = VP
si 

% 11 )x (x) dx =	 Y(x)dx = 1(T), Y, por lo

	

o	 _..



tanto, a(x)f(x) = 1.

3.- DIFERENCIACION DE DISTRIBUCIONES.

Definiremos la derivada de una distribución, de tal manera

que generalice la derivada de funciones ordinarias, i.e., pedire-

mos que, ,,-si	 4/ es derivable, entonces Tk coincida con Tf,

i.e.,	 o

TI( y) = Tf ,( 11 ) = uí. f'(x) 4(x)dx = - f f(x)	 '(x)dx = - T f ( Y')

Así, pues, debe cumplirse T1(1) = - Tf ( (r).	 Más generalmen-

te, como

mg
De( f (x) Y (x)dx = (-1)	 f (x)Da (x)dx

If41"

Definición I .3 .1. Si T s .191(g1 	 y o< es un multiíndice , de-

finimos

(D« T) ( f ) = (- 1)
ot
 T (D- ) , para Y ar) .

o	 I	 roObsérvese que si Ten ) ,

obviamente, dI T es lineal, y, si

rio y 9s e 4 (40) , entonces
( Di n ( ) 1 =	 (Ds ) 1.

entonces

K an

C Max
1$4-.44N

D T (int )	 , pues,

es un compacto arbitra-

pret
D	 9(x) 1 ,	 i.e.,

xsx

I(DIT)(/ )14 CPwhilin (te)), y, por lo tanto, D"T es una distri-
bución.

Cualquier distribución tiene derivadas sucesivas de todo or-

den, y puede intercambiarse el orden de diferenciación, mes,

axi 	ni 3 xi	 3. 
ox.3

). Y
(9)	 El) 2,„  31 9  )	

T(
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t T 	 22 te 	 al Y ( te) — 	 ( -1) 2 T(	 ) - T(	 ), pues	 y tiene.gx ax.	 ax. x 	 pe x
3	 3

derivadas parciales continuas de segundo orden.

Para el producto de una distribución Te efi) por una función
infinitamente diferenciable 	 '4) , tenemos la fórráula usual de dife
renciabilidad

(PT) 1 =	 +	 li r, pues, si	 V 6.0(a)	 :

( 141 T)' ( 4) ) = (-1) ( T) (	 = -T(9"f") = -T(Cl if) 1 -	 =
— T(tinf) + T(fi g ) = 111 ' (911 + 11 ( 44" (f) = W T i ( W ) + T I T(	 =
(tT' +4/1111)(4P).

Si una función localmente integrable f no tiene derivada con-

tinua, la derivada de la distribución Tf , en general, no es igual
a la distribución definida por f'.

Consideremos, por ejemplo, la función de Heaviside

si x<0

9(x) =
{1	 si	 O

Esta función tiene derivada 	 e'(x) = 0, para x	 O. Para

x = O, la función no tiene derivada.

La distribución dada por la función	 0 1 (x ) es, obviamente,
cero, mientras que la distribución dada por e , tiene derivada e,
dada por la fórmula

e
0 1 (9) = - 0(V) =

-J
% (0 1 (x)dx = -, (x)1 = T(.0) = s (y).
o

Se sigue que la derivada de 	 6 es la distribución 8 .
(obsérvese que escribimos 8' (9),en lugar de T'	 (q)).
La segunda derivada de la función de Htaviside, es la deriva-

da de la distribución 6	 , y está dada por la fórmula
O"( (1) ) = 6'(q')	 = — 8 (9') = - tr(0).
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En general, tenemos

e't' HÑ =S in
-u 

(' ) =	 (-1)
»-i
	 «» .

También se cumple la igualdad

	

8 (4/ ( (f) =	 (-i)" te"(o).

Nótese que si a(x) es una función real de variable real, con

primera derivada continua en una vecindad del origen, entonces

(5)	 a s ' = a(0) S' - a' (0)8 , pues,	 si	 t.p e OSO ,	 tenemos

	

(a 4')( 1)	 =	 S'(att) =	 -(aT)'(0)	 =	 -a(0) 9 1 (0)	 - a' (0) q1(0)=

=	 (a(0) I ' - a' (0) b ) ( 9) , y esto implica	 (5).

En particular, si tomamos a(x) = x, entonces

x ' = - 6 .

Más generalmente, podemos establecer la igualdad

	

x 6	 = -n	 , para n s 4:r4	 .

Calcularemos ahora la derivada de la distribución definida

por la función ln lx 1 .

a	 -e.
(ln)x0' ( 1 ) -	 S	 9'( x)lnix 1 dx = - lim [ 5 9' (x)ln x dx +

vio
-'	 -0	 t

+	 re' (x)lnixt dx]	 = - lim	 q (-E)1n£	 5 9(x) dx -
E 	 erho	

-..

J

a	 E

-	 9 ( a ) ln E	 S 	

x
9(x) dx - lim [ S  19(x) dx +

sso E

	

+ 1 	 (x) dx +	 ( 1/ (	 - 't ( - E))1nE]	 y, como
2

9 ( )	 y (-E) .	 ( 1)(2E ),	 con	 Y c(-a,e) y lim	 (	 )= q?' (o)
Ca0

y lim -E lnE = lim ln E  - lim	 En	 -	 lim c	 = 0, tenemos que
E g o	 1.0	 la 	 shie "70	 wetóe 

M

	

-	 'é

1x)	dx + j 	 ( (lnlx1)'(?) = lim [ S E W(x)	 dx	 = VP	 9(x)ti	 dx,
Cr 	 x	 x

	

-v.	 E	 ...»

i.e.,	 (ln)xf) 1 = VP 1
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Sea T €4 1 (02.) definida por una función f, la cual tiene deri-

vada continua para x x., y supongamos también que f tiene limi-

tes laterales f(x.+), f(x0) en x.. Entonces la derivada de T será
ito

T e rn = -T(T') =	 lin(x)f(x)dx + S (e(x)f(x)dx =
-93	 xo

x,	 pc, 3

= te (x)f(x)I	 le-	 (x)f1(x)dx + Y (x)f(x)1
-e

S Y(x)r(x)dx =	 T(x.)[ f(x;) -

o°

S f(x)fe(x)dx.
-0.

Si denotamos por { T'} la distribución dada por la función

f', y por s(x,) = [f(x .E.)	 - f(x:)] el salto de la función f en xo.

entonces la fórmula anterior nos da:

T' = IT'} + s(x.)6xo.

Más generalmente, si f tiene derivada continua, casi donde-

quiera, excepto, posiblemente, en un conjunto de puntos aislados

xvconsaltoss(x.), entonces

T' = { T'} +	 2: s(x.) S	 .1 Xi
Por ejemplo, consideremos la función real de variable real

f (x) =

si x < O

si x	 O donde It= fi -Ir > 0.

En los puntos x<Q, f tiene derivada igual a cero, mientras

que en los puntos x> O, la derivada es igual a (X . En el origen,
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la función f(x) tiene un salto igual a 1	 . Así, pues, la deriva
da de f, es la distribución

f' = a e + as , donde 6 es la función de Heaviside.

4.- CONVOLUCION DE DISTRIBUCIONES.

Para motivar la definición de convolución de dos distribucio-

nes, consideremos primero el caso en que f y g son dos funciones

continuas en S" , una de las cuales tiene soporte compacto. Su

convolución se define clásicamente como

(f4kg)(x) =	 f(x - y)g(y)dy•
m"

Si f es una función definida en 41" , definimos r y raf co-
mo 1(x) = f(-x), y, para cada aefiC , (t f)(x) = f(x - a). Con

esta notación (t x1)(Y) = 1(y - x) = f(x	 Y). y

(f * g ) ( X) =	 ( drx 1 ) ( Y) g (Y) dY•

Así, pues, podemos definir la convolución de una distribución

con una función infinitamente diferenciable de soporte compacto,

de la siguiente manera:

Definición 1.4.1. Si T C miCsii) y cP 6 e ( den) , definimos la
CONVOLUCION de T y	 como:

(T *1) (x) = ( vt
x
	, para x &" .

Definición 1.4.2. Si T E ¿l 'Uf") , definimos el SOPORTE de T
COMO:

Sop T =	 xeár	 v (x) 3 IP e 4: (V (X) ) T ( ) y O} .

OBSERVACIONES:

1).- Sop T es un conjunto cerrado.
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Sea x, e (Sop T) c , entonces existe V(x o ) , tal que T(	 = O,

para toda	 le e	 (v(x)), i.e., V(x o ) C (Sop T) c , y, por lo tanto,

(Sop T) c es abierto, de lo cual concluimos que Sop T es cerrado.

.- T = O en (Sop T)c.

.- Si	 te e c Ce) y T e •O'(it") , tal que	 (Sop T)	 n (Sop	 ) = 0,
entonces T( ) = O.

Si (Sop T) (1 (Sop W ) = PI, entonces Sopo c (Sop T) c , y, por

lo tanto, T( te) = O.

Si T es una distribución de soporte compacto, podemos darle

significado a la expresión T(4 1 ), con 4l et a* C41") , de la siguiente

manera:

Sea 74 e tr (ir) tal que %	 = 1	 en	 K = Sop T, entonces
dm) e	 ( R") , y definimos T( 4') = T(%4').

T( W) está bien definida, ya que no depende de la elección de

Z , pues, si tomamos	 con la misma propiedad que "x• , entonces
E Sop (	 - % ) 4s]	 n K =	 ,	 e . , T [ (	 -	 )4r] = O, y,

por lo tanto, T( *x" )	 = T(x.4') .

Teorema 1.4.1.	 Sean U,V ce(a n )	 ;	 54(92") y a,b cons-

tantes.	 Entonces

Sop (U*4) ) c Sop U + Sopt	 .

U* (a*	 + b	 ) = a(U*0) + b(V*41).

(aU + bV)*	 = a (U** ) + b (V*	 ) •
.- Uftf eC( .1") y Dw (U* )	 = (DWU)*	 = U * (il )

U* ( 41* .i/ ) =	 (U*1 hi t	 .

t x (U*1 ) = U* ( t x eP )	 = ( txu)*#

Denotaremos por	 E(o') a	 {,` (ó(") con la topología del apéndi-

ce "B".

Teorema I.4.2.	 Sea U e 41544")	 , Lu : .0(42 19 --* a ur, , tal que
LU	= U*0	 , entonces Lu conmuta con traslación, i.e., L u (t x4)=

t x LU (0 ). Recíprocamente, si L: •¿9(W9	 E(r) es un operador lineal



- 17 -

continuo, que conmuta con traslación, entonces existe una única

distribución U tal que L = Lu.

Demostración:	 De las propiedades 2) y 6) del teorema 1.4.1,

se concluye que Lu es lineal y conmuta con traslación. As1 9, pues, —

sólo nos resta probar que L u es continuo, i.e., probaremos que9 si—

. n	O en a ar) , entonces U,*n	O en &(dtb) , o, equiva-

lentemente, Dev (U*St n ) --17	 O uniformemente en K, para todo k e an

compacto, y o( cualquier multiíndice.

Como Dve (UPO n) = U* (D n ), sólo nos resta probar que

U*15 n	0 en K, si ep n	 c) en 4(1(.")

Si	 O en .0(1^) , entonces existe c de compacto, taln

que Sop 4 n e K1 , para toda ne44 ,

(U*4> n ) (x) = U [<I n]	 , y, para x eK , Sop n (Y) =
Sop n (x - y) a K - Kl.

(U*O n)(x) 4 C Max	 I Dwy t x 1.11 n (y)
lett S N

yeK-K1

(U* 47
n
) (x)1C Max

N'II N
yaK-K1

n (x-y)	 C Max	 (z)c N	 z	 n
zeK1

0,

pues cp n O en 49(r) y, por lo tanto, Lu es continuo.

Si L( 4> ) = Lu ( 41 ), entonces L(*)	 =	 , i.e., para que

L = LU' necesitamos que (L ; )(0) = (U** )v (0) = U( ) .	 Así, pues,

tomemos U tal que U(4, ) 5 (L; ) (0).

U e al(60) pues es composición de operadores continuos.
e

<1, 1---) Lj	 9)? Ro)

L = Lu.

CLu (4))) (x) = (It+)(x) =U[tx$]=L[(rx4)V](0) 	 =

= LEt_x I) (o) = [ tixr4 	) ( 0) = {w 	(x) , y,
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por lo tanto, L L .U

3).- Unicidad.

Supongamos que existe U 1 con la misma propiedad que U, i.e.,

L( ) = Lu ( f ) . Entonces U1 *0 = u *4>, pero, en este caso,

U1 = (U1 *y) (0) = (UW) (0) = U, y, por lo tanto, U 1 = U, con lo

cual queda demostrado el teorema.

Sean U,V E Sta") con Sop V compacto, y L u , Lv los operadores

>	 .1.1•n••41.

1,00	 Lvt lau (0)).

Lvo Lu es lineal, continuo y conmuta con traslación. Por el

teorema 1.4.2, existe una única W E +91(12") tal que Lv o Lu = Lw,

i.e., W*	 = v* (ut.). Así, pues:

Definición 1.4.3.	 Si U,V e ai(6t") , Sop V compacto. Defini-

mos (V* U) ( * ) = W( ) o (V* U) ( )	 = v * (U' ) , para 4,61/6t») .

es una distribución de soporte compacto.

1).- Para toda V(0), es posible encontrar if a 4: (V(0)) tal
que	 S ('9) =	 (0) = 1. Si x	 O, podemos encontrar V(x) y

Y E Cr(V(x)) tal que 	 S ('P) =	 ( 0) = O.

De lo anterior concluimos que Sop S = 1. 0 } .

Teorema I.4.3.	 Si U, V e Mil y Sop V compacto, entonces

U*V = V*U

u*S = U

3).-	 u = (DE S ) * u

4) .- Deg (u* v) = ( D" u) * v = U X (D'IV).

Demostración:	 Probaremos 3) y 4)

3) .- (lfu)* ( cP ) = U* D°'4 	 u* DE (S**) = u * ( DES *4') =

=	 (U*DES)*+ = ( D''S * U)áti, , y, por lo tanto,
(V-D U = DIS*U.

4).- D (U V) = D (U y ) =	 (D	 ) U	 V = (D U) V.
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rr u = D'I.S* U.
4) .- D.' (U* V) = Dab * (u v) = (DI 6 )*	 * v	 (Def U)* V.

5.- SOLUCIONES FUNDAMENTALES.

Sea P(D) = 2: Cet, D un operador diferencial con coefi-

idl4m

cientes constantes, donde

P(D)T = S, donde S es una distribución dada y T una distri-

bución incógnita, es una ecuación diferencial parcial, lineal, con

coeficientes constantes.

Definición 1.5.1.	 E E Man )	 es llamada una SOLUCION FUNDA-
= 5	 .

si	 x>0, y>0

si	 x< O o y< O

MENTAL	 de P(D) ,

Por ejemplo,

E(x,y)	 =

si P (D)E

1

O

es una solución fundamental de

e» co

21 u
(
` ály atte

(x	 =' y)dxdy
axya )	 = u(axay ) J J

x 9 y
0	 o
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= J 11 Pa x ay )	 dy =	 —(0
- 

' Y) dY =	 ( o,o)	 8 ( te ).39
a Y

o	 o	 Jo

y, por lo tanto, P(D)E = 8 .

Teorema 1.5.1.	 Si E es una solución fundamental de P(A),

y si S es una distribución con soporte compacto, entonces T=S* E —

es una solución de P(D)T = S.

Demostración:	 P(D) (S* E) = S * (P(D)E) =	 5 = S.

Este teorema muestra la importancia del resultado obtenido,

en forma independiente, por Malgrange y Ehrenpreis, de que todo

operador diferencial parcial, con coeficientes constantes, tiene

una solución fundamental.
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6.- TRANSFORMADA DE FOURIER.

En esta sección introduciremos la transformada de Fourier de

distribuciones, empezando por recordar que, si f(x) es una fun-

ción con valores complejos, entonces la función con valores com-

plejos 2(t), definida por
o

S e-2nitx1.( t)	 =	 f(x)dx,

es llamada LA TRANSFORMADA DE FOURIER de f.

A
I(t) existe si f es integrable, y, en este caso, f(t) es una

función continua por el teorema de Lebesgue, pues

e-211itx f(x) es continua para x fijo,

l e-2nitx f(x)I =	 1 f(x)I, y, como
e

Iht)14 J	 (f (x) dx, entonces	 Ll.

•••

Teorema 1.6.1.	 Si f e L1 a ) , entonces existe la transfor
mada de Fourier

?ft) = 	 e-2nitx f(x)dx,

-o
la cual es continua, acotada, tiende a cero cuando 	 y

Iht)1	 !fi Ll.

Si fe Im(R)	 y si f lkl(x) es integrable para k = 0,1,2,...,m,

entonces I f in9 4 =	 (2nit) m 2(t)	 y

12ntkm 1?(t)1 C	 u f in*
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Sim	
A

i x f(x) es integrable, entonces f(t) es m veces continua-

mente diferenciable, y

c
[(-2nix) raf (x9	

m
A = f	 (t).

Teorema 1.6.2. 
	

Si f r. 1. 1 (R) y k	 O, entonces

1 f( t ) = [f(kx)] A	.

A
En particular,	 f(-t) =	 [f(-x)] ^	 .

Sea j el espacio de las funciones complejas en ái , las

cuales son infinitamente diferenciables, tales que, junto con to-

sus derivadas, decrecen más rápidamente que cualquier poten-

de 
IX
I' cuando (xl	 .

De la definición de -I
servaciones para Te.../

Si 1, merv {0 } ,	 xl q 119x) es acotada e integrable,

pues, como

x1+2 t'»(x)	 4 M, entonces Ixiy°11(x)1	 la, y, por loy 

tanto, xly ("(x) es integrable.

[x1 Y(x)) (m) es acotada e integrable (Leibnitz).

La convergencia en el espacio .41 	 estará dada de la siguien
te manera:

tp n --. O si, para cualesquiera 1,meet405, x1 f n converge uni-

formemente a cero.

Teorema I . 6 . 3 .	 Si	 y bc) e Afx , entonces Q (t) E4.

También, si f	 0	 en j , entonces er n 	 o en a(tn

das

cia

, podemos hacer las siguientes ob-
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Demostración:	 Como (PC--1	 , x 1 (x) es integrable pa-
ra todo entero 1 O, y, por la segunda parte del teorema 1.6.1,

/ (t) es infinitamente diferenciable.

Si 12, 0, cada derivada de	 4/ ( t) decrece más rápidamente
1	 •que cualquier potencia de l 	1t1-4. oo .	 Además,

	

I (2flt) m 	 Q (11(t)I	
li 
52nix) 1 	 (x)rnilL1, 	 y

(Dt)	 1	 HUnix) 1 1P n (44 11 Ll.I (2nt)mq

El lado derecho de la última desigualdad converge a cero, cuando
,

n-4~ , y, por lo tanto,	 Vi,A nCD kt).} n=1 converge uniformemen-
te a cero, cuando	 .

Como un ejemplo, encontraremos la transformada de Fourier

de f(x) = e-n'el

f(t) =	 e-nx1-2nitxd =	 S -n(x+it)j -nta
 dx.

	

-e	 -o
Sea z = x + it, entonces

itto
^f (t) = e-uta 	

e
-nzi dz.

Ahora,
ato.	 -A	 A	 it491

a	 ",I-nza -Adz = lim	 e	 zdz +	 ---dz +	 Se	 e---dz.	 ¿ La
A-np

i.1-	 -A	 A
primera y la tercera de estas integrales tienden a cero, cuando

A-4 - 	 ; por ejemplo,
d'A

e-n.1z1 S
itipA

Así pues,

= se -" (AzI 54)-2niAY idy Itle-nuk -tz )
#9
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A	 so
-a.A

f (t) = e
-nt	 .	 f -Tm/ 

ciz = e
-nt l- S 

e
-nxa

dx = e
-T1t1"la.m	 e	 , pues

A*"	 -n
-A

e-ft 3cz dx = 1, y, por lo tanto,

r e-nxi A =

Aplicando el teorema I. 6. 2, con k> O, obtenemos

t
=

[ 
e	

xtiA 
=	 e

-n(1ff t) _ .r- _ ti•
a e s‘ , y, por lo tann	 - Val

to,	
tia{e-kx21A [15 e-	 ti.

Teorema I. 6. 4.	 Si f, ge/ , entonces
SA

	f (t)g (t) e2rlitxdt =	 f (x+t)a(t)dt.

Demostración: 

J

%
	f (t)g (t) e2nitxdt =	

{ S e-211iyt
t
_ . y.( )dyj g (t) e2nitxdt =

-dm

"-=	

e-2/1i(y-x)t
g(t)dt] f (y)dy =	 G(y-x)f (y) dy =

=Ig(t)f(x+t)dt.

En particular, tomando x=0, tenemos

f (t)g(t)dt =	 i f (t)1(t) dt ,

y, como 2a L2 , pues fa L1	y fg 6 , si f ,g e./ , entonces
<2 ,1 > L2 't. < f > L2 •
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Teorema 1.6.5  (de Fourier). A 	 es lineal, con-

tinuo, uno a uno y sobre. De hecho
42o

f (x) = Se
217itx ? (t)dt.

Demostración:	 Sea g(x) = e-nx2 , y definamos g e (x)= g( E, x) .

Entonces, como ya probamos que /(x) = e	 ,tenemos que

g£(t)	 = I G(	 ).
00	 00

	

1	 A
Sge(t)f (t)e 2flitxdt = y S f(x+t)g(	 )dt = S f (x+E. w)g(w)dw, i.e.,

.0, 	fp

jg
e (t) f (t) e 211itxdt =	 f (x+ E t)g(t)dt, donde

Wf
e(t)f(t)e2nitxdt ____. f (t)e2Ilitxdt, y

J. f ( x+ Ug(t)dt 	 f(x) ig(t)dt, y, como jg(t)dt = 1,

tenernos	
f (x) = p(t)e2Oitxdt.

•••

De este resultado, se sigue que, si f = O, entonces f = O,

y, por lo tanto, A 	 es uno a uno.

( 2p (x) = S e-211itx ^	 J enit(-x) ^f (t)dt =	 f (t)dt = f i (x)
-v

donde fi (x) = f (-x). Así pues, f	 =

Como	 f(x) = 2nitx f(t)dt, entonces

7(x)	 =	 e-211itx r(t)dt =(	 )",	 i.e.,
.0

= 1;
n

Si gej , tomamos f = 	 , y entonces 7 = g n f 	 =

( gi ) i =	 g;	 por lo tanto,	 A es sobre.
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Sea h = g, i.e., h =g, entonces	 = / VI = g = g.

Por el teorema I.6.4

?, > L2	 =	 Cf, /I) L2	 = (f, g> L2. En particular,

tomando g = f, tenemos que

II f II L2	 = II f H L 2 	 Teorema de Plancherel-

Parseval

Antes de definir la transformada de Fourier de una distri-

bución, supongamos que f es una función integrable. Entonces,
r

A
Tf ( te) =	 r Int)dt	 r e-2Ditx f (x)dx = 1 f e

-2D itxf (x)9 (t)dxdt.

	

-o	 •-•00 ••••

e-2Ditxf (x) (t) es integrable, pues

	

1 e-2Ditx f (x)	 (t)	 = If (x)I I y ( t)1	 . Así pues, es posible

escribir

Tf
 ( lf )	 f (x) dx	 ti	 e-2Ditx (t) dt = Tf ( ) .

iW	 n• Ce

Sin embargo, la igualdad 	 Tf (	 ) = T f (	 ) no es válida si 'fea (a

menos que Cf = O) ; pero sí lo es cuando WE L1 .

En vista de esta dificultad, consideraremos un tipo particu-

lar de distribuciones para definir la transformada de Fourier.

De la definición del espacio." y su topología, puede ver-
as

se que Ocd y que, si le n	 O en j , entonces ty n --4 O en./

Definición 1.6.1. 	 Decimos que una distribución T es una

DISTRIBUCION TEMPERADA, si puede ser extendida a un funcional li-

neal continuo en 2

Ejemplo 1) .- Una función acotada es una distribución tempe-

rada, pues	 0

	S
f ( (fi ) =	 f (x) te (x) dx existe, ya que IQ e jc Ll.
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Ejemplo 2).- Una función integrable es una distribución

temperada, pues

f ( (p ) =	 f (x) W (x) dx existe si (/ es acotada,

y éste es el caso, ya que yer,41

Ejemplo 3).- Cualquier función f 	 localmente integrable,

lentamente creciente, i.e.,

If(x)J	 Atxl,	 cuando Ixl-or ,	 para algún k£014

es una distribución temperada, pues si Ifed, entonces

l if(x)IC—F-E2 	 si lx1-4 ~ , y así

[f(x)(e (x)I < ---2AB ,

(xl

y, por lo tanto, f 19 es integrable.

El término "temperada" involucra este lento crecimiento en

el infinito.

Ejemplo 4).- Una distribución con soporte compacto es una

distribución temperada, pues T(9) tiene sentido para toda te

infinitamente diferenciable.

Ejemplo 5).- Si	 T	 es una distribución temperada, también

lo son todas sus derivadas sucesivas, pues

T' ('Q) = - T(v), y, si YeAf , entonces piesj.

Ejemplo 6).- Si	 T	 es una distribución temperada y P(x) es

un polinomio, entonces P(x)T es una distribución temperada, pues

(P(x)T) ((9 ) = T(P(x) 9(x)), y 1(x)	 (x5e/ si Te-ef .

Definición 1.6.2. Si T es una distribución temperada, de-

finimos su transformada de Fourier, T, como

T(1) = 7. ( 11), para cualquier ge.1
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Obsérvese que esta relación define un mapeo lineal continuo

sobré J , pues, si L n	 O en	 , entonces 11 n --* O en 2

Ejemplo.-	 5 es una distribución de soporte compacto, y,

por lo tanto, es una distribución temperada. Encontremos su trans

formada de Fourier.

(P) = 8 (1)	 = 11(0) = S	 (t)dt = 1(9). Así pues,

S = 1.
Más generalmente,

"s x.	 )	 s	 ¿7, )	 9^ (x0) 	 e-2nitx, 
Y(t)dt= e

-2 itx °(9),
x.

y, por lo tanto, S x	 = e
-2nitx, o	 (x-x.) = e

-2Pitx,

Teorema 1.6.6. 
	

Si T es una distribución temperada, en-

tonces

[T Imt = ( 2nit) m T.

[(-2nix) m TIA= T(°.

Demostración:	 Consecuencia directa de la

del teorema 1.6.1. Por ejemplo, demostremos 2).

[(-2nix) m T1 4 ( q ) = [ ( -2nix) m	 ('P)	 T

= T [ (-1) m (2nix) m	= T [ (-1) 111 4%9(mq =
Jit (mi

= T	 p).

definición y

EN2Pix)nlin=
4	 6%

111	 (1.1)	 =(-1) 

Podemos hacer uso de este teorema para encontrar la transfor

mada de Fourier de 5(m/.

8 (m)	 = (211it) 111 1 = ( 2nit)m.

También, usando 1) con T = 1 y m = 1, T es temperada, pues

es una función acotada,

O = (1')A = ( 2flit) 1 , i.e., t 1 = O, lo cual implica que
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1 = 0( 8 .

Sea te (t) = e - 	, entonces
.1»

a
1 (P) = 1(Q) = 1(e-n 'e. ) = 1 e-met dx = 1. Por otro lado,

-.5

«8(	 = aC (Pm = oe	 , y, por lo tanto, ol = 1, i.e.,

1 = 8 .



CAPITULO II

APLICACION A ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON COEFICIENTES

CONSTANTES.

Consideremos la ecuación

(1) aox t")+ aixtl" + .	 . + anx = f,

donde al e  e	 , a, YOyf una distribución.

Para aplicaciones, estamos interesados en soluciones funda-

mentales que se anulan para t < O.

Si g satisface

aog on+ a gal-a)
+ . .	 . + ag = 81	 n

i.e., si g es una solución fundamental, entonces, para cualquier

distribución f de soporte acotado por la izquierda, la ecuación
tiene una solución de la forma

x = g * f.

Si g es una solución fundamental, entonces gs = rs g es so-

lución de la ecuación

(9. 0 (4.° + algr) + .	 . . + angs = 01.1 s, donde ( sg ) ( T ) =

g ( 1" _s ), pues

6 s * g 	(tes5)*4 =	 8* ( t sg) = t sg , Y

a ogr + alg") + . . . + angs = ao( 8 s fr g)en) + . . . + an ( g s g)=

= 8 s * (aogW + a lg("") + . . . + ang) = S s * S = Il s , i.e.,

gs es solución de (2).

Daremos un método para encontrar una solución fundamental g.

Consideremos un sistema fundamental x (t),. . 	 xn (t) de so-

luciones de a c x(.11 + aix t".4) + . . . + anx = O, y tomemos

eo(t) = a ixi (t) + .	 . . + anxn(t)

e (t) = b 1x1 (t) + .	 . . + bnxn (t), y

30 —
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si t < O

si t70

g(t) =

Entonces, para que g sea una solución fundamental, es suficien-

te que se cumplan las siguientes condiciones:

(k)e1	(0) = e:
kl (0),	 k = 0,1,2,...,(n-2).

1-11	 1e l (0) = e,
0
 (0) =	 i ,o

pues

g = { g}
g'= Ig'i ts(0)8

g"= {g"} +	 5(0)8' + si(0)8

°IN	 .1	 cana
g = 1 gol +	 s (0)5 + s (0)5 + . . . + sn-1 (0) S ,1

de acuerdo a la notación del capitulo I, y donde

sk (0)	 = g li() (0+ ) - g (1)(0), el salto de la k-ésima derivada

de g en t = O.

Entonces tendremos

aog"+ . .	 . + ang = a o lg("1 + al 1,1"71+. . .+ an	+ aos(0)1("1+

+ . . . + aosn_ 1 (0)8 = 8 , ya que sk (0) = O, k = 0,1,2,..., n-2

y sn_ 1 (0)	 = 1	 de las condiciones (3).

Si denotamos por c i = b i - a i , de las condiciones (3), tene-

MOS

c 1x1 (0) + . . . + cnxn (0) = O

clx1(0) + . . . + cnxi!, (0) = O

•

c1x1 (
m141	 oro

O) + . . . + cnxn (0) = O, Y
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-1)	 1c 1x 1N (0) + . .	 . + cnxn
01 -4 (0) =	 -a,*

El determinante de este sistema es distinto de cero, pues éste

es el Wronskiano en t = 0, y las soluciones xl(t),...,xn(t) son li-

nealmente independientes. Así, pues, obtenemos una única solución

c...,cn , y, en consecuencia, tenemos una familia infinita de sis-

temas de números a l ,...,an y b i ,...,bn , con la ayuda de los cuales

podemos obtener soluciones fundamentales.

En las aplicaciones, juegan un papel muy importante las solu-

ciones fundamentales g, tales que g(t) = O, para t< O. Estas

soluciones son únicas y pueden ser obtenidas considerando la solu-

ción x(t) = e(t) de la ecuación homogénea, que satisface

e (m) (0) = 0,	 k =
(4)	 e(7)-( O) = I ,a,

y. tomando g(t) = 6(t)e(t), donde 	 6 es la función de Heaviside,

Encontraremos la solución fundamental

O

g(t) = 

e(t)

si t< O

si t? O

en un caso particular.

Sea A(p) = a o pm + aipi"	 an y p1 ,. . .,pn sus raí-

ces. Supondremos que las raíces de este polinomio son reales y

distintas, y,en este caso, las funciones

xk (t) =	 e&t
	

k = 1,2,...,n,

son soluciones linealmente independientes de la homogénea.

El sistema en el cual c i = bi , es

b1 +	 b2 +. .	 b = O

Plbl 	 p2b2 +. 
• * 4. Pnbn

•
••
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. 	. 	 .
•	 •.	 .	 .

pr bi + p1-4 b2 + ... + pr bn = lo

y su determinante, es el determinante de Vandermonde

1	 1	 . . .	 1

P1	 P2	 ' • •	 Pn
wo =

91.1

pl PI •

= (-1) a	 (Pl-P2).“(11-Ph)(P2-P3)—(p2-pn)...(pn_i-

y, por la regla de Cramer, obtenemos

Wkbk = Wo '	 k = 1,2 	 n, donde

1 . . . 1	 0	 1 . .	 .

Pk-1	 0	 Pk+1 Pn
Wk =

t<ir,
r l • Pk-1	 "	 Pk+1 •

•

•	 Pn

=	 (...1)n+k
P1
..
•

• • ' Pk-1 Pk+1*	 •
e.	 .
•

• Pn
•.
•

=(_1) n+k 1 w* *
a. k

a.
pl • • PZ114 PZ+11'	 • • P71.1
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El determinante WZ, es también un determinante de Vandermonde,

con los números p-,. ••' pk-14310-1"*"Pn. Así, pues, el desarrollo -

de W* estará dado por una fórmula similar a la de W a , pero en la

cual los factores (p i-pi ) que contienen a pk , desaparecen, y

(n-1)03-11ti(r1-0
(-1) A	 se cambia por (-1)	 a	 , y, por lo tanto,

(-1)k-1
bk = a0(P1-Pk)—(Pk-1-Pk)(Pk-Pk+1)—(Pk-Pn) 

1 1 
A'(pk) ' e0(Pk-P1)—(Pk-Pk+1)(Pk-Pk+1)4—(Pk-Pn)

y, por lo tanto, la solución fundamental es: 

o	 si t < 0

g(t) =
m
.71  1 	 Pkt
2: A s (pk) e si t > O

Calculemos, en un ejemplo, la solución fundamental del tipo

antes descrito.

Consideremos la ecuación

x" + w2x =	 (we.	 , w	 O).

El polinomio	 A(p) = p2 + w2

tiene las raíces complejas

pl = iw, p2 = -iw y, en consecuencia, dos so-

luciones linealmente independientes de la homogénea, son

x1 (t) = cos wt , 	 x2 (t) = sen wt.
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Para encontrar la solución fundamental, escribiremos prime-

ro la solución general de la ecuación homogénea

x(t) = acos wt + bsen wt.

Determinamos a y b, de tal manera que cumplan

O y	 x'(0) = 1.

-awsen wt + bwcos wt I	 = bw,
t=0

de dondea=0 yb= 1,

y, por lo tanto, la solución fundamental es

si t < O

g(t) =

1— sen wt si t O.

x(0) =
0 = x(0) =a

1 = x'(0) =
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APLICACION A CIRCUITOS ELECTRICOS.

Consideremos el circuito eléctrico

con una resistencia R, un condensador de ca pacitancia C y una in-

ductancia L. Supongamos que en el momento t = t„ la corriente

es nula, y que de t, en adelante, pasa una corriente inducida por

una tensión E = E(t), que depende del tiempo. Sea I(t) la corrien

te que pasa a través del circuito.

Podemos suponer que E(t), I(t) están definidas en todo AZ ,

tomando E(t) = I(t) = O, para t < to.

La intensidad obviamente depende de la tensión, i.e., I=F(E).

Sean E l = El (t), E2 = E2 (t), I l = F(E1 ), 1 2 = F(E2 ), entonces

F(E1 + E2 ) = I 1 + 1 2 = F(E1 ) + F(E2 ), y, si AGra , entonces

P (N E) = N I = P1F(E), i.e., F es lineal.

El circuito es un sistema físico estacionario, i.e., si

E o (t) = E(t - t0), entonces I,(t) = I(t - t,), donde I, = F(E„).

Teóricamente, la distribución de Dirac, 6 , puede ser consi-
derada como una tensión, la cual corresponde a una excitación

que actúa de una manera muy fuerte, en un corto tiempo.

Es un hecho conocido que la intensidad de la corriente es la

derivada, con respecto al tiempo, de la cantidad de electricidad

aue pasa a través del circuito. Supóngase que del momento t, en

adelante, pasa una cantidad de corriente constante e igual a A ,
entonces la cantidad de electricidad está dada por la ecuación
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q(t)	 =	 ñ e ( t - t.)

donde e es la función de Heaviside.

La intensidad, entonces, será igual a

I(t)	 =	 N S (t - t.)

donde 6 es la distribución de Dirac.

En vista de lo anterior, es atil considerar a F como un opera-

dor lineal definido en e (AZ)	 (distribuciones con soporte acota-

do por la izquierda)	 y con valores en 44# (a) ; este operador de-
be suponerse también continuo.

Debido a la linealidad, continuidad y la invariancia ante tras

laciones, i.e.,

F(V sx) =	 TsF(x),

al igual que en el teorema 1.4.2, podemos encontrar una distribu-

ción a, tal que

F(x) = a* x.

Más precisamente, a es la respuesta impulsiva del sistema, i.e.,

la intensidad que se obtiene como res puesta a la tensión 8
En nuestro caso, la relación existente entre la tensión y la

intensidad, para t.= O, está dada por

1
tE(t) = RI(t) + L 

dd
i(t) +	 (t)dt,

que es un resultado en Electrónica.

Sea Z =RS +L6' + e , entonces (1) puede ser escrita co-

mo

E = Z I.

Z E St(bt) es llamada la IMPEDANCIA del circuito. La distribu-

ción A tal que

Z* A = 5	 ,
es llamada la ADMITANCIA del circuito.

Derivando la distribución Z, obtenemos

Z' = L5" + R$' + C,

y, como Z'* A = (Z * A) ' = ó ' , tenemos que

LA" + RA'	 - 1r. A =	 ' , y se sigue que la admitancia del cir-
C
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(2) LA" + RA' + A = 6 ', y se sigue que la admitancia del cir-

cuito es la solución de (2).

Obtendremos la expresión de la intensidad de la corriente,

para el caso en el cual, en t = O, se aplica una tensión constan-

te E.. En este caso, la tensión estará dada por

E(t) = E, e (t).
Tomando en cuenta la definición de admitancia, tenemos que

A*E = A *(Z *I) = (A* Z)* I = 81 I = I, i.e.,

I = A* E.

Si denotamos por x, la solución fundamental (que se anula pa-

ra t < O), de (2), i.e., la solución de
1Lx" + Rx' + E x=8,

entonces la admitancia será A = x,* 8' = xl*S = xl, i.e.,

A = xl, y, por lo tanto,

I = A* E =	 * E = (x 41,*8)* E = x1*(8 * E) = xo* (8 1 * E) =

= x,* (8 * E') = x, * E' = x 0 *(E,8) = E0x0.

De lo anterior concluimos que es suficiente considerar las

soluciones fundamentales x,.

La ecuación homogénea asociada con (2) es

LCx" + RCx' + x = O,

y la ecuación característica es

LCP 2 + RCP + 1 = O, con raíces P 1 y P2.

Supondremos que R # 

21T , pero consideraremos solamente el

caso en que

R < 247, i.e., R 2C2 - 4LC O. Entonces las raíces

son P 1 = o( + i fi , P2 = d - ip , donde
d = - R

2L '
1	 R 2
LC	 (-21-)
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y la solución general x,(t) de la ecuación homogénea es

x(t) = eett (A cospt + bmsenfit).

Entonces, la solución que satisface las condiciones

x(0) = O y x'(	 10) =	 — , está dada por

kx(t) = --775- e	 seri/3 .e., y, por lo tanto, la intensidad será

I(t) =

si t < O

s i t > O
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APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER A LA SOLUCION DE LA

ECUACION DEL CALOR.

Considérese una barra de longitud infinita, en la cual el ca

lor es transmitido solamente por conducción. El calor específico

lineal es c y la conductividad térmica es	 . La ecuación

de la conducción del calor es

9 U —	
94U

2t	 11	 a x*

donde suponemos que la fuente de calor está distribuida a lo lar-

go de la barra, y la densidad de la fuente de calor es )0 (x,t).

Supondremos que esta ecuación sigue siendo válida, si U y

son distribuciones; por ejemplo, p(x,t) = ó (x) significa que

la dnica fuente está en el origen y proporciona una cantidad uni-

taria de calor, estacionariamente;fi(x,t) = 8(x) &(t) significa

una fuente localizada en el origen que irradia una cantidad uni-

taria de calor solamente para t=0.

El problema clásico de Cauchy consiste en encontrar, para

t> O, una solución U(x,t) para )5 (x,t) dados y una distribución

inicial de temperatura U(x,0) = U.(x).

Extenderemos U y p para toda tea , tomándolas iguales

a cero para t< 0. Las relaciones de derivación en el sentido

distribucional, para funciones discontinuas, son

01atu I
a xt	 a xt

a 5	 {	 + U, (x) (t)-
et	 a t

donde U y p son las extensiones de U y P , respectivamente.
Es fáCil ver que U satisface la ecuación diferencial par-

cial

(1)	 ct	 gt —az xa -	 + cu 0 (x) s (t) .a 

Supondremos que para toda t, /) , considerada como una fun-
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clan de x, es temperada, y le llamaremos e r-(A,t) a su transfor-

mada de Fourier, para t fijo, e igual a cero si t< O; i.e.,

Ar(x,t)	 = á (A,t).
También supondremos que U.(X) es temperada y

U o (x) = Vo(A).

Trataremos de encontrar, si existe, una solución al problema

de Cauchy, la cual sea una distribución temperada de la variable

x, para toda t con

V(A,t) = 4P(x,t)e -2niAxdx.

Por lo tanto, tomando transformada de Fourier a ambos lados de la

igualdad (1), tenemos
N

c iTE	 + zint rAz V =	 (A ,t) + cv. (A) 6 (t),

considerando a esta ecuación solamente en la variable	 t, para A

fija.

La solución de

\a** 	 ac	 + 4112 PAI Ve =6	 es F(t) = 1 e ( ) -411	 t- E	 tegt

donde	 0(t) es la función de Heaviside; por lo tanto, la solución

de (2)	 es

z Y' A

4ijI(A,t) =	 (7,,t)	 -1-	 (t)e -4111 le	 t + V 0 (A) e (t)e-4n a- 	 t.

Por el teorema de inversión de Fourier, encontramos la solu-

ción U(x,t) para t fijo.

Supóngase, por ejemplo, que para 1:< O, la barra tiene tempera

tura igual a cero, y que en el instante t = O, una fuente en x = O

comunica instantáneamente una cantidad unitaria de calor a la barra;

entonces

uo (x)'= 0, )1-(x,t)	 S(*) S (t) ,.y así pues, V0(A) = O	 y

"tit (1,t) = S (t).

De (3) tenemos que

V(*,t) = d6 etY e-0'1 A
z t.

F(t) * E 1(A,t) + cv.(A) 6 (t)]	 =	 .,t), i.e.,
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De (3) tenemos que
z 7é z

EV(›,t) = 1 Pt l e -"In	 t'
de donde obtenemos

1	
r

U(x,t) =	 (t)	 1 	 e- siT
o	

.
aarit
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APENDICE
	

IIATI

ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.

Denotaremos por 4e(R")al espacio vectorial de las funciones
definidas ene con valores reales o complejos, las cuales tienen

derivadas parciales continuas de todos los órdenes, i.e.

C hr(a")= t y: &"---5 At a e	 MI e I (áen) t ce)

dondé c(=( ... ) 0(0 ) es un multilndice con It e 4N U £o5

tp  

Y	 01,+.+ 01;i.az:4	 a id-

Daremos a este espacio una topología definida por medio de u

na familia de seminormas, convirtiéndolo en un espacio vectorial

topológico localmente convexo, según las siguientes definiciones

y teoremas.

Definición A.1.	 Un espacio vectorial V sobre un campo K,

con una topología 3 es llamado un ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO
si las operaciones +: VxV —aVy	 KxV--oV son continuas.

Definición A.2.	 ACCIPar)se dice CONVEXO si

tA + (1-t)A A si O It11.

Definición A.3.	 Ac Gr(ang se dice ABSORBENTE si

f (Pc 1°Yari)	 ,. o[ >o	 tal que o("' TE A.

Definición A.4.	 Una SEMINORMA P en loyort) es una función
P: 0(.621 „► Atubis tal que si y y tr 6 sar ) y o( es un escalar,

se cumplen:
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P(f +	 ) S PPM + P(4.)

P(00())	 = kg P(p)

Teorema A.1.	 Si P: r(Qen)	 t'u {03 es una seminorma,

entonces:

P(0) =	 O

IP(9) - P(1191	 P((1-1)
c).- P(4)	 O

Definición A.5.	 Sea Ac C(r) . Decimos que A es EQUILI-

BRADO si y 96 A y o(	 escalar con 14 1_41 se cumple que 4:( e A.

Definición A.6.	 Sea Ac Vttgabsorbente, definimos LA FUN

CIONAL DE MINKOWSKY 6<4;	 como la función:

114 : nel)	 Ar u {05	 tal que

144 ( 19) = Inf r>0 I V' 6A3'.

Teorema A.2.	 Sea P: 078 r) ->	 una seminorma, y

sea Be = ISc r(sen) I p(.) z is
entonces B E es convexo, equilibrado y absorbente, y además,n,,, =P.

/

Demostración: 

.- BE es convexo:

Sean 45 4> €131 y	 01t11, entonces:
P(t$ +U-U* )1 tP(4')	 +	 (1-t)P(4)<tE + (l-t)e = £
y, por lo tanto, tep	 + (1-t)44 € B E	 y concluimos que B E es convexo.

.- Be es equilibrado:

Sea 4, 6 BE y e( escalar tal que	 len 1.

P(a ) = Ik I P (é) < 6 , i.e., a(# c BE y, por lo tanto, Be es equi-
librado.

3) .- Be es absorbente:

Sea .4) 6 Cr(Ari
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P( o( l + ) attP(+)<

i.e., si be > f P(0),

y, por lo tanto, Ba

E.	 si «> f P(+)

entonces P( <(1 + ) s 'e P (#)	 P (+) = E
es absorbente.

4).- 6181	 = P.

Sea 4) E 4e(r) , entonces ¿1; (4) = inf 0->b 1 cri+ esti.

Sea A ={1r>0	 1	 0"."4>c131.

Si O( > P(43), entonces en)	 i.e. , «E A y, por lo tanto O tio, (0) •
Si " (1>) > P (+)	 , tomamos P OH< off < fial (4) , y, entonces,

tY, 3. ¿% (4), lo cual es una contradicción, y, por lo tanto,

J48
Sea ot< P (+) , entonces 	 c("+	 i.e., si «e A, oe* P (#) Y

por lo tanto,

MOL �-P
se sigue de (1) y (2) que 	 " = P.

Teorema A.3.	 Sea AcC6t0 equilibrado, absorbente y con-

vexo, entonces p4 es una seminorma.

Demostración:	 Sea	 A+ = {T'al crsq5 6 A} , it1,4 (I>) = Inf A.

Sea 6 ,0, 4, , WE nar) entonces existen 0 ,44ICA4 1 Ogic A,* tales que

1	 ($) + Va , f< 94 (t) + %	 , y, como A es convexo,

+	 A.<=	 +	 A,
eki+ 	«ti

i.e., (K + 	 + 1/4P ) e A	 y, por lo tanto, ce + é A014,y
(4 +9 )‘. o(+filtiA (1)	 +/IA (t) + E; TE J 0, y, por lo tanto,

(3)	 144 (56 + ) 114A (f)	 + tga (4?)

Probaremos ahora que/l4 (v#) = Witil(0) •

Si	 = 0.

e4A( 0 . 4') =	 ( 0)	 = Inf Icr, olo--4# os A3 = infle= O = 01 #4 (#) .

Si	 0( � 0.
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Sea a" 6A4 , i.e.,	 cA y, como A es equilibrado y I g i = 1,

, 
7;-, 1 t o-t *) e A, i.e., ( ial er	 (dé) c A,	 i.e. , 14<1 ore Atie y, por lo tanto,

6/4 (4 )1 cr	 C T	 i.e. ,	 ( diY.1A M')	 , i.e., POI< 4 (c<f)

ety (+) , y, en consecuencia,	 egA(ce+ )	 jai itIA(4) .
Ahora, como 14(41 ) = 14( ««-1 15 )1... leed eaA (0) , entonces FA (01,5)

1.04I/b414,4 (0) y, por lo tanto,
(4)	 (cfr) = led "(4)) •

De (3) y (4) concluimos que ÉIA es una seminorma.

Teorema A.4.	 Sea X un espacio vectorial topológico, y

Tx : X--"X , M2	 : X---YX tales que:

T (y) = x + y ,	 M (x)	 =Ax	 (8 � O),
entonces, TI, y M, 	 son homeomorfismos y, por lo tanto, si A es a-

bierto en X, entonces los conjuntos x + A y AA también son abier

tos en X.

Definición A.7.	 Decimos que	 seC J es una BASE LOCAL pa-
ra X si cada vecindad-de cero, está contenida en algún miembro de

te 	 Las VECINDADES DE CERO son los conjuntos Ve 	 que con-

tienen al cero.

Definición A.8.	 Decimos que un espacio vectorial topológico

X es LOCALMENTE CONVEXO (E.L.C.) si en X se puede encontrar una ba

se local de vecindades convexas.

Teorema A.5.	 Si X es un espacio vectorial topológico,

U abierto tal que 06 U, entonces:

U es absorbente

Existe V'abierto tal que OC V equilibrado, tal que Vc:til.

Demostración:	 Como el operador

1).-K—, X

CA --* ,kx 0 ) es continuo, si tomamos A= 0, existe 1>0?
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JAI< b , entonces A xo c U, para cada xo e X. y, por lo tanto, U es
absorbente.

Como el operador

2).- K x X	 X

(a ,x)1--) A x es continuo, tomando A = 0, x = 0, tenemos

que existe 6 > O y W tal que O E W, de tal manera que si labc6y x a W,

entonces	 A x e U.

Sea	 V = 1O ala a U. Claramente V es abierto, pues es unión
de abiertos. Probaremos, pues, que V es equilibrado.

Sea «a K	 fdl 11	 y xe o(v, entonces x = xv, con v 6 V, lo que
implica que vaA,W, para algún ñ 03 I 0 1 <S , i.e., v = A .w, con w E W,
entonces x = al A ow, y, como loos o l =lal fl1 c 6 , x = ( .( k)51€ 1-) AW = V,

11114
y, por lo tanto, V es equilibrado.

Corolario:	 Si 13	 es una base local para un espacio vectorial
topológico X, entonces consiste de vecindades absorbentes y equili-

bradas.

Teorema A.6.	 Sea X un espacio vectorial topológico. En

tonces:

.- Existe una base local i9 9 BEL B es equilibrado y ab-
sorbente.

4'130 3 Bl e ta 3 B i + Bic.B
f B1 , B1 e 63 3 Ba8 3 B cBinB2

BE13	 y	 xa B 3 Bl aSs x + B/cB

Demostración: 

.- Corolario anterior.

.- Como X x X	 X

(x,y)	 x + y es continuo, tomando x = y = 0,

existen n ,V2 vecindades de cero tales que V/ + Vz cB; tomando
B i = V, n Va, B1 + Blem + V, n vi c Vi. + V/cB.

c) .- Si B1 , Bza , entonces B /nBz es vecindad de cero, y, como
18 es base local en cero, existe Beb3 3 B c B L n Ba
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Como X x X --ir	 X
(x,y) = x + y es continuo, tomando y = O, existen

Wx , W, vecindades de x y o, respectivamente, tales que:
Wx + W, c B.

Ahora, como 63 es base local, existe B,c& talque BacW„ y, por lo
tanto, Wx + B1 c: Wx + W o c:B y, en consecuencia, x + B1 c: B.

Teorema A.7.	 Sea 28 una familia de conjuntos que satis-
face a) y b) del teorema A.6, entonces, también se cumple:

f lite y ot	 0,	 In Bn €E 3	 «Bn c B.

Demostración:	 Sea BEW y	 0, por b) a Bses, BL + B cB .

Aplicando nuevamente b), existe B¿ en; a Ba+ By c B1 y asi,
Ba + Ba + Ba + B a c:Bl + B,cB, i.e., 4B1cB. Prosiguiendo de esta ma-
nera, podemos encontrar Bnc d39 2nBn c.B y basta tomar nchl 2n > 0(
y, entonces, — < 1, y (S.12 nBn es:S, i.e.,	 En c B.ae

Teorema A.8.	 Sea X un espacio vectorial, Mi una familia
de conjuntos que satisfacen a), b), c) y d) del teorema A.6, enton
ces existe una topología / de X, tal que (x,i) es un espacio vec
torial topológico, y M es una base local para X.

Demostración:	 =1AcXlixsA3 BE28 3 x + BCAl.
Probaremos que 3' es una topología para X.

1) .- Claramente, X y p pertenecen a a
2).- Sean AL y Aa a y xs A3 0A2	, entonces existen B 1 , 134

x + B1cA1 y x + BacAz.
Sea B118 3 Bc MB*

ax + Bt c Al
x + Bcx + B0132

x + /31 c, Az

es decir, x + B C A/ °Az . y, por lo tanto, A1 I► A 9 E 1.
3) .- Sea 1 Aa luhca y XE AVet A2, entonces xs AA. para algún A oe a,
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y, por lo tanto, existe Beál a x + B c A,, c Witt A , i.e. , Alrls Ah E a"

y de 1), 2) y 3) se concluye que Y es una topología para X.

Ahora probaremos que las operaciones + y • del espacio vec

torial son continuas con respecto a esta topología.

+ : X x X ---+ X es continua.

x + y.

Sea Ax+y una vecindad para x + y e X, entonces existe B e te 9
(x+y) + B c Ax+y• También existe Bates B1 + B L CB, entonces
(x + 131) +, (y + 	 c. (x + y) + B e Ax+yr y, por lo tanto, + es
continua.

• : K x X
(A. ,x,)--► Ac x• es continua.

Sea Su.
C 

VA•z.•

y x 6 U.,
fa-A.1 c.

Ax	 xe

Sea

Sea

6-3xe4 y.
IMI<S	 .

una vecindad de A • x. , entonces existe Bet8 5 AD x, + B

Tenemos que probar que existe S>0 y Ux , 3 si (AiAl.<1

entonces	 A xe ,te, x0 + B	 i.e.,	 x -Ae x,s13 si
y xs	 .

= (A	 + A.(x -	 + (A -A,) (x - x0).
Bleys 13 1 + 131 + B, =B. Entonces existe I.JE¿9 3 AsUc B
V equilibrado tal que Vc U fl B s , entonces existe	 0 .;
Sea pa Ifil < S 	 , entonces (-1-) x„EV, i . e . , fi x.e. V si

Si IA-A < , entonces	 ( A - As) x„e VOU/)13 3. c B i ; por otro
lado, x - x,,e V si tomamos Ux = x. + V, y, por lo tanto,t, 

Wo(x - x c, )e. A.V c a, (U n B,) c 11,,U c B i .
Análogamente, se prueba que (A -A.) (x - xo )e ;, y, por lo

tanto, A x -Aox.€ B si 1A-Ael<S y xe. U3/4 . De todo lo anterior se
concluye que • es continua.

Teorema A.9.	 Sea X un espacio vectorial topológico y

fPAre , una familia de semiriormas en X.

Sea e	 I »E 41(CX Pr(x)<£} ke I" 3 C>o}

?a la familia de intersecciones finitas de elementos de 3 . En-
tonces za es una base local de una topología para X que lo hace
localmente convexo, y con respecto a la cual cada seminorma 111, es -



- 50 -

localmente convexo, y con respecto a la cual cada seminorma Pr es

continua. Además, si b>10 3 06 p separa puntos, entonces X es un es-

pacio de Hausdorff.

Demostración:

Si Be	 , entonces B = n Vate. y, por lo tanto es equi-(*.g.
librado, absorbente y convexo.

Sea BEI(	 , B = (1 1 V
rittc

Sea B y =	 , entonces 13 1 + Bt c B, pues , si X E B, + B i ,

entonces x = xs +	 4	 , con xs, xle, B 1 .

P t, (X) S_ P. (x 1 )	 + Pyi. (X; ) < 1 SI +1 t: = Fi , y, por lo tanto, x e B.
c).- Sean B1, B2 c a!, , entonces

=	 e?-\IB1	 itI	
Ba	 = V„,,« E; .

3:1	 uj

Tomando B = B, /1 B 1 , se cumple que Bc B i rtsz.
d) .- Sea B e toe, y x e B.

B =	 Vri Ec , Si = 	- P (x) ,	 B = O vrcsz .

x + B I c B, pues, si ye x + B1 , entonces y = x + vs , con v3 e Bt.

PI; (y) = P (x + v i )	 (x) + Prs (vi ) <	 (x) + Si = Si , i.e.,•

y e x+ 13 1 , lo cual implica que yc B y 	 x+ Bsc B.

Como 213 satisface a), b), c) y d) 2 es una base local de una

topología para X, que lo hace un espacio vectorial topológico lo

calmente convexo.

Supongamos ahora que {Nti lper, separa puntos, y sea >c a e X tal

que xo É O, entonces existe	 1P.c. P , tal que Pro (x.)	 O, i.e.,

Pro (x.)	 = el? O.

Sea U=i xeX j P re (x) <	 , una vecindad de cero y x. + U
vecindad de x 0 , también se cumple que U (") (x 0 + U) = hfr , pues,

de lo contrario, existiría )(CUT) (x. + U), i.e., x = x 0 + u.,
con us e U y x e U, lo cual implicaría que Pro (x)<1	 , y, toman

do x = x0 -(-u0 ), tendríamos:

Pro (x)	 p lo (x 0 ) — P re (u0 )	 - i =	 , lo cual es una contradic-

ción, y, por lo tanto, X es un espacio de Hausdorff.
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	Teorema A.10.	 Sea X un espacio vectorial topológico y U

abierto, convexo, tal que OE U. Entonces existe un abierto V con-

vexo, equilibrado, tal que OeVc U.

	

Demostración:	 Como U es convexo, tU = 0(1 - t) + tUc U.

Sea U/ = Oin o(U, entonces existe un abierto

que 0E.WcU, i.e., si 4a1= 1, OEW = 0e W c
entonces, si tomamos V = U ti, obviamente 0E V.
probar que:

V es equilibrado.

Si c< = o, a y = loicv.
Supongamos, pues, que O< I «1 I, 1.

	

0( V = olUIC «U I =	 Ion;	 vic	 u1 =
= V, y, por lo tanto, V es equilibra

V es convexo.

Sea O t 1.

Si t = O, (1 - t)V + tV = V c. V.

Si Ott41, (1 - t)V + tV e (1 - t)U 1 + tUt cUs, pues
Ut es convexo, entonces (1 - t)V + tV e U: = V, y, por lo tanto,
V es convexo.

	

Teorema A.11.	 Sea X un espacio vectorial, VcX, V equili-

brado. Entonces tx E XI lis,(x) <11 5-- V6 ixeXi cav(x)111.
Además, si X es un espacio vectorial topológico y V es abier

to, entonces eiv es continua, V = x EX I ¿v(x) <13 y V = IXCX
(x) .4 1}.

Demostración:

bes XI tly(x)< 1151V.

Sea xe Xa w (x) < 1, entonces existe 0" >0 4 ¿tiv (x).4. ,Cr< 1, tal que
(rxe V, y, por lo tanto, x =17-6--sxeV.

VC 'ce Xt itiv(x) � 13.

Sea x E V,	 1-1 x = ft • ixc V, i.e.,	 001 1, y, por lo tanto,

(3UC n ru = u ,
lalz

do.

y equilibrado W, tal

U, i.e., OE n	 = U.t,Icon
Además, podemos



V C tx c. X I 	(x) _4 13.
.- Si X es un espacio vectorial topológico y V abierto,

entonces ves continua.

I w(x) - 414v (Y) I II GMf(x - Y)
Sea E >O y tomemos x- ye 1, E V, entonces (1)-1(x - y) e V,a

i.e., így (x -	 E y , por lo tanto, ti es continua.

.- Si V es abierto, entonces:

V = j xex l #v(x)< 13 y Ti ={x‘xt liv(x)e i} .

Sea x 6V, como:

K x X —4 X

x	 es continua, existe E > O 9 Si 11 - I C E, entonces
x c V. Tomando	 A = 1 + % , (1 +%)x e y , y, por lo tanto,

(x) 

l
44 < 1, i. e. , VS {x X t 1.4y(x) <1} y, por lo tanto,

V = x X( "(x)< 1) .

Como /4,,, es continua y V abierto, contenido en el cerrado

X c 	 entonces V abc x ( tal (x)

Para que tx e X l 14 v(x) 1.135V, basta ver que, si g(v(x) = 1,

entonces x E V.

Supongamos, pues, que 14v(x) = 1, entonces existe una suce-

sión	 s 6n4xe v, con 16 u; <1 + 4in y cr: 1.
x = 1 x = (limor i )x = lim (1;3,x6V y, en consecuencia, x4V, lo

cual implica que tx e XI tiv(x) �. 15£ VI-, y, por lo tanto,
V =ix E x t.% (x) t 11.

Teorema A.12.	 Sea X un espacio vectorial topológico lo-

calmente convexo. Entonces, la topología de X está generada por

una familia de seminormas continuas; además, X es un espacio de

Hausdorff sii la familia de seminormas separa puntos.

Demostración:	 Si X es localmente convexo, entonces exis

te una base local ta cuyos elementos son convexos y equilibrados.

s 114yl veisj es una familia de seminormas en X, y, por lo tan-
to, genera una topología 1, que hace de X un espacio vectorial
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topológico localmente convexo.

Probaremos que la topología 3 es igual a la topología ori
ginal	 de X.

1 ) . - Te c 3	 es obvio.

2)	 Te
Sea Ve	 , entonces V =1xeX La y ( x) 4 1} c	 y, por lo tanto,

= 9:c	 •
Si 5. separa puntos, entonces X es un espacio de Haus-

dorff (la misma demostración que en el teorema A.9).

Si X es un espacio de Hausdorff, entonces e separa pun-
tos.

Sea x e X 9 x O, existen vecidades y „ y Vx ide cero y x, respec-
tivamente, tales que V, Vx =

LJ ( A I 7 )V x re pfc p	 v	 Vo	 ix ex ¿Al/0(x) <
y, como x 4 V o , entonces livo (x) 3 1, lo cual implica que b„ (x)	 O
y, por lo tanto, 8	 es una familia de seminormas que separa pun-
tos.
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APENDICE

Definamos en ng") las seminormas:

Pn (0) = Max

sdonde	 K.c-e	 es

(

además, Ki c

f iDN4(x)1	 :	 .411	 y	 x e

compacto para cada ieZtJ

i = 1,2,3 , 	

%ni

y las

n =

Ki =

1,2,3,...

;

Esta familia de seminormas generan una topología para 6°'(e)
con la cual se convierte en un espacio vectorial topológico local

mente convexo.

Sea Kcir compacto y	 47(41= L fC1 4-65n(Sop fg. KI ,

donde Sop f= Ixegn if(x) y 01.
Aís(OZ") es un subespacio vectorial de n41") y denotaremos

por 2k(Arl) a este subespacio con la topología heredada de 0.(0) •

Explícitamente, esta topología está generada <por la familia de se

minormas

gn (f) = Max	 f (x)( : tal n, x 4.

Sea 1:6a") ={0€4"(iR"3 1	 Sopq5c1" es compacto}.
Consideremos ahora a	 C:(an) con la topología 91 inducida por
r(r) , la cual está generada por la familia de seminormas

Pn (f) = Max	 1D°4 f(x)I	 : lid 21. n, xesni . Sin embargo,

C;(til con esta topología no resulta ser completo, pues:

Sea

e s-na	 si ix, <1
f (x)	 =



'M

t(x) =	 :
¿tal

4112 4> (x - )	 e0(4)

4> (x) = cf (2x), 1,14:Cr) y Sop+ c [-fSea

Sea

- 55 -

fel:(a)

%Tos es una sucesión de Cauchy.

d(f,g) =	 2: 	 (f - q) 
1+PI, ( f - g)

Sea	 8, 0 tal que	 2K < E , CN = Max L (DI + ( Y)1 :	 N, yElit.}

xy N. tal que	 2_ 2 < Lo
Ki14.+1.

ct -
n+p

-13
£

ne

) (X) I	 L 2 1 DI ( x	 )I4CN kis 2 <

Por lo tanto, para n 3 N„ ps a y Ni 4n, Pn (Ir~- ) qa

(ti? -11 ) 
d( 	 -	 ) =	 : 2

0.4	 1+1+P„(tse - Yw )

P9 ('m,-7nY» ) 

1+P„ er„,,

O	 ,Itt
	 )2	 Tnt•

-
t < j 2 a> 

PN (te - ) + fica
*sí

A+	 = te
1	 2.

Así pues, hemos probado que { 4rn1:1 	es una sucesión de
Cauchy y, sin embargo, lim	 c (z» )	 ; por lo tanto, 0(10
no es completo.

Daremos a Cr(1?") una topología 3 que lo haga completo.
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Sea ¿a 	 ={wel:(tr) 1 w es equilibrado, convexo y, para todo com-

pacto Kc	 , w(1•At es abierto en 4j.
Teorema B.1.	 En Z13 , así definida, se cumple:

Wce8 es equilibrado, absorbente y convexo.

1 wte	 3	 W 0 	Wc, +

c).- Si W1 , Wa c Z9 , existe W o c te tal que W c, S W, n saz.

d) .- Si W€ 	 y x c W, existe W o e te tal que x + W os W.

Demostración: 

Solamente tenemos que probar que W es absorbente.

Sea 4)( Ifla") , entonces Pe Ac(ét") para algún compacto Kc an.

Sea wets , entonces Wr1 4(áP') es abierto en Á, (a" ) y, por lo

tanto, es absorbente, i.e. , existe 0- >0 tal que «.`IP £ 14/1 mex C Wr

y, en consecuencia, W es absorbente.

Como W es convexo, -1-W + ,4 157 s W, y, tomando W o = ja"Wr

se cumple que Wc, + W,, E W.
Tomando W.= Wim n W2 , se cumple que 147,, e Ws t1 Wa.

Sea Wel&	 , entonces

ca ly	 Un —+ FR-111 {P} es una seminorma.

P livarg 5 PW,K = liwrhate es una seminorma en 4(4V' ) , y, por lo
tanto, es continua, y entonces, P = PwiK ( ) <1, si klieWeitc0111.

Sea W c,= { lbs cuera p ( 0 ) < 1 - p (	 ) 3 •

14,3 es convexo, equilibrado y, además, como

w c, n4(t") = P -1 [(- 1» ,1 - P(4) ))J y P es continua, se cumple que

w o n its teg es abierto en 4(4r) y, por lo tanto, woet8.
Sea cbc W,,, entonces P(46 +91 )6 P(*) + P(4')41 -P(W)) + P( IP) =

= 1, de lo que concluimos que 0 +t c W, i.e., 	 + 14 0 e W, con

lo cual queda probado d).

Por el teorema A.8, existe una topología 3 	 para C(471)

tal que (Cr(an) , 3, ) es un espacio vectorial topológico local-

mente convexo, y M es una base local para 31 .
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Definición B.1.	 Sea X un espacio vectorial topológico,
e	 ie.decimos que la sucesión ¡tnyt  c X es de Cauchy, si, para toda U

vecindad de cero, existe He	 'tal que (xn - xm) U, si m,n >>N,

y decimos que X es completo si toda sucesión de Cauchy es conver

gente en X.

Denotaremos por 0(62") al espacio vectorial topológico eas(or)
con la topología antes descrita.

Teorema B.2. 

a) .- Para todo compacto K c dr la inclusión

iK : afIlt") --> atz") es continua y

4, (a ") = C Wn	 W e lo I •

Sea E acotado en	 4(trh) , entonces existe un compacto Kc&"

tal que ECAOR9 y para todo nce4 existe M n tal que, para toda
e E, se cumple que Pn (	 Mn •

4(t') tiene la propiedad de Heine-Borel.

d).- Si 1%,3 	 una sucesión de Cauchy en 4(8") 	 , enton-
ces	 c A (ten ) , para algún compacto KeRn y para todo n e 4.), y

E? O, existe N eal tal que Pn (l t -93 )<	 , si i,j aN.

e) .--111 ,: c 19 (&") converge a cero sii existe K compacto en ft'?

tal que Sop ikaK, y, para todo multiíndice oC , D°' (Pi(Pi 	 ar.

f).- .6(gel) es completo.

Teorema B.3.	 Sean X,Y espacios vectoriales topológicos,

Y 15) una familia de seminormas que generan la topología de Y,

T : X --> Y un operador lineal. Entonces T es continuo sii, para

toda Pa existe U vecindad de cero en X, tal que, para toda xe U

se cumple que P(Tx) 11. Si, además,111. es una familia de seminor_

mas cerrada bajo máximo que genera la topología de X, entonces:

T es continuo sii para toda PEZ? existe ntsill tal que

P (Tx) C Mm (x) , para toda x s X.

Demostración: (-=.>" ) Supongamos que T : X --t• Y es continuo
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y sea Pe 1p . iye Y I P(y) <1} es una vecindad de cero en Y, y, por

lo tanto, existe U vecindad de cero en X tal que T(U)c{ye Y I P(y)<1},
i. e. , P(Tx) <1, para toda x c U.

) Sea V vecindad de cero en Y, entonces existen conjuntos

ybásicos Vi =	 )<E1} , tal que Cal V. e V. Para cada uno de
estos Vi , existe Ui tal que, para toda x U i , se cumple que P(Tx)41.

Tomando	 E = Mint e,,..,,En j	 y U =	 E ( (:71Ua. , se cumple
que T (U) c V, pues, si x e U, Pi (T ( x) ) = E	 (Tx) < E �.	 i = 1,

2,3 ..... n, y, en consecuencia, T (x) e V; por lo tanto, T (U) a V.

Supongamos ahora que 111. es cerrada bajo máximo y T: X —, Y
es continuo.

Sea Pee ,Ixed P(x)<EJ es una vecindad de cero en Y, enton

ces existe una vecindad U de cero en X tal que:

T(U)c ty e Y l P(y) <1J, i.e., si x e. U, entonces P(Tx)< 1.

Existe tr: ú 311(1., y £> O tales que	 tx E X I m(x)<	 c. U.

Si m(x)<E	 , entonces x e U, i.e., P(Tx) <1.

Si m(x) = 0, entonces m(A x) = O y, por lo tanto P(T(A x))< 1, i.e.,

P(Tx)<	 , lo cual implica que P(Tx) = 0.

Supongamos ahora que m(x)> O y sea A = 	
2m (x)

m( x) = A m(x) =	 < £	 , lo cual implica que P(T( 	 x)) <1, i.e.,
P (Tx)< ó m(x) .

Teorema 13.4.	 Sea Y un espacio vectorial localmente con

vexo, T :8(C)—> Y un operador lineal, entonces los siguientes he-

chos son equivalentes:

T es continuo

T es acotado

Las restricciones de T a cada •Oklát)c 441'9 son continuas.
Si ce	 0 en 491.09 , entonces T n --> 0 en Y.n
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