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INTRODUCCION

Todas las ilemostraciones del llamado Teorema Fundaren

tal del Álgebra, tienen caracter trascendente en el sentido

de que emplean conceptos y métodos que caen fuera del álge-

bra y son del, dominio del análisis matemático real o comple-

jo.

El presente trabajo está basado en el artículo del

Dr. Hare Zassenhauss: "On The Fundamental Theoretof 110-

bra" AJblicado en Theimericanilathematical-Monthly-de mayo

de '967 y tiene por objeto dar una demostración lo más aIge-

brlica posible del teorema fundamental y tratar además álgu-

tos tópicos relacionados con él.

En el_Cap. I y Con el objeto de redondear este traba-

jo se dan otras demostraciones del teorema fundamental. una

basada en el teorema de Liouville y que , es posiblemente la

más sencilla de todas.

En el Cap. II se mencionan algunas propiedades. del -

carpo real y que motivan la definición de-campo realmente

Cerrado. En la teoría de los campos formalmente reales de

Artin y Schreier se definen los caMpOs reales cerrados (aquí

"cerrados" no se refiere a cerradura algebraica) y se demues

tres que la definición de campo-real terrado : implica la de

campo realmente cerrado ( cf 91Cap. VI ). Sería interesante
determinar si estas definiciones'' son-equivalenteso en caso

contrario dar un contraejemplo.

En el Cap. III se da la definitlón de anillo.ordenado.



Eh el Cap. IV se tratan los anillos OfAil Odia& r-

denados y se incluye una condición necesariaWellfic

ra la ordenabilidad de un subanillo de un anillo con`-

alón distinta de las generalmente tratadas:iMeM401*(igielu-
ec-J,J2. -: 4 Alá

ye un Teorema de existencia para campos reayment10311.temos.

En el Cap. V se tratan las extensiones anulares alge-

braicas simples y el equivalente del grupo de Galois asocia--

do a un polinomio, para anillos.

En el Cap. VI se da una demostración del teorema fun-

damental l sugerida por el Prof. Enrique Valle Flores, en el

seminario de exposición de ésta tesis.

No se incluye la demostración publicada en el artícu-

lo de Zassenhauss ya que en mi opinión, está un poco obscura..

Por último en el Cap. VII se amplia un algoritmo con

el que se obtengan raices reales de polinomios con coeficien

tes reales, para que nos' dé un algoritmo y obtener también

las raices complejas de estos polinomios.

Dna dificultad de este capitulo es calcular el polino

mio S2(f) (x) a partir de los coeficientes de f(x).

Sería interesante calcular S 2(f) para - polinomios f(x)

de grado mayor . que 3, posiblemente con ayuda de una calcula-

dora electrónica.

Agradezco al Prof.- ¡trique Valle Flores su estímulo y

consejos sin los cuales este trabajo° habría sido posible.

Mi agradecimiento también para el Ing. Alejandro Dueñas por

su ayuda y apoyo durante toda mi carrera.

Mayo 1969.



CAPITULO

Demostraciones del Teorema Fundamental del Álgebra.

Daremos primero una demostración del teorema fundaren

tal basada en el Teorema de Ilouville (cf[1]. Cap. 6, Cap. g)

Llamaremos funciones enteras a funciones de la forma

f(z)mjat zacon aL en C (campo corplejó).

I.I. TEOREMA. Una función entera no constante toma va

lores arbitrariamente grandes.

DEVOSTRACION. Demostraremos una forma equivalente de

este teorema: Una función entera acotada (es decir, tal que

If(0111M para algún M positivo, para todo z en C) se reduce a .

una constante.

En efecto, si existe una constante M, tal quelf(z)le

para toda z, entonces, de la desigualdad de CanchylaWKW4 O

deducimos que atm O para n m 1, 2,..., ya que r puede tomar

valores arbitrariamente grandes. Entonces f(s) m at.

1.2. TEOREMA. Si f(z) es un polinomio de grado m>1 y

G es un real positivo arbitrario, entonces puede encontrarse

R tal quelf(z)IG para toda z tal quelzf;IR.

DEMOSTRACION. Sea f(z) m a‘+ el s +	 + atta"

,f(z) m 0/(z,m+ _220+ 	 + áQ )

Si tomamos z tal quepis r.

1.3.1f(z)l)res'+d"	 -1- );k1rent
y como (	 + japj) se puede hacer menor que $1141 la

expresión 1.3 se puede hacer mayor que 34 la..12,"" y por lo -



tanto mayor que G para r suficientemente grande.

1.4. Teorema fundamental del álgebra.

Si f(z) es un polinomio de grado m) 1 con coeficien-

tes complejos, entonces tiene al menos una raíz compleja.

DEYOSTRACION. Si 1. (z) 1 0 para toda.z t entonces

1 -	 g(z) es una función entera. CaMog(z) está acotada -
Trij

(ya que f(z) A O y si z se hace muy grande g(z) tiende a ce-

ro) debe ser constante y lo mismo f(z), lo cual es una contra

dicción. Entonces existe zoen C tal que f(Q - 0.

Daremos otra demostración del teorema 1.4 (cf[á] Cap.

5, Teorema 5).

Sealg(z) z + c z +	 +	 y consideremos dos pla-

nos complejos, el plano Z y el plano W. q és entonces una

función que asocia a cada punto z en el plano Z, el punto

w q(z) en el plano W . Si z describe una curva continua en

el -lamo Z, entonces q(z) describe también una curva continua

en el plano W.

para cada r>0 fide, la función w = q(r (cose+ 1 sena))

define una curva cerrada Cr en el plano W, imagen de la cir

cynferencia Cr:IzI., r de radio r y centro O en el plano Z.

Para cada r fija considérese la integral

O (r, 8) a	 d(arg w) - %  udv -, vdu  •
u$..+vit

O	 o
con w si q(r (cosii+ i gene)) ii u + iv y definida para toda

Crr que no pasa por el origen w . O. (Si Cs pasa por w - O,

entonces q(z) tiene una raíz).



Es fácil ver que 0 (r, 27) - 2fin(r) donde n(r) es
el número de veces que Cr	 rodea al origen.

Como q es una función continua, n(r) varia continua-

mente con r, excepto cuando Cr pasa por el origen.

Además q(0) q té O ( a menos que cvmr O en cuyo caso

z O es una raíz ) y entonces n(0) = 0.

Demostraremos que si r es suficientemente grande, n(r)

es igual al grado m de q(s).
nn

q(z) ss"+ csins	 + c 
.4
z + cosa z"(1 +Ze it set)

xt0

arq q(z) are z + arg (1 +"texg5
Ow

Si z describe la circunferencia In * r en sentido po-

sitivo, el cambio de arg q(z) es m veces el cambio de arg s(

( o sea m•21T) más el cambio en arg (1 +3!cg
aun

Pero	 r es suficientemente grande42e x 	y

1+Ic icz-Kut u está dentro del circulolu - lk(1 y no rodea al

origen.

Tenemos que: Si r es bastante grande n(r) m, es de-

cir, el cambio total de arg q(z) es 217m. Pero al variar r,

Cr se deforma continuamente ya que q(z) es continua. Es evi

dente geométricamente que una curva, si rodea al origen

n O veces, no puede ser deformada en un punto sin pasar

por el origen en alguna etapa de la deformación.

Entonces para alguna r, á debe pasar por el origen,

cuando esto sucede q(z) O y queda demostrado el teorema 1.4



CAPITULO II

Algunas Propiedades del Campo Real.

El campo real R tiene las siguientes propiedades:

2.1. El simétrico de un elemento de R que no es cua-

drado (de un elemento de R) es cuadrado.

2.2. la suma de cuadrados de•elementos de R es cero'

si y sino si cada sumando es cero.

2.3. Todo polinomio de grado impar con coeficientes

en R tiene al menos una raíz en R.

La segunda propiedad es consecuencia de que existe un

orden algebraico para el campo real. La primera se debe a

que todo real positivo tiene raíz cuadrada real (Cf DiTeo-

rema 1.37). La última se deriva de la aplicación del . teore-

ma del valor intermedio para funciones continuas (Oí (51.Teo

rema 4.23) a la siguiente desigualdad:

Si f(x) xm+ asís+	 + a,h ,	 n impar.

2.4. f(1 +11ail)>O>f( -(1 azd )).
tal	 tri

Y por el teorema mencionado, existe c en el intervalo

fui +Dm), 1 4.1 14j) tal que f(c) • O.
4:1

Demostraremos la desigualdad 2.4 por división sintéti

ca.

as
1+1a11+..+Iami

+ A1L -

a	 almly+Ela;

1+1‘,141gml 	 1 + la"
A„.2	 Affilej

1	 1+11J+..+Iamj 1+1a31+..+114..	 1 41aml
+ . 4 1	 + AZ 	 + Am-:



Donde A es no negativo y los domas A son positi

Entonces f (1+ 1%l ad) > 0.

Pata demostrar la otra desigualdad es conveniente to-

mar.en cuenta el sismo de los coeficientes, de tal manera que

consideraremos las at reales no negativas.

	

Sea entonces f(x)	 alixrl	 + ál

Para el polinomio f(x) definimos el "peor" polinomio

fj (x), relativo a f(x) como el polinomio que tiene los mis-

mos coeficientes de f(x) excepto tal vez los signos, y tal

que ;(c) es mayor que f(c) para toda c negativa.

El peor polinomio es entonces:
st.	 wd	 11-2	 /1-1

	

(X) a x + al x - azx +	 + (-1)	 al x	 +	 +

Si f 2 (x) es cualquier polinomio con los mismos coe-

ficientes de f(x) excepto signos tenemos por ejemplo, para i

par, j impar.
n	 ri	 /a• 2	 dft.4.	 114

fl (X) as+ax-a2x+ • • '""al X + • e t	 a'a4.x1	 • • +a ,1

n4	 ir:	 .14	 w—,3f2(x)mxn+ax-ax+..+a-x+	 atá x -	 m/	 a	 s	 .. -	 .. + a
a

4x) — 4x) te .- 2 . avete- 
+ 2 sor"

i(c) - 110) a - 2 s i en 2 al , cm-i> O.

; (c)> 112 (e) y ; (e) es efectivamente el "peor" polinomio.

Calculemos ; (- (1 +liad)).	 taita a¿.

1	
un

al	-a2	 ...	 -a,,.. 	 aire —1 -tal.
-1 - al .. - am	1+a2+..+Eur,	 ...	 1+a,14+am	 -1-am

	

+ A	 + A41-2	 - A1	 44-1

1 -1-a	 NI	 11413+4›,4am 1..	 1+am	- 1 - An-a
A
1	+ A
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Donde los AL son positivos.

Entonces ya que fL es el "peor" #olinomios

O> fa (-(1	 )) > f (-(1 +i hui)).

2.5. DEFINICION. A los campos que satisfacen 2.1, 2.

2.3, los llamaremos campos realmente cerrados.

Puede pensarse que las tres condiciones anteriores

determinan el campo real o campos isomorfos a él. Derostra-

remos que no es así, ya que el campo de los números algebre

cos reales (subcawpo propio de R) es otro ejemplo de campo

realmente cerrado como se hace ver enseguida.

Sea A el conjunto de los números algebraicos sobre

los racionales, es decir, el conjunto de las ralees de toda

las ecuaciones de la forma a + si r +	 + am x O con aten

2.6. El conjunto A. de los números algebraicos forma

un campo.

DEVOSTRACION. Sean u, v€ A. Entonces u + v, u-v, u.v

u/v (si v / O) están en Q(u,v).

Como u, y son reines de polinomios con coefiCientes

Q, Q(u,v) es una extensión finitamente generada por elemen-

tos algebraicos sobre Q. Entonces Q(u,v) es finita sobre q,

de donde todo elemento de Q(u,v) es algebraico sobre Q y su

mas, productos, diferencias, cocientes de elementos de A es

tán en A y éste es campo.

2.7. El campo A de los números algebraicos es alge-

braicamente cerrado.

Sea un polinomio f(x) unIx1+ u x
I + +u.con coefi-

cientes laten A.



K	 (un,..1%) es una extensión finitamente genere_

da por elementos algebraicos, entonces K es finita sobre 4.
Toda raiz r de f(x) *es algebraica sobre K. Entonces

K(r) es finita sobre K y K(r) Q(unl . " uo,r) es finita so

bre Q. de donde r es algebraico, sobre Q. Entonces r es ele-

mento de A y éste es algebraicamente cerrado.

Sea H A(IR I el campo de los números algebraicos

reales.

2.8. AFIRMACION. El campo H de los números algebrai-

cos reales es realmente cerrado.

H satisface 2.1 1 ya que toda raiz de x 2 -amOcon

aEH, a>0 es algebraica y además es real.

H satisface 2.2 ya que es un subcampo de H.

H satisface 2.3 ya que todo polinorio de grado impar

con coeficientes en H. tiene al menos una raiz r en R. Como

r es raiz de una ecuación con coeficientes en A y este es

algebraicamente cerrado, r está en A y entonces r está en H.

Ahora bien H no es isomorfo del campo real puesto que

no contiene a los trascendentes reales. Otra demostración

de que H no es isomorfo a R, que no envuelva la existencia

de reales trascendentes comiste en observar que mientras

R es no-numerable (infinito), H es numerable puesto que A -

lo es (ya que la colección de todos los polinomios sobre Q

es numerable).



CAPITULO III

Anillos Ordenadbs.

3.1.•DEFINICION. Un anillo ordenado es un anillo A

con unitario 1 y un subconjunto no vacío P de A tales que

3.	 3.2. 0/13

3.3. Si aE A, entonces EtE P, a I. O 6- ELE P.

3.4. P es cerrado bajo adición y multiplicación.
De esta forma tenemos que A a rUjol U(-P).

Además, de 3.2, PAIS 4 (-P) I t tO) 0 y Pn(-P).4

ya que si ae Pnt-P), entonces a + (-a) g. O EP, contrario a

3 .2.

Tenernos entonces que un anillo ordenado pude defi-

nirse de manera equivalente:

3.1.- Un anillo ordenado A es una pareja (A,P) forma-

da por un anillo A con unitario 1 y un subconjunto E de A

no vacío al cual llamaremos el conjunto de los elementos -

positivos y tales que:

3.2. El simétrico de cualquier elemento distinto de

cero no pósitivo es positivo.

A = 1119W(-P)	 (Unión Ajena)

3.3. La suma y el producto de dos elementos positi-
vos son positivos.

P + PcP	 P Pc:P

* Se utilizan las definiciones usuales para el cálculo de

subconjuntos de un anillo:

A + B mía + 1)1 a.EA, bEB), - A	 Sal A}



Dado el anterior, Concepto, de positividad definimos

un orden algebraico en A diciendo que:

3.5	 a>b (b<a)	 si a b E P.

Esta definición satisface las reglas generalmente pe

elidas en una relación de orden algebraico.

3.6. Tricotomía. Para cualesquiera dos elementos a,

b en A, vale una y sólo una de las relaciones
a

a>b	 a b	 b>a.

Efectivamente, por 3.3, (a-b)E P, a - b O ci -(a-b:

P y como P, (-P), 101 son ajenos dos a dos, tenemos solo

una de las relaciones anteriores.

3.7. Transitividad. Si a>b y b>c, entonces a>c,

(a - b)EP, (b c)EP y ya que P es cerrado bajo la s3

ma (a - c)E P.

3.8. Si a>b y c>d entonces a + c)b + d y

a c + bd>a d + b c.

(a - b )€ P , ( e - d)E P irplican (a b) + (a - d)

(a + c) - (b + d)E P y (a b).(c d) 	 ( a c + b d)

(a d + b c)E P.

Reciprocamente, un anillo en el cual esté definida

una relación de orden total	 define un concepto de posi-

tividad, con . P staE A I a>03 el conjunto de los positivos y
que satisface 3.2, 3.3, 3.4.

OBST,TITACIONT;S:

3.9. 1 EP. ya que si (-1)EP, para aE P

( - 1) a at -a EP. Contradicción.
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3.10. La característica de cualquier anillo ordenado

es 0, ya que como P es cerrado, no puede ser

n. 1 = 1 + 1 +	 + 1 = O para alguna n.

3.11. Un anillo-ordenado no'tiene divisores de cero,

ya que si a, b en 1, distintos de cero y ad) = O
a 6 (- a)E P , b 6 (-b)EP y

a b (-a) (-b) (-a) b a (-b) O y un producto

es de elementos en P..

lit MIS Mg PIM sus
sis muna

AUN ESTUDIOS
astalonc4



CAPITULO IV

Anillos con División Ordenados.

Los elementos positivos de un anillo con división ordenado --

D, forman un semlanillo • H con las siguientes bropiedades:

4.1. El semianillo R contiene el cuadrado de todo

elemento distinto de cero del subanillo con división %gene

rado por H.

4.2. El seplanillo H es un sub-semianillo mainel dé

D que no contiene el cero de D.
En efecto, sea D1.11Iel anillo con división generado

por Hi ldk:R 1 ya que si he g Y SOí h(-11 ) = -1E11 contra-

rio a 3.9. Entonces %. HUTCM-H).
Seta 01uED	 JI, uÉD•11

Si u 1t H, - uE FI, u2 .• (-u) (-u)1

Sea K un sub-semianillo de D que contenga

te a H. Existe x en K tal que x no está en H.

Si x O, OEIC.

Si x/0, x (Jar),	 EacK y + (-x) • 011C.

4.3. Proposición: Recíprocamente, a cada serianillo

H de D que satisfaga 4.1, 4.2 lo podemos asociar con un con

cepto de positividad de %poniendo R..1/ y que cumple 3.2, 3.3

4.4. Proposición. uH	 Hu para toda u€ ni, u O.-
Sean u, vED- u, y distintas de cero.

u v u4 v t (uvf	 (46 H. Si h
u h h(h n h u):14E Rus tiRCRn.
Similarmente HuGuR y entonces -le Hu.

• Un sepianillo (R, + 9 .) es un subconjunto no vacío de un
anillo, cerrado bajo las mperaciones de adición y multi-

plicación.

propiamen



4.5. Proposición. Si hIFI. entonces h-1E

H	 l • H s 13-. 3 h IIChej Il •	 Id. 15311E
I	 -4	 hh h+h- 1 ha. h (h h )E
-4h H.

Por la proposición 4.4.

(h j 11)	 (h-3 II) a 13.-"j (H h-1 ) E	 h- h-4 10 H.

-4h	 H es entonces un semianillo de Do que contiene a

H pero no contiene a cero. Como Dm	 heiH contiene el

cuadrado de todos los elementos distintos de cero de 1140

se sigue de la propiedad maximal de H que 127 1	 a y enton

ces h-1H.

4.6. Proposición. Si el elemento distinto de cera e

de Do no está en H l entonces -c pertenece a H.

Sea a	 + cH)

ri contiene propiamente a H ya que c a c.laE

(	 + cH) + (II + cH) C H + 011.

H cH (cF)HCcH.

c11.011 «11c) /I	 c(cH) H a 02 11 • $C H.

+ cH) •	 + ell)C H H + H cH + cH H +

cH•clICH + cH.

Entonces la suma y el producto de elementos de TI, es

Un en FI, de donde éste es un semianillo de D. H que contiene

propiamente a H.

Daido a la propiedad maximal de H, OETI. Coro 0111,

0 � c H, , entonces OE (II + clf). Existen h 1	II tales que

Oah +o h2 de donde -o	 MICH.

Podemos sintetizar los resultados anteriores en el
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siguiente

4.7. TEOREMA. Un subanillo con división- D it ;:de 1

anillo con división D Os ordenable si y sólo si 'D COnfle-j±:.,

ne un semianillo H con 4.1 y 4.2: El orden se da mediante

H = P.

Necesitaremos el siguiente lema:

LEMA 4.8. Sea 4 Oemianillo de D que no contiene a

cero, entonces %está contenido-en un.semianillo »axial

H que no contiene a cero.

DEMOSTRACION. Sea TI . {114 con i t I el conjunto de

semianillos de D que no contienen a cero. Sea un orden par.

cial en W dado.por

as% Hl si 'Mi ni.

Seailq(kele) una cadena en H entonoesUhil (lea)

es una cota superior deiglec. X). EfectiyamentWjÉ k(k K)

es un semianillo, ya que si x, REUR K , entonces xERI,

y como gri Hs son elementos de la cadena, están relaciona_.
dos entre si. SupOS;amos..

H.A 1111 entonces x 4. y, x.y€ itsCUE K (ktIC).

Además 1/11%no contiene a cero.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal H

en W respecto a la inclusión.

4.9. TEOREMA. Un : anillo con división D puede ser--

ordenado algebraicamente Ii y sólo si la sute finita de

productos finitos de cuadradas de elementos.de D es cero

sólo si todos los sumandos son cero.
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DEVOSTRACION. La condición es necesaria, ya que Co -

mo los cuadrados de elementos de D distintos de cero están

en H l sumas finitas de productos finitos de cuadrados es-

tán en H y éste no contiene cero.

Supongamos que vale la condición. Sea goel conjunto

de todas las sumas finitas de productos finitos de cuadra

dos de elementos distintos de cero de D. Entonees eHo es

un semianillo y no contiene a cero. Por el Lema 4.7, Hoes

tá contenido en un semianillo maximal H que no contiene a

cero.

4 . 12 + 1 + 11 +. 124141H.	 4 A 0.

Como todo elemento u en D se puede poner como

u fl - 145u + lit - (u - 111 , entonces ue Dm, tenemos

que Dm. D D tiene el orden a>b si y sólo si a - bl

4.10. TEOREMA. Si el campo P es ordenado algebrai-

camente y F está contenido en una campo extensión algebtai

cemente cerrada 31 , entonces existe un subcampo oP den,

realmente cerrado tal que

4.11. Cada elemento positivo de P es el cuadrado

de un elemento de 411

4.12. n es algebraico sobrecl, .

DIMOSTRACION. Sea licel conjunto de los elementos

positivos de F. Por el lema 4.7 existe un semianillo sexi

mal H de n que no contiene a cero y que contiene a Ho.

Sea+. el campo generado por 1 contiene los eleven

tos positivos de P y los cuadrados de todos los elementos

de cl5 distintos de cero, pero no contiene a cero.

SSP
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Entonces podemos extender el orden de F a un orden

algebraico de 4,	 , tal que H es el serianillo de los po-

sitivos de 41

4.12.	 ft es algebraico sobre 4) .
DEUOSTRACION. Supongamos quelll no es algebraico

sobre op .

Sea if 	 biG 	 	 ) fr E H, Pj(z), Qz(x)E+E]d} formado

por todas las sumas finitas de productos finitos de cuadra.

dos de elementos distintos de cero de 4) (E) Con coeficien

tes en 1111/ es un semianillo que contiene propiamente a L.

Debido a la propiedad matinal de H, cero está en H/,

O ge	

ha k(	 ) T 	 ( )i

11(x), P1 (x),.. . 1 1591(x) son polinomios distintos de cero &IPA

Sea m el grado máximo de los polinomios Ps(x),...,

P$x) y sea aL el coeficiente de ren PL(x).

Entonces ya que la extensión es trascendente

O a•
U3 

PI, (e) a a ht, (.)
a

Val

y el coeficiente de P» debe ser igual a cero ya que el úni

co polinomiocr(x)E< Ibelgqua satisfaceate) O es el trivial

De donde O .4ilhe <EH lo que es falso.

Entonces	 S/ es algebraico sobre 4,.
Todo elemento de H es el cuadrado de un elemento del

Si uE H , entonces ya que SI es algebraicamente ce-

rrado existeeE fi tal que e m u.

Si e<	 entonces Ti .ta bel	 a>O,b)O, a + b>0,

a, bEiplforma un subanillo que contiene propiamente a H.
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ECHC II II y 11 H es también un serian1110.
Aderís n U contiene el cuadrado de todo ele

deCle ) distinto de cero.

Efectivamente, sea a +	 O con a .�..0„ b�,0, en-
tonces (a + bE)2 . a2 + 2 a be..., 	a2+ ti u + 2abPIE.

Si a +be.LOcona 6b<0.

(a + be/	 + decon o a2 + b2 u	 d 2ab<0.
0 2 -d2u (a2 -1?u)2 >0 1 ya que si a -bt u O entonces
u - el yA. a - d.0 + ceEll , (e + de) (nd u + oe) • (c21 -d2u),

Ellyc+ dea T1-4,

El cuadrado de todo elemento del( e) está enton-
ces en TI irly ya que adem¿ss es un semianillo que contiene
propiamente a II, debido a la propiedad maximal de éste,

E debe contener a cero, lo que es una contradicción.
Cada elemento de 11 es el cuadrado de un elemento

de, y ya que II contiene los elementos positivos de F te-

nene 4.11.

Todo polinomio de grado impar con coeficientes en

ttiene una raiz en 4)
Supongamos que lb ( es de grado impar y que la ecua

oión
4.13. - 1 Aya)a	 (f(x))

puede ser resuelta por polinomios fj (x), ft(x) 01:5 (x)

con coeficientes en 4> . Podemos encontrar un polinomio
f(x) de grado mínimo 2 n + 1 que satisfaga 4.13 y tomando

los residuos de fi (x), fz(x),	 fes(x) al dividirlos por



f(x) obtenemos una congruencia 4.13 con el grado máximo k

de los polinomios fi(x),..fs(x) no mayor que 2n.

1 41 f1(x) f(x) g(x) es de grado 2 k o sea no
IL4 

mayor que 4 n, y como f (x) es de grado 2 n + 1, g(x) es

de grado impar y menor que 2 n + 1.

Pero ya que

-
	 tflx, (g(x) )4

y el grado de f(x) es mínimo, llegamos a Una contradic-

ción. Entonces para un polinomio de grado impar con coe-

ficientes enCPnunca vale una relación de la forma 4.13.

Por otra parte, debe haber un polinomio de grado

impar g(x) entre los factores de f(x) irreducibles en

IN. Ya que rt es algebraicamente cerrado, ha y una raíz

ede g(x) en n

Sea el campo extensión algebraica simple + ( e).

entonces: por lo demostrado anteriormente, ninguna suma

finita de cuadrados de elementos de la extensión puede -

ser igual a - 1.

Esto implica que las sumas finitas de cuadrados de

elementos distintos de cero de +(e) forman un seriani

llo H que contiene a E pero sin contener a cero.

Supongamos que E contiene a cero.

O a ± Pi( 	 Supongamos que P s(x) / O

Ya que todo elemento de la campo extensión+ (1`)
J. -1

se puede poner como un polinomio, Pl ( e) Q (e)

-
 1 5

S	 › 2PL(e) Q (1 3 lo cual es una contradicción.
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Debido a la_propiedad maximal de H tenemos que

HwHysus carpes generados son iguales.. entonceále)

y todo polinoSio de grado impar con coeficientes enCb

tiene una raiz en OP

1 Es entonces realmente cerrado.



CAPITULO	 V

Extensiones Anulares Asociadas a una Ecuación.

Sean Y un anillo conmutativo con unitario Ay un poli

nonio f(x) = xm+	 + ain con coeficientes en V.

Construiremos formalmente una extensión anular conmu-

tativa y con unitario de V en la cual f(x) tenga al menos

una raíz.

Sea Viu;D el Y-. módulo con base 1, u,..,, u sobre V.

5.1. La regla ut definida por:

uc(1) = u

u
L4

nc ) al	 (0<i<n - 1)
opri	 $.2

uz (U11.3) os n•	 U	 azuce' 	1
me

u(Isibu).,	 : bu(il) (bEV 0<j<n)4 c3zo	 a	 Jr.o
es un endomorfismo de Y [U;12.

) + (1-b;	 11,1	 (a +	 ti] a
CTO	 t tes	

= 
u• 44,

nacEbi.) u4(11)	 aieu5(u1)	 b¿ut(4)	 uc el, III+ us
hm*

ur, es un homomorfismo de V Cu;ti en si mismo.
lq

Definimos una multiplicación en V[u;i1 por:

5.2. ( X lch uk ) • w	 k 1.14 (w)	 vt EY [1.101
h

5.3. Proposición: V [u:/lcon la multiplicación ante-

rior forra un anillo conmutativo con unitario, que contiene

a V y tal que f(u) 	 O.

DEYOSTRACION. Como-ces un homomorfismo, la multipli-

nación está determinada por el, efecto de u cen los elementos
.;de la base, y ya que uc (u4 )	 uc (u ),. OCi, gn, (si i>j)

.3	 1 1-i	 3
entonces ut(u ) = uc ur (u )	 u5c(u1)	 ), es fácil demostrar
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que la multiplicación es asociativa conmutativa y distri-

butiva con respecto a la suma.

Demostraremos como ejemplo la cOnmutatividad de la

multiplicación.

iraL lib'( f 131tgo
1. la,.

tro <ro
ya que a l 	bija

1-1

ib. urd (Va tu) (
tze	 t=0
Si bEV3 b • 1 + Ou +

í	 •	 1.-1

u

	

1,1 u:(ud) .	 1. ti aiut(d)
400.0=0

y n1 (u4	 ul(ul ).

t	 (	 aut)
1.:ra	 -

... + o tr4E	 Th1;11.

V qstá 'contenido en Viu;y].

El unitario de V es también el- de- vliv,1,

f(u) a u1+ a un+	 + ate . ulf-1 a, 11"+	 + ama=  

además

ge ue (u-44) +	 + a w (-a4 
ere'	 - a ) + a

J. 
u

#0 
+ • +

. O.

5.4. u satisface la ecuación r(uc)

Veamos el efecto de f(Me) en los elementos de la base.

fent ) (1)	 (ur+ al 	+ amt.1) (1) • um + a, u"+	 +

a% ) = O.

f (ue ) (u )	 ( se+ atu +	 + a.1) (u1)

.. 4. al) = 0„

De donde f(ue) (w) O para todo w en V[u;f]

Sea f(x) nx+ax+	 + aim un polinomio con coefi-

cientes a0 = 1, aj ,	 , aten el anillo conmutativo con uni-

tario A, y supongamos que f(x) tiene la raiz u en A, enton-

ces:

f(x) f(x) — f(u)	 44x1—1z.

a u +
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Estos n1 automorfismos forman un grupo yin l'al que to-
.

do elemento de V está fijo para cada miembro de )119 . Los

elementos de V son los únicos elementos de 'que .. u
que quedan fijos por yo .

DEMOSTRACION  . Por iniucción.. sobre el grado de f(x)

demostraremos la última afirmación ya que las anteriores -

son inmediatas.

Para n = 1. f(x) x t14 , entonces u está en V

V[U,J ; fl= V y vale , la afirmación.

Strong:amos que vale la afirmación para e-1.

Como. V [ui ,	 ,a f]= (V pi :	 ) [u2 , . .unt ; f ] y
'cauro

f es de grado n-1, tenemos que los elementos fijos por"ir
todas las permutaciones de us 1	 uol, deben ser, por la

hipótesis de inducción, las del anillo base V [U4 ; f].

	

Si V es el conjunto de elemento fijos por y 	 en-
)_-

tonces Vc:VCIV 1;41 .

Supongamos que existe un elemento de V que no está en

V.
Aplicándole a éste elemento un automorfismo resultado

de una permutación que intercambie ul y 110 obtenemos un ele

mento de V N N que no está contenido en V [mil Tenemos en-

tonces que V . V.

Recíprocamente:

5.9 TEOREMA. Cualquier automorfismo, de V.. u * 11

	

4 .	 ".

que deja fijo a V, es resultado de una permutación de us ,..u.
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DEMOSTRACION. Sea T un automorfismo que deje fijo a V
*4	-.1T (f (ut )) . T (n i.

M 
+ aiuL + .. + al,' . T(141)

M 
+ ajT(uj)"+.. 1 a,

f (T (uL)) . O.

El automorfismo T zapes_ ralees de f(x) sobre raices y

ralees distintas en raices distintas, o sea ticamente per-

muta u3  ••• lams

5.10. COROLARIO: Si	 xm) es un polinomio con

coeficientes en V, fijo para todas las permutaciones de las

variables (polinomio simétrico en x l,/.. le l) entonces el

elemento v g (u 1 ,	 , u ) de \ti,	 u4está en el -

anillo base V.

DEMOSTRACION. Si T es el automorfismo resultado de la

permutación IT ,T(v) 	 T(g(uj , 	  tQ)	 g

(u1,,.., um) v como esto vale para todo automorfismo

que deja fija a V, por el teorema 5.8, V está-en V.

5.11. COROLARIO:: Teorema de las funciones simétricas.

Sea R V[M1 ,..x,jel anillo de polinomios en n inde-

terminadas sobre V. Sean 	 -

Xj + 25+ ..	 X^ 9 S 2 X	 4- X X3 + ose	 X ;	

	

mXX	 X4	 z	 m

las n funciones simétricas básicas. Entonces cualquir poli-

nomio simétrico en xl ,	 xmsobre Y, es igual a un polino-

mio en s i , sz ,	 smsobre V.

	

DEMOSTRACION._Si f(x)	 (x - x 1 ) ( x - xz)..(x - xm)

+1-1	 m•Z
entonces f(x) x	 + sz x - s.. + (-1) s.

	

Sea K V [sj 	smlel anillo generado por et,	 sm,
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sobre V. Entonces R se puede poner como 	 az 1 . * I /50;

ya que los coeficientes de f están en X.-

Sea g(xi,..., x%) un polinomio simétrico en

ya que g queda 'fijo para las pertutaciones de x 1 ,	 xh,

entonces g queda fijo para todos los autemorfismos de N so-

bre X. Del'corolario 5.10Me sigue que g está en el anillo

base X es decir g(xi,	 x%) se-puede poner como polinomio

en SI ' S,	 S .

Del corolario anterior, se sigue que si f(x) es un po

linomio cpa cpeficientes en el anillo V, cualquier función

simétrica g de las raices de f(x), Pue de ser expresada en

términos de los coeficientes de f(x).

Supongamos f(x)	 Cx -	 (r - ua)..(x-u.,1). Enton-

ces el polinomio

Sa(f) (x)	 (x-(u 4+ tia)) Cx -	 ws))...(x-(u*: um))

cuyas ralees son las sumas de dos ratees de f(x) para to-

das las combinaciones de éstas tomadas de dos en dos, es

simétrico en N I .. 4%. Sus coeficientes se pueden poner en

términos de los coeficientes de f(x) y están por lo tanto

en V.

PROPOSICION 5.12. Sean V un campo y 2(x) polinomio

con coeficientes en V. Supongamos que Sa (f) tiene la raíz

u en V. Entonces d(x), el máximo común divisor de los poli

nomios f(x)'y f(u-x) con coeficiente inicial 1, no es cona

tante.
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DEMOSTRACION. Sea d(x) a m o d(f (x), f(u-a)) con -

coeficiente inicial 1. Entonces vale una ecuación:

d(x) A(x) f(x) + B(x) f(u-x) con A(x), B(x) en V

En V[U 4 ,	 yrnilf] tenemos:'

d(x) s A(x) f(x) + B(x)	 uz- x) + (u - uz- 10)
. A(x) f(x) + B(x) f (u 1 + uz -x) #	 uz) g(x) u1.

donde g(x) es un polinomio en dos variables x, y sobre V.

Sustituyendo uztenemos d(u2 ) . (u - ul -	 g (uz „ u4 + 1

Si d(x) es constante distinta de cero, entonces d(x)

1 •'d(u2 ) y u - ul- unes invertible en V[1,.. uti ;f] Por

el mismo razonamiento u - uva , u4 (1.11i<j‘n) es también

invertible y lo mismo el producto. Pero el producto es

S 2 (f) (u) el cual es cero y llegamos a una contradicción.

Entonces d(x) no es constante.



CAPITULO VI

WernemumseememTeorema Fundamental del Álgebra.	 wzmeeemeezub
ALTOSESTUDIOS

Sea F un campo realmente cerrado. La carnilibleeTa

E = E(i) donde i es una raíz de 12 + l = 0 y que formalmen-

te se construye como el campo complejo a partir del campo

real, es algebraicamente cerrada.

Para cada elemento Z	 +_b i de E, definimos el

conjugado de Z	 Además todo elemento de E

tiene raiz cuadrada en E.

Necesitaremos el siguiente lema.

LEVA 6.2. Todo polinomio f(x) de grado n>1 con coe-

ficientes en F I tiene al renos una raíz en E.

DEMOSTRACION. Sea f(x)
m4. a x + s. + am con aten

polinomio de grado n, donde n = 2Mtq y con q impar.

Demostraremos el lema por inducción sobre a.

Para m . 0, n es impar,y ya que P es realmente cerré

do, f(x) tiene una raíz en P y por lo tanto en E.

Supongamos que vale la hipótesis para todo entero me

nor que m, es decir, que para cualquier polinomio de gra-

do n/ = 2""
&
 q' con coeficientes en P podemos encontrar una

raíz si ¿Cm.

Sea Fp% ,	 , %; f7 un campo de descomposición de f.

Para cada natural k, sean los polinomios T s (f), T2(f)

T (f) definidos de la siguiente manera:

Tx(f(x)) :r1p(x (aí+ al+ kaLaá))
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Tx (f(x)) es simétrico en las a y pOr lo tanto tiene sus

coeficientes en F. Aderás el grado de T t(f) es (1) -

n(n-
2
1) - 2 .1mq Sn-1) 2qt1" donde ci t es impar.

Por la hipótesis de inducción cada Tk(f(x)) tiene
al menos una raiz b en E.

Sean b it y bto las ralees correspondientes a la combi

nación de a l , ti. (Es claro que para encontrar estas raí-

ces no se necesitan mas de (11) + 1 polinomios Tw ).

Entonces

bc al + aj + kat% hp. a t + a . + ka.a.4	 4

y resolviendo. este sistema

au+ ai 	 - kb o	 • Fi si d3•	 bx 
k

Resolviendo la ecuación de segundo grado con coefi-

cientes en E:

(ay+ a4) x + a¿a4. O

Obtenemos las raíces a t , al de f(x) en E y queda demostra-
do el lema.

Dewostración del Teorema Fundamental.

Derostraremos la existencia en E de una raíz del po-

linomio

6.3. f(x) xe+ asir:	 + a

con coeficientes 1, a l . az. alelen E.

f(x) a f(x) f(x) tiene coeficientes en F, por lo tanto tie
ne la raíz c en E.
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CAPITULO	 VII

Ampliacién de un algoritmo

Suponiendo que existe un algoritmo para encontrar

las raíces reales de un polinomio f(x) con coeficientes

reales, lo aripliaremos a un algoritmo que nos dé todas

las raíces de f(x).

7.1. Procedimiento para descomponer un polinomio en

polinomios separables . primos entre si.

Si mcd (f(x), df /dx )	 d(x) no constante, sea

(f/d) (x) a 00 (x), mcd(es (x) ) df / dx ) a es (r) no constan

te, (e0 /43 1 ) (x)	 fi (x), mcd(el (x), dtf/ d x2)

mcd	 dIf/d	 ei(x) no constante, (gide° (x) -

fl(x), mcd (e .  CS." f	 (3). O)
41 d x44-s r

Entonces f(x) f i (x) fa(x)	 fa(x) Sti(x) donde

f l(x), fe(x),..,Ux) son polinomios primos entre si y se

parables.

DEPOSTRACION. Sean a, b, ... 1, las raíces distin-

tas de un polinomio f(x) y sean OLIO	 .)L, sus res-

pectivas multiplicidades.

f(X) m (x - a )
á

,	

(x - 1 ).

Cono una raíz de multiplicidad k de f(x) es una raiz
de multiplicidad	 k-1 de su derivada f / (x) es cllro que

18-1	 X-i
f(x) y fi (x) son divisibles por (x-a) (x-b9 .. (x-1 )

El máximo comen divisor d(x) de f(x) y f i (x) es en-
Otri	 Ari

tonces d(x)	 (x?-a) .. (x-1 )	 g (x).
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Si g(x) no es constante, tiene un factor (x- m), don

de m es una raíz de f(x) digamos a. Entonces aes una raíz.

de multip/icidadil -de f {x), lo cual es una contradicción,

ya que a es raíz de multiplicidad a-1 de f'(*).

g(x) es entonces-constante y

	

a"! 
fi

-1 	 X-1
7.2. mcd (f (x), f'(x)) 	 (x-a ) (x-b) 1.. (x-1)

Agrupando los factores de multiplicidad 1, 2,
I

de f(x) tenemos que f(x)	 fl(x) ft<x)^f(x)	 (-	 si noa

hay factores de multiplicidad k fic(x) a 1). Donde los

fl (x) son polinomios-separables mutuamente primos.

f (x) gs (x) fa(x) fl(x)

f'(x) a g2(x) 1.3(x)-f4(x)...

f (x) 4 g3(x) f4(x)

donde cada g i.(x) no tiene factores en común con f(x).

Por 7.2 1 mcd(f(x))f(x)) d(x) fa (x) fA (xl f

f(i)	 e o(x)	 fi (x) ft(x) fa(x) 1,(x)
d(x)

ei(x)	 (14x). f'(x)) a f (x) f3 (x) f4 (x )	 ea(xl.f
ej(x)

ea(x )	 (estar), ?(r))	 f 3(x) f 9 (x)	 (x).f1( )
eA(x)

_kwve (x)	 (e4 ,	 f}. 1	 ei(x)of (x)mn	 dx4M 1 .	 e (x)

Si f(x) es cualquier polinomio con coeficientes rea-

les, por el procedimiento anterior lo podenos descomponer

en polinomios separables.
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Sea g(x) un polinomio separable con coeficientes en

R. Mediante el algoritmo que teneros podemos encontrar las

raíces reales de g(x), alg aa, - ... adv. Entonces

8(1) = (x-sp (x -aa)..(x-a.,) h(x), donde h(x) es un poli-
nomio separable con raices complejas únicamente.

Nuestro roblema es entonces. encontrar las raíces

de estos polinomios.

7.3. Método para,encontrar las raíces comPlejas de

un polinomio con coeficientes Sales.

Sea f(x) polinomio separable con coeficientes rea

les y sin raices-reales.

1.- Fórmese Sa(f(x)) y encuéntrense todas sus raíces

reales. Supongamos que . éstas son•simples, digamos bs, b2,..

Entonces mcd(f(x), f(bs- x))	 (x-bi/2)1 + ci donde caes
positivo.

En este caso las raices de f(x) son los ni.2r núme-

ros complejos b3/ 2 4 i cii(141511r).
DEMOSTRACION. Sean b i/2 + ici ,	 1029... bT/2 +

las 2r raíces de f(x) con todas las ct distintas. Entoná.
ces Sa(f(x)) no tiene ralees reales repetidas y tiene úni

camente r ralees reales. .

7.4. El máximo común divisor de f(x) y f(hi - x) es
(x -W2)1 + 11= (x -(b1/2 + i q))	 - 190.

Sean sj ...bi/ 2+ i c i	 bi	 i cl

(x - b1/2) +	 (x-sj)	 zi	 son raices de -1(x)

entonces (x-7z1) (x.ri:Olf(x).
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Demostraremos que (x j )(xf(bi- x).

Como bj	 .+	 f(bi- x) f (z +	 x).

Dividamos f(5 + z x) por (x z) (x z)

f(z1+	 x) e q(xlx - zi )• (a-i3	 r(x) con gr(r)<2

Sustituyendo 53 tenemos

f(zi+ "ij - ,)	 q(zi )gzi - z,	 r (a)
f (1) = 0.0+ m(111).

r(x) tiene como factor (x-zi ). Similarmente r(x) tiene

como factor (x-ij) de donde gr(r) es al menos 2 lo cual

es una contradicción. Entonces (x- si) (x-; )1f(b .o - x),

El máximo común divisor de f(x), f(b -x) es

zj ) (x - rj).

Supongamos que mcd(f (x), f(b3- x))	 h(x) (x-z3)(x-13,

Entonces h(x) tiene como factor a °caz° doble ates algu-

na raíz de f(x), zj, iitsg

«bis x) f(z1 +	 x) =[h(x) (x sí) (x -	 s (x).

Sustituyendo zitenemos

f(z1+ ;Y- si)	 h(zL) (xL-13 ) (EL- my) a (z1)	 O

Entonces zi+ ;- hes alguna raíz de f(x), digamos zit

54 + "ij nem 7, zu. -ás,. 5L 4 	 zi. sic

Contradicción, ya que entonces S a(f(x)) tendría al

menos la raíz bJ repetida.

II. -Si las ralees de So(f(x)) no son simples, se

debe obtener un algoritmo un poco más elaborado.

7.5. Sea Boel conjunto de todas las raices bLde S

5'2(f(x)) y sea u o(bj) la multiplicidad de la.raíz bi de S

Sz(f (x))•
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Denotemos por A, el conjunto.de todos los elementos

de Roque no son medios aritméticos de elementos de Bo.

Tenemos que mcd (f (x), f(b-x)".. g b(x) g b(b-x) es no -

constante para toda b de A l . Entonces s b(x), e hb( (x-b)
2
 )

2

donde gb(x) tiene grado 1 uo(b) y hbes Un pblinomio de grn

do la mitad de el grado de gb(x) tal que todas las-raices

de hb son negatiVas, digamos son de la forma - Otc(1(k<u4b;

donde N ies positivo. Entones las raíces de g‘X) sondas

2 un(b) números complejos b/2 + icht (141k(uó(b)).

DEVOSTRACION. Al fOrmar el conjunto A ll eliminamos

las raicet de S;(f(x))qUe provienen dé raiceá de f(x) con

parte imaginaria igual.

Supcingaros que f(x)tiene las siguientes ralees re-

petidasuon parte real b igual, con b en A l :.
J1 

b + c

O sea que uó(b) .k

(x	 (x	 1 3 )	 (xmic.)if (x).

Además como f(x)	 (xl-z 1 ) -(x-1)	 (x- 	 g(x).
f(b - x)	 (b x z 1 ) (b x - 11 )	 ) .h(x)

= (li - x) ( z 1 - x)	 (sx- x)11 (x) y entonces

Zi) CX	 (x	 irK)if(b - x)

Si mcd (f(x), f(b-x)) 	 (x-WK) p (x)

tones p(x) tiene como factor a x-z donde z es una raíz

de f(x) distinta de zet , ..
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[(x - z 1 ) ... (x-1-11 ) p(x.)J s(x)	 f(b - x)

gz - z1)...	 p (z1 s (z)	 f(b	 z)	 O.

Contradicción, ya que b - z sería raíz de f(z) y

las únicas raíces con esta característica son zi ,	 zt

Entonces mcd(f(x), f(b-x)) 	 (x-z1 )	 (x--10 gb(x)

gb(b-x)

gb(x) hb((x - b/2t ).

g b(x) a (x - z) (z	 (x	 (x - te)

(x -(b/2 + ic i )) (x -(b/2 -ic1 ))i*	 (b/2 - int))

b/2r + cit	gx - b/2f + 011.

Sty(x ) • hb((x b/2) a ) Si (x - b )
2

gb(x) hb(Y) a (9 + 4)	 (y + 4)
De donde las k reines de h b((x - b/2) ) son negati-

vas y f(x) tiene como raíces los 2k números complejos

b/2 + int" . b/2 + ic

7.6. Efectuamos el procedimiento anterior para todos

los elementos bide A . Si se obtienen n micas, nuestro

problema está resuelto. Si no es así, procedemos de la

siguiente manera.

Fara cada elemento d de Baque no está en A	 deter

	

minamos el número de veces, digamos va(d) que d	 34 (b+bi ),
para b, 19/ en A y b<bl.

Entonces tenemos que us(d)	 uo (d) - 2 va(d)>0 don-

de 4d.) así definida no siempre es cero. Formemos el con-

junto Ps, de todas las d para las cuales u i(d) es positi-

vo. De esta manera eliminros las veces que una raíz de
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S 2(f) es media aritmética de la parte real de complejos

con la parte imaginaria igual.

Procediendo de la manera anterior y sustituyendo B.i

por B o ui por u o y A 2 por A 1 , donde At es el subconjunto

de todos los miambros.de B fi que no son medios aritméticos

de miembros de B	 encontramos algunas otras raíces de f(

Si no se obtienen todas las ratees, se procede como

antes hasta encontrar las n ralees.

En la práctica la dificultad estriba en calcular

S 2(f) (x) a partir de los coeficientes de f .

Por ejemplo para n a 3. Si

f (x) a x3 + al x1+ azx +. a3 , entonces

S2(f) (x) a x3 + 2e3 x‘+ (al+ az) x + (as az - az).
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