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INTRODUCCION

Todas las iemostraciones del llamado Teorews Fundamen
tal del Algebra, tienen cardcter trascendente en el sentido
de que emplean conceptos y métodos que.caenffﬁera del flge~~

bra y son de. domtnio del andlisis matemdtico real o-eoﬁple—

30,

E' presente trabajo estd basado en el artfculo del
Dr. Herd Zassenhauss: *On The Fundaméntal'mhebremugr-Alge;'
bra® ;ﬁblicado-en The:American‘MathematicalAMoﬁﬁhlyvdg mayo
de 967 v tiene por objeto dar una_demostracién lo més alge- .
briica posible del‘teorema-fundamental-y tratér ademéa.aigu;
+08 tdpicos relacionados con él.r |
En el Cap. I y con 8l obJeto de redondgar.eéte traﬁa-
~ Jo se dan otras demostraciones del teo:gma_tundamental,-una.'
basada en el teorema de Liouville y Queaeé posiblemente'la
més sencilla de todas. | | o |
En el Cap. II se mencionan algunas propiedades del -
carpo real y que motivan la‘definicién-descampo-realmente_
éerrado.‘ la teoria de los campoé tofﬁalﬁente realaS‘de
Artin y Schreier se definen los campos reales cerrados (aqui'
“cerrados" no se refiere a cerradura alvebraica) y se demues
tra que la definicidn de campo- realrcerrado implica la de
campo realmente cerrado { cf [4] Cap. VI ). Seria in#’eresante
determinar si estas derinidiones“sohuequiVaientes'o'en_caso-'
contrario dar un ddntr&edemplag-:-

En el Cap. IIX se da la detinibién,de anil_lo ordenadou



ra la ordenabilidad de un subanillo de un anillo‘aon‘, ri-

d’:
sién distinta de las generalmente tratadasfﬁ}demﬁgxggninpln—

ye un Teorema de existencia para campos rea%géj%e”%ﬁ?%g&og.

En el Cap. V se tratan las extensiones anulares alge-
braicas simples y el equivalente del grupo de Galois aaoeia-:‘
do a un polinomio, para anillos. -

En el Cap. VI se da una demostracion del teorema tun—
damental, sugerida por el Prof. Enrique va11e Flores, en el
serinario de exposicion de ésta tesia.

- No se . incluye la demoatracion publicada en el articu-
~lo de Zassenhauss ya que en mi_opinién._eaté un poco obscura.

Por iltimo en-éllcap. VII.se amplia'un'algoritmé cqﬁ |
‘el que se obtengan raices reales de polinomios cén-coﬂtibieg
tes reales,'para'que nds‘dé un algoritmb-y 6ﬁteﬁer‘fambién'
las raices complejas de estos polinomios.

ﬂna dificultad de este capitulo es oalcular el polino
mio sz(r) (x) a partir de los coericientes de f(x).

- Seria 1ntaresante calcular Sz(f) para’ polinomi¢s r(x) 
 de gradd;mayor-Quelj, posiblemente con ayuda de una'dalculau
dora electrénica. | |

Agradezeco al Prof.-#nriqug Valle Flores su estimulo y
consejos ain los cuales-este trabajo.no habriﬁ-sido posible.
¥4 sgradecimiento tarbién para el Ing. Alejandro Duefias por

su ayuda ¥ apoyo durante toda mi carrera.

Mayo 1969.



CAPITULO I

Demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra,

Daremos primerc una demostracién del teorems fundamen
tal basada en el Tebﬁema de Liouville (ef[1]. Cap. 6, Cap. 9/

Llamareros funciones enteras a funciones de la forma
f(a),%iam z"con a; en C (carpo cowplejb)." -

I.I. TEOREMA. Una funcidn entera no constante toma ng
1ores arbitrariamente grandes. |

DEVOSTRACION. Demostraremos una forma equivalente de

este teorema: Una funcidn entera acotada (es decir, tal gue
If(z)'gm para algin M positivo, para todo z en C) se reduce a
una constante. | o o

En efecto, ai existe una constante M tal quelr(zxsgu
para toda %, entonces, de la desigualdad de Canchy | JcM/r? ¥ -
deducimos que a,= O para n = 1, 2,++v44 Y& Que r puede tomar
valores arbitrariamente grandes., Entonces f(x) = 8, e _

' 1.2, TEORFMA. Si f(z) es un polinomio de erado m»1 y

G es un real positivo arbitrario, éﬁtonces puede encdntrarse
R tal que If(z)l;G para toda z tal quelz];R‘.

DEVOSTRACION. Sea f(2z) = a,+ 2,2 + ..o + 8, 2™
: mn
A(z) = = F%+__§z.n¢+ cos +_%$‘)

S1 tomaros z tal quejz|= r,

13.02)I2 ™ Ja ¢ lowi- -.. - o)
‘ .o de ha ¥ 1
y como ( 1§ﬁ;_ + J%%i) se pue.e ;Mcer‘?fggsmgggm%mgﬁh a

expresidn 1.3 se puede hacer mayor que % |aer”“‘y por lo -~



tanto mayor que G para r suficieﬁteﬁente grande,

l.4, Téorema'rundamental del 4lgebra.

Si £(z) es un polinomio :de‘ gradc m » 1 c;in coeficiene
- tes complejos, entonces tiene al menos ﬁna raiz comp1eJa.

DEMOSTRACION. 51 £(2z) #’0 pare toda'zt entonces
1 - g(z) es una funcién entera. Como g(z) estd scotada -

(ya que f(2z) £ Oy 8i = se hace my grande g(z) tiende a ce-]' :

ro) debe ser constante y lo wismo £(z), lo cual es una contra

diccién. Entonces existe g,en C ea; qué-'f(zb) = 0.

Dareros otra demostracidén del teorema 1.4 (cf[a] Cap.
5, Teorema 5). '

%a%(z) - 24 c*z - es + G ¥ ©onsideremos dos ple-
nos -comple;jos, el plano Z 5 el plano W. q es entonces una -
funcidén que asocia a cada p\into z en el plﬁno Z, el punto
w = q(z) en el plano W . Si g deséribe una curva 'continﬁa en
el ~lano Z, entonces q(z) describe también una curva con‘binua
‘en el plano ¥W. | . |

Para cada r>0 fiua la funcién w = q(r (cosf+ i sene)l
define una curva cerrada Cr en el plano W imagen de la cir
- cunt‘erencia Cr:izl= r de radio r y centro O en el plano Z.

Para gda r fija cgnsidérese la integral

(r 8) = d(arg w) = & udv_- wvduw -
T ue 4 ve
o o

cor w = q(r (cos(@+ 1 sen®)) = u + iv ¥ definida para toda
ch que no pasa por el origen w = 0. (Si ce pasa por w = O,

entoncea q(z) tiene una raiz).



il

Es fhcil ver que @ (r, 2W) -.2TIn(r) donde n(r) o8
el nimero de veces gque cf rodea al o;igOn.

Como q es una funcidén continua, n(r) varia continua-
mente con r, excepto cuando cr pasa por el origen. |

Aderds q(0) = ¢k O { a menos que Cwm* O en cuyo caso
%2 = 0 es una raiz ) y entonces n(0) -‘0. '

Derostraremos que si r es suficientemente grande, n(r)
es 1gual.a1 grado » de q(g). .

a(z) = 2™+ eli“f ce + C 3 4 Com 3z (1 +§p‘ £J5

arg q(z) = arg z + arg (1 +;§c,£§

Si z describe la circunferencia |Zi= r en sentido po-
sitivo, el.cambio de arg q(z) es m veces el cambio de arg z(
( o sea n.2W ) més el cambio en arg (1 *gf’x z").

Pero 8ilz}= r es suficientemente grande4§p& iﬂkﬁr vy
1+gc,<z"‘- u estd dentro del circuloju - 1<% ¥ no rodea al
origen. - '

Tenemos que: 8i r es bastante grande n(r) - m, es de-
cir, el cambio total de arg q(z) es 2T m. Pero al variar r,
cr se deforma continuamente ya que q(z) es continua. Es evi
denﬁe geométricamente que una curva, si rodea al origen
n f 0 ieces, no puede ser deformada en un punto sin pasar
Por el origen en alguna etapa de la deformacién.

Entonces para alguna r, Cr debe pasar por el origen,

cuando esto sucede q(z) = O y queda demostrado el teorema 1.4



CAPITULO 1II
Algunas Propiedades del Campo Real.

El campo real R tiene las siguientes propiedades:
2.1. El simétrico de un elemento de R que no es cua-
~ drado (de un elemento de R) es cuadrado.

2.2. 1a suma de cuadrados de.elemenﬁos de R es cero
si y sblo si cads sumando es cero.

2.3, Todo polinomio de grado impar con coeficientes
en R tiene al menos una reis en R.

la éegunda'propiedad es consecuencia de que existe un
orden algebraico para el campo real., Ia primera se debe a
que todo real positivo tiene raiz cuadrada real (ct [ilTeo-
rema 1.37). la dltime se deriva de lda aplicacidn del teore-
ra del valor intermedio para funciones continuas (Cf [3] Teg
rema 4.23) a la siguiente desigualdad:

81 £(x) = x™ &8,x™* ... +8,. 1 impar.
2.4, £(1 +§la;l>’0>r( ~(1 t%;l ).
Y por el teorems mencionado, existe ¢ en el intervalo

a1 +Zlaa\). 1 +Z la;)) tal que f£(e) = O.

L=

Demos+raremos 1la desigualdad 2.4 por divisibtn sintéti

ca.
1 a - _ 3+flﬂ.;
s Y a,|+..+‘aq.l l+\a¢,T+..+\a...]... 1+ra‘j|+b.,,| 1 +|a.,lﬁ__
+ A see 4 A.n_._, + A
1 l+laghe..elaal 1+|33|+-.+\a..l... 1 +laal 1. +A,,‘

+ A, + AZ. ' o + Ay



Donde A es no negativo y los denss A son positim
Entonces r(1+§lax\)>0.

Para demostrar la otra desigualdad es conveniente 1:0--
mar. en cuenta el sigro de los coeficientes, de tal manera que
considerareros las a; reales no negatives.

 Sea entoncers‘ £(x) = x“_a_-_ a,x"';'g re 3 8

Para el polinomio f(x) definimos el "peor" polinomio
fi'(x), relativo a f(x) c&no el polinomio que tlene los mis-
mos coeficientes de f(x) excepto tal vez los signos, y tal
que £, (c) es mayor que‘f(:') para todas ¢ negativa, |

El peor pol:lnomio es entonces: |

a-d in “d
r'l(x) -x+alx-az_x+ os + (-1) B; X + oo + 8Bye
Si £, {(x) o8B cqalquier- polinomio con los mismos coe-

ﬂ-cien.tea de f(x) excepto signos tenemos por ejemplo, para i

~ par, 3 impar.

w=1 anrl . J“-b

: w-d
rl(x)-:-ra‘x—azx-r.. -a-x+..+aax-..+a
q—J

fa(x) - I + ﬂ.‘x azx .a 'I'a‘x '|' ..7- ajx "i se + !.,,, |
t(x) - f(x) - - 28X - 3 2 a,x“""
;;(c) - rz(c) = - 2 a‘c + 2 ay . “"b 0.

£, (e)>1,(e) v £, (¢) es efectivamente el "neor" polinomio.

Calculemos £, (- (1 +i|ai|)). : ]a‘l. a; .
ferd .
...1 - al - am ]_.,.a;q.,,q.aﬂ “éw 1+a,,_,+a,, —1—8..,‘
+ Al + A'ﬂ-z " - A“_‘
1, - Tde 4. .
l—az.. a'n 1*33“'4.045“ l.. 1+a"| -1~ A‘”"l
. Ai_ | - + "}"4‘“2
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Donde 1los A{ son positivos. , _

Entonces ya que f;es el "peor" golinomio:

0> 1, (~(1 +3 i) > £ (=1 +3 lad)).

2.5. DEFINICION. A los campos que satisfacen 2.1, 2.
2.3, los llamaremos carpos realmente cerrados.

Puede pensarse que las tres condiciones anteriores
deterrinan el campo real o campbs_isomorfos a él. Derostra-
remos que n§-es asi, ya que el campo de 108 nGmercs algebra
cos reales (subcampo propio de R) es otro ejemplo de campo
realmente cerra&o como se hace.vef enseguida. | _

Sea A el conjunto de los nimeros algebraicos sobre
los racionales, es decir, el conjuhto de las raices de toda
las ecuaciones de la forma 8,4+ 8,X 4+ .. + 8 x"= O con a;en

2.6. El conjunto A de los niimeros algebraicos forma
un Campo. o |

DEMOSTRACION. Sean u, v€ A. Entonces u + v, u-v, u.v
u/v (81 v # 0) estén en Q(u,v).

Como u, v sop raices de polinomios con coeficientes

Q, Q(u,v) es una extensidén finitamente generada por elemen-
tos algebraicos sobre Q. Entonces Q(u,v) es finita sobre G,
de donde todo elemento de Q(u,v) ea algebraico ﬁobre“Q Yy su
mnas, productos, diferencias, cocientes de elementos de A es
tdn en A y éste es campo. =

2.7. E1 campo A de los numeros algebraicos es alge-
braicamente cerrado. |

w4

Sea un polinomio f£(x) = q"x'L Q;f + s+ +Wycon coefi-

clentes u; en A,



5.

K =G (un,..,uo) es una extensidén finitamente genera
da por elementos algebraicos, entonces K es finita sobre §.

Toda raiz r de f(x) es algébraica sobre K. Entonces
K(r) es finita sobre K y K(r) = Q(u,,.., upg,r) es finlta so
bre . de donie r es algebraico sobre Q. Entonces r es ele~
mento de A v éste es algebraicamente cerrado.

Sea H = A{\R, el campo de los nimeros algebraicos

reales.,
2,8. AFIRMACIOR. EY campo H de los nimeros algebrai-

cos reales es realmente cerrado.

H satisface 2.1, ya que toda raiz de x?

-a =0 con
' 8a€H, a0 es alzebraica y ademis es real.

H satisface 2.2 ya que es un subcarpo de R.

H satisface 2.3 ya que tbdo polinorio de grado impar
con coeficientes en H. tiene al ﬁenos una raiz r en R. Como
r es raiz de una ecuacidn coﬁ coeficientes en A y este es
‘algebraicamente cerrado, r estd en A y entonces r estd en H.

Ahora blen H no es isororfo dei campo real pussto que
no contiene & los trascendentes reales. Otra demostracién
de que H no es isomorfo a R, que no envuelva la existencia
de reales trascendentes consiste en observar que mientras
R es no-numerable (infinito), H es numerable puesto que A -~

lo es (ya que la coleccidn de todos los polinomios sobre §

es numerable).



CAPITULO IIX

Anillos Ordenados.

3.1. DEFINICION. Un anillo ﬁfdenado es un anillo A
con unitario 1 y un subconjunto no vacio P de A tales que
3. 3.2, ofP

~3.3. B1 a€A, entonces a¢ P.' a=06-8¢P.

3.4, P es cerrado bajo adicién f nultiplicacién.

De esta forma tenemos que A = PU{0} Ue-py.”

Aderss, de 3.2, PP} =¥ , (-P) N{o} - 8y PN\(-P)
ya que si ag P{\(-P), entonces a + {(-8) = O¢ P, contrario a

-

3-2.

TPeneros entonces gque un anillo ordenado pu=de defi-
nirse de manera equivalente: | |

3.1. Un anillo ordenado 'A‘és una pareja (A,P) forma-
~da por un anillo A con unitarjo 1 y un subconjuato F de A
no vac:io al cual llamaremos el conjunto de los elementos ~ |

positives y tales que:
3 2. El simétrico de cualquier elemento distinto de

cero no positivo es positivo.

A = PU{O‘SU(-P) | (Unibn Ajena)

3.3. La suma y el producto de dos elementos positi-
vos son positivos.

P + PCP P PCP

* Se utilizan las definiciones usuasles para el cdlculo de

subconjuntos de un anilio:

A + B =[3. + b\&(’.ﬁ, bEB}, - A n[- /a\aﬁ'A} ,ABAIB-o
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Dado el anterior. C_ioht}ep.to de—‘positiviaad definimos
un orden algebraico en A ‘diciendo,quez.- :
3.5 a>b (b<a) si a - bé P. .
. Esta deﬁnicion satisface las reglas generalmente pe
didas en una relaci__én de orden algebraico.
3.6. Tricotomia. Para cualesquiera doa_' elementos a,
b en A, vale una y 8b6lo una de las relaciones"
a>bv , a-b . b>a.. ’
Efectivamente, por 3.3, (a-b)€ P, & - b = 0 .6 =(a~b;
P y como P, (-P), {0} son ajenos dos a dos, tenemos solo
una de las relaclones anteriores. ' . _
3. 7. Transitividad Si a>b y b>'é‘," entoné,-e's a>c,
| {(a - b)EP, (b - c)eP y ya que P es cerrado 'ba;}o la st
ma (a - ¢)eP. o | |
3.8. 8% a>b y' e>d ent_onc-éa_‘a + _c),f'b +day
ac+bd>ad+be. . o
(8 - ) €P, (c - @)€ P irplican (a - b) + (¢ ~ 4) =
(a+c)-(b+d)€P v(a-b) (c-d)-(ac+bd)
- (a 4 +bc)EP. ' .
Reciprocamente, un anillo en el cual esté définida
una relacién de orden to+al . "deﬁ.ne" un conceﬁtd deA 'pési-‘
tividad, con P Sae A |a>o} el conjunto de los positivos y
que satisface 3.2, 3.3, 3.4
OBSERVACIONTS:

3.9. 1L€P. ya que 81 (~1)€P, para a¢ P
" ( -1) a = -a€P. Contradiceidn.
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3.,10. La caracteristica de cualquler anillo ordenado
es 0, ya que como P és-cerrado, nb puede ser p

el =1+ 14 .00+ 1 = O para alguna n.

3,11, Un anillo ordenado no'ﬁi;ne divisores de cero,
va que si &, b en §, distintos de cero vy a‘b = 0

ab(-8)eP ,b b (-b)EPY

ab = (~a) (-b) « (~a) b. ‘-_a (~b) = O y un producto

es dé elementos en P.

os
BIBAIOTECA



CAPITULO IV

Anillos con Divisién Ordenados.

Los elementos positivos de un anillo con divisién ordenado
D, forpan un semjanillo * H con laslsi_lguientes-ﬁrop’i_edades:
4,1. E1 a;mianillq H contiene el cuadrado de todo
elemento diastinto de cereo dei subanillo con divisién D“ gene
rado por H. | '
. a2, El semianillo H es un sub-semianillo maximal de
D que no contiene el cero de D. 7
En efecto, sea D, = [H 1 anillo con divisién generado
por H, H"C H, ya que si he¢ Hy ﬁ"lﬁ,‘"‘h(-h"l)' = -1 ¢H contra-
‘rio a 3.9. Entonces D,= BU[OJU(-H).
A Sea O A u €D, .5iue H, vek.
Siuf£H, r——‘uE H, W (=u) (-u)€ H.
Sea K un sub:—semianilio de D que contenga propiamen
te a H. Existe x en K tal que x no estd en H.
8ix =0, O€K. , |
§1 x #0, x-~(GH), xeHCK y x + (~x) = O¢K.
4,3, Proposicidn: Reciprocamente,. a cada serianillo
H de D que satisfaga 4.1, 4.2 lo podemos asotciar con un con
cepto de positividad de mpmiendd.H-P-y que cumple 3.2, 3.3
4.4, Propos_icibn. ul = Hu pare toda u€R, u £ 0.
Sean'u. vE€D  u, v distintas de cero.
uvulvh (mr)a (v"ﬁ"-v)" (v'_")ze H. S1 h €9,

uh = h(h"_u h ?i‘)uéBu. uH € Hu,
Similarmente HuCuH y entonces uH = Hu.
* Un serianillo (H, +,.) es un. subconjunto no vacic de un

anillo, cerrado bajo las apéraciOpes de adieibn y multi-

plicacién.,



" 4,5, PrOposicién. 51 heH, éntonces rvleH.
Ha=1'H=HhHEH 8. h-hleh’"H.
_hH+hHCtha queh h+h h-h (h+h3)€
" H. S .

‘Por ia pfoposiciéﬁ 4.4, |
(H) (07 H) =1 (H h ) H=h (h’*n),H.
h‘h"rmcnc:h“‘a, : -

h H es entonces un semianillo de Du que contiene a
H p’efo no contiene a cero. como Da Ilv b !'H contiene el
cuadrado de todos los elementos distintos de cero de gﬁ“y
se sigue de 1la propiedad maximal de H que g 1H = " y entop
ces. h™ E H,
4.6, Proposic:l.én. S el elemento d:!.stinto de cero ¢
de Dy no estd en H, entonces —c pertenece a H. |
Sea§=EUcHU(H+cH) _ N
B contiene propiamente a H ya que c = c.l € ch:H ' |
| (H+cH)+(H+cH)CH+cH._
HecH = (cH)HccH._
cH.cH = c(Hc) B = c(cH) H -' caH 'HC.'H.
(H+cH) (H+cH)CHH+HcH+cHH+
cH-cHC. H + cH. 7 _' | o
' Entonces la suma y el pr-oducto de elementos de H, es
tén en H. de donde éste 88 un sem:l.anillo de Dy, que contiene
propiamente a H. h _ |
Debido a la propiedad maximal de H, OG H. Como O¢ H,
0¢c H,. entonces oe (H + cH). Existen h,, hze H tales que |

_O-h + chzde donde -0 -h_lhaGHHCH.

Podemos sintetizar los resultados enteriores ‘en el



siguiente . ‘ _ _ ,
4,7. TEOREMA. Un subanillo con divisibn Bﬂ de un_

anillo con divisién D 88 ordenable 8l y_sblo si D contj._g-_-g&_?_-a
ne un semianillo H c‘on 4,1 y 4.2. El1 ordon se da meﬂia‘n‘be' 3

- P. |
| Necesitaiemos elrsiguli.-entze lema:

LEMA 4.8. Sea Hy senianillo de D que no ccntiene a
cero, entonces H,estéd contenido en un. semianillo maximal
H que no.contiene a cero.

DEYQSTRACION. Sea H = {m} con 1¢ I el con,junto de
senianillos de D que no contienen a cero. Sea un orden par .
cial en H dado por '

BeX Hy 51 H G He.

. Seaiﬂk} (kEK) una cadensa en H , entonceclhg (keK) -
e una cota superior de'{ﬂ.;(ke K). Efectivamentd Hx(k X)
es un semianillo, ya que 8i x, ’E.UH" ' entonces XeHy Yy €H,
y como H.‘,. Hyson elementos de la cadena, estdn relaciona- -
dos entre si. Snponp;amos o ,

1-1,4 ,' entonces x + y, x.y€ HSCUHK (kGK)

Ademés [JH,no contiene a cero.

Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal H
en § Tespecto a la inclusién. | "

4,9, TEOREMA. Un. anillo con divisidén D puede ser -
ordenado algebraicamente . ti y sdlo 8i 1a suma finita de
productos finitos de cuadrados de elementos .de D es cero

adlo st todos los sumandos son cerc. -
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DENOSTRACION. La condicibn es necesaria, ya que cg
mo los ouadrados de elementos de D distintos de cero estén
'en H, sumas finitas de productos finitos de cuadrados es-
tén en H y éste no contiene cero. | |

Supongamos que vale la condicién. Sea H,el conjunto
de todas las sumas finitas de productos finitos de cuadra
dos de elementos distintos de cero de D. Entonces Ho es
un semianillo y no contiene a c_erd. Por el Lema 4,7, Hyes
t4 conténido en un semianillo maximal H que no contiene a
cero. _

R U (R L 126H$H._ 4 4 0.

Como todo elenento u en D se puede poner como

u = ﬁ[(u + 1)2- (a ~ 1}] » entonces u€ D,, tenemos
que D, = D » D tiene el orden a>b 81 y 86lo 81 & -~ b€ H.

" 4,10. TEOREMA. Si el caiapo F es ordenado algebrai-
camente y P estd contenido en una campo extensidn aigeb'ra;_
camente cerrada §1 entonces existe un subcampo - {) de {1,
realmente cerrado tal que |

4.11. Cada elemento positlivo de P es el cuadrado
de un elemento de d)

4.12. N es algebraico sobre ¢ .

DEMNOSTRACION. Sea H el con:junto de los elementos -~
positivos de ¥, Por el lema 4.7 existe un semianillo maxi
mal E de §! que no contiene a cero y que contiene a H -

Sea ¢ el campo generado por HH contiene los elemen
tos positivos de F y los cuadrados de todos los elementos

de gb distintos de cero, pero no contiene a cero.
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Entonces podemos éxtender el orden de F a un ordé.n
algeb:;aico de (P , tal gque H es el gsemimnillo dé los po~-
sitivos de cI)

4,12, ! es algebraico sobre q; .

DEMOSTRACION. Supongamos quegeﬂ no es algebraico
sobre @ _ .

Sea H « { Zh; ztiﬁlﬂx € H, P,;(x). Qt(x)e{:’[:g}tomao |

' por todas las sumas finitas de productos finitos de cusdra.
dos de elementos distintos de cero de 43 (f ) con coeficien
tes en HH es un semianillo que contiene propiamente & H.

Debido & la propiedad maximal de H, ceroc estd en B,

» s ey \2

°- & h‘(q.-.(f)_'y' 2o &)
N(x), ?‘ (x),...,Pﬂ(x') son polinomios distintos de cero de@{z}

Sea m el grado mé.xi‘m.o.de los polinomios P‘(x),...;-
P, (x) y sea a; el coeficiente de X™ en P;(x).

Entbnces ya que la extension es trascendente

ImrfF -3 np

y el coeficiente de x"'debe ser igual & cero ya que el uni
co polinomiogr(x)€ @{x] que satifacea‘(f) a 0 es el trivial
De donde‘O =£hg- a:' €H lo que es falso.

Entonces N es algebraico sobre @

'l‘odo elemento de H es el cuadrado de un elemento detj

Si ue H , e_ntonces ya que §1 es algebraicamente ce-
rrado existe -“" € f tal que E 2 u. .

si ,;(E entonces H =}a ;'bé'l a20,b20, a + b>0,
a, be @}forma un Subanillo que contiene propiamente a H.
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HCHC BEY BB es tambi.én un semian:lllo. e _
_ Ademis HH contiene el cuadmdo de todo elalﬂm!in
d@(f ) distinto de cero. g ' ‘7
Efectivamente, sea a + lf# O con 220, b32>0, en- -
tonces (a+b£)-a+2ab€¢ﬁf-’-a+bu+2abﬁeﬂ.
31a+b§,£0conaéb<o. '
(a+bff‘-c+d£conc a+_‘b’u,d-2ab<0. |
’_-dzu- 2. _u) >o,yaque aia-'bz_n-_-{)_entoncaa
u -a‘,yé‘- a - d.u+ cge_n , (¢ + df) (-4 u+_c£) . (c"‘-dzu).

€EHyec+ dfe'ﬁ --" _

El cnadrado de todo elemento dep({ ) estd enton-
ces en H H _y ya que ademas_ 83 un semianillo que contiene
propiamente a H, debido a 1a propiedad maximal de éste,
T T debe contener a cero, 1o que es una contradiceién.

Cada elemento de H es el cuadrado de un elemento
decp ¥y ya que H contiene los elementos positivos de F _te—"-
nemos 4.11. | . |

Todo polinomio de grado impar con coeficientes en

(Ptiene una raiz en ¢ | ’

Supongamos que f£(x) es de grado impar y que la ecua

eion

8.3, -1 gﬁ(x) | (£(x))
puede ser resuelt;a por polinomios £,(x), £,(x) et (x)
con coeficientes en 4) POdemos encontrar un polinomio

£(x) ae grado minimo 2 n+1 que satisfaga 4,13 y tomando

los presiduos de t (x), 2..(1)’ .o ‘f_s(x) al—dividirlps por
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£(x) obtenemos una congruencia 4,13 con el grado wiximo k
de los polinomios £, (x),..fs {x) no mayor que 2n. |

fl(x) = £(x) g(x) es de grado 2 kX © sea no
major que 4 n. y como £ {x) es de grado 2 n + 1, g(x) es
de grado impar y menor que 2 n + 1.

Pero ya que ]

-1Z 3R (e )

y el grado de f(x) es minimo, llegamos a una contradic-
cién. Entonces para un polinomio de grado impar con coe-
ficientes en (D nunca vale una relacién de la forma 4.13.

Por 61:1'& parte, debe haber un polinomio de grado

impar é(x) entre los factores de f(x) irreducibles en
@[x]. Ya que §l! es algebraicamente carrado, hay una raiz
E de g(x) en ] .

Sea el campo extensidn algebraica simple cP (f Y
entonces: por lo derostrado anteriormente, ninguna suma
finita de cuadrados de elementos de la extensidn puede -
gser igual a - 1. '

Eato implica que las sumas finites de cuadrados de
elementos distintos de cero de @(f ) forman un semiani-
ilo K que contiene a H i:ero gin contener a cei:o.

Supongamos Que " eontiene.a cero.

0 = g P; (f)a ~ Supongamos que P, (x) £ 0

Ya q‘ule todo elemento de la campo exteneién P (£)
se puede poner como un polinomio, Pl(f )-l- G (5)

S .
-1 _-?f;_(f) Q (6 flo cual es una contradiccidn,
L-—
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‘Debido a la propiedad maxiwal de H tenemos que
H = Hy sus ca~pos generados son iguales, entonceer{:(f ) = CI
y todo polinomio de grado impar con coeficientes en @
tiene una reiz en é '

$ Es entonces realmente cerrado.



- - OAPITULO V
i Extensiones Anulares Asociadas a una Ecuacibn.

Sean V un anilloe commutativo con unitario A y un poli
nomio £(X) = x '+ aix"'-'r' <o+ + 8, con coeficientes en V.
Construiremos formalmente una extensién anular conmu-
tativé ¥ con unitario de V en la cual f£(x) tenga al menos
una raiz. _ . o _
Sea V[u,g el V-, médulo con base 1, Uyeea, ulsobre V.

5.1. Ia regla uz. definida. por: -

uc(l) =u.
w(u') = o™ (0<i<n - 1)
u (d ') - - 8u i a - a3 M':' T - Vi |

‘u(z au)- Zbu(u) (beV.O<J<n)

| &
es un endomorfismo de V [u;f] .

[Eau ) + (Ebu )]-u[z;(a+§)\ij

i (a+ty) ua(\i) a}: a; ua(uﬁ) +i b;u (d) = U Lia,_ukj-p u
1, P):b ﬂy Uy €8 un homomorfismo de V [usflen si mismo.

Definimos una multiplicacién en V[u;fj por:

5.2. g Kyu' ) w = Z kup(w)  wev [uf]

5.3, Proposicion V[u,fj con la multiplicacién ante~
rior f‘oma un anillo conmutativo con unitario, que contiene
a Vy tal que f(u)-o. . |

. DEMOSTRACION. Como u_es un homomorfismo, la multipli-
cacién esti determinada por el efecto de u_en los elementos
de la basg; Yy va ?:ue u;’c'(u'i) = ﬁi(ui), oL, In, (i 1>J)

[ ' . i'. [ . . )
entonces _u;(uu } = u'::u c"(u“) = .u;’:(u") )4 e8 fhcil demostrar
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que la multiplicac-ién es asobiativa y conmutativa y distri-
butiva con respecto a 1a suma. . |

Demoatmremos como a;}emplo, la comutatividad de la

: multiplicacién. |
(‘ga ) Z b;u )'-za: ul ( ;bu)
- i 231. u, (u") - § Zb a‘ua(tf)
y:lque a; by = 'b 8y u,_(u ) = u‘_(u‘) '

Z‘b.,uc(fa-u)=( E=°h_vu) (Z flu)
Sibev Bel+ Ou+ cus + 0 eVuf_l.'

V estd contenido en 'v[u-f] )
g El unitario de V es también el de Y[u r], ademas
f(u)-u”-t-alur-:- .o +a=uu+au+‘l.. + 8,

. .
-u( )+..+a=(au-_..-a,,‘)+au+..+a

800

5. 4. ucsatisface 1a ecuacién f(u ) - 0..

Veamos el efecto de f(uc) ‘en 1os elementoa de 1a base.
f(u,) (1)-(u:+alu+ ..+a .1) (1)-u+au+.’.+
a,) = O. , o

f (uc)' -(u'.) - (u:+ a"uﬂi o + ail) (u")- = uz"(u‘,"-b a_,u":r'

ce 4 84) = O, . S

'De donde f(uc) (w) = 0 para t:odo w en V[u :I.']

Sea f£(%x) = X"+ 8, x_ 3. * 8, un polinomio eon coefi-
clentes ag= 1, 8, .. .,_- ayen el anille conmutativo con uni-
tario A, y supongamos que £(x) tiene 1a reiz'u en i, enton-
ces:

£(x) = f(x) - 1’(11_) ‘-t?:: Bg.(% -u )
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Estos n! automorfismos forman un grupo ’){n 8l que to-
do elemento de V estd fijo para cada miembro de 7, . Los )
elementos de V son los éinicos elementos de V[u‘. oo Uy o f]
que quedan fijos por 7«\‘ | |

DEMOSTRACION . Por intucecibdn .sobre el grado de f(x)
derostraremos ia altima afirrmacidén ya que las anteriores -
son inmediatas.

Para n = 1. f(x) = x - u, , entonces u,estd en V

Vfu,; f]= ¥V y vale la afirmacién.

Su-ongamos que vale la afirmacién para n-l.

‘COEO.V[uJ, PR uﬂ;f]ﬁ (V[ﬁj: r])[u?"'uﬁ\; xfu ]y
_ : T

"f-r-_u" es de grado n-1, tenemos que los elementos fi;jds por
todas las permutaciones de u“ ce Uy, deben ser, por la
hipbtesia de induccién, las del anillo base V [uJ; £].

S17V es el con;hmto de elemento fijos por ’)’ s en~
tonces VeV V El_,] .

Suponzamos que existe un elemento de V que no esté en

V. ’
" Aplicéndole a éste elemento un automorfismo resultado

de una permutacién que intercambie u,y Y, obtenemos un ele
mento de V[q] [uJ que no estd contenido en V M. Tenemos en-
tonces que V = V. :

Reciprocamente:

5.9 TEOREMA. Cualquier automorfismo, de V [ y oo ,n‘,f}

gue deja fijo a V, es resultado de una permutacifan de u1 sools
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DEMOSTRACIOR. Sea T un-automorfismo due deje fijoa Vv
T (e (w)) =T e aule oo+ 8) = T(ui) 4 8, (i) .. £ 8
= £ (P (u)) = 0. - |
El automorfismo T.mépea raices de f(x)_sobre raices y
raices distintas en raices distintas, o sea {inicamente per-
ruta Ugy eoe R, - | .

' 5.10. COROLARIO: Si @(X,,.., X,) €8 un polinomio con
coeficientes en V, fijo‘para todas las permutaciones de las
variables (pelinomio siwétrico en X4y ee X.,) entonces el
elemento v = g (u,. ces 5w de v{?;, ;,-, uqeété en el -
anillo base V. | - |

. DEMOSTRACION. §1 T es el automorfismo resultado de 1a
permutacién M ,T(v) = T(B(u ;4000 P)) = 8 (TTUyeeeiTRy) =

g (ul,.., u,) = Vv como esto vale para todo automorfismoe

que deja fija a V, por el teorema 5.8, v estd en V.
5.11. CDROLARIO- Teorema de las funciones simétricas,
Sea R = VE;,,..xJel,anillo de polinomios en n inde-

terminadas sobre V. Sean .

By= X+ X+ s + Xy 8, "1411"'-".!"5'* cve + X Kyeooy

Slex -..I

las n funciones simétricas bésicas. Entonces cualquir poli-
nomio simétrico en  FEEREY x,80bre V, es igual a un polino-
MOens,,%,..sMsameV.- |

DEMOSTRAC 0 . 51 f(x) s (x -x,) ( x - xz)..(x - X,)

n-Z

entonces f(x) - x " s, x P 8,X = .04 4+ (-1) 8,0

Sea K = V 8, oo gJel anillo ggnerado POT 8, seey 8 ,
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sobre V. Entonces R se puede poner como R = K[S:, xz ,:. s X3 f_l
ya que los coeficientes de f estéln en K.

Sea g(;l,;,o, xﬁ)-un'polinomio simétrico en ti..;.. X,
ya que g queda fijo para las permutaciones de xi; ee X,
entonces g queda #£ijo para todos los automorfismos de N:BB~
bre K. Del corolario 5.10 se sigue que g estd en el anillo
base K, es decir g(;b .;5x,)*se*puede poner como polinomio
en Ss, %ﬂ .o Sm. | | |

Del corolario-anterior se sigue que si f(x) es un po
linomio cpm cpeficientes en el anillo V, cualquler funcidn
simetrica g de las raices de f(x), puede ser . expresada en
términos de los coeficientas de f(x)

Suponzaros f(x) = (x - u,) (x - u,)..(x~u,). Enton~
ces el polinomio | .

8,(£) (x) = (x~(uy+ up)) (x = (u,+ w))euelx-(us u,))
cuyas raices son las sumas de dos raices de f(x) para to-
das las combinaciones de éstas tomadas de dos en dos, es
simétrico en u;, .. u, . Svs soeficientes se pueden poner en
términos de los coeficientesrde.f(x).y‘estén por lo tanto
en V. |

PROPOSICION 5.12. Sesn V un eampo y £(x) polinomio
con coeficientes en V. Supongamoa quelsé(f)ftiene la raiz
u en V. Entonces d(k), el maximo comfim divisor de los poli

nomios f(x)'y f(u-x) con coeficiente inicial 1, no es cons

tante,
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DWOSTMCION. Sea d(x) ==maoe d(f (x)’ r(u_x)) coh ...-_

coeficiente inicial 1. Entonces vale una ecuaci6nz -
d(x) = A(x) £(x) + B(x) £(u-x) econ A(x). B(X) en V

Ta

En V[u“ .o m..f]'benemos. _ |
a(x) = A(x) £(x) + B(x) fu,+ v,- x) + (0 = u;~ v, ))
- A(x) f(x) + B(x) f (u,+ uz-x)--f (0 -u~1u) gx) .

donde g(x) es un polinomib en dos varidbles X, y sobre V.

Sustituyendo uztenemba d(u,) = (u ~ u, - u‘) g (ua, u .+
Si d(x) es constante distinta de cero, entonces a(x)
-1 ,~d(u1.) yu-u.- uae'a invertible .én_ V[‘iv" u,n;f] . Por
el mismo razonamiento u - n;’-\'vn4 (1.§i<‘j\<_ n) es también
invertible y 1ormism‘o el producto. Pero el producto es
Sz(f) (u) el cusl es cerc y llegamos a una contradiccibn.

Entonces d(x) no es constante, -



CAPITULO VI

“&lﬂ oK s ey
Al.'lbs ESTUDIOS

Sea F un campo realmente gcerrado. la cam:po &:!&ng@n

Teorema Fundamental del Algabra.

E = F{1) donde i es vna raiz de P®+1=0 Y que formalmen-
te se construye como el campo complejo a partir del campo
real, es algebraiémnte cerrada.

Para cada elemento Z2 =& + b i de E, definimos el
| conjugedo de 2 , Z = a - b i . Ademds todo elemento de E
tiené raiz cuadrada en E.
| Necesitaremos el siguiente lema.

LEVA 6..2. Podo polinomio f(x) de grado n21 con coe~
ficientes en P, t:l'ene‘ a':_t. ménos una- raiz en E. ‘

DENOSTRACION. Sea f(x) » x”+_alx'“-i! .o + a;,\ con azen
F, polinomio de grado n, donde n = 2''q y con g impar.

Demostraremos el lema por induccidn sobre m,

Para m = O, xi es impar y ya que F es realmente cerrg
do, f(x) tiene ups raisz en F ypor lo tanto en E,

.Bupongaros que vale la hipbtesis para todo entero me
nor que m, e8 decir, que para cualquier polinomio de gra-
do n’ 2'" q’ con coeficlentes en F podemos encontrar una
rafiz si 'm(m.

Sea F[a_‘ s e p am,fj un campo de descomnosicibn de f.

Para cada natural k, sean 1los polinomios T, (£), T (f)
Tk(f) definidos de la siguiente manera:

(£00)) o [ (x - (aps my+ kmyay))

KA
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Tx(f(x)) es simétrico en las a y por lo tanto tiene smus

coeficientes en F. Adernds el grado de T (f) es (5) -
' 4

n(n-1) = 2™g !n-lz -2

Por 1la hipétesis de induccién cada T, (£(x)) tiene

q donde q’es impar,

a8l menos una raiz » en E.

Sean b, y by'las raices correspondientes a la conbi

nacién de 8;, 2§, (Bs elaro que para encontrar estas rai-

ces no se necesitan was de (’2’) + 1 polinomios T, de

Entonces
¢
b, =3;+8; + g 0 b= a;+ a4+ ka;a;

y resolviendo este sistema

8 + a‘- ug%: Kby ® Ei%- 5: b“

Resolviendo la ecuaciém de segundo grado con coefi-

cientes en E: | _ |
| x?- (a,+ aé) X + a‘QJ- o

Obtenepos las raices a;, a; de £(x) en E y queda demostra-
do el lema, ‘

‘Demostracion del Teoreme Fundamental.

Demostraremos la existencia en E de una rafz del po-
linomio

6.3, £(x) = x"+ a‘x"‘: e + a“'

con coeficientes i. 8, aé. - a.en E,

"rd(x) = f(ic) T(x) tiene coeficientes en P, por lo tanto tie

ne la raiz ¢ en E.
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CAPITULO VII

Ampliacién de un algoritmo

Suponiendo que existe un algoritmo para encontrar
.1as rajfces reaies de un polinomio f(x)'con coeficientes
reales, lo ampliareros a un algoritmo que nos dé todas -~
las rafces de f£(x). _

7.1. Procedimiento para descomponer un polinomio en
polinorios separables-primos'entre Bi.
| 61 med (r(x), df /dx ) = 4(x) no constante, sea
(t/4) (x) = 8,(x), mcd(eo(x),df Jdx ) = ei(x) no constan
te, (ey/e,) (x) = £,(x), mecd(e,;(x), a*r/ a x!) = e, (X)y.nny
ncd (3-(:), d“f/d r‘] = e (x) no constante, (ej4/e;) (x) -
£5(x), med (ey a3 ),1 (3> 0)

Entoncesn f(x) =.f (x) fz(x) ses f (x)

4 1(x), fa(x),..,f\-“fx) son polinomios primos entre si y se

m(x'jmclurn.xﬁe
parables.

| DEMOSTRACION. Sean a, b, ... 1, las rafces distin-
tae de un polinomio f(x) y sean a.ﬁ s +s« oA, Bus res-
pectivas multiplicidacjgs. ,

| £(x) = (x - 8 Xx-b)". (x = 1 ).

Como una raiz de multiplicid#d k de £(x) es una raiz
de multiplicidad k-1 de su derivada £/(x)_es claro que
£{x) ¥ £/(x) son divisibles por (x-ac;'-l(x-b ?{. (x-1 %\‘1

El miximo com'n divisox d(x) de f(x) vy £ (x) es en~

tonces A(x) = (x-a) .1. (x~1 ) g (x).
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81 g(x) no es_constante, tiene un_factdr,(x--m), don
de m es una raiz de f(x) digﬁmOS"g;'.'Eﬂtonce a es_' una raiz
de'multiplicidadtl'de f (x), lo cnai es una contradiceion,
ya que a es rafz de multiplicidad Q-1 de £7(x).

g(x) es entonces constante y' o '

7.2. med (£ (x), £7(x)) = (x—a ? (x-h .;l. -(x—l)).\—.l

Agrupandc los factores de multiplicidad_l.VE, oo
de f(:x_) teneros que f(x) = f,‘_(x'-): -r-,:,.(_x‘);' t;(x)a-... ( - 8ino
hay factores de mu'ltipliéidad k,. fs‘(x) = .1): Donde los
f‘_(x) son polinomios separables, mutuamente pz‘imos.

£'x) = g, () £.00) £,06) r,<x5’ |

o (x) = gz(x) fa(x) . (x) e

¢ (x) gs(x) £a(x) oce
donde eada g.(x) no tiene factores en comﬁn con f(x). :

Por 7.2, med(f(x), £{x)) = A(x) = £5(x) £, (xf £,(x) eas
_§%¥%- e,(x) = fl(x) fa(x) fa(x) £q(x) cee
e(x) = cq;x). £{x)) = * (x) 25(x) f¥(x) ..,_3,{§%.r (x>

e,

%§x) - (efx), £(x)) = ¢ (x) £ (x) ces :i{xggtz(x) _

e (x)' = (e, , d"'ﬂ £y 1 o e (x uf‘.(x
S -agmef | “jjf‘} g |
si f(x) es cualquier polinon-io con coeficientes rea-

les, por el procedimiento anterior 10 podemos descomponer

en polinomios separa‘bles.
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Sea g(x) un polinomio separable con coeficientes en
R. Mediante el algoritmo que teneros podemos encontrar las
raices reales de g(x), a;, 8;, <.« 8., Entonces
8(x) = (x-8) (x -85).+(x-2,) h(x), donde h(x) es un poli-
nomio separable con raices compledas finicamente.,

~ Nuestro problema es entonces encontrar las raices

de estos polinomios. | .

7.3. ¥étodo para encontrar las raices complejas de
un polinomio con coeficlentes Teales.

Sea f£(x) ﬁolinomio'Sepﬁfable con coeficientes rea-
les y sin raices reales. ‘ |

l.- Férmase-sz(f(x)) y encuéntrense todas sﬁé raices
" reales. Suponqamos ﬁue-ésfas~son'simplea, digamos b, b,,..
Entonces mcd(r(x) £(by~- X)) = (x-b3/2) + c donde'éies :
positivo. o

En este caso las raices de f£(x) son los n=2r nfime-
ros complejos bi/ 2 + 1 & (1{34:-) |

DEMOSTRACION. Sean: b1/2 + ie,, b;éd- 1c,,ees by/2 & 4
las 2r raices de f(x) con todas las ¢ distintas, Enton-
ces S,(f(x)) no.tiene.raices_rgales repetidas y tiene fini
camente r raices reales. . -

7.4. E1 médximo comin divisor de f(x) ¥y f(b - x) es
(x -w2) + of = (x -(b3/2 + i q)) (x =(bi/2 - 1g)).

Sean.zjs,bj/ 2 +4iey . -Ej- bj=/2'—_i o4
(x - b3/2_)1 + cha (x-2,) (x-Z; ). Z,, EJ son raices de £(x)

‘entonces (x-z}) (x:ih)lf(#).



Dewostrareros que (x-z; ) (x-2; )"t(bj'- x)e -
Como by« z;+ 2, f(bj S x) = £ (234 F, - - x)e
Dividamos £f(z + 2 - x) por (x ~ z) (x - x) _
£(z3+ Z,~ X} = q(x)gx-- zj )'(‘X-zjj‘i- r(x) con g‘r(r)<2_;
Suatitu:yendo 2j tenemos o ' o )
£(zj+ Zy~- ’l) » q(zj)[(z.- z,) (z,- z_‘)]-t r (zs)
f(")-o-0+r(z,) - |
r(x) tiene como factor (X"ZJ) Similarmem‘;e r(x) t:lene
como factor (x-r,) de donde gr(r) es al menos 2 lo cual
es una confradiccién..Entonces (x- 23) (x-% ),r(b_, - x).
1=.‘.1 méximo comun divisor de f(x), f(b —x) es
(x-z_,)(x-5_,) |
- Bupongamos que med (£ (x), £(b3 - x)) - h(x) (x-z,)(x—-z_,_'
Entonces h(x) tiene como factor a (x—zi_) donde nes algu—' N
na raiz de f(x) z‘. Z £ 2y '
£(b;~ x) = f(z_;-p Z,~ X) -[h(x) (= --z;) (x - z,j 8 (x).
Sustituyendo zj tenemos .
£(z3+ By - 7) = h(z(_) (zg- z,) (z - z,) 8 (z‘) -0
Entonces z;+ zJ- zles alguna raiz de f(x), dig&mos Zy
Z, + zJ- Zim %y 24+ z,n Zi-l- ’k’ b- = 2i+ 2
| contradiccibn, ;ya que entonces Sa(f(x)) tendria al
menos ‘la raiz b repetida. - _
II. St las raices de Sg(f(x)) no son simples, se
debe obtener un algoritmo un poco. més ehborado.
7.5. Sea B,el coln:)unto de todas las raices ﬁ;;de'.s
S’ztf(i)) ¥ éea u;,(b;,) la m_ulfiplicidad,.. de la raiz bjde S
S0 (x)). |
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Denotemos por A el conjunto de 'téd-os.'loé_ elementos
de B,que no son medios aritméticos de elementos de Bg.
Tenemos que mcd (f (x), £(b-x) = gp(x) = g (b~x) es nb -
constante para toda b de A, . _Ehto_ncea gp(x) = hb( (xfg)-a)

donde gp(x) tiene grado i‘t,(b) y Bpes un p"o'linomio de grz

"~ do la mitad de el grado de gh(x) tal que todas las- raices .

de hj son negativas, digamos son de 1a forma - c.‘(1< k{us'b"

donde c,es poaitivo. Enton-es 1as raices de g{x) son las

2 vu(b) nimeros compledos b/2 + 1cb“ (1<k§uo(b))
DEMOSTRAGION . Al formar el con;junto A, eliminamos

las raices de S,(£(x)) que j)rovienen de_raj.ces de f(x) con
_parte imaginaria igual. | |
Supongamos que f(x) tiene las asiguientes raices re-
petidas con parte. real g igual, con b en As.
3ab+icl, zre}g
2 . 2
0 sea que uy(b) = k
(x=2) (x = F) wel (xR 2 ().
Aderdg como f£(x) = (xéz;) ‘-(x-'z'_',)- oo (x-2) « g(x),
f(b-x) = (b - x =~ z',)_ (b-~x-%) .. *'(b-x--?,-g) - h(x)
= (Z,- x) (2~ %) ... (2¢- x)*@ (x) y entonces
(- z,) (x -Z,) .. (x -'—'ik),f(b - x) ;
Si med (f(x), f(b-x)) - (x-—z‘) oo (x-"ﬂ‘,‘) P (x) en-
tonces p(x) tiene como factor a xX-z don&e Zz es una raiz

de f(x) distinta de z_,, . zk. o
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{(x - 25) eee (x-'?'_i'k) p(x‘)]_ 8(x) = £f(b ~ i)
E Z - 2%;)ees (2 =3P (zj,s (2) = f(b'-'z) = 0.
Contradiccién, ya. que b - z seria rafz de £(x) ¥y
las Gnicas raicem con esta caracteristica son 2;, «es Z o+
~ Entonces med(f(x), £(b-x)) = (x-2z;) ... (x<2,) = g, (x)
» gp(b-x) | | |
Bp(x) = hy((x - v/2)).
gh(x)-(x—z,) (2 ="E;) .. (x-s)(x-?d
“ (x ~(b/2 + 1¢,)) (x ~(b/2 - ic, )).(x - (b/2 = 10,))
- [ - v/2) + d... [x - b/a)‘ + c,,_]
Bulx) = hp{(x ~ v/2)%) Si (x -12> Yuy

gb(x) = hb(y) = (¥ +c}) oo (y + ci)

De donde las k raices de hb((x - b/2) b) son negati- -
vas y £(x) tiené como raices los 2k némeroa complejos |
b/2 + icy .. b/2 + ié“_. : - -

7.6, Efectuamos el procedimiento anterior para todos
los elementos bjde A . Si ge obtienen n raices, nuestro
prdblema estd resuelto. Si no es asi, progédemos.de la
siguiente manera. | o

Fara cada elemento d de Bgque no- estd en Ai ’ deter
minamos el niimero ae vecea,_digamos q;d) que 4 = % (b+d’ ).
para b, b’ en A y bV . | . "

Entonces tenemos que ul(d).- up(d)'— 2 g{d);;o don-
de q‘d) asi definida no siempre es cero. Formemos el con-
Junto gb de todas las gbpara 1las cuales ul(d) es positi-

vo. De esta manera eliminaros las veces que una rafiz de
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Sa(f) es media aritmética de 1a parte real de complejos
con la parte imaginaria igual. .

Procediendo de 1a manera anterior y sustituyendo B,
por B, , upor u,y 4, por A, , donde A,es el subconjunto
de todos los miambros.de B { que no son medios aritméticos
de miembros de B, , encontmt_las algima_ss otras raices de f(y.

51 no se obtienen todas iaé raicés, 860 pr_bcode ‘como .
antes hasta encontrar las n raices. |

En l;a‘ prdctica la dificultad estriba en calcuiar
s(f) (x)a pa_rti_r' de los coeficientes de f .

Por ejerplo 'para n = 3. si

t (x) - B, %+ ax + a, ., e’ntonées |

Sa(f) (x) - % 4+ 28, x4+ (a§+ az) X + (a8, - .a.g Yo
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