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O. INTRODUCCION

0.1. UN POCO DE HISTORIA.

Durante el siglo XVIII, la integral de una función fué general-

mente tratada como la "inversa" de la derivada. Esto es, una función f(x)

era integrada encontrando una antiderivada o función primitiva F(x) tal

que F 1 (x) = f(x): la integral de f(x) sobre el intervalo 5,112] era enton
ces dada por el Teotema Fundamenta/ de/ Calculo, conocido entonces sólo

de forma heurística, y el cual nos dice que

f
a
f(x)dx= F(b)-F(a)

Al mismo tiempo, la idea de integral como cierta clase de límite

o como el área de un conjunto de ordenadas bajo una curva era familiar,

pero generalmente se utilizaba en la aproximación de integrales en las

cuales era imposible o inconveniente encontrar su antiderivada. Ni los

límites de sumas ní las áreas de conjuntos planos eran lo suficientemen-

te bien entendidos para proveer las bases de un tratamiento lógico de la

Integral. En particular, el concepto de área fue completamente intuitivo,

aceptado como evidente por si mismo, e inecesaria su definición precisa.

Fue Cauchy quien primero marcó la necesidad de proveer una defi-

nición general y prueba de la existencia de la integral para una concidera-

ble clase de funciones que pudieran entonces proveer una base para la dis

cusión de integrales particulares y sus propiedades. La definición dada

en 1823 por Cauchy empieza con una función f(x) contínua (En el sentido

moderno) Sobre el intervalo So ,X] y subdivide éste en n subintervalos
por medio de puntos xo, xl , 	 xn=x, con ésta subdivisión de So, xl
asocia la suma aproximada

S = -E f(x- ).(x -x 	)1=1	 1-1	 i i-1
(1)



lo que llevaría a definir la integral fxx, f(x)dx como el límite de la

suma (1) cuando el máximo de las longitudes -x.	 se aproxima a cero.1 i-1
Esta definición es completada mas tarde por Riemann. Quien elige un pun

to arbitrario x.=xi-1 1+ ció. en el i-Isimo subintervalo EXi_r xi] de
la partición, i=1,2,..,n y define la integral como

f
b
f(x)dx =	 lim .E1	 1f(x)(x.-x .1-1 )a	 1=	 1 

(5.o
(2)

donded~aelmáximodelasaó .1 de los subintervalos de

la partición de 5,151. Nótese que ésta es-una genetalizacan directa de
la definición de Cauchy dada en (1).

La definición de Riemann (2) de la integral fué la más general,

no obstante, durante las ultimas tres décadas del siglo XIX ésta defi-

nición fue reformulada en diversas formas que agregaron nuevas ilumina-

ciones para el desarrollo del concepto de Integral y que prepararon el

camino para las importantes generalizaciones que se agregaron a princi-

pios del siglo XX.

Por 1870, varios matemáticos de forma independiente, introduje-

ron las así llamadas "Suma6 Supeníox e Inéeltax de Riemann" para la fun

ción acotada en f sobre 5,111

$(P)=.E
1

 141.
1(xi 1x. -1 )	 y	 I(P) =iL imi (xi-xj_ i )
	

(3)

dondePesunaparticiárideauldruervalosyl.
1 	 1ym. son los

valores máximos y mínimos (hoy sup e inf) de f(x) en el í-ésimo subinter

vado 
[Xi-1, 

x
í	 Roy éstas sumas son llamadas "Sumad de DaAboux" y es

fácil observar que tales sumas se acercan a límites 8 e I cuando 5.0.

En 1880 Vito Volterra introduce el término general "Integhat.
SupeALon." e "Inteytat InlyuCoA"

ii
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para S e I con

S = f
a
f(x)dx	 1	 I = f

b
f(x)dx

a
(4)

Después, Giuseppe Peano notó que éstas integrales dadas en (4),

pueden definirse convenientemente como la miAlima cota 4Upetíoh y como

la máxima cota ín6en.iox de las sumas superior e inferior de Riemann,

respectivamente para todas las particiones P del intervalo U1,151

-b
faf(x)dx = inf {S(P)} 	 y	 faf(x)dx = SUP {I(P)} 	 (5)

la función f es integrable, sí, y solo si las integrales superior e in-

ferior son iguales.

Desde sus orígenes la idea de integral habla sido motivada por

el concepto de área. En particular si O f denota el conjunto de ordena-

das de una función no-negativa f sobre el intervalo de. el conjunto de

todos los puntos (x,y) con a< x <b y	 0<y <b, la idea era que el valor

de la integral f
a
f(x)dx debe ser el área a(0

f
).

La primera definición formal de área es dada por Peano en 1887.

Retomando las ideas de Eudoxo y su método de exhausión como punto de

partida,definióelátea~inaa.(S) de S como la mínima cota superior

de las áreas de todos los polígonos que están contenidos en S, y el

atea extetiot a
e
(S) como la máxima cota inferior de las áreas de todos

los polígonos que contiene a S. Es claro que a i (S) < a e (S), pero pueden

no ser iguales. Por ejemplo si 5 es el conjunto de todos los puntos (x,y)

en el cuadrado unitario 0<x,y<1	 tales que los números x,y son ambos irra

cicIal" ,entonc" ae (S)=1 , elgreadelcuadrado ,Peroa.(S ) =0 porque

únicamente polígonos degenerados están contenidos en S.

Con la definición de Peano, de área interior y exterior se esta-

blece que

f
a
f(x)dx = a. (Of)f

-b
Y	 f

a
f(x)dx = a 

e 
(O

f )
(6)
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paracualquierfunciónnonegativafsobre) = ae
(S)

el valor común es el área a(S) de S.	 Si f es integrable entonces (6) se

reduce a

	

f
a f(x)dx	 =	 a(0f)
	

(7)

en este punto, el concepto de la integral viene a cerrar el círculo re-

gresando a su motivación original.

Este anterior concepto de área es ahora referido como "con-tenLdo

de lotdan" debido a que Camile Jordan le dio su tratamiento definitivo

con la diferencia de que él usa únicamente polígonos hechos de pequeños

cuadrados con lados horizontales y verticales, Jordán define lo que él

llamó contenido	 .(S) y contenido exteALot c
e
(S) de un conjunto

plano, equivalente a las áreas interior y exterior de Peano; sin embargo,

su tratamiento trabaja igualmente bien en todas las dimensiones y así su

concepto de contenido generaliza simultáneamente los conceptos de longi-

tud, área y volúmen. El llama al conjunto S Medate con contenido c(S)

si c.(S) = c
e
(S).

Jordan procede a definir la integral de Riemann de una función a-

cotada de n variables reales definidas sobre un conjunto medible E en un

n-espacio Euclídeano. Sea P una partición de E en conjuntos medibles

E1 ,...,Era coninterioresajenos,yseap.
1 un punto arbitrario de Ei

i=1,2,...m. Entonces

S(P) = i El f (Fi) c (E.)

es una suma de Riemann para f en E, La función f es íntegrable sobre el

conjunto E, con tal de que

m	 _
fE 	 .Z 

f(x.f	 = lím	 1)c(E.)

	

6>0
	 =1 	 1
	 (S)

exista, siendo ó el máximo de los diametros de los conjuntos E ..	 E .
l'	 •	 m

En el caso unidimensional con E = 5,b1, viene a ser

fb
f(x)dx= lim 1

.E
1 	 1f(X)c(E.)
= 
	 (9)



que en comparación con (2), la partición de 5,1,1 en subintervalos ha
sido genenaiizada a una partición de 5,11 en conjunto6 medíbles.

Con estas nociones, se tiene nuevas caracterizaciones de la

condición de Integrabilidad de Riemann. Una basada sobre la visión "geo

métrica" de la integral de una función en términos de el área acotada

por la gráfica para f definida y acotada sobre [1,15.1, sea E el conjunto
de puntos en el plano acotado por la gráfica de la función f, las líneas

x=a, y=b y el eje x. Entonces f es Riemann-Integrable si, y solo si el
conjunto E es Jordan-medible y

	

fa lfl = c(E),	 faf= c(E
+
) - c(E )
	

(10)

-
donde E y E denota las partes de E por arriba y abajo del eje x res-

pectivamente,

La introducción del concepto de conjunto medible trajo otra ca-

racterización del criterio de íntegrabilidad poi- igualdad de las inte-

grales inferior y superior.

Considérese las sumas más generales

1 =.E1 1m.c(E.)	 Y	 S =.E1 11M.c(E.)1= 	 1 

donde L1 son conjuntos medibles, mutuamente ajenos y tales que' 5,Ñ=
UT=1iE . Entonces la mínima cota superior de las I y la máxima cota in-

feríor de la S viene a ser las integrales inferior y superior de f, el

criterio de integrabílidad puede establecerse en terminos de estas su-

mas más generales.

Las generalizaciones anteriores permiter ver que una generali-

zación de los conceptos de medida y medibilidad, permiten una generali-

zación de los conceptos de integral e íntegrabilídad. Supóngase, en otras

palabras, queZdenota una clase de conjuntos medibles, la cual contiene

a la clase de conjuntos Jordan-medibles, y supóngase que una medida,

m(E) ha sido definido para todos los miembros dan; en tal forma que
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)•comicida con c(E) cuando E es Jordan-medible. Entonces la primera

:caracterización de funciones Riemann-Integrables (10) sugiere que el

toiiceptó de íntegrabilidad puede extenderse a cualquier función acota-

.dktcuyos correspondiente s conjuntos E pertenecen ax. La integral de

puede entonces definirse por

fb f = m (0.)-m(E-)
a

-de-forma semejante la caracterización por igualdad de integrales supe-
-bríor e inferior, sugiere definir integrales superior e inferior *I
a
f

y *f con respecto al/b,como la máxima cota inferior de S* y la mínima
cota`.' suPerior de I* para las sumas

=.E1 M.m(E.)	 I = .E 1 m. mCE.) 1  

, 	-
donde ahora E.1 pertenecen a9((,, entonces

•

	

fbf	 < *I
b
f < *f-b	 -bf < I f

	

a	 - a- a- a

f puede definirse íntegrable siempre que *fb
f = 91)

b
a
f.*l

Es claro que las definiciones anteriores, basadas sobre el

amplio concepto de medibilídad, representan generalizaciones de la in-

tegral de Ríemann.

Hoy la teoria de la integración de Lebesgue viene a ser (en

cierto sentido técnico) la última generalización del concepto de inte-

f.,^4nron riP variable real, la cual a diferencia de considerar
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dada por Thomas-Jean Stieltjes en 1894 por un camino un tanto distinto a

los expuestos antes. Stieltjes quien empieza su carrera como astrónomo

se da la tarea de hacer un estudio general de fracciones continuas

[13, pag 26] en donde usa un nuevo tipo de integrales que mas tarde a-

plica como integrales con respecto a distribuciones de masa total fini-

ta, incluyendo concentraciones puntuales. Introduce la noción de distri-

bución de masa continua, una distribución tal está completamente deter-

minada cuando g(x), la masa total entre O y x es conocida para cada va-

lor positivo de x. La función g es entonces positiva y creciente. Define

el momento de orden Mes definido como el límite de las sumas

1.

n

 1 i
t Eg(x.)	 1g(x.

-1 
)1= (12)

cuando 'Pl.°, donde P es partición de 5,1j con a=x0<...< xn=b y

t. c f-xi-1 , x.1]. Stieltjes mostró que cuando f es continua y g es no— 
necesariamente positiva, el límite correspondiente de (12) existe y le

denotó por

f(x)dg(x) .

Integral que posteriormente viene a ser caso particular del tra-

bajo de J. Radón en 1913.

0.2.- Justificación de la Tésis.

A lo largo de la historia, la integral y su definición se han vís

to reformuladas un gran número de veces, (sección 0.1) hasta llegar a su

sentido más general expuesto en la teoría de Lebesgue. El sentido de la

generalización de un concepto matemático, y su importancia, está en las
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llena con todos los requisitos.

En el sentido teórico presenta varías ventajas sobre la defini-

ción clásica. El tratamiento es más general ya que las funciones que son

Darboux-Stíeltjes en el sentido clásico (capítulo 2) son integrables en

éste nuevo sentido. Con la definición generalizada se satisfacen algunas

propiedades que en la teoría clásica no se verifican, en particular, si

las funciones integrando f e integrador F tienen discontinuidades comu-

nes, entonces f no es integrable respecto a F; éste incomodo resultado

desaparece en el tratamiento generalizado. Mostraremos (teorema 3,2,4)

que toda función f, seccionalmente continua ó seccionalmente monótona

y acotada siempre es F-integrable.

En la sección 3.2 se define la integral generalizada de Riemann -

Stieltjes de forma semejante a como es definido la integral de Darboux-

Stíeltjes en su sentido generalizado (sección 3.1) y se procede a comparar

las entre sí y con las definiciones clásicas dadas en los capítulos ante

ríores. Sí una lunc¿ón eh Datboux-Stíatjeh en et aentLdo cedhíco entonif
ceó eh Datboux-Stíeltfeh y Ríemann-StíeZtjeA en et „sentido general nado
y .Fati tkeó íntegnaLeó coínciden. La fórmula correcta para integrales de
Lebesgue-Stieltjes del teorema de íntegtaeíón pon patteh dada por Bewitt
[2] es demostrada sin referencia a la teoría de Lebesgue-Stieltjes.

Respecto a la notación, la integral generalizada solo requiere

de algunos cambios mínimos, y los teoremas de caracterización y de pro-

piedades de la integral en el sentido generalizado se desarrollan sin al

guna deficultad.

1^	 .....	 Ano aing
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gral de Ríemann-Stieldes (capítulo 3) en su sentido generalizado así

como las comparaciones con las teorias clásicas, se anexan algunas a-

plicaciones (capítulo 4) motivadoras en Probabilidad, Variable Comple-

ja y en el Flujo de Fluidos Viscosos. La introducción pretende enmarcar

históricamente el desarrollo de las distintas generalizaciones de la in-

tegral de Riemann.
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CAPITULO 1

TEORIAS CLASICAS DE INTEGRACION.

1.1 INTEGRAL DE DARBOUX,

Definición 1.1.1.- Sea ra,b1 un intervalo dado. Por una panticíón

P de 5,12] entenderemos un subconjunto finito de 5,1:2] ordenado, que es-
cribimos en la forma

P = {a = t,< t
1
 <...< t

n
 = b)

Definición 1.1.2.- Sea f una función real acotada en un intervalo

cerrado 5,1E1]. Para A c 5,1;1 adoptamos la notación

M(f,A) = SUP {f(x) ; xcA} y m(f,A) = inf {f(x): xcAl

La zuna Supehan de Datbaux S(f,p) de f con respecto a la parti-

ción P es la suma

S(f,p)	 M(f,	 tkj) (tk - tk_i)

y la Suma Inlekíot de Dakhoux es

l(f,p) =ki l m(f, Etk_ / , tk ]) (tk - tk_1)

Es importante notar que



b
Area bajo f(x) S(rdp)

2

y así:

m(f, Ea,b1) (b-a)	 I (f,p) < S (f,p) < M (f, L1,1-1]). (b-a)	 (1)

Definición 1.1.3.- La IntegitaL Supe/tia/t. de Darboux S(f) de f en

[a,b] está definida por:

S(f) .= inf {S(f,p) : p es partición de LS,11,]}

y la Integhai Ingenat de Darboux es

I(f)= sup {I(f,p) : p es partición de Ei,li]) ,

En vista de (1), S(f) y I(f) son números reales. Diremos que f Q.6 Dakboux-

InteghabLe en [a,b] si I(f) = S(f); en éste caso escribimos

(D) í
b
f	 = (D)

b
f (x) dx = I(f) = S(f)

para este valor común.

Una interpretación para el concepto de integral es el de conside-

rar a (D) f
b
f como el área de la región bajo la gráfica de f, cuando f(x)a

O para todo xctl,b], ya que cada suma inferior de Darboux representa el

área de una unión de rectángulos que están contenidos en la región. Más

aún, (D) f
b
f es el único número que es mayor o igual que todas las sumas

a
inferiores de Darboux, y mis pequeño o igual que todas las sumas superiores

de Darboux (figura 1).

f (x)

st1 	 	 bn_i b

I (f,01)
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Mostraremos algunos ejemplos que, aunque elementales desde el pun

to vista del cálculo integral, en nuestro caso servirán para fijar más los

conceptos y terminología antes señaladas.

Ejemplo 1.1.1.- La función más simple, cuya integral no es obvia

es f(x) = x
2
, consideremos a f definido en Ele,b], b>0.

Para una partición

P = (0 = t0 < t
1 

<...< t
n 

= b}

tenemos

S(f,P) = E

• 

sup Ex
2
 : Ics

k=1
Eitk_ i , tk ]). (t

k
-t

k-1

kb
elegimos tk = n , y usando el hecho de que

k2 -	
n(n+1)(2n+1) 

	

k= 1	 6

obtenemos

2 2 b	

n k
S(f,P) 

kE1 

k	
(	 )	

/	
b3k2 =	 ( n(n+1)(2n+1) 

	

=	 n 19

	

6

b	
n

3	 1	 1=	 (1+ -) (2+ 
11.
-).

6 

•
Para valores grandes de n, S(f,P) se acerca a b 3 /3, por lo que con

cluimos que

3inf{S(f,P): P partición de 5,11} = S(f)	 --

Para la misma partición calculamos

n (k-1) 2 b2	b	 b3 n	 2	 b3	 (n-1)(n) (2n-1)  -II(f,P) - E	 2	 ( 	 ) - -3- E (k- 1) r- --3- E _Lk= 1	 n	 n	 n k=1	 n	 6

b 3	1	 1
n

= — (1- --)(2- --),
6	 n



a

que para valores grandes de n se acerca a -12- , por lo que sup{I(f,P) • p

es partición de [1,1:111}	 I(f)

debe cumplir

I(f)> 121 .
3

Nótese que las sumas superiores de Darboux se aproximan al valor
b3
3

por valores mayores que éste (por exceso), mientras que las sumas in-

feriores de Darboux lo hacen por valores menores que kl (aproximaciones3
por defecto).

Como se mostrará en el ler. teorema I(f): .; S(f), y podemos concluir
b3

que I(f) = S(f) =- es decir, que f(x) = x
2 
es Darboux-Integrable en

E3 2 1 Y

(D)f x
2
dx = 121

O	 3

Ejemplo 1.1.2.- En el intervalo Eó,b] consideremos la función f(x)

tal que f(x)=1 para x racional en [712,1111 y f(x) = O para x irracional en

E),1•

Para cualquier partición P = {0 = t.< t
1
 <...< t

n
 = b) tenemos

S(f,p)=
kE 1 

M(f, [itk_ i , tk j).	 (tk-tk_ i ) =k12 1 1. (tk-t/_1 ) = b

Y

I(f,p) =ki l m ( f , Li tk_ i , tk fl).	 (tk-tk_ i ) = ki l O(tk-tk_ 1 ) = O.

Se sigue que S(f)=b e I(f) =0. Las integrales superior e inferior

de Darboux no coinciden y por lo tanto f no es Darboux-Integrable.

Ejemplo 1.1.3.- Sea f(x) = x para x racional f(x) = O para x irra-



cional, XE [00,111. 

Para una partición P={0=to<t1<...<tn = b} tenemos

g(f,p)= kE, M(f,	 tki]). (tk - t k-l ) =kh - t	 )-k -1 '

Y tomando tk = - kb
- tenemos que 

kb b	 b 2 n	 b2	 n(n+1)	 b2
S(f ' 13)=k= 1 n •	 =	 kil k = 7.12- • ( 2	 )	

(1 + 1-);

b2
para valores grandes de n 	 S(f,P). —

b
	mientras que

1

I(f,11=k E 1
 m(f, Eltk-1 , t

k	(tk	
tk_1 )=kE I 0 (tk -	 - O.

= 

Concluiremos que f(x) no es Darboux-Integrable en [5,11].

Demostraremos algunas propiedades de la integral de Darboux que nos

permitirán caracterizarla.

Lema 1 1 1 - Sea f una función acotada en 5,1i]. Si P y Q son par-

ticiones de 5,151yEctlentonces

I(f,p) < I(f,Q) < S(f,Q) < S(f,P). 	 (2)

Demo4tAación.- La desigualdad central se sigue de la definición de

sumas inferior y superior de Darboux. Probaremos primero que

I (f,P)	 < I(f,Q)

Supóngase que Q tiene únicamente un punto más que P, digamos u.

Si P = {a = t. < t i <	 < t
n = b} entonces Q = {a = t. < t, 	 tk-1<

u< t
k ...< tn = b} para alguna kc {1,2,...,n}. La suma inferior de Darboux

para P y Q es la misma excepto para los términos que involucran a tk-1 y

tk. En efecto, la diferencia de sumas es
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I(f,Q)-I(f,P)= m(f, [tk-1, 	 (u-tk_1) + m(f, 
Cu,

m(f ' Etk-1' 
tk i). ( t k	 tk-1).

tk]). (tk-u)

Basta probar que esta diferencia es positiva. Usando las propieda-

des del ínfimo de subconjuntos de R, vemos que

m(f, Etk-1, tk 1). (tk - tk-1 ) = m(f,	 tk]) { (tk - u) +

( u - tk_1)}
< m(f, [u, tk I). (tk - u) +
m(f, Etk_ i

•
	 ui]). (u - t	 ).k-I

En caso de que Q contenga más de un punto que P, la desigualdad se

sigue por aplicaciones repetidas del argumento anterior.

Para probar que S(f,Q) < S(f,P) se sigue un argumento análogo. //

El siguiente lema nos afirma que sin importar las particiones que

se tomen, toda suma inferior de Darboux será menor ó igual que toda suma

superior de Darboux

Lema 1.1.2.- Si f es una función acotada, definida en

P,Q, son particiones de 5,1], entonces

5051, y si

I (f , P ) < S(f,Q)	 (3)

DemobtAdciffit.- El conjunto dado por PUQ es a su vez una partición
de 5,1711. Como pcpuel y QcPUQ, aplicando el lema 1.1.1 obtenemos

I(f,P) < I(f, PUQ) < S(f, PUQ) <	 //

El siguiente teorema justifica lo utilizado en los ejemplos refe-

rente a que la integral inferior de Darboux es menor o igual que la inte-
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gral superior de Darboux.

Teorema 1.1.1.- Si f es una función acotada definida en 5,b5] en-

tonces

I(f) < S(f)

Vomostnacíón.- Tomemos una partición fija P. El lema 1.1.2 nos mues

tra que I(f,P) es una cota inferior para el conjunto

{S(f,Q): Q es partición de 5,1511

de aquí se deduce que I(f,P) debe ser menor o igual que la máxima cota in-

ferior (inf) de este conjunto, Le.

I(f,P) < S(f)

Esta desigualdad nos muestra que S(f) es una cota superior para el

conjunto

{I(f,P): P es partición de 5,151),

por lo que S(f) debe ser mayor ó igual que la mínima cota superior (sup)

de este conjunto; esto es, se debe tener que

I(f) < S(f)	 •

La importancia del teorema siguiente es que nos da un "Criterio de

Cauchy" para Integrabilidad de funciones en el sentido de Darboux.

Teorema 1 1 2 - Una función acotada f, definida en 5,b5, es Dar-

boux-Integrable si, y solo si, para cada c>0, existe una partición P de
5,b] tal que

S(f,P) - I(f,P) < e	 (4)
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Deind4thdción.- Necesidad: Supóngase que f es Darboux-Integrable

Y considérese una E>0. Por las propiedades del sup e inf, existen parti-

clones r, y 1,2 de 5,1], que satisfacen

I(f,P) > I(f)- —2
y	 S(f,P,) < s(f) + 2.

Para P = P 1uP 2 , y aplicando el lema 1 1 1, obtenemos

S(f,P) - (f,P) < S(f,P 2 )- I(f,P 1 ) < S(f) + 2 - EI(f) - 21]

= S(f) - I(f) + E = E ,

puesto que S(f) = I(f) al ser f Darboux-Integrable. Esto prueba (4).

Suficiencia: Supóngase que para cada c>0, la desigualdad (4) se

cumple para alguna partición P; entonces

S(f)	 S(f,P)= S(f,P)- I(f,P)+ I(f,P) < E 	 I(f,P) < e I- 1(f)

puesto que c es arbitrario tenemos que S(f) < I(f) .y por el teorema 1.1.1

concluimos que S(f) = Uf); 	 f es Darboux-Integrable. //

Definición 1.1.4.- La miura de una pa/ttíción P es la máxima longi-

tud de los subinterválos comprendidos en P y se representa por IPI. Así,
sí P= {a= to<t 1<..1< tk_1<tk<,..< tn = b} definimos 111= =X {t

k 
tk_i:

k=1,2,...,n}.

Con esta definición podemos dar otro criterio para Integrabilidad

en sentido de Darboux.

Teorema 1 1 3 - Una función acotada f en 5,b5] es Darboux-Integra-

ble si, y solo si, para cada c>0, hay un 6>0 tal que para todas las parti-

ciones P de 5,1] con Ill<15 se tiene que S(f,P)-i(f,P)<c,

Domoáthación.- Necesidad: Supóngase que f es integrable en 5,b],
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um= b} de 5,b]selecciónese una partición Po= {a = t'o < usea c >0 y	 1<<

tal que

S(f,Po)- I(f,P,) < E/2.

Puesto que f es acotada, existe S>0 tal que If(x)l< B para toda

XE [1,1]. Sea S = t/(8mB), en donde m es el número de intervalos compren-

didos en P.. Para verificar la condición del teorema, considérese alguna

partición P = {a=t.<t/‹...< t
n 
= b} con 111<S. Sea Q = PUP.. Si Q tiene

un elemento más que P, una ojeada en la demostración del lema 1.1.1 nos

lleva a que

I(f,Q)-I(f,P) < B(t k - tk_ 1 ) - (-B)(tk - tk_1)

< BIPI + BIPI = 2 BIPI.

Este es el caso en que Q tiene un solo elemento más que P. En ge-

neral, puesto que Q tiene a lo más m elementos que no están en P, tendre-

mos

I(f,Q)-I(f,P) < 2m Bill< 2mBó= e/4.

Por el lema 1 1 1 tenemos que I(f,P.) < I(f,Q) y así también

I(f,P,) - I(f,P) < E/4.

Similarmente, S(f,P) - S(f,P.) < c/4, con lo que

S(f,P)-I(f,P) < S(f,P.)-I(f,P.) + t/2 < c.

Suficiencia: El teorema anterior (1.1.2) nos muestra que la condi-

ción c - ó en este caso implica la integrabilidad de f en el sentido de Darboux.
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1.2. INTEGRAL DE RIEMANN,

Definición 1.2.1.- Sea f una función acotada, definida en

y sea P = {a=t„ < t, <•••< tn = b}. Una Suma de Riemann de f asociada con

la partición P es una suma de la forma

R(f ' 1) =kI 1 f(xk)(tk	 tk-1)

donde xk	tki para k = 1,2,..,n

Nótese que la elección de los xk es enteramente arbitraria así

que hay una infinidad de sumas de Riemann asociadas con una misma función

y partición.

Definición 1.2.2.- Sea f una función acotada definida en Ei,b] f
se dice Riemann-Integitable en

te propiedad:

existe un numero r, con la siguien-

Para cada c>o, existe 6>o tal que IR - rl<c para cada suma de

Riemann R de f asociada con una partición P,	 tal que 111<s.

El numero r es la integAai de Riemann de f en 5./23 y la denotamos

	

b	 b

	

(R) f f	 = (R) fa 
f(x)dx = r

a

Teorema 1.2.1.- Una función acotada f, definida sobre 5,], es
Riemann-Integrable si, y solo si, es Darboux integrable, en cuyo caso los

valores de las integrales coinciden.

DemotstAacíón. Supongamos que f es Darboux-Integrable, sobre 5,/]
en el sentido de la definición 1.1.3. Sean e>o y 6>o elegidos de tal for-

ma que la condición del teorema 1 1 3 	 Se cumple.

Para cada suma de Riemann R(f,P)=kM(xk)(tk-tk_ i ) asociada con una
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partición P, con IPl<5, tenemos

I(f,P)< R(f,P) <	 S(f,P)

y además

S(f,P) < I(f, P )+ E < 'Mi- e ' (D)faf + e

también

I(f,P)> S(f,P)- E > 8(f) — E ' (D)faf 	e

con estas desigualdades tenemos

R(f,P) - (D) fbaf I < E

por lo que f es Riemann-Integrable y

(R)faf = (D)f
bf

Ahora supóngase que f es Riemann-Integrable en el sentido de la

definición 1,2.2, considerese e>o, sean 6>0 y r como se da en la definí-

clon.

Seleccionando alguna partición

= (a=t
°
<t

1
<..<t

n
=b)

con IPH, y para cada k=1,2 	 n selecciónese xy en Elt
k-1

, t
k
 tal

que

f(x
I)< m(f,Et	 t	 + ek-1' k

la suma de Riemann R para 'ésta elección de los xk satisface

R(f,P)< I(f,P)+ e (b . - a)

así como
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R(f,P) -	 c

se sigue que

	

l(f) >  I(f,P)> R(f,P) - c(b - a)> r - 	 c(b - a);

puesto que e es arbitrario, concluimos que 1(01 " Un argumento similar

nos muestra que S(f) ‹ ry, puesto que I(f)c S(f), vemos que

I(f) = S(f) = r,

lo que muestra que f es Darboux-Integrable y que

(D)fb f = r = (R)fbf
a	 a

El siguiente teorema nos presenta algunas de las propiedades que

cumple la integral de Riemann.

Teorema 1.2.2.- Sean f y g funciones integrables sobre 5,] y
sea c un número real. Entonces

í) aef(x)dx = cfaf(x)dx ;

bii) la rlf(x)+g(x):Idx = fa
b
f(x)dx + f:g(x)dx ;

iíi) fb f(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dxa	 c

iv) Si f(x) < g (x) en rí,/i], entonces

f
bf(x)dx < fbg(x)dx ;a	 — a

y) 1 bfa
f(x)dx I< f:I f (x)Idx .

Omitimos la demostración. ff

(a < c < b);
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Un conjunto N es "a /o mló numerable" si es finito o infinito nume-

rable.

Deáinición 1.2.3.- Un conjunto S de números reales tiene med-ida ceta

si, para cada E>o, existe una cubierta a lo más numerable (y Acm de inter-

valos abiertos, tal que la suma de sus longitudes es menor que e, esto es,

si I
A
= (a A' 

hA ) tenemos que

ScUI
A

AcN

y E (b
A
 - a

A
) <e.

AeN

Teorema 1 2 3 - Sea f una función real, acotada y definida sobre

5,1j. Sea D el conjunto de discontinuidades de f en 5,1i]. f es

Riemann-Integrable en 5,151 si,y sólo si, D es un conjunto de medida ce-

ro.

DemaótAaeídn. Necesidad.- Definamos para Tc[5,b1

12f (T) = Sup{ f(x)-f(y): x,yeT }

B(x,h) =	 yeR: l y-x( <h }

wf (x) =	 2f(B(x,h))115,e)
11.0

Nótese que si xeD
' 
w
f 
(x)>o por lo que se tiene

D =
kY1

Dk k 
= (x/wf	 —(x) > 

1
/k}

Si suponeMos que D no es de medida cero, algún Dk No es de medida cero y

si P es un partición de 5,1:3

S(B,P)-I(f,13 ) =ki l EM(f,Etk_
1
, tk 1)-m(f , Etk_

1
, tki)].

(tk-5-1)*
B+s, S1	 2 	 I

donde en S
I
 están los términos correspondientes a subíntervalos que conten-

gan en su interior puntos de D. Como D
k
 no es de medida cero, hay un
l
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s>0 tal que toda cubierta a lo más numerable de D
kl	

tiene suma de longi-

tudes	 e, Los subintervalos de S I cubren a Dk y en ellos

m(f,Etk_ j ,	 tic]) >	 así qiie S >
1	

1- k
1

por lo que la condición de integrabilidad no se satisface.

Suficiencia. Supongamos que D tiene medida cero.

Como cada Dk tiene medida cero, lo cubrimos con intervalos tales que la

suma de sus longítudessea menor que l/k . Como D
k
 es compacto basta un

número finito de intervalos. La unión de estos intervalos es un conjun-

to abierto Ak , así que Bk	 [1,b1- Ak es la unión de un nómero finito de
intervalos cerrados contenidos en [1,1i]. Sea I uno de ellos. Si xsI,

1
wf (x)< .7¿. Hay una subdivisión de I en un número finito de subintervalos

T de longitud <6 en los que 2f(T)<-17:-. Construimos una partición P k de

11 ,121 tal que si P es más fina que Pk

M-mS(f,P)-I(f,P)= S
I
+S

2
 y S2<
	 k

< — S <

donde S i contiene los términos correspondientes a subintervalos que con- .

tienen en su interior puntos de D
k
 y donde M y m son el sup e inf de f en

5,11. Como esto vale para toda k>1,f satisface la condici6n de integra-
bílidad en 5,1-2.//



[a,b]. Sean P ={a=to<ti<...<tn = b} una partición de

del subintervalo Etk-1' 
t
k
i para kt1,2

un punto

n Una suma de la forma
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CAPITULO II

INTEGRACION DE STIELTJES

2.1 INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES.

A continuación presentaremos la definición de la integral de

Ríemann-Stieltjes , concepto más general que las integrales del capítulo

anterior. Esta integral incluye dos funciones f y F en lugar de una sola,

y la integral de Riemann se presenta como un caso particular.

Al igual que en las secciones anteriores una partición P de

5,b1] es un subconjunto finito ordenado de puntos

P = (a=to<ti<...<tn = b}.

La norma de P, !PI, es el mayor de los n nómeros tk-tk_ 1 . La par-

tición P' de [iM se dice que es más fina que P (ó un refinamiento de P),

sí PcP'.

Nótese que sí PcP', entonces IP1 < IPI.

Definición 2.1.1.- Sean f y F dos funciones acotadas definidas en

RF (f,P)=kM(xk). EF(tk) -F(tk_ i ) 1
se denomina suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto de F.

Definición 2.1.2.- Sean f y F dos funciones acotadas y definidas

en s,e • Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F
en [a,b], y escribimos fER(F) en 5,b], si existe un numero r que tiene

la propiedad siguiente:

Para todo c>o existe una partición PE de 5,111 tal que para toda
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partición P mas fina que PE y para todo x en [It 
k1

, tk I tenemos

1 R1, (f , P)- r I < c.

El número r, si existe, es llamado la integral de Riemann-Stieltjes

de f con respecto a F en 5,11,] y lo escribimos

(R-S)fa
fdF	 6	 (R-S)/a

f(x)dF(x).

Las funciones f y F en la integral son llamadas respectivamente

integrando e integrador. Nótese que en el caso de que F(x) =x tenemos el

caso particular de la integral de Riemann (sección 1.2).

Presentaremos solo algunos teoremas importantes de esta teoría.

Teorema 2 1 1 - (Propiedades Lineales de la Integral)

Si feR(F) y gcR(F) en 5,1], entonces g+feR(F), efeR(F)

para toda constante c, y

(R-S).1.1(f+g)dF = (R-S)f:fdF + (R-S)f:gdF

(R-S)f:cfdF = c.(R-S)fbafdF

Si feR(F1 ) en 5,b] y feR(F2) en 5,b]

entonces feR(c 1F 1 + d2F2 ) en 5,1:2] (para cualesquiera constan-

tes e
l 
y c

2
) y tenemos

(R-S)fbfd(c,
1 F 1 

+ c
2 
F

2 ) = c (R-S) fbfdF 1 + c2-(R-S)fafdF2.

Omitimos su demostración. #

Teorema 2 1 2 - (Integración por partes). Si feR(F) en	 en-
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canees FeR(f) en 5,h] y tenemos

(R-S)fa f (x ) dF ( x ) + (R-S)faf(x)df(x) = f(b)F(b)-f(a)F(a)

Demo3tnación. Tomemos un c>o, tenemos que (R-S)f bafdF existe, por

lo que hay una partición P E de 5,b] tal que para toda P° más fina que P E

se cumple
1 RF (f,P.) - (R-S)fafdF I< e

Tomemos cualquier suma de Riemann-Stieltjes para la integral (R-S)f
b
Fdf,

sea esta

Rf(F,P) =ki l F(xk)(f(tk)-f(tk_1))

=
k 
E
1 
F(xk)f(tk) -kE IF(t

k- 
i )F(t

k-
 1)=	 = 

donde P es más f una que P E . Tomemos A= f(b)F(b)-f(a)F(a) y así tenemos

A=
k E 1

 f(t
k
 )F(t

k
 ) -
k E1 

f(tk-1 )F(tk-1 )

si restamos éstas dos igualdades tendremos

A-Rf P)=
k1 

f( 
k 
)EF(t

k
 )-F(x.k)IkK=E1 

f(tk-1
 (tk-1)= 

las dos sumas de la derecha pueden combinarse en una sola suma de la for-

ma RF (f,P I ), donde P' es la partición de 5,b] obtenida tomando juntos

los puntos xk y tk. Así P' . es más fina que P y por tanto más fina que Pe.

Por lo que la desigualdad (1) es válida, y tenemos

A-Rf (F ' P)	 (R-S)fa
b
fdF 1< e

siempre que PePe, y de acuerdo a la definición tenemos

(R-S)fbFdf = A - (R-S)IbfdF .
a	 a

El siguiente resultado nos da una forma de reducir una integral

de Ri emann-Stíeltjes aunaintegral de Riemann.

(1)
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Teorema 2.1,3.- Sea fcR(F) en [,11-q. Si F tiene derivada F' conti-

entonces la integral de Riemann (R)f
a
f(x)F'(x)dx existe	 se

tiene

(R-S)I
a
f(x)dF(x).= (R)Ibf(x)F1(x)dxa

Demo4thací6n.- Tomemos g(x)= f(x)F/(x) y consideremos la suma de

Riemann

R(g,P) =kEig(xk)Etk-tk_1)=kilf(xk)F1(xk)(tktk_i)

la misma partición P y la misma elección de x k puede utilizarse para la

suma de Riemann-Stieltjes

EF(tk)-F(tk_O

Aplicando el teorema del valor medio podemos escribir

F(tk)-F(tk_ i ) = F l (vk)(tk-tk_ i ) donde vke(tki , tk)

y así.

(f ,P)-R(g,P)=-kiif (xk) EF' (vk)-F' (x2 J (tk-tk_i)

ya que f es acotada, tenemos M>o tal que If(x)I<M para todo xc[1,11. Ya que

F' es contínuq en 5,b1 entonces es uniformemente continua. Así, dado c>o,

hay un d>o tal que

E 
o< lx -y 1<6	 implica	 IFI(x)-F'(y)l< 2M(b-a)

si tomamos una partición P I E de norma IP‘d<S, entonces para cualquier parti-

ción más fina P tendremos en la igualdad anterior

Ipe(vk)-Ft(xk)l< 2M(b-a)

nua en Y
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y para tal P tenemos

I RF(f,P)-R(g,P) I<

por otro lado ya que feR(F) en 5,151, existe una partición P"e tal que

si PcP"E entonces

1 RF (f,P)-(R-S)IbfdE 1< C/2

y combinando estas 2 últimas desigualdades, vemos que para P mas fina

que Ps=P's UP"c, tendremos

I R(g,P)-(R-S)f5dF I< E

lo que demuestra el teorema. //

Es claro que si F es constante en 5,11 toda suma RF (f,P)=-0 y

así (RS)fafdF existe, y tiene el valor cero. Un caso más interesante es

cuando F es constante excepto en un punto c del intervalo, donde presen-

ta una discontinuidad de salto. En este caso, la integral no necesaria-

mente existe y si existe no necesariamente vale cero. Esto es lo que nos

afirma el siguiente teorema

Teorema 2.1.4.- Dados a<c<b. Definimos F en 15,19-!] como sigue:

los valores F(a), F(c), F(b) son arbitrarios; F(x) = F(a) si a< x <c y

F(x)=F(b) sí c< x<b . Sea f definida en [1,1 de manera que por lo menos
una de las funciones f 6 F sea contínua por la izquierda en c y una por lo

menos sea continua por la derecha en c. Entonces f E R(F) en 5,b] y tenemos

fbfdF = f(c) [IF(c±)- P(c)1

DemaAtAaeL6n.- Si ccP, todo termino de la suma RF (f,P) es nulo

salvo los dos términos procedentes del subintervalo que contiene a por c,

pongamos pues
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RF (f, P ) = f(xk_ I ) E R (c)-F ( c ) -1 + f(xk ) EF(c+)-F(c)

dond e tk_i <e < tk igualdad que también podemos escribir— 

f (c) J EF(c)-F(c) J +Ef	 (c) j EF(c+)-F(c) 111A= Ef (xk-1)-

con
	 A=R(f,P)- f (c) EF(c+)-F(c-) 1 . Luego tenemos

I A I < i f ( xk_1) —f (c) 1 1F(c)-F(c-) 1 + f (xic )-f (c) I in c+)-F (c) I

Si f es continua en c, para todo c>o existe un ó>o tal que IPI <á implica

I f(xk_1)-f(e) I < c Y I f(xk)-f(c)l< e

En este caso, obtenemos la desigualdad

1Al< c1F(c)-F(c)1+ clF(c1)-F(c)1
	

(2)

pero esta desigualdad es válida sea f continua ó no en c por ejemplo, si

f es discontinua a la derecha y a la izquierda de c, entonces F(c)=F(c)
y F(c)=F(c+) y conseguimos A=0. Por otra parte, si f es continua a la iz-

quierda y discontinua a la derecha de c, debemos tener F(c)=F(C)y obte-
nemos 1Al< eJF(c)-F(C)I. Analogamente, si f es continua a la derecha y

discontinua a la izquierda de c, tenemos F(c)=F(c ) y 'Al< c1F(c+
)-F(c)1

luego (2) es valida en cualquier caso, lo que demuestra el teorema. /1
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2.2 INTEGRAL
 DE DARBOUX-STI ELTJES.

De billíeÁlcin 2.2.1.- Sea F una función monótona creciente en 5,e

y sea P= {a=t0<ti‹...<tn = b} una partición de 5,J. Adoptando la notación

	

dada en 1.1.2, para toda función real f acotada en 	 definimos la suma

superior de Darboux-Stieltjes de f con respecto a F y a la partición P de

r Cl COMO

F
(f,P)= 

k
EM(f,Etk_ i , tk]). [F(tk)--F(tk-1 )=1

y la suma inferior de Darboux-Stieltjes de f respecto a F y a la partición

P de 5,0 como

F (f,P)= Em(f,[tk-1' tk ]). [F(tk )
-F(t	 ) 1 •k=1	 k-1 

La integral superior de Darboux-Stieltjes, y la integral inferior de

Darboux-Stieltjes son

S (f)= inf(S (f,P): P es partición de [1,0)

IF (f)= sup(IF (f,P): P es partición de 5,g}

si las integrales superior e inferior coinciden entonces se dice que f es

Darboux-Stieltjes integrable y la integral de Darboux-Stieltjes es dada

por el valor coman:

(DS)f:fdF =	 (f) = I (f).

Si la integral existe, ésto es, si Sp (f) = IF (f) decimos que f es

integrable con respecto a F en el sentido de Darboux-Stieltjes y escribi-

mos fED(F) en 5, -5.Tomando F(x)=x se ve que la integral de Darboux (1.1)

es un caso particular de la integral de Darboux-Stieltjes.

Teorema 2.2.1.- Sea F creciente, y f acotada en [,f1I Si Q es un
refinamiento de P es

IF (f,P) < IF (f,Q)	 SF '(f Q) < SF '(f P)
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Demo4tAacíáa, (Semejante a lo del lema (1.1,1)),A,

Teorema. 2.2.2.- IF (f,)	 SF(f,)

Demobtkacíón. (Semejante a la del teorema (1,1,1)).#

Teorema. 2.2.3.- fE D(F) en [,111 si, y solo si, para cada e>o

existe una partición P tal que

SF (f,P)- IF (f,P)	 < e .	 (1)

En ese caso, decimos que f satisface la condición de Riemann res-

pecto a F en

Demoltkaulón Para cada partición P tenemos

IF'(f P)< I
F (f)< SF (f)< SF'(f P)

así (1) implica

o< Sy(f) - S(f) < e

por lo que sise cumple (1). para todo e>o tenemos

S
F
(f) = I (f)

Inversamente, supongamos que fe D(F) y sea E>0 dado. Existen particiones
P
I y P2 tales que

S (f,P )- (DS)IbfdF elF	 2	 a	 2

E(DS).rafdF - IF(f,P1)

11 '1

tomando P como un refinamiento camón de P
I
 
y P2 ,tenemos



(f,p 
2 
)<(B-S)ffdF	

E < 
IF '

(f P
1 )	 E< I

F 
(f

'
 P)-1- e 

• 
p

$ (f ,P)< SF	 - 

Teorema 2.2,4.- Sea F creciente, fe D(F), si y solo si fe R(F),

cuyo caso las integrales coinciden.

Demoátwei6n : Necesidad. Sea P una partición de

S(f,P)- IF (f,P) < e,

Para cada suma de Riemann-Stieltjes tenemos

I
F 
(f,P k€k1 f(xk). EF(tk)-F(tk 1 )] < SF(f,P)

IF'(f P) ‹ (D-S).rafdF	 < S
F 

(f
' 
P)

- 	 - 

tenemos que para P más fina que Pe

tal que

-Como e>o es arbitrario y la desigualdad es válida para toda P más fina que

p .por la definición 2.1.1 tenemos que fe R(F) y además se cumpleE,

(R-S)f
a
fdP = (D-S).1"

b
fdF .

Suficiencia. Supóngase que fe R(F) (definición 2.1.1). Sea e>0.

Seleccionemos una partición P= {a=to<t
1
<...<t

n
 = b} de tal forma que para

cada P mas fina que P
e
 se tenga que

RF (f,P)- r I< e

y tomemos xk en Etk_ / , t ic ] de modo que f(xk) < m (f,[i t
'
t
k 1]) + Ek-1 

La suma de Riemann-Stieltjes para esta elección de los x satisface

23
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gF (f,P) < IF (f,P) + e (b-a). [F(b)-F(a)]

y también

I RF (f,P) -r I< e

por lo que

IF (f)	 IF (f,P) RF (f,P)- e[F(b)-F(a)1>r-e-e[F(b)-F(a)]

[F(b)-F(a)

puesto que e es arbitrario, concluimos que

IF (f)	 r;

similarmente se llega a que

S
F
(f) F r

por lo que se concluye que

IF (f) = SF (f) = r ;

*ésto es, que fe D(F) y además

(D-S) fbfdF = r = (R-S) fabfdF sil

Defiinícibn.- 2.2.2.- Sea f una función definida en 5,1:], si
13= { t., t 1 .....	 es una partición de 	 escribimos áfk=f(tk)-f(tk...1),

k=1,2,..,n. Si existe un número positivo /4 tal que

kE1 lAfki <14= 	 —

para todas las particiones de 5,11, se dice que f es de variación acota-
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en

Definición 2.2.3.- Sea f de variación acotada en [1,b], y desig-
n

nemos por E(P) la suma-.I. lAfki correspondiente a la partición

p.-.
riC

t ...,tn
} de L!,1j1-r

, el número V
f
(a

'
b)= SUP{E(P): P es partición

de 5,111} se llama la variación total de f en el intervalo 5,b].

Teorema 2.2.5.- Supongamos que F es de variación acotada en

,1:1 designemos por V(x) la variación total de F en 	 si a< x <b y

tomemos V(a) =0. Sea f una función definida y acotada en 5,b1 Sí fED(F)

en E,s, entonces feD(V) en 5,ill•

Dema6titaeí6t. Si V(b)=0, V es constante y el resultado es trivial,
supongamos por lo tanto que V(b)>o. Supongamos también que If(x)1<M si

xs5,1:1. Puesto que V es creciente, necesitamos tan solo verificar que f
satisface la condición de Riemann con respecto a V en 5,151 . Dado c>o,
elijamos P e de modo que para cualquier P más fina y todo par de puntos

2k y 211t 
en Etk_ i , tk i se tenga

i khrf(xk)-f(x i k)]áFk l < Tei- y V(b)‹kzll4Fkl +

para P más fino que P estableceremos las dos desigualdades

kilEM(fl [ tk-V 2k] )- m(fitk-r tk] ("I( lakI)<

Y	 k=1T EM(f,Etk-1
, t

k
1)- m(f ' Etk-1 , t

k i)lArki <

que al sumarlos nos dan S
v (f,)-Iv (f,P) < e para demostrar la primer de-

sigualdad, observese que AV
k-14 Fk o y, por tanto

kE 1 EM(f,Etk-1' tk j)-m(f,Etk-1' tk 1)1(AVk -1áFk I)< 2M.icI.1k(AV -1AF
k 

I) = 

= 2m(V(b)-	 1)-e-
k=1 k	 2
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probar la segunda desigualdad, consideremos

A(P) = {k IAFk > O), S(P)={k/AF k < o) y

h= 1 E /V(b). Si kEA(P) elijamos xk y xk' de forma que

f(xk)-f(xk') >14 ( f , E tk_r tk il)-m (f , Etk_rtk il)-h pero si kcB(P),

elijamos xk y xk' para que

f (xk y )-f (xk)>M(f , E tk_i , tk j)-m(f , Etk_ i , tk i-h entonces

k=1	 k-1	 k	 ' - k-1' k	 kl kcAm(f '
	, t :1)-m(f	 t ])] IAp < (FiFf (xk) -f(xk')] IAFkI

4- E	 Ef(xkeB(P)

kk 
E
1 
IAF

k 
I

= 

)-fCxk ) I I AFk I+

=k E 1 Ef(xk)-f (xl)=

S<+hV(b)--: + E E
4	 4 	 2

por lo que se deduce que feD(V) en 5,11.//

Teorema 2 2 6 - Si f es continua en 5,b1 y F es de variacitn aco-

tada en 5,12], entonces fED(F) en 5,1.

Demaótkacilón. Es suficiente probar el teorema cuando F es estric-

tamente creciente. La continuidad de f en 5,in implica la continuidad
forme, así que dado E> 0, hay un 6>o ( que sólo depende de E) tal que

l x-YI <6 implica IF(x)-f(y)l< 6/A

donde A= 2([1F(b)-F(a)1. Si P
E es una partición de norma IPel<6, entonces

para una P más fina que P e debe ser

E tk_v tk ])-m(f,	 tk]) < c/A

uni-



Pg

SE,Cf,P) —IF ( f , P ) > EMCf, [ ti_ 1 , t i ])—m(f, Eti_ 1 , ti I	 [F(ti)—F(c)
puesto que cada término de la suma es C. Si c es una discontinuidad común

a la derecha, podemos s uponer 	 punto )C se elige de manera que

Fx. )-F(e)> e además, la hipótesis del teorema implica m(f,E t 1_ 1 , t1 )-m
% 

(f,[1 ti_ l , t i ii) > e luego SF(f,P)-IF(f,P)> E 2 y no puede satisfacerse la

condición de Ríemann. (Si c es una discontinuidad coman a la izquierda,

el razonamiento es analogo.#
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ya que Madit k_ i , tk ip-m(f,[1t k_ I , tk j) =

multiplicando la desigualdad por AF k y sumando, encontramos

SF '(f P)- IF '(f P)< A k E 1
 AF

k
 = 

-2- < E-	 =

y puesto que se satisface la condición de Riemann concluimos que fED(F) en

Teorema 2.2.7.- Cada una de las siguientes condiciones es suficien-

te para la existencia de la integral de Riemann (R)f
a
f(x)dx

f continua en 5,b1]

f de variación acotada en 5, -En

demostración, aplicando F(x)=x y aplicando el teorema anterior, y la in-

tegración por partes. //

Teorema 2.2.8.- Supongamos que F es creciente en 5,1] y sea

a<c<b. Supongamos ademas que f y F son ambas continuas a la derecha de

x=c, esto es, supongamos que existe un c>o tal que para toda &>o hay va-

lores de x e y en el intervalo (c,c+6) para los cuales

If(X)—f(e)1>
	

Y	 IF(y)-F(c)I>

en tal caso no puede existir la integral ( R-S)Ibf(x)dF(x) tampoco existe si

f y F son discontinuas a la izquierda de c.

Demoáthaciin. Sea P una partición de 5,11] que contiene a c como

un punto de subdivisión y formemos la diferencia

S
F 
(f,P)-I

F
 (f,P)=k1 EM(f,[tk-1' t

k 
]) -m(f, 

Etk-1' 
t j) itPl

k= 

si el	 subintervalo tiene c como extremo izquierdo entonces

Supff (x) -f (Y) / x ,Y E	 tki}
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CAPITULO 3
OTRO TRATAMIENTO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES.

3,1 LA INTEGRAL DE DARBOUX-STIELTJES GENERALIZADA.

Supondremos en todo el capitulo que F es una función creciente en

con F(a)<F(b). Usaremos la notación siguiente para los límites la-

terales (ademas de la ya establecida en 1.1):

F(t -) = lim F(x)	 y F(t+) = lím F(x)

	

x+t	 x±t

para los extremos, por facilidad de notación definiremos

	

F(a ) = F(a)
	 y	 F(b+) = F(b).

Nótese que F(t-) < F(t+) para toda t E 5,1-21. Cuando F es con-

tinua en t, tenemos F(t) = F(t+). = F(t). De otra forma F(t-) < F(t
+
) y la

diferencia f(t+) - F(t-) es llamado el mino de F en t.

Definición 3.1.1.- Sean f una función real acotada en	 y una.

partición P - {a=to<ti‹...< tn = b} escribiremos

JF (f,P) =k E0 f(tkk). EF(t+) - F(t-)]= 

La suma superior de Darboux-Stieltjes generalizada es

_	 +
_[SF (f,P) = JF (f,P) +k E 1 11(f, (tk-1' tk )). LF(tk ) - F(tk-1 ) 

y la suma inferior de Darboux-Stieltjes generalizada

	

IF (f,P) = F (f,P) +k E1 m(f,(tk-1'	 tk )). EF(tk) - F(tk-1')1.= 
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Obsérvese que estas definiciones toman en cuenta los efectos del

salto de F. Nótese además

S* (f, P ) - IF (f, P)

EM(f,(tk-1' tk)) - rn(f,(tk-1 , tk))] EF(tk) - F(tk
+ 	 -t

-1 )	 (1)

Y

m(f,	 [F(b) - F(a)] < I F (f,P) < SF(f,P)

< M(f, 5,1]).EF(b) - F(a)1.	 (2)
Puesto que

E 
kn
	

k	 k

	

=0 EF(t+)-F(t-)11+ E kn	
k=1	 k- 1 )) 1= F(b+)=F(b)-F(a)

La íntelta1 Zupelti3O4 de Darboux-Stieltjes generalizada es

SF (f) = inf	 ( SF (f,P) i P es partición de 5,1]}

y la ínteciAae ZnIeltiox de Darboux-Stieltjes generalizada

IF (f) = sup ( IF (f,P): P es partición de 5,1])

Mostraremos más adelante que I F (f) < SF (f). Por consiguiente diremos que
f es Darboux-Stieltjes integrable en el sentido generalizado, en 5,1] con

respecto a FI ° más brevemente F-Littestable en 5,], si IF (f) = SF(f),
en cuyo caso escribiremos

fbfdF =	 fb
f(x)dF(x)= I-(f) = SF(f).

a	 a

Lema 3.1.1.- Sea f una función acotada sobre 5,/7,1 y sean P y Q
particiones de [1,11-)] tal,que PcQ. Entonces

I
F'	 F'	 F'	 '
(f P) < 1 (f Q) < S (f Q) < S	 (f P).

Demoathación.- La desigualdad central es obvia, las pruebas de las

desigualdades de la izquierda y de la derecha son semejantes a las del lema

1.1.1. Mostraremos que
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SF (f O) < S (f,P).—

Basta con probar ésta considerando que Q tiene exactamente un

punto más, digamos u, que P, Si

P = {a=t o <t
1
 <.,. t

n
 = b}

entonces

Q = {a=t0<t1<„.< t
k-1 <u<tk

 <.. < t
n = b}

para alguna kc(1,2 , 	 n}. Encontramos que

5
F
(f P)-S

F
(f Q) = M(f,	 tk)). EF (tk) - F(tk_i)

- f (u) . EF(u÷) - F (u)	 + M(f, (tk_ i , u)). EF (u-) - F(tk_i)

+ M(f , (u, tk)). [F (tk) - F(u+ )	 }

y ésta es no negativa porque

Nt(f,(tic_ i , tk)). CF(Q-F(t÷ksi)]

- 	- 	 -	 += it(f, ( tb.!. , tk)). LF (tk)-F (u+ )+F (u+ )-F(u )+F(u )-F(tk_i)

> /4(f, (u,t
k
 )). EF(t

k )-F( u )1+ f (u) EF (u
+
)-F (u

-
) 1

m(f,( tk_ i , u)). EF(u)-F(t iti)]. //

Lema 3.1.2.- Si f es una función acotada en	 y si P y 62 son

particiones de [1,], entonces I
F'	 F'
(f P ) < S ( f Q)

Demostnaul6n.- P.= PUQ es también una partición de 5,t-J y como
PcP„ QcP,; concluimos por el lema 3.1.1

IF	 F
(f P) < I (f P ) < SF 	F(f P ) < S	 (f P).— 	 —
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Teorema 3 1 1 - Para toda función acotada f sobre
	

tenemos

IF (f) < SF (f).

Demo3tAacíón.- Tomemos una partición fija P. El lema 3.1.2 nos ase

gura que IF (f,P) es una cota inferior para el conjunto

(S
F
(f

'
Q):Q es partición de 5,11]}

por lo que IF (f,P) debe ser menor 6 igual que la máxima cota inferior del

conjunto, por lo que

IF (f,P)< S
F	 •
(f) Y de aqui se sigue inmediatamente la conclusi6n.conclusión.//
 

El siguiente resultado nos da un criterio de integrabilidad.

Teorema 3 1 2 - Una función real f, acotada sobre 5.,15], es

F-íntegrable síy solo si, para cada e>o, existe una partici6n P le uhiíj,
tal que

SF'* (f P) - IF (f , P) <E.

DenicistAacíón.-	 Necesidad: supóngase que f es F-integrable, existen
entonces P 1 y 

P2, particiones de [.,e, con

F
(f

'
P
1 ) > F (f) - E/2	 Y	 SF (F

'2
) < S

F
(f) + c/2

tomando P = P
1 uP2 tenemos

I*
F
(f,P

1
 ) < IF(f,P) 

1 
S
F
(f,P) < S

*
F
(f,P,)I

Y 

S
F'
(f P) - IF 

( f
' 
P) < S* (f P

2 ) - IF (f ,P)F 

S
F
(f) + 1 /2	 /

F
(f) + 1/2

- SF (f) - IF 
(f) + E
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y puesto que f es F-integrable SF (f) = IF (f), SF (f,P) - IF (f,P) < E.

Suficiencia. Supongamos que para cada e>o se cumple que

SF (f,P)  - IF (f,P) < e.

Tenemos

SF (f)(f) < SF(f,P) = S
F
(f,P) - I

F
(f,P) + I

F
(f,P)

< E 4-
F 
(f

'
 P) < E +	 (f)

por ser e arbitrario S F (f) < I
F
 (f) por lo que el teorema 3 1 1 nos per-

míte concluir

I	 (f) = S
*
(f) (i.e, f es F-integrable). //

Pasaremos a analizar algunas de las propiedades de ésta integral.

Teorema 3 1.3	 (linealidad)7Sean f y g funciones F-integrables

sobre	 y sea c un número real. Entonces

cf es F-integrable y f(cf) dF = 	 cfafdF

f + g es F-integrable y f a
(f+g)dF = fbfdY + fbgdF

	

a	 a

Demmtnacjon.- De (a), consideraremos por casos, c>o, c=-1 y c<o,
c=0 es obvio.

í) Sea C>o, consideremos una partición P de 5,1i1. Por la propie-

dades del supremum tenemos M(cf,Etk_ i , tt il) = cM(f,Etk_ i , tic ]) y así
*

SF (cf,P)	 c SF (f,P), por el mismo criterio S F (cf)	 = cS;(f). Por lo an-

terior y dado que f es F-integrable

I
F
(cf) = c Ir (f) = c SF (f) = S

F
(cf)
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í,e cf es F-íntegrable y fbacfdF =	 cfbfdF.

C = - 1, Para todas las particiones P de El,b] tenemos

S* (-f,P) = - I * (f,P) por lo que

S (-f)	 ínf {SF	 '
(-f P): P es partición de 5,1:.¡]}

inf {- IF (f ' P): P es partición de 5,b1}

	= - SUP {IF '	 •(f P) . P es partición de 5,1-2]) = - I (f)

sustituyendo f por-f, obtenemos que IF (-e= - SF (f), y ya que f es F-inte-

grable

S (-f)= - I (f) = - SF (f)= IF éf) por lo que -f es F-integrable y

fa (-f)dF = - fafdF.

e < O, Aplicando los resultados probados a - c obtenemos

í
b
cfdF= 	-fa (-c)fdF= -	 (-c) fafdF= cf

b
fdF

a	 a	 a
Prueba de (b).

Sea c>o y P 1 , P2 particiones de 5,b1 tales que

C-,
SF'

(f P 1 ) - I;(f,P 1 )"12	 Y	 SF*(g,P2
Y

) - I_(g ' P 2 )tY2

esto por la integrabilídad de f y g. Tomemos P = P I UP 2,por el lema 3 1 1

tenemos que'

SF'
(f P) - IF (f ' P) < 6 /2	 y	 SF (g ' P) - IF (g ' P) < 6 /2.	 (3)

Para cualquier subconjunto C de 5,1-2] tenemos que

inf {f(x) + g(x) : xsC}	 inf {f(x) : xce} + ínf {g(x) : xen

por lo que

I
F (f+g,P) > T F (f ' P) + IF (g,P)— - 
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pe forma similar

S
*

F
(f+g,P) <	 SF

 (f,P) + S	 (g,P)- 

y por (3) tenemos

S
*

F
(f+g,P) - I

F
 (f+g P) < c

ésto es».	(f+g) es F-integrable. Puesto que

f
a
(f+g)dF = S

F (f+0< SF
(f+g,P)< S

F
* (f,P) + S

F (g,P)

< IFr(f,F)+ I-(g, P )+s< IF 
(0+ I

F
(g)-rc

= fa
fdF + fagdF + E

y también

*	 *	 *	 *
fb (f+g)dF = IF (f+g)> IF (f+g,P) .1 IF (f,P)+ IF (g,P)

*	 *	 b	 b
> SF

 (f,P)+ SF (g,P ) -e= fafdF + fagdF - e

y concluimos que

fa (f-h .g.) dF = fbfdF + f
b
gdF

a

Teorema 3.1.4 (aditivídad).- Sea f definida en 5,1]. Si a<c<b y

f es F-íntegrable en 5,C] y en EC,b1, entonces es F-integrable en Ei,b]

Y

f
b
fdF = fefdF + f

bfdF
a	 a

DemaótAactión.- Puesto que f es acotada en 5,d y L,bj, es acotada en.

Eli,b]. Sea E > 0, hay particiones P 1 y P2 de 5,C] y	 tales que
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e	 N z/2
S	 1

(f,P ) < /2 Y	 (f,P2j(f P ) - I'	 1	 S
*

(f,P ) - I
519.1	 F,Ea,c1	

P, 5,b] 2	 FE,0

partición de 5,1:,-] para la cual
El conjunto P--P l uP 2 es una pan;

S	 (f,P) = S(f,P 1 ) + S
*

	

F , 5 , c 	 (f,P )
F,E ,IE,] 	2

(por la definición de los límites laterales
Para los extremos, sólo se

por lo que f es F-integrable en 5,1], por el teorema 3.1.2
	 y

?UF < S*	 (f,P) = 1	 *
a	 — F,

	

(f,P1 ) + S	 (f,P 2 )5,1:]	 F, 5,91] 
Fy E>1:

*	 *
< I _	 (f,P,) + 1F, rs,i.,l

f,P2) + c.< f cfdF + fbfdF + EF, 11 ,d	 k	 c

Similarmente

fafdF	 > fefdF	 +	 ffdf -a

al ser E arbitraría tenemos	 f
bfdF = fefdp
a	 a	 + ffdF. //

Teoreffia 3 1 5.- Si f y g so	 4u _ --ntegrables sobre 5,171,] y si
f(x)< g(x) para xs[a,b], entonces f afdF 1 fbagdp.

Puesto que h(x)>o para toda xc5,b], f;(h,p)).
_0 para toda partición P,Y

fbhdF	 IF(h)>oa  

por el teorema 3 1 3 //

incluye una sola vez y el salto en c)
*	 *

I	 (f,P) = I	 (f,P1) + 1*
F ,[.. , Iír 	 Fia,d	 (f,P )

F,1-s ,15] 	2

e

Demostración: Tomemos h=g-f, así h es F-integrable en 5M.

así



fa
gdF	 - fa

fdF	 = f
b
hdF >o

a	 —

lo que verifica el teorema. //

Teorema 3.1.6.- Si f es F-integrable en [1,9, entonces 'fi es

F-integrable y IfbfdFl< -fblfidF
a	 - a

DemOdtAación: Para cualquier subconjunto C de 5,10j] tenemos M(Ifi,C)- m

	

(Ifi,C) <	 M(f,C)- m(f,C) por lo que para toda P tenemos

	

*	 ,
(IfI,P) - I F

 (IfI,P)< S
FF
(f,P)- I*(f,P)<e

_la íntima desigualdad por ser f F-integrable. Queda así demostrado que ifl

es F-integrablet ahora como -Ifl< f < !fi, el teorema 3 1 5 nos da

i
-fa

b
lfidF	 <	 fbfdF	 f"IfJdF

lo que demuestra el teorema. II

Teorema 3.1.7.- Sea F I y F2 funciones crecientes sobre [1,15]. Si

f es Frintegrable y F 2-íntegrable sobre 5,b5] y sí c>o, entonces f es

cFrintegrable, y es (Fl+F2)-integrable; además

ffd(cF1) = cfafdPi

Y

f
a
fd(F 1+E2 ) = f

bfdF
1
	+ f

b
fdF 2

DemoatAación: Utilizando las propiedades de límites, tenemos que

(P.14-P,„)(t+),:lim[P,oc)+F2(x)]=1imPi(x)-1-limP.,(x)
+ i	 +	 + z

x+t	 x+t	 x+t

= P"
1
(11)+F

2 (t
+

)



y de forma semejante para (F 1
+F

2 )(t-),	 (cF 1 )(t+) y	
(cF

1
 )(t).

Por lo que para toda partición P de 5,,Ñ, tenemos

S

•	

(f' P) = S

• 

(f , P) + S 	 (f , P)
F
1
+F

2	
F 1	

F 2

I
F +F

• 	

(f
'
P) = I

F

• 

(f , P) + I
F2

(f
'
P)

1	 2	 1

S

• 

(f ' P) = c SF l

• 

(f , P)	 Y	 I (f,P)= c IF
(f,P)

cF 1	-1	 /

de donde es claro la validez de (4). Existe una partición P de [1,b] tal
*	 *	 *	

'	
*

que SF (f ' P) - I (f P)<
c/2	 y	 SF 

2
(f P) - IF (f '

P)<e/2
1	

F'
1 2

de aquí que, utilizando (6) tenemos que (5) se sigue de

(f,P) - I
*

(f,F)<6SF1 +F2	
FI+F2

por lo que f es (F 1
+F

2 )-integrable, así

fbfd(F 1 +F2
 )< S*	(f,P)< I*
	 (f,P) +c

F
1
+F

2	
F 14172

= IF (f,P) + I
* 

(f,P)	 < f
b
fdF + f

b
fdir	 +E

1 F2	— a 1	 a 2

y similarmente

f
b
fd(F

1
 +F

2
 )> f

b
fdF

1 
+ fbfdF

2
 -e	 •

a	 a	 a	 	 -

Teorema 3.1.8.- Toda función contínua f en 5,] es F-integrable
DemoistnacL6n: f es uniformemente continua en el cerrado [a,b], por lo que

para E>0, existe 6>o tal que

x, y e ti/1 Y	 ini<Simplicaquelf(x)-f(Y)1<	 F(b)-F(a)	 (7)

38

(6)

Consideremos cualquier partición P con iPi<6. Puesto que f toma su máximo

y su mínimo sobre cada subintervalo	 Sci], se sigue de (7) que
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M(f, Etk_i , t	 tkl) <
	 F(b)-F(a)

para cada valor de k. Por (1) en la definición 3.1.1 tenemos

+
S (f,P)- IF ( f , P )S ki1 F(b)-F(a)
	  EF(C)-F(t k_ i ) _LS

por lo que f es F-integrable.//

El siguiente teorema nos da un mecanismo para calcular un gran

número de "F-integrales"	 usando integrales ordinarias de Riemann.

Teorema 3 1 9 Supóngase que F es diferenciable sobre 5,15] y que

es contínua sobre 5,15]. Sí f es contínua sobre [1,1j, entonces

f
a
fdF = faf(x) F'(x)dx.

Demaóttación. Tenemos que fF' es Riemann-Integrable y f es F-ín-

tegrable, por lo que existe una partición P= {a=to<t 1 <...<tn
 = b} tal que

s(fr,P)- I(fF',P)< 1 /2	 y S (f,P)- I (f,P)< 1 /2	 (8)

Aplicando el teorema del valor medio a F sobre cada Etksi,

existe xke(tk-1' tk
) para el cual F(t

k)-F(tk...1) = F I (xk)(tk-tit. ,), por lo

que

kE1 f (x.
K
 ). EF(tk )-F(tk-1 )11=	 (x. )k-lf - k" F' (xk) * (tk-tk -1 )= 

Dado que F es continua, no presenta saltos y por la igualdad anterior

IF (f ' P) < S(fF',P)	 y	 I(fF',P) < SF(f,P)
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Ahora, de (8),

fbfdF > I
F	>
(f,P)	 S

F
 (f

'
 P) - 6/2 > I(fF:P) - 6/2

	

a —	 — 

> S(fF:P) - 6/2 - 6/2 > (R)Ibaf(x)F y (x)dx -

De manera semejante f
bfdF<(R)faf(x)r(x)dx +E. Puesto que E>0 es arbi-
a

trario, se cumple el teorema. //

Teorema 3.1.10. Toda función f monótona en 5,b] es F-integrable

Demostración: Podemos suponer que f es creciente. Dado que f(a) < f(x)

	

< f(b) para toda	 f es acotada sobre 1,b]. Para c>o aplicamos

el Urna A.2 de/ apendLce para obtener P= {a=to<t 1<....<tn=b}

donde, para k=1,2,...,n

f(ti) - f(tk-1)) = f(t k) y m(f,(tk-1' tk)) = f(tk-1 )

Puesto que

M(f,(tk_ i , tk)) = f (a) y m(f,(tk_ ' tk)) = f (tk-1 )

tenemos
n

*	 r	 -	
+ 1 - 

r-	 -	 + --r
SF

(f
' P) - IF(f,P) =k=

E
1 
Lf(t

k
 )-f(tk- 

) -
I
I.LF(tk )-F(tk-1

) _1

n
c	 -I

<
k=
E
1 F(b)-F(a)	

EF(Cid -F(tk
+ 

1 )_is E

por lo que concluimos que f es F-integrable

3.2, COMPARACION CON LA TEORIA CLASICA.
Antes de entrar a los teoremas, analizaremos algunas de las ven-

tajas que nos proporciona el tratamiento generalizado respecto al clásico

usual.

En la teoría clásica encontramos rápidamente ejemplos desafortu-

nados: "f no es íntegrable respecto a F sí ambas tienen un punto de dis-

continuidad coman".
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Ejemplo 3.2.1	 Sea el intervalo	 5,/1.1 fijo y definamos

6 (t) = {	
para t<u

u	 1	 para t>u

para u>a; y hagamos

6(t) = {7	 para t=a
a para t>a

Si f = F = u
, entonces (DS) fafdF	 y	 (RS) f

bfdF

no existen (teorema 2. 1.1)

Por razones como ésta, es que se abandona la teoría clásica de

Riemann-Stieltjes en favor de la integral de Lebesgue-Stieltjes que apli-

cada al ejemplo 3.2.1 nos da el valor de 1 para la integral; pero esta re

quiere un conocimiento previo de la teoría de la medida.

Estos desagradables ejemplos desaparecen en el tratamiento de la

integral generalizada que se presenta en la sección 3.1 que impone menos

restricciones a las funciones tratadas, como demostraremos en los alguien

tes teoremas, en los que mostraremos que si F es una función escalonada,

entonces todas las funciones acotadas son F-integrables 

Ejemplo 3.2.2. Si u l , u2 , u
m
, son puntos distintos en

c
m , son números positivos entonces

F =
m
 E C. 6

j=1 j	 -uj

5,11; e l , c2 ,— • •   

(donde 6
u es como en el ejemplo 1) es una función escalonada creciente

consaltosc.enU..Como caso particular podemos considerar

0<,a<1,b). 5,u 1=2,~ t1/475yc..1/12, e2 = 1/3, c 3=1/6, C4=5/12. La

gráfica de ésta función esta dada en la figura 3.1. Para cualquier función

f acotada en 5,1í], tenemos

1	 1	 1
a
fdF = - f(2) + -5 f(3) +- f(4) + 1- f(5)

12
(ver teorema 3.2.1)



1/2
111S~~1.-=-4.11

laaa•Slfn

1	 2	 3	 4	 5	 b 6

Y

Figura 3.1

Teorema 3.2.1,- Sea F una función escalonada creciente con salto

c. xn u.. Entonces toda función acotada f en 5,b] es F-integrable

fbfdF =.E	 f(u.)
a	 J= 

Vemodstbación. Sea P la partición de [1,b] que consiste de a,b y

todos los puntos u l , u2 ,...um . Podemos suponer, sin perdida de generali-

. para j = 1,2,

= O para j=1,2, 	

De aquí que

S*F (f ' P) = IF (f ' P) =	 F (f,P) =.Z1.1
f(ü.). c.

J = 	I

por lo que concluimos que

SF (f) = I
*
(f) =,E f(u.). c.

	

J =1	 j

y las conclusiones	 del teorema. 1/

Teorema 3 2 2 - Sea (un
) una secesión en [a,b] y sea (tn

) una su-

cesión sumable de números positivos. Sea F = I c 6 . Entonces toda
n=1 n	 un

función acotada f en 5,11 es F-integrable

Y f fdF	 I.c f(U )
a n=1 n n

(2.)
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(1)

4

Deina,StAación. Fijemos f y sea B > 0 una cota superior para Ifi:.



Considérese 6>o y selecciónese un entero m tal que El=m+1 n
 < E/(4B).

Sean

F = E c du1 n=1 n n Y F	 c 6u
2 = n=m+1 n n

así que F = F i + F
2
 y por el teorema 3.2.1, tenemos que

fbfdF
1 =

m

n 
E
1 cn f(un )a	 = 

Ya que

F2 (b) - F2 (a) = F 2 (b) =nE m+1 cn 
< E /(4B)

= 

la desigualdad (2) en la definición 3.1.1. nos lleva a

E

2
- 4- < I (f,P) < S

F
 (f,P) < 4
2

por lo que

S
F2

(f,P) - I (f,P) < c/2F2

para todas las particiones P de 5,b1. Si seleccionamos P tal que

S (f '
 P) - I

F
(f '

P) < c/2,
F 1	 1

entonces (6) 'en el teorema 3.1.7 y la igualdad F=F 1+F2 implican

SF (f , P ) - I*F
(f

'
 P) <E

así es que f es F-integrable. De (4) tenemos que

fbfdF2	< 1/4.

por el teorema 3 1.7 y (3) tenemos que
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fa fdF = f
a 

fdF1
	 a
+ f

b 
ficIF2 =

n1 
c 
n 
f(u n ) -n

	c 
n 

f(un
 ) + fbfdF

=	 a 2

puesto que

lurnrucu f(un) 1 < Bnrar ki cn <

por lo que concluimos que

fia)fdF - r c f(. )	 <n1 n	 n	 2

al ser e arbitrario, tenemos la validez de (2).

El siguiente resultado no se cumple en la teoría clasica.

Teorema 3.2.3.- Si f es F-integrable sobre 5,1i] y g(x) = f(x)

excepto para un número finito de puntos, entonces g(x) es F-integrable.

Demo6tAacíón. Supongamos que g(x)= f(x) excepto para un unico

punto x=u en 5,bi, para c>o tenemos

SF (f '
P) - I

F
(f

'
P) < E

para alguna P = {a=t„<t1<..<t
n
 = b} por el lema 3 1 1, podemos agregar

u a P sin invalidar la anterior desigualdad. Entonces u=t, para alguna

I/ en {0,1  2 '  n}. Las sumas superior para f y g excepto para el termi-

no k=i en J y así

S
F (f P) - F '(g P) = f (u) EF(u

+
)- F(u )] - g(u) [F(u) - r(u )1

El mismo argumento es aplicado a las sumas inferiores y así

ál

IF (f ' P) - IF
(g

'
P) = S

F (f ' P) - SF '(g P).

de aquí que



S*(g,P) - I*(g,P) = S* (f,P) - I* (f,P) < E

por lo que g es F-integrable. //

Nótese que en el resultado anterior no se afirma que las integra-

les de f y g coinciden. El siguiente resultado se aplica a cualquier F

no-decreciente.

Teorema 3.2.4.- Si f es seccionalmente continua 8 seccionalmente

monótona y acotada sobre 5,], entonces f es F-integrable.

Demobtkacíón. Sea P una partición de 5,1] tal que se satisface

la hipótesis del teorema. Considérese un intervalo fijo Et.	 t	 Sik-1' k
f es seccionalmente continua entonces su restricción a (tk-1' K

t,) puede

extenderse a una función continua fk en Etk_i , tk 1. Si f es seccional-

mente monótona, su restricción a (t k-1 , tk) puede extenderse a una función

monótona fk en Etk_ i , tic" por ejemplo, si f es creciente en (tk-1, tk),

definimos

fk (t
k
 ) = sup{f(x): xc(t k_ i , tk))

Y

fk(t
k-1

) = inf{f(x): xt(t	 ,t )}k-1 k

en ambos casos f
k
 es F-integrable en Etk-1' tkI (teoremas 3.1.8" . y

3.1.10) puesto que f coincide con fk
 en 

Etk-1' 
t
k
I excepto posiblemente

en los extremos y el teorema 3 2 3 nos permite afirmar que f es F-íntegra-

ble en 
Etk-1' 

tk 1. Ahora por aditividad y un razonamiento inductivo mues

tran que f es F-integrable en 5,15]. //

En la teoría usual, el teorema de integración por partes, viene

dado por la formula (para F 1 y F2 , crecientes y con derivada continua)

(R-S) fbF
1
 dF

2
	(R-S) f

a
F
2
dF

1
 = F

1
(b)F2 (b) - F 1 (a)F2

(a)
a 



y se cumple con la condición de que una ó otra de las integrales exista,

Este teorema falla dramaticamente con F 1 = F2
 = 6

u
. Por supuesto falla

también para integrales de Lebesgue-Stieltjes. La formula correcta para

integrales de Lebesgue-Stieltjes fue dada por E. Hewitt en [2]. Su re-

sultado puede ser presentado sin referencia a la teoria de Lebesgue-Stielt-

jes como sigue:

Teorema 3 2 5 - EINTEGRACION POR PARTES]. Supóngase que Fi y

F
2
 son funciones crecientes sobre 5,1] y definamos

1 r-	 -7	 1	 r-
F 1 (t) = -2

- L_F 1 (t) + F 1 (t
+

 )	 Y	 F2 (t) =	 LF (t-) + F2 ( t+)
1	 2	 7	 2

para toda tE	 Entonces

fa
b 
F
l
* 
dF

2 
+	 fa

b 
F2 dF 1

 = F 1 (b)F2 (b) - F 1 (a) F2 (a)
*	

(5)

donde F
1 
(b4.) = F 1 (b), F 1 (a) = F 1 (a), etc.

DemaóthaciAln. Ambas integrales en (5) existen (por ser funciones

monótonas). Para una e>o, existe una partición

P = Ca=t
°
<t

1
<...< t

n
 = b}

tal que

*	 *	 *
(F	 P) - I (F	 P) <F I	 2'	 F

1	
2'

haciendo un desarrollo algebráico a partir de las definiciones tenemos

que

*	 *	 *
(F	 P) + I (F	 P) = F 1

 (b)F
2
 (b) - F 1 (a)F2

 (a) (6)
F	 l'2 F 1	 2'

y también

*	 *	 *
S (F

2
	P) + IFI (F

1
,	 P) = F 1 (b)F 9 (b) - F 1 (a) F2 (a)	 (7)

F1 

45?
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se sigue de (6) que

*	 *
f

b
F

*
dF + IbF* 	 *

dF	 < S (F P) + S (F
*
 P)

a 1 2	 a 2 1	 —	 F
2 1

1 	F	 2'1

* *	 *	 *
< SF

 (F, , P) + I (F P) + c
2	

F
1	

2'

= F (b) F
2
 (b) - F

1
 (a)F

2
 (a) + e

y de (7) obtenemos

*
1 F 1

 dF
2
 + 1 F

*dF
1
 > F

1
 (b)F2 (b) - F 1

(a)F2
(a) - e

a	 a 2 

como e es arbitrario tenemos la validez de (5)

Después de haber notado algunas de las ventajas que nos dg el
tratamiento generalizado de la integral pasaremos a comparar las integra-

les.

El críterío de integrabilidad de Alemana Stieltjes implica el

criterio usual de integrabilidad de Darboux-Stieltjes; estos criterios

no son equivalentes en general, pero son equivalentes si F es una Una&

continua.

Teorema 3.2.6.- Si f e D(F) en 5,1], entonces f es F-integrable

y las integrales coinciden

Demstuteidn. Para cualquier partición P,

1 (f,P) 'kE m(f,Etk-1' tk
:1). EF(tk) - F (tk) + F(tk) - F(tk_1)

=1

+ F(tk-1 ) - F(t
k-1

)]

< E f(t
k
 )EF(t ) - F(tk 

)1 +k1 m(f,( tk-1 , tk )). EF(tk-)-F(tk_i)k=1 

+ E f(tk-I ) EF(t
k1
+ ) -F(t

k-I
)]

k=1



4P

sí sumamos la primer y tercer sumatorias obtenemos

n1
E Et

k
 )EF(tk )-F(t- ) 1 + E Et

k) [F(t
k) -F(tk) 1

k=o
n-1

= f(t ) EF(tn)-F(t-n)] 	 f(tk) EF(t+k)-F(tD1

+ f(to ) [F(t+o)-F(t.)

-
k E 0

 f(t
k ) [IF(t

+
k)-F(tk-):]=	 F(f,P)= 

1
con estas observaciones y recordando las definiciones de I

F
(f,P) nos mues-

*
tran que IF (f,p) <IE (f,P). De la misma forma tenemos SE (f,P)	 SE (f,P) y

también

S
F
(f,P) - IF (f ' P) < SF (f,P) - IF

(f,P)
	

(8)

Si e>o, la teoría clásica muestra que existe una partición P tal que SE

(f,P)-IE(f,P)<E, por (8) tenemos también que S;(f,P)-4(f,P)<E y así f es

F-integrable.

Para ver la igualdad de las integrales, obsérvese que

(D-S) IbfdF < SE (f,P)< IE (f,P)+ E <	 * 	 E < fbafdF + E

y de manera análoga

(D-S) f
b
fdF > f

afdF - E	 //

DeUnícíón. 3.2.1.- La F-norma de una partición P es

FIPI= max {F(t-) - F (tk-1): k=1,2 	 n}

p.

ya que F es una función creciente, podemos reestablecer el lema A2. en el

apendice.
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Lema 3 2 1 - Si ¿>o, existe una partición P tal que FiPl<6 .

Teorema 3.2.7.- Una función acotada f sobre B.,t1 es F-íntegrable,
si y sólo si, para cada E > O, existe 15>o tal que

FIP1<6 implica S;(f,P) - 4(f,P)< E	 (9)

para todas las particiones P de 5.,1].

DemobtAnadn. Necesidad: Supongamos que f es F-integrable sobre

Sea c>o, seleccionemos una partición de 5,b1

 { a=Pl
= 	 141<111<— .<11-=191

	
( 1 0)

tal que

S;(f,P 1 ) - IlFt (f,11 1 )< 6/2

puesto que f es acotada, existe B>o tal que if(x)1< B para toda xc5,151.
Sea 6= ¿-62/(8j13); j es el número de intervalos contenidos por P1.

Para verificar (9), consideremos cualquier partición

P2 = {a=tact 1<...<tn 13}

con 1. 11,2 1<6. Sea Q=P 1UP2 . Si Q tiene un elemento más que P 2 , entonces tal

como en la demostración del lema 3.1.1 nos lleva a

IF (f ' Q) - IF
 (f

' 
P
2
 ) < B	 FIPI- (-B) FIPI= 2B FIPI

puesto que Q tiene a lo más j elementos que no están en P 2 , un argumento

de inducción nos muestra que

- I
F
 (f

' P2
 ) < 2jB. FIPI< 2jB 6=6/4



5)

por el lema 3.1.2 tenemos I
F (f,P 1 ) 5

 IF (f,Q) y también

I
F '
(f P

1 
)	

F
I
*
(f

' P 2 
)< c/4

analogamente
	

S
F
(f

'
P
2
) - I

F 
(f

' 
P

1 
)< c/4

y también	 SF (f
'
P
2
) - I

F
(fP

2
)‹ S

F
(f

'
P

1
)- I

F
(f

'
P
1
)+ y

y en vista de (10)

SF (f,P)- IF (f,P)< c con lo que se verifica (9)

Suficiencia. Si la condición E-15 se cumple, entonces para E>0 (9) nos da

una partición P (lema 3.2.8) tal que SF (f,P)- IF (f,P)<6 para toda e>o por

lo que f es F-integrable. //

A continuación se da una definición para la integral generalizada

de Riemann-Stieltjes

DeliníciAn 3.2.2.- Sea f una función acotada sobre 5,1] y sea

P = {a=t. <t1<...<t
n

una suma de Riemann-Stieltjes generalizada de f asociada con P y F es una

suma de la forma

RF (f , P ) = JF (f ,P) 
+k£1 

f(x) EF(C	 k) - F(t_ ÷-1 )]= 

donde xic c(tk_i , tk) para. k=1,2,...,n. La función es Riemann-Stieltjes ge-

neralizada-integrable sobre 5,b1, si existe reR con la siguiente propie-

dad. Para cada c>o, existe (5>o tal que

1 RF (f,P) -

para cada suma de Riemann-Stieltjes generalizada R
F
(f,P) con una partición



P con FIPI<S, Llamamos a r la integral de Riemann-Stieltjes generalizada

y temporalmente la escribiremos

(R-S-G) fba fdF

Teorema 3 2 8 - Una función f acotada en [1,1.] es F-integrable

si sólo si, es Riemann-Stieltjes generalizada íntegrable, en tal caso

las integrales son iguales

DeMOZtlittaan. Necesidad. Sea f, F-íntegrable, sean c>o y 5>o tal

que se verifica (9) en el teorema 3.2_7.Tenemos que para toda suma de

Riemann-Stieltjes generalizada

R;,1(f,p) = J
F
 (f

'
 P) +

k E 1 f(R. ) EF(C) - F(tic+-1 )1= 

asociada con una partición P con FIP1<6 se cumple

4(f,P) < R;(f,P)< S;(f,P)

y como

SF (f,P)< IF (f,P)+ e F (0+ e = f
b
fdFa

y también

I;(f,P) > S (f,P)+ e > SF 	 a(f)- e = fbfdF -

por lo que

1 SF '	 a
(f g) - f

bfdF 1<e

f es Ríemann-Stieltjes Generalizada-Integrable y

(R-S-G) f igafdF = fbfdF
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Suficiencia. Sea f-Riemann-Stieltjes Generalizada-Integrable y

sea r como en la definición 3.2.2. Considerese c>o y sea 6>o (como en la

misma definición). Por el lema 3.2.8, existe una partición

P = {a=t0<t1<...<tn=b} con OH. Seleccionemos, para cada k=1,2,...,n,
xkE
 (tk-1' 

t
k
) de tal forma que f(xk)‹ m(f,(tk_ i , tk)) + E. Para ésta

elección de los x
k
 la suma generalizada satisface

'

RF (f ,P)< IF (f ,P) + E EF (b)-F (a)]

y también

R;(f,P)—	 I < e;

por lo que I
F
 (f)> I

F
 (f,P)> r-E- EEF(b)- F(a)]. Se

*yr
sigue que I,1/4 I )> y y en forma semejante S

F
MIT. . De aquí que

* r —
I
F
(f) = S

F
(f) = r y así f es F-integrable y

f
b
fent =(R-S-G) f

bfdF
a	 a

dl



3.3 Integrales Impropias de Riemann-Stieltjes

Definición 3.3.1.- Supóngase que f es F-integrable sobre cada in-

tervalo Lá,b] en R. Hacemos la siguiente definición cuando los límites

existan:

rfdF = lim IbfdF .
'
	f°fdF = lim JmfdF

b.cD
o	 o	

a+-03
a

si ambos límites existen y sus sumas no tienen la forma cc +(- cc), defini-

mos

f c°fdF = f°fdF + f
o
fdF

si esta suma es finita, decimos que f es F-integrable en R

Teorema 3.3.1.- Si f es F-integrable sobre cada intervalo [a,b]

y si f(x)> O para toda XeR, entonces f, es F-integrable sobre R ó bien

f eafdF = + 00

Demoathac,66n.- Sea h(b) = f
o
fdF para b>o, nótese que sí o<b<b'

h(b') = f
19 1 fdF = f'fdF +

b
b
IdF

por lo que h(b)<h(13 1 ) y así h es una función creciente lo que implica que

lim h(b) exista y
b+=

lim h(b) = inf (h(b): bs(o,e)}
b+=

o
el caso lim f

a
fdF es análogo.

Teorema 3.3.2.- Sea (u
n
) una sucesión de puntos distintos en R y

sea (c
n
) una sucesión de números positivos tales que Ec

n
< cc . (Usando la

notación del ejemplo 3.2.1).	 Sea F = E c 6 . Entonces toda función acota
n=1 11 un

da f sobre R es F-integrable y
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imfdF = É c f(u )
n	 n

Dem0StAaci6n.- Tenemos por el teorema 3 2.1 y la definición que

f fdF = lim LbfdF	 =	 lim JI c 
n 
f(u n )n=1

b.+co	 b.+03

= 
n
É c 

n 
f(u n)=1 

Teorema 3.3.3.- Supóngase que F es diferenciable sobre R y que

R' es continuo sobre R. Si f es continua sobre R entonces

f fdF = fmf(x)r(x)dx
02

DemoZtteteíón.- Por el teorema 3 1 9 las integrales coinciden en

El,bi],_así entonces

f
bf(x)dF(x) =	 fbbf(x)F(x)dx
-b	 -

por lo que

lim fbf(x)dF(x) = lím f
b
f(x)F1(x)dx

-b b->e

esto es

fccf(x)dF(x) = rf(x)F'(x)dx .

siempre que los límites existan. //



CAPITULO 4.

Algunas Aplicaciones de la Integral de Riemann-Stieltjes.

4.1.- Una aplicación en Probabilidad-La definición de Esperanza Matemá-

tica.-

Con el concepto de Integral de Riemann-Stieltjes desarrollado en

el capítulo 3, podemos definir de forma unificada el concepto de Esperan

za Matemática para variables aleatorias con funciones de distribución dis

cretas, ó continuas. Para ello recordemos algunos conceptos fundamentales

de la teoría de la Probabilidad.

Definición 4.1.1.- Un eapacío de pitobabUidad es una terna

(2,A,p), donde 2 es un conjunto no vacío, a es una a-algebra de subconjun

to de 2 y P es una función real definida sobre a con las siguientes pro-

piedades

i) P(A)>0

P(2)=1

iii) Si Al' A2 	An

para todo elemento Aca

es una sucesión de elementos de A, mutua

mente ajenos, entonces

P(11 A-) = . 1 P(A.).
j=1 3	 3=1	 3

Definición 4.1.2.- Sea (2,A,p) un espacio de probabilidad y X, una

función real definida sobre n. Diremos que X es una vatíabie a/eatotía
tea/ (v.a), si para todo par de números reales a,b, con a<b, los conjuntos

(a<x<b), (a<x<b), (a<x<b), (a<x<b) pertenecen a la a-algebra a de los cuen

tas.

Diremos que la v.a. X es dícteta, si toma a lo más un número infi-

nito numerable de valores. En este caso, la función f(x)= PEX=xj es lla-

mada la función de densidad de la v.a X . Diremos que X es una v.a. contí-

nua si P(X=x)=OvxcR.

65
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Diremos que X es una v.a. aloso/utamente continua (a,c), si exis-

te una función real integrable, que cumple

f(x)>0	 para toda x, real

f f(x)dx = 1

iii) P(a<x<b)= faf(x)dx

una tal función f, es llamada la función de densidad de la v.a X.

Una v.a. continua no necesariamente es absolutamente continua,

aunque es claro que si X es a.c. entonces es continua.

Definición 4.1.3.- La ISuncL6n datALbuc¿ón (6.d.) de una v.a.X

definida sobre (2,A,p), es la función real F definida para todo número

real x por medio de

F(x) = P(X < x) = E f(x')	 sí X es discreta	 (1)
x<X

= fxf(x l )dx l,	 sí X es a.c,	 (2)

donde f es la función de densidad de X. Si X es v.a. discreta, entonces

f(x) = F(x)- F(x) V xeR	 (3)

X es v.a. continua si, y solo sí, su f.d. es continua y en ese caso

P(a<X<b)= P(a<X<b)= P(a<X<b)= P(a<X<b)= F(a) y si X es v.a, a.c, entonces

en los puntos de continuidad de f

f(x)= —F (x)	 y xelt	 (4)dx

Hemos definido las funciones de distribución en términos de varia

bles aleatorias. Pueden definirse directamente
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Definición 4.1.4.- Una Sanción de diAttaucídn (f.d)„ es cual-

quier función F que satisface las siguientes propiedades

O<F(x)< 1	 YxeR,

F es una función creciente,

F(-03) =0	 y	 F(+=)=1,

F(x )= F(x)	 v x.

Nótese que si F(x) es definida como en (2) para la función de

densidad f, es una f d continua que satisface las propiedades (i)-(iv)

de la definición anterior. Decimos que tal f.d tiene densidad f y aque-

llas funciones que tienen densidades son llamadas 6.d abusiutamente con-
tinua4.

Retomando la notación del ejemplo 3.2.1, a una función como 6
u
(t)

se le llama daCA-acta-L:4n puntual condentkadá en u,f.d.que es de éste tipo
se dice "degenexad0; en caso contrario "no degenetade.

Todas las propiedades de las funciones crecientes dadas en el

apendice, son validas para una f.d. En particular, sea {ui } el conjunto

numerabledepuntostiesaltodeFy.e.) la medida del salto en u.. Enton-

ces

F(u.)-F(u.) = c.

ya que F es, continua por la derecha. Consideremos la función

n

F
d
(x) = E c.	 6

u
.(x)
	

(5)

(notación del ejemplo 3.2.1) la cual representa la suma de todos los sal-

tos de F en (-03 ,x), Esta es creciente, continua por la derecha con

Fd (- c°) =0 	 y	 F
d

(+00)= E c.< 1

3
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F
d
 se llama la parte de saltos de F,

	

Teorema 4.1.1. Sea F
c
(x)=F(x)-Fd
	 '
(x) entonces F

c
(x) es positiva,

creciente y continua.

Demostración.- Sea x<x', entonces tenemos

F
d
(x 7 )-F

d
(x) =	 E cj = E	 E F(u.)-F Gr.)

x<u.<x l x<u.<xl
J	 J-

< F(x')- F(x)

de donde sigue que ambas Fd y Fc son crecientes, y sí ponemos x=-=, ve-

mos que Fd < F y así Fe es positiva. Fd es continua por la derecha pues-

to que cada 1
Mj 

lo es y la serie que define F
d 

converge uniformemente en

x; el mismo argumento nos demuestra que

.

	

Fd(x)-F
d
(x-) =	 (cj	

si x=u3

	

O	 de otra forma

ahora, esta-evaluación se cumple también sí cambiamos F d por F de acuerdo

a la definición de u. y c. por lo que obtenemos que para cada x
3	 3

Fe(x)-Fe(x)= F(x)-F(x-)- EFd (x)- Fd(x):]= 0

esto muestra que F e es continua por la izquierda; puesto que lo es tam-

bién por la derecha, al ser la diferencia de dos funciones tales, tenemos

que F
c 
es contínua.

Teorema 4.1.2.- Sea F una f.d.. Supóngase que existe una función

continua G
c 
y una función G

d
 de la forma

G
d
(x)- E c.' 6'	 (x)

[donde {u!} es un conjunto numerable de números reales y



E	 < co], tal que
J

F = G
c 
+ G

d

entonces

G
c 
= F

c , 
Gd = Fd

donde F
c
 y F

d
 son como antes.

Demostración. Si F
d
 + 0

d' 
entonces los conjuntos (u.

J
} y {un. no

sonidenticos,ópodemosremarcarlo g u!deformaqueu! = mpara toda j
J	 J

peroa!“.para alguna j. En cualquiera de los casos tenemos para al
J	 J

menosunaj,yil=u.óu!:
J

[Fd(a)-Fd(ü) - EGd (a)-Gd (rr) + °

puesto que Fc-Gc=Gd-Fd ésto 'último implica que

Fe(ü)-Gc(D)- EF e (C)-Gc (11) 1 + O

en contradicción con el hecho de que F 
C 
-G

C
 es una función contínua. Por

lo tanto Fd=Gd y en consecuencia F =G .
C C

Definición 4.1.5.- Una f.d que puede representarse en la forma

F = E c.6
3 U3

donde(u.}es un conjunto numerable de números reales, c.>o y E c =1,

se llama á.d dacteta.

E

59.

Supóngase que F
c 

40
' F 'Oen el teorema 4,1.1 entonces pode-

mos hacer p= Fd ( m) de modo que 0<p<1,
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1	 1
F =	 —F ,	 F =	 F
1	 p d	 2	 1-p c

y escribir

F = pF1 + (1-p)F2	(6)

ahora F
1
 es una f d discreta y F 2

 es una f.d. continua, y F es dada por

una combínacícfn convexa de ellas. Si F
c
EO, entonces F es discreta y ha-

cemos pEl, F I EF,F2 E0; si FdEO, entonces F es continua y hacemos p=0

F 1 r0, F2 EF; por lo que (6) es valida en cualquiera de los casos extremos.

Con lo anterior podemos resumir los resultados de los dos teore-

mas anteriores en el siguiente.

Teorema 4 1,3.- Toda f.d puede escribirse como la combinación

convexa de una discreta y una continua. Tal descomposición es ónice.

Daíníci.ón 4.1.6.- Sea X una v.a. discreta con valores u, u2,
...,u

n
,... en R y con función de densidad f(x). Siempre que Ex.a..converja

la E4pekanza Matematíca de X se define como

EX = xif(x1)+..,+xnf(xn)... ..r x.f(x.)
j=1 j	 3  

=I xdF(x) (7)

dondec.=F(x.)--F(x.)=f(x.)de acuerdo con la definición 4,1.3 y F(x) es

dada como en.la definición 4,1,5 y la última integral de acuerdo al teo-

rema 3.3.2.

Deáíníción 4.1.7.- Sí X es una v,a absolutamente continua con
función de densidad f(x), siempre que f .fdF exista definimos la E4pexanza

Matemátíca de X como



E ---m-F(m)=1
1•n••

Imin~ 

p 
i	 a	 3

EX = I x f(x)dx (8)

61

donde F(x) es como en (4) de la definición 4.1.3 y la segunda igualdad

se deduce del teorema 3 3.3.

Ejemplo 4,1,1,- Considérese el lanzamiento de un dado honesto

y sea X la v,a que da el total de puntos obtenidos. La función de den-

sidad es

f(x)= PEX=x] ={1/6
o

si x=1,2 	 6

de otra forma

La función de Distribución F(x) es

F(x)= PEX=1"¡]= Ef(t) = ( o
1/6

t<x
2/6

si x<1
si 1<x<2

si 2<x<3

•

1	 si 6<x

cuya gráfica es 

I1

'J" f
43.

"a+

~Ej.!F(-.0)=0

Consideremos un juego donde la ganancia es 2 si X es par y -1 si

X es impar, La ganancia promedio es

E(G(X)) = fccG(x)dF(x) = EG(x.) F F(x±. )-F (3() IL

= ZG(x.)f(x.) = 1/2
1

Ir3
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Ejemplo 4.1.2.- Consideremos en los siguientes casos el inter-

valo E, g y sea f(x) dado por

si )(E()
f(x) = {

1
O 
	 si x1Q

Si la función distribución es dada por

O	 si x<1/2
F
1
(x)= {

1 	si x>1/2

entonces f es F
1
-integrable, así que

E(f(x)) = fi0fdF 1	 = f(2
) = O

Si la función distribución es dada por

F
2
(x)= {

1	 si x>1 /fi-

f es F
2
-integrable

E(f(x)) = ffdF2
 = « lin) = 1

(c) Sea {u
n
, n> 1} cualquier numeración del conjunto de todos los racio-

nales en ED fl •
Si la función distribución es dada por

1
F 3 (x) = nE 1 2n 6 (x)	 donde u

 (x)= {
O si x<u

n=	 u
n 	 n	 1 si xlu

n

f es F
3
-integrable y

1
E(f(x)) = f f(x)dF3

 (x)=	
2	

f(u 
n

) = O
n

O	 si x<1/1-2—

03



4.2. Flujo de fluidos viscosos.

4.2.1.- Real(' tarrinak.- Cuando un fluido viscoso fluye a través de un tu

bo cilíndrico no lo hace con todo el fluido a la misma velocidad; el flui

do más cercano a las paredes del tubo sufre más fricción con las paredes

y apenas se mueve del todo; cuando el fluido es cercano al eje central

del tubo, se mueve más rápidamente. La velocidad del fluido se incremen-

ta constantemente cuando se incrementa la distancia a la pared. Debido a

la simetría circular, el efecto es de "tubos" concentricos de fluido que

se deslizan uno sobre el otro. Este efecto es llamado YuLd0 faminat; ca

da lamina o capa de fluido se mueve a su propia velocidad. Diferentes lá

minas se mueven a diferente velocidad.

La forma exacta de cómo se da el fluido laminar fue encontrada

por J,L.M. Poiseuille (1797-1869) quien estudiaba la presión sanguínea,

la cual logra medir por primera vez, quería conocer cuanta sangre fluye

a través de un vaso sanguíneo en un tiempo dado. De ésta información y

del análisis de muestras sanguíneas, uno puede decir cuanto oxigeno y nu

trientes están siendo distribuidos a las células servidas por ese vaso.

El conocimiento del sanguíneo es una parte básica del entendimiento del

cuerpo como sistema físico.

El resultado de Poiseuille acerca del flujo de fluidos viscosos

tiene otras aplicaciones como el flujo de aire en la traquea, el aceite

en un oleoducto, el agua en un sistema de tuberías, los granos arrojados

por un tubo en la bodega de un barco, etc. Las suposiciones involucradas

en el resultado le hacen más aplicable a algunos problemas que a otros,

pero nos dá una buena primer aproximación de todos ellos. Otro uso impor

tante de la ley de Poiseuille es medir la viscosidad relativa de los flui

dos.

4.2.2. Ley de Paaevíile.- Poiseuille descubrió, y después otros

dedujeron teoricamente, que la velocidad de las partículas de un fluido

a una distancia de r centímetros fuera del eje central del tubo es
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V(r)
4K1 (R

2
 - r

2
)	 (cm/seg)	 (1)

donde

R= radio del tubo en cm.	 (Así	 0<r<R)

L= longitud del tubo (cm.)

P= cambio de presión 
PI-P2 

a lo largo del tubo,

(dina/cm
2
)

K= coeficiente de viscosidad

(ver figura 1) (recordemos que presión es fuerza por unidad de área).

Uno puede probar que la presión decrece constantemente ['como función

lineal] cuando el fluido se mueve a lo largo del tubo. Esto es la dife-

rencia de presión final vs inicial que entra en la ecuación. La unidad

cgs de viscosidad, el poise es llamado despGes Poiseuille

entrada de fluido a 	 veLocidadidel flui
presión elta PI	 N	 S v(r)

Eje del tubo	 1--~

	

/	 iiitesi de fluido

	

.1 	 premian bdbd a

1.
a

fígura 1..

Las diversas hipótesis que deben ser ciertas para que (1) sea

válido son:

No debe haber tu/cha/encía en el, fluido, ésto significa
que no hay remolinos; las partículas del fluido se mue

ven en lineas rectas a lo largo del tubo.

La velocidad del flujo y se supone que depende unicamente

de r; y no cambia cuando el fluido se mueve a lo largo del

tubo, ni cambia con el tiempo.

(

..m-... -. ----

figura

 -1....	 .......



El fluido es Conómvati yo, i,e, ni se crea, ni se pierde en

el tubo. El fluido no escapa fuera a través de las paredes

ni hay tubos alimentadores que pongan fluido dentro o fuera.

El fluido es Incompumíble, i,e, hecho de partículas que
no pueden ser trozadas ó aprisionadas unas a otras ( por las

fuerzas presentes),

El tubo es horizontal y los efectos de la gravedad son igno

rados. Para un tubo vertical (1) se transforma en

V(r)=	
P 	 ge L  (p.2 _

4KL
(2)

donde g= 980cm/sec2 es la constante de gravitación y p es la den

sidad del fluido, i.e, su masa por unidad de volumen. Para tubos

inclinados éstas velocidades horizontales y verticales deben su

marse vectorialmente. Por simplicidad usaremos (1)

El tubo es un cilindro circular recto con dimensiones cons-

tantes L y R

vil) Hay mucha fricción en la pared, que el fluido no se mueve

del todo (nótese que r=R nos lleva a V(r)=0)

Viií) El fluido no es un guid0 ídeal, (las partículas friccionan
entre si)

Estas suposiciones son satisfechas en varios grados en las apli-

caciones mencionadas antes, es propenso que ocurran efectos turbulentos

en tubos de diametro grande. Esto limita el uso de la ley en el estudio

de tuberías, oleoductos, tolvas de granos etc,

vasos sanguíneos cambian un poco, la sangre es

por lo que el flujo no está en estado uniforme,

las dimensiones de los

bombeada por el corazón

oxígeno y nutríentes aban

donan la sangre por ósmosis a través de las pa

do es aproximadamente conservado unicamente.

redes del tubo, así el flui

Desechando éstos y otros defectos prácticos, la ley de Poiseville

es una simplificación válida del flujo de fluidos viscosos. En cierto sen
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tido, esto es lo verdadero de la ley; v(n) CA ceno en las paredes dei

tubo y 3e íncnementa con3tantemente cuando n decrece y 3e acerca al cen

.tw del tubo. Esto tiene bases teóricas sólidas y bien entendidas. Pode
•

mos realmente calcular con ella, y en el laboratorio las condiciones su

puestas pueden ser hechas realidad, dando un camino práctico para medir

el coeficiente de viscosidad k para cualquier fluido, propiedad fundamen

tal del fluido e importante en el diseño y trabajo de Ingeniería.
P

4,2.3.- Velocidad y Cantidad de Flujo.

Queremos usar la ley de Poiseville para calcular el flujo total a

través de un tubo de radio R. El flujo F es el volumen total de fluido

que pasa a través del tubo cada segundo en unidades de cm
3
/seg.

aaFl

/".

Consideremos primero (figura 2) cualquier pedazo pequeño típico

de área de sección transversal del tubo, consistiendo de AA cm
2 
localiza

dos r cm fuera del centro. ¿Cuanto fluido dejará el tubo a través de és-

te pequeño bocado de área en un segundo?. El fluido se mueve v(r) cm en

un segundo; así una cantidad de fluido v(r) cm de largo, de sección trans

versal constante AA cm
2
 fluirá fuera del tubo a través de AA en un segun

do. Esta cantidad tiene volumen v(r).(AA).

figura 2,

AsT el fluido deja AA a una razón constante de v(r). AA cm
3
/seg.

En la sección transversal del tubo circular de radio R, la velo-

cidad v(r) dada por la ley de Poiseuille es la misma en todos los puntos

localizados r cm del centro. Sí consideramos anillos concéntricos de área

(figura 3), la velocidad del fluido será aproximadamente constante en ca-

11,1

CA.
tr.
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da anillo. Podemos usar el resultado previo para calcular el 1/ujO total
a través de cada anillo, la suma de flujos anillo por anillo será el flu

jo total a través del tubo, el cual queremos encontrar.

Para identificar claramente estos anillos, partiremos el inter-

valo (0<r < R) en n piezas usando puntos de partición

O = r o <r
1
 <,..<r

n
=R

(no necesariamente igual espaciados), la primera, segunda,..., regiones

son elegidas como se muestra en el dibujo.

Para k=1,2,	 n la k-énesima región es un anillo con radio in-

terior y exterior 
k-1 

y r
k
 y así tiene 'área

-r(rk)2 - u(r
k-1

)2

si tomamos n grande y los r
k
 cercanos unos a otros, la velocidad del flui

do que fli/ye a través de cualquier región será casi constante, aunque di-

ferente de anillo a anillo. Que valor se aproximará a la velocidad cons-

tante en el k-Isimo anillo? Tomando cualquier punto en ese anillo, diga-

mos uno que está t k unidades fuera del centro con rk-1 < tk<rk . Entonces

V(t
k
) es una velocidad para el k-Isimo anillo y lo visto antes nos dice



C	
2	 2que el flujo a través del k-ésimo anillo 2 V(t ). LIIr -1Ir

k	 k	 k-1 •

Llamaremos a t
k un punto de evaluación para el k-ésimo subinter-

valo [ir
k-1

, r
k

Así el flujo total a través de todos los n anillos es

— 2F ;
k E1 V(tkk - lirk-12 J-1= (3)

Escribimos "aproximadamente" en ves de igual porque hemos reemplazado los

varios valores de v(r) en el k-ésimo anillo por el valor simple v(t
k
). En

efecto, tenemos una familia de aproximaciones de F en la ecuación (3) para

cualquier partición P y cualquier elección de los puntos de evaluación.

Como tomamos valores mayore de n y rls y tkts más cercanamente espaciados,

la teoria de integración nos dice que tales sumas se aproximan a un valor

límite, la integral Rimann-Stieltjes de v respectó a A.

Sea la longitud de k-ésimo subíntervalo

Ark=rk-rk_, y A(r)=ara

si se incrementa n, rk y rk_i se aproximan uno al otro .y su diferencia

A rk->o. Así si n-~, Ar4o, por lo que tenemos que F es una suma de Rie-

mann-Stieltj es

F = I: r(r)d A(r)

R p  , 2 2
= f	 r ) d (nr2)0 4KL

y por el teorema 3.1,9 al ser A(r) continua en 5,1]] con Al (r)=2wr conti

nua en [o,R] tenemos

plt
	

(R2 r2)
	

114
-	 r

2
 ) 2nrdI

0 4KL	 8KL
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4.3. Una aplicación en Análisis (Teorema de Herglotz)

Considérese el problema de encontrar la forma general de una fun

ción w = f(Z) la cual es análitica en el disco unitario IZI<1 y tiene par

te real no negativa, í t e, la cual transforma el disco unitario en el semi

plano derecho. Primero notemos que wa+iE (a>o) es una tal función y tam-

bien lo es

.t

f
t
(x) =	

e
1

t
+ 

Z ›

e l - Z

donde t es un lanero real arbitrario, En efecto, para t fijo y ili<1, los
it	 -t

puntos Z
1

=e +Z y Z
2
	-Z están dentro del circulo C de radio unitario

t
con centro en el punto e

1
 . Más afín, Z

1 
y Z

2
 están sobre el mismo diame-

tro de C, cuando el origen O está sobre C misma (ver figura 4,3.1). Pero

por geometria elemental, el diametro completo subtiende el ángulo u/2 en

O, y por tanto el segmento de el diametro que une a los puntos Z 1 y Z2

subtiende un ángulo u<1.112. En otras palabras

larg f t (Z)I = larg Z1- arg Z21<w/2

lo que implica que R
e
f
t
(Z)>o, como se afirmaba

110
rl

la

1..

Es bastante notable que toda función f(Z) analítica en el disco

unitario con parte real no-negativa es una combinacLán de Stiettieh de
funciones simples f t (Z) 0< t <2 :
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Teorema.(G.Herglotz),- Si f(Z) es analítica en el disco IZI<1 y

tiene parte real no-negativa, entonces f(Z) puede representarse en la

forma

.t

f(Z)= f
2.fr ei 

t 
+ Z 

dF(t) + i0	 (1)
O

e l - Z

Demaltnacián. Es bien conocido que una función analítica en el

disco IZI< r<1 puede representarse en términos de los valores frontera

de su parte real u(Z) usando la fórmula de Schwarz [116, pag 194]

f(Z)=

.t
1 r2w rel + Z
2w j 0	 .t

re
1
 - Z

.t
u(re l )dt +

La integral en la derecha puede ser escrita en la forma

f (2) = tpr

.t
re + Z

.t
re

i
 - Z

dFr (t) + i8,

donde

De aquí que las variaciones totales V.
2w
 (Fr) 0<r <1 forman un conjunto

acotado. Sea { rn
} una sucesión creciente de nameros en el intervalo (0,1)

excediendo IZI y que convergen a 1. Entonces se sigue del principio de

selección de Helly, E:9,pag 337] y [16, pag 74] que la sucesión fun-

ciones {F
r
 (t

)
 } contienen una subsucesión rn(t)	 la cual es convergen

te a una anción F(t) acotada no decreciente.

Más aún, para Z fija, la sucesión de funciones

.t
r.'e	 + Z

n (n=1,2,.„
.t

r w el	 Z
n

t
I	
O F

r
(t)= — ft u(re1 )(ir
2n  

±..

di
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cada una continua en el intervalo O< t< 2n, converge uniformemente en el

intervalo a la función límite

.t
e 1 + Z
.t
e - Z

De aquí que, por el teohema de La cOnvehgencia de Helly

L116, pag 72 -1 , [ 9, pag 334]
.t

f(z)=	 f2r n'eZ 
n1~, 	 -t	

dF
rn

,(t)+ iS

rn'el -Z

.t
2a el + Z

= f0	 .t1
e - Z

dF(t)+ i0 

con lo que se prueba el teorema. #

Nótese que (1) incluye el caso m=a-1- id (

atSi hacemos F(t)=
27r 

un

üu

vl
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APENDI CE SOBRE FUNCIONES CRECIENTES

VeSínícíón. A-1. Sea f una función real definida en un conjunto
S de R. Si para cualquier par de números x,y de S con x<y se tiene que

f(x)< f(y), se dice que f es creciente en S.

Teorema A-1. Si f es una función creciente en [a,b], entonces los

límites laterales f(x,+) y f(x0) existen para cada xoe(a,b) y se verifica

que

f(x;) < f(x.) < f(Xt).	 (1)

En los extremos se tiene

f(a) < f(a
+

)	 y	 f(b) < f(b).
	 ki

DemobtAaci6n. Consideremos A= {f(x) : a<x< x.,}. Dado que f es

creciente, f(x.) es cota superior de A. Si tomamos c = SUP A, entonces

c< f(x.). Existen elementos f(x) en A para los cuales, dada e>o, se cumple

c - c<f(x)< c.-Tomemos x1<xo de forma que c - c< f(x1
)<c. Ahora para t>o

y 6 = x.-x l >o. si x.-<x<x. entonces If(c) - ci< e, por lo que f(x;) existe
	

1:1

y es igual a c. La demostración de la existencia de f(x.) y de que f(xe)
	

ui

> f(x.) es analoga. El mismo argumento sirve para los extremos del interva

lo. //

Definición A-2.- f tiene una discontinuidad de salto en x, si

existen f(x;) y f(x;) pero f(x,7)4f(xt).

Teorema A-2.- El único tipo posible de discontinuidades de una fun

ción creciente es de saltos.

DemaótitaCan.- Es inmediato de (1) en el teorema A-1 y la existen-
cia de los límites laterales. //
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Teorema A-2.- El conjunto de discontinuidades de una función f cre-

ciente es numerable.

Dcmcust4ación: Sea S el conjunto {x : x es un punto de salto}. Pa-
_

ra cada xcS, considérese el intervalo abierto Ix = ( f (x ), f(x )). Si

x'ES, y x<x', digamos, entonces hay un punto Ye tal que x<X<x'. Por lo que,

debido a la monotonia de f tenemos

f(x
+
) < f(i) < f(x'-)

ti;
-VOY In que se sigue que Ix y Ix' son ajenos.

Así que podemos asociar a S en el dominio de f, una cierta colección de

intervalos abiertos ajenos en el rango de f. Ahora, cualquiera de las co-

lecciones es necesariamente numerable puesto que cada intervalo contiene

números racionales, así que la colección de intervalos está en correspon-

dencia uno a uno con un cierto subconjunto de racionales como,-este nume-

rable, se deduce que el conjunto de discontinuidades es también numerable.//

Usaremos la notación Snts con el significado de que (Sn) es una

sucesión no decreciente que converge a s y Srls, sí (Sn) es una sucesión

no creciente con límite s.

Lema A 1 - Sea g una función creciente sobre 5,1].

Sí u
n
tu, entonces g(u)t g(u).  

Si u
n
tu, entonces g(u

n
)1 g(u

+).

Demáttación.- Probaremos ii). Supóngase que untu, sea c>o; aquí

UE 5,111. Existe v>u tal que VE [1,b] y g(v) < g(u )+ E. Seleccionemos N

natural, tal que n> N implique u n<v. Entonces

n> N implica g(u g(v)	 g(114-)+ E.

(u+) ;Puesto que g(u )	 c:(u ) para todo n, concluimos que g(u
n
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