BIBLIOTECA CIENCIAS = . I -
EXACTAS ¥ NATURALES | ° ;

QA329
G83

15 fT:l; 139

UNIVERSIDAD DE SONORA
Escuela de Altos Estudios

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

EL OPERADOR BARREDOR Y APLICACIONES

TESIS

Que para obtener el Titulo de

LICENCIADO EN MATEMATICAS

Presenta

J.osé Manuél Guillén Rodriguez

CENTRO DE INVESTIGACION EN ALIMENTACION Y DESARROLLO, A. C.

Hermosillo, Sonora, México Julio de 1983 :




A Dios.

R BIBLIOTECA
%1 DE CIENCIAS £2ACTAS
¥ HATURALES

<

© ELSABER DE MIS HLIO&
- HARA MI GRANDEZA

A mis padres por su ayuda y confianza.

A mis hermanos porque somos
A todos los que han formado

.A- los nifios por su ternura,
}

kS

una gran familia,

parte de mi vida.

Al mundo porque vivamos unidos y en paz.

A 12 naturaleza.

José Manuel



AGRADECIMIENTOS
Hago un reconocimiento al M. en C. Fernando Avila:
. Murillo por su asesoria y direccidon y al Dr. Juan Enrique
Ramos Salas por su apoyo y colaboracidon para la realiza -
cion de este trabajo.

Un agradecimiento especial al Centro de Investiga-
cidn en Alimentacidén y Desarrollo, A.C. por todas las fa-
cilidades otorgadas.

R e,

{rea




INDICE GENERAL

Introduccidn

l1.- Antecedentes Matematicos

1.1 Algebra Lineal
1.2 Conceptos elementales de Estadistica
1.3 Modelos de regresidn
1.3.1 Modelo de regresidn lineal miltiple
1.3.2 Modelo de regresidn por pasos
- i
2.- E1 Operador Barredor

3

2.1 Inversidn de matrices

2.2 Justificacidn matemdtica del operador barredor

2.3 Algoritmos
3.~ Ap]icaciones y Conclusiones
Bibliografia

Apéndice A

Aﬁéndice B

12
12

17

21
21

28
34

37

51

53

54




INTRODUCCION

Con el transcurso del.tiempo y con 19s nuevos avan-
ces en la ciencia'y la tecnologfa; el ser humano ha ido rea-
1izando -en ocasiones- uha serie de esfuerzos, con el pro-
pésito de efectuar casi todo tipo de actividades de la vida
cotidiana con la economfa de los recursos y la optimizacién
de los resultados, siendormés precisos, nos hemos allegado
de una gran cantidad de instrumentos y mecanismos necesarios
Y a veces indispensables para realizar algunas tareas, nos
-referimds- de una manera especifica a 1as microcomputadoras
y a los programas de software aplicados a ellas.

Uno de los motivos principales para realizar esta té-
sis, ha sido el disefio de pfogramas de cdmputo estadistico
para microéomputadoras, que satfsfagan necesidades especifi-
‘cas tales coﬁb: algo}itmos—precisosh rapidez de cGmputo y
eficiencia en el uso de la capacidad de memoria. |

Sin embargo, el objetivo principal de este trabajo
es la descripcidn de cierto tipo de operador para la inver-
sién de matrices, conocido caomo el operador barredor (Sweep
Operator). Este t&rmino fue acufiade por Beaton en 1964 (ver
1). |

En el primer capitule de este trabajo se mencionan

ii




iii

Tas antecedentes necesarijos para el desarrollo de la tésis.

Dicha capitulo se compone de tres secciones: En la primera
se introducen los canceptos necesarios del Algebra Lineal;

en 1a segunda se presentan algunas jdeas elementales de esta

~distica; por @1timo, se describen dos modelos de regresidn en

los que se aplica el operador barredor.

En el segundo capitulo se encuentra la parte mis im-
portante de esta tésis: el operador barredor.

Esta parte se divide en tres secciones: Primero, se
introducen brevemente los m&todos mas usuales de inversiﬁnl
de matrices incluyendo el método de Gauss-Jordan, inversidn
por particiones. Después: se presenta la justificacién ma-
tematica del operador barredor y sus ventajas. Finalmente,
se desarrolla el algoritmo para 1a.imp1ementaci6n del opera-
dor, asi coma diversificaciones en casos especia]es.

En el tercer capitulo de la tésis se hacen algunas
interesantes‘aplicaéfones¢matemé;fcas -principalmente esta-
disticas-. Entre estas se encuentra el andlisis de regré-
sidn lineal, sea simple o miltiple, y regresidn por pasos
(Stepwise regression), donde ademds se observard el importan
te papel que juega el operador barredor en la inversidn de
matrices.

Sobre 1as aplicaciones, agregamos que algunas han
formade parte de proyectgs de inyestigacidn en el Centro de .

Investigacidn en Alimentacidn y Desarrollo, A. C, (CIAD).
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Este capitulo incluye algunas conclusiones y obser-
vaciones particulares sobre las aplicaciones.

Posteriormente'se mencijona la bibljografia usada pa
ra la realizacién de este trabajo, y finalmente se muestran
los apéndices A y B, donde se detalla un listado de la imple-
mentacién de los a]goritmos, contenidos en el tercer capitulo,
en lenguaje BASIC bara una microcomputadora TRS-II Radio |
Shack.

Cabe destacar que existen anexos a esta tésis que
"muestran listados de los programas empleados en las aplicaﬁig
nes {(ver 20).

s Esta trabajo forma parte de un proyecto de investi-
"gaci6én en el CIAD, denominado:

"Integracidn de un software estadistico para el 4ivea

de alimentos".

o |



1.- ANTECEDENTES MATEMATICOS

En este capftulo se presentan los elementos matemd-
ticos necesarios para lograr la comprensidn de los capftu-
los siguientes, Lo hemos dividido en dos secciones:

En 1a primera ohservaremas 105 conceptos bdsicos
del Algebra Lineal que se deben considerar para el desarro-
110 y justificaciéﬁ del operador -harredor, incluyendo la dgf
mostracidn de los prﬁncipalés teoremas, aunque en ocasiones
haremos referencia a‘la bib]ibgraffa,para Justificar algun
Aresulta;o: En la seguhda’seccidn'definfremos algunos con-
ceptos elementales de estadfstica para proseguir con una
breve descripcién de dos-modelos_de'regreSiQn, los cuales
blantean 1a necesidad de un perfeccionamiento en algunas
partes especificas de su désarrollo, y ser&n considerados

e t *
como tema de Tas aplicaciones del operador barredor,

1.1 ALGEBRA LINEAL

Definicién 1.1.1 En esta tésis una matriz A es un arreglo
rectangular de nimeros reales. Si A tiene n renglones y p

columnas diremos que es de orden nxp,



Notacién: La matriz A de orden nxp, se representa como:

—
all 312 . a1p
521 322 . e azp
A = _— . .

L] " L]

1 n2 ... anp
e ——

o en forma abreviada A=(aij); i=1,2,...,n; j=1,2,...,p.

‘ Cuando no se especifique, i y j varian sobre este rango.

| " Por conveniencia, usaremos la dltima forma de no-
, H :

tacion a io largo del presSente trabajo.

Définicidn 1.1.2 La transpuesta de una matriz A 'se deno-
ta por A' y es 1a matriz que se obtiene al intercambiar

los renglones y columnas de A. AsT tenemos que:

A

- _

311 621 - . ﬂnl

342 332 --- 8po

alp azp PR anp

y su orden es pxn.
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Definicidn 1.1,3 Un vector columna es una matriz:de orden

pxl que por comodidad escribijremos con un solo indice:

x=(xi)px1‘

Definicién 1.1,.4 Si el nimero de renglones de una matriz es

jgual al niimero de calumnas, entonces se dice que la matriz
es cuadrada de orden n.
Cuando A es de orden n, se dice que 1os elementos

3115 3995 --es@ 0 constituyen la diagonal principal de A.

Definicién 1.1.5 Una matriz A=(a1.j)nxp

rior (superior) si aij=0 para i=s(>)j v es diagonal si aij=0
s . ,

es triangular infe-

4

para i#j.

Definicion 1.1.6 Una matriz cuadrada A es simétrica si y

sdlo si A=A', esto es, si a..=a..3 Para todo 1,j.

ij " ji
it H

Definicién 1.1.7 E1 producto de una matriz A=(a

)

por

ij)nxp

un nimero real o es la matriz B=(aa.

ijinxp’

Definicién 1.1.8 La suma de las matrices A=(a;.) y"

ij nxp
Bé(bij)nxp

, se define como 1a nueva matriz cz(cij)=(aij+bij)
de orden nxp. La suma de matrices de distinto orden no es-

ta definida.

)

Definicién 1.1.9 La multiplicacién de dos matrices A=(aij DX




y B= (b1J)nxq se define {nicamente para el caso de que m=n,

y el resultado es la matriz producto C=AB= (EaIk kJ)pxq

En particular si X= (x1)mx1’ entonces el producto AX= C-(ci)=

(zazk k)pxl

Teorema 1.1.1 (AB)'=B'A'

Demostracidn.- ver referehcia_(G)

Definicién 1.1.10 La matriz I -(613 nxn® donde 6 -1 s i=j
y 6 -0 de cualquier otra forma, es 1lamada la matriz 1den—

tidad de orden n,

H ‘ ' _ ’ }
- 12
Definjcidén 1.1. 11 Sea A= (azg)pxn‘ s escr1b1mos A= [:. ::}

donde Ay; es una matriz mxq, A, es una matriz mx{n-q), Asq

es una matriz (p-m)xq y A22 es una matriz {p-m)x(n-q), dire-

mos entonces que A es una matriz particionada.

o '

Definicidén 1.1.12 Una matriz B recibe el nombre de inversa

Al

de una matriz cuadrada A si:
AB=1

en lo sucesivo denotaremos a la inversa de A por a1,

Definiremos escuetamente el determinante de una ma-
triz cuadrada. Los detalles pueden consultarse en (4) y '

(10).




Definici6n 1,1.13 A cada matriz cuadrada A=(aij)nxn le aso-

ciamos un ndamero real 1lamado su determinante, dado por la

expresién

; | IAT=1{ay 0 =2yes B3y (1) 240y -+ 24(n)
* ' en donde Sn es el conjunto deé todas las permutaciones de

{1,2, ...,n} y E(v)=1 si la permutacién es par y -1 si es im
par. |

Coro cada término de |A| contiene un y solamente un

elemento de cada renglon y cada columna de la matriz A, si

agrupamos las térninos de |A| que contengan a a;4 como fac-
tor, entonces la suma de estos términos puede escribirse co

aijcfj" El factor Cij ﬁe 11ama cofactor de aij' Los

términos de cij se componen de 1os elementos de la submatriz

mo

M de A, que se obtiene al suprimir el i-&simo rengjén y la

i}
j-ésima columna.

Definicién 1.1.14 ,Uﬁa matriz cuyo determinante es distinto

de cero, es llamada no singular o no degenerada.

Teorema 1.1.2 Una matriz cuadrada tiene una inversa A'l

si y s6lo si, A es no singular.

Demostracidn.~ ver (6),

Definicidn 1.1,15 Si eliminamos n-r renglones y n-r colum-

nas de una matriz cuadrada A de orden n, los elementas res-
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tantes forman una submatriz cuadrada de A, Al determinante
de dicha submatriz cuadrada se le 1lama mengr de orden r de
A.

Cuando l1as columnas y renglones que se eliminan de
una matriz A tienen los mismos fndices, la subm&triz restan-
te estd localjzada sim&tricamente con respecto a la diagonal
. principal de A, ¥ 11amaremqs 21 menor correspondiente menor

principal de A,

Definicién 1.1.16 Un niimero real A es 1lamado valor propio
de 1a matriz A si existe un vector, diferente de el vector

nulo, y'fllamado vector propio de A, tal que AX=AX.
- A .

Teorema 1.1.3 A es un valor propio de A'siy sélo si,
IA—AII-_-O.

'Demostracién - =2 Si A es un valor propio, entonces AX= AX 10

que podemos escr1b1r como (A-AI)X=0:

E1 sistema correspohd1ente de ecuaciones lineales ho
mogéneas tiene soluciones no triviales si y sdlo si, el de-
terminante |A- -AI| se anula.
<= §§ |A-AI|=0, el sistema homogéneo (A-AI)X=0 tiene una so-
Tucién no trivial (ver 6), con lo cual tendrfamos que para

“algidn vector X se cumplirfa la igualdad y asi ‘obtener AX=AX.

' Teoreﬁi'1‘1,4 St A es una matriz gﬁ%%trica entonces sus va-

- lores prapias son reales y si X e Y son vectores propios aso

-



ciados a valores propios distintes, entonces Y'X=0.
Demostracién,- Para observar que los valores propios son rea
les ver (18).

~Sean A, ¥y 12_105 valores propios asociades a X e Y,

1
respectivamente, entonces AX=11X y'AY?AZY;

as1 tenemos que X'A';AIX' y post multiplicando por Y,
obtenemos X‘A'Y=11X'Y‘ ' (1)

ademads AYfA‘Y=12Y,. y pre multiplicande por X',
‘obtenemos | X'A'Y=X‘12Y' (2)
sustrayendo (2) de (1)

0= A XY=, X Y={ A = 2))X'Y pero A #h,

‘ .

F
entonces X'Y=0.

- Teorema 1.1.5 Cualquier matriz simétrica A puede ser escri-

ta en la forma A=TDT' donde D es una matriz diagonal con los
valores propigs de A:y T es una matriz ne singular tal que
-1 : - bt :

LEES A

Demostraciﬁn.-_Ver (18).

Definicién 1.1.17 Una forma cuadritica q es un polinomio ho

mogéneo de segundo grado en n variables xl, Xos saes Xpo

Una forma cuadrética sigmpre es‘repreSentable por:

qzx'A'hizjaij"i"j 23372543 137 ene



donde X es un vector columna de orden nxl y A es una matriz
simétrica de orden n, La matriz A es 1lamada la matriz de
1a forma cuadrdtica, Asf, toda fofma cuadrdtfca estd asocia
da de una manera natufal'con una dnica matriz simétrica, y
reciprocamente cada matriz simétrica puede ser asociada con

una forma cuadrdtica.

Definicién 1.1.18 Una forma cuadrdtica g=X'AX y la matriz A

se dicen definidas positivas si para cualquier vector arbi-
trario X con al menos un elemento distinto de cere, se tiene

que q=X'AX>0.
b

L

Teorema 1.1.6 Para cualquier matriz simétrica A existe una
1

matriz T tal que T'=T " y X'AX=EAiy$ donde Y=(y5)=T'x y los

*i son los valores propios de A.

Demostragién;— Ver (19).

e , 4

Teorema 1.1.7 Si X'AX es definida positiva, entonces x>0,

i=1,2, .., N,
Demostracidn. - X*AX=L liy§>0.

De el teorema 1,1.6 vemos que X=0 implica que Y=0.
Escogiendo y,=1, y,= ... =yn=0, deducimos que.31>0, Similar

mente Ai>0 para todo i,

Corolario 1.1.8 Si X'AX es definida posftiva, entonces

det A>0.
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Teorema 1.1.9 X'AX es definida positiva si y sélo si, todos

los menores principales de A son positivos.
Demostracién.- = Si X'AX es definida positiva, tomemos el
vector X particionado como{?i] y apticéndolio a la forma cua-

dr&tita. tendremos 0

["1 0] A P2 | 1% =E1A11 xlAla A x50
R | | A LR Rl
21 P22 |
& ver (6).

Teofema 1.1.10 Si X'Axres definida positiva, entonces aii>0

para i=1%,2, ....n. ,

Demostracién.- Tomemos el vectdr X con componentes x1=1,
XoT oo #xn=0, y aplicéndo]o en la forma cuadrdtica q, obte~
nemos que all>0. De igual formarpara todo i.

9 d . ) _
Teorema 1.1.11 La matriz Ahes_simétrica y definida positiva

si y sdlo si, Al existe, es simétrica y definida positiva.

Demostracidn.- ver (11).
1.2 CONCEPTOS ELEMENTALES DE ESTADISTICA

Se presuponen los conceptos elementales de la teorfa

de la probabilidad (ver 14)}.
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- Definicién 1.2.1 Sea Y una variable aleatoria discreta con

los posibles valores ¥,, ¥,» <-4 ¥, ¥ Probabilidades dadas
por f(yi)=P(Y=y1); 1=1,2, ..., k. El1 valor esperado de Y se
define cbmo - | |
E(Y) =y, fly,).
Si Y es una varijable aleatoria continua con funcién
de densidad f. E1 valor esperado de Y se define por
- E(Y)=S yF(y)dy.
Una propiedad importanteldel valor esperado es

E{at+cY)=a+cE(Y), donde a y ¢ son valores constantes reales.

Definicién 1.2.2 La varianza de Y es.denotada por cz(Y) y

T '
se define como - '
2
o“(Y)=E((Y-E(Y)?).
~La raiz cuadrada de la varianza se 1lama desviacidn

estindar.

‘La v%rianza de una funcién 1ineal de Y es necesita-
da frecuentemente. Denotaﬁgs la Variqnza de a+cY por
gz(a+cY). y es fdcil ver que 02(a+cY)=c202(Y), a y c contan

tes.

Daremos de una manera informal definiciones de al-

gunos conceptos estadisticos que saon muy intuitivos.

‘Para un vector aleatorio X=(x.} definimos el vector
de valores esperados E(X)=[E(xi))n y 1a matriz de varian;a?

covartianza gz(x)=(E(£1xj)—E(x1)E(xj))nxn1
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Definicidn 1.2.3 A un conjunto de objetos acerca de los cua

les queremos informacién lo 1lamaremes poblacién.

Definicidn 1.2.4 Una muestra es un subconjunto finito de 1a

poblacidn usada para obtener informacidn respecto a la poblg

-cién total. Supondremos siempre que T1a muestra es aleatoria

(ver 13), asf que matemdticamente una muestra es una suce-
sién finita Xoeaes Xp de variables aleatorias definidas en

1a poblacidn.

Definicién 1.2.5 Un pardmetro es una caracteristica nﬁmeri-

Ca dg ]; poblacién. Uno de los problemas principales de Ta

_estadistica es poder determinar los pardmetros de una pobla-

cidn,

Definicidn 1.2.6 Un estadistico es una caracterfsticanﬁmé~
rica de la muestba.f'Matemiticamenfe un estadistico es una
funcién muestral f(xl, ...:Zn); }Cﬁando usamos un estadisti-
co para evaluar un pardmetro poblaciuna1.1o 11amaremos esti-
mador (del pardmetro). Un estimador es una variable aleato-

ria.

Definicidén 1.2,7 Un estimador o* de un pardmetro g es in-

sesgado st E(g*)=0,

.Defin1c16N'I;2.8 Un estimador g* es un estimador consisten-—
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te de © si:

Tim P(|o*- ejha) 0 para cualquier €>0.

N -+

Definicidn 1.2,.9 Un estimador g* es un estimador de g, de

minima varianza si, para cua]quier estimador 9':

g (9*)<0 (e').
1.3 MODELOS DE REGRESION -

El an&]isis de regresiénrlineal trata el problema de

encontrar una relacidn lineal entre una variable dependiente
¥

Y y uno'o fds predictoresfﬂvariab]es-indépendientes), xl,___
xp. Esta relacidn, 1lamada funcidn de regresidn, tiene la
forma:

-Boxio+6 X, it ...+ﬁpxip+e1; i=1,2,...,n

que se aproxma DOT‘:_
g ’ .
Y=BoXg+B X 4B Xot o . . 4B X .
~ N ~

Los coeficientes 60, 81, cees Bp son escogiqos de
tal manera que el residuo Y-?_Sea lo mis pequefio posible en
el sentido de minimes cuadrados. Trataremos dos casos espe-

cfficos: 1la regresién midltipie y la regresidn por pasos.
1.3.1 EL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

El modelo estadfstico se formula usualmente de la si
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guiente manera: |
VitBoXjo*€rXint e BKgprey isl2an (1)
donde

i) Los xij's son valores fijos conoacidos;
it} Los Yt‘s son valores obseryados;
iit) Las ei‘s so0n Qariab1es aleatorias con E(ei)=0,
var(ei)=02 (una constante desconocida), y E(eiej)=0
iv) Los Bj's son pardmetros desconocidos que se esti-

man segin el modelo.

Nos referiremos a Y como la varijable dependiente,
mientrasrque las xj's son las vériabTEs independientes o pre

dictores.
En forma matricial, la ecuacién (1) puede ser escri-

ta como
' | Y=XB+E
donde | o ’
[y, P B ]
Y1 *10 *11 -+ *1p 0 e
Y2 X20 X21 *** Xzp 8 e
_ . 1 2
Y = » s x - - . ; B-.-_- ; E: .
L?n_J | | *n0 Xnp - *np | _Bﬂ~ 7 €n

| E1 teorema de Gauss-Markov (ver 17) establece que
" los "“mejores" estimadores lineales jnsesgados de los pard-
metros Boa Bls vy BP 50’? los'valoresgop §1: cxty BP que

minimizan la forma cuadrdtica
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Q=(Y-xg) (Y-Xg)=g'y . (2)

"mejores" signiffcd,.en este caso, que 1osrestimadores ten-
drdn minima varianza cuando sean comparados con atros esti-
maddres tineales insesgados. Los estimadores son funciones
‘1inea]és de tas observaciones Y1.

Para minimizdr a Q, tomamos Ias derivadas parciales

con respecto a cada 33 y ias 1gualamos a cero. Obtenemds

%%{% - -2x'(v XB)=0; para j=0,1, ..., P 1o que constituye un

]
: sistemn T1ineal de p+l ecuaciones con p+l incégnitas. Estas

. . ecuacignes son 1lamadas las ecuaciones normales; tas solucio
~ _:A‘. ) ~ o ' - -

nés.BO, Bl’ ey Bp son‘lfamadOS'los estimadores de 1os_coe-_

ficientes de regresién.
Podemos representar al sistema en forma matricial

como ~
‘ X'XB=X"Y a (3)

, Nﬁes;ra d1scus16n se centrhra en el caso en que X'X
es 1nvert1ble (caso de rango completo) E1 caso en que
det (X*X)=0 queda ab1erto para un trabaJo posterior. - Con :
la hiptesis de que X'X es invertible, tenemos que
| B=0xx) " Ixvy o (4)
Un caso especial de.(;)-que trataremos en detalle
es cuando'xio=1, para toda 1. E1 madelo entonces_viene a
ser. | | | |

Yi=8 +le11+52xi2+-"‘ +apx1p+e1 (5)
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en el que nos referiremos a B, como el término constante,
El sistema de ecuaciones normales, estard dado por
las ecuaciones
| nBg*EX By *EKpBpt .+« o Rk s, =EY
TX By *EXSB 4K X B, Cox o YIX X B SEX)Y

. (6)
. 2 _
TXBotEX XpgyteXpX gt oo o tpXoB, TIXLY
Si reescribimos (5) en 1a forma
= 1 ] LIF ’
y' agta xyta s+ ... +apxp¢e (7)
donde
'l“y_t‘;_y_v-’ ’ y X'.=x-—x-- Vj=1,2‘-a-,p,

J, J .
i& y Y representan las medias aritméticas de las observacio-

nes xj% y las Y's,
Entonces al nuevo modelo se le asigna el siguiente

- gsistema lineal de ecnaciones normales _
1 ' .k v !a =yt
na0+&x1;1+2xzaz+ < .+zxpap Ly

[ ] [} 4
Exia0+xxl a; .. - .+gx1xpap

=£x1y

- 2 -
l' 1 | e e . . + ] = ] 1
zxpa0+2x1xpa1 zxp ap zxpy

1a primera ecuacidn normal se reduce a na0=0 ya que Ly‘=Ix

]
_ _ J
=0, j=1,2,,..,p. Se deduce qUe-a0=0, las restantes p ecua-

cianes normales estdn dadas en forma matricial par:

HE=8 (8)




donde_
— — __}
! o1 [
IXp T EX{X3 4 o X1 %p IX{-
“ = . . = A
"ot \ ' '
EX1%p zxax' ‘zx,z £X
| W— p____‘ ;____1
Y
1 EXIY— T
F = EXéy' = -
Ly IX Iy .
porque
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(-_R-x.)2 £X. X"
n 1 1 L 1‘ p n
£X, X , (i )?
X e o =P ceogyé_ _* p°
P n P no__
3
a,
A= .
a
| P

=zxixj-zfixs-rxjiit27525=zxixj-nfin~ nX}X5+n1113

- T ) R, Xy TX:
= 2K X -0 n1) g’-‘mJ)-zxi Xy- E j: i

El sistema formado por estas p ecuaciones recibe el

nombre de ecuaciones normales reducidas.

Cabe observar que hemos logrado reducir la dimensién

de 1a matriz de p+l a p, realizando un ajuste en los datos

con respecto a su correspondiente media, logrando trabajar

con una ecuacidn menos. Adn mds, podemos dividir los datos

entre su desviabién estdndar 1o cual, en cierta forma, re-.

presenta una ventaja (ver 13), al

tratar de calcular la in-
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versa de una matriz por medio§ computarizados.
Para el modelo (1), tenemos que
| E(vi):30x10+31x11+ Coes Fe Xy,
porque E(ﬂi)=§i’ i=0,1, . . , p. También
o (Y )=EC(Y =€V 1) 2)=E(eD) = 2,
Definimos a Rs=(Y—XB)'(Y-XB), 1lamado la suma de cua-

drados residuales, y a S§=Rs/(n-p). 11amado el cuadrado medio
residual. Ademds (ver 9) se establiece el hecho de que,

2 2
. E(Se)=g

proporcfona un estimador insesgado de 1a varianza de Yi' La

, de donde observamos que el cuadrado medio residual:

cantidad Se es 1lamada el error estdndar del estimador Yi-
esarrotlando |
Rs=(Y-x§)'(Y—x§)=(v'-§'x')(v-x§)=v'v-§'x'v-v'x3+3-x'xa
=yry-Bxey, o | (9)
usando la relacién (4). Por lo tanto, la suma de cuadrados
residuales es igual a la suma total de cuadrados menos la su
ma de los pro&uctos &e los estimadores y los miembros del la
do derecho de las ecuaciones normales.
| Escribiendo sin notacidn matricial, tendremos que

eyl
Rs-zvi-zejzx..y (10)

ij i
y en el caso de las ecuaciones normales reducidas

_ 42 on ‘ '
=Ly!ca Ly,
Rs Zy1 ZBijljy .

1,3.2 MODELO DE REGRESION POR PASQS

Supdngase que tenemos varias variables independien-

A A
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tes las cuales queremos analizar en el sentido de regresién
con una variable dependiente. Podrfamos computar todas las
posibles regresienes de la variable dependiente scbre las va
riabies 1ndependientés, tomande primero una, después dgs,...
hasta p varfables, En principlo, podriames seleccionar una
de esas regresiones como la “mejor“rpOr algin criterio que
favorezca a un pequefio nimero de variables independientes y
ademds tenga'una suma de cuadrados residuales muy chica. bn
simple argumento combinatorio nos conQence de que, este enfo
que consumirta una gran cantidad de tiempo-computadora, asf
que como una alternativa consideraremos un método para selec
cionar ifn subconjunto de vgriabTes iﬁdependientes en un algo |
ritmo-pasorpor paso: en caddrpaso una variable puede ser se
leccionada bara_ser incﬁuida y una de las variables previa- . ;

mente seleccionadas puede ser eliminada del modelo de regﬁe-

sién, Este método recibe el nombre de regresifn por pasecs y
es probab]emeﬁte e1‘ﬁ&s usado entre’los métodos que buscan
no realijzar Ta computatjdn de todas Tas posibles regresio-:
nes.

El tema central de este trabajo, el operador barre-
dor, justifica su uso en este método, porque obtiene un re-
syltada muy preciso, y por consiguiente muy adecuado en el
manejo de medelos can muchas vartables.

A caontinuacidn sefialaremos el algoritmo para la re-

grestén por pasos. E1 algoritmo empieza por el paso 2.
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1.- Remueva el predictpr que hace menor incremento
en la suma de cuadradbs residuales escogiéndolo
de entre todos los predictores cuya remocidn nd

esta Timitada por el valor F~salida.

2.~ D& entrada al predictor que produce el mayor de-
cremento en la suma de cuadrados resjduales, es-
cogiéndolo de entre todes Tos predictores cuya
entrada no se encuentra Timitada por el valor
F—entrada,
Terminaremos ellprocedimiento.por pasos cuando algu-
no de 1gs siguientes eventos ocurra: - | |
1,- No podemos darlentrada 0 sa]ida.a ningin predic-
tor de acuerdo a los pasos anteriores. Esto in-

cluye el caso donde damos entrada a todos los

predictores y no podemos remover a ninguno.

-~ E
2.~ E1 procedimiento establece que el mismo predic-
tor sea incluido y removido en operaciones suce-

sivas.

El valor P-entrada es él-estadfstico F usado para
probar 1a stgnificancia que el coeffciente de regresién del
prédictor tuyiera st se le da entrada al modelo,

E1 valor F-salida de un¥predictof que esta incluido

en el modelo es simplemente el valor del estadfstico F usado
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para probar la significancia de su coeficiente de regresién.

En una forma escueta podemos definir al estadfstico F comq;

g Cambig en la suma de cuadrados residuales
La varianza correspondiente al mayer predictor

Generalmente los valores de F son tamados de tablas
para un cierto nivel de significancia preyiamente estableci-

do.

Definicidn 1.3.2.1 El coeficiente de correlacién simple en-

tre xi y xk esta dado por

- 20X 5% 510X ~% )
k

. ] - _
¥ \IZ(xij‘-xj )2.‘2:()(,i k’xk).r

Definicidn 1.3.2.2 E1 coeficiente de correlacidén miltiple R,

estard dado por ,

v, — .

" Es conveniente estdbiecer ﬁna tolerancia con el pro-
pdsito de prevenir la entrada de predictores altamente corre
‘1a£ionados y evitar errores de redondeo en las computacio-
nes. _ -

La telerancia de un predictar que na ha entrade al
modelo es uno menes el cuadrqde de 1a corfelacién miltiple
entre el predictar y aquélios predictores que actualmenté se

encuentran en la funciﬁn de regresidn,
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2.~ EL QPERADOR BARREDOR

En este capttulo presentames el tema principal de 1la
tésis. Lo hemos dividido en 3 seccibnes;

Primeramente obsgrvaremos aigunos de los métodos pa-
ra la inversidn de matrices, prosiguiendo con la justifica-
cién matemdtica del operador barredor, y ffna]izando.con‘va-'

rios diagramas de fiujo\para la implementacidn detl a]goritmb

' del operador barredor,

T ‘2.1 INVERSION DE MATRICES

 Definicidn 2.1.1 LlLamaremos transformacién elemental el rea

lizar cualquiera de las siguientes operaciones sobre matri-

ces;

1 2
]

i

'a),- Intercambiar dos renglones (cqumnas)'

b).~ Multiplicér.un rengldén (columna) por una cons-
' tahte distiqta de cero.

c).~ Sumar un reﬁgldn (columna) a otro rengldn (co-

Iumnaln

21




22

Definicidn 2,1.2 Una matriz elemental es cualquier matriz

que puede ser obtenida al realizar una transformacidén elemen

tal por renglédn (columna) sobre la matriz identidad.

A cada transformacidn elemental le corresponde una
pre (post) multiplicacidn de 1a matriz rectangular por una
- matriz elemental. |

Ademfs, el aplicar varias transformaciones a una ma-
triz rectangular es equivalente a 1a pre (post) multiplica-

cidn por una matriz triangular inferior (superior).

TSi A es una matriz no singular de orden n, es ficil
establecér'que existen mat?ices elementales, Eys 1=l,...,k
tales que

By« -ExE A=I,
En consecuencia, vemos hue Ek...EzEII=A'1, asY que

A"].

puede ser. formada aplicando las mismas operaciones por
¢ | 7 s, _ _
renglones a I que las necesarias para reducir A a I.

Este hecho es muy.importante ya que forma la base de
los métodos directos de inversién de matrices.

a).~ Método de Gayss-Jordan

Como se notd antertormente, 1a inversa de una matriz
A puede ser formada al realizar las mismas operaciones por

renglones sobre la matriz identidad que las realjzadas sobre;

[ ———

b i s e R i v i
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A para reducir ésta a la matriz identidad.
Ambos. pasos:
1.~ reducir A a T por operaciones por rengldn
.2,- realizar Tas mismas operaciones por renglén so-
bre I

pueden hacerse simultdneamente al aumentar la matriz A con

Ta matriz identidad y después operar sobre la matriz de or-

de nx2n
Para ilustrar este proceso manejaremos un ejemplo:

Sea

1
3
¥

O = M

"'2.’
-
n

| r c:.pl

y aumentdndola con I, tendremos

421100
(AJ1)= |313010
201.00 1o

Después de la primera reduccidn

(1 172 174 1/4 o o
0 -1/2 9/4 -3/4 1 0
0 -1 1/2 -1/2 0 1

donde hemos realizado lo siguiente:

a) multiplicar el primer rengldn por 1/4

b) multiplicar el primer rengldn por -3 y sumarlo al
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segundo rengldn 7
c) multiplicar el primer renglén por -2 y sumarlo al
tercero, - |

en la segunda reduccidn tendremos

1 6 5§5/2-1/2 1 O
0 1 -9/2 3/2 -2 ¢
0 0 -4 1 -2 1.

donde'para obtenerla
a) sumamos el sequndo renglén al primero
b) multiplicamos el segundo renglén por -2
- ¢) sumamos el segundo reﬁg]ﬂn a] tercero.

finalmedtewobtenemos ,

0 0 1/8 -1/4 5/8
1 0 3/8 1/4 -9/8
0 1 -1/4 1/2 -1/4

| o'c:'H|

con las siguientes transformaciones
a) mulfiplicaf el tewrcen renglén por -1/4
b) muttiplticar el-tgrcer renglén por 9/2 y sumarlo
at sggun&o ' |
c) multiplicar el tercer renglén por -5/2 y sumarlo

dl primero,
b.- Inversién por particiones

Sea A una matriz no singular de orden n, la cual par




ticionames de la siguiente forma:

|1 A12 -
A21 A22 | | ?

donde A11 es pxp, A,, €5 qxq y p+q=n,

T

S representamos A"} como

S
(B,. B, ;
Bay B | j |
N ) |
entpnces 1a representacién de las matrices Biy» Bypo Byy ¥ ;
Byp en términos de Ay, Ao Ayy ¥ Ay, se obtiene facilmen- ;
te de ¥ ) :
v —— ' §
A1 P12 Byy Braf fIp O !
Az21 A2z By Ba2| | O I :
— — !
'y estd dada por .la siguiente tab]a' | i
Submatriz de A’l Re}ac1on de Ta submatriz de
' A a submatrices de A
-1
B11 | (A11‘A12A22A21)
\ . -1
By2 o -A11R21822
B21 “A32R21811 !
_ | - ) a ?
B2z (Az2-A21A11A12) !
s
b
[
i
I‘F‘

s, WL

[t e
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Operaciones por renglones sobre matrices particionadas.

Cansideremos 1a matriz A anterior y formemos la ma-
triz aumentada |
B
Arp A2 I, 0

y realicemos p operaciones elementales, de tal forma que las

primeras p columnas de Aa sean reducidas a las primeras p co

lumnas de I“.. E1 producto de 1as matrices elementales que
producen las p reducciones puede ser representado en forma

particionada como
‘r L, . .

donde B11 es pxp y B22 es qxq..

As7 obtenemos que:

o

— T -1 -1
Byy Bra| [ A1n A2 I, O[3, AjJAL, Ay O

de lo anterior, eStabiecemos las siguientes relaciones

B11A11*B12R21 71
Ba1R11+B22R210

Byq.0 +3121ql=°

Qe
EREE
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y las soluciones
8117A11 By2=0 321="521Aii - Baptlg
Adem&s, U y V deben satisfacer
Ba1A12*Ba2Rp0°Y BaylptBap- 0=V
y sustituyendo los valores apropiades, obtenemos
Aaz-Ar1AT1A =Y -Ap1ATTeY
después de p reduccidngs Ta matriz aumentada aparecerfa de

la siguiente forma

— -1. .1
I A1iPi2 ALl 0
T -1 -1 .
- 0 App-AgiAjiAry AprAlY I

c.- Otros métodos

Existen, ademds, otros métodps que nos permiten en-
contrar la inversa de una matriz. &D}chos métodos al ser im
plementados en programas para computadoras o microcomputédg
ras presentan ciertos aspectos de comp]ejidad o ineficien-
cia, pér menc1bnar un método, tomemos el sjguiente:

Sea A una matriz no singular, y C la correspondiente
"1__ 1 1

_TKTC .

matriz farmada por los cofactares de A, entonces A

por ejemplo:
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Sea
421 1 3 -2
A =13135, entonces |AjR8B y C =! -2 2 &
2 0.1 5 -9 -2
ast que
1-2 5 1/8 -1/4 5/8
aclo 1] 3 2 -9/ = 3/8 . 1/4 -~9/8
81 2 4 22 -1/4 172 -1/4

Uno de los grandes problemas del método anterior,
radica en el hecho de que al tratar de.lograr 1a inversa de
matrices gue'poseen un orden‘muy grande, el cdlculo del de-
terminante asi como la matriz de cofactores se vuelve ine-
ficiente en cuanto a prgcisidn en las resultados ya que im-

plica un ndmero muy grande de operaciones, con el consiguien

te error de redondeo, ademds de aumentar el tiempo miquina

L

para realizarlo.
2.2 JUSTIFICACION MATEMATICA DEL OPERADOR BARREDOR

De los métodos mas convenientes mencionades en 13
seccidn anterior, observamos que si tenemos una matriz A
de rango completo n, podemos asegyran Iq_existencta de su.
inversa A"llhacfendo uso de operaciones elementalies pgr ren

glén (columnal.
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Simbdlicamente podemoé escribir

E
(Al1)===~-=x(IlA)}

donde E significa el producto de las matrices no sfngulares

que representan a cada reduccidn que se vaya realizando.
Una caracterfstica de este tizc de operaciones es

que después de realizar cada transformacién elemental, to-

das las columnas de 1a matriz jidentidad estdn contenidas en

la matriz transformada., Se puede decir que ellas dnicamen-

i

te van cambiando su lugar con cada reduccidn no nula.
Observemos de inmediato que para la k-8sima reduc-
cién, la k-8sima columna de 1la matr1z actual es el centro
de 1nterés pero el k-&simo .rengldn es el punto focal para
realizar operaciones. Por esta razén, llamaremos al k-é&si-

mo rengldn, el rengldn pivote y al k-&simo elemento en ese

rengldn (que se encuentra sobre la diagonal de la matriz),

el elemento pivote,

Rl e e, S E e s

Como cada reduccidﬁ”intrddjce un vector columna uni.
tario en el &rea ecupada originalmente por A y modifica une
de 1aos vectaores columnas ocupados por la identidad, podemos
sacar provecho de este hechq, el cual eyita 1a necesidad de
aumentar A con I cuando queremos A™l |

Usando esta modificacidn de conservar espacio, los

resultados en el ejemplo de 1a seccidn anterior son:
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4 21| 1/4 1/2 1/4 172 1 572 1/8 -1/4 5/8
313 -t 3/4 ~1/2 9/4 t+>1 372 -2 -972 L5 3/8 174 -9/8
201 .|-1/2 -1 172 1 -2 -4 -1/4 1/2 -1/4

Un "barrido" del réng]dn y la columna k significa pa-
ra Ta k-8sima reduccidn, unida a 1a idea de conservar espa-
"cio, sobreentender el vector unitario creado por la reducé
cidn,
| Sea A=(31j) una matriz cuadrada cuyo k-&ésimo e!emenj
te en 1a diagonal es diferente de cero, 2, #0.
E1 resultado de barrer la matriz A en su k-8simo ele

mente de la diagonal es una nueva matriz K=(aij) de igual

b
tamaiio dada por: ‘
~ 1
A, ==
kk akk
e Rep
~. ik .
B, = —— ifk
ik m Ak
a ' ,
kk
a:,8,.: ‘
3. .=a. .- —‘-'a‘—"i ifk, j#k, 1.d=1,....n.
N %k

Una de las ventajas del operador barredor es que

transforma matrices simétricas en matrices simétricas, ya

qug ‘a =3 - _ﬂ._ki =8 - .———'S}-—l-k— r P _J_k__ki = a..

etk A s A e

N

i T

b o o e et
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Pasteriormente, haremos notér que este resultado nos'

serd de provecho en la imp1ementac16h del programa de cémpu-
to. '

Es dtil caractertzar el operador barreder, observén-

dolo como un intercambio de 1a siguiente forma:

'TéorémSII:- Sean U y ¥V matrices de igual orden, digamos nxp,

y sea A una matriz cuadrada de orden p tal que
V=UA

-

Si U es obtenida de U reemplazando su k-&sima colum-

na por la k-&sima columna de V y'V es obtenida de V al reem-
plazar su k-8sima columna por menos la k- ésima columna de U.

51 el k-&simo elemefito diagonal de A es distinto de
cero y A es el resultado de aplicar el operador barredor a
A en dicho elemento, entonces

V=UA.

Pemgstracidn.-, Denatemos por Uys ”2’ Y Vis Vosrees V¥

’u
P
las columnas de U y v respectlvamente
| Entonces para toda i
=k .
| IS F
ast, para j=k _
_ __ =1 - '
P PR M ST PRLITERD
=-_:£ ) qik Uy
a'kk 1fk “kk !

=AYk +1fk Bip Yy s
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ERAFRIRE SLIFE IR LD

I - , wl, .
i#k aii"i + “kjakk(vk'i§k 35 Y4)

M

kK akk
- z ~ ~ ~
1Ak di3¥s * 2y Uy
-Z’\ ™~
i “1j“i.
Asi observamos que vJ i iJNi es la forma vectorial de

la aseveracién V=ﬁi, Esto completa Ta demostracidn,
En farma de tabla, la caracterizacién de un barridso

"sobre el primer elemento diagonal de (aij), puede ser:

'r
F
v1 Vz e v vy VP 7 ' "'ul VZ e Vp
!11. dll alz L alp Vl'sll ' alz .o alp
Up 18,5, 222 .., 22p Uy 321 222 ... 32p
% . . """"_"> . - : -
3 I L R .
Up [3p1 2p2 - aF Yy dpgy A --- A

Los coeficientes gij dentro de la .tabla son usados
para expresar iOS'cruces entre vectores, es decir, los de la
parte supertor como combinacidn 1ineal de los vectores late-

rales.

A un barrido sobre a,, le carresponde cambiar el

signo de u; e intercambiarlo con v,.
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Corolario.-~ E1 inverso de un barrido es igual al cubo del

barrido en el mismo elemento.

Teorema 2.- Sea _ A1 Ao
A21 A2z |

operador barredor a la parte izquierda y sobre cada eleméh-

+ St es posible aplicar el

to diagonal de la submatriz All’ en algdn orden, i.e., si
el elemento requerido es distinto de cero, entonces All es

na singular y el resultado del barrido es el siguiente:

-1 -1
A1 Ar2 -A APz (1)
Aoy Aow |77 AATL A, -A . ATIA o
” 21 A2z 21A11  A227A21R 1R

Demostracidén.- Sea A Ta matriz particionada e I l1a identi-
dad del mismo orden. La igualdad trivial A=IA7puede ser es-

crita en forma particionada como

————

———y . ——-:||~ . %
Rir A2 I O At Arz
Ryy App | |9 Ip2 [P A2

sea A el resultado de aplicar el operador barredor.
Usando 1a misma particién que antes, la caracterizacién del

teorema 1, nos da

S A
O A | Ry Iy | Ay Ay,
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lo cual impiica que

“T117A A BT,
o 0=A21A11*R21 Rag=ha1h1athss
de donde facfimente obtenemos que '
Ai1=-AL1 Ao Al1hr2
Fo1~A21A1 Azp=Rap-Ry ATIAL,

To cual prueba el teorema.

Corolario.- Si es posible aplicar el operador barredor so-

bre un conjunto de elementos diagonales de una matriz A en
mis de un orden, el resultado obtenido es independiente del

PR
orden usado. .

Teorema 3.- Si A es una matriz definida positiva, entonces

sus'elementos diagonales son distintos de cero Y permanecen
no cero despuds de cualquier'sucesiép de barridos.
Demostracién.- El1 resultado de una secuencia de barridos es
mostrado a la derecha de (1). Como A es definida positiva,

-1 ' -1 :
&All y AZZ"A21A11A12 también 10 son y consecuentemente esas

dos matrices tienen elementos diaganales diferentes de cerg.

2,3 ALGORITMOQS

Sea A cualquier matriz, entonces podemos calcular su

]
v




35

inversa implementando el sjguiente diagrama de flujo.

L Aik0, |
A, . =0 > .
ki fKk=K+1
— [ =
Ak1=Ak1/D :
2 K<N
R=R+1 N
. <NY2-3No existe
- ! inver
i,
Einversa.

'S§ ‘existe ‘

@—
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Ahora, observaremos el caso en que A es una matriz
simétrica, resaltando el hecho de que podemos trabajar uni-
camente con la parte superior o inferior de ella. £l dia-
grama de flujo es el siguientei '

1)

[TP=N»{N+1)/2| <1=1.N]

-————*(EE%ZE] TK=0+1*(1-1)/2] , E
i | ‘

(Tk=g+Ix{1-1)/2] | [A(IK)=A(IK)fB(I)*B(J)/Dl :
o © [R=R¥1 ‘ |
et ¢ @ . .

R=0 i K=K+1 '

Bl

No existe
iinversa

ESi existe
]inversa

B(I)=A(K+Ix(I-1}/2) | ;
A(K+I*(1-1)/2)=0 : '

[B(K)=-1]




3.- APLICACIONES

En este capitulo daremqs das aplicaciones del opera-

dob barredor asi como ejémplos de ellas.

Regresidn Lineal Miltiple.-

De el modelo de regresidn lineal, tenemos o g

Y=XB+E ¢
formando la matriz o i
| X'X XY |
Y'x vy'vy i
]

- ° . 1
de acuergo al teorema 2 del.capftulo anterior, si barremos so |

bre la submatriz X'X, tendremos

-{xx) "t (x* %)~ lxy T et 8 ]
vx(x' ) yeyayx(xex) Tixey 8" Y'y-8x'y

it

donde observamos que en la parte supgricr izquierda se encuen
tra la inversa de las ecuaciones normales con signo menos, en.
la G1tima columna tenemos a los estimadores de los coeficien-.
tes de regresidn yen el término inferior derecho, la suma de

cuadrados residuales, con esto, la ventaja que muestra el uso

del operador barredor es clara, ya que no tenemos que hacer

cilculos extras para obtener los anteriores resultados,

37
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Ahora praocederemos a dar un bosquejo sobre la apli-
cacidn del operador barredor en la regresidn por pasos. (ver
9, 12 y 13)

Sea X particionada como (XI,XZ) donde Xl es de or-

den nxk y X, es nx{p-k). Bajo estos supuestes podemos te-

ner

Xi

1 .
Xéxl X2X2 XéY

Xl Xin XiY

L\:lxl VvY'XZ Y!

Si realizamos k reducciones sobre esta matriz al

L-:

I

barrer sobre los primeros k rengiones, Ta matriz resultante

es
— ) r——
- -1 | vy y-1 - -
(X]Xy) SRR LIRS L B B -
1 ' -1 1 -1, Xt ' -1,
-XZXI(XIXI) 2Xz-XéXI(XiXI) X1Xs XyY xle(xlxl) XlY
1 -1 ) l a '
| -3 Y XZ-Y'XI(XiXI) Xin Y Y-B'le B

en forma abreyiada representaremos esta matriz como:

rr———

(xyxp) 7! A B
-A!

- "B
|- _ —

N T R g
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En esta etapa diremas que el modelq contiene las k
variahles independientes Xiv Xos 1av Ky

Sea q=p-k+l, as{ que C es de orden.qxq, Si consi-
deramos en esta etapa, la entrada de una de las variables
Xa1e Xgaze voes Xy en el modelo actual, quisieramos dar en-
trada al predictor que produzca 1a menor suma de cuadrados
residuales de entre todas las posible selecciones. Como qu-
es la suma de cuadrados para el ajuste actual, trataremos de

escoger aquel que produzca que el elemento ¢ sea menor des

qq
pués de realizar 1a reduccidn, Hemmerlie (9) ha demostrado
que si damos entrada a xk+j' (j=1,2,..., p-k) entonces la

suma de %uadrados residuales vendrg§ a.ser

9 Cyy i (1)

de esta manera diremos que xk+j es el mejor candidato para

entrar si j es tal que -
c2 c2
-313-3,313 para toda i#j = 1, 2,..., p-k. {2)
A K] ii

Supdngase que consideraremos l1a salida de uno de los

predictores xl, xz, et xk que se encyentran en el modetlo.
De 1a misma forma que para darle entrada, Hemmerle (9) ha
demostrado que la suma de cuadrados que resulta cuando X, -

(i=1,2, ..+s k) es eliminada es
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8?2 -3

¢+
-1
Wy,

de modo que Ta ms apropiada seleccign de X; es aquella para

la cual
2 2
B s % (4)

(xix)™hy gy,

para toda j#i=1, 2, ..., k; las ecuaciones 2 y 4 son emplea-
das para calcular los valores de F requeridos en el algorit-
mo de ta regresidn por pasos para la entrada y salida de las

variables,

Aplicaciofes en Ciencias Bioldgicas y Médicas de la regresion

Tineal miGltiple. -

En fa préética médica, los valores hematoldgicos de
‘un sujeto son frecuentemente utilizadds para evaluar su esta-
do de salud. AST, poE ejemple, si su valor de hematocrito se
.-encuentra por abajo'de un cierto limite preestablecido como
normal, se considera al sujeto anémico.

Por Io'anterior, resuita evidente 1a importancia de
una determinacidn adecu&da de éstos 1imites consideradas como
normales. | |

Existen diferéntes factores que influyen sobre el va

lor de dichos 1fmites. Entre los mds tmportantes se encuen-.
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tran 1a edad de Tos sujetos que cgmponen la poblacidn de es-

tud1o y Ta altura sobre el ntyel del mar a 1a que viven.

) CIertas inyestigaciones han encontrado una relacidn
directa entre la altura sobre el nivel del mar a la que vive
la pefsona y su valor de hematocrito.

Estas relaciones sefialan que no podemos utilizar 11-
mites normales o estfndares hematolidgicos sin antes revisar
tas condiciones bajo las cuales fueron establecidos.

Asf, para mencionar un ejémp]o de 1a regresifn 1i-

neal midltiple, tomemos las siguientes variables:

1.- Hematgcrito (Hto)

- 2.- Hemoglobina (Hg)

3.- Concentracidn Hemogiobina Globular Media (CHGM)
4.; Volumen Globular Medio (VGM) _

5.- Capacidad Libre de Fijacién de Hierro (UIBC)
6.- Capacidad Total de Fijacign de Hierro (TIBC)
7.- ProteTnaS Séricas (PS)

Esta ap1icacidﬁ forma parte del proyecto!:
"Elaboracién de esténdares bloquimicos para poblacién pre-
escolar y escolar", 1ntegrado en el CIAD,

Los valores de las observaciones, san omitidos por
ser una gran cantidad, perc los interesados puéden consul -
tartos en el CIAD,

Fueron analizados un total de 130 sujetes, los cua-

les se encontraban entre 9 y 12 afios de edad, esta cantidad

b s



de sujetos fue seleccianada dé una mayor poblacidn después i
de cumplir ciertes requisitos, ;
En las sfguientes pdginas, se myestran los resuita- i

dos obtenidos. | &
De los fesultados, obseryamos que la aproximacién al “ %

modelo lineal es: é
Y=Hto=25.8196+2.796 Hg -.353 CHGM -,103 VGM -.011 CHS

-.005 UIBC +.004 TIBC.

Ademds el ajuste al modela es aproximadamente en un

89%.

L
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HOJA 1 |

'F'I'rtJLAC)  CIERTO DIA DE ALGUN MES

P e T P ——
— -—

-

TAaRLasa DE ANALISIS DE VARITIANMZA

I
PARA LA REGRESION LINEAL MULTIPLE )
FUENTE DE GRADOS SUMA DE MEDTA VALOR b
VARTACION DE LIB. CUADRADOS CUADRATICA DE F !
T T T whyrgmpnprary gy ARyl R A ]
REGRESTON , & 445, 9780 74.3297 79.08043 ,
RES1DUAL 123 115,7220 B.9408 ;
TOTAL 129 561. 7000 |
° &
'VARIABLE ESTIMADOR ERROR STD VALOR T G. DE LIB. i
BHERR AR RRRRRRRR DRI S RADRBREDEONUR DRSS RRURRNRNAR RN B RRRORRARORBRIRRHRRS |
HEMOGLOBINA = = 2.796 @. 131 21.288 %123 i
CHGM g ~2.333 8. BB3 | ~4.14@ . %123 !
. V&M . -@.183 2.020 . -5.263 %123 !
cH8 ~0.011 ' B.a11 .. ~1.063 %123 !
UIRC . -@. 005 .00 ~@.521 %123 ﬁ
o . - !
TIBC - e B. 0084 0.010 ‘ B.342 %123 ;

VALOR CONSTANTE (Beta Cero) 2%.8196

COEFICIENTE DE DETERMINACION 8.794

B
=z

CALCULO DE PREDICCIONES (S/N) 7
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CIERTO DIA DE Al GUN MFE &

TIEITUL.O :

REGRESION LINEAL MULTIPLE 5

M+ -1 -ttt -+ttt “

VARIABLE MEDIA VARIANZA DESV. 8TD. ﬁ
-+ ++ ¢+ ¢t = 11— E=ry 1 + =1 I+ Pt 3=t F 3 T F 3 -1+ 3+ F 1 1 11 & i
HEMATOCRITO 41.100 4.3543E+00 2. DB67E+RD i
HEMOGLOBINA 13.416 5. 2223E-01 7.2266E-01 r
“

CHGM 32.439 1.1473E+00 1.B711E+00 ﬁ
. ~

VGM 53, 400 2. 11 26E+01 4.5963E+00 =
¢

CHS 124,715 1,1321E+03 3. 364 7E+B1 o
: 2
uIac 2437, 7h2 2. 2425E+B3 4, 73556401 :
T18C 366. 708 1.94623E+03 4. 42ZYBE+D1 g
MATRIZ DE CORRELACION: - J
'f . ' 3

F3

1. 000000 2. 342906 8.214177 @.14737Z @. 026632 B. 124509 i
0.836774 S _ g

3. 340906 1. 000000 ?. 091637 8.184583  -0.067001 -a.e143§u ,
@. 118062 ' . !

. ‘ '

@. 214177 ?.091637 1. 000000 @. 024702 @. 1 ZODL4R @. 215961 X
-0. 248978 - : d y
@.147372 0. 104583 8.024782 .. 1.000080 -B. 452978 @. 282832 !
a.8108132 _ ' d .
@.B264632 -9. 867221 2. 179048 -@. 452970 1.200200 Q. 78R693 i
@.z297d _ ; it

@. 1245089 B.@14320 @. 215961 0.28283Z 0. 708693 1. oo0dea :
. P.@04881 o A \ . : :
0.836774 B. 118042 -@. 840578 2.018132 9. 822970 2. 204881 h
1.282000 ' - : Gl
'

|

Dual Routin9 now OFF h
. i

|

I

B |



i
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Aplicacifn de la regfésiﬁﬁ por pasos en la Ingeniefia.

En la industria de la coﬁstrucciﬁn es de gran in-
terés medir la calidad y cantidad de los elementos necesa-
rios para l1a consecucidén de sus obJettvags,

Especificamente, en T1a elaboracifn del cementa, es
necesario determinar ~de acuerdo a cierto criterio- la im-.
portancia de cada componente sobre el calor desprendido du
rante el endurecimjento.

En particular, para este ejemplo, se desea obtener ‘
una mezcla que presenta cierto tipo de reaccidﬁ exotérmica
con el consiguiente'despréndfmiento de calor y determinar
cualeside sus componentes‘tienen influencia significativa.
Los compuestos quimicos involucrados son: Aluminato Tri-
cdlcico, Silicato Tric&lcico, Ferrato Aluminio Tetracdlci-

co y Siticato Dicdlcico.

Por 1o anterior, consideremos las siguientes varia

bles: | : - SN

x1=cantidad de aluminafo tricdlcico 3Ca0 Al,04

X,=cantidad de siTicato tricdlcico 7,3Ca0 5;9,

X,=cantidad de ferrato aluminfo tetracdlcico 4Ca0 A1,0,Fe,0,
Xy=cantidad de silicato dicdlcico Ztao 51°2 |

Y=X_ =scalor desprendido, durante el endurecimiento, en calo-

5
rias bor gramo de cemento.

Xy» X5, Xy ¥ X, son medides en porcentaje del peso
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de Tos maldes donde fue hecha Ta mezcla.
- A continuacién se muestran 1os datos obseryados :para

las variables-

Xy X, X3 Xy Xs

1 7 26 6 60 78.5

2 1 29 15 52 74.3

3 11 56 8 20 104.3

| 4 11 31 8 47 87.6
i 5 7 . 52 6 33 95.9
6 11 55 9 22 109.2

7 3 71 17 6  102.7

8. 31 22 N a4 72.5

§ .9 v 2 54 18 - - 22 93.1
f 10 21 . A1 * & 26  115.9
| 11 40 23 34 83.8
12° 11 - 66 9 P12 113.3

13 10 68 8 12 109.4

En las siguientes pdginas, se muestra el resultado”
que se obtiene al aplicar 1&,regrasién‘por pasos.
'Al final encontramos que las dnicas variables que
" muestran una importancia significativa son X1 y Kz, Y la
ecuaciﬁn de regresidn estd dada por

r=52.5774+1,4683x1+o,6622x2,




NOMBRE DEL ARCHIVO:i—  ABMATDYS
NUMERC DE VARIABLES INDEPENDIENTES: 4
NUMERO DE ORSERVACTONES: 13

VARIABLE DEFENDIENTE: X5 =

COLUMNA QUE OCUPA LA VARIABLE DEPENDIENTE: 5
VALOR DE F PARA ENTRAR: 7 4

VALOR DE F PARA SALIR: 7 3.9

TOLERANCIA PERMITIDA: 7 .2@1

TABRLA DE ANALISIS DE VAaRIANZA

FaRa LAa REGRESION POR PasSo=s

FUENTE DE ¥ BRADOS SUMA DE - MEDIA VALOR

47

UéRIACION DE LIR. CUADRABOS CUADRATICA

HEHRB R BUHRBHHBHRE BRI R RH SRR H B HARBBABIREHR BRI BRI HEBRSRB U RS R DL R RE BB RES
REGRESION 1 1831.9008 1831, 5000 27.7986
RESIDUAL 11 883.856480 - 808.3513
TOTAL 1z 2715.7608

. DESVIACION ESTANDAR RESIDUAL B. 96387
COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE (R) ..B2130& X

COEFICIENTE DE DETERMINACION (R+2) - .474543

VARTABLES QUE SE ENCUENTRAN EN LA FUNCION DE REGRESION

VARIABLE ' COEFICTENTE ERROR ESTAMDARD F PARA SALIR

X4 ' -@.7382 - 2. 1544

VALOR DE LA INTERCEPCION  117.568

32.798&

It
i

i
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UARIABLES.QUE NG ESTAN.EN LA FUNCION DE REGRESION

VARIABLE TOLERANCIA CORRELACION PARCIAL ¥ PARA FNTRAR .
X1 A.739757 N.956775 108, 229200
X2 @a.853358 A.130286 ) i @.172459
X3 B.9991:8 -@.355083 47.295100
Tagl.a DE AMNMAL ISIS DE VARTAMZIA
PaRa LA REGRESION POR PASO3S
FUENTE DE GRADOS sUMA DE MEDIA VALOR
VARIACION DE LIA. CUADRADOS CUADRATICA NE F

#########%#####ﬂ####################ﬂ#####ﬂ#############################8#######

VARIABLE

Xt
X4

COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE (R}

COEFICIENTE DE DETERMINACION

REGRESION 2 2541, 0000 1320, 5000 176. 6360
RESIDUAL 10 74.7582 7.4758
TOTAL Tz 2715,7608

DESVIACION ESTANDAR RETGIDUAL Z.7342

. 98614

(R+2) .972473

VARIABLES QUE SE ENCUENTRAN EN LA FYNCION DE REGRESION

F PARA 3ALIR

COEFICIENTE ERROR ESTANDARD
N s — e e e o sl e e
1.4400 3. 1384 1@8.23@@ ‘
~P.5140 A. 2484 159.3030

VALOR DE LA INTERCEPCION  1B3.297
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VARTABLES QUE NO ESTAN EN LA FUNCION DE REGRESION

VARIABLE TOLERANCIA CORRELACION PARCIAL F PARA ENTRAR:
X2 P.@A53247 @.5%R589 5.0:5440

X3 ' 0.289053 —B.5465728 4.2346523@

TABLA DE ANALISIS DE VaAaRIANZA
PARA LA REGRESION FOR PASOS

FUENTE DE GRADOS SuMA DE MEDIA ' VALOR

VARIACION DE LIB. ' CUADRADOS CUADRATICA ~ DE F ,
SHRRBD BB BB RBERRRDR BB RRRRHRRBRRRINERRBRREARRERRBRUIDBUREDBR R RRBURERRDABR R R IS
REGRESION ¥ 3 2667.750Q < 889,263@ 166.8350
. & ’ .
RESTDUAL 9  47.9717 5.3302
TOTAL 12 2715, 7600

DESVIACION ESTANDAR RESIDUAL 2.3@872

COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE (R) .991129

COEFICIENTE DE DETERMINACION (R»2) .98233&

o

-_VARIABLES QUE SE ENCUENTRAN EN LA FUNCION DE REGRESION

VARIABLE COEFICIENTE ERROR -ESTANDARD F PARA SALIR

‘ - — e T
X1 1.4519 - 2.1170@ 154.@11d
Xz @.4161 . @. 1856 : : 5.0254

X4 : -B.z2366 oo @.1733 . 1.8633
VAILOR DE LA INTERCEPCION 71.6498
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VARIABLES QUE NO ESTAN EN LA FUNCION DE REGRESION

VARTABLE . ' TOLERANCIA CORRELACION PARCIAL F PARA bNTRAR

X3 C@.@21334 @. 847548 2.818127

TexELLA DE @%hd#hl.:[iS:[EB DE VARIANZIA
FPaRa LA REGRES ION POR PASOS

FUENTE DE GRADOS SUMA DE MEDIA VALOR
VARIACION DE LIB. . CUADRADOS CUADRATICA  DE F
#a#u####s#aa###u####»#»a############a»a#»##aaas########w####»»##aaau###aa##»»»sa
REGRESION C 2 .. 2657.8680 _ _  1328,9300 . 729.507
RESIDUAL 19 ' 57.9048 5.79@5

TOTAL 12 2715.7600

DESVYIACION ESTANDAR RESIDUAL 2, 40634
. v |
COEFICIENTE DE DETERMINACION {R+2) 49786783

VARTABLES QUE SE ENCUENTRAN EN LA FUNCION DE REGRESION

VARIARLE _ COEFICIENTE ERROR ESTANDARD F PARA SALIR
X1 . | 1.4683 L B.1213  146.522@
Xz 8. 6622 2. @459 2@8. 580¢

VALOR DE LA INTERCEPCION 52.5774

VARIABLES QUE NO ESTAN-EN LA FUNCION DE REGRESION

: ‘ _ ;
VARIABLE - : . TOLERANCIA CORRELACION PARCIAL F PARA‘ENTR§R
e et e e e e el e S i e s 0 e i e e et - T
X3 _ @.318258 ' 0.411258 1.83z8468
4 B.252797 -R. 414176 1.843554
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10
20
30
40
50
60
70
80
90
700
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410

420

430
440
450
460
470
480
490

*PROGRAMA << <INVERSO)>:>>
'PROGRAMA PARA CALCULAR LA
'Et OPERADOR BARREDOR

CLS: INPUT"CUAL ES EL ORDEN DE LA MATRIZ

APENDICE A

PRINT: INPUT"CUAL ES LA TOLERANCIA

CLS

DIM ACN,N),AR{N,N),PR(N,N)

PAINT TABCO)"RENGLON ";TAB(20)"COLUMNA " ;TAB(40)"VALCOR"

PRINT
FOR =1 TO N
FOR J=1 TO N

PRINT TAB(3):|;TAB(23):J;TAB(41);

ARCI,JX=ACY , J
NEXT J ‘
NEXT |
K=1:R=0
D=A(K,K)

)

IF ABS(D)¢E THEN 190 ELSE 230

13=0

FOR 1=1 TO N
ACl ,K}=0:A(K,
NEXT |

GOTO 360

FOR =1 TO N
ACK, 1 )=ACK,1)/D
NEXT |

R=R+1

FOR 1=1-TO N

I'F 1=K THEN 340 ELSE 290"

C=AlI,K) .
FOR J4=1 TO N

A(I.J)=A(i,J)-ClA‘ﬁ.JT

ACI ,K)=-C/D
NEXT J

NEXT |
ACK,K)=1/D
K=K+1 -

[

IF K<=N THEN 170 ELSE 380
IF R=N THEN 410 ELSE 390

PRINT:PRINT"LA MATRIZ NO TIENE INVERSA, YA QUE SU RANGO "R
PRINT "ES MENOR QUE SU ORDEN ' '
CLS:PRINT"MATRIZ ORIGINAL *

FOR 1=1 TO N
FOR J=1 TO N
PRINT ARC1,Jd?
PRINT*MATRIZ

FOR 1=1 TO N

FOR J=1 TO N

PRINT ACI,J),
END - '

"GE

FINPUT ACH,J)

"«N:END

 :NEXT J:PRINT:NEXT |

INVERSA

:NEXT J:PRINT:NEXT |

A

B

L

INVERSA DE UNA MATRIZ USANDO

“‘N

53
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APENDICE B

10 *PROGRAMA <<<INVERSO.SIM>>>

20 'PROGRAMA PARA CALCULAR LA INVERSA DE UNA MATRIZ SIMETRICA
30 'USANDO EL OPERADOR BARREODOR

40 CLS: INPUT“CUAL ES EL ORDEN DE LA MATRIZ ";N

50 PRINT: INPUT"CUAL ES LA TOLERANCIA “;E

60 TP=NA(N+1)/2 '

70 DIM ACTP)I,ARCTP),PRLTP) .

80 CLS:PRINT TABC(O)"RENGLON “;TAB(20)"COLUMNA “;TABC40)"VALOR *
90 PRINT:FOR I=1 TO N

100 FOR J=1 TO |

110 1KsJ+(1X()1=-1)72) -

120 PRINT TABC3):1;TAB(23);J3TABC41);:INPUT ACIK)

130 ARCIK)=ACIK)

140 NEXT J B1B '

150 NEXT | LIo

160 K=1:R=0 DECENC&fg;E£;§
170 D=A(KX(K+1)/2) Y RATUiAL:

180 IF ABS(DI<E THEN 190 ELSE 220 ’%Eiﬁ'.‘,':,‘u:‘,'.ﬁ,,':_,'ﬁ*
190 FOR 121 TO K:ACI+KX(K-1)/2)=0:NEXT |

200 FOR 1=K+1 TO N:ACK+I1X(I1-1)/2)z0:NEXT |

210 GOTO 330

220 FOR 1=1 TO K :
230 BCI)=ACI+KX(K~-1}/2)
240 ACI+KKC(K-1372)=20:NEXT |
250 FOR 1=K TO N

260 BCI)SACK+I1%XC1-1)/2): Atx+|xc|-1)/zl-o

270 NEXT )

280 BC(KI=-1 B

200 FOR 1=1 TO N:FOR J4=1 TO |
300 ACJ+IXCI-1)72)=ALJ+IXC1-1)/23-BC(1)IXBLII/D

310 NEXT J:NEXT |

320 R=R+1

330 KzK+1 .

340 IF K<=N THEN 170 ELSE 350~ !

350 IF R=N THEN 380 ELSE 360 '

360 PRINT:PRINT"LA MATRIZ NO TIENE INVERSA, YA QUE SU RANGO "R
370 PRINT"ES MENOA QUE SU ORDEN *“;N:END

380 CLS

: 390 PRINT"MATRIZ ORIGINAL *

= 400 FOR 1=1 TO N
L - 410 FOR J=1 TO )
420 IKzJ+IXC1-1)72 .

430 PRINT ARCIK),:NEXT J:PRINT:NEXT |

440 PRINT “"MATRIZ INVERSA "

450 FOR 1=1"TO N '

460 FOR J=1 TO I

470 IK=J+IXC1=1)72

480 PRINT -ACIK),:NEXT J:PRINT:NEXT I

490 END ' '

.1
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