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INTRODUCCION,

Un poco de reflexión hace claro que en la oración
•

yo tAabajo duna en »ni thahaje

aparece dos veces la palabra tAalziaje funcionando la primera vez como verbo y la

segunda como sustantivo. Así pues, las palabras, o aún una misma palabra, cum-

plen distintas funciones dentro de una oaración. Esta "función" puede ser seña

lada, como hacemos en el cap. I, asignando a cada palabra un "tipo sintáctico"

de tal manera que al conocer su tipo podemos saber qué papel juega dentro de

una oración. Cuestiones como la anterior son temas de interés y estudio para

la Linguistica, entendiéndose esta como "el estudio científico del lenguaje"

[20j . En particular, corresponde a la Sintaxis el estudio de dichas cuestio-
nes de acuerdo a la clasificación bosquejada a continuación.

SEMANTICA, SINTAXIS Y FONOLDGIA.

De manera general y superficial podemos distinguir con facilidad en

un hecho linguístico 3 aspectos. Por ejemplo, si una persona pronuncia la ora

cíón en español

(a) Juan PáAez utudia AlgehAa Speleana"

resulta claro que es "entendible", es decir, para el oyente de una u otra mane

ra la oración significa algo: tiene "significado". Pero ¿qué entendemos por

"significado"?, ¿cómo adquiere una palabra, o un grupo de palabras, un "signifi

cado"?, ¿porqué el grupo de palabras "nozam e4lotía aehytle" no tiene significa

do en español? Un segundo aspecto es el "sonoro": al pronunciar la oración

emitimos una serie de sonidos. Ahora bien ¿cómo pronunciamos (Emitimos) estos

sonidos?, ¿porqué emitimos determinados sonidos y no otros?; además podemos es

cribir por medio de símbolos (letras) esta oración en español (cómo efectivamen

te lo hicimos) y cualquier otra, así pues, ¿qué relación hay entre un sonido y

el símbolo usado para representarlo?

•



Un tercer aspecto es el del "orden", es decir, las palabras son emití

das y escritas con un cierto orden, y manteniendo "ciertas relaciones" entre

ellas. Sí camr-- amos el orden alteramos la oración en mayor o menor grado, por

ejem., Juaz Boctaana e2tudía A/gelna PItez" no es la misma oración que (a). Po
demos preguntarnos entonces ¿cuáles son los "cambios de orden" permitidos?,

¿cuántos "ordenes" y "relaciones entre palabras" hay?, ¿entre los sonidos, que

forman una palabra, se debe guardar un "orden"?, ¿los "ordenes" permitidos en

español son los mismos que en cualquier otro idioma?. De responder a las pre-

guntas anterior s y muchas más que se pueden plantear con respecto al lenguaje

se ocupa, aunqu	 s la única ciencia en hacerlo, la Linguística.

Los tr	 tos anteriormente mencionados dan lugar a una división de

la Línguística en 3 ran, generales: Semántica, Fonología y Sintaxis. Estas ra

mas se ocupan de alguno de los tres aspectos generales: la Semántica se ocupa

del primer aspecto, la Fonología del aspecto sonoro, y la Sintaxis del tercer as

pecto. Aclararemos que no se ocupan de forma única y exclusiva de un único as-

pecto; aunque ha habido linguistas que han pretendido estudiar cada aspecto inde

pendientemente de los otros C3 D7 	 cierto es que las tres ramas generales son

interdependientes. Así, por ejem., dentro de la sintaxis se recurre a nociones

semánticas, al igual que en la fonología.

OTRAS DISCIPLINAS LINGUISTICAS.

Por supuesto que el lenguaje presenta otros aspectos: social, psicoló-

gico, formal, de extensión geográfica, de comunicación, fisiológico, probabilís-

tico, etc.,..., pero el estudio de ellos generalmente es abordado con un marco

de referencia dentro del cual intervienen con mayor o menor importancia, entre

otros factores, alguna de las ramas generales. A manera de ejemplo, el aspecto

formal es estudiado separadamente, aunque puede serlo conjuntamente dentro de la

semántica, la sintaxis, y la fonología.

Los antedichos aspectos dan lugar a distintas ramas o disciplinas de la

Linguística relacionadas entre sí en diferentes grados. Tal es su diversidad

que "de hecho, la linguística es un conjunto considerable de disciplinas y no una

SOLA"pag.44 en D33 ). Algunas de estas ramas toman conceptos y métodos de
otras áreas del conocimiento, dando origen a teorías que se encuentran en la in-

tersecciónde dos o más ciencias. Un ejemplo de este tipo de disciplina es la
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psicolinguística, que se ocupa de estudiar los procesos mentales que subyacen

a la adquisición y uso del lenguaje. Otro ejemplo es la Lin guística Matemática

disciplina de reciente creación (cf. más adelante) que se encuentra en la inter

sección de la Matemática, la Linguísitca y las ciencias de la Computación. El

"cálculo sintáctico" cuyo estudio abordamos en esta tesis, se encuadra dentro

de esta disciplina.

La anterior, en apariencia, sorprendente intersección que dió lugar al

nacimiento de la Linguística Matemática no fue de ningún modo fortuita, sino mo

tívada por problemas e intereses de estudio surgidos durante el desarrollo de

cada una de las tres ciencias mencionadas antes. Veamos a grandes rasgos el de

sarrollo histórico de la Linguística y el origen de la Linguísítca Matemática

dentro de ella.	 mos especial énfasis en la Linguística ya que para esta

ciencia las teorías resultados de la Linguística Matemática tienen gran rele

vancia e importancia. Más aún, algunos linguistas (veáse cap. 2 de e2g ) consi
deran que la Linguística Matemática es la etapa más alta alcanzada hasta hoy

por el desarrollo de la Linguística como ciencia.

DESARROLLO HISTORICO DE LA LINGUISTICA,

Aunque con	 anterioridad haya habido reflexiones y estudios sobre el

lenguaje que dieron como resultado distintas obras al respecto [2M , es comun-
mente aceptado que el establecimiento de la Linguística como ciencia fué en los

inicios del siglo XIX, con el surgimiento del paradigma histórico-comparativo

(paradigma en el sentido de Kuhn U5n) tenemos así la primera metodología pro-
piamente linguistica que desplaza al análisis principalmente lógico con que se

abordaba en ese entonces el estudio del lenguaje; este enfoque tuvo sus raíces

en las ideas aristotélicas y alcanzó su máxima expresión en la obra "La Logíque

ou l'art de penser", mejor conocida como gramática de Port Royal, publicada en

1662 por Antoine Arnauld y Pierre Nicole, lógicos discípulos de Descartes.

La primera obra de gramática histórica-comparativa fué publicada en

1816 por Franz Bopp y la metodología utilizada dominará el panorama linguístico

hasta entrado el siglo XX; así pues, durante estos años se llevó a cabo la arti-

culación del paradigma histórico comparativo, haciéndose especial énfasis en los

hechos morfológicos y fonéticos y siendo su principal característica el estudio

del desarrollo, a través del tiempo, de las distintas lenguas conocidas y el es-



tablecimien to de relaciones de parentesco entre ellas.

En la segunda mitad del siglo XIX a la sombra de la linguística histó-

rica-comparativa surge la geografía linguística y la fonética instrumental que

se evocan al estudio de las variantes de una lengua y al estudio de los sonidos

con ayuda de aparatos, respectivamente; estas disciplinas linguísticas presupo-

nen alguna forma de tratamiento estadístico, por sencillo que sea, de los datos

recogidos, así, se inicia el uso de métodos estadísticos en la Linguística y

que desembocara en el establecimiento de la disciplina actualmente conocida co-

mo Estadística Linguística.

En el año de 1916, sale a la luz el "Cours de linguistique génerale"

de Ferdinand de Saussure, que es una recopilación de sus clases de Linguística

general llevada a cabo por dos de sus discípulos. Esta obra tuvo gran influen-

cia sobre generaciones posteriores, ya que aquí se postula una teoría general

del lenguaje basada en la concepción de que la linguística debía avocarse al es

tudio de las relaciones entre los hechos linguísticos, más que el estudio de

los hechos mismos; ya que de acuerdo a Saussere estos últimos pertenecen al HA-

BLA. En cambio las relaciones entre hechos pertenecen al deominio del habla.

Entendiendo esta última como el conocimiento mental y abstracto que posee un ha

blante sobre su propio lenguaje y que se manifiesta concretamente en el HABLA.

Teniendo como marco general el paradigma Saussereano aParecieron va-

rías escuelas con distintos intereses de estudio. -Lo
.
 cardan' ttodas ellas es el

hecho de que no buscaban leyes que reflejaran cambios observados en bechOs del

habla, sino buscaban estructurar en un sistema coherente las relaciones a nivel

de lengua. El primer campo del lenguaje a que se aplicaron estas ideas fué el

sonora, dando pie a la aparición de la Fonología. En estas fechas nace también

la Semántica como disciplina independiente de la linguística, además, como una

consecuencia del nuevo aíre que sacudió a la Linguística con las ideas de Saussu

re, resurge el interés por los estudios sintácticos, en especial en la linguísti

ca norteamericana, en donde surge en 1930 una escuela netamente sintáctica basa-

da en las teorías de L. Bloomfield. A dicha escuela es debida la técnica de aná

lisis sintáctico conocida como "análisis en constituyentes inmediatos".

Las nuevas ideas implicaron un cambio en la -metodología: como ahora ha

bía que formar sistemas estructurados se tomó como modelo a seguir los sistemas

lógico-matemáticos, y hubo intentos de construir dichos modelos con métodos mate
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máticos (veáse al respecto el cap. I en L241)). La escuela bloomfieldana inten-

tó eliminar , al menos en teoría, toda referencia al significado en la descrip-

ción de los hechos linguísticas en favor de criterios Materiales, observables y

. controlables. Con relación a la sintaxis emplearon el concepto de DISTRIBUCION

como el conjunto de contextos en que el sistema característico de cada idioma

permi te que se presenten las unidades linguísticas. Además, basados en el Con-

ductismo tratan de llegar al sistema de la lengua a través de los hechos obser-

vables del habla y, la realidad del habla condicionaba y determinaba a la teo-

ría.

En 1956, surge el paradigma chomskiano con la publicación del libro

ESTRUCTURAS SINTACTICASUO)de Noam Chomsky. Dicho paradigma se encuentra actual

mente en articulación y Robins, citado en DO.") afirma que "ion .tan PLApídos, en

electo, loe cambios en .alguno4 de lob conceptos y métodos teditieoá... que un juí

eio ¡macizo sobte su posízífin sekía inadecuado y sin duda 4upeaudo en poeoá

años". En oposición al antimentalismo de la escuela bloomfieldana, N. Chomsky

les reprocha sobte todo la preocupación exclusiva, exagerada y bastante estéril

de segmentar los enunciados en constituyentes y de agrupar a estos últimos en

clases según el criterio de distribución, y haber descuidado voluntariamente los

mecanismos psicológicos subyacentes en la construcción de los enunciados por par

te de los hablantes.

Para Chomsky, el punto de vista bloomfieldano convi:etth p . la Línguisti

ca en una ciencia taxonómica, es decir, meramente ciasifica ssioraY/ restringida a

tperminos observacionales, en cambio su pretensión es que la Linguíslica debe

ser una ciencia teórica, una ciencia en la que los conceptos teóricos juegan

desde el principio un papel predominante. En la obtención de tal ciencia se de

be tomar muy en cienta el hecho de la creatividad linguística, es decir, el he-

cho de que, en el lenguaje, medios finitos dan lugar a un número potencialmente

infinito de oraciones. Así, las gramáticas generativas (veáse ejemplo de m -

abajo) son consideradas como teorías formales de la competencia linguistí 	 e

un "hablante-oyente ideal".

Como se trata ahora de formular teorías científicas se recurre a concep

tos y desarrollos de la matemática, en especial lógico-algebraicos, para reali-

zar tal formalización. Con esta concepción, el linguista debe avocarse a la for

mulación de teorías que despues someterá a evaluación, para ver que tan adecua-



das son para el estudio del lenguaje. En la bibliograf ía al final del presente

trabajo se encuentran indicados unos pocos de libros sobre el tema, en especial,

los libros básicos de Chomsky.

CONCEPTOS BASICOS DE LA LINGUISTICA VATE MICA,

La teoría de las gramáticas generativas fueron las que dieron pie para

el nacimiento de la Linguística Matemática así que podemos considerar con justi-

cia a Noqm Chomsky como su creador. 	 Algunos autores le dan un sentido más am-

plio al término "Linguística Matemática" C2 f-), que el sentido restringido adopta-

do aquí y que es el dado por Melcuk y Gladkij enn n i-a . Ellos entienden por

"Linguística Matemática": un det~tad0 cífIcidD de. tfuabajoá maten:tít.-Z.0.03 pon su

esencia, que han sutgído de Las tentativaá encamínad'aá a deáckíbít con todo ti-

got Los hechos de las lenguas natuaalez y que conUenen tasuitados en paíncipío

útLleá pana la LenguLstica. Más específicamente, podemos decir que el objetivo

de la Linguística Matemática es la elaboración y el estudio de ciertos conceptos

abstractos que se utilizan en Linguística, en tanto que modelos de dí&aenteá

aspectos da lenguaje, y, áobae todo, en tanto que elonentas básicos del meta-

lenguaje de laeLencía Li_nguatíca (pag.19 enD4]..Con el sentido anteriormente

expresado podemos decir que la Linguistica Matemática es una disciplina matemá-

tica "dirigida" hacia los lenguajes naturales y hacia la Linguística; lo ante-

rior no significa que sus resultados no tengan utilidad en otros campos, por

ejemplo, en Computación,C391 y en Teoría de Autómatas 1-26]

Aunque las nociones básicas que establecemos a continuación son sucep-

tibles de recibir una interpretación fónica, aquí nos restringimos al campos de

la sintaxis. Nuestras dos nociones básicas son:

La noción etomento de un conjunto: partimos siempre de la existen-

cia de un conjunto finito nó vacío

V= .1a. , a t ,	 , a:\

que puede recibir el nombre de aqabeto o vocabutatLo, dependiendo

si sus elementos son considerados letras o palabras, respectivamen-

te. Sin pérdida de generalidad lo consideramos en el resto del tra

bajo como un vocabulario y a sus elementos como palabras.

La noción de cadena: entendemos por cadena, cadena sobre V, una se-
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rie ordenada finita de elementos de V. La secuencia x, escrita como

x=

	

11 12	 ik
a. a. ...a.

donde i	 . ik
 toma los valores 1,2,...,5,n, es una ordenación con

repetición de n elementos tomados de k en k. Llamamos al número k

la Longitud de la cadena x y lo simbolizamos por

1(x)=k	 6	 1(a. a. ...a. )=k
1 1	 ik

Podemos también definir, la cadena vacía, denotadaA , cono aquella

cadena que tiene longitud cero.

Con lás anteriores nociones y términos ya podemos establecer algunas de-

finiciones y resultados útiles para nuestra discusión:

VEFINICION 0.1.- Dado un vocabularioV, llamaremos LEN-

GUAJE UNIVERSAL el conjunto de todas las cadenas sobre

V. El lenguaje universal es denotado por V*.

Es casi inmediato de la definición anterior y de la definición de cade

na,,que el lenguaje universal es un conjunto numerjble; 	 es la unión de una fa-

milia numerable de c	
j=0 '	

onde A. es el conjunto

de las ordenaciones con repetición de los n elementos de V tomados de j en j.

PETINIC1ON 0.2.- Dado un vocabulario V, llamaremos LEN-

GUAJE SOBRE V, representado por L(V), a cualquier sub-

conjunto de V*, es decir,. L(V)C V*

obviamente todo lenguaje sobre V es numerable.

EJEMPLO 0.1.- Dado el voacabulario V= ía,b1, un lenguaje puede ser el

conjunto de cadenas

ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb

es decir

L(V)=	n7 17).

EJEMPLO 0.2.- Sea V el conjunto de las palabras de la lengua española,

que puede ser enumerado mediante un diccionario. El conjunto de oraciones grama

ticales sobre V, subconjunto del lenguaje universal V*, es el lenguaje natural

correspondiente al español.



Notemos que al definir un lenguaje como un conjunto de cadenas podemos

defi nir obviamente los lenguajes anión, ite-uaccón y lenguaje complolentatio,

con respecto a un lenguaje universal V*. 	 Ademas, al conjunto V* le podemos dar

el carácter de estructura si definimos en el la o p eración de concatenación para

cadenas sobre V.

DEENXION 0.3.- 	 Dadas dos cadenas sobre V,

a.
12

y= a. a. ...	 a.
71 J2	 dm

la CONCATENACION de ellas, denotada x.y , es la cadena

a. a. ...a.	 a. a. ...a.
1 1 12	 lk	 Ja J2	 dm

Observemos que la concatenación es una operación asociativa, ya que si

x= a. a. ...a.11 1 2 	1k

Y= 
Ja j 2 	 din

z= a a ...a
52 5 2 	 s

tenemos

(x.y).z=(a. a. ...a. a. 	 a. ...a. ).z=
12 	1 2 	 1k J2 J2	 Jm

a. a. ...a.	 a. ...a.	 a	 ...a

	

J	 dm 5
2	 St

	

1	 2	 1

x.(y.z)= x.(a. ...a. a	 ...a
s
	 )=

Jl	 jra	 tSi

= a. ...a. a. ...a. a	 ...a
1 1 	 1k J3ID Sy	 s

así que

(x.y).z=x.(y.z)

Pero también tenemos que la cadena vacía A	 actúa como elemento neutro

para la concatenación

	

\.jc xE v* , x.A	 =	 A.x=x

En general, la operación concatenación no es conmutativa, va que si x= pa, y= -Co,

xy= pato topa=yx. De todo lo anterior resulta que V* tiene estructur a de nonoi

de, es decir, de semigrupo con elemento neutro.

1



Dadas dos cadenas x,y es posible hablar de relaciones entre ellas, un

ejemplo es la establecida en la siguiente definición.

e

DEFINICION 0.4.- Si x e y son cadenas sobre un vocabu-

lario V, diremos que y es una SUDCADENA de la cadena x

si existen dos cadenas z», sobre V tales que

x= z.y.U.

La existencia de relaciones entre cadenas sobre un vocabulario V es re

levante para la utilización en la Linguística de los conceptos y resultados de

la Linguística Matemática. En efecto, si consideramos que la Linguística Mate-

mática nos provee de modelos para el estudio del lenguaje, podemos decir que un

modelo de un lenguaje L(V)C V* es analítico  si considera a L(V) dado, y su pro-

pósito es obtener una descripción intrínseca de las cadenas pertenecientes a

L(V), esto es, una descripción de las relaciones entre los elementos de V y en-.

tre las subcadenas con respecto a su posición en las cadenas 'de L(V). "Tal pun-

to de víáta uta muy cateanamente AetacLonado a ta teonia UngWatíca utAuctu-

Aal, upecante a lcul aaí //amadas Línguaticaz duct¿ptívu duatutEadah

pon B2oambceXd, HaAA41,6, Hockett, Wefió, y otAo4." (pag. 2 en2.27:1)

La gramática categorial bidireccional definida en el cap. IV cae bajo

esta clasificación, en cambio, las gramáticas generativas de Chomsky no son mode

los analíticos ya que su enfoque es distinto. Dichas gramáticas caen bajo la

clasificación de modelos genuativu, en tales modelos no se considera L(V) dado

sino que se pretende, usando un número finito de reglas (llamadas teglaz ytamatí

nalga), específicar o producir todas las cadenas de L(V), y solo estas cadenas,

asignando a cada cadena de L(V) una descripción estructural que especifique los

elementos con los que se construye la cadena, su orden, arreglo, interrelaciones

y cualquiera otra: información gramatical necesaria para determinar como la cade-

na es usada-y entendida. Este punto de vista esta muy relacionado a la teoría

de los sistemas formales y otros conceptos de la lógica matemática contemporánea.

De hecho, la teoría de las gramáticas generativas es la parte más acaba

da de la Linguística Matemática, hay estudios tanto sobre sus relaciones con la

lógica TaatemItican	 , como sobre su utilización en Linguística

Aquí sólo daremos algunas definiciones y ejemplos, sin ahondar en su utilización

con el fin de proveer una ilustración contrastante con la definición de gramáti-



a categorial del cap. IV.

DEFINI. C1ON 0.5.- Una GRAMATICA,DE ESTRUCTURA DE FRASE,

también conocida como GRAXATICA DE CONSTITUYENTES, es

una cuádrupla

G	 P)

donde

V es un conjunto finito, llamado VOCABULARIO.

VT es un subconjunto de V; llamado el VOCABULARIO TERMI

NAL, y sus elementos, SIMBOLOS TERMINALES.

es un elemento distinguido de V-VT, llamado VARIABLE

INICIAL

P es un conjunto finito de pares ordenados (u,v), con

u	 una cadena no vacía de (V-VT)* y v una cadena de

V*.	 Las parejas son llamadas PRODUCCIONES o REGLAS DE

REESCRITURA, y es usual denotarlas por u +u.

Los elementos de V-VT son llamados las VARIABLES de la gramática y el

conjunto llamado VOCABULARIO AUXILIAR. La manera en que puede utilizarse la

gramática para producir un lengUaje L(V) es mostrada en las siguientes defini-

ciones:

DEFINTCION 0.6.- Dadas dos cadenas W,W I E V* , decimos

que	 SE DERIVA DIRECTAMENTE de W, denotado W	 si

existen palabras x ry,u,V,en V* tales que

w= x u y

w' r x y y

Y
U -1- V E P.

Si hay una secuencia finita w W	 w n>0, de cade-

nas en V* tales que W	 Wo, W
n	

by', y Wi„,2==> 4.

l<	 <n,decimos que CO' se DERIVA de CO, denotando CO

La secuencia de cadenas W. es llamada una DERIVACION de

W l desde W.



DEFINICION 0.7.- EL LENGUAJE GENERADO POR G, denotado

L(G) ) es

L(G)= {w c VT* I u	 w }

Así el lenguaje generado por G es el conjunto de cadenas de símbolos

terminale s que puede ser derivados desde o.

DEFIWICiON 0.8.- Un lenguaje L(VT)C VT* es llamado un

UNGUAJE DE CONSTITUYENTES si existe una gramática de

constituyentes G tal que

L(VT)-- L(G)

Imponiendo condiciones sobre las reglas de reescritura es posible defi-

nir distintos tipos de gramáticas generativas, y por tanto distintos tipos de

lenguajes.

EJEMPLO 0.3.- El lenguaje de la lógica proposicional es un lenguaje

de constituyentes como puede ser visto con la gramática G.=<V,VT,o,P) donde

VT= { P192,•••/Pn ,A, V , =, 4->,(,}ju}

V-VT= {E}

siendop.,i=1,...,n símbolos de enunciadosjo,A,v,	 los símbolos de las

conectivas lógicas E el símbolo para "proposición".

c-rE

P= {E -› m(E), E -*((E) A (E)), E .4- ((E)V(E)),

E +(CE) =-› (E)), E -1- ((E)<=> (E)) , E
	

P17

P 2 ,...,E	 Pn }

•
En aplicaciones linguísticas generalmente VT es un conjunto de palabras

del lenguaje que se desea modelar, V-VT es el conjunto de variables sintácticas:

Ioniza-C.6n), ()sujeto), LonedícadoL, (limbo), (flacu/o), (nombre), (objeto díiteeto)

etc. y o se entiende es macLón. A continuación damos un ejemplo sencillo de

una gramática generativa en el español.



EJEMPLO 0.4.- c= Cv,vT, q

VT = fcan.to, muno, un, el, goffpea }

V-VT= {0,S,P,OD,N,v,A

0= 0

donde

0,-(macíjn)

S= (zujeto)

P= (pAedícado)

OD= [objeto directo)

N= Owlfnel

V= illehbol

A= LAntleutol

los paréntesis es para remarcar que son variables sintácticas y no se confundan

con palabras en español.

P= {O ±sP, S -» AN, P ±11 OD, OD AN,

A *el, A un, N *carro, N *muno,

V *golpea }

Podemos generar oraciones, es decir, cadenas sobre VT, por el proceso ilustra

do con la siguiente derivación

SP.

SP--->S V OD

SVOD-S golpea OD

S golpea OD=>ANgolpea OD

AN golpea OD->ei N golpea OD

el N golpea OD ->el cauto golpea OD

el carro golpea OD 	 caAno golpea AN

el catno golpea AN -->e/ como golpea un N

el eiztto golpea un N -->ef calmo golpea un mulo

13



PlUrYLACIUDEL CALCULO LE TOS SINTÁCTICOS,

Partimos de dos tipos sintácticos primitivos, el tipo n y el tipo 0,
que corresponden a los sustantivos y a las oraciones respectivamente. El tipo

0 es asignado a los nombres propios, a los nombres comunes que pueden aparecer

sin artículo y a expresiones compuestas que pueden aparecer en lugar de un nom

bre propio en una oración. Así, Juan, 110hía, Ralad.,... tienen cada uno tipo
n; también tendrán este tipo: leche, wvtoz,..., al igual que expresiones com-
puestas como por ejemplo pobte Juan, la cual puede sustituir a Ra&tel en la
oración Ralael ttabaja duro y producir la oración pobte Juan ttabaja dato. La
oración Rafael -trabaja dato tiene tipo 0, como lo tendrán las oraciones decla-
rativas del español.

Usaremos en lugar de "tiene tipo sintáctico" una flecha horizontal

"-r", y así, "Juan -)-n" se leerá "Juan tiene tipo sintáctico n"; análogamente
"Ralaet barbaja dú.n.o -*0" se leerá "Ralael tnabaja dato tiene tipo sintácti-

co 0". En general "A -*x" se leerá como "la expresión linguística (cadena) A

tiene tipo sintáctico X".

Ahora bien, de cara al problema de construir un algoritmo que nos per

mita distinguir oraciones, necesitamos "reflejar" ciatüril Manera la forma en
ss..^'

que se obtienen dichas oraciones (cadenas) a partir de un vocabulario. Este

objetivo lo logramos introduciendo una operación entre tipos sintácticos: con

catenación o multiplicación.

DEFINIC1ON 1.1.- (Operación multiplicación). Sean A,B

expresiones (cadenas). Diremos que

A.B	 x.y si, y sólo si, A.x, B-->y

Se leerá "x. y" como "x punto y", aunque generalmente omitiremos el punto " .

escribiendo simplemente "xy". En lo que sigue lo haremos así, y sólo escribire

mos el punto cuando su ausencia se preste a confusión.
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La introducción de la anterior operación nos perm-Ite as i 'ne u

sintácti cos a exprescnes corpuestas a partir de los ti p os sintácticos de las

expresiones que las cceTponen; pero en español, además de expresiones linguís-

ticas como las mencionadas al inicio del capítulo, expresiones a las cuales se

les puede asignar alguno de los tipos primitivos, existen expresiones linguís-

ticas como eotte, Ilota, getpea, a.ttavioa, pobte, negto, bf_aneo, aquí, t,Ipída

mente, ptobabtemente, poro, pata, entoncu, y, o, con, de,..., a las cuales no

se les asigna ninguno de los dos tipos sintácticos primitivos, ni se les puede

asignar un tipo usando la definición 1.1.

Así pues, ¿qué tipos sintácticos se le asignarán a dichas expresiones?

¿cómo se hará dicha asignación?. La respuesta a la primera pregunta es senci-

lla: les asignaremos tipos sintácticos compuestos obtenidos a partir de los ti

pos sintácticos primitivos por el procedimiento que se ilustra en los ejemplos

que siguen más abajo. Así mismo, estos ejemplos muestran cómo efectuar la asi.a

nación de tipos a expresiones linguísticas.

EJEMPLO 1.1.- Consideremos la oración Juan ttabaja. Sabemos que

Juan ÷n, y si en la oración anterior sustituimos Juan por cualquier otro nombre

propio, o expresión de tipo n como: Pedto, Matía, pobte )06e, petto, etc. obte-

nemos una oración del español. Así, ttabaja es una palabra que al concatenarse

por la derecha con cualquier palabra o expresión de tipo n "produce" una expre-

sión de tipo 0. Para indicar esta función de tnabaja decimos que "trabaja ->A0"

Leemos "n:\O " como "n bajo O".

EJEMPLO 1.2.- Por otro lado, pobke Juan+n, ya que pobte Juan puede

ocurrir en cualquier contexto en el cual los nombre propios ocurren. Además,

expresiones como: pobte Matía, pobAe Jacté, pobte Adní.an, pobre petko, pobte man

zana, ..., tienen el mismo tipo, por tanto, la palabra pobte al concatenarse

por la izquierda con la expresión de tipo n da como resultado una expresión de

tipo n. Esto lo indicaremos simplemente escribiendo "pobte =n/n". Léase "¡lin"

como "n sobre n".

EJEMPLO 1.3.- A partir de que Ptobablemente Juan tAabaja±0, y de que

si reemplazamos la oración Juan t&abaja en la oración anterior por cualquier

otra oración, por ejemplo, Ped,10	 ♦ atía eatudía pata el exclmen, etc. obre_

nemos otra oración podemos entonces establecer que ptobab/emente-30/0.
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ET FTIPLO 1.4.- Sabemos que luall JJA.abaja y eLcallita -9 al ig uP1

lo tendrgn las expresiones obtenidas al raempizarJulin por otra expresión C,

tipo u; así, tk,_2:baja va-Cc:multa ÷AO. Ahora, g i sustituimos tta_baja que tiene

tipo n\O por cualquier otro verbo intransitivo, como e,5tudícit, ft/mak, etc.,

que tienen su mismo tipo, obtenemos expresiones lin g.uísticas con tipo ki.\0 al

igual que la expresión 3abaja velozmente, por tanto, velozmente+IY\ONn\O)

Está claro, a partir de los ejemplos anteriores, que la formación de

tipos sintácticos compuestos se logra vía dos nuevas operaciones entre tipos:

una que podemos llamar operación "bajo", simbolizada por la diagonal inclina-

da hacia la izquierda "\"; y la otra, que Llamaremos operación "sobre" simboli

zada por la diagonal inclinada hacia la derecha "/". 	 Las definiciones de di-

chas operaciones son las siguientes:

DEFINIC1ON 1.2.- (Operación bajo). Sea B una expre-

sión. Diremos que B÷"z(leáse "X\z" como "X bajo z")

sí, y sólo si para cualquier expresión A, tal que

A.B+z.

DEFINICION 1.3.- (Operación	 sobre). Sea una expre-

sión A. Diremos que A÷z/y(l gase "z/y" como "z sobre y")

si, solo si para cualquier expresión B, tal que

Bty, A.B.z.

Así mismo, es evidente en las 3 definiciones y ejemplos anteriores:

que al resultado de operar con dos tipos dados x,y, le hemos concedido la cate,
goría de tipo sintáctico; en realidad, las operaciones fueron introducidas pa-

ra formar nuevos tipos sintácticos. Formalizamos lo anterior estableciendo la

siguiente definisión re cursiva:

DEFINICION 1.4.- Si x,y son tipos sintácticos, entonces

x.y, y\x y x/y tambien son tipos sintácticos.

Hasta aquí, lo que tenemos es un conjunto, cuyos miembros son tipos
cintácticos, y tres operaciones para sus elementos que suscitan algunas cuestio

nes interesantes e importantes para nuestro propósito de construir un algoritmo.

Entraremos en el estudio de ellas ilustrando algunas con ejemplos.



Tna de estas cuestiones es la 	 .s2u1Gnte: sabemos CLIC la MU,17fri

ci5,n o concbenaci5n enlre cadenas es asociativa, por eiemplo:

(Juan . tnabaja). veloz:lente = J ,Jan . .(t-rabaja	 valozzente), así: pues, en 5a--

neral, tendremos que si 	 entonces

(A.B).C-(xy)z y A.(B.C)-H>x(yz).

Como (A.B).C= A.(B.C), los tipos sintácticos (xy)z y - x(yz) deben estar relacio

nados, en este caso deberían ser equivalentes en algún sentido ya que la_igual

dad entre las cadenaS que las originaron se mantiene siempre.

Para indicar esta relación entre tipos sintácticos introducimos el

signo "-->", tal que, para tipos sintácticos, x,y, arbitrarios, "X->y" se leerá

como "toda expresión (cadena) de tipo X tiene tambien tipo

en general que

(xy)z =>x(yz)
Y

x(zy) =>(xy)z ,

que podemos resumir como

(xy)z<->x(yz),

donde "x<=*y" significa que "x=> y y g=>x"

y". Así, tendremos

La relación anterior entre tipos sintácticos no es la única que se

puede establecer, como lo ilustran los ejemplos siguientes:

EJEMPLO 1.5.- Sabemos que

Juan catite -» O,

pero por la definición 1,1_

Juan coAke	 n. (n\0),

ya que

Juan n y	 coAhe AO

Así pues, Juan Wite tiene dos tipos y es natural que entre ellos

exista alguna relación, que en este caso consistirá en establecer la regla

n, (n\0)	 O

que nos dice simplemente que cuando una expresión de tipo n\O es precedida por

una e:cpresi5n de tipo n produce una expresión cuyo tipo es también tipo O.



EJEMPLO 1,6,- De la den	 751.1-1 1.1

*	 p bte * n/n

deducimos que

pcb,te. Juan *	 (n/n),n;

pero de la forma en que se asignan los tipos primitivos sabemos que

Pobre Juan - n

Análogamente al ejemplo anterior, tenemos una expresión: pobte Juan

Con dos tipos sintácticos entre los cuales debe existir alguna relación, que

podemos indicar por la regla

(n/n).n

la cual nos dice que cuando una expresión de tipo n/n es seguida por una expre

sión de tipo n, produce una expresión de tipo n.

De los 2 ejemplos anteriores y de los subsecuentes se verá que pode-

mos establecer las siguientes reglas generales

x .(x\y)	 y

(xly)• y -› x

( I )

para tipos sintácticos x,y arbitrarios.

Las reglas generales (I) no son las únicas que existen; los ejemplos

de más abajo nos darán una más La obtención de algunas otras reglas será pos

puesta hasta que hayamos establecido el "cálculo de tipos sintácticos", ya que

allí aparecerán como teoremas.

EJEMPLO 1.7.-	 Juan entre y Maula utudía	 O

de:

Juan .n , cotte	 n\O,

Manía* n, e“udía* n\ 0,

asociado de la manera siguiente

(Juan co e) ( 11 (Mamía utudía))

obtenemos

y -5- (0\0).10;
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en cambio, asociando

( Li nar:	 ct-'Le )11

se obtiene

y	 0\(0/0),

y podemos establecer la propiedad

(0\0)/0 <—>0\(0/0).

EJEMPLO 1.8.- A partir de que:

Ju a n T n, tAabaja n\O, Juan tnabaja pata	 .0/n,

Juana n, pana Juana 4 0\0, Juan trabaja	 O,

en la oración Juan attabaja pana Juana, tenemos las siguientes asocia
ciones:

(Juan trabaja) (pata Juana)

obteniendo

pana 4	 10\01/n,

Y

[Juan -trabaja pana1[Juana1
obteniendo

pana 4	 0\LOln1,

Ambos tipos de pana nos permiten establecer que
10\01/n	 DALO/ni,

Partiendo de los resultados de los ejemplos anteriores establecemos

la regla general.

(x\y)/z <=> 21(y/z) 	 (II)

para tipos sintácticos cualesquiera x,y,z.

Hasta aquí, lo que tenemos es un conjunto, cuyos miembros son tipos

sintácticos, tres operaciones y una relación para sus elementos. Además, hemos

establecido 3 reglas generales para dichos tipos, operaciones y relación, que

nos permiten pensar en la existencia de un mayor número de reglas generales. Es

tas reglas, como ya fue mencionado anteriormente, aparecerán como teoremas en el

sistema formal que a continuación establecemos dando el "salto" desde'un caso

concreto a la abstracción.
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CALCUi O DE TIPOS SUNTACTICOS

Aunque en lá anterior presentación henos partido de 2 tipos sintácti

cos: 0,n, podemos, como lo haremos en la parte de aplicaciones, partir de un

número finito de tipos sintácticos básicos. Así establecemos el siguiente

sistema formal Z, llamado CALCULO DE TIPOS SINTACTICOS:

Téiminos: Todos los tipos sintácticos son términos. Además, si X

yy son términos también lo serán (x.y), (x\y), (x/y).

Omitiremos los paréntisis en aquéllos casos en que su ausencia no se

preste a confusión. Por otro lado, si no se causa confusión escribi

remos xy por x.y.

Fórmulas:
X 4 y, donde x y y son términos.  

Esquemas de Axiomas'

X 7.1) X

(x.y).z ===7 x.(y.z)

c)	 x.(y.z) ze, (x.y).z

Reglas de Inferencia:,

Si x.y zj z entonces	 x	 z/y
Si x.y =-17z entonces	 y=2" x\z

Si x 1) z/y entonces	 x.y 4 z

Si y z c\z entonces	 x. y	 z

RI 5) Sí x ..r..-)y y yte.7z entonces	 X=2) z

donde x,y,z son metavariables para los tipos sintácticos.

Otra manera de presentar las anteriores reglas de inferencia, y en

general la desmostración de los teoremas de un sistema formal, es en "diagra

ma de árbol". Para las reglas de inferencia anteriores sería escribirlas co

mo a continuación está hecho:



RI 1)	 X.¿J, -== z	 RI 2)

X =>.7.11.1

RI 3)	 X == z/y

x. y=> z
RI 4)

RI 5) X	 u	 z

x =,S.z

donde la raya horizontal separa las premisas de la conclusión.

En este cálculo pueden ser demostrados varios teoremas (que serán re-

glas generales) como los que siguen.

TEOREMA T1:1 .7	 x	 (xy)/y

DemaótAacífin:

xy	 xy

x	 (xy)/y

TEOREMA T.2-í- (z/y)y	 z

Demaótkacíón:

z/y => z/y

(z/y)y =>z

axioma a).

por regla 'dé Inferen-
cia RI 1) de (1)

axioma a).

por regla de inferencia

RI 3) de (1).

Nótese que al probar el Teorema T 1.2 hemos probado la regla general

I b) mencionada anteriormente, no probamos I a) ya que es el dual simétrico de

I b), y por tanto no ofrece dificultad dar su prueba. En lugar de dar una

prueba de la regla general II establecida anteriormente, estableciendo el teo-

rema correspondiente, henos preferido usarla como ejemplo, posteriormente, de

aplicación del algoritmo de decisión del cálculo sintáctico. Allí se verá que

la regla II es demostrable dentro del cálculo y, una vez hecho lo anterior,

procederemos a dar la prueba respectiva. Por lo pronto sigamos con los teore-

mas.



TEOREMA 7-1,3,.-
Deino3tkacián:

y ->(ziu)\z

( /YlY	 z
y --(z/y)\z

T1.9.

de (1) por RI 2).

TEOREMA T1.4.- (z/g)(y/x) 	 z/x
DonoWlac¿án:

(y/x)x => y	 T1.2.

y => (z/y)\z	 T1.3.
(y/x)x=> (z/y)\z	 de (1) y (2) por RI 5).
(z/y)((y/x)x)==> z	 de (3) por RI 4).
[(z/y)(y/x))x	 (z/y)((y/x)x)	 axioma b).
((z/Y)(Y/X))X	 z	 de (4) y (5) por RI 5).
(z/Y)(y/X)	 z/X	 de (6) por RI 1).

TEOREMA T1.5.- [z/y) -* (z/x)/(y/x)
Demozthacíón:

(I)	 tz /Y)(Y/X)	 z/x

(2)	 z/Y	 (z/x)/(y/x)
T1.4.
de (1) por RI 1).

TEOREMA T1.6.-

DernalstAacían:

Si x =>x' y y	 y'

xy => x'y'

x'y	 x'y
x -> x'

entonces

axioma a).

hipótesis<

(3) x' -> (x'u)/y de (1) por R1 1).

(4) x (x:y)/Y dé	 (2) y (3) por RI 5).

xy x'y de (4) por RI 3).
x'y' _> x'y' axioma a).

(7) y' x!\(xV) de	 (6) por RI 2).

(8) Y' hipótesis.

(9) y x'Vxlyl) de (7) y (8) por RI 5).

(10) x ' y x'y' de (9) por R1 4).

(11)
xy xly,

de (5) y (10) por RI 5).
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TE0 7.E:14 1- 1.7.- Si x =o x' y	 w

x/ y' —> x
1

/11

DamobtAnción:

x/y	 x/y

(xly)y

x	 x'

(xly)y	 x'

x/y	 x'/y

x/y'	 x/y'

(xlyl)y1=>x

(xly')\x

Y	 Y'

y =>	 (x/y')\x

(x/y')y	 x

;Uy'	 x/y

(13)	 x/y'	 x1/y

axioma a).

de (1) por RI 3).

hipótesis.

de (2) y (3) por RI 5).

de (4) por RI 1).

axioma a).

de (6) por RI 3).

de (7) por RI 2).

hipótesis.

de (8) y (9) por RI 5).

de (10) por RI 4).

de (11) por RI 1).

de (5) y (12) por RI 5).

Antes de establecer y probar los dos últimos teoremas de este capítulo

daremos una definición que será de utilidad más adelante. Además, dichos teore

mas involucran a la relación definida en la siguiente definición:

DEFINIC1ON 1.5.- Dados x,y tipos sintácticos arbitra:

ríos diremos que x es EQUIVALENTE a y, denotado "x<=>y",

si, y sólo si, x =>y y y =>x, es decir,

x~y.EE. x	 y y =>..x,

TEOREMA T1.8.- La relación <==> es una relación de equivalencia.

DommtkacL6n:

La reflexividad y la simetría es obvio que se cumplen:

es inmediato de la definición de la relación.

Para probar la transitividad tomemos x,y,z tipos sin-

téticos arbitrarios. Queremos probar lo siguiente:

sí x <=> y y y <=> Z entonces X<=>

Ruleha:	 (l) r. => y
	

de la hipótesis y la

(2) y	 z
	

definición 1.5.

z-4



de (1) y (2) por RT 5).

de la hipótesis

por la def. 1.5.

de (4) y ( 5) por RI 5).

de (3) y (6) aplicando def. 1.5.

TEOREMA T1.9.- Si x <=> x' y y <=> y , entonces

xy <=> x'y'

Dono4ttacíSn:

X	 Xi

y	 y'

xy => x'y'
x r ==> x

y'	 y

x'y' => xy

(7) xy <=> x'y'

de la hipótesis

por def. 1.5.

de (1) y (2) por T1.6.

de la hipótesis

por def. 1.5.

de (1) y (2) por T1.6.

de (3) y ( 6) por def. 1.5.

Los teoremas hasta aquí establecidos son suficientes para darnos cuen

ta del tipo de resultados que se presentan en el CALCULO DE TIPOS SINTÁCTICOS.

De cara al problema planteado por Lambek en 	 de obtener un algoritmo para

distinguir las oraciones de expresiones que no son oraciones, pasamos a estu— ,

diar el CALCULO desde el punto de vista de la Lógica. Principalmente nos avo-

camos a resolver el PROBLEMA DE DECISION.



II, PROCEDIMIENTO DE DECISION,

Dado un sistema formal se presenta el problema de hallar un algoritmo

"o metodo genena/ que no4 peibmIta decidík Nana todo enunciado paittícuLaA fleamiula-
do en tétnúnoe de e_óta teoa:ca,	 /32.1e puede o no delmo3txa.ue en ella. Ebte ím-
poi/tante paoblema u conocí* como el PROBLEMA DE DECISION". [ ]. Para el caso
particular del cálculo sintáctico se convierte en saber si una expresión o fórmu

la dada,x y, es deducible de los axiomas y reglas de inferencia establecidos.

El cálculo sintáctico no tiene un procedimiento de decisión obvio. Si

bien las fórmulas demostrables

(x/y)y	 x(x\y)	 y

sugieren un método para simplificar expresiones decreciendo su longitud, esta su

gestión es contradicha por las fórmulas, también probables o demostrables dentro

del cálculo,

x	 (xy)/y,	 y 	 X\IxY),

x —› (y/(x\y), y a (x/y)\x.

sin embargo, aunque el método de decisión no es obvio si existe, y es estableci-

do adoptando un método propuesto primeramente por G. Gentzen para el cálculo pro

posicional intuicionista [

Empecemos por establecer la definición siguiente.

DEFINICION 2.1.- Dados los tipos sintácticos x1,12,

x3,...,xn,y,	 llamaremos SEQUENT
1
 a la expresión o fór-

mula

X I ,X2 ,X 3 ,...,Xn ==> y

donde "x2,x2,...xn"	 significa "(...((x1x2)X3)...1zn".

Por supuesto que hay varias maneras distintas de agrupar la cadena

% 1 X 2 ...xn , y por lo tanto varios productos pósibles, pero como muestra el síguien

te teorema, la manera que se escoga para el agrupamiento de una cadena dada, para

este cálculo, es irrelevante ya que se obtiene, en cualquier caso, una cadena
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p urupaáa egu ."-\:alente, en el sentido de la definición 1.5, a la ca,era 	 x

de la definición 2.1.

Será notado que el teorema T2.1 depende esencialmente de los axiomas

b) y c) del sistema formal que nos ocupa. En un sistema formal, en el cual se

eliminar an dichos axiomas, y se conservaran el otro axioma junto con las reglas

de inferencia, se tendría también un algoritmo de decisión cuya obtención, 	 salvo

algunos detalles, es muy parecida a la que desarrollamos posteriormente.

TEOREMA T2.1.- Sea x cualquiera de los productos posibles d'e las

xi,í=1,2,...,n obtenido de agrupar la cadena x 
1 
X 

2 
...Xn de alguna mane-

ra, entonces	 •

x<=> x
2'

x
2''

x
n

para tipos xi,x2,...,xndados.

Dernobtitdcíón:

Puesto que "x,x,...,x" es otra manera de escribir"(...((xx)x)...)Xg 1	 2	 n	 1 2	 3	 n

probaremos que

x <=>(...((x 
1 
x 

2 
)x 

3
)...)x

n
La prueba será 	 por el principio de inducción generalizado.

Para n=1,2 se cumple trivialmente pues no hay más que un sola (única) ma-

nera de agrupar la cadena.

Para n=3 hay dos maneras de agrupar la cadena: ( x
1 
x 

2 
) X

3' 
x 

1 
(X 

2 
x 

3 
)demos-

traremos que son equivalentes en el sentido de ld def. 1.5.

(X 1 X 2 ) X 3 t:, X1(X2x3)

x 3 (x 
2 
x

E+	
(x 

1 
x 

2
)x
 3

(3)	 (X X )x <p.t>x (x x3)
1 2	 3	 1	 2 3

axioma b)

axioma c)

de (1) y (2) por def.1.5.

Antes de pasar al caso n>3, a manera de ilustración del esquema general

de la demostración, demostraremos que si se cumple para n=3 entonces también se

cumple para n=4.

Para este caso hay 5 maneras distintas de agrupar la cadena X .x .x .x :
1	 2	 3	 4

2+



a)

y veremos que b), c), d) y

I f	 Y 1 y,	 d)	 Y.2	 (	 ;

(	 ( X2 x3 )
	

e)	 x1 (x2 ( X, X4 )

(x3 x9) (X3

e) son equivalentes a a).

a)<==> b) (X I (X2 x3 ) )x„<=> ( (x i x2 )x3 ) x4

( 1 ) x1 ( x2 X3 )<=> ( X3 X2 ) x3 por lo que se probó en
caso n=3

x4 <=> x4	T1.8.

(x1(X2x3))X4<=*((xIX2)x3)X4

c) <=> a)	 (XI. x2 ) (x3 x4 )((xi x21 x3 ) x4

( x1 x2 )(x 3 x4 ) =->	 ((xix2),(3)x4

((xi x2 )x 3 )x4 =o	 (xix2)(x3X4)

(3)	 ( x2 x2 )(x 3 x4 )<=>	 ((x2x2)x3)x4

d)<=> a)	 x 1 ((x2x3)x,)<=>	 ((x1x2)x3)x4

xl((x2 x3 )x 4 )	 (x1(x2x3))X4

(xl (x2 X 3 ))x4 =x1((x2x3)X4)
xl ((x 2 x3 )x4 ) <==>	 (x1(x2x3))x4

(x1(x2X5))X4 <=>((xix2)x3)x4

(5)	 x1((x2x3)x4) <==>((X1X2)X3) X 4

de (1) y (2) •
por T1.9,

axioma c)

axioma b)

de (1) y ( 2)
por def. 1.5,

axioma c)

axioma b)

de (1) y ( 2)
por def. 1.5.

b) <=> a)1,

de (3) y ( 4)
por T1.8

e)<=> a) X1( x 2( x 3X4))<=	((x1X2)X3)x4
X l <= X1

(x2x3)x4<==> x2(x,x4)

XI(IX2X3)x4)<=.> X1(X2(x3x4))

x i ((x 2 X 3 )X 4 )<=0 ((x2X2)x3)X4

(5) Xl(x2(Xzx 4 ))<=* ((x1X2)x3)X4

T1.8

caso n=3

de (1) y ( 2)
por T1.9

d)	 a).

de (3) y (4)
por T1.8.

Ahora establezcamos la hipótesis de inducción:

k<n, x<=> (...((x3X2)X3)...)Xk
un agrupamiento de la cadenadonde X es
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para n ten*7os en eltiza instancia que x= a l . a 2 , ye que el _ cucLO o

concatenación es una operación binaria, donde

a l = X2
	

6	 al= producto de k tipos x; , X 2 ,... XF k >1.

o

a2= xn
	 6	 a2= producto de n-k tipos x lz+1	 xn .

Veamos los tres casos:

1) caso:

a2 = producto de n-k tipos
xk+1 ' xiz+2 "'"xn

Y
a l = producto de k tipos

, k>1.

Por hipótesis de inducción

a2 c=>((... ((xia+1xk+z)xh+3).—)xn-1)xn

Y

a2 <---> al .	 xn

donde)x,	 )...)x
I I =( ' —((xk+1 xk+2	 et3	 n-1 2

por lo tanto, de

a l <=> al

a2 <=> al . x
n

llegamos, por T1.9, a

x= al. a2 <—> al.
luego entonces

x<=> a l . (al . xn)
y de

a 2- (a1	 ' x )<=> (a1.	 1a')	 x
n'

por T1.8 obtenemos

x<=>	 (al. al ) . x
n	

(1)

siendo al. al	 producto de n-1 factores por la hipótesis de induc
ción tenemos

a . a' 4=-)
1	 1

y de lo anterior junto con

x
n	x

por T1.9, tenemos

(a 1' 	 1a') . xn 
c==> ((..(( x 1 x 2 ) x 3 )...)x	 )xn2 n

que junto con (1) aplicándoles T1.8 nos lleva al resultado deseado

•

X <=> ((...((xix2)xs)...)xn„ )xn
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2) caso:

a2= xn 
, en este caso al= producto de los n 	 ti p os XI,x2,...

y por la hipótesis de inducción

a1<=> (...((X1X2)X3).-.)Xn_1

que con
x
n 

<=> x

por T1.9 nos da

a l . x
n
	(1...((xix2)x3)...)xn .1 ).x4 ,

es decir,

x <=> (...(lxix2)x3)...)xn .

3) caso:

al = xl , en este caso a2 = producto de n-1 factores x2,X2,...,xn

y por hipótesis de inducción

ave=> (...((X2X3)x4)...)xn

a2 C=> al . xn

•

dónde

al = (...(íx2x3/x41...)xn_i

de lo anterior y de

al <=> al

por T1.9 tenemos

al . a2 <=> al . (al • x
n

)

que con

a l . (al • x
n
) .<=t (a l . al ). x

n
por transitivídad nos da

al . a 2 <=> (a l . al ). x
n 	(2)

siendo a l . al un producto de n-i tipos: xl,X2,...,x1_1, tenemos,

por hipótesis de inducción, que

a,. al	 1...ix2x2)x2)...)x4_2

que junto con

x
n
 <=> x

n '
por T1.9 nos da

((...((x/x2)x3)...)x4-2)X4 que con (2) por

transitividad hace que obtengamos

a l a 2 <=>((...(ixiX2)x3)...)xn_1)x4 ,

es decir,

(l...1(X X )x )...)X	 )x
1 2 3	 4-1 n

X <=>



Con este óitimo caso tenninamo, le r7r-	 tración ya oue por e	 7,10

de inducción para toda n se tendrá

x <-=> x1,x2,... Y

donde X =producto agrupado de n tipos: x1,x2,.,.,x .

COROLARIO T2.2.- Dados los tipos xl,x2,...,xn,V tenemos la sequent

xi,x2,...,xn =>y si, y sólo si, x

Donde x es el producto de los n tipos obtenido de alguna manera de agru

par la cadena X1X2...X1.

DemstAacan:

Probemos la parte "sólo si"

xi,x2,...,x
n

<=.> 	 x	 T2.1.

x	 x1,X2,...,Xn	 def. 1.5 a (1).

X1,X2,•..,Xn => y	 hipótesis.

X => y	 por T1.8 de (2) y (3).

ahora la parte "si"

x1,X2,...,Xn<=	 x	 T2.1.

x1,x2,•..,xn =*x	 def. 1.5 a (1).

x--> y	 hipótesis.

xl,x2,...,xn	 y	 de (2) y (3) por T1.8.

Así pues, la sequent es equivalente a x=>y .

Una vez establecidos los resultados anteriores pasamos a establecer un

sistema dormal, con procedimiento de decisión, el cual es equivalente al CALCULO

DE TIPOS SINTACTICOS: En lo que sigue nos ocuparemos de probar dicha equivalen-

cia y establecer el algoritmo de decisión. En este proceso usaremos secuencuas

de tipos sintácticos que denotaremos por letras latinas mayúsculas, aceptando,

además, que ellas pueden denotar secuencias vacías, es decir, aquellas que no

tienen tipos sintácticos.

En el párrafo anterior hemos dado una definición implícita de SECUENCIA

VACIA pero no hemos dicho qué significa una SECUENCIA. Para ésto establecemos

la

DETINICION 2.2.- Dados n tipos sintácticos X ,X
2 Y 

... x
Pi 

,

llamaremos SECUENCIA a la cadena agrupada

1...1(xix2)x3)...)Xn
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pa t a	 sec nur.as podems estabJecer una operacián cerreda medente

DEFIN1CION 2.3.- Dadas dos secuencias U,V el producto

de U y V , denotado "U,V" será la secuencia obtenida

yuxtaponiendo o concatenando U y V. Si U es la secuen-

cia vacía el producto significa V y viceversa.

Con estas definiciones a la mano, ahora si establecemos ersiguiente

sistema formal E2:

•

SISTEMA

G-Términos:	 Todos los tipos sintácticos son G-términos, al igual que

todas las secuencias de tipos sintácticos.

C-Fórmula:	 X=>y,donde X-un G-tliwino, y un tipo sintáctico. En otras

palabras, las G-fórmulas son las sequents.

G-Es uema de axioma: x 	 X.

G-Reglas de inferencia:

GRI 1) si T,y	 entonces T	 x/y

GRI 2) si y,T	 entonces T-* y\x

GRI 3) si T	 y U,x,V =.> z entonces U, x/g, T, V -* z

'"GRI 4) si T =>y y U,x,V => z entonces U,T,Ax,V

GRI 5) si U,x,y,V =>z entonces U,xy,V =>z

GRI 6) sí P =ox y Q=.>y entonces P,0 =>xy

Donde P, Q T,U,V son secuencias y LID ») no son vacías.

Nótese que las reglas GRI 1) a GRI 6) introducen una ocu-

rrencia de una de las conectivas: ., \1/4, 1; en.la conclusión; las -G-reglas-1),

2 ) y 6) en el lado derecho de la G-fórmula y las G-reglas 3), 4) y 5) en el'lado

izquierdo.
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a antre	
- G

sintáctico
	 srsacjrn dod rasult=dc: iulsortantes:

LEMA T2.5.- El axioma y las re :2S de inferencia del G-sistema L, scne
deducibles del Cálculo de tipos sintácticos E.

Dernetlación:

La prueba del esquema de axioma X	 x es inmediata pues es el esquema

de axioma a) de E.

Prueba de GRI 1) si 7,y	 entonces	 xlu.

Reemplazamos T por el producto t de sus términos Y

GRI 1) toma la forma

si t,y --:"X entonces	 t-) xly,

que de acuerdo a la definición de la operación o

es:

si ty-> X entonces	 t -* xlu,

que no es más que la re g la de inferencia RI1) de E

Prueba de GRI 2) si y,f ==> x entonces	 T =>	 y\x.

Análogamente a la prueba anterior, reemplazamos T . por

el producto t' de sus términos y GRI 2) toma la forma

si Lit	 x entonces t

que es la RI2) de E.

Prueba de GRI 3) si	 y	 y 11,X,V -_--> z	 entonces

U, xly ,T,V =° z.

Tenemos cuatro casos posibles.

1) caso: U y V son secuencias vacias.

Sea t el producto de los términos en T,
reemplazando en GRI 3) obtenemos el resultado

si t ---> y y	 x-* z entonces	 (x/y)-=> z,

cuya demostración es como sigue:

X hipótesis.

t ->y hipótesis.

(3) x/y de	 (1) y	 (2) por T1.7

( A ) (X/y)t ==>7. de	 (3) por RI3).
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.1-crcuHncia	 vacia,	 V	 no lo es.

r¿ . e7:p:LZW'OS Y	 por el	 producto	 de =	 os

y T-u-=1.3) to7e la	 forma

si t	 y Y xv	 z	 entonces ( ( Yítj)t)t.

y la prueba es:

xv =>z	 hipótesis.

x	 z/v	 de	 (1)	 por RI1).

-t ===> y	 hipótesis.

x/y -›	 (z,/u)/t	 de	 (2)	 y (3)	 por T1.7.

(x/y)-t==> z/v	 de	 (4)	 por $13).

((x/y)t)v	 z	 de	 (5) por RI3).
3) caso: U secuencia no vacía, V secuencia vacía.

Reemplazamos U por el producto u de sus ti-

pos y GRIS) toma la forma

si t --->y	 y ux =>z entonces (u(x/y))t

que probamos como sigue:

hipótesis.ux =.> z

x	 u\z	 de (1) por RI2).

==> y	 hipótesis.

x/y	 (u\z)/t	 de (2),(3) por T1.7.

(x/y)t =>a\z	 de (4) por RI3).

u((x/y)t)	 z	 de (5). por RI4).

(u(x/y))t=›U((X/Yit)	 axioma b).

(u(x/y))t=	 z	 de (6),(7) por RI5).

4) caso: U y V,	 ambas' no vacías.

Sean u y v el producto de los términos en U y

V, respectivamente. 	 Al reemplazar las secuencias T,U,
y V por sus productos en GRI 3) obtenemos

si t-,>11 y	 Itaiv=:: entonces ((Uk/u)t)v=;> z,

cuya demostración es:

(ux)v==> z	 hipótesis

ux => z/v	 de	 (1) por RI1).

x =>u\(z/v)	 de (2) por RI2)

y	 hipótesis. -

x/y-->(u\(z/v))/t	 de	 (3)y(4) por T1.7
(x/y)t---->A(z/v)	 de	 (5) por RIg).

u((x/y)t->z/v	 de	 (6) por RI4).

(u(x/yHt=u((x/ylti	 axioma b).



(11.(X/H)it-> lic 	 de (7),(8)

Hu(x1y))t)v->z	 de (9) por Fi-3).

Con este caso concluimos la prueba de GRI 3); dado que es e l r'.-ca:

trico de GRI 3), no probaremos la C-regla de inferencia GRI 4) a

de los axiomas y reglas de inferencia de E.

Prueba de GRI 5) si U,x,y,V	 entonces U, xy,V

Al igual que en la prueba de GRI 3) hay cuatro ea.

caso: U,V, ambas secuencias vacías..

En este caso obtenemos:

si x, y=> z entonces xy =->z,

que es inmediato de la definición 2.3.

caso: U es secuencia vacía, V no lo es.

Reemplazando V por el producto v de sus tgT

nos obtenemos:

sí x,y,v= z entonces xy,v=> z,

con demostración:

x,y,v..* z	 hipótesis

(xy)v=> Z	 de (1) por def. 2.1.

(3) xy,v=.> z	 de (2) por def. 2.3.

3) caso: U es secuencia no vacía, V es secuencia yac:

Sea U el producto de los términos en U, al

reemplazarla en GRI 5) nos da

si u,x 7 y->z entonces

cuya demostración es: -

u, x, y =>z	 hipótesis.

(ux)y	 de (1) por def 2.1.

u(xy)	 de (2) por T2.2.

u,xy	 de (3) por def 2.3.

4) caso: U,V, ambas, secuencias no vacías.

Siendo u y v los productos de lostérmizios

en las secuencias U y V, respectivamente, al susto ti

en GRI 5) obtenemos

si u,x,y,v	 entonces u,xy,v =>2,

que probamos de la siguiente forma:

u,x,y,v >z	 hipótesis.

((ux)y)v =:>z	 de (1) por def.2.1.
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(

u,xy,v

(2) por 72.2-

de (3) por def.2.3.

Prueba de

	

GRI 6) si 7->x y Q->y	 entonces p , n ->xy
Sustituyendo P y Q en GRI 6) por el producto de sus

t grminos p y q, respectivamente, obtenemos

	

si p=> x 	 q	 entonces pq	 xy,
que es simplemente el teorema.ya probado T1.6.

Con esto terminamos la demostración del lema T2.3. Ahora pesaremos a

demostrar el recíproco, pero para hacerlo establecemos la siguiente regla adicio

nal:

Regla de Reducción 

si T	 y U,x,V	 entonces U,T,V	 ,

que después probaremos (METATEOREMA MT3.3.) que no incrementa el conjunto de teo

remas deducibles del G-sistema EG . La introducción de dicha regla tiene la fina

lidad de simplificar las demostraciones del lema siguiente:

LEMA T2.4.- El cálculo de tipos sintácticos E es deducible del G-sis

tema EG.

Domo4LlaCíán:

El esquema de axioma a) x	 x no es más que el G-esquema de axioma,

así que pasamos a probar los otros dos esquemas de axiomas.

Prueba de esquema de axioma b)	 (xy)z -* x(yz)

(1) y -->y G-axioma.

(2) z =>z G-axioma.

y,z =>yz de	 (1)y(2)	 por GRI 6).

x=*x G-axioma.

x,y,z =>x(yz) de (3)y(4) por GRI 6).

xy,z->x(yz) de (5)	 por GRI 5).

(7) (xy)z =*x(yz) de (6) por GRI 5).

Omitimos la deducción del esquema de axioma c) ya que

es análoga a la prueba anterior.

Prueba de RI 1) si xy--->z entonces x	 z1u.

( 1) y -=>y	 G-axioma.	 3G



(xU)/y,y

(4)	 x ->x

Prueba de RI 2) si xy	 entonces

X => x

xy

x,x\IXY)=>

y --->y

x,Lí

y =>x\(xy)

x,y =f>z

y	 Az

de (l)v(2)

G-axic7a.

de (1)y(4)

de (5) por

de (3)y(6)

de (7) por

y =>x z.

G-axioma.

hipótesis.

de (1)y(2)

G-axioma.

de (1)y(4)

de (5) por

de (3)y(6)

de (8) por

por GRI 3).

por GRI 6).

GRI 1).

por Regla de Reducción.

GRI 1).

por GRI 4).

por GRI 6).

GRI 2).

por Regla de Reducción.

GRI 2).

Notemos que la anterior no es la única prueba   

de RI 2). Sí reproducimos la prueba de RI 1) hasta

el renglón 7) x,y -->z, y a este resultado le aplica-

rlos GRI 2) obtenenos y -> x\z.

En general no habrá una única manera de probar

un teorema en el G-sistema
G'
 en otras palabras, es

falsa la netaproposición: Todo teorema del G-sistema

tiene una única demostración.	 Hecha esta aclaración

sigamos con nuestra demostración.

Prueba de RI 3) si	 x =->z/y	 entonces	 xy->z.

x ->z/y	 hipótesis.

y ->y G-axioma.

x,y=>(zly)y, de (1)y(2)	 por GRI 6).

z =>z G-axioma.

z/y, y =>z de (2)y(4)	 por GRI 3).

(z/y)y de (5) por GRI 5).

x,y de (3)y(6) por Regla de Reducción.

xy de (7) por GRI 5).



La 7,,:ueba de PI	 4) es C7 	 da dedo oue e	 =le;:a

a la	 prueba de El_ 3).

	

Prueba de R1 5) si	 x=>y y y	 entonces x -->z.

Esta regla de inferencia es un caso especial de la Re

gla de Reducción:	 T-X y U,V, ambas, secuencias va-

cías.

Habiendo probado los lemas T2.3 y T2.4, su conjunción nos establece el

siguiente teorema:

	

METATEOREMA MT2.7.-	 El cálculo de tipos sintácticos E es equivalente

al G-sistema EG.

A partir del cuál se prueban fácilmente, usando además el corolario

T2.2, los metaresultados siguientes:

METATEOREMA MT2.2.-	 La sequent X—>y	 es demostrable en EG si, y sólo

si, x --->Y es demostrable en E.

Donde x es el producto obtenido de alguna de las maneras de agrupar o

asociar la cadena x 1 x 2 ...xn,	 formada con los tipos sintácticos que componen la

secuencia X.

	

METACOROLARIO MC2.1:	 x ==> Y es demostrable en E si, y sólo si, es

demostrable 'en EG.

EJEMPLO 2.1.- Para ilustrar el metacorolario anterior veamos las prue

bas de la expresión x --(y/x) \ y	 en E y en	 EG.

En E :	 En E 
G

:

y/x	 y/x 

y

x -->(Y/x)\Y

x
	 =>y,

ylx,x	 y

x ->(y/x)\

Por s implificación no hemos dado los axiomas y reglas aplicados, y am

as pruebas las hemos escrito en "diagrama de árbol".
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Rec, , rd . 'OS quena7es rinuroáucioo el si ste:na 7 _ para de-ITrar ce el

oistema orinal	
tiene un procedimiento de decisi6n, para este fin n p s serg

útil la siouiente definición:

DETINICION 2.4.- Dados un G-t grmino o una G-fórmula,

su GRADO es el nfimero total de ocurrencias de las

concectivas .,/,\, en él. Las ocurrencias o apari-

ciones de las comas "," no son contadas.

"d( a)"•

Para un G-término, o una G-fórmula,a denotamos el grado de a por

De la definición es claro que el grado es siempre un número natural,

incluyendo al cero: db) E N. Por ejemplo, (Iv1 /2	 )\t,3

i(V /v ), v 1\v tiene erado 2.
1	 2	 3	 3

tiene Virado 3, pero

Con esta definición vemos que en las G-reglas de inferencia el grado

de la conclusión es más grande que la suma de los grados de las premisas, y este

hecho nos permite dar un procedimiento de decisión para 2,"
G

.

desde

Dicho procedimiento consiste en el método de buscar pruebas trabajando

abajo hacia arriba a partir de la conclusión, es decir, dado un sequent

intentamos construir una prueba en forma de " grbol" trabajando desde aba-

jo hacia arriba usando el G-esquema de axioma y las G-reglas de .inferencia, pero

no usando la Regla de Reducción. Todo paso hacia arriba disminuye en uno el gra

do de la G-fórmula correspondiente, es decir, elimina una ocurrencia de una de

las conectivas .,/,\, y hay solamente un número finito de maneras . de lacer este

paso. Por lo tanto el número total de pruebas que pueden ser intentadas es fini

te: para una G-fórmula a dada, si d6)=11 entonces el número de prUebas que se

pueden intentar es 11:2n . La sequent	 X es deducible si, y sólo si, una de

las pruebas intentadas es válida.

Hemos establecido el sicuiente resultado:

METACOROLÁRIO MC2.2.- ¿ o tiene un procedimiento de decisión.

Ilustramos el uso del procedimiento de decisión con un ejemplo:

EJ EMPLO 2.2.- Pruebe quelAbl i/z<= x\(y/z) es deducible en EG.



Para aplicar el procedimiento de decisión expresamos la fórmula como

(4)/z ---*>¿\(y/z)	 x\(y/z)	 (x\y)/z.

Primero intentamos construir una prueba para

(Ay) I z	 x\(y/z), •

que tiene grado 4. Para eliminar alguna de las conectivas del lado

izquierdo de	 necesitaríamos utilizar las G-reglas de inferencia

GRI 3) y GRI 4) que exigen la aparición de una secuencia T no vacía,

requisito que en este caso no se cumple, por lo que intentamos eliminar

una concectíva del lado derecho.	 Vemos que la GRI 2) es la que introdu

ciría la conectiva \ al lado derecho de 	 , por lo que si suponemos

que dicha G-regla de inferencia fue la que se aplicó obtenemos:

x,(x\y)/z —* y/z 
GRI 2)

(x\y)/z	 x\(y/z)

donde la expresión arriba de la raya horizontal es de grado 3. Tratan

do dez disminuir el grado, y construir una prueba, suponemos que en el

paso anterior, que nos lleva a

x,(x\y)/z —*	 y/z

durante alguna demostración, se aplicó la GRI 1) a unas premisas, aún

por determinar, Seniendo así:

x,(x\y)/z,z 
GRI 1)

x,(x\y)/z	 y/z 
GRI 2)

(x\y)/z	 x\(y/z)

La expresión superior en el árbol anterior es de grado 2, para reducir

el grado podemos suponer que se aplicó la GRI 3) con las premisas T=z,

U=X y V la secuencia vacía, llegando a:

	

z	 x,x\y —* y 
GRI 3)

x,(x\y)/z,z	 y GRI 1)
x,(x\y)/z	 y/z GRI 2)

(x\y)/2	 x\(y/z)

donde el grado de	 x,x y	 z es igual a 1.	 Podemos reducir el grado

si suponemos que para obtener la anterior expresión se utilizó la .

GRI 4) con T=x,U y V, ambas, secuencias vacías, obteniendo:



x => x-----> 

z =>z	 x,x\c/ => y

GRI 4)

GRI 3)

GRI 1)

GRI 2) 

x,(x\y)/z,z => y 

x,(x\y)/z	 y/z 

(x\y)/z	 A(y/Z)     

que es una prueba válida y, por tanto, la expresión

(x\y)/z => x\(y/z)

es deducible en E
G . 

Nótese que el procedimiento de decisión no tan

sólo dice que una expresión o fórmula es deducible, sino que también

da una prueba en E
G
 de la expresión a la que se aplica. Además,

por el metacorolario MC2.1. tenemos que la expresión es deducible en

E.

En segundo lugar, la expresión

x\(y/z)	 (x\y)/z
es también deducible en E

G' y 
por metacorolario MC2.1. es deducible

•
así mismo en E, como vemos de la prueba: 

z =>2
GRI 3)

GRI 4)

GRI 2)

GRI 1)

x->x	 (y/z),z	 y 

X,A(q/Z),z => y 

x\(y/z),z	 x\y 

x\(y/z) ---*(x\y)/z

obtenida aplicando el procedimiento de decisión.

Como las dos expresiones originales son deducibles en EG' 
y en E

tenemos que su conjunción

(x\y) /z<=> x \( y/z I

es deducible tanto en EG como en E.

Hasta aquí tenemos el sistema EG con procedimiento de decisión, pero

es obvio, usando el metacorolario MC2.1, el resultado que nos interesaba al ini

cio del capítulo:

METACOROLARIO MC2.3.- El sistema E tiene un prodedimiento de deci-

sión.
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Dada una expresión o fórmula x =->y de E, el procedimiento para deci-

dir si es deducible en E, o no lo es, consta de los siguientes pasos:

Aplique el procedimiento de decisión en E
G para decidir si x=>y

es o no es deducible en E0.

Si la expresión es deducible en E
G entonces también es deducible

en E. En caso de que no sea deducible en E tampoco lo es en E.

Si estamos interesados en dar una prueba de x=>y en E no es difícil

hacerlo a partir de la prueba en E
G : viendo la demostración del lema T2.3 tra-

ducimos los pasos de la demostración E
G a pasos en E, con aplicación de las re-

glas de inferencia de E, obteniendo así la demostración buscada.

Este es el momento adecuado para recordar que antes de demostrar el

lema T2.4 introducimos la Regla de Reducción, e hicimos la afirmación de que su

introducción no incrementaba el conjunto de teoremas deducibles en EG . Observan

do que en la prueba del léma T2.4 la Regla de Reducción se aplicó a premisas que

eran G-fórmulas demostrables dentro de E0, podemos ver que nuestra afirmación es

cierta si probamos el siguiente teorema, llamado en honor a G. Gentzen TEOREMA

DE GENTZEN:

METATEOREMA MT2.3.- si T	 y U,x,V =.* y son demostrables en EG,

entonces U,T,V =>y es demostrable en EG.

Para probar este teorema estableceremos 2 definiciones y demostrare-

mos un lema del cual es (el teorema) una consecuencia inmediata.

DEFINICION 2.5.- Dadas las G-fórmulas T->x y

U,x,V =>y llamaremos REDUCCION A

T=>x	 U,x,V=> y 

U,T,V => y

En otras palabras, llamamos reducción a una instancia de la Regla de

Reducción. Para las reducciones podemos extender el concepto de grado de una

G-fórmula obteniendo un concepto que será útil en la prueba de .MT2.3. Dicho

concepto lo establecemos en la siguiente y última definición del capítulo:



DEFINICION .2.6.- Dada una reducción

T=> X	 U,x,V r_.p y

U,T,V=> y

el GRADO DE LA REDUCCION es el número natural

d(T) + d(U) + d(V) + d(x) + d(y).

De la definición es claro que el grado de uná reducción siempre es un

entero no negativo. Disponiendo de estas dos definiciones ya estamos en condi-

ciones de establecer el resultado que nos conducirá a demostrar el Teorema de

Gentzen:

METALEMA MT2.4.- En cualquier reducción cuyas premisas han sido pro

badas sin la Regla de Reducción, la conclusión es o idéntica con una

de las premisas o, de otra forma, puede ser reemplazada por una o dos

reducciones con grado más pequeño.

DemaótAación:

U,x,V=	 ySea T=> x 

y

una reducción arbitraria cuyas premisas T= x, y 11,x,V=0 y han si-

do probadas sin la Regla de Reducción.

Consideramos siete casos, los cuales no necesitan ser mutuamente ex-

cluyentes:

caso; La premisa T =>x es una instancia del G-esquema de axioma.

Para este caso T=x y la conclusión de la reducción coincide

con la otra premisa.

caso: La premisa LI,x,V=›y es una instancia del G-esquema de axio

ma.

En este caso las secuencias U y V son vacías, y x=y, por

tanto la conclusión U,T,V=> y coincide con la premisa T=* x.

3) caso: El último paso en la prueba de la premisa T=>x usa una de

las G-reglas de inferencia, pero no introduce la conectiva

principal de x.

Como x se encuentra a la derecha del signo	 , la premisa

T=>x. es inferida por la G-regla de inferencia GRI 3), o por la



quents tiene la forma T l==>X con d(T')< d(T). La reducción

	

T'=>x	 U,x,V => y

	

U,	 => y

tiene grado más pequeño que la reducción dada. Además, la G-regla de

inferencia que nos lleva desde T'=> x a T=> x también nos llevara

desde U,T',V--->y U,T,V=>y, como verificamos para los 3 subcasos

siguientes:

1) subcaso: Usamos la GRI 3).

Sí se usó dicha regla, entonces

T'= N,z,S

T = N,z/w,M,S

para tipos z,w y secuencias N,M,S, dónde M no es vacía. El Intimo

paso, que nas-conduce desde T'=> x a T—>x, tiene la forma:

	

M =>w	 N,z,S	 x 

N,z/w,M,S =>x

y, así mismo, GRI 3) nos permite deducir U,T,V .-->y desde U,TIV--->y

como muestra la siguiente prueba:

M=> w

U,N,z,S,V

(3) U,N,z/w,M,S,V =>y de (1)y(2) por GRI 3).

2) subcaso: Utilizamos la GRI 4).

Para este caso

T'= N,z,S.

T = N,M,w\z,S

con w,z tipos sintácticos y N,S,M, secuencias, la última no vacía.

El paso desde T'=>x a T—>x tiene la forma:

M	 T'=0. x 
GRI 4)

T =>x

y también GRI 4) nos permite inferir U,T,V=> y desde U,T P ,V —>y:

M=>W

U,N,z,S,V=>y

(3) U,N,M, w\z,S,V =>y de (1)y(2) por GRI 4)
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3) subcaso: GRI 5) fue la utilizada.

Aquí

T'= N,z,w,S

T	 N,zw,S

con N,S secuencias y Z,W tipos. El último paso en la inferencia de

T=>x desde T' >x es:

N,z,w,S 	 GRI
N,xw,S —>x

y la deducción de U,T,V =>y desde U,7-1 ,V => y

U,N,z,W,S,V

U,N,zw,S,V => y

4) caso: El último paso en la prueba de U,x,V=>y usa una de las G-

reglas, pero no introduce la conectiva principal de x.

Así, U,x,V —>y es inferida desde una o dos sequents, una de

	

las cuales tiene la forma U 1 ,x,V I 	 Puesto que la G-regla de in

ferencia introduce una ocurrencia de la conectiva, es decir aumenta

en uno el grado de la G-fórmula,

d(U/)-hd(V')-bd(y1)<d(U)+d(Y)-1-d(y).

De aquí tenemos que la reducción

T	 U' ,x,V' --=> y'

-›y'

tiene grado más pequeño que la reducción dada inicialmente. Además,

la misma regla que nos conduce desde U',x,V' =>y' a U,x,V >y nos lle-

vará desde U',T,11' =>y' .a U,T,V—>y, como es mostrado para los dife-

rentes subcasos.

1) subcaso: Usamos la GRI I)

U1=U

Vf=V,z

Y =Y11z

para secuencias U', Vi y los tipos sintácticos y' ,z. El último paso

en la deducción de G,x,V -->y desde U',x,V'	 y' sería

U,x,V,z 
GRI 1)

U, X, V —>y l lz

y la deducción de U,T,V=>y desde U',T,V'—> y':

111,T,V7

U,T,V,z

(3)	 U,T,V	 y'/z	 de (2) por RGI ,l).



2) subcaso: Utilizamos la GRI 2).

Análogamente al 1) subcaso,

z,U

V'= V

y = z\y'

con tipos sintácticos z,y' y las secuencias V',U 1 . En la deducción

de U,x,V => y desde 11 1 ,x,V 1 —>y' el último paso sería

z,U,X,V---> y'

con la deducción de U,T,V.,->y desde U',T,V1_,>y/ de la siguiente ma

nera:

LII,T,111

z,U,T,V—>y'

(3) U,T,V=.>z\y' de (2) por GRI 2)

3) subcaso: Hemos usado la GRI 3).

Para este subcaso,

V = VI

U=

con las secuencias V I , U', .y el tipo sintáctico g l .	 El llamo paso

en la inferencia desde lf,x,Y 1	 a U,x,(1---->y sería

U',x,V 1 	Y=>Y GRI 3)

Además, la deducción de U,T,V —>y desde U',T,V'	 usando GRI 3)

sería de la forma:

LP,T,V 1 =>y'

y —>y

y/y',U',T,V' —_*y de (1)y(2) por GRI 3).

U,T,V=>y

4) subcaso: Hemos utilizado GRI 4).

Por analogía con el subcaso 3) tenemos,

U = U'

V = V', yl\y

donde y' es tipo sintáctico y U',V P , son secuencias.	 El último paso

desde 1.1 1 ,x,V 1 =›y' a U,x,V => y es:

1-11 ,x,111 =* 11'	 Y=>Y

U',x,V',y'\y —>y
GRI 4)   

GRI 2).



y la deducción de LI,T, V ->y desde U',T,V1,--->y' es:

U',T,V',

y	 y

(3)	 U',T,V',y'\y .->y	 de (1)y (2) por GRI 4).

5) subcaso: La GRI 5) ha sido usada.

Tenemos:

V =	 V'

U'= N,z,w

U=. N,zw

y = Y'

para los tipos sintácticos y i ,z,W y las secuencias V',N. La deducción

de 11,x,V=>y a partir de U',x,V' => y' con la GRI 5) es:

N,z1w1x,V 
GRI 5)

N,zw,x, V y

	y la deducción desde U',T,V'	 de 11,T,V ->y sería:

11 1 ,T,V i 	y'

N, z,w,T, V --->y

(3)	 N, zw, T, V =>y de (2) por GRI 5)

6) subcaso . En este último subcaso suponemos que ha sido utilizada la

GRI 6).

Aquí

V = V',z

U = U'

y = ylz
para las secuencias U',V' y los tipos y l ,z. El último paso en la in-

	

ferencia de U,x,V-* y desde U',x,V 1	 sería:

z =>z11 / t X, 1P----> y' GRI 6)
y'z

la inferencia de U,T,V->y a partir de U',T,V' =>y' es:

U',T,V' =>y'

z	 z

(3)	 IP,T,V1,z=*yyz

5) caso: Los últimos pasos en las pruebas de ambas premisos de la re

ducciónatroducen la concectiva principal de x=x'.x".

Para este caso podemos reemplazar la reducción



T' =>x'	 T" =>x"	 GRI 6)	 U,x',xn,V.,>y 
GRI 5)

T', 7-"=> x x"	 U, x x", V .=>

U,TI,T",V=>y

donde x',x" son tipos y-T 1 ,1n , secuencias no vacías, por el "arbol"

T'=> x'	 U,x',x",V 

T" =>x"	 U, T' ,T", --->q 

U, T' , T", V	 y

Regla de Reducción

Regla de Reducción.

donde aparecen dos reducciones que tienen grado más pequeño que la

reducción inicial.

6) caso: Los últimos paso en las pruebas de ambas premisas T=> x,

U,x,V =>y, introducen la conectiva principal x=x1/x".

La reducción

T x" -0 x' 
GRI 1) V1 -*X"	 =" GRI 3)

T	 /x"	 x' /x", V 1 , V" => 

U, T, V I ,V" =>y

donde V',V" son secuencias, la primera no vacía, y X',X" son tipos,

puede ser reemplazada por

T,xn=>x l	U,x1,V"	 y Regla de Redunden.

V' ..*x"	 U,T,x",V" 
Regla de Reducción.

U,T,V',V". => y

donde ambas nuevas reducciones tienen grado más pequeño que la reduc

cien inicial.

, 7) caso: Este último caso es como 6) caso, excepto que x= X"\x' es

tratado simétricamente.

Habiendo terminado la demostración del metalema podemos pasar a de-

mostrar el metateorema que nos interesaba, que en compensación a la larga prue

ba anterior tiene una breve demostración:

TEOREMA DE GENTZEN,

Si T =>x y	 U,x,V -->y son demostrables en EG' en-
tonces U,T,V =>y es demostrable en EG.

DemozttacLón:

Sea n el grado de la reducción, puesto que ningún

grado es negativo, n> O, tenemos que aplicando a

¿lo



lo más un número finito de veces el metalema MT2.4

podemos dar una prueba de U,T,V = y en EG: cuan-

do más el metalema se aplica nE12i veces.
1=0

Dejando de lado la faceta formal del cálculo de tipos sintácticos pa

samos a ocuparnos de ver qué aplicaciones e interpretaciones puede tener, esto

lo haremos en el próximo capítulo.
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III, APLICACIONES E INTERPRETACIONES DEL CALCO_D SINTACTICO,

A) APLICACION A UN LENGUAJE FORMAL,

La segunda mitad del siglo actual puede ser el inicio de la "época de

las computadoras", debido al gran auge de su utilización en campos cada vez

más amplios y diversos de la actividad humana. En particular, a partir de la

década de los sesenta (a raíz,- especialmente del surgimiento de la "teoría de

la instrucción programada") empezó el estudio sistemático, dentro de la "tecno

logía educativa", de las ventajas y desventajas del uso del computador en el

campo educativo. Mc Maurin, citado en NI], propone la siguiente definición
de tecnología educativa: ', loma zatematea de di¿egak, /levan. a cabo y eva-
luaA el ptocuo total de aprendizaje y eniseñanza en tennlino6 de objetívo4 upe
c“icaz basados en La invedstigación sobre a aprendizaje y comunícacíón ;Juma-

naz y empleaA una combínaeLón de tecuAsa8 humanu y no-hurnanu paita conzeguíA
una jiutAuceíón Iráló eleetíve.

Si estamos interesados en el estudio del proceso de enseñanza—aprendi

zaje de alguna área del conocimiento, en este caso Matemáticas, y en el uso de

la computadora durante el proceso, es posible plantearse algunas preguntas in-

teresantes al respecto: ¿para qué partes de las Matemáticas es factible ense-

ñarlas vía un computador?, ¿se obtienen mejores resultados, en términos de

aprendizaje, con la enseñanza tradicional o con computadora?, ¿puede programar

se una computadora para que plantee problemas de Matemáticas y, además diga si'

la respuesta del alumno es correcta o no?, etc... Responder a tales preguntas

cae en el ámbito de interés de la "Matemática Educativa".

Dejando de lado cuestiones como las anteriores supongamos, en el con-

texto de la Matemática Educativa, que tenemos una microcomputadora capaz de

plantearle a un alumno, vía la pantalla, problemas elementales del álgebra que

se enseña en el nivel medio (Veáse [6 TI para las perspectivas en computación)

del tipo: ¿cuánto vale la expresión algebraica 2
a
+ b si a=4, b=-3 ?, desarro

lle (3a + 2b) 2 y expréselo como un trinomio, etc... Además, la microcomputado-

go



ra puede calificar de correcta o incorrecta la respuesta dada por el alumno;

es claro que una microcomputadora con las anteriores características debe dis-

poner de un algoritmo que le permita "reconocer" las respuestas del alumno co-

mo "expresiones algebraicas bien foiwadas", antes de 4procesar1as" y decidir
si son correctas o incorrectas.

EL CALCULO DE TIPOS SINTÁCTICOS puede ser utilizado para obtener, en

este caso, tal ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO de la manera esbozada en los si-

guientes paso: nuestro primer paso es asignar a los signos usados para formar

las expresiones uno o un número finito de tipos sintácticos, esto lo podemos

hacer por medio del listado o diccionario siguiente:

diccionario

números:

1,2,3,4,5,....	 e

variables;

a,b,c,d,e,....	 e

O	 e

)	 p

(e/p)/e,e/(ep),(e/p)/c,c/(cp)•

- *	 e/e,e\e/e,e\e/c,c\e/e,e\c/c.

x	 é\e/e,é\c/c,e\g/e,c\c/c.

/ -*	 e\e/e,c\c/e.

e\e/e,e\e/c,e\c/e.

Formalmente el anterior diccionar-o es una función q del conjunto4,

de signos del lenguaje de las expresiones algebraicas en el conjunto, P(T), de
los subconjuntos del conjunto, T, de los tinos sintácticos, :,k, p (T), tal que

(10)={c}

Le(1)={e}

Le(2)={e}

(3)={e}

•

4()) -W	 q?(G= {(e/P)/e,e/(ep),(c/p)/e,e/(ep)}
Ct[a),[e)	 T(+). {e/e,e\e/e,e\e/e,c\e/e,e\e/c}

Cr(b)={e}	 (±)

(11 1c),{e}	 T6)= {eNe/e,e\c/e,c\c/e,c\e/e}
9(/). {e\e/e,c\c/e}

cp( * )= { e\e/e,e\e/e,c\e/e}



cf n
algunos elementos de los valores de la función Lr hemos

la omisión está basada en que

Nótese que para

emitido los paréntesis;

para tipos

(xV)/zy/z),

sintácticos	 arbitrarios.

Observemos que, dada una cadena del lenguaje de las expresiones alge-

braicas podemos hacerle corresponder por W un número finito de cadenas de ti-

pos sintácticos por el

un elementos del valor

sencillo expediente de asignar a cada signo de

de la función para dicho signo.

la cadena

EJEMPLO 3.1.- Para la cadena 2/a encontramos las cadenas de

tácticos que le corresponden por.?:

tipos sin

e e\e/e

a	 2	 a

e	 e c\c/e 	 e

Vemos que le corresponden dos cadenas de tipos sintácticos.

Como segundo paso, de los

en especial: el tipo e y el tipo
presión algebraica bien formada" a

algebraicas para la cual alguna de

rresponden por o, tiene tipo e o c

ojón".

elementos del conjunto 1: distinguiremos dos

c; con la intención de "reconocer" como "ex-

toda cadena del lenguaje de las expresiones

las cadenas de tipos sintácticos, que el co

después de aplicarle las "reglas de cancela

El tercer paso es establecer las

te caso serán los 2 teoremas del cálculo

"reglas de cancelación", que

sintáctico:

para es-

(x/g)y=e7x,
xrx\y/-eig•

Las reglas de cancelación son las únicas reglas permitidas para compu-

tar el tipo de una cadena de tipos sintácticos reduciendo su longitud lo más

posible. Entendemos por "lo más posible" obtener por medio de las reglas de

cancelación una cadena de tipos sintácticos a la cual ya no se le puede aplicar

alguna regla de cancelación y con longitud menor que la de la cadena inicial.

S 2.



Antes de dar explícitamente el algoritmo de reconocimiento ilustremos

su aplicación con algunos ejemplos:

EJEMPLO 3.2.- Queremos saber si la cadena

3 + (5 / a)	 * 2

es una "expresión algebraica bien formada" dentro del lenguaje de las expresio-

nes algebraicas. Para decidir al respecto comenzamos pot asignar a la cadena

sus correspondientes cadenas de tipos sintácticos por medio deg, obteniendo pa

ra este ejemplo un total de 120 cadenas de tipos sintácticos, entre ellas las

siguientes dos:

3	 +	 (	 5	 /	 a )
	

2

e/e	 ic/p)/c	 e e\e/e	 e p e\e/e	 e

Y

3	 +	 a )	 2

e e\e/e Le/p)/e e e\e/e	 e p e\e/e	 e

Después de computar por reducción el tipo de cada una de las 120 cade-

nas, si obtenemos para alguna de ellas el tipo e o el tipo C reconocemos como
"expresión algebraica bien formada" la cadena 3+(5/a)*2. Computando para las

anteriores dos cadenas de tipos obtenemos:

3 + ( 5 / a	 )	 2

e e/e tc/pl/e e e\e/e e p	 e\e/e	 e
\

/ Ie\e
e e/e Le/pl/c Q p	 é\e

donde esta última cadena no puede seguir siendo reducida, en cambio para la se-

gunda cadena,

e e\e/e (e/p)e e e\e/e e p e\e/e e
1_7_J

1	 Ae

e/p
e

e/e
e



tenemos que el tipo computado es e y, por tanto, la cadena 3+(5/a)*2 es una
"expresión algebraica bien formada". 

EJEMPLO 3.3.- Ahora determinamos si la cadena a/0 es una expresión al-   

gebraica bien formada computando por reducción el tipo sintáctico de las dos ca

denas de tipos sintácticos que le corresponden:

a
	

O	 ,	 a	 /	 0

e	 e\e/e	 e	 e	 c\e/e	 e

e/e	 e

Como no obtuvimos ni el tipo e ni el tipo c concluífflos que la cadena

a/0 no es una expresión algebraica bien formada.

Habiendo terminado la ilustración de su aplicación procedemos a estable

cer el algoritmo:

ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO.

Dada una cadena del lenguaje de las expresiones algebraicas, para deci-

dir si es una expresión algebraica bien formada aplicamos el procedimiento si-

guiente:

Encuentre todas las cadenas de tipos sintácticos que se le asignan

por `e a la cadena dada.

Para cada cadena de tipos sintácticos compute el tipo sintáctico de

longitud mínima.

III.- Si para alguna cadena de tipos el tipo computado es e o e la cadena

del lenguaje de las expresiones algebraicas es bien formada.	 En ca

so contrario, la cadena no es bien formada.

El algoritmo de reconocimiento establecido se aplica exclusivamente a

cadenas del lenguaje de las expresiones algebraicas, aunque, por supuesto, di-

cho lenguaje formal no es el único para el cual es posible establecer un algo-

ritmo de reconocimiento de expresiones bien formadas. En 521 puede ser encon-

trada una lista de algunos otros lenguajes formales para los cuales es posible

establecer un algoritmo de la naturaleza que aquí nos ocupa. 	 54



Entre dichos lenguajes se encuentra el CALCULO PROPOSICIONAL que de

acuerdo a una de sus formulaciones posee variables proposicionales de tipo0 , y

dos signos para negación y condicional de tipos 0/0 37 ,0\0M respectivamente.

Así, para un curso introductorio de Lógica el disponer de un algoritmo de reco-

nocimiento nos permite ofrecer una definición efectiva de FORMULA BIEN FORMADA:

toda cadena "reconocida" por el algoritmo es una fórmula bien formada. Pasamos

ahora, a ocuparnos de la aplicación del cálculo sintáctico para el estableci-

miento de un algoritmo de reconocimiento para el español.

B) APLICACION A UN'LENGUAJE NATURAL.

Dentro de este material ya hemos visto qué y cómo asignar tipos sintác

ticos a palabras del español; en lo que sigue nos ocupamos de ilustrar la apli

cación del algoritmo de Lambek para el reconocimiento de oraciones gramatica-

les del español y algunas de las cuestiones que plantea dicha aplicación. Ca-

be aclarar que nuestro ejemplo de aplicación no es exhaustivo y completo: que

dan detalles sin tratar que rebasan los alcances y metas del presente trabajo

cayendo en el ámbito de una investigación ínterdiciplinaria a largo plazo.

Supongamos que tenemos una cadena de palabras en español de la que que

remos saber si es una oración gramatical del español. Si tenemos los tipos

sintácticos de todas y cada una de las palabras que forman la cadena podemos,

siguiendo la idea desarrollada en la aplicación anterior, asignar a cada pala-

bra su tipo sintáctico y simplificar la expresión de tipos sintácticos resul-

tante hasta obtener una expresión no reducible. En el caso de que la expre-

sión última sea O la cadena de palabras en español es una oración gramatical,

en caso contrario no lo es. El procedimiento aquí esbozado está mostrado en

el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.4.- Queremos saber si la cadena

Jacobo compra miel Ituea

es una oración gramatical del español. Partiendo del diccionario:

Jacobo	 n

míel	 n

pLe3ca	 n\n

compita	 (n\O)n,
5-5



y haciendo la asignación y reducciones correspondientes

Jacobo	 ( compica ( miel	 b4.e3ca ))

( (n\0)/n ( n	 ))

n\

o

obtenemos al terminar las reducciones el tipo sintáctico O, por ende la cadena

Jacobo compita miel &tuca

es una oración gramatical del español.

Observemos en el ejemplo anterior que para efectuar la asignación hemos

introducido paréntesis con el fin de hacer evidente la estructura de la expre-

sión y facilitar las reducciones. En los lenguajes formales estudiados en Lógi

ca el uso de paréntesus es obligatorio —sólo se omiten cuando su omisión no in-

troduce ambiguedad o confusión— y, por tanto, la estructura de las expresiones

de los lenguajes formales es evidente por lo que podemos proceder directamente

a efectuar la asignación y las reducciones, cuando queremos saber si determina-

da expresión esta "bien formada" o no. En cambio, en los lenguajes naturales,

como el español, no es usual que aparezcan paréntesis en los textos escritos y

dos maneras distintas de introducir paréntesis puede llevarnos a resoluciones

sintácticas esencialmente diferentes, las cuales pueden ser acompañadas por di-

ferentes significados. A manera de ejemplo tenemos la expresión

el nido del pájaro mwutón

agrupada de las dos maneras siguientes:

(el mido (del pájaro)) maltón,

el nido(del (pájaro manA/4

Así en nuestro procedimiento mecánico de reconocimiento de oraciones de

bemos establecer el siguiente primer paso,

pC

I.— Dada una expresión o cadena inserte paréntesis en todas las maneras

admisibles;

.5G



después para cada una de estas expresiones con construcción paréntetica (fórmu-

las) procedemos como antes a asignarles tipos y efectuar reducciones. Si para

alguna de las fórmulas obtenemos, despues del proceso de reducción, el tipo O

la expresión original sin paréntesis es una oración gramatical.

La introducción de paréntesis en las expresiones no es suficiente para

que el algoritmo trabaje sin problemas ya que las palabras en español pueden te
•

ner asignados más de un tipo sintáctico como muestran los ejemplos siguientes:

EJEMPLO 3.5.- Del ejemplo 1.2 sabemos que

Pobn.e	 n/n,

pero a partir de la oración

Juan pobxe txabaja

llegamos a que pobte tiene otro tipo, es decir,

pobxe	 An.

Esto lo indicamos resumidamente de la siguiente manera

pobxe •	 n/n, n\n.

En general, usualmente los adjetivos en español tienen ambos tipos:

n/n, n\n aunque para cada tipo corresponde un significado distinto.

y que de

EJEMPLO 3.6.- Considerando la oración

txabaja

acuerdo al ejemplo 1.1

tAabaja	 n\O,

obtenemos que

o/In\01.

Además, a partir de que

Juan txabaja pana	 0/n

y de que

Juan trabaja pana el



llegamos a obtener otro tipo para et:

U -3 (0 in ) O.

No asignamos a é,Z tipo (I ya que no puede sustituir a Juan, o'a otra expresión
de tipon, en, por ejemplo, la oración

patine Juan t,tabaja.

En cambio, lo recíproco si puede ocurrir, por tanto el nombre Juan, o

cualquier otro nombre, tiene también los tipos del pronombre U. La situación
anterior la simbolizamos escribiendo

n =17 0/(n\O), n 7 (0/n)\O.

La última expresión es un caso particular del teorema T1.3.

EJEMPLO 3.7.- Partiendo de las oraciones

Juan ptobab/omente trabaja

Juan tnabaja pnabablamente

obtenemos 3 tipos más para phabab/emente, es decir,

Pnabablementen) (n\O)/(¿\0), 0\0, (n\0)\(n\0).

Los dos últimos tipos se obtienen de las dos maneras distintas de agrupar la úl

tima oración y tenemos 0\0 	 In\ON(fl\0), que es un caso particular del dual

simétrico del teorema T1.5. Como pxobabtomente es un adverbio modificador de
oración, de la validez del dual simétrico de T1.5 podíamos concluir que toda

expresión adverbial modificadora de oración por la derecha, de tipo 0\0, tam-

bién tendría tipo (A0) \(n\0).

No tan sólo hay que aceptar que una palabra puede tener un número fini-

to de tipos sintácticos sino que también hay palabras a las cuales habría que

asignarles un número infinito de tipos sintácticos. Tal es el caso de la pala-

bra y, de tipo X\x/X, la cual enlazaría juntas expresiones de casi cualquier

tipo x como parecen sugerir las oraciones siguientes:

Juan cante' y Manía estudia,

Juan y Malta utuckan,



Pedro tíite un libko vLejo y dupa4tado,

Jaeobo golpea data y nápidamente,

Ahma y zíempte 4saie el

Para superar los problemas planteados por la existencia de palabras

con varios tipos sintácticos establecemos el siguiente segundo paso en nuestro

algoritmo.

II.- Para cada palabra de la expresión asigne uno por uno, todos los

tipos permitidos por una lista finita de tipos dada.

En otras palabras, permitimos que en nuestro diccionario finito las pa

labras tengan asignadas un número finito de tipos. Tomamos un número finito

de tipos, inclusive para palabras que potencialmente tendrían una asignación

infinita, ya que para propósitos prácticos basta con un número finito, aunque

sea bastante grande.

Hasta aquí han sido suficiente para efectuar las reducciones las dos

reglas:

lx/y1y=> x

yLy\xl => x

pero el ejemplo siguiente muestra la necesidad de incorporar otras. Determinar

el número mínimo de reglas para la aplicación del algoritmo de reconocimiento

en el español sería una de las metas de la investigación interdiciplinaria men-

cionada antes.

EJEMPLO 3.8.- Si queremos analizar la oración

te amaael
donde

el	 0/(n\o), LO/n)\0

ama	 pi\01/n

a	 n/n, lin\01/nM(n\01/n)

obtenemos cadenas con paréntesis que no pueden ser reducidas hasta obtener el

tipo O, por ejemplo:



II	 ((ama	 a)	 el)

0/(n\O)	 (n\O)/n	 n/n	 (0/n)\0.

Pero si incorporamos las reglas

(x/y)(y/z) 7 x/z,

(x\y)(y\z) -7:7) x\z,

(x\y)/z	 4;=> z\(y/z),

para tipos x,y,z, la situación cambia.

II	 (( ama	 a )	 te )

	

0 /( n\0)	 (((n\O)/n	 n /n)	 ( 0 /n ) \0 )
	 I

(n\O)/n

(n\(0/n)

n\O

Además, podemos tener resoluciones alternativas como

	

( 11	 (ama a))

	

( 0/(n\01	 ((n\o)/n	 ((nl0)/n)\((n\O)/n))) 	 (0/n)\0

(n\0) /n

0/n	 O

Habiendo mostrado la necesidad de dar más de dos reglas de cancelación,

nos gustaría señalar que las supondremos dadas en un npumero finito Dicha su-

posición descansa básicamente en dos razones: 	 una de índole teórica y la otra

de índole práctica, ambas razones son igualmente válidas para la aplicación a

un lenguaje formal. Posponiendo para el Capítulo IV la razón teórica aclaramos

la razón práctica: Si disponemos de un algoritmo de reconocimiento teóricamen-

te susceptible de ser aplicado por un mecanismo artificial, digamos una compu-

tadora, en el que desempeñan un papel determinado las reglas de cancelación, te

nemos que tomar en cuenta la capacidad limitada de memoria y, en consecuencia,

o



dar las reglas de cancelación, que aplicará la computadora, en un número finito.

Expuesta la razón de índole práctica pasamos a establecer explícitamen-

te el algoritmo que dada una cadena de palabras en español decidirá si es una

oración gramatical o no lo es.
• 

ritmo en la Linguística.

Posteriormente veremos una utilización del algo

ALGORITMO DE RECONOCIMIENTO.

Dada una expresión o cadena de palabras del español inserte parén-

tesis en todas las maneras admisibles.

Para cada palabra de la expresión asigne, uno por uno, todos los

tipos permitidos por una lista finita de tipos dada.

Para cada agrupamiento de la cadena y asignación de tipos corres-

pondiente, compute el tipo de la expresión completa usando las re-

glas de cancelación establecidas.

Si para alguno de los agrupamientos el tipo computado es O, enton

ces la expresión dada originalmente es una oración gramatical. En

caso contrario, no es una oración gramatical.

Desde el punto de vista linguístico el algoritmo de reconocimiento no

sólo reconoce la corrección gramatical de una cadena sino además, cuando recono

ce una oración gramaticalmente correcta, da un análisis sintáctico en grupos

sintácticos, es decir, constituyentes, de ella. En efecto, será constituyente

toda subcadena de la cadena dada para la cual la correspondiente cadena de ti-

pos sintácticos en cierto paso del proceso de reconocimiento se cancele hasta

un tipo sintáctico; este será el tipo sintáctico del constituyente dado. Para

la oración gramaticalmente correcta del ejemplo 3.4 tenemos el sistema de 3

constituyentes (sin contar los de un solo elemento) que corresponden a tres pa-

sos del proceso de reconocimiento:

míe/ liteáea ( tipo n ).

compita miel Ikeaca ( tipo n\0).
3) Jacobo compra miel Shas ca (tipo O).



Para obtener el usual "árbol de constituyentes" basta con invertir el

"árbol" del proceso de reconocimiento:

Jacobo campa miel Ikeilea

9

(n\0)/n	 n	 An

Observemos que se puede presentar el caso de que la oración no sea sin

tácticamente unívoca y que el algoritmo produzca diversos análisis, es decir,

que la oración resulte asociada con distintos sistemas de constituyentes. Es-

to puede pasar, en primer lugar, porque la cadena de tipos sintácticos corres-

pondiente a la or?:ción puede reducirse según distintos procedimientos, por

ejemplo.

U. I tkabaja	 (pana	 ée )1

0/(n\O)	 n\O	 0\49/n	 (0/n)\O    

o\o

0

él tAabaja )	 pata )	 el
0/ (n\0)	 n\0	 0\0/n	 (0/n)\0

En este ejemplo tenemos dos sistemas de constituyentes:

1) parca II 1') él ttabaja
2) trabaja pana te 2') él tAabaja parra
3) él tAabaja pana II 3') él -trabaja pana él

G



ocurre con la ora-cos, por tanto, a diversos sistemas de constituyentes como

ción del ejemplo 3.8.

sintáctico. Otra aplicación de

ducción automática por medid de

tal procedimiento sería en el campo de la tra-

computadoras de un lenguaje a otro: no tan só

lo sería útil al reconocer

del lenguaje por traducir,

táctico de dicho material.

el material de entrada como oraciones gramaticales

sino que también puede ayudar con el análisis sin-

tér

par

de tipos sintácti

los tipos sintác-

polisemia del

en la primera

"palabra" compa-Con respecto a los distintos significados del término

remos los dos siguientes enunciados:

En segundo lugar, se pueden asignar a la oración varias cadenas de ti-

pos sintácticos, y esto también puede conducir a distintos análisis sintácti-

Podemos resumir la aplicación a la Linguística simplemente diciendo

que el algoritmo nos provee de una versión rigurosa de la tradicional activi-

dad linguistica conocida como ANÁLISIS EN CONSTITUYENTES. Así en la enseñanza

del español puede ser útil disponer de tal procedimiento mecánico de análisis

Antes de seguir con las interpretaciones del cálculo

cos nos gustaría decir algo sobre otra posible aplicación de

ticos en Linguística. Nuestras consideraciones son sobre la

mino "palabra" y seguimos en ellas lo expresado por S. Stati

te del capítulo 3 del libro [36].

El proverbio QuLen golpea pAímexo, golpea doá veceá contiene seis
palabras.

Los matemáticos usan a menudo la palabra auponet.

En (a) "palabra" designa a cada uno de los elementos, gráficamente se-

parados, del proverbio citado, guíen, golpea, das, etc. Es decir, las palabras

son consideradas los elementos mínimos de cuya combinación resultan las oracio-

nes. En este sentido hemos usado en el cap. I, y en este, el término "palabra"

al hablar de "cadenas de palabras". Este el sentido que dentro de la Linguísti

ca Matemática, en general, se asigna al término "palabra" ya que genemdmente
-fuá Sita a.6 de un Lenguaje natuAal cuando se estudian en el plano de /a temía
de taz gAamdtícaá lonmaleá, /se couídeAan como cadenas de kiimaz de palnbnaá...
que desempeñan el pape/ de símbolos tenminaleA. (vlase£1 14-3 en pag.69).



En cambio, en (b) "palabra" se refiere no al infinitivo 4uponet, sino

al conjunto de formas gramaticales de un determinado verbo: mipougamaó, he-

6upueLta, zuponiendo, etcétera. En otros términos, en el enunciado (b)

se habla de la frecuente recurrencia de un concepto verbal en los discursos

matemáticos, y no importa en absoluto si los matemáticos lo utilizan en presen
te, en gerundio, o en otro tiempo verbal.

De acuerdo a Stati, con el lín de evítan el equívoco, ze ha penóado en

la inaoducción en la tenmínología LínyuíztLca de do4 t/nninal, no ambíguoz, pa

na reemplazan el. vocablo poliaémíco "palabAa". Algunos estructuralistas intro

ducen el término "lexema" como nombre de un concepto y como "alolexema" a sus

distintas actuaciones formales, contrastantes desde el punto de vista gramati-

cal. Las variantes pueden ser gramaticales, fonéticas y semánticas. Por ejem

plo, áupongamoz y zuponíendo son variantes	 gramaticales del lexema SUPONER;

para el lexema PADRE tenemos las variantes fonéticas, padre, papá y apá; por

último, mencionamos las variantes semánticas del lexema GRAVE en /a .6Ltuación

e'5 g)Lave y Lleva el acento grave. Concluyendo, un lexema es un conjunto de va

riantes gramáticales, fonéticas y semánticas, y cada una de estas variantes es

un alolexema. De lo aquí discutido resalta que todo enunciado estal formado

por una cadena de alolexemas, cada uno de los cuales pertenece a un determinado

lexema.

Con esta terminología ya podemos explicar el hecho de que a una misma

forma de palabra, digamos poLute se le asignen distintos tipos sintácticos,

palme.	 n/n, n\n. Cada uno de los tipos sintácticos está indicando un alole

xema del lexema respectivo. Podemos, usando los tipos sintácticos, intentar

formalizar los conceptos de lexema y alolexema, definiendo en una primera apro-

ximación los alolexemas como parejas ordenadas (A,x) donde A es una forma de

palabra y x un tipo sintáctico. Con esta definición podríamos definir un lexe-

ma como un conjunto de parejas ordenadas, es decir, alolexemas

En esta formalización un enunciado, en lugar de una cadena como

Pobxe. . Juan . .trabaja,

sería ahora una cadena del tipo

Pobre, n/n	 n).LtAabaja, n\10),

donde la pareja resultante es

Pobre . Juan . .trabaja, n/n.n.n\0).	
'Ii



El algoritmo de reconocimiento se aplicaría así al segundo lugar de la

pareja ordenada, y si este segundo elemento se puede cancelar por medio de las

reglas de cancelación para producir el tipo O diríamos que la cadena de formas

de palabras del primer lugar es una oración gramaticalMente correcta.

Con respecto a 'os 3 tipos de variantes gramaticales podemos observar

que las variantes forr leas como padte, papá y apá se distinguen una de otra

por tener distintas i	 as de palabras en el primer lugar de la pareja ordenada,

padhe, n )

papá, n )

n ),

y el mismo tipo sintLL	 en el segundo lugar; en cambio, las variantes grama-

ticales se diferenciarían por tener distintos el primer y el segundo lugar de

la pareja ordenada, por ejemplo,

( zupane, n O )

( ¿oponen, (0/(n\O))\0);

por último, las variantes semánticas se distinguen por tener iguales el primer

lugar y distintos los tipos sintácticos del segundo lugar:

( pobiLe, n/n 1

( pobice, n\n )

( abajo, n )

1 tnabajo, n\O )

Nos gustaría señalar que las afirmaciones aquí hechas tienen que ser ma

tizadas, debido a que la formalización de la que hablamos, como una aplicación

de los tipos sintácticos, en realidad es una idea de formalización que todavía

tiene que ser sujeta a un estudio y desarrollo que escapa a los fines de este

trabajo: esta tarea se realizaría dentro de la Linguística Matemática Aplicada.

Si aquí se ha mencionado dicha formalización ha sido con la intención de ilus-

trar y señalar un tema abierto a la investigación de interés tanto para linguís

tas, como para matemáticos.

Posponiendo para el capítulo IV la formalización y exposición del concep

to subyacente tras el algoritmo de reconocimiento pasamos a ocuparnos de dar in-

terpretaciones del cálculo sintáctico dentro de la Matemática.

()5



C) INTERPRETACION EN EL SISTSIA AXIOMATICO ORDENADO DE LOS NÚMEROS

REALES. 6

Aunque en el capítulo I hayamos establecido el sistema formal :E para

"tipos sintácticos", desde el punto de vista lógico se puede hablar de varia-

bles:R.1 1 , 1q,... que tomarían sus valor no en el conjunto de tipos sintácticos

sino en cualquier conjunto en el que estuvieran definidas tres operaciones co-

rrespondientes a .,\,/ . Al sustituir en el enunciado del cálculo sintáctico

el término "tipos sintácticos" por el término "variables" obtendríamos un SIS-

TEMA FORMAL, es decir, una estructura abstracta de relaciones entre términos

sin interpretar. Para tales sistemas formales siempre es deseable poder encon

trar una INTERPRETACION de ellos; en el caso que nos ocupa tal interpretación

Matemática, en particular, dentro de la aritmética de los

es proporcionada por los tipos

ellos. Podemos encontrar otra

sintácticos y las operaciones definidas para

interpretación del sistema formal dentro de la

números reales.

Obtenemos dicha interpretación si consideramos que los tipos sintácti-

cos son números racionales positivos distintos del cero, el producto x.y es in

terpretado como el producto habitual de los racionales, las operaciones x/y y

y\x son interpretadas, ambas, como la división usual en lbs racionales 1- , y

por último, la. fórmula X	 y es interpretada como la desigualdad x < y.

Con estas interpretaciones los esquemas de axiomas y las reglas de in-

ferencia se traducen en:

Esquemas de Axiomas: 

x< X

(xy)z < x(yz)

c) x(yz) < (xy)z

Reglas de Inferencia: 

Si xy< z entonces

Si xy< z entonces

Si x<

Si y< X entonces
RI 5) Si x< y 1	 yt-z-

x< I

z<

xy< z.

xy< z.

entonces x< Z.

(.4



que son todas teoremas válidos de la aritmética de los números reales y por tan

to, efectivamente hemos dado una INTERPRETACION del sistema formal E dentro de

la aritmética de los números reales. Tenemos así, poi la LEY DE DEDUCCION (vla

se en rs ) el cap.VI), que todos los teoremas demostrables en 2T al ser interpre
tados en ka aritmética de los números reales serán desigualdades válidas de los

números racionales positivos. Además, como el sistema formal tiene prodedimien
to de decisión tenemos un modo mecánico para encontrar las demostraciones de

las desigualdades expresadas en términos de producto, división y la relación
"menor o igual".

Habiendo encontrado esta interpretación del sistema formal E ya podemos

demostrar el siguiente resultado:

METATEOREMA MT 3.1.- El sistema formal
	

es consistente.

DemaótxaciAn:

Supongamos que el sistema es inconsistente, eso quiere de-

cir que es posible probar en el sistema una cierta expresión P, para la

cual también es posible probar su negación lógica 0 P. Por la ley de
deducción tendríamos que para toda interpretación del sistema formal en

contraríamos que es posible demostrar dos enunciados contradictorios,

pero para la interpretación dada en este apartado significa que existi-
ría una desigualdad demostrable xsy para la cual también podemos demos-

trar la desigualdad x>y, lo cual no puede pasar por la ley de la trico-

tomía.

En conclusión, el sistema formal E es consistente.
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IV, MAS ALZA DEL CALCULO,

PbcfPm	 )rmalizar las conceptos implícitos en la parte del capítulo

anterior que tr¿	 ba del algoritmo de reconocimiento de la siguiente manera:

Sea T= (3) U { xli es un tipo sintáctico primitivo}, es claro que

T es un conjunto finito, por tanto podemos considerar el conjunto T* de to-

das las cadenas sobre T y establecer la siguiente definición:

DEFINICION 4.1.- Diremos que un tipo sintáctico X es

una PARTE de un tipo sintáctico y si, y solo si, (x) es

una subcadena de y, considerando que (x)e T* y yE T*.

EJEMPLO 4.1.- Considerando los tipos sintácticos primitivos del lengua

je de las expresiones algebraicas, tenemos que del tipo sintáctico

itAte/P))/(ei/J)

(sin contarlo a el mismo). son partes los tipos siguientes

p\(c/p) , c/p, ele, p, e., e.

La anterior definición nos permite estab: cer algunas otras definicio-

nes útiles para nuestros propósitos.

DEFINTCION 4.2.- Sean x,z,y tipos.sintácticos, tales

que x,y son partes de z. Diremos que y ES z-MAYOR QUE

X si, y solo si, tambien X es parte de y:

Denotamos "y es z-mayor que X" por "zry >

EJEMPLO 4.2.- Para los tipos sintácticos del ejem. 4.1 tenemos que,

	

[[p\ (e/p1) > ( c/p )] , z	 >

z	 c/p)2y71 ,	 zrz >Cc/en
z[lc/p) acj , z ["( c/e)> e] y Z r(c/e) > c],

z= ( (p\ (c/p) ) / (e\ e)).	 (og
donde



DEFINICION 43.— Sean x,z,y1,y2,...,y1 tipos sintácti-

cos tales que X es parte de z,z[yi > X], z[z> ykl, y
6tí.1_2 > y2 í=1,...,k-I.	 y

El ORDEN de X en Z, denotado O[xlz, es -el número máxi-

mo de veces que aparece en algún tipo de la secuencia fi

nita,	 el signo del producto

ti co

tenemos

EJEMPLO 4.3.-- En el ejem. 4.2 tenemos que

OLPP(A(C/P))/(Ae))=0, en cambio para el tipo sintác-

z r = (.p/ leal )(AM 1/e..)c..

orez]z t = 2

.19EFINTCION 4.4.— Dada una fórmula x —>y, diremos que es

A LO MAS BINARIA si, y solo si, existe un tipo z, tal

que es parte de x, es parte de y, y

— orz3y = .O el 1 .

EJEMPLO 4.4.— Las fórmulas siguientes son a lo más binarias,

(xlyiy —* x,

x(x\y)	 y

(x/y1(y/z). => x/z

x =o y/Lx\yl,

en cambio,

x => Lxyl/y

no es a lo más binaria. Nótese que a partir de una fórmula que sea a lo más bi-

naria, o que no sea a lo más binaria, podemos obtener una infinidad de fórmulas

del mismo tipo utilizando el T1.6 que asegura:

x	 x'	 y —* y'

xy —>xty!

Habiendo enunciado las definiciones necesarias pasamos a hacer explíci-

tos los conceptos subyacentes en nuestra exposición del capítulo III.
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DEFINICION 4.5.- Una GRAMÁTICA CATEGORIAL BIDIRECCIONAL

es una quIntupla lCVT, T , C ,R,O, donde:

VT es un conjunto finito de ele2entos, se le conoce como

el VOCABULARIO:en aplicaciones a la Linguistica sus ele-

mentos generalmente son formas de palabras.

T es la cerradura de un conjunto finito de tipos sintác-

ticos primitivos o categorías fundamentales, digamos

'
tn' bajo las operaciones .,/:\.

o- es un elemento distinguido de r; en nuestra aplicación

a la Linguistica era O.

R={(x/y)y->x, x(x\y)=.> y)VB es el conjunto de reglas

de cancelada/1, donde B es un conjunto finito de fórmu-

las demostrables a lo más binarias de E o de una exten-

sión de E; puede pasar que B = 0 .

qes la función de asignación desde VT en subconjuntos

finitos de T.

Restringiendo el conjunto T se obtienen distintos tipos de gramáticas

categoriales, de las cuales pueden verse algunas en el cap. III de Npara B=0.

DEFINICION 4,6. -.-Decimos que una cadena de tipos sintác-

ticos x SE CANCELA DIRECTAMENTE A y, si y resulta desde

x por una aplicación de una regla de cancelación. Dire-

mos que x SE CANCELA A y, si existe una secuencia finita

de cadenas de tipos sintácticos, z2,z2,...,z
n 

tal que

x= z 2 , y= zn y Z. se cancela . directamente a z
í+2 

para

L=2,...,n-2

En otras palabras, x se cancela a y, si y resulta de x por la aplica-

ción finita de las reglas de cancelación.



DEFINICION 4.7.- Una cadena t( sobre VT es llamada una

ORACION si, y solo si, al menos una de las cadenas de

tipos sintácticos asignadas porj4 a a se cancela a a.

DEFINICION 4.8.- El conjunto de todas las oraciones de

una gramática categorial bidíreccional dada es llamada

el LENGUAJE DETERMINADO POR LA GRANATICA CATEGORIAL BI-

DIRECCIONAL.

DEFINIC1ON 4.9.- Llamaremos LENGUAJE CATEGORIAL BIDI-

RECCIONAL a un lenguaje dado si, y solo si, existe una

gramática categorial bidireccional que lo determina.

Un ejemplo de gramática categorial bidireccional es obtenido fácilmen-

te de los capítulos anteriores si tomamos como VT el conjunto de las formas de

palabras del español a las que asignamos tipos sintácticos en los cap. I y cap.

III, como categoría distinguida el tipo primitivo O, y como reglas de cancela-

ción las dadas en la sección B) del capítulo III.	 Haciéndolo obtenemos el si-

guiente ejemplo:

EJEMPLO 4.5.-. H="ÇVT,T,O,R,Le>

dónde:

VT= {Jacobo, Mana, Ju an, pobre, 6xe3ca, padre, papa, apá, míel, leche,

compita, tnabaja, é2, pnobablemente, ama, zupone, zuponen, conne,

utadia, paxa, a, y} .

T es la cerradura del conjunto de tipos sintácticos {11,0} bajo opera-

ciones

La función4 desde VT en subconjuntos finitos de 1- es

U flaeobol= {n}, bnall= {n},	 (Wil= {0/(n\01,(0/n)\0}

Q(Juanj = {n},	 letMaxLal- {n},	 (P(pobne)= {n/n, A\n},

(Wechel= {n},	 (49 (4xucal-{n\n}, Wpadte)= {n},

4{apd) = {n},	 il[pap61={n},	 q(compna)-- {(n\O)/n},

I4(.ttabaja1 = {n\0}, Ulpxobabiementel= (0\0, (n\0)\(A\01, pi\01/[n\01},

(4[ ami = { Cn\ o L/n} , (a)= {n/n, 	 \ 0) /n	 \ 01/n1}

11(45 apene) = {n\ O}, CU:u:ponen = {10/(n\011\0),



ni0) L 10\0)/0 (0/(n\O) n\01)

0\0

Y(cm.te)= {n\O}, 	 /(estucka)-- {n\O},	 Ie(y)= {(0\0)/0, 0\10/0)),
(11(paAa) --4(0\0)/n, 0\10/n)}. ,"

G=

R= (x/y)y —>x, xtx\y)	 (x\Y)/ze=,x\(y/z),

(z/y) (y/x)	 (Ay) (y\x) =>z x }.

En esta gramática categorial son ORACIONES todas las empleadas hasta

aquí como ejemplos; hay otras oraciones en esta gramática, por ejemplo, la cade

na sobre VT

Manía estudia y el thabaja.

es una ORACION en nuestra gramática categorial bidireccional ya que una cadena

de tipos sintácticos asignada por kl) a la cadena se cancela a O:

In n\0)((0\0)/0 (0/(n\O) n\O))
(A n\0)((0\0)/0 0)

(n n\O) 0\0

O 0\0

5)	 O

con una secuencia de 5 cadenas de tipos sintácticos (ver def. 4.6), tales que z.

se cancela directamente a Z, para í=1 , ..., 4. 	 En forma de "árbol" tenemos

Aunque en la sección A) del capítulo III al aplicar el algoritmo de re-

conocimiento decíamos que una expresión era "expresión algebraica bien formada"

si tenía tipo C o tipo e, podemos ver que es posible dar una gramática catego-
rial bidireccional para las expresiones algebraicas que puede manejar una micro-

computadora sí tomamos en cuenta, primero, que en tal caso los signos para las

variables y el conjunto de números que se utilizan son finitos y, segundo, que

agregando las reglas de cancelación e	 E y c .= E, donde E es el tipo para

"expresión algebraica bien formada", obtenemos la categoría distinguida 0=E.

Nótese que las reglas de cancelación no son tenr0,20 	 r



que se obtiene de dicho sistema formal incorporando 2.->E Y e =›E como AXIOMAS

y manteniendo igual los 3 esquemas de axiomas y las reglas de inferencia.

La familia de los lenguajes categoriales bidireccionales es ca-rrada ba-

jo la unión En efecto, si L
1 
y L

2
 son lenguajes categoriales bidireccionales,

podemos encontrar gramáticas categoriales bidireccionales,

H1 = <VTI 	,G 	 ,Wi> ,

11 = <VT2,T2,02,R2,412%),

tales que Ti n T2= 0 y, L1 es determinado por 111 , L2 es determinado por 11 2 .

Sea u un elemento que no pertenece a VT U VT
2
, y construimos una gramá

tica categorial bidireccional

H= 1(VT, T ,a ,R, (5
Con

VT= VTJU VT2

T=	 T2

R= { (X/y)y=> x,x(x\y) =>y} U B1 U B2 fa, a, a2 _*a}

lees una funcisín desde VT en subconjuntos finitos de

T , tal que, para aE VT

ceceo=
Ca)	 si a E VT - VT 22

1.1 2
Ca) 	 si a a.VT

2
- VT

1.41

▪ 

Ca) O T2 (a)	 Si a EVT2ñ 'VT
2

entonces si L es el lenguaje determinado por H tenemos que L= L U L .
2

Resulta que la anterior np es la única propiedad de los lenguajes cate-

goriales bidireccionales ya que para todo lenguaje cateorial bidireccional es po

sible construir una gramática generativa libre de contexto que lo genera. Antes

de demostrar el teorema correspondiente recordemos que una gramática libre de

contexto es una cuádrupla G= <V,VT,Cr,P�, donde:

V es un conjunto finito; llamado el vocabulario.

VT es un subconjunto de V; llamado el vocabulario terminal y sus ele-

mentos símbolos terminales: en aplicaciones linguísticas a la sin-

taxis por lo general son formas de palabras.

u es un elemento distinguido de V-VT, llamado variable inicial.



P es	 conjunto de reglas, llamadas producciones o reglas de reescri-

tur	 de la forma u -)13 con u E V-VT y u EV*.

TER° T4.2.- Para cualquier gramática categorial bidireccional

H= V: ,a,R, tri es posible construir una gramática libre de contexto
G, tal ,flie L(G) es precisamente el lenguaje determinado por H.

Dommt

Para c struir G=Cr i	,a

tenemc• que cy l=G, además VT'=VT, es decir, el elemento distinguido es

el mismo en ambas gramáticas, y el vocabulario de H es igual al vocabu

lario terminal de G.

Para constrnirie,recordando queq(a) es un subconjunto finito de T,NFOG

del conjunto finito VT, tenemos que la unión D de todos los valores de

(Y(n) es un conjunto finito. Además el conjunto de las partes deq(a)

14-a e VT es finito y así la unión E de todas las partes de los valores

dekg(a), para a E VT es finita, 	 F=DU E es finito y haciendo V1=VTUF

conseguimos el conjunto finito que necesitamos para vocabulario de G.

El conjunto P de lás reglas de reescritura consistiría de reglas de 3

tipos:

del tipo x -,- (xly)y, si ( x /y) E Fy
y del tipo y ÷x(x\y), si (x\y)E F.

del tipo x	 a,st XE (1) (a),Nha e VT.

3) del tipo X ± ysi xyyz F,

y del tipo x	 y.z si x,y y Z E F.

El conjunto P es finito ya que tanto F,VT y R lo son. Claramente L(G)

es el lenguaje determinado por H.

Este es el momento oportuno para recordar que en el cap. III menciona-

mos que había dos razones: una práctica y la otra teórica, para pedir que las

reglas de cancelación formaran un conjunto finito. La razón práctica ya fue se

ñalada y la teórica es que si R, al igual que F y VT, no fuera un conjunto fíni

to no podríamos obtener el conjunto finito de reglas de reescritura necesario



para poder construir nuestra gramática libre de contexto, en otras palabras, sin

este requisito no tendríamos el teorema T4.1.

•

Nótese que las relgas del tipo del inciso 3) se presentan sí en H el

conjunto B#0, es decir, si alguna regla de cancelación a lo más binaria, distin

ta de (x/y)y-->x, x(x\y)y , es utilizada. En efecto, en una fórmula a lo más

binaria x => Y
 
siempre es posible encontrar:

Dos partes z,w de x tales que x=z.W y la regla de cancelación se

convierta en z.W1 =>y, si, para algún t parte de x y y, 0[ilx-oUly=1.
o en caso contrario,

si 0Mx-Ortly=0, para t parte de x y y, es posible encontrar al me-

nos una parte z de x, y al menos una parte W de y, tales que niz y W

estan compuestos a partir del producto y, digamos, X=2/t, y=t\w, o al
gún tipo compuesto análogo, entonces x -->y se convierte en z/t =>t\w.

En caso de que E=0 entonces no se tendrían las reglas del tipo inciso

3) . para este caso se menciona en ny] que una gramática categorial bidireccio-
nal H es siempre encontrada para cualquier-gramática G libre de contexto tal que

L(G) es precisamente el lenguaje determinado por H.

Dado un lenguaje que podemos ver como generado por una gramática libre

de contexto o como determinado por una gramática categoría' bidireccíonal, el

adoptar una de las gramáticas significa tomar partido por uno de los lados de la

diferencia profunda existente entre ambos tipos de gramáticas.

Dentro de la Linguística la diferencia se presenta en él procedimiento

de representar la combinalidad sintáctica de las formas de palabras. Por un lado

en las gramáticas generativas libres de contexto la información está contenida en

las reglas de reescritura, Por otro lado, en las gramáticas categoriales dicha

información se encuentra en el vocabulario, es decir, en los tipos sintácticos de

las formas de palabras. Las reglas en las gramáticas categoriales también son ne

casarlas, pero hay relativamente pocas y, por otra parte, no contienen ninguna in

formación sobre un lenguaje concreto; en realidad, ellas son teoremas de un sis-

tema formal que en este trabajo hemos llamado CALCULO DE TIPOS SINTÁCTICOS.
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Todo los conceptos que hemos examinado

do, de hecho, ; un solo aspecto de los lenguajes:

en este trabajo se han referí

el sintáctico. Ahora bien,

el lenguaje po

tico. Sobre

res y, nos gus

otro aspecto no menos importante que.el sintáctico: el semán

e último aspecto casi nada se ha dicho en los capítulos anterio

..ría terminar nuestro trabajo con la presentación sucinta de al-

gunas ideas qu se manejan en el estudio de la Semántica. Estas ideas se desa-

rrollan dentrc de la clase de análisis semántico del lenguaje que ha sido seguí

do dentro de 1 s llamadas GRAMÁTICAS DE MONTAGUE.

Supc -mos que todo lenguaje natural sirve para dos cosas: nombrar en

tes y decir alíJ sobre ellos, además por lo general cuando queremos decir algo

lo hacemos por medio de una oración declarativa. Sin embargo, si queremos dar

una cuenta precisa del significado de una expresión linguística no es bastante

relacionarla con un objeto o conjunto-de objetos; debemos también proveer un

SENTIDO o CONCEPTO para la expresión como muestran las dos lecturas de la ora-

ción

Juan píenda en zu 6utuna eópalsa,

en una primera lectura, Juan está pensando en una pemona, es decir un ente.

En una segunda lectura tenemos que Juan estpa pensando, digamos a los 15

años, en las eameteitístccah que debe tener la persona que en a futuro será su

esposa.

En una terminología que ha llegado a ser 	 más generalmente aceptada

en los últimos años, nos referiremos en lo subsecuente, al sentido o concepto

relacionado a una expresión como su INTENSION, y por la EXTENSION de la misma ex

presión queremos significar aquellos objetos en el mundo a los cuales se refiere

la expresión.

Ahondando em estos conceptos tenemos que la extensión de una expresión

linguística de -de del MUNDO POSIBLE considerado, es decir, del contexto en que

se sitúe la ex	 ión. Por ejemplo, la expresión había tiene una extensión en
el mundo posibl•_ de los Estados Unidos Americanos y otra extensión distinta en

el mundo posible de México, ya que es común considerar como rubias a personas

que en E.U.A. no lo son. Por otro lado, ¿qué tienen en común las 'varias exten-

siones de una expresión linguística, digamos h.ubío en diferentes mundos posibles?



¿qué es lo que hace que todas ellas sean extensiones, por ejem., de Aubío y no

de moxeno?. La respuesta será "la intensión" ya que la consideramos como el

"pegamento" que une el lenguaje con el mundo, es decir,,una intensión es algo

que relaciona una expresión linguística con su extensión. Ella determina la

extensión de una expresión: si tenemos conocimiento de la intensión de una ex-

presión tenemos, por lo tanto, una herramienta para escoger los objetos en el

mundo que tiene como extensión la expresión linguística. En terminología mate-

mática, podemos decir que la intensión es una función desde mundos posibles en

extensiones. Volviendo a la primera pregunta planteada, podemos decir que lo

que las varias extensiones de una expresión en mundos posibles diferentes tie-

nen en común es que todas ellas son valores de una función intensional, la cual

para todo mundo posible escoge exactamente la extensión relevante.

Consideramos que la extensión de una oración declarativa es su valor

de verdad y que la proposición respectiva, la cual es la designación usual para

la intensión de una oración declarativa, es una función desde mundos posibles a

valores de verdad. Las intensiones de predicados y términos individuales son

funciones desde mundos posibles en conjuntos de objetos y objetos, respectiva-

mente. Señalemos que este análisis de la:dntenálónha'hécho- -eflconcepto:esen-

cialmente independiente del lenguaje, puesto que una intensión tiene entidades

extralinguísticas como su dominio (mundos posibles) y como su rango (objetos y

valores de verdad). Para conectar las intensiones con el lenguaje, suponemos

que existe una l'unción inteApAetadoita genclut. I la cual para toda expresión lin

guística nos da la intensión apropiada, Para la expresión Aubio tenemos

I(hubiD)= intensión juilla

_ nIntjulhí 	 Exto(Wn)=	 14 (Aubío),

donde:

BIBLIOTECA
DECIMAISEXACTAS

Naw./ Y NATURALES
SABER In KIS ~I&

Él/JUNI/ 1:11ANDUA

w = mundo posible con índice n.

I = función interpretadora general.

Intiuthío= la intensión para Aubio

Extw A(ubio)-- la extensión para Aubír en W.n	
n

Así pues, la función interpretadora general escoge la intensión para

una expresión linguística, dicha intensión es, a su vez, una función tal que nos

da para cualquier mundo posible arbitrario W n la extensión de la expresión en

ese mundo. En forma de diagrama lo podemos representar como: 14



Expresión linguística

c

Función Interpretadora

Intensión

Muno 	
posible	 l Extensión

En el análisis semántico del lenguaje realizado dentro de las gramáti-

cas de Montague se parte de dos ideas fundamentales: 1) el significado de una

expresión linguística compleja es una función del significado de sus partes cons

tituyentes, y 2) hay un isomorfismo entre la sintaxis y la semántica de un len-

guaje, es decir, la

dos de las partes se

es una clase de mapa que muestra como los significa

...4n en el significado del todo. Esto significa que

ante dos análisis sintáctico preferimos uno de ellos por criterios semánticos,

por ejemplo, al analizar la oración .

Juan come velozmente

preferimos el análisis

Juan come velozmente

o

0/n

Qin
	

LO/n1/ 10/n1

al análisis

Juan cohhe velozmente

o 

o

(Un

cuo

YA que coMeh velozmente tiene. "sentido". 



Observemos que los tipos sintácticos no son los que les asignaríamos,

de acuerdo a nuestro análisis de los capítulos anteriores, a las formas de pala
6

bra que aparecen en la oración anterior. Lo que pasa de que simplemente se con

sidera el hecho de que una forma de palabra se concatena con otra para obtener

una expresión sin tomar en cuenta el "lado" de la concatenación: si se concate-

na por la derecha o por la izquierda es irrelevante. Así, en este análisis sin

táctico pobke • n/n, y no los tipos n\n y n/n . La gramática categorial de es-

te tipo es llamado unidiftecciona£ 7 este tipo de gramática es la isomorfa con 1_

la gramática esbozada a continuación.

Para llevar a cabo las ideas mencionadas antes partimos de tipos se-

mánticas pAimitivas que corresponden a los tipos sintácticos básicos de los nom

bres y las oraciones declarativas. Las extensiones de las oraciones son velo-

res de verdad, con tipo extensional t, y las

tes, de tipo extensional e Las intensiones

funciones desde mundos posibles a valores de

extensiones de los nombres son en-

de oraciones (proposiciones) son

verdad. Tales funciones son indi-

cadas por el tipo intensionalC,4donde b es una etiqueta para el tipo inten-

sional correspondiente al tipo extensional t. En general, si a es un tipo ex-

tensional, <6,a> es el tipo intensional de la intensión correspondiente a a.

Las intensiones de nombres son funciones desde mundos posibles a entes y, así,

SOR de tipo intensional(2,é) 	 Las intensiones de los nombres son muchas ve-

ces llamadas conceptos individua/es.

Antes de ver cómo construir intensiones y extensiones para otras expre

siones, queremos señalar que para abarcar en el análisis semántico casos como el

de la segunda lectura de la oración

Juan piensa en su dotan° esposa

debemos considerar que en algunas ocasiones la intensión de una expresión lin-

guística está actuando como extensión. Para incluir tales casos, Montague (ver

el artículo [71-j) considera que en todos los contextos, los nombres y las ora-

ciones tienen como extensiones conceptos individuales y proposiciones, respecti

vamente.

Hecho el anterior señalamiento, tenemos que análogamente al proceso

seguido en el cap. I construiremos todas las intensiones y extensiones de todas

las otras expresiones sobre la base de los nombres y oraciones. Todas las expre



Jean

coAfte	 velozmente emite velozmente

siones de tipo semántico derivado tendrán como su extensión una función desde

la intenzión de	 tipo a la extenziOn de otro, y como intensión una función

desde mundos pos5 les en extensiones.

tes ejemplos:

Lo anterior es ilustrado en los siguien

HEMPI, 4.6.- Si tomamos come su extensión será una función desde

las intensiones de nombres a las extensiones de oraciones. En efecto, en la

oración

Juan come,

con extensión un ,alor de verdad de tipo semántico t, tenemos que coAxe se ha

concatenado con Juan, que tiene una intesión (una función) de tipo semántico

(4,e). Considerando la figura siguiente que ilustra como es obtenida la exten

sión de la oración

come

tenemos que la extensión de come tiene tipo semántico extensional

>

y su intensión, (una función de mundos posibles en extensiones, a su vez funcio

nes), tiene tipo semántico intensional

.<45,

EJEMPLO 4.7.- Del hecho que ve/ozmente se concatena con come produ-
ciendo una expresión linguistica,

coag velozmente,

que actua como verbo intransitivo al concatenarse con un nombre, digamos Juan,

tenemos que la extensión de velozmente, como es ilustrado en la siguiente figura,
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es una función desde la intensión de un expresión con tipo intensional

<6, <4,e),t55 a la extensión de una expresión con tipo semántico K.6,é>,¡\.›.

El tipo sempantico extensional de velozmente lo denotalos por

</. 4 , «3 1é>	 «4,é),b

y el correspondiente tipo semántico intensional para la intensión es denotado

<d, <ó,e% t)> ,	 t-5;*

En general, tenemos que si una expresión linguistica tiene como exten-

sión una función desde la intensión de tipo intensiona14,a> a la extensión

de tipo extensional 0, el tipo sempantico extensional que le corresponde será

denotado por

La intensión correspondiente será una función que a los mundos posibles les aso

cia extensiones de tipo semántico extensional«A,a) ,0), así que le asignamos

el tipo semántico intensional

, ffi
Antes de dar explícitamente el isomorfismo entre sintaxis y semántica,

ilustramos el paralelismo que se presenta entre la estructura sintáctica y la

estructura sempantica cuando una oración es analizada utilizando tipos sintácti

cos y tipos semánticos.

EJEMPLO 4.8.- Para la oración

Juan eohAe velozmente

tenemos el análisis sintáctico

Juan eatyce velozmente, O

luan,n colme _ velozmente, 0/n  

co4te, Din	 velozmente [0/n1/i.0/n)

s



que podemos comparar con el análisis semántico

Juan colthe vetozmente, <Y>

Juan, <4, e5
	

coaAe velozmente, 0,e) ,t>

N\
cowte,K6,«4,e),ti> velozmente,0,e.),,¿7, <:(3,é),t›,

para darnos cuenta del paralelismo entre las estructuras.

La función F que nos permite establecer el isomorfismo entre sintaxis

y semántica es una que asocia tipos sintácticos de una gramática cateonal unidi-

reccional con tipos semánticos de una gramática intensional. La función es defi

nida recursivamente de la siguiente manera:

F(0)= t

F(n) = e

F ex/y) = <4,F (y) , F ex 1)

Por ejemplo, al tipo sintáctico 10/nl/n le hacemos corresponder el ti

po semántico extensional que a continuación obtenemos por medio de la función F:

FC 10/n1/n)-44, r(n)' , F(O/n

pero como

F(n)= e

F(0/n)=. CCA,F(n)),F(0j>

tenemos que

F CLOM1/n) = <4, , <4,

En lo anterior hemos hablado de una gramática categorial unidireccio-

nal que sería el caso especial de la definición de gramática categorial bidirec

cional donde T es la cerradura del conjunto finito In,0) bajo las operaciones

Las reglas de cancelación se convierten en

(xly)y	 S
x(y/x)



Un desarrolloya que de hecho las operaciones / y	 son una misma operación.

análogo para obtener una gramática intensional puede ser efectuado, donde las

reglas de cancelación tendrían la forma:

4	 ,Sia
KK3 ,	 a

para tipos semánticos a,13.

El desarrollo de tal gramática intensional se encuentra fuera de los

propósitos de este trabajo. Para una presentación r cercana a la esbozada aquí,

cle las gramáticas intensionales puede consultarse (II 3y para mayor profundidad
en el estudio de ellas, veánse el artículo [ 79-7]y las notas de clase [2]. La

pretensión de mencionar los conceptos anteriores en este trabajo, ha sido mos-

trar que los métodos y conceptos desarrollados para tratar los tipos sintácti-

cos no se agotan en el campo de la sintaxis sino que, por el contrario, pueden

extenderse al campo de los estudios semánticos.
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