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PRESENTACION

El objetivo fundamental de este trabajo es el de exhi-

bir una presentación unificada del "Teorema Fundamental del

Cálculo". el cual se ha desarrollado a la par de los conceE

tos de medida, integral y función.

1) Versión elemental. Sea f una función integrable se-

gún Riemann, entonces se tiene

x
a)	 f f(t)dt = f(x)

dx a

si la función es continua en el punto x, y

b) .f
b
 F'(t)dt = F(b) - F(a)

a

si F es absolutamente continua. Nótese que como consecuencia

de que F sea absolutamente continua, su derivada es integra-

ble según Riemann, aunque no necesariamente continua.

La importancia del T.F.C. estriba en que establece re-

laciones que involucran los conceptos y los procesos funda-



- - d
f f(trdt C

dxT a
= f (x)

mentales del análisis, que son el concepto de función, inte-

gral, derivada, medida, intearal indefinida y bases de dife-

renciación.

La primera versión elemental que se trabajó fuá la si-

guiente:

Sea f una función continua, construimos la función

F (x)= I f Wat C
a

así tenemos

como observamos F tiene derivada en todos sus puntos y al de

rivarla recuperamos el integrando, y

f f(t)dt = F(b)- F(a), donde Fe(x)= f(x).
a

o sea, al valuar F en les extremos nos da el electo total del

proceso de cambio continua. A tal F le llap:amos integral inde

finida o primitiva.
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Después se dieron cuenta que no necesariamente la fun-

ción f usada para construir

F(x)= f f(t)dt + C,
a

tenia que ser continua, y que bastaba que fuera integrable,

de todas maneras la función F obtenida es absolutamente con

tinua.

En otras palabras la primera relación del T.F.C. afirma

que la velocidad con que varia el área bajo la curva es igual

al valor de la función en el punto considerado, si la función

es continua. La segunda relación del T.F.C. afirma que cada

función absolutamente continua es la integral indefinida de

su derivada.

El panorama cambia si solo le pedimos a f que sea Riemann

integrable, pues existen funciones

F(x) = f
x
 f(t)dt + C

a

que no tienen derivada en algunos puntos, asi no podemos afir

mar la ralación a) en este caso.



Ejemplo:

f (x)=

f: E-0,31

f 1 ,	 si

O,	 si

R

x=	 E	 y	 (m,n)=

x es irracional

1,

sea	 F(x)= f f(t)dt + C
a

asi F' (x)=0 en todos los puntos, pero f no, porque tiene un

valor distinto de cero en los racionales. Este ejemplo nos

permite sospechar que la relación tal vez pueda extender al

caso casi-dondequiera, pues tenemos

	

Fv(x)= f(x)	 c.d.

Tomamos en cuenta otro ejemplo. Volterra probó la exis

tencia de una función g con derivada g', acotada en un inter

valo, tal que g' no es Riemann integrable y al aplicar b) la

integral no existe, o sea

g(b)- g(a)= I g'(x)dx
a



no se tiene, ya que g' no es Riemann integrable por ser de-

masiado discontinua. Asi que la fórmula no sea cierta es

atribuible más a la noción de integrable de Riemann que a la

propia función g; en efecto se puede demostrar que por ser

la derivada g! acotada, tal fórmula es cierta cuando se toma

en el sentido de Lebesgue. Tal función se obtiene de la si-

guiente manera: sea E el conjunto de cantor de medida positi

va obtenido al quitar en cada paso intervalos de longitud 5-n.

Este conjunto E es el complementario en [0,1] de la unión de

una familia numerable {Ik } de intervalos abiertos disjuntos.

La función g vale cero en E, y en cada uno de los inter

velos Ik se define así:

Sea (a,b) uno de tales intervalos; la función

h(x)= (x-a)
2
 sen 1

x-a

tiene derivada en (a,b), y para algín c situado entre a y el

punto medio de (a,b) se verifica h'(c)= O. Se define entonces

g en (a,b) de manera que coincida con h en el intervalo (a,c),

valga h(c) entre c y el punto medio de (a,b), y se completa -

por simetría.



Estos hechos ponen de manifiesto, por una parte, que la

noción de integral de Riemann presenta algunos inconvenientes

y, por otra que el ámbito de las funciones continuas no pare

ce el más adecuado para el desarrollo de la teoria de integra

ojón.

Ya Riemann empezó a plantearse el problema de caracteri-

zar las funciones a las cuales era aplicable su proceso de in

tegración.Después Lebesgue probó que una función es Riemann in

tegrable si y solo si el conjunto de puntos de discontinuidad

tiene medida cero.

2) Sea f una función integrable según Lebesgue y la fami-

lia de funciones, las funciones medibles; la medida,

la medida de Lebesgue.

Entonces se tiene:

a

	

	 f dM = f(x) c.d,
dx a

es válida si f es Lebesgue integrable, y

b) 1 F' (t)dm =	 (b) - F (a)
a



es válida si F es absolutamente continua.

Observemos que las relaciones a) y b) son una generali-

zación de las relaciones de la sección precedente y tal gene

ralización se ha hecho en dos sentidos.

La familia de las funciones medibles contiene a las

funciones continuas, porque una función medible exige solo

que la imagen inversa de un abierto sea medible, mientras cae

una función continua exige que la imagen inversa abiertos sean

abierto, los que claramente son medibles.

Hay funciones que no son integrables según Riemann

y si lo son según Lebesgue, luego la integral de Lebesque a-

barca una familia más amplia de funciones. Además en la inte

gral de Lebesgue podemos manejar limites con facilidad y tene

mos cerradura en la familia de funciones medibles.

3) Sea f una función integrable según Lebesgue y la farol

lia de funciones,	 las funciones medibles, la medida m,

la medida de Lebesgue. Sean las relaciones

a)	 lim	
1 	

I f(y)dm = f(x)	 c.d.
Q(x)'-x m(Q(x))



b) Sea f una función integrable respecto a la medida

M, y consideremos la función de conjunto

v(E) = ffdM, dondeMes una medida arbitraria
E

entonces, V es una medida absolutamente continua respecto a

la medida M. Además podemos afirmar un recíproco restringido;

si V es una medida absolutamente continua respecto M y M es

e-finita, entonces existe la función f, o sea podemos recupe

rar la función original.

La primera expresión es equivalente a la primera de la

sección anterior en el caso R, la generalización estriba en

que esta relación vale para Rn y sugiere

hm
Q(x) ->x

M(0(x)) 

m(Q(x))
D (M,x)

que es una relación más general y abre la rama de diferencia

ojón de funciones de conjunto monótonas en W. También se ge

neraliza en el sentido de que no es necesario que la sucesión

de conjuntos sea de intervalos; el teorema vale si la sucesión

de conjuntos se contrae regularmente hacia x.



El recíproco restringido del que se habla en la segun

da relación es el teorema de Radon y Nikodym y podemos pen

sar en la función V como una especie de primitiva y escri-

bir

rabí
. L 634

= f

Lo cual generaliza la segunda relación de la sección

anterior por lo siguiente: F es absolutamente continua, en

tonces es de variación acotada y por lo tanto se puede es-

cribir como la diferencia de dos funciones crecientes, a

las cuales se les puede -asociar una medida y cada una de es

tas correspondería a la medida V. En la segunda relación de

la sección precedente se esta integrando respecto a la medí,

da de Lebesgue y esta es c-finita, y en b) también se res-

peta esta condición.

4) Integral de Lebesgue Stieltjes, medidas asociadas

a una función creciente, 	 funciones medibles.

• En este casose tiene que

a) f(x+) - f(a4. )	 =	 (11. dm(1)

(a i	 eig)



con f creciente y M la medida asociada a una función crecien

te y f absoltamente continua respecto a t.

La generalización en a) es en dos sentidos:

Se esta integrando respecto a una medida asociada, y

en el caso de Lebesgue, sería una Medida asociada a una fun-

ción lineal de pendiente uno, que es un caso muy particular.

Ahora se le pide a f que sea absolutamente continua

respecto a Olque f sea creciente, esto permite extender el

resultado aprovechando la linealidad de la integral, a funcio

nes de variación acotada que sean absolutamente continuas res

pecto a t, la cual es una familia bastante amplia de funcio-

nes. Así, sea H de variación acotada y absolutamente continua

respecto a t, luego H(x)= f(x)- g(x), donde f y g son crecien

tes y absolutamente continuas respecto a t, luego tenemos

Ef (x+0)- f (a+0) J - E g(x+)- cr(a+) 1= 1	 dM
(a,xidc	 145

Nótese que el concepto de integral indefinida primero

se considero como función del punto final, o sea



f (t) dt
a

que también se puede pensar como una función conjuntista tal

que a cada intervalo 5,X1 le asocia un numero real.

Como tal concepto es difícil de trabajar como función

del punto final en espacios más complicados como Rn o aspa

cios abstractos, generalilaremos también nuestro concepto

de integral indefinida de la siguiente manera

F(E)= I fdM , donde E es un conjunto medible
E

y M una medida

esta forma también nos permite trabajar sticesiones de conjun

tos más complicados que las sucesiones de conjuntos formados

por intervalos.

En términos generales pasamos de la familia de funcio-

nes continuas, a la familia de funciones medibles; de la in-

tegral de Riemann a la integral de Lebesgue-Stialtjes y de -

la integral indefinida como función del punto final, a la in

tegral indefinida como función de conjunto.



La importancia de este trabajo estriba en que permite

observar un hecho (el T.F.C.) a través de los distintos ni

veles de desarrollo de la matemática y también que cada ge-

neralización obliga a inventar nueva herramienta para su tra

tamiento. En este trabajo se exponen los teoremas clásicos

de Vitali, Radon-Nikodym, de diferenciación de Lebesgue etc.

El teorema de diferenciación de Lebesgue se puede gene

ralizar a medidas arbitrarias, donde los teoremas sobre cu-

biertas necesitar ser de caracter puramente geométrico, por-

que las medidas pueden ser no-invariantes ante traslaciones,

el teorema del que hablamos es el teorema de Besicovith.

En la versión de Lebesgue-Stieltjes se utilizan medidas

asociadas a una función creciente y como el conjunto de dis-

continuidades de la función asociada a la medida puede ser

diferente del vacío, entonces no podemos aplicar al teorema

sobre cubiertas de Vitali, lo que obliga a trabajar con otras

herramientas.

Se presenta en el capítulo VII el teorema de Lebesgue-

Radon-Nikodym del cual se ofrece una prueba que presenta cier

tos elementos originales y otras herramientas Como diferencia

ojón de medidas.
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CAPITULO I

1,1 REFERENCIAS HISTORICAS (MEDIDA)

Historicamente el intento de medir conjuntos arbitrarios

de puntos en la recta tiene su origen en la dependencia entre

integrabilidad en el sentido de Riemann y la continuidad. Una

función es integrable si no tiene "muchas" discontinuidades,

por ejemplo, como la integral bajo un punto es cero, no afec-

tamos el resultado de una integración si modificamos una fun-

ción continua en un conjunto finito de puntos; sin embargo,

surge la pregunta ¿cómo debe ser el conjunto de discontinuida

des para que la función sea integrable según Riemann? Es decir,

¿cómo caracterizar el conjunto de discontinuidades para obte-

ner un crítero que diga si una función es o no es íntegrable

segdn Riemann?

Lo anterior condujo a buscar una medída para el conjunto

de puntos de discontinuidad de una función, de manera que la

condición de integrabilidad pudiera expresarse en términos de

tal medida.

Otro motivo para medir conjuntos es la necesidad de exten

der el concepto de longitud de un intervalo a conjuntos más com

plicados. Dicho con mayor precisión, se quería extender la fun

ción conjuntista que asocie a cada intervalo el número real ob

tenido al restar al punto final del intervalo el inicial (pertenezcan



o no al intervalo). A continuación enumeramos algunas de las

características esenciales que debe presentar tal función se-

gin nuestra experiencia en la recta y que pretendemos exigir

a cualquier extensión de ella ("medida"). Si i representa un

intervalo y L(I) su longitud o medida, entonces

L(I) 30	 (no-negatividad)

Si Il' I	 son intervalos mutuamente ajenos,

entonces L(I l U 1 2 U...)= L(I1)+L(I2)+L(I2)+...

(aditividad numerable)

Si I 1 c I2' entonces L(I 1)< L(I 2 ) (monotonía)

Si telt y I={xialx.< b}, entonces su traslación

bajo t, I+t= {x+tIxeI} coincide con I en longi-

tud o medida, o sea L(I)= L(I+t)

(invarianza ante traslaciones)

Uno de los intentos por definir una medida fue dado

por Stolz (	 ) y Harnak (	 ) en 1884. Definieron la me-

dida de un conjunto acotado A a partir de familias finitas

de intervalos cuya unión contenía a A; para cada familia con

sideraron la suma de las longitudes de sus miembros y al ín-

fimo de tales sumas lo llamaron la medida de A. Como puede

observarse, existen conjuntos que esperamos sean medibles

los cuales no pueden ser cubiertos por ninguna familia fini-

ta de intervalos "arbitrariamente pequeños"; por lo tanto,

- 2 -



esta definición de medida no cubre el primer requisito que

inocentemente podemos esperar: que para cada subconjunto ar-

bitrario de los reales se tenga asignada una medida.

George Cantor (1845, 1918) en 1885 se refiere a un con

junto acotado A de Rn considerando para cada r>0, la unión

Ar de todas las esferas de radio r centradas en los puntos

de A y llama medida de A al ínfimo de la suma de los volú-

menes de tales Ar, cuando r varia.

Ambas definiciones pretenden definir una medida digamos

desde arriba, con lo cual tenemos el inconveniente de que la

unión de dos conjuntos ajenos puede tener una medida estric-

tamente menor que la suma de las medidas de tales conjuntos,

contrarío a lo que se esperaba, que la suma de las medidas

de conjuntos ajenos fuera igual a la medida de la unión: o

sea: m(A)+m(B)= m(ABB) sí ACH3=1 (aditividad).

Los matemáticos Peano y Jordan en 1890 se dieron cuenta

de que al pretender ver las cosas "desde arriba" no les daba

una visión buena y había que ver las cosas tambián "desde aden

trop, así que además de la medida de Cantor m(A) la cual pode

mos pensar como una medida desde arriba o medida exterior, con

sideran una medida interior mi(A)= m(I) -m(I-A), donde I es un

intervalo que contiene a A. Con esto se lograba sensibilizar la

"medida", o sea que no midiera puntos no considerados en el con

-.3-.



junto y se llamó conjuntos medibles a los que verificaban la

igualdad m(A)= mi(A). Se tenia entonces que para dos conjun-

tos P y Q ajenos, PUQ es también medible y m(PUQ)= n(P)-1-m(Q),

es decir aditiva en la clase de conjuntos medibles definida

más arriba.

Borel (1871, 1956) en 1898 se limita a algo más concre-

to y constructivo, considera primero la medida de un intervalo

abierto, luego, como un conjunto abierto es la unión numera-

ble ajena de intervalos abiertos, define la medida de los

abiertos, en general Borel se reduce a la familia de conjun-

tos que se pueden obtener a partir de operaciones conjuntis-.

tas numerables, tomando como base los intervalos abiertos. Pos

teriormente demuestra que tomando como base cualquier tipo de

intervalos se puede hacer la misma construcción.

A la familia de conjuntos que se puede obtener a partir

de los intervalos usando operaciones conjuntistas numerables

se les llamó entonces Bokatíano4. Con lo anterior se lograba ob

tener una definición más constructiva de la medida respetando

la aditividad.

Cabe aclarar que Cantor, aunque ya sabia que un abierto de

Res la unión de una familia numerable de intervalos abiertos

ajenos, no llegó a la forma constructiva de Borel.

- 4



Lebesaue (1875, 1941) ya en los primeros años del siglo

XX, precisa las indicaciones hechas por Borel. Sigue exacta-

mente el mismo camino, nada más que él, no se limita a los

Boildianos. Define una medida m para los abiertos. Para un con

junto acotado A define la medida exterior m
e
 (A) como el ínfi-

mo de la suma de los abiertos que lo contienen, y la medida ín

tenor como m(I) -me (I-A), siendo I un intervalo que contiene

a A; con esto queda prácticmaente establecida la teoría de la

medida como hoy se conoce.



1,2 FUNCION

Un concepto que también debemos considerar es el con-

cepto de función pues está estrechamente vinculado a la teo

ría de integración y generación de medidas. Ya Euler (1707,

1783) tuvo una concepción moderna del concepto de función,

para 11 era una curva arbitraria en el plano, tal que cada

vertical la cortaba en un sólo punto; aunque su concepción

era más bien de correspondencia, pues él imaginaba las fun-

ciones siempre descritas por una fórmula o varias. Sin embar

go durante muchos años los trabajos matemáticos se refirieron

a funciones aproximadamente continuas. La célebre función de

Dirichlet (1805, 1859) que toma un valor en los racionales y

un valor diferente en los irracíonales, surgía como el más sen

cilio ejemplo de función discontinua, y corresponde a ól pre-

cisamente, establecer el concepto de función tal como se con-

sidera hoy.

1.3 INTEGRACION

La primera formulación del concepto de integral corres-

ponde a Cauchy. Se limitaba a considerar una función f continua

en un intervalo Ea,b], y entendía la integral de f como el lí-

mite de las sumas

- 6 -
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f(a)(xl-a) +f(x1)(x2-x1)4-...+f(xn_1)(b-xn_1)

cuando la amplitud del mayor de los intervalos parciales tien

de a cero. A pesar de no haber apreciado la noción de conti-

nuidad uniforme, Cauchy probó la existencia de tal límite,

así como su obtención mediante la sustitución, en las sumas,

del valor de f en el extremo izquierdo de cada intervalo,

por el valor en un punto arbitrario del mismo.

Riemann (1826-1866) utilizó un método análogo el de

Cauchy, pero no se limitó a la consideración de funciones

continuas, sino que se preocupó por investigar para que fun

ciones era factible el proceso de integración, estableciendo

condiciones necesarias y suficientes de inteorabilidad.

La definición de integral superior e inferior correspon

de a Darboux (1842-1917), quien al considerar una función f

acotada en un intervalo D..,161 define las sumas

(xl-a)M14--± (b-mn-1)11111

s= (x
1
-a)m

1+...+ (b-xn-1 )mn

donde M
k
 y m

k
 son el supremo y el Ínfimo de f en el intervalo

correspondiente. Probaba que el limite de las sumas S cuando

la longitud del intervalo parcial máximo tiende a cero coinci

de con el ínfimo de éstas, y que el límite de las sumas s coin

cide con el supremo.

-7-



Tales números se conocen hoy con los nombres de inte

ral superior e inferior en el sentido de Darboux, aunque

también es usual referirse a ellas con el nombre de Riemann.

La definición de integrabilidad establecida por Darboux era

la coincidencia de ambas integrales que equivale a la condi

ción de integrabilidad dada por Riemann. Después Dirichlet

(1805-1859) y Hülder (1860-1937) extienden la noción de in-

tegral a funciones no acotadas. En los mismos arios, Cantor

estudiaba los conjuntos y su medida, lo cual sería de gran

utilidad en el desarrollo posterior de la teoría de integra

ción.

Los trabajos de Fourier (1768-1830) contribuyeron en

mucho al desarrollo de los conceptos de función e integral.

Por otra parte, se pudo comprobar que familias bastante ge

nerales podían expresarse analíticamente como sumas de se-

ríes trigonométricas. Además los coeficientes de tales se

ries se obtenían mediante integrales; esto obligaba a pensar

acerca del sentido que convenía dar a éstas, y sobre todo el

campo de funciones a los que eran aplicables los desarrollos

en serie.

Hablando de Riemann, cuizá su mayor mérito en este sen

tido fué su interés por considerar la familia más amplia de

funciones a la que era aplicable su proceso de integración.

- o



Sin embargo, en las condiciones de integrabilidad que él es

tableció no aparece la noción de descontinuidad. Fué Du Bois

Revmond (1831-1889) el primero que relacionó la integrabili-

dad de una función con el conjunto de puntos de descontinui

dad de la misma. Aqui tuvo su origen el problema de medir con

juntos.

Después de la definición de conjunto medible dada por

IDEAN° y JORDAN pudo establecerse una definición geométrica

de la integral de Riemann en el siguiente sentido; una condi

ción necesaria y suficiente para que una función f no-negati

va y acotada en el intervalo cerrado 5,b] lea Riemann inte-

grable es que el conjunto de puntos (x,y) del plano tales

que x£5,bly Os y s, f(x) sea medible según la definición dada

por PEANO y JORDAN; además, la medida de tal conjunto y la in

tegral coinciden.

EL procedimiento que siguió Lebesque fue el siguiente:

considera el problema de la integral en su aspecto fotutal,

es decir, analiza qué propiedades debe tener la aplicación

que asigne a cada función su integral. Este análisis le hace

ver que el problema fundamental consiste en definir la inte-

gral de la función característica o indicadora de un conjunto.

Parece natural que tal integral sea la medida del conjunto, lo

cual le obliga a limitarse a los conjuntos medibles que ya había

caracterizado.
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1,4 INTEGRAL DE LEBESQUE

Para definir la integral de una función f acotada Lebes

que toma las particiones del intervalo de variación de f, en

lugar de las particiones del intervalo en que f esta defini-

da, como lo hacían Cauchy y Riemann. Para comprender el prin-

cipio fundamental de esta integral, consideremos el siguiente

ejemplo: imaginemos un conjunto de monedas de distinto valor

cuyo monto deseamos encontrar. Podemos hacerlo de dos maneras:

colocamos las monedas en fila y sumamos el valor de cada una,

al valor de las precedentes, o bien formamos conjuntos de mo

nedas agrupando las del mismo valor, después contamos el neme

ro de monedas de cada conjunto y enseguida multiplicamos ese

numero por el valor de la moneda; hacemos lo mismo para cada

conjunto y finalmente sumamos. El primer método de conteo co

rresponde.al proceso de integración de Riemann y el segundo

al proceso de integración de Lebesque. En este ejemplo ele-

mental puede observarse una mayor simplicidad en la integral

de Lebesque.

Para cada partición {hk, k=0,1,...N} del intervalo de

oscilación de f calculamos las sumas finitas

N

k El m {x: hk-1 `f(x)5 hk}hk

N
E 

m {x: hk-1 .5"f(x)‹ hk}hk-1
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La integral de f en el sentido de Lebesque se define

entonces como el limite común de estas sumas cuando la ampli

tud máxima de los intervalos (hk-1' hk) tiende a cero. Natu-

ralmente, y es necesario enfatizarlo, la definición requiere

la medibilidad de los conjuntos

(x: hk_i <f(x) dik} y {x: hk_i .-5f(x) <hk},

para funciones no-acotadas Lebesque considera las series

CO

m{x: hk-1 <f(x). hk
} hk

Y
CO

m{x: hk-1 s_f(x) <hk
} h

k-1

donde

	 <h
-3
 <h

-2
'<h

-1
 <h

O
 <hl <h

2
 <h

y llama sumable a la función para la cual estas series re-

sultan convergentes para alguna elección en los hk  y tienen

el mismo limite cuando la amplitud máximo de los intervalos

(hk-1' hk) tiende a cero; tal limite es la integral de la

función.

Otra manera dada por Lebesque para definir la integral,

es la siguiente: dada una función no-negativa f, las integra

les de las funciones f
k= mmn (f,k) convergen la integral de

f, lo cual significa un método para definir la integral de



funciones no-acotadas. Hoy es habitual asociar a cada función

medible no-negativa una sucesión monótona en funciones simples

(funciones simples son aquellas que tienen valores constantes

en conjuntos medibles) convergente a ella y definir la integral

de f como el limite de las integrales de tales funciones. Esta

manera de definir la integral es la que adoptaremos en este tra

bajo.

1.5	 EOREMA FUNDAMENTAL

La noción de integral y de la derivada estaban bastante

desarrollados antes de los trabajos de Newton (1642-1727) y

Leibniz (1646-1716). Todo el desarrollo de la teoría dependía

de que se descubriera que la derivación y la integración de

una función realmente representaban procedimientos inversos

como la suma y la resta, la multiplicación y la división. El

hecho de que Newton y Leibniz se dieran cuenta de esto y for-

mularán y utilizaran lo que llamamos "TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO", con el cual se podía calcular la integral usando de

rivadas, no debe sorprender. Esto simplificó mucho el trabajo

y estableció que no había dos cálculos sino uno solo. Básica-

mente el teorema fundamental del cálculo expresa el hecho de

que para una función continua, la velocidad con que varía el

área en un punto, es igual al valor de la función en ese punto:
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Si F(x)= ff(u)du, entonces
a

d F(x)  _ d
f f(u)du= f(x).

dx	 dx a

Esta puede considerarse una primera versión del T.F.C.;

una segunda versión es la siguiente

f f(u)du= G(b) - G(al, donde G'(x)= f(x)
a

Geométricamente Cauchy, para una función continua f,

llama integral indefinida de f a la solución general de la

ecuación y'= f(x), y si g es una solución establece que

ff(x)dx = g(b)- g(a);
a

en este caso, una tal g esta definida como

ff(u)du = g(x)
a

Con Riemann empiezan a plantearse problemas en este as

pecto, pues existen funciones f Riemann integrales tales que

f(u) dua

no tiene derivada en algunos puntos.

Lebesque establece que cuando una función f es integra

ble en 5,13] resulta que la función g definida por

g(x)= f f(u)du
a
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tiene derivada igual a f(x) en casi todos los puntos de

[,b]y, recíprocamente, si g tiene derivada acotada en

5,111, resulta

g(x) - g(a) =
x
 f g'(u)du.
a

Es de señalarse que en el caso de ser g'(x) no acotada

puede ser también no integrable. Se plantea así el problema

de caracterizar las funciones g tales que g' existe un casi

todo punto y sea integrable. Lebesque probó que una f así,

tiene que ser de variación acotada, y que recíprocamente, si

g es de variación acotada, g' existe en casi todo punto y es

integrable, aunque puede no resultar la igualdad

g(x)	 g(a) =
x
 f g'(u)du
a

Pero entonces, ¿bajo que condiciones podemos afirmar

que es válida la igualdad anterior? finalmente las funciones

de variación acotada que verifican la referida fórmula son

aquellas cuya variación total en un abierto G (es decir la

suma de las variación totales en los intervalos componentes

de G) tiende a cero cuando la medida de G tiende a cero. A

estas funciones Valali los designó con el nombre de funciones

absolutamente continuas.
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1,6 TEOREMA DE RADON Y NIKODYM

Finalmente consideremos una función real f medible en R,

integrable en cada conjunto cerrado y acotado, Lebesaue defi-

ne una función g de conjunto mediante

g(E)= f f(x) dx.
E

Esta función es completamente aditiva respecto al conjun

to'de integración y absolutamente continua en el sentido de

que g(E) tiende a cero, cuando la medida de E tiende a cero.

Lebesque definió una derivada puntual para la función.g y

comprobó que tal derivada coincide con f en casi todo punto

respecto a la medida de Lebesque sobre los reales. Con esto

empezó la teoría de diferenciación de medidas e integrales,

que esta muy vinculada al clásico teorema de Vitali y a otros

teoremas de recubrimiento obtenidos después. Esta teoría cons

tituye hoy una herramienta muy importante en diversas ramas

del análisis.

La noción de función de conjunto completamente aditiva,

intrdroducida por Borel y Lebesaue, fué considerada después de

Radón en 1913 como una generalización del concepto de medida.

Radón comprobó que cada función de conjunto completamente adi-

tiva y absolutamente continua respecto de una medida, era una

integral respecto de dicha medida. Este teorema fué generaliza

do en 1930 por Nikodym, por eso hoy lo llamamos Teorema de Radón

y Nikodym.
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1,7 TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESQUE

Si se tiene una función f:R->R continua e integrable

sobre R y se considera la función

F(x)=
x
 f f(y)dy

n CO

el T.F.C. afirma que F'(x)= f(x) para todo xER.

Podemos generalizar la situación anterior dándole la

siguiente interpretación. La función f determina una medida

(signada) M definida sobre los conjuntos de Lebesque de R

M(E) = f f(y) dy
E

Sea xER y (Ik (x)) una sucesión cualquiera de interva-

los que contienen a x, tales que S ((Tic(x)).0, entonces se

tiene

lim M (Ik (x) ) 

T 

f
ik(x)

f(y)dy
lim	 - f(x)
k÷.	 m(Ik(x))

donde m es la medida de Lebesque en la recta.

Preguntamos ahora ¿seguirá siendo válido el T.F.C. si so

lamente le pedimos alafunción f que sea integrable? ¿podemos

afirmar este resultado en el caso n-dimensional?, o sea, si

f es L(Rn), se tendrá
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f f(y)dy
(x)

f (x) 
d(C)(x))-÷0	 m(4(x))

En realidad, si se dan las igualdades anteriores pero

casi-dondequiera. Con lo anterior se logra una buena gene-

ralización del Teorema Fundamental del cálculo.

1.8 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y

MEDIDA DE BOREL

También podemos generalizar el T.F.C. integrando res-

pecto a una medida asociada a una función creciente O y no

tan solo respecto a una medida asociada a s, donde S es li

neal y de pendiente uno.

Para ello se define la deivada de la función f respec

to a una función creciente S (se toma la • creciente para

reflejar comportamiento de la f) y se define la medida aso-

ciada a una función S creciente, como el "crecimiento" de

la función en el conjunto que se esta considerando. Así

podemos afilnar casi dondequiera que

df	f(x+0)- f(a+0)- I	 dM(I) donde M es la medida

asociada a s
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CAPITULO II

Nuestro objetivo primordial es examinar el teorema fun

damental del cálculo, en los diferentes niveles de desarro-

llo. En la primera parte de este capitulo analizaremos el

caso más sencillo, usando la integral de Riemann.

Si f es continua, entonces

d x
--- f f(u)du	 f(x)
dx a

o sea la derivada de la integral indefinida es el integrando

yr
b
 ff(x)dx= F(b) - F(a), donde 1"(x)-- f(x)
a

A estas dos afirmaciones conjuntas nosotros le llamamos

El Teorema Fundamental del Cálculo.

Comenzaremos estableciendo un teorema el cual será una

piedra angular en todo el desarrollo de esta teoría.

2,1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Sea f(x) una función continua definida en un intervalo

5,ti], entonces existe Ee5,1-2] tal que

b
f f(x)dx = f(1)(b-a)
a
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En realidad lo que estamos afirmando es que existe un prome-

dio de los valores de la función en el intervalo.

De_maótkaci.6n:

Tenemos que hacer 2 consideraciones

A partir del promedio de un número finito de cantidades,

por un proceso de límite, tenemos que llegar al promedio

de un número infinito de cantidades.

Como el limite puede depender de las cantidades que se

tomen y con el propósito de no cargar esas cantidades en

ningún sentido, subdividimos el intervalo 5,1i] en n par

tes iguales, y tomaremos esos puntos para evaluar la fun

ci6n.

El número

f(xl) + f(x2) + 	 + f(xn)

seria el promedio de una cantidad finita de valores de la

función y sea

b-aAl•=	 , dondepi. son los puntos de la partición, lue1	 n	 1	 —

go	 n	 n

+f(xn)	
.E Xx.)	 (b-a).f(x3)	 +f(x2)+ 	  	 1=1	 1	 _ 	_ 	

f

(b-a) n

	

b-a .E f(x.)	 Ax. .E f(x.)	 .E f(x.)Ax.	n1=1 1	 11=1	 1=1 1	 i

b -a	 b -a	 b -a
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n

f (x 1 )+ f (x2)±....+f (xn)	
.£ f(x•)nx•
i -1 1 1	 1	

b

lim	 -	 lim	 -	 	 ff (x) di: .
n.o.	 n	 n±0.	 b-a	 b-a

a

ahora como la función es continua y alcanza su máximo y su

mínimo en el intervalo, entonces el valor promedio pertenece

al rango de la función, luego para algún Ic5.,b] se tiene

f(E)- b ija	  .1-1(x)dx
a

Delínícíón: Llamamos integral indefinida de una función

continua f a una función $(x) descrita por la relación

4(x)= f
x

 f(u)du, donde a es fijo y x es variable
a

y ambos pertenecen al dominio de la función. Diremos una inte

gral indefinida, porque podríamos haber elegido cualquier otro

limite inferior y de esa manera 2 integrales indefinidas difie

ren tan solo una constante

2.2 Ahora demostraremos 2 propiedades de la integral indefini

da de una función continua

La integral indefinida de una función continua es conti

nua

Es una función creciente si f>0

Demo6titacián:

Sea [a,b] el intervalo donde f es continua, entonces por

el teorema del valor medio para la integral, tenemos para x,y

_ g n _



en el intervalo

Y
1,(Y)- •(X)= .1" f (x)dx = f (c )(y-x)

Y

donde 1E ft/ Yi

cP(Y)= (I)(x) + f(E17) (y-x)

hm “y)=	 lim Ecp(x)+ f(.71 )(y-x):]= 1(x) + f(x)0 = 4(x)
y.x	 y.x

luego la integral indefinida es continua.

Ahora si f(x)>0 tenemos que para y>x (1)(y)= cp(x) +f(Ey)

(y-x)>4(x), entonces la integral indefinida es creciente.

2.3 Teorema fundamental del cálculo (parte 1)

La integral indefinida de una función continua f(x) po

see siempre una derivada 4)1(x) y, además, $'(x)= f(x) así

d xff(u)du= f(x)
dx a

en otras palabras, la velocidad con que varia el área bajo

la curva y= f(x), cuando x crece es igual a la altura de la

curva en el punto x.

Dernotkacián:

La demostración es una consecuencia inmediata del teore-

ma del valor medio del cálculo integral. Luego para-cualesquier

valores x, x+h en el dominio de f, se tiene
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x+h
(x+h)- $(x)=	 f (u) du= f(E

h
)h, donde Ee E x,x+h

x

lim *(x+h)- 0(x)  - lin f(i) = f(x)

con lo cual queda demostrado el teorema.

Llamamos primitiva de f(x), a cualquier función F(x)

tal que F'(x)= f(x).

La parte 1 que acabamos de demostrar, se expresaría de

la siguiente manera:

Toda la integral indefinida (1)(x) de una función f(x),

es una primitiva de f(x).

Pero si nos planteamos el problema de encontrar todas

las primitivas dé f(x), es claro que aún no lo hemos resuel

to y el problema corresponde a lo que llamaremos segunda par

te del teorema fundamental del cálculo.

TeoiLenia: Toda función primitiva F(x) de una función dada

f(x), continua en el intervalo, puede ser representada en la

forma

F(x). c + *(x).
x
 f f(u)du + c
a

donde c y a son constantes, y a, x estan en el intervalo; y,

recíprocamente, para cualesquier valores de a y c, elegidos

arbitrariamente (siempre que a este en el dominio de f) esta

expresión representa una función primitiva.
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En otras palabras, la diferencia de dos primitivas

F1 (x) y F 2 (x) de una función f(x) es siempre una constante

F1 (x)- F 2 (x)= c

así, a partir de cualquier función primitiva F(x) pueden

obtenerse todas las demás en la forma

F(x)+c

mediante una elección adecuada de' la constante C. Recíproca

mente, para cada valor de la constante c, la expresión F1(x)+c

representa una función primitiva de f(x).

Dernoz thaci6n:

d  E	 dF (x)+c 1= --F (x) +	 c = F (x)+ O = f (x)
dx	 dx	 dx

luego si F(x) es una primitiva, también lo es F(x)+c. Ahora

demostraremos que la diferencia de dos funciones primitivas

es una constante.

Sea

F 1 (x)- F 2 (x)= G(x)	 luego

G'(x)= 1111(x)- F2'(x)= f(x)- f(x) =0

se puede probar a partir del teorema del valor medio del

cálculo diferencial, que una función cuya derivada se hace

cero en todas partes de un intervalo, es una constante. Por

lo tanto G(x) es una constante.
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Combinando lo que acabamos de probar tenemos

F(x)= C + 4(x)= C + 1
x
f(u)du

a

Ahora, aquí estamos usando dos conceptos: integral in

definida y función primitiva, en base a unificarlos haremos

la siguiente observación:

Consideremos la función f(x)= fi. Entonces la integral

indefinida es
3	 3

2	 '5	 2	 7
(15(x)-= - x	 -	 - a

3	 3

y como el dominio de f(x) es	 EP,<-) entonces tanto X como

"a" son no-negativos, y de esa manera la función

3
2	 7X + 5
3

es una función primitiva que no es una integral indefinida,

luego agregando a la integral indefinida la constante c,

evitaríamos este problema. Así definiremos de nuevo el con

cepto de integral indefinida.

Delíníca'n: ch(x) 	 es una integral indefinida de una fun-

ción continua f(x) si es de la forma

4)( x ) = C + f
x

 f(u)du,
a

donde a es fijo y x varia

ble y ambos están en el do

minio de f.
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De esta manera, ya no habrá necesidad de distinguir en-

tre función primitiva e integral indefinida pues ambos con-

ceptos coinciden.

2.4 Ahora deseamos mostrar la igualdad (parte II del T.F.C.)

f f(u)du= F(b) - F(a)
a

donde F1(X)= f(x) y f(x) es continua.

Demo6titacAión:

Sea 4)(x)= f f(u)du y F(x) otra primitiva
a

luego	 Çb(x)= F(x)+C

0= t(a)= F(a)+C

c= -F(a) y

A TEMA TIIAS
CA

evaluando en b, tenemos

f f(u)du= F(b)- F(a)
a

con lo cual completamos lo propuesto
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CAPITULO III

TEOREMA FUNDAMENTAL CON INTEGRAL DE LEBESGUE. Nuestro

propósito ahora es estudiar las relaciones

1)
b
 ff' (x)dx=	 f(b)- f(a)	 donde la intearal
a

es la de Lebesgue

2)dx ff(y)dy= f(x) 	 Y las funciones

a	 son medibles.

Dicho en otras palabras, queremos establecer las condi

ciones en las cuales se dan las igualdades, solo que ahora

estamos abarcando una familia más amplia -de funciones, las

funciones medibles y hemos generalizado nuestro criterio de
•

equivalencia de funciones. Hablando más exolícitamente,¿quá

condiciones debe cumplir la función para satisfacer la igual-.

dad? Para satisfacer la igualdad 1), como veremos posterior-

mente, la función f debe ser absolutamente continua, y en la

relación 2), sólo necesitamos que f sea integrable seaún Le-

besgue, (en el caso de la integral de Riemann, necesitamos

que f sea continua en el punto considerado).

Observemos un poco más la relación 1) antes de em pezar a

construir la teoría para su demostración; para ello obtendre-

mos una función continua en el intervalo real [0,1], cuya
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construcción esta basada en el conjunto de Cantor de medida

cero. Sea n una función que tiene un comportamiento constan

te en cada conjunto que se ha quitado, de la siguiente manera

y sea f= lim f
n ; a esta función le llamamos función de Cantor

y observemos una característica en la cual estamos especialmen

te interesados; la función tiene derivada cero en [0,111-C (don

'de C es el conjunto de Cantor), en otras palabras tiene deriva

da cero en casi todo el intervalo y aún así crece de O al 1.

¿Verifica la relación uno?

1
f f'(x)dx = f(1)-f(0).
O

Como la derivada es cero casi-dondequiera en el inter-

valo D,1] tenemos que el miembro de la izquierda vale cero,

mientras que f(1)=1 y f(0)=0, luego el miembro de la derecha

vale 1; no cumple con la igualdad a pesar de ser el límite uni

forme de funciones continuas y por lo tanto continua, luego no
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basta que sea continua y derivable casi-dondequiera como en

este caso. Como ya hemos dicho se necesita que la función sea

absolutamente continua, que es una condición mucho más fuerte.

En el caso elemental de una variable, usando la integral

de Riemann necesitábamos que la función estuviera definida en

un intervalo La,bi y continua, por lo tanto acotada, lo cual

sólo permite aplicar el T.F.C. a una familia un poco reducida

de funciones; usando la integral de Lebesgue, no tendremos la

restricción de que la función sea acotada con tal de que sea

integrable (la función puede ser += en un conjunto de medida

cero).

También las afirmaciones que haremos, tendrán un dominio

mucho más amplio, debido a que se ha generalizado el concepto

de igualdad de funciones. Consideremos iguales a dos funcio-

nes si difieren sólo en un conjunto de medida cero.

Como puede observarse, ambas funciones tendrían la misma

integral, debido a que usando la aditividad de la integral, Po

demos separarla en dos conjuntos: uno donde ambas funciones

son iguales y el otro donde difieren, como este tiene medida

cero, las integrales - son iguales.
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Otra de las diferencias que tendremos se refiere a los

teoremas de convergencia. Usando la integral de Riemann po-

demos afirmar el cambio entre límite e integral si la función

f esta definida en un intervalo 5,15.1, es acotada y la conver

gencia de las f
n
, tales que hm f

n
=f se realiza uniformemente;

en cambio con la integral de Lebesgue no necesitamos que las

funciones sean acotadas, sino integrables; y la convergencia

no necesita ser uniforme sino nada mas puntual.

En el caso de que las funciones sean acotadas, ambas in

tegrales, la de Riemann y la de Lebesgue, coinciden (si la

integral de Riemann existe). Muchas funciones que no son inte

grables según Riemann, como por ejemplo

O	 Si XE ED,n—o
f(x)=

1	 si xcl2

de comportamiento muy sencillo porque se puede considerar equi

valente a la función idéntica a cero, no son integrables según

Riemann pero si según Lebesgue, así la integral de Lebesgue

abarca una familia mucho más amplia de funciones; nos estamos

refiriendo obviamente a la familia de funciones medibles. Por

otra parte, las propiedades algebraicas de la integral de Pie

mann también las posee la integral de Lebesgue, y por último,
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Sea ahora una función f no-acotada, definamos f n como

sigue

fn(x)=

f(x),	 si f(x) sn

r.	 si f(x) >n

Observemos lo siguientes: las f
n son acotadas, no negati

vas, la sucesión es creciente y f n.f; por el teorema de la

convergencia monótona, podemos afirmar que

ff = flim fn
= lim ff

n ;

así, dado E>o podemos encontrar una N, tal que para toda

n3N se tiene

Iff	 -	 ffn
l < c

A	 A

luego, como f> fn

f (f-fn) < 7
A

Calculemos

f f=	 f(f-fN) +	 ffN <
+ NmA

A	 A	 A

haciendo mA<C-	 E2N ' obtenemos

ff <	 E NE , r

A
2 2N



la integral de Lebesgue maneja límites con facilidad mien-

tras que la integral de Riemann no. Con lo dicho anterior-

mente, nos damos cuenta de que la integral de Lebesgue re-

presenta una generalización y una herramienta mucho más po-

derosa. A continuación nos ocupamos de la demostración de

algunos teoremas que nos llevarán a la caracterización de

las funciones que cumplen con las igualdades 1) y 2).

"reate= L- Continuidad absoluta de la integral. Sea f

una función no-negativa integrable sobre un conjunto E. En-

tonces, dado c>o, existe 6>0 tal que, para cada conjuntó ACE

con mA<6, tenemos

ff <E
A

19.7lueba0- Haremos la demostración en dos pasos. El primer paso

consiste en él caso acotado. Sea f tal que

If(x)1 <M, para toda XcE, calculemos

ff < fM = M mA, luego haciendo mA=.— 16,
A	 A

se tiene
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con lo cual tenemos que la integral como función de conjunto

es absolutamente continua.

Definición: Sea d una colección de intervalos. Entonces

decimos que d cubre un conjunto E es el sentido de Vitali, si

para cada E>o y cualquier xEE, hay un intervalo IEd, tal que

xEI y 1(I)<E. En otras palabras cada elemento del conjunto

esta cubierto por intervalos arbitrariamente pequeños.

A continuación demostraremos un teorema sobre cubiertas,

el lema de Vitali el cual será muy importante en las demostra

ciones posteriores.

Lema de Vitali. Sea E un conjunto de medida exterior fi-.

nita y d una colección de intervalos que cubre a E en el sen-

tido de Vitali. Entonces dado E>o, existe una colección dis-

junta finita {Ii, I2,....,In} de intervalos en d tal que

N
1- E - Din-1 <E

n=1

Este teorema nos permite lo siguiente:

a) Sustituir el conjunto de medida exterior finita por

una unión finita y ajena de intervalos con un error

menor que E, lo cual nos da una precisión bastante

aceptable.
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b) Al sustituir el conjunto E por una colección de in-

tervalos, tenemos un fácil manejo, además como la me

dida exterior siempre existe, no nos impone gran res

tricción, salvo la de que sea finita.

Demostración.- Lo probaremos para el caso en que cada

intervalo de la colección sea cerrado, lo que no impone nin

guna restricción puesto que la medida de un cerrado y el a-

bierto correspondiente es igual, y elegimos un conjunto 0

abierto de medida finita que contenga a E tal que cada inter

velo de la cubierta de Vitali este contenido en el.

Vamos a elegir una sucesión de intervalos disjuntOs de

d por inducción. Supongamos que I, I 	1	 2	 In han sido ya

elegidos y sea

K
n = sup.{L(I)1 I Ik=0,

ya que cada ic0, tenemos

k
n
 m0 <=

si E c.0 T. entonces1=1-1'

m * L E U
11 

I . = m=m= Cl<E=1-

y tendríamos la afirmación
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si E C a lI i , entonces el siguiente intervalo lo podemos

elegir de tal manera que

L(1
n+1

)> kn-7 y n+1 disjunto de I l' I 2
,....

'n
;

así sucesivamente elegimos los intervalos siguientes, luego

kn+i = sulO{L(I) I InIk =4), k=1,2,...,n+1}

y tendremos una sucesión I
n
 de intervalos disjuntos que, por

la forma en que se eligen, van agotando todo t

ya que UIn c0

L(UIn)= EL(In) s m0 <"

y como la serie converge, su "cola" tiende a cero, por lo

tanto podemos encontrar una n tal que

CO

E	 L(1i ) <	 •
'i=n+1

sea R = E - .0 1 I.1=

el lema quedará establecido si podemos demostrar que

m*R= m* LE -.0 I.]< E.1=1
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Sea xER, va que u1 I es un conjunto cerrado que no

cont iene a x, podemos encontrar un intervalo Icd, el cual

contiene a x cuya longitud es tan pequeña que es ajeno a

cualquiera de los intervalos T 71
-1 2'	 n

Cabe hacer notar que si los I
n
 fueran abiertos no po-

dríamos hacer la afirmación anterior; por eso losinterva-

los los elegimos cerrados. Tenemos pues

para in, luego

L(I)1 k
n
 < 2L(In+1 )

•

ya que limL(I)= O y la sucesión {Ii} esi÷.

exhaustiva, el intervalto I debe tener intersección no vacía

con alguno de los I.

Sea N el menor entero tal que InI__47

L(I)ck	 C 2 L(IN )

ya que xcI y I tiene al menos un punto común con In se si-

gue que la distancia de x al punto medio de I
N
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IN)	 5L(IN) es a lo más L(I) + L(2

así xcilm que tiene el mismo punto medio que IN y 5 veces su

longitud, luego cada elemento de R lo podemos incluir en un

JN' entonces

R C5	 Y 	 L(In )).=N=n+1 jn	 N=n+1	 n	 5 • S
= E

luego (

m* EE- .01 Ii--9 <1=

que es lo que queríamos demostrar.

D

f (x)

f(x)

=

=

DERIVADAS DE DINI

f(x+h)	 f(x)lim+
hn

f (x)- f(x-h)lim+11±D

D+

D

f(x)

f(x)

=

=

lim f(x+h)- f(x)

f(x)-

h

f(x-h)

hn+

lira+
hn



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
EL SARER b AtIS

RARA MI GRAKDEZ.A

Delj.Lruici.ón : Si D+f(x)= D+f(x)= D-f(x)= D_f(x)+- 	 ,

decimos que f es derivable en x y definimos la derivada f'(x)

como el valor común.

A continuación demostraremos un teorema que da una cota

para la integral de la derivada de una función creciente.

Teo,tenn.- Sea f una función creciente de valores reales

sobre un intervalo	 [a,b]. Entonces f es derivable casi-donde-

quiera,, la derivada f' es medible y de variación acotada

ff' (x)dx	 f (b)- fía)
a

PAIleba: Para demostrar que la función creciente es deri-.

vable, se demostrará que el conjunto donde las dos variables

son distintas tiene medida cero.

E= {xID-F f(x) >D_f(x))

Los otros conjuntos que resultan de las otras combinaciones

se pueden manejar de igual forma.

E= U	 E	 donde E	 ={xIDf(x) >u>v> D f(x) 1;
u,vEQ	 u,v	

u,v
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queremos demostrar que m*E u,v=0*

Sea s= m*Euv y E>0 y encerramos el conjunto Eu,v en

un abierto O

Eu,v

O

con m0<s+e, o sea se eligió un abierto O que contiene al con

junto con un error menor que E.

Para la demostración, lo que haremos será acotar la va-

riación de la función en intervalos cerrados muy pequeños

usando el hecho de que las derivadas existen.

Para cada xe Eu,v existe un intervalo arbitrariamente

pequeño Eix-h,x1I contenido en O, tal que

f(x)- 1(x-h) <vh,

estamos usando que D_f(x) existe y que D_f(x)<v.

Por el lema de Vitali podemos escoger una colección fi-

nita 
{Il'I2 	 } de intervalos cerrados cuyos interiores

cubren a un subconjunto A de Euv de medida exterior más gran

de que S-E
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N	 N	 N
E	 E f (x )- f (x -h )c 	 vh =	 E h <vm0<v(s+c)n=1 —	 n	 n	 n	 n=1	 n	 n=1 n

Ahora cada punto y a A es el punto final izquierdo de

un intervalo arbitrariamente pequeño (y, y+k), el cual está

contenido en algún In y tal que

f(y+k)- f(y)> uk,

aqui estamos usando que D +	 +
f(x) existe y que Df(x)>u.

Usando el lema de Vitali de nuevo, podemos seleccionar

una colecci6n finita {j11j2, 	 j} de tales intervalos ta

les que en uni6n contiene un subconjunto de A de medida exte

rior más grande que s-2e. Entonces sumando sobre todos los

intervalos

.E f(y.+k.)- f(y.)>u	 .E1 ik	 > u(s-2s)1=1	 2_=

Cada ji está contenido en algún intervalo In y si suma

mos sobre todo los i, los cuales cumplen ji c In, entonces

Z	 f (yi+ki) - f(y)1 < f (x) - f (xn-hn)

ya que f es creciente



TICAS

	

N	 N	 N

	

E	 1 f (x )- f (x -h ) l< E vh =	 E h <vm0<v (s+E)
n=1	 n	 n	 n -	 n=1	 n	 n=1 n

Ahora cada punto y E A es el punto final izquierdo de

un intervalo arbitrariamente pequeño (y, y+k), el cual está

contenido en algún I n y tal que

f(y+k)- f(y)> uk,

aquí estamos usando que D +f(x) existe y que D+f(x)>u.

Usando el lema de Vitali de nuevo, podemos seleccionar

una colección finita {j 1 , 1 2 , 	 j } de tales intervalos ta

les que en unión contiene un subconjunto de A de medida exte

rior más grande que s-2E. Entonces sumando sobre todos los

intervalos

1

	

>.	
1

E
1
 f(y.+k

i
 )- f (y.) u 1 E 1 

k.> u(s-2e)

Cada j i está contenido en algún intervalo I n y si suma

mossobretodolosi,loscualeseumplenj.ci
n , entonces

E Ef(yi+ki )- f(yi ) 1 c f(xn)- f(xn-bn)

ya que f es creciente



así gn (x) converge a g (x) . Pero como f es medible Por ser

creciente, gn también y así g (x) , luego £' (x) es medible.

Demostraremos ahora que la integral de la derivada de

la función f creciente está acotada por arriba por f(b)-f(a).

Observemos que ya que f es creciente, tenemos que g(x)

)0, luego usando el lema de FATOU

1íg Slim fg = lim fn 	 (x+lí) - f(c) IJdx
a	 a n	 a

1= lim nf	 E: f (x+ E) f (x) dx:
a

	

definirnos f (x) = f (b) para x3b,	 luego

1b+ —
= lim n r-	 nf (x) dx -	 f (x) dx]

a+ 1	 a
rl

1

	

bh-
1 	a+ —

= lun n	 (x) dx + 1	 nf (x) dx -	 f(x)c	 ¡ nf (x) dx]
a+ 1-.7	 a+—	 a

,1

1f
c lim	 (b)	 f	 Ti)	 -	 E f (b) - f (a+ —

n )
 n

1
= lim f (b) - lira f (a+ —)=	 f (b) - f (a) .

f' (x)dx	 f (b) - f (a).
a

Así



Podemos observar que además de que f'(x) es integrable, es

finita casi-dondequiera

Definición.- Una función f es de variación acotada si

la variación total es finita, y lo denotamos

T
b
 f= finita.

a

La importancia de las funciones de variación acotada

estriba en que se pueden escribir como la diferencia de dos

funciones crecientes; en otras palabras, si una función es

de variación acotada, entonces su f'(x) existe casi-dondequie

ra y es medible. Entonces, si f(x) es de variación acotada,

f(x)= g(x)- h(x),donde g y h son crecientes

fg'(x)dx c g(b)- g(a) Y
a
b

ih r (x)dx C h(b)- h(a)
a

pero como no podemos restar desigualdades, no podemos ge-

neralizar el resultado. Pero ¿porqué no se puede generali

zar el resultado?; porque en realidad pedir que una función

sea de variación acotada es pedir poco, se necesitan funcio

nes muy patológicas para que no sean de variación acotada.

Además como se pudo haber concluido, la función de Cantor es
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una función de variación acotada en el 1-6,1.1 y como ya vi

mos no cumple con la igualdad uno, luego no es suficiente

que sea de variación acotada pare que cumpla con la igual

dad uno, así puede observarse que necesitamos una condi-

ción más fuerte, que es, como lo hemos venido diciendo,

la continuidad absoluta.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (PARTE UNO)

Ahora nos referimos a la igualdad uno, o sea a

If(y)dy=
dx a

f (x)

queremos demostrar que la igualdad se tiene c.d. si f(x) es

integrable según Lebesgue, que es un resultado más general

al que se tenia usando la integral de Riemann, donde se ob

tiene la igualdad si x es un punto de continuidad de f. Para

concluir esta relaci6n, realizaremos los siguientes pasos:

Demostrar que la integral indefinida es continua

Demostrar que la integral indefinida es una función

de variación acotada y que por lo tanto existe su-

derivada casi-dondequiera en el intervalo 5,51 de.	 _

definición

3) Usando que f es integrable secán Lebesque concluir

la igualdad.



La parte uno ya está demostrada, puesto que ya se vió

que la integral indefinida es absolutamente continua. Demos

traremos ahora que la integral indefinida es una función de

variación acotada

Sea

F (x) = ff (y) dy
a

y a= x o <xl<x2<...<xk_ 1<xkcb cualquier subdivisión de 5,b].

Calculemos la variación

n	 .

5_1 1 IF(xi )- F(xi-1)1=iIl l /x11(Y)dY- /xi_if(y)dyl
a	 a

k	 x,	 k x,
iE1 II sl(y)dyl	 E 	 s If(y)Idy= falf(y)Idy.=	 x	 ii-1	 =1 xi_i

Tomando el sup sobre todas las particiones

T(F)1 f If(y)Idy <c , puesto que f es integrable,
a	 a

luego F(x) es de variación acotada por lo tanto derivable

casi-dondequiera en 5,E2].

A continuación demostraremos que F'(x) = f(x) c.d. en

ria,b] para ello estableceremos los siguientes 3 teoremas;

el primero lo necesitaremos para asegurar la igualdad de dos
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funciones c.d., a travós de que la integral de su diferencia

sea cero; el segundo en el caso acotado y el tercero es la ge

neralización.

Teoitema 1.- Si f es integrable sobre Ea.,) y

af(t)dt=o

para toda xe5,j, entonces f(y)=0 c.d. en ra,r5j.

Dernaóttact6n.- Haremos un razonamiento por contradicción.

Supongamos que f(x)>0 sobre un conjunto E de medida positiva.

Entonces existe un conjunto cerrado F C E, con mF>0.

o

Sea	 0= (a,b)-F

0= faf = ff + ff por hipótesis.F	 0

Por el supuesto

0 - ff = ff = rj1
r nfwdt,

F	 0	 an

donde	 0= neill(an' bn)°

Como la integral es diferente de cero, para algún n de-

bemos tener



b
I n f T O, y así, una u otra
a
n

a
I n f=0 o In1+0,
a	 a

y en cualquier caso tenemos que si f es positiva en un conjun

to de medida positiva, para algún xs5,111:1 se tiene faf 1 O lo

cual es una contradicción, luego tenemos la afirmación.

Teorema.- Si f es acotada y medible sobre 5„] y F(x)=

faf(t)dt entonces F I (x)= f(x) para casi-toda x en 5,1].

Prueba,- Como ya sabemos que F es de variación acotada so

bre Ea,b], sabemos también que F'(x) existe para casi toda

XE 51

Sea Ific k, entonces

fn (x) -	 1

X+ 1	 x	 X+ - ,= nEI	 (t)dt	 f(t)dtj= n f	
n
r(t)dt

a	 a

pero como if(t)1‘ k, tenemos

1x+ -
cn	 f	 n k dt = nk • 1 = k,

•
F (x+ -2, 

1
T) - F (X) 
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así I fn (x)	 k, luego tenemos una sucesión en funciones acota-

	

das n '' tal que fn ( x)	 F' (x) .

Por el teorema de la convergencia acotada, para cualquier

C E ra,L3.

c F(x+ 1c	 c	 )- F(x)n	f F ' (x) dx = lira f fn (x) dx = lira!	 dx1a	 n-/-00	 a	 n±c. a ñ

1= lim n f EF (x+	 - F (x) dx
n±co	 a

= lira nrIF (x+ 1) dx- 1 F (x) dx 1n.„	 a	 n	 a

c

	

	 c1= lira n f F (x+ -) dx-	 lira n f F (x) dxnn+00	 a	 n+or,	 a

1	 °c+-	 c
= lira n f n F (x) dx	 - lira n f F (x) dx

1	 n+00	 aa+-n
1c	 c+ -	 a+ I	 c

= lira n [1 F (x) dx +f	 n F (x) dx =	
n

f	 F(x)dx - f F(x)dx1
n÷co	 1	 c	 1

a+i-1-	 a	 a+-n
1c+-1 	 a+ -

= lira n E f	 n F (x) dx- I	 n F (x) dx -1
n+00 c	 a-

=
n÷co

1	 a+Ic+•
f c	 (x) dx	 1 a 

nF (x) dx

1
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Como F es continua

= F (c) - F (a)

luego f
a1"(x)dx = F(c)- F(a), pero ! f(x)dx = F(c)- F(a),a

por lo que fa EF' (x) - f (x) dx =0	 Y

F'(x)= f(x) c.d.

La idea es que si la función f está acotada, los prome

dios también están acotados y convergen hacia la derivada de

la integral indefinida, así podemos aplicar al teorema de la

convergencia acotada para cada elemento c del intervalo y a

través de que la integral es cero para cada elemento del in

tervalo obtener la igualdad F'(x)= f(x).

Techen/a.- Sea f una función integrable sobre r5,151, y_

sea

F(x)= f
x
 af ( t ) d t

entonces F'(x)= f(x) para casi-todo xcra,151.

DemoWtacA16n.- Cabe hacer notar aue ya estamos en el caso

general puesto que no estamos pidiendo que f sea acotada.

AO



ya que

ff= f
+ 

- If

y ambas f
+
, 1 son positivas, entonces

x
F(x)= f

a
f (t)dt - f

ar(t)dt y

F'(x)= 14-(x)- f-(x)= 1(x), podemos suponer que la fun-

ción f es positiva

4

Sea pues f() y

f(x), si f(x)s n
f(x)= {
n si 1(x)> n

luego fn f y 1- fn ;10,

así	 G n (x)-= I (f-f n ).a

G
n
 es una función creciente en x, porque f-f

n
.�.0, entonces de

be tener derivada casi-dondequiera y su derivada debe ser no-

negativa
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F(x)= f f(t)dt = I	 (f-f )(t)dt + f f (t)dt.
a	 a	 n	 a n

F I (x) = un número no negativo + 111(x),

luego, Fl(x)›fn(x),

y así es mayor o igual que cada f n , entonces es mayor o igual

al sup:

F 1 (x)	 f(x)

f
b	 b

 F 1 (x)dx ) I f(x)dx	 = F(b)-F(a).
a	 a

así

f
b

aF t (x)dx	 F(b)-F(a)

Como la función f.›.(), entonces F(x)= I f(t)dt
a

es creciente y

b
F' (x)dx (F(b)-F(a)?

a

luego

f
b
 F'(x)dx = F(b)-F(a),
a
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pero

f f(x)dx = F(b)-F(a)
a

entonces

I EF' (x)-f (x) ]dx =07 y como F' (x)-f (x)
a

entonces

F' (x)-f(x)=0 Y	 F'(x)= f(x),

con lo cual tenemos la igualdad dos.

También podríamos haber hecho

F(x)= F(a)	 I f(t)dt
a

sin que hubiera cambio alguno.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (PARTE II)

Caracterizamos las funciones tales que

f'(x)dx= l(b)-f(a);
a
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como ya hemos dicho, f debe ser absolutamente continua.

Delitión.- Una función de valores reales en Ea,bIl se di

ce absolutamente continua en 5,4?-i si dado E>0 existe 6>o, tal

que

If(Yi)- f(xi)ke

para cada colección finita ajena de intervalos tal que

.Ey -x l<-i=ii6

dicho en otras palabras, la variación total en un abierto,

tiende a cero, cuando la medida del abierto tiende a cero.

Teotem.- Si f es absolutamente continua en 5,12, enton

ces es de variación acotada en 5.,}-2].

Nueba.- Como es absolutamente continua, entonces, dado

E=1, existe un 6>o tal que

si iE1 ly1-xj<6,entonces i1Elf(37)-f(xii < •==

Sea 6 el de la definición de continuidad absoluta, que

corresponde a E=1.
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b-a
k=

L 6
el entero mayor

Sea

Damos una subdivisión

a= x. < x l < x 2 <....< xn = b

agregamos puntos a fin de obtener un refinamiento donde cada

intervalo tenga longitud menor que 6.

Sea { t
i

Ii=1, 2,....,k	 tal refinamiento, aplicando la

continuidad absoluta, tenemos que

luego

k	 k
Elt-t1<b-a,yentoncesL.,Ifit.)-f(	 )I<k;i=1	 i-1	 i=s	 ti_i

tomando el sup

T
b

 f	 k, luego f es de variación acotada.
a

Por lo tanto ya tenemos que una función absolutamente conti-

nua es derivable casi-dondequiera.
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Teotema.- Si f es absolutamente continua en 5,11C] y l'(x)=0

c.d., entonces f es conrstante.

DenumtAacZ5n0- Deseamos probar que f(a)= f(c) para toda

ca5,12.

Sea

E= (xc(a,c)If'(x)=0}

mE= c-a (puesto que f' (x)= O c.d. en 5,12)

Sea d una cubierta de Vitali del conjunto E, luego para

cada xcE, existe h tal que Eix, x-Fh] c (a,c), donde los h

son suficientemente pequeños para darnos una buena aproxima

ción de la derivada. Sean e, n números positivos arbitraria

mente pequeños.

Para h suficientemente pequeño tenemos

f(x+h)- f(x) 
<n, o sea

If(x+h)- f(x)I < fi h.

Sea Exk, 
k'1
	 colección finita ajena que cubre casi

todo E salvo un conjunto A con mA<6(donde 6 es la correspon-
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diente al E de la definición de continuidad absoluta).

Consideremos un orden de los intervalos, de modo que

y e =a ‘xl<	 x2< y2<...<xn< yn cc= Xn+1

k 0 lxk+1- yk
l<6 entonces j o if(xk+1)- f(yk)I<c

í 

por la continuidad absoluta. Aplicando 1, tenemos

kit I (Yk)- f(xk)l<	 kI l lYk-xk l<	 (c-a);

calculemos ahora

	

if(c)-f(a) IC kE l	 if(xkl_1)- f(xk) I

	= k=E1	
if(xk+1 )-f(yk)+ f(Yk)- f(xk )1

	

k E l	 If(Xk+1)- f(Yk)14-k-11 if(Yk)- f(xk"

< 6+ n (c-a) .

Como E y ri son positivos arbitrarios, tenemos que

f(c)- f(a) =0

f(c)= f(a), como c es arbitrario entonces la

función es constante.



reo/lema.- Una función F es una integral indefinida si y

sólo si es absolutamente continua.

Pflueba.- Si la función es una integral indefinida ya de

mostraremos que es absolutamente continua. Faltaría por demos

trar que si es absolutamente continua, entonces es una inte-

gral indefinida.

Sea F una función absolutamente continua sobre 5.45]._

Entonces F es de variación acotada y la podemos escribir co

F(x)= Fi(x)- F2(x)

donde F 1 y F 2 son funciones crecientes, y asé F' (x) existe

casi-dondequiera en 5,b1 y

IF1(x)k F1' (x)+ F2 '(x)

(x) dx c 1 F1' (x)dx+ F2' (x)dx F1(b)-F1(a)+F2 (b)-F2 (a) <=
a	 a	 a

por lo tanto IF'(x)1 es integrable y en consecuencia F' (x)

también
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x
Sea G(x) = f al"(t)dt, entonces G es absolutamente contí-

y así f(x)= F(x)- G(x), también es absolutamente confi-

ar, y se sigue que

f i (x) = F v (x)- G'(x)= F'(x)- F'(x)= O, entonces f(x) es

constante

F(x) = constante + G(x)

Valuando en a, tenemos

F(a)= constante +G(a), pero G(a)= O.

F(a)= constante, luego
b

F(x)= F(a) + f F'(t)dt,
a

si es absolutamente continua, entonces es una integral

definida. De esta manera tenemos que cada función absolu

mente continua es la integral indefinida de su derivada,

uego

f

b
 F'(t)dt = F(b)- F(a).

a

enemos así la igualdad si F es absolutamente continua y de

esta manera hemos generalizado la parte dos del teorema fun

amental del cálculo.
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CAPITULO IV

TEOREMA DE RADON Y NIKODYM

Considere la siguiente función de conjunto

V(E). I f(x)dx
E

donde f es una función medible e integrable en cada conjunto

compacto. Esta función es completamente aditiva y absoluta-

mente continua, en el sentido de que V(E) tiende a cero con

la medida de E. Nuestro propósito es demostrar que la deriva

da de tal función coincide con f en casi todo punto.

El teorema de Radon y-NikodyM afirma que cada función

de conjunto no-negativa completamente aditiva y absolutamen

te continua con respecto de una medida a-finita, es la inte

gral de una función respecto de dicha medida.

Es decir existe una función f medible no-negativa tal que

V(E)= f fdM
E

lo anterior es suficiente porque si v es una medida consi-

deraríamos la parte positiva y negativa de V, y así tendría

mos

v
+
(E)= f f

+
dM	 y	 v (E)= f f dM

E
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donde al menos una de ellas es acotada, luego

f(x) =+ (x)- f (x)

Realmente el teorema de Radon y Nikodym es un reciproco

restringido de lo siguiente:

Fija una función integrable f, se asocia a cada conjunto me-

dible E, la integral de f en E, definida

f f dM =	 f f IE dM
E	 x

La función así obtenida puede tomar en caso de no ser

acotada los valores	 pero sólo uno de ellos. Como

puede observarse puede tomar valores positivos y negativos,

luego es una medida con signo definida en la misma a algebra

que M.

Si V es la función definida

V(E) =	f f dM
E

donde M es a-finita, no-negativa y completa, definida sobre

una a-algebra B y la función f es integrable no negativa;

entonces es una función completamente aditiva, a-finita y

una medida absolutamente continua respecto M.

Dicho de una manera más simple. Dada una función f medi

ble e integrable, la función de conjunto

v(E)= 1 f dM
E
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es completamente aditiva y absolutamente continua respecto

de M. Ahora dada una medida v que es absolutamente continua

respecto de M, ¿existe una función f tal que

v(E)= f f dM
E

La respuesta será afirmativa solo en el caso en que M sea

a-finita, por eso decimos que el teorema de Radon y Nikodym,

es un recíproco restringido.

Temerna: Sea M una medida c-finita, no negativa y com-

pleta definida en una a-algebra B de X, y f una función in

tegrable respecto a M. Para cada medible E sea

v(E)= f f dM
E

entonces, v es una medida con signo, a-finita y continua res

pecto de M.

Demo&thactión: Suponemos aue f 0. Si E= •, entonces f.Ich

se hace cero dondequiera y así

v(0)= ff I dM = O

además, v(E) O. Ahora demostraremos que v es a-aditiva

Sea (En } una sucesión disjunta de conjuntos en B, tal

que
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n
E= 

n=U1 En	 y	 f n = E 1 f	 IEx , así
K=

	ffn dM =I k E 1fIEK	k
dM= E 1 ff IEK 

dM= k E 1 v(Ek )=== 

luego tenemos que

	

v( nU1 E n	 k)=	 E 1 v(Ek )== 

ya que fn	es una sucesión de funciones medibles no-negati-

vas creciente que converge a f IE , aplicando el teorema de.

la convergencia monótona

v(E)= ffdM= ffIE dM= flim f n	k ndM= lim	 E1 (Ek	 k)= E 1 v(Ek )==E	 n±.	 n÷.

con lo cual tenemos la a-aditividad.

Probaremos ahora que la medida v es a-finita si M lo

es. Sea {xk } una descomposición de X, tal que_M(x k)< m para

k=1,2,....	 . Definimos

Xjk=	 {xsXk : f(x): j} para	 j,k=1,2,3,...

ahorav(.) = f	 f dM	 jM(Xjk	 Xjk)<-
X
jk

con lo cual la medida v es a-finita.

Es continua respecto de M porque si M(E)= O, entonces

v(E)= O. Esto completa la demostración cuando f es no-negati

va.
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Si f es una función arbitraria integrable respecto a

M, consideraremos las partes positiva y negativa de f y de

finimos

v
+
 (E)= f f+ dM	 v (E)= f f dM

E
	

E

para cada medible E y es claro que v=v+ -v- y que v+ y

son medidasmedidas a-finitas, no-negativas y continuas respecto

de M, y una de ellas al menos es acotada. Por lo tanto v
•

es también a-finita y continua respecto a M.

Lema: Supóngase que para cada a en un conjunto conta-

ble D de números reales, existe asignado un conjunto BaEB,

tal que Ba cB O si a<0. Entonces existe una función medible

de valores reales extendidos f sobre X tal que l‘a sobre

Ea y f3a sobre X-Ba.

?tacha: Para cada xEX, sea f(x)= inf {a IxEB a } o sea

el índice del primer conjunto que lo contiene. Es evidente

que inf (1)=-.

Sea xtBa y si Ea es el primero que contiene a x, ten-

dríamos que f(x)=a, pero si no lo es, tendríamos f(x)<a,

así, si xEsa, entonces f(x)a.

Si xiBa, entonces xEB para I>a porque la sucesión es

creciente, así f(x)>a, luego
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{x1f(x)<a} c Ba= {x1f(x).<a}

luego f(x)la para xEBa y f> a para xEX-Ba así tendríamos la

afirmación en el caso en que f sea medible, que es lo único

que faltaría por demostrar.

Sea a cualquier número real

entonces

(xlf(x)<EL)=	 Bs

demostraremos la igualdad:

Si f(x)<a, entonces XEB 0 para algún 0<a.

Si XEB
0
 para algún S<a, entonces f(x)10<a. Luego los

conjuntos son iguales y como cada uno de los B
0
 es medible

la unión es medible y así f es medible.

Lema: Supóngase que para cada a en un conjunto contable

D de números reales, hay asignado un conjunto B a e B tal que

M(Ba - B
0
 )= O para cada a<0. Entonces existe una función me

dible f tal que flÇa cod sobre Bu y f .?.a c.d sobre X-Ba.

Demo4tArle,t6n:

Sea C= al í3Ba - B s = ;y e	 (Ba - B0)

M(C)= M( al s (Ba - B s )) 1 a I s M(Ba - B s )= O

1
Sea Ba = BaUC. Si a<$, tenemos Ba - B =(Ba - B s

)- C= Çb.

entonces Ba C B por el lema anterior, existe una función

medible f tal que
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fla sobre Ea y fa sobre X-Ba

así

fa sobre Bei y f3a sobre X-Ba, excepto por los XeC,

y como C tiene medida cero, tenemos que

fla c.d sobre Bu y f3a c.d sobre X-Ea.

Tenherna: (Radon y Nikodym): Sea (X, B, M) un espacio me

dible o-finito, y sea v una medida definida sobre la o-alge

bra FI, la cual es absolutamente continua respecto a M. En-

tonces existe una función medible no-negativa f tal que para

cada conjunto E en B tenemos

v(E)= f f dM
E

• La función f es única en el sentido de que si g es cual

quier función medible con esta propiedad g=1 c.d. [M]

Pweba: Suponemos primero que M es finita. Entonces

v-aM es una medida signada para cada número racional a.

Sea (A
a
, B

a
) una descomposición de Hahn para v-aM, y

tomamos A0-X, B0=4) (porque v y M son medidas no-negativas).

Ahora, como B
a
 - B

1
 = B

a
 A tenemos que

0

(v — aM) (13	 E s )	 Oa

(V — 6M) (E
a
 — B)	 O

Y

Si a<O, entonces
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v(B - B
O
)- aM(Ba - B )40 C v(B a - B )- SM(Ba - B )

(S - a)M.(Ba - B )CO

como S- a>0, tenemos que M(B
a
 — B )= O

Luego existe una función medible f tal que para cada

racional a, tenemos fet c.d sobre Aa y f4a c.d sobre E.

Ya que B 0 =4), podemos tomar a f como no-negativa.

Sea E un conjunto arbitrario en E, y sea

Ek = EO(Bk+i - B k), E. = E - kpi Bk

N	 N	 1

entonces E= Ell, kg° Ek por construcción esta es una unión

disjunta, luego

CO

v(E)= v(Ew) + k E0 v(Ek)

como Ek= 
En(Bk+1 Bk ) =	 E n (Bk+i n Ak)

N	 N	 N	 1

así

Bk+1 Ak
N	 N

+luego f 4 kN1
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(1) S.f f dM
Ek

k+1N M E
k

así

k+1MEk	 vEk '	 N M Ek

quitando vEk

k+1- vEk 1 01N M Ek - vEk

multiplicando por -1

n,
vEk - k+1 rin

k	O	
vE

k -
	 - M EN	 N	 k

Sumando con (1)

+ 5,111-1.MEk+1vEk - _rMEk 
+ 

N
= kME 1 f I	 dd}4 1 	 vE -kME

k N k	 N kEk

1(2) vE - - ME <	 f f dM < vEk N k	 kEk

Sobre E , tenemos que f=m c.d. Si ME >O debemos tener

vE = = ya que

(v-aM)E >0 para cada a

VE -aME > O

vE	 >	 aME

Si ME. = O, tenemos que vE.= O, porque v«M, en cualquier

caso

CC



vE = f f dM.
Eco

como	 vE = v ( kboEk ) = k:o v Ek

ME = M ( kUo Ek ) =kro M Ek

y

f f sM = f dM =	 f f dMk0 E	 Ek 1 Ek=0 k

luego
CO

k	
1	 1E 0 {vEk	 ST

- MEk C f f dM 1 vEk	 1+ MEk }= Ek

1
vE ---17 ME C ff dMcvE+ N ME

E

ya que ME es finita y N arbitrario, debemos tener

vE= ff dM
E

La función f es llamada derivada de Radon y Nikodym

de v con respecto de M y se denota   

dv

dM 
= f.    

Unicidad. Supongamos g es otra función que cumple con

la condición, entonces
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v(E)= If dM=	 fg dM, luego
E	 E

(*) 0= f(f-g)dM,	 EcB
E

Sea El= {x1f(x)>g(x)} y E2 = {xlf(x)<g(x)]. como (*) vale para

todo E1B en particular para El y E2

f (f-g)dM= O	 y	 f(g-f)dM= O
E1	 E 2

Como f-g>0 sobre El, entonces MEI= O

como g-f>0 sobre E2, entonces ME2= O

M(E1 UE2 )<ME1 + ME 2 = 0, tenemos M(E1 UE2 )= O_ 

Con lo cual tenemos que f=g c.d EM-1

Extensión al caso o-finito.

Supongamos que v y M son o-finitas y sea xn una suce-

sión creciente de conjuntos en B tales que

	

v(Xn ) < 00,	 M(Xn )<0,

Aplicando el argumento anterior obtenemos una función

hn medible positiva la cual se hace cero para x1Xn, tal que

si E es un subconjunto medible de Xn, entonces
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v(E)= f hn dM

Si	 entonces Xn C Xm y tenemos que

f h dM =	 f h dMnE	 E m

luego hn=hm c.d Nisobre Xn cuando nlm.

Sea	 Sup (h1,h2„..,hn), de modo que fn es una suce

sión monótona creciente de funciones medibles no-neaativas

y sea

f= lim fn

Si E E B, entonces

v(EAXn)7 f f dM = f f dM.
E X	 E nnn 

Ya que E Xn es una sucesión creciente cuya unión es E, sea

U EAXn = En=1

aplicando el teorema de la convergencia monótona

v(E)= limen v(EAXn) = 1.4g	 ffn dM = E i
lm f

n
 dM= ff dM.

E	 nm - 	 E

y así

v(E)= ff dM
E



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

con lo cual concluimos la extensión.
asminbEwsmins
naAwmaAmxm

Ahora mostraremos un ejemplo donde se observa que es

necesario respetar la condición, de a-finites de la medida

sobre la cual se intrega, para afirmar la existencia de la fun

ci6n de la cual habla el teorema de Radon y Nikodym.

Sean dos medidas M y v sobre un espacio medible (X,B)

tal que v es absolutamente continua respecto de M y para la

cual no existe función f tal aue

v(E)= ff(x) dM, para todo EEE.
E	 -

DernahtAacián: Sea X=R y sea B la a-algebra de Lebesaue.

Para cualquier conjunto EEB se define

0 , si E es contable
v(E)=

w , si E no es contable

n , si E consiste de n puntos, n)0
N (E)=

si E es infinito

Entonces M(E)=0, E=cp y v(E)=0, luego v es absolutamente

continua respecto de M.

Por otro lado, si f es una función tal que



v(E)= If(X) dM

E

Para todos los conjuntos E, entonces se tiene en particular

cuando E es un conjunto arbitrario de un punto, E= {Y}, en

cuyo caso

v(E)= O = I f(x)dM = f(y)
E

pero esto significa que la función es idéntica a cero, y que

en consecuencia v(E)= O, para cada EeB, con lo cual tenemos

una contradicción, entonces tal función no existe, asi se

necesita que M sea o-finita.
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CAPITULO V

TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESQUE

El teorema fundamental del cálculo afirma que si

F(x). fIf(y)dy (alxia)

entonces F' (x)= f(x) si f es continua en x. En esta afirma-

ción se utilizó la integral indefinida como función del pun

to final, pero cuando consideramos la versión en Rn es más

dificil de trabajar; por ello adoptamos la integral indefi-

nida como función de conjunto.

F(E)= ff, donde E es un medible tal que
E

ECA y fEL(A).

Con lo anterior nos vemos obligados a dar una defini-

ción de lo que vamos a entender por función de conjunto.

Función Conjuntista. Es una función de valores reales

definida sobre una a-algebra E de conjuntos medibles tal que

1) F(E) es finita para cada conjunto EEE

• 2) F es aditiva contable, es decir, si E= U E k

es una función disjunta y Ek E E, entonces

F(E)= F(U Ek)= E F(Ek)
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Teorema de Diferenciación de Lebesque. Sea f eL(R n) y F la

integral indefinida

F(E)= ff
E

Dado x, sean Q los cubos centrados en x, entonces el promedio

F(Q) _ 1
ff(y)dy

m Q	 mQ Q

converge c.d. a f(x) cuando Q se contrae hacia x. Si conver-

ge en x lo escribimos

F(Q) -	 1lim 	 	 lim	 1 1(y)dy= f(x), c.d.
Q-/-x m Q	 Q4x	 mQ	 Q

Corolario; la versión elemental del teorema anterior diría

que si F-es Riemann integrable entonces

.	 1	 x+hlim	 f	 f(y)dy= f(x),
h40	 2h	 x-h

c.d. o sea

d 
f
x
f(y)dy= f(x)

dx a

Este resultado podía haberse obtenido observando que si

f es Riemann integrable entonces el conjunto de discontinui-

dades tiene medida cero, luego la afirmación del teorema sería

en el complemento de ese conjunto de medida cero.
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Procederemos a establecer las herramientas que serán

usadas en la prueba. Sea

1
f*(x)-- Sup	 f If(y)Idy,

mQ	 Q

donde el sup es tomado sobre todos los cubos con centro en

x. Esta función la usaremos para establecer una cota.

Observemos primero que la afirmación anterior, es fácil

de probar para funciones continuas. Sea pues f continua y Q

un cubo con centro en x, entonces

1 ff(y)dy - f(x)
1 E - f-{x)J dy

mQ mQ
.1-	 (y)

1 f	 1f(y)	 - f(x)1dy	 1 Sup	 lf(y) f(x) 1
m4 4 YE4

el cual tiende a cero cuando Q se contrae hacia x, porque f

es continua en x.

La estrategia de la prueba será aproximarse a la fun-

ción fc L(Rn) por funciones continuas Ck. Será necesario en

contrar una manera de calcular el comportamiento local (es

decir el promedio) de f-Ck, por un estimador global que con

siste en calcular el tamaño de f* en términos de fif1.
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Lema.- Si fe (Rn), existe una sucesión {Ck } de funciones

continuas con soporte compacto tal que

A) fri lf - Ck l dx +O, cuando k±.

19JuieLa.- Si f es una función integrable para la cual la

afirmación se tiene, decimos que f tiene la propiedad A. Pro

baremos el lema condierando una serie especial de casos. Pa-

ra ayudarnos en el paso de un caso al siguiente, primero mos

traremos que

Una combinación lineal finita de funciones con la

propiedad A, tiene la propiedad A.

Si {fk } es una sucesión de funciones con la propie-

dad A, y f if- fk 1->0, entonces f tiene la propiedad
• Rn

A.

Primero vemos que

flaf - acll lal fjf - c i, Y

fl(f1+1.2)-- (C1+C2)11

de donde, si f tiene la propiedad A, también af, y si f i y

f 2 tienen la propiedad A, también f i + f2.

Probaremos (2). Sean{Ik } y f, funciones que satisfa-

cen las hipótesis de (2). Ya que fk es integrable y
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fifl=	 - fk + fkl	 - fkl+

tenemos que f es integrable.

Dado e>0, elegimos k0 de manera que

fif	 fkol `

y, elegimos una función C continua, con soporte compacto tal

que

flfk,- cl	 1

de donde

if-fko+	 I I f-fk. I +I ifk:c	 + =

y observamos que f tiene la propiedad A.

Para probar el lema, sea fe L(R n). Escribimos f= + f-

y podemos suponer por (1) que l>.0. Luego existe una sucesión

de funciones simples no-negativas	 Asi fke L(Rn) y

- fk 1±0 y por (2) podamos suponer que f = XE, mE<=.

Dado e>0 elegimos un abierto G tal que ECG y m(G-E)<e.

Entonces
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fIXG - XE I =m(G - E)	 <E

así, podemos suponer que f= XG para un abierto G con m G<=.

Como

G= UIk (donde los Ik son intervalos abiertos disjuntos)

N
entonces sea fN la función característica de k U1 Ik' como=

O)

fif - f n I k== En+1 mlk +O'	 kya que E1 k
mi = mG<D,

= 

por (2), es suficiente probar que cada f N tiene la propiedad

A. Pero fN es la suma de XI , k=1,2,...,N, es suficiente por
k

(1) mostrar que la función característica de cualquier inter

valo I tiene la propiedad A. Si I* denota un intervalo el cual

contiene la cerradura de I y satisface m(I*-I)<E, entonces pa

ra cualquier función continua C, 	 la rnal es 1 en I y

cero fura de I*, tenemos

m(I*-I)<E

lo cual completa la prueba.

Lema.- Sea E un subconjunto de Rn , con me E<E, y sea K

una colección de cubos Q que cubren a E. Entonces existe una

constante positiva 0 que depende solamente de n, y un número

finito de cubos disjuntos Q1,Q2,...,QN en K tales tales que
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N
mj	 eE.=1	 Qj

PAueba.- Indicaremos el tamaño del cubo Q escribiendo

Q= Q(t) donde t es la longitud de la orilla del cubo.

Sea K1 =k y

t*= sup {t: Q = Wt) E kl}
1

Si	 't*1 = = entonces k 1 contiene una sucesión de cubos Q tales

que mQ4-=. En este caso, tomemos 0 como cualquier número mayor

que cero y simplemente elegimos un Qck, tal que

mQ10	 meE.

Si t*<= la idea es seleccionar un cubo relativamente1	 ' •
1 *grande. Elegimos 021=Q1(yek1 tal que tl> 7 ti

o
1— t*1 < t1 t*12

ahora separemos Kl= K2 U K'' donde K 2 consiste de aquellos2

cubos en K 1 los cuales son disjuntos de Qi.

Sea Q* un cubo concentrico con Q l' cuya longitud de la1

orilla es 5t1. Así m Qt= 5nmQ/ y, ya que 2t1 >t*1 cada cubo en

K' esta contenido en Q*2	 1.
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Comenzando con k=2, continuamos este proceso de selec-

ción para j=1,2,..., permitiendo que

tt = sup {t: Q= Q(t)E
J

elegimos un-cubo Q,= Q (t.)E k„ tal que t >-
1
t* y separando

J	 j J	 J	 i 2 i
K,J= Kj+1 U K'j+1 donde Kj+1 consiste de todos aquellos cubos

de k,
J
 los cuales son ajenos de Q,

J
. Si ki+1 es vacía el proce-

so termina. Tenemos que tt .�.tt+1 (por la forma en que se obtu-

	

J	 3

vieron); más aún para cada j, los 121 ,Q 2 ,	 QJ son ajenos uno

de otro y cada cubo en K!+1	 l
esta contenido en el cubo Qt con-3

centricocon.cuya longitud es 5t,. Note que mQt= 5 nmQ,123,	 J	 J	 J

	

Sea la sucesión t*1>2t* ?.-t*	 . Si algún Kn+1 es vacío3

(esto es t* =0, para j3 n+1}, entonces ya que

K1= K2U1q= K3UMUK1= K4UK4UK3Uq=

= K	 U K'	 U K' U...0 K' U K'n+1	 n+1	 3	 2

y E esta cubierto por los cubos en K i , se sigue que E esta

cubierto por los cubos en K1141 U Kh U...0 K; U K1 . Ya que

N
E C.03=1 3
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entonces

N	 N
m E < . E mQt= Sn	 .E m
e	 ' 3=1j	 3=1 	 Q.

tomando i3=5-n, tendremos

N
„?. 0 me E3=J-m 43

Por otro lado si tt no es cero, entonces se da uno de

los dos casos siguientes

Existe un 6>0, tal que t'>6 para toda j

tt ÷0

•

1En el primer caso t.?. — 1 para toda j y en consecuen-
2

cia

N
.E	 mQ
3=1	 j	 r cuando N-r., 

y

dado cualquier 0>0, el lema se sigue eligiendo N suficiente

mente grande.

En el segundo caso, exigimos que cada cubo en K 1 este

contenido en U Qt, de otra manera existiría un cubo Q=Q(t)
3

que no intersecta a ningún Q.. Ya que este cubo debe perte-

necer a K
7
 para cada j, t debe satisfacer tEt. para cada j

7
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y en consecuencia t=0. Esta contradicción establece lo que

exigimos.

Ya que E esta cubierto por los cubos en K i , se sigue

que

me E	 j m(pt = 5
n 

E mQ.
3

De aqui, dado 0, tal que o<l< 1 , existe un N tal
5

que
N

0 meE c .E 1 mQ.•3 =

con lo cual completamos la prueba.

Recordemos la desigualdad de Tchebyshev

m{XeRn : If(x) 1 > a} C
1
a f If(x)IdxRn

De aquí, si f e L(Rn), entonces existe una constante

c independiente de a tal que

m{XsRn: I f(x) I> (a>0)a

Cualquier función medible integrable o no que cumple

la desigualdad anterior se dice que pertenece al espacio

débil L(Rn)
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Lema.- (Hardy-Littlewood). Si fE L(Rn), entonces f* per

tenece al espacio dábil L(Rn). Más aún, existe una constante

c independiente de f y a tal que

	

mfrcRn: f*(x) >a}
	

fnifi" a>0

Phueba.- Supondremos además de que f sea integrable, que

tiene soporte compacto.

El conjunto {f* >a} tiene medida finita, porque de otra

manera f no seria integrable. Fijamos a>0 y sea

E= {f* >a}

Si xsE, entonces por definición de E y 1*, existe un cubo

Qx con centro en x tal que

1
f ifi>amQx n
Idx

mipx < I f tfl
a Qx

la colección de tales Qx cubre E, entonces existe un 6>0 Y

x1 IX2' xN en E, tales que Qx , Qx 	 Q	 son ajenos y
1	 2

N1 ,	 1	 1 
mE <j.l.	

_ 
f Ifl-	 8a f	 Ifi 1	 18-a	 inIfi-17	 a Q	 R

	

x.	 N

	

3	 U Q
j=1 xi

- 82 -



F(Q)- Fk(Q)

f - Ck
1

m4 4

F(Q)	 Fk(Q) 

m Q	 m Q

1 

I
f(f - Ck )

mQ Q

1
mQ	

ti-T1
If- k
Q O

tir
rDy..

(f - ck)*(x)

esto prueba el resultado para tal f con c=i3 -1 .

PRUEBA DEL TEOREMA DE LEBESQUE

Dado fe L(Rn) existe una sucesión de funciones integra

bles continuas Ck tal que

1

f n if - Ck I + O, cuando k+=	 1

sea F(Q) = ff y Fk (Q)= fCk

eñtonces para cualquier k.

lim sup
Q+x

F (Q) I (x)
m Q

lim sup
4÷x

F (Q)	 Fk (4)

mQ •	 m Q       

+ lim sup 11121 Ck (x)
Q-Yx	 m Q 

Ck (x)	 f(x)      

donde el límite superior es tomado sobre todos los cubos Q

con centro en x que se contraen hacia x. Ya que C k es con-

tinua el segundo término de la derecha es cero. Además
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y en consecuencia el primer tgrmino de la derecha esta aco-

tado por (f - Ck)*(x).

Así para cada k tendremos

lim sup
Q->x

F (Q) f (x)
m Q 

(f - Ck)*(x) + 11(x) - Ck(x)    

Dado E>0, sea E el conjunto sobre el cual el lado
E

izquierdo excede a E.

E C{x: Cf - Ck)*(x)>	 )11(x:E
f(x)- Ck(x)i>	 }

Aplicando el lema de Hardy-Littlewood al primer- conjun

to de la derecha y la desigualdad de Techebyshev al segundo

tenemos

m{xERn:	 (f- ck)* >	 c(i)-1 f ifC
Rn	 k

Y

m{xERn:	 If(x)-Ck(x)1> -1}. (1)-1 frijf(x)- Ck(x)!

me EE	 c(1)-1 Infl-Cki	 + (1)-1 frilf-Ckl

ya que C es independiente de K se sigue permitiendo que

que mE
E=0.
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Sea E el conjunto donde el lado izquierdo es positivo.

Entonces E = U E para cualquier sucesión de E
k
÷0

k 
Ek ,

cuencia m E=0

en conSe

Así

lim 1 ff(y)dy = f(x), c.d.
4-'x m4 4

Ahora realizaremos varias extensiones y corolarios del

teorema de diferenciación de Lebesque.

DeUivieLón.- Una función medible f definida sobre R n se

dice localmente integrable sobre Rn si es integrable sobre

cada subconjunto medible acotado.

TeoiLema: . La conclusión del teorema de Lebesque es válida

si en lugar de ser integrable, f es localmente integrable so

bre Rn.

Pilucho.- Es suficiente mostrar que la conclusión se tie

ne casí-dondequiera sobre cada bola abierta. Fijamos una bo-

la y reemplazamos f por cero fuera de ella. Esta nueva fun-

ción es integrable sobre R n y su integral es diferenciable

casi-dondequiera y, ya que la diferenciabilidad es una pro-

piedad local, la función inicial f es diferenciable casi-don

dequiera sobre la bola. Esto completa la prueba.

4
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Ahora observemos que si E es un conjunto medible

1	 m (E n Q) 
	IXE	-mQ	 mQ

4

1	 m (E (1 o)
E

Jim 	  IX -	 lim	 - XE (x)	 c. d.
Q 3-x mQ Q	 Q÷x	 mQ

Un yunto en el cual el límite es 1 es llamado punto de densi

dad y un punto para el cual el limite es cero es llamado pun

	

. 	 .
m(Qi	 E)	 in(Qn	 Ec )

to de dispersión de E. Como mQ	 mQ	 - 1, tene

mos que cada punto de densidad de E, es un punto de disper-

sión del complemento y viceversa. Remos mostrado que

Ten/tenia.- Sea E un conjunto medible. Entonces casi-todo

punto de E es un punto de densidad de E.

De.~(45n: -Un punto x en el Cual la afirmación

	

hm 	  I	 if(y)	 - f(x) dyl= O

	

Q+x	 mQ	 Q

es llamado punto de Lebesgue de f, v la colecci6n de todos

sus puntOs es llamado conjunto de Lebesgue de f.

Teotema.- Sea f localmente integable sobre Rn. Entonces

casi-todo punto de R
n es un 'punto de Lebesgue de f; esto es,

existe un conjunto Z	 (que depende de f) de medida cero tal que

1	hm	 I	 if(y)	 - f(x)1 dy = O
Qx	 mQ	 Q

luego



se tiene para x1Z.

nuLeha.- Sea {yk ) los números racionales, y sea Z k el con

junto donde la fórmula

lim	 1	
f If(Y)	 Yki dY = If(x)	 YkimQ

no es válida. Ya que jf(y) - y k l es localmente integrable, te

nemos que mZ k=0 . Sea Z= U Zk' entonces mZ=O.

Para cualquier Q, x , Y Yk

1
mo I If(y)-f(x)IdyG mo f	 If(y)- * Idy	 lo f jf(x)- y Idy
- 1

mQ f If(y)- Y I dY	 If(x)- Y I
Q	 k	 k

para x1Z.

lim sup	
1 

f jf(y)-f(x)Idy< 21f(x)- y j
(24-x	 mQ o

para cada yk . Para un x en la cual f(x) es finita (en particu-

lar casi-dondequiera) podemos elegir yk tal

arbitrariamente pequeño. Esto muestra que

que If(x)-Y
k

sea

lim sup	 1 f If(y)-f(x)1 dy= O
Q÷x	 mQ o



para casi-todo el conjunto.

Así como los conjuntos que se contraen hacia x, son

cubos centrados en x con sus cortes paralelos a los ejes

coordenados, muchos otros conjuntos pueden ser usados.

DeliníciLdn.- Una familia {S} de conjuntos medibles se

dice que se contrae regularmente hacia x si

Los diámetros de los conjuntos S tienden a cero

Sea Q es el cubo más pequeño con centro en x, el

cual contiene a S, existe una constante K indepen

diente de S, tal que

Nótese que los conjuntos S no necesitan contener a x.

Temana.- Sea f localmente integrable en Rn. Entonces

en cada punto x del conjunto de Lebesque de f (en particular

casi-dondequiera).

1	 f if(y)-f(x) Idy t O
mS	 S

para cualquier familia la cual se contrae regularmente hacia

x. Así también
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1
ff(y)dy —>f(x)	 casi-dondequiera

mQ S

Nucla.- Si S C Q, tenemos

flf(y)-f(x)Idy	 fif(y)-f(x)jdy
S

de aquí si {S} se contrae regulailuente hacia x, y Q es el

cubo más pequeño con centro en x que contiene a S, entonces

f if (y) - f (x) 'ay
mS S	 mSmQ Q

fif(y)-f(x)Idy
mQ Q

si x es un punto de Lebesque, la última expresión tiende a

cero, y se sigue el teorema (nótese que el valor de k puede

variar de punto a punto).

lim

En particular si la función es de una sola variable

1 fx+h f(y)dy= f(x)
	

c.d.
h+0 h x
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CAPITULO VI

EL TEOREMA FUNDAMENTAL Y MEDIDA DE BOREL

En el capítulo anterior, nuestros esfuerzos estuvieron

dirigidos a caracterizar las funciones tales que cumplen con

la relación

F(x)- F(a)= I F'(t)dt
a

usando la integral de Lebesgue. Ahora generalizaremos la re

lación al considerar la integral de Lebesgue Stieltjes. De

esta manera, aueremos caracterizar las funciones tales que

cumplen con la relación
°

f(b)-f(a)=
dfa, 1-LnY,

a '

donde lb es una función creciente sobre 5,b1 y DO es la medí

da asociada con qb.

Lo anterior lo realizaremos en 3 teoremas.

Tewloma 1.- Si f y ck son crecientes sobre rs.,],

nita MI-c. sobre rí,,i].

df es fi 5dqb
•
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Teokerna 2.- Si f es Mck-integrable sobre rá yq Y

F(x)= f fdMcp, entonces -5-1: = f,M1, -c.d. sobreu9a

Teatema 3.- Si f es creciente y absolutamente continua,

respecto a una función creciente (1) sobre 5,)E, entonces

f(x+0)- f(a+0)= f df dcp dM4),
(a,xl

como puede observarse en la última fórmula, si la función

0(x)=x-a, tenemos que M4) es la medida de Lebesgue, y tendre

mos así el resultado clásico.

Antes de continuar daremos algunas definiciones, y gene

ralizaremos el concepto de continuidad absoluta.

•
Delínícían.- La derivada de f Con respecto a 4) en x o es d,

si para E>0 existe un intervalo abierto (u,v) que contenga a

x o tal que, para x o s (x,y)c(u,v) se tiene

f(y)- f(x)	 d
0(Y)- 0(x)

Si d existe, escribimos

< E
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	hm  f(Y)- f(x)	 df

xo	 49(Y)- *(x)	 dqo

Si f y 4) son crecientes en Ea,b] y E(,) es el conjunto

de discontinuidaes de 0, entonces, con el ánimo de extender

el dominio de la derivada, definimos

f(xo +0)- f(x,-0)
si xos EU))

df *(x0 +0)- 0(x0-0)

xo
aq)

hin f(x)- f(x0) si el límite existe,
Y÷x0 *(Y)- *(xo)

De acuerdo con el uso coman, sea 0(I)= *(b)- 0(a), don

Dellímicíón.- Para cualquier función creciente 0 sobre

5,151 y AC(a,b) sea

M (A)= infla Çb(In )1 AC DI n }

Así tenemos una función conjuntista, tal que a cada con

junto A le asocia al número Mcig(A), donde A es un subconjunto

de Borel de (a.b). Esta función conjuntista es la medida de

Borel asociada a (I.

xo
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Deliníción.- Es natural considerar equivalentes, en una

intervalo 5,b] en su crecimiento, a dos funciones crecien-

tes 0 y U si:

Tienen el mismo conjunto E d de discontinuidades
Su diferencia 0(x)- 0(x) es constante en (a,b)- Ed.

Luego cabe hacer la siguiente observación: Das funcio-

nes crecientes ÇbytP sobre 5,/151 son equivalentes si y solo

si 1,40(A)= 140(A) para todo subconjunto de Borel A de (a,b).

De lo anterior se concluye fácilmente que • 1- (x)= 4(X+0),

0- (x)= 0(x-0), son equivalentes a 0.

Deliitícíók.- Una función f es absolutamente continua res

pecto a una función creciente 	 sobre	
11-31 

si pgra E>0,

existe d>0 tal que

If(In )1<c

Para toda sucesión de disjuntos I n C ri,si , para los
cuales

E 0(I ) <d.
n	 n

— 93 —



En otras palabras, la variación de la función f tiende

a cero, cuando la variación de la función Çb tiende a cero.

De lo anterior podemos concluir que, si E(f) es conjun

to de discontinuidades de f y f es absolutamente continua

respecto a una función creciente qb, entonces

10(A)=0 implica Mf(A)=0

DISCUSION DE LA PRUEBA DEL TEOREMA 1

Las ideas de la prueba de Riesz del teoremam de que una

función monótona es diferenCiable casi-dondequiera son cen-

trales en la prueba del teorema 1 Es necesario hacer una ob

servación, el teorema sobre la cubierta de Vitali no es útil

para medidas Mcp tales que E(cP)+- vacío, porque la idea central

es que podemos cubrir "por dentro" casi todo el conjunto, pa-

ra el cual se tiene una medida exterior finita, lo cual no es

siempre posible en la medida de Borel ya que si "a" es un pun

to de discontinuidad de cp, entonces M ({a})= 4)(a-1-0)- 4'(a-0);
0

y es claro que, no podemos cubrir el conjunto {a} "por dentro",

con una unión finita ajena de intervalos. Lo cual es una de -

las principales dificultades.
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Sea f,* funciones crecientes sobre 5,51 y E(f), E(*)

SUS conjuntos de discontinuidades. Sea F cualquiera de, las

funciones f, f l- (x)= f(x+0), f(x)= f(x-0) y sea 4) cualquie-

ra de 4),*' 170	 .

Consideremos las derivadas de Dini.

D ckF(x) =	 inf	 sup	 F(y)- F(x)
R	 x<13 x<y<í3	 4)(y)- *(x)

DF(x) =	 sup	 inf	 F(y)- F(x)
r	 x<$ x<Y < B	G(y)- 4)(x)

D
0
f(x) =	 inf	 sup
	 F(y)- F(x)

L	
a<x a<y<x
	 4)(y)- 0(x)

D 4F(x) =	 sup	 inf	 F(y)- F(x)

1	 a<x a<y<x	 *(y)- *(x)

Para XE	 151 r sea Cx = {y	 (y) = (x) } . Sea xx=inf

sup CX=p
X
. El conjunto de intervalos abiertos disjuntos no

vacíos (Xn ,p
n
) es contable. Sea

C(4)) = U(X ,P ),n c*(4,), u Ex ,p
n	 n n-

Con lo cual, separamos el intervalo fa,	 en C(*), don

de * tiene un comportamiento constante y 5,1:11- C(*) donde
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no lo tiene, y como McP(A) realmente mide el crecimiento de

en A, tenemos la siguiente proposición

Ptopo3ícíón 1.- M¢ (C(P))=0

a C y'<x<y"<b, entonces

si XE E (a,b) - C* (0)] y

(1,1)	 <cP(x)	 <4)(y")

Prueba:

Ya que • es constante sobre cada (X n
,pn), tenemos que

MW Xn,pn))=. O y así

MO(C(p))= Mp (U(X,,pn))= E Mp ((Xn,y)n))-= O
n -	 n

Supongamos lo contrario, o sea supongamos que

(Y')-= •(x)= 0(y"), luego si

(Y')= •(x), entonces Xx 1 y1<xC px

cb(y")= ci)(x), entonces X x < x <y"< px

-Pero en uno, u otro caso tenemos que xer-X ,p 	 paran n —

algún n, contrario a la forma en que se eligió, luego la afir

mación es verdadera.
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PiLopo ‘ jr-idn 2.- Si xc(a,b)-	 (E(f)DE(WUC*(11))), entonces

O‘D qb f+ (x)/ D cip f(x)1 D f(x)1	 D(1)-Ef (x)1
1	 1	 L	 L

Oc D Ç51-f (x);	 D° f(x)c	 D f(x)c	 Dci) fIL(x)‘
r	 r	 R	 R

CO

	

Prueba:	 Supóngase que xc(y 1 ,y")	 c(c(,13)c(a,b). De la hipó

tesis y la proposición 1

f(y 1 )1f(17 1 ) 1f(x)= f(x) = f+(x)11(y")1	 f+(y")

0	 (Y 1 )10(17 ') < 0 (x) = 	 (1)(x ) = 0
+
(x)<4(y") 1

+
(y")

luego tenemos

01 f
+
(x)	 - f

+
(y') 1 f(x)	

- f(y')	 f	 (x)	 f(y') s	 co

(x)	 — (15(y')	 0(x)	 — O(y')	 O' (x)	 -	 O -1- (17')

01 f (Y")- f	 (x)
	 f(y")	 f(x)	 f	 (y')	 - f

+
(x) 

s	 s	 co

O I (y")- q) . (X) 	O(y")	 - *(X )	 O(y")	 - 0(X)

Aplicando las definiciones, tenemos

0	 _i_	 0	 0	 0
+

-0/D f (x) /ID	 f(x) 1 D	 f(x)	 1 D	 f 	 (x) s
1	 1	 L	 L
+ 

45q)	 (IP	 q)
O ‘ D f - (x) ( D	 f (x) c D	 f (x)	 c D	 f

i- (x) c
r	 r	 R	 R

CO
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Ahora como nuestro objetivo es demostrar que el conjun

to donde la derivada no existe, o es infinita, entonces tie

ne Mcp medida cero, definiremos los siguientes conjuntos, los

cuales nos servirgn para tal propósito. A los siguientes con

juntos los llamaremos conjuntos de Riesz.

Sea

E	 (f
+
) = {xe (a,b)!D1 f

+
(x) <D f+1,R 

E	 (1 ) = Ixe(a,b)ID f (x) < D f (4}•r,L	 r

E	 (f ) = {xs(a,b)!D
R f (x) =R,m

también consideremos el conjunto

-
S	 ,

E =IE(4)1 D(E(f)] VIC*(4))] D(Ez,R(f+)] UfEryn(f )] D[ER,(f')]

Primero, demostraremos que la derivada existe y es finita en

en (a,b)- (E-E(4))) y después demostraremos que E- E(S) tiene

M;b-medida cero

df
Pic_opozíci.án 3.- Si xs[(a,b)- (E - E(q5))], entonces .21-171x es

finita.

P)Laeba.- Por la definición de los conjuntos de RiEsz y la

proposición 2,	 si xc(a,b) - E
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015. DR f (x)flD i f	 (x)..5DL f(x);DL f (x) ;Dr f (x)

f (x) <D I'b
R
	(x) sl)

R f
+ 
(x) <

Así las 4 derivadas de Dini en x de f con res pecto a Çb

son iguales a

DR f

± 
(x),

y ya que x4 ER	 (f+ ), siendo entonces

O <lim  f(Y)	 f(x) 
y-1-x	 cP (y) -	 (x)

Y ya que tenemos definida la derivada, en el conjunto de pun

tos de discontinuidad de 95, como el cociente de dos saltos,

podemos agregar este conjunto, E(q5) al conjunto anterior don

de la derivada existe y es finita, y asi tendremos que

	

G ddll x <+* ,	 para xc (a,b)	 - (E - E (gb) )

	

Pkopo.&41c,(1.6n 4.-	 [ ( (E (f ) U	 C* ( ) ) - E ( ) ) = O

Rtuaba: Usando el hecho de que, una función creciente de
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finida en un intervalo la,b), tiene a lo sumo un conjunto nu

merable de discontinuidades, tenemos que los conjuntos E(f)-

E(4)) y IC*4)- C(4))] - EH)) son contables y la función cp es

continua, luego

MO(E(f)- E(0)) = MG(IC*(S) - C(4))1- EGP)) = O

(E(f)u c*())—	 [E(r)— E(4o)] U[C(+)] U[(C*(0- C(¢))- E(t)].

y como

MI) (C(1))= O, tenemos

MO ([E(f)U C*(/)]- E(0)) =

Mencionaremos ahora el usado lema de Riesz

Rtopoá-Lcír5n 5.- Si g(x+0), g(x-0) existen sobre [a,$] y

g(x)= max {g(x+0), g(x-Oí ), entonces existen susceciones de

intervalos abiertos disjuntos (an, bn), Cc, dn) de (a,S) tal

que

(xs(a,13)1 g(y)>g(x) para alauna ye(a,x) )= U(a' b ), y g(a
n

)>.
n n n

4.

glb
n
-O) para toda n.

c:b
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Estamos afirmando que el conjunto donde es decreciente

es un abierto.

Análogamente

{xE (a, 8) g (y)>g (x) para algún ye (x,S)	 = U ((c ,d ), y g(cn+0)
n n n

g(d) para toda n.

Estamos afirmando que el conjunto donde es creciente es un a

bierto. La demostración es idéntica a la usada con la propo-

sición de que un abierto es la unión numerable de intervalos

abiertos ajenos.

Nota.- Si 4yip son crecientes sobre [a,l3] existen suscecio-

nes {ak }, {bk }C (a,8) tales que ak+a, bk+0 y +y ip son conti
nuas en cada ak , bk . Los intervalos Ik = (ak , ak_ 1 ), donde

a. =1 son disjuntos y también lo son Jk = (bk_ i , bk ) donde
bo=a.

Además

*(6)-1(a+0)=

W-0)-11)(a)=

k

F.,*(J,)
k

LqFPIllinuiHY.

B

rn	 n:17	 " Ç-L

rk4 	 O 7r 12,

N14)({ak ikEN))	 = Mdp (fbk ikeN 3) =	 0

(a,l3) =-ÍU I	 U{ak ICeN)= fu J	 U{bkikeN-}.
k k	 k k
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Nota.- Para t>0, g(x) = f
+
(x) - t	 (x) satisface las

hipótesis de la proposición 5 sobre [a„S] C(a,b):

Delínición: Si I= (a,(3) C fa,b] definimos

O
E	 = {xEIID1

 f (x) <u<v< D	 f. (x)u,v

PkopouleÁlón 6.- Si I= (a,e)C [a,b) existen MCI y un con-

junto contable S de subintervalos J
k
 disj untos de I tales

que

m - Cm = 0, y S cubre E	 -Mu,v y

E (Jk	 v
-
(I)•

J
k

(i)
PAtieba.- Para X E E

u,v ' D1 f
	 (3)<u, de donde

+ ,
f
+
(y)- f (xl < u para algún ye (a,x)
(Y)- / (x)

así

f4-(y)- f+(x) >u GP-(Y) -0-(x))

fj (Y)- f±	 -(x) >u $	 ((Y)- u(x)

g (y)--	 f	 i)+ (y)- u4,- (y) >f± 	 4) -(x)- u(x)= g(x)
u
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así g (y) > a (x), donde v<x, luego g
u es decreciente y por.	 u	 -u

la proposición 5 existen disjuntos I
n tales que

Eu v C UI
n

=	 U (an ,b
n ) c I,

y así tenemos una cubierta abierta para E , y ya queu,v

(x-0)--	 (x)

f(bn-0) - f4-(an)
u

(bn ) -	 (an)

y asi tenemos

(1) f(b
n-0)- f

+
(an )2 :51.1 (0 (b

n
)-	 (an )) <u	 (I), para toda

n. Además para cada n, existe una sucesión {bn,m} cIn tal

que,	 es continua en cada bn,my bn,m+n . Sea

M'= (b
n,m

in,ms/q), b
n,0 

= a
n

y = (bn ' m-1' 
b
n,m

)
n,m 

entonces

(2) M
T

(M') = O, [Eu,v	 n-M'I C Um In,m ya que los disjuntos
,

(1

I
n
 C I y f

+
crecen sobre I si sigue (1) que
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(3) E Ef+ (i
n,m

)=	 [f
+

(bn-0)- f
+

(an )1	 E *(In )Susb(I)-
n m

*
Ahora para cada n,m y xe[Eu,vn in,m 1, D f (x)>IF

luego

t(y) -	 f (x) >v para algún ye (x,b
n,M )

cb - (Y)	 * - (x)

f+(y) -	 >v

+
(y) - f

+
f	 (x)

(*-(y))- $-(x))

. - (y) -v. (x)>v

f+ (y)
-(- vcp.- (y)>±"

+
(x) - ve]) x)

gv (y) > gv
(x). para y>x luego

g
v
 es creciente en x y existen conjuntos In,m,p (c	 d	 )n,m,p,n,m,p

tales que gy es creciente en la unión de ellos, así

F
E	 c L U
u,vn n,if]

c I n,m y, ya que f++0)= f
+
(x)

f+(cn,m,p)- v *_(cn,m,p
)= gv

(c
n,m,p	

gv (dn m p
)=

f
+(	

)- y
m	

*- (d) para todo p.	 Ya que In,m,pn,,p	 n,m,p

juntos y f crece sobre los In,m

son dis

- 105 -



I L Eu,v in,m )CUIn,m,p,q C In,m7 
para to

prq

C U	 In,m,p,q
- nfm,P.4

BÍBLIOTECh
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
SARER RE WIR HIN»:

RARA MI GRANDEZa

v 0(dn,m,p	 v 0-(cn,m,p ) 11-(dn,m,p	 f±(cn,m,p )

.(4) v p E:0(dn,m,p	 (cn,m,p ) :is E f±(In,m,p)s f
+ (In,m )

para toda n,m.

Para n,m,p existe una sucesión {cn,70,P.(1 } c In,m,p tal 0 es

continua en cada c 	 y cn,m,p,g -I, c
n rm,Pr	 n,m ,p

.
el

Sea M"=cnm,p,q in,m,p,g e N}, cn,m,p, 0= d	 y I .
n,m,p	 n,m,p,g

(cn,m,p,g cn, m,p,q-1 )• Entonces los In,m,p,g 
son disjuntos, y

4)(dn,m,p )- 0 cn,m,p)= E 0(InymxPlq ), para toda n,m,p

M -(M")= O,

da n,m.

De ( 2) y (6)

M - (M'UM")= O, r Euv  -(M'UM")

de (3), (4) y ( 5)

- 1nF -



	

E, E	 E	 1/1 (I	 p(1 )=	 E	 E	 E	 (55 (dn,m,p ) - 0(c 	 )]
	P	 g n	 m	 p

1	 1 u -
- E E f

+ (I )=	 -	 L	 E	 [f
+ (b

n
-0)- f+ (c )]	 5h (I)n,n1 n	 Vn	 m	 n	 m

e aqui M= M'UM" v S= {I	
in"-

mp'qcN) tienen dos pro-
n,m,Pig 

iedades requeridas.

pitopoz¡ción 7.- Para n E N,	 existe M
n
 C(a,b) y un conjunto

ntable S
n
 de subintervalos abiertos disjuntos de (a,b) ta-

5 que

M- CM )= 0
n	 95	 n a,b

S cubre E	 - Nn	 n	 u,v	 n
-iii)n	 E	 4)	 (J) :s	 (

u
V )

n	 ((a,b))
JsJn

l'hucha.-	 Los conjuntos M y S de la proposici6n 6, con

(a,b) tienen las propiedades requeridas con n=1,. Suponcra

os que m
n 
y S

n
= { Jk ikEN)	 satisfacen las hipótesis y tienen

as propiedades i)	
n

,
	
ji) 

n'
	

n
. Para cada k sea lqk', 	 Sk'

-
os conjuntos de la proposición 6 con I=J Asi

-

a,b

I )t0,
k'	

cubre	 (iE	 n	 yu,v
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Entonces M	 (M)= E M (M )=0, y S 	 de la proposición
n * 	 n	 n

7 cubre Ea ' b	 u	 --M para toda n.	 Ya que O< — <1 y 0:< * - (b) -u,v

(a) <o,

E	 - (J)	 (1)n *(a,b), pero el término de la derecha
JeJ

tiende a cero, luego

a,b_
(E	 -M)= inf	 {	 4, 	 (J) ! [Eu	-M] C Sn )= Ou,v	 ,vJsS

a,b
M - (Eu v = m - (Ea?b _m)	 m (M) = O, 	 u,v

y, ya que

S a,b

E2 R (f
+

) = U {E u,v I u,v son racionales)

tenemos

M* (E4)2 R (f	 )) = O,

Pupozíci_án 9.- 114

4,

	 (E4)r

+ 

L ( f 	)) = O

Thueba.- Para E = -x, sea h(E) = -f- (x) y 11)(0= —(1)±(x).
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Entonces sobre f-b, -a],	 = h(+0) Y 0()= *(E-0).

De aqui las proposiciones 7,8,9 se tienen que f + es sustituí
-

da por h y,	 sustituida por 0.

M (E 	 O0 £,R

para C= -x, n= -y

h(n) - h(1)  = -f-(Y)	 (- 0-(x))	 C(y)	 - f(x)
*(n) —	 ( E)	 —4)+ (y) —	 (—	 0+(x))	 sb+ (y)	 — .±(x)

así el cociente de las diferencias existe. De aqui para 1= -x

IP	 19
+
 —	 -D £ h(c) = Dr f (x)	 y	 D‘b h(E)= D 	 (x)R	 L

(1)XE E	 L (f ) si y solo si C= -x 	 (h)r,	 £,R

Y

0	 -Er,L (f ) C U(an ,bn )	 si y solo si EIPR (h)C Ti2,

(-bn , -an )

Y

:(0
+
 (bn)

+
 (a))=	 E((-a)-	 0(-bn))
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y como M. (E4) R (h)) = O tendremos

(I)(ErL (f ))= O

Picopo3i..c,i_6n 70.-M	
°'

(r
R
"	 (f+) ) = O

i

Pinala.- para xE E°
R
	(f+) y v>0, DO f+ (x)>v v

para algún yE(x,b) se tiene

f+ (y) — f+ (x)

95 (y) - 95 (x)
>v

f
+
 (y) - f

+
(X) > V (gb (y)

f
+ 
(y) - f

+ 
(x) >v. (y)

f
+
(Y) - V c0 (y)> f±(x)

(X) )

gv (v) >.g (x) para y> x, entonces existen

conjuntos disjuntos I n= (cn ,dn ) C (a,b) tales que

E g5	 (f + ) C UI , y ya que fx+0) = f
+
(x)R,- nn

f+ (cn )- vo (cn ) + (dn )- v. (dn ), para toda n

v. (dn )- v.	 (cn ) 5-„f+ (dn )- f+ (cn)

v [	 (dn )-	 (on)}	 f+ (dn )-	 (cn)



1

	

(1) E [4) - (d	 )])- - (c	 :5- E	 If (d)-	 f+ (d)]= .257-	 f
+

(In	 n	 n	 n )	n 	 v n

.1 f(a,b))

Paracadall'existe"asucesiónIc.}c(c ' d) que

	

n,j	 n n

es continua en cada c y c ,..1ctomando C= d, los
n,j	 nY,1 n'	 n,0	 n

I	 .= (c

	

in,j'	 cj-1. )	 son disjuntos y de (1)n, 

+

	

E E	 (I n,_;)= E	 [1, (dn)-	 (cn+0)]	 f	 (ab))

	

ni	 n

	

,Sea .11= {C	 in j e/4), entonces 14_ (M)=0 	 yn,3'
11)

U I.(3)	 -MCE
nri	 11'3

así

1	 +

	

M -
	 R

(E(/)	 -°M) 5M	 ( U	 'n	 415- f .(a,b)), ,j	 v

pero como v>0 es arbitrario y f+((a,b)) <c. , tenemos que

M	 (E	 -	 = O
-	 R,

asi
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MS ( E 1'R 	 )= M - M)	 M	 (M) = O

Tea/terna 1.- Si f y	 son funciones crecientes sobre [a,b]

Y

rk-
E= [E(f)]UIE(OHULC*(SHUIE (1 	(f

+
)1U[E(f Hu[E t

R
	(f+)].

0	 ,-

dfentonces acT es finita sobre (a,b)- (E- E(0))	 y

M	 (E- E (*))	 = O

PAueba: Ya que 0, 0+	 * - son funciones crecientes equi-

valentes, la M _	 medida de los 3 conjuntos de Riesz es cero.

Esto es

M* (E- E(0))= O, luego tenemos que

yx
(1) 

df 
1= lim	

f(y) -f(x) para xs(a,b)-E.
454

x 17+x	 4)(y)—(1(x)

Pero si xcE(0), la derivada en x es

dfl -
	 f(x+0)- f(x-0) HiSix

S(x+0)- S(x-0)
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de aquí d4 es finita si xE(a,b)- (E- E(*)).

dfCon lo cual tenemos la primera parte que, 3.9' es finita M _

casi-dondequiera en (a,b).

Antes de entrar en la demostración del teorema 2, discu

tiremos dos importantes teoremas que son esenciales en la de
•

mostración de dicho teorema; el primero se refiere a la afir

mación de la aditividad numerable de la derivada en ciertas

condiciones y el segundo es el teorema de la densidad de Le

besgue.

Etopais-i.c,úgn 11.- Si . es una función creciente sobre [a,b]

y M es una Medida de Borel asociada, fn es una sucesión de

funciones crecientes sobre [a,b] y

fn (x) = f(x) <=, para xE[a,b]

entonces

dfn _ df
E	 M.-c.d. sobre (a,b)
n

Ptueba: En caso de que fn
 no sea positiva, la podemos

reemplazar por f(x) - f(a), y asumir asi que los f n
 son fun
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ciones positivas. Ya que f asi como los f n son crecientes

df df,sobre [a,b], se sigue por el teorema 1 que di y Her, exis-

ten para toda naN, son finitas y positivas sobre algún AC

(a,b), tal que MO((a,b)-A)= O.

Las sumas parciales Sn(x) de la serie en la hipótesis

crecen con n para cada xE[a,b], y con xEra,b] para cada n,'

dSnmientras (Tí— crece con n para xcA.

Ahora si x 0 E (a,b)- C(0) y asx<xocyb,

entonces	 t(x)	 <f) (y) y asi $(y) - 15(x)>0

f(Y)- f(x) = Sn (y)	 - Sn (x) f E	 (fk (Y)- fk(x))?.5n(y)-Sn(x1?0
k>n

de donde

o < Sri (y)- Sn(x) 5	 f(y)- f(x) 	 < 00

(Y)-	 (x)	 (1)(Y)- 0(x)

luego

dSn df
do '`" c'37, para xe[A — c(4))] = Al

así
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df dSnk	 <m y como df	 dSn E
aRK

.	 dS	 df(1)	 n - E	 --a
d. aq

, para xEA
1

144((a,b)-A1)= Mt((a,b)- (A-c(4))))= ItI4)((a,b)-A)+ Mt (oto)=o

Ya que Sn(b)if(b)), existe una sucesibn nktm en N, tal que

01E Ef(x)-	 (x)-ic E rf (b)- S (b)]< co, para
rik rik

• a1xCb

Sea gkr- f- snk' tenemos que T (X) = Zgk (X) <e°

luego

T
n=

gk=1 k'
dTn c dT— , luego
d.

hm dTn	 d (f- Snk)	 dT

n d4	 n
k

tenemos-
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entonces

dShk _ df
hm
n	 d$	 d.

para xcA2, para algún A2c(a,b),

dSnYa para

tal que M4'((a,b)-A2)= O.

)(EA
l'	si sigue que

que	 crece con n,

E dfh _ _h hm dSnk _ df	 -

n d.	 n• dcp k d. acp

para xcA1d1A2

Ahora

M ((a,b)-[A1 nA2 ])' '< m ((a b)-A1 )+ M ((a' b)-A2 )= O

asi,,tenemos que la afirmaci6n es cierta M -c.d. sobre (a,b).

Pxopozícíbn 12.- Si t(x)= M.((a,J1]) sobre [a,b] entonces

M y M son la misma medida sobre fa,b].
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PAueba: Supongamos que * es continua en x,y y (x,y) c[a,bJ

entonces

4)(y)- 0(x)= 1.5((x,y7)=. 144((x,y)).-- 4(y)	 - .(x)

tenemos que

11)(x) =	 *(x)

y ya que E(*)= E(*) y	 *(x)= •(.x)- *(a+0)

para x4E(*)-, tenemos que ambas medidas son idénticas sobre

[a,b].

1))topo)síciAn 13 A.- Teo 'rema de densidad de Lebesgue.

Sea E un conjunto medible, para casi todo xcE si verifi

ca para toda sucesión {Qk (4)de cubos que contiene a x, ta-

les que 6(Qk(x))+0

lim m(EnQk(x)) - 1,
k+ =	 M (Qk (x) )

y para casi todo xlE
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.hm .m(E0Qk(x)) = 0

k4	 m(4k(x))

Demoztraci6n: Para cualquier medible E, notas que

1 
f

m(4)	
IE =  

m(EflQ)

m(Q)

1	 m(QnQk(x)) 11111 I, - lim
E
 (x)

Qk(x).x 
m(Q

k (x)) k (x)	 "L' k
(x)÷x	 m(Qk (x))

casi-dondequiera sobre E y asi tenemos la afirmaci6n.

Si el limite es 1, el punto x es llamado punto de densi

dad de E, si es cero es llamado punto de dispersión de E. Ya

que

m(QD E)	 +  m(Q1lEc) 
-1

14(Q)	 m(Q)

cada punto de densidad de E, es un punto de dispersión del

complemento y viceversa. Ahora se demostrará el teorema de den

sidad de Lebesgue generalizado.

Fluipoáícíón 73 8.- Teorema de densidad de Lebesgue genera-

lizado.
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Si A es un subconjunto de Borel de (a,b), entonces

lim mé(An(x,y1)  _

x o	 M
t 
((x,y1)

1, M -c.d. sobre A.

Phueba: Sea *(x)= M ((a xi) y f(x)= M (An(a,x1) sobre

[a,b]. Entonces * y f crecen sobre [a,b] y

n dfu-s. 
d. X O

M(A0(x,y1), lim	 <0, M -c.d. sobre (a,b).
x. MA(x,y1)    

Para nEN, existe un conjunto abierto Gn , tal que AcGn

d(a,b) y

M (G )‹ M (A) -I-	 -ñ* n	 *	
1

2

Sea fn (x)= M 0 (Gnn(a,x]) para xE[a,b1. Ahora AC['n Gn GnJ

y para x.EA y nEN existe algún (u,v) que contiene a x„ tal

que [u,v]c Gn . Si x.EA y nEN 

dfn
d. 

	

fn(Y)- fn(x)	 14/(Onn(x,Y]) 	= lim	 lim

	

* (y) - / (x) 	 M ((x,Yl)
- 1.

x o	x.	 x.	 *   

Para xE[a,b] y nEN

M* ((Gn-A)B(a,x])= fn (x) - f(x) c M(G -71)‹ 1n—
2
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Para ny, sobre 5,51

O	 ( (Gn-A) (x,y1)= f(y)	 - f(y) - (fn(x)	 - f(x))

de aquí fn-f es función creciente positiva sobre 5.,IE y

O.< E	 (f	 (x)- f(x))	 <1, sobre 5,1]
n	 n

por el teorema Z, la proposición de Fubini y (2), tenemos

O	 E (dfn	 df)= 	 E (1- 1f)<- , M -c.d. sobre A.
n d.	 n

	

De aquí df =1,	 by.d. sobre A, ya que Mo y holip

son la misma medida, se sigue de (1) que

	

1i	 MI, (A 41 (x,y-1) _ 1, M -c.d. sobre A.

	

x	 M	 ( (x.173)

	

Termuma 2.-	 Si f es M - integrable y F(x) = f f dM
a

dF
sobre E1,b], entonces -- =f, M -c.d. sobre (a.b).

d.

19)uleba,- Es suficiente considerar f?.0. Existe una suce-

sión creciente de subconjuntos compactos Cn de [1,1 tales
que f es continua sobre C n , hin Mcl) 5;b]- C n)= O y_n

O < hm ffdM = 1 f dM
n c	 a
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f (x) , para. xccn

f
n
(x)=

O, para xEra,b1- cn

Entonces f
n
tf sobre U Cn y Msb([a,b]- U Cn ) = O.

n	 n
Para Bn= [a,b)- Cn , existe una sucesión creciente de subcon

juntos compactos C
nk 

de B
n
 tales que lim M

(I)
(E
n
-C
nk

)=- O.,	 , 

Ya que Cn Cn,k =1 para toda n.k, fn=0 sobre cada Cn,k , y fn

es continua sobre el conjunto compacto C
n
 U 

Cn,k, para toda

n,k.

Ya que fá,131- (CnUCn,k )= En-Cn,k

hin M ([a,b]- (CnUCn,k))= 0 para toda n

De aquí fn es integrable sobre [a,b] para toda n.

Sea

Fn (x)= f fn dm * 1 para xe[a,b], neNa

Así F y toda Fn crecen sobre [a,b]. Por el teorema 1.
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gE y toda gin son finitas M -c.d. sobre (a,b). Para acxly‘b

Y
D<Fn+1(x)- Fn(x)= l(fn+l-fn)di"	 f(fn+l-fn)dil;b= Fn+1(17)-Fn(Y)'a	 a

así es creciente y,

d(Fn+ 	 dFn+1	 dFn es finita y positiva
aq,	 dcp	 dr') 

14(1) -c.d. sobre (a,b) para todo n.

Aplicando el teorema de la convergencia monótona sobre

fn , tenemos

I lim fn =	 hm I fn = hm Fna n	 n a

pero

lim fn = f f = F(x) <ir
a n	 a

as! como F1 (x) + E [F n+1 (x)- Fn (x)] = hm Fn (x)= F (x).cer

por la proposición 12 (Fubini) existe algún A C(a,b) tal que

M ((a,b)-A)= O y

1•1



+ E
	 n+1

x	 n	 d4)

dF
n

x	 d4)

dF
n)= lim

n	 dyb
(1) Ind4)

x  

para xcA.

Consideremos x n e An(u Cn - CM). Ya que C
n
 crece con

n, existe algún no tal que, para nano, x. C n . Existen xk-IXo

y yk -Ix o tal que, 4) es continua en cada xk , yk . Entonces

E xk,yk--1)= M. ((xk'17k))= " Yk)- "xk)

asi por la proposición (1), tenemos

,.(x
k
) <4)(x) 14)(y

k
) para toda k, luego

s ( Yk)- “xk)'°-

Ahora

Yk
Fn (yk )- Fn (xk )=	 f f

n
 dM =	 If dM

(i)
xk	 C

n
n 
Exk'Yk]

ya que f es continua sobre el conjunto compacto

Cn il rxk , yk , existen xk' y 17 31( E Cnn X}c y yk 1 tales que -



f(x1)	 (cnn (xic, yk) )	 Fn (yk) — Fn (ck)	 f (v ,
) 

MO(Cn (xk,yk)) 
-k

	

MO((x,,y ))	 Cyk) — gb bck)	 (xmyk) )k

luego

	

Fn(yy)- Fn(xk) 	 - f(x,), M-c.d. sobre

	

k	 $(yk)- O(xk)

(a,b) ya que hm M (U C )si sigue de (1) y (2) que
n n

dF

x, dyb
= f(x„), M -c.d. sobre An(u C -c(0))

n nxo 

por la proposición 1, M (c(0))= O, ya que
O	 _

• M$ ((a,b))= Mg)(A)= Mo (U Cn)

tenemos que

= f(x„), MO-c.d. sobre (a,b)

d	 xasi, si F(x)= ffdM ,	 ffdM =	 f(x)
o°	 O	 do	 to

M -c.d.	 sobre (a,b).

(2)
	

dr/1

dck

dF

dcp x o
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Nota: (Hahn,	 Saks). Si f y q son crecientes sobre 5,E71_

existe H C5,17] tal que M o (H)=0 y una función S, M o integrable

sobre Ca, bIJ , tal que

Mf((a,xi])-- I	 SdM0 + Mf	(H0(a,x11), Mt -c.d.	 sobre

(a,x j

Teatova 3.- Si una función creciente f es absolutamente

continua respecto a una función creciente 0 sobre El,) en-
-

tonces

	

f(x+0)-f(a+0)= I	 df dM Leed. sobre (a,b).
(a,x	 d(1)

ntaeba; Sea g(x)= Mf ((a,x11), para xerá,b11. Por la pro

posición 12, Mg y Mf sbn la misma medid sobre 5,1].

Como

	

g (x) = I	 S dm + m (sn(a,x)).=	 I0	 f	
s dM0

(a,x	 (a,xj

M
0
 -c.d. sobre Eaa

Por el teorema 1 y 2, existen subconjuntos A y B de

(a,b), tales que
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es finita para xEA y M ((a,b)- A)= O

= S(x), para xcB y M ((a,b)- B) = O

para xErAf1B-	 C(0):], existe xictx y yk+x en los cuales

f y g son continuas y cp(xk)<4(x)0(yk), asi 4)(yk)-cp(xk)>0.

Ya que f y g son equivalentes

Oc •f 'k 	 g(Yk)- g(x) c= para todo k.
"Yk)- "xk)	 "Yk)- "xk)

ya que M (c(0))=0 tenemos que-	 O

M ((a,b)- (ArB-c(0))1	 M ((a,b)-A)-VM ((a,b)-B)+ M (c(cp))-= o

Y

df = dg = s1 M -c.d. sobre (a,b)
Y(30	 d0

asi

1f dldighif (x+0) - f (a+0)= Mf ( (a,x11) = 	 m
o
-c.13. sobre (a,b).

(a,xildcf)

df
dq)

El/
d4)
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y asi tenemos el resultado deseado.

Ahora como una función de variación acotada se puede es

cribir como la diferencia de dos funciones crecientes, pode-

mos extender esta fórmula a las funciones de variación acota

da.

Sea H de variación acotada, entonces

H(x). f(x)- g(x), donde f y g son crecientes

dH	 df dg=	 -	 , así
d¢	 d. d.

J [TI: - ddri	 =	 r df dM -	 f	 'fl*s my	 *	 unr dH

(a,x J 	(a,xl	 (a,xJ

como f y g son crecientes, aplicamos lo anterior

Ef(x+0)- f(a+0)1- Eg(x+0)- g(a+0) -1= f cz_	 dM0
(a,x 1

Es necesario enfatizar gue H es de variación acotada

pero absolutamente continua respecto de ..
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CAPITULO VII

EL TEOREMA DE BESICOVITCH Y OTRA DEMOSTRACION DEL

TEOREMA DE LEBESGUE-RADON-NIKODIM,

TEOREMA DE BESICOVITCH

Para cada punto de un conjunto acotado A de Rn se da

un intervalo cúbico cerrado Q(x,r(x)) centrado en x y de

semilado -r(x)>0. La familia de cubos dados (Q(x,r(x))
xcA

constituye un recubrimiento de A, si,

A c U Q(x r(x))
xcA	 '

Claramente muchos de estos cubos pueden resultr super

fluos para cubrir A. La pregunta es: ¿se puede extraer de

esta familia un recubrimiento más económico, en el sentido

de que cada punto quede recubierto a lo más por un número

fijo de intervalos cúbicos de la familia?. El teorema de

Besicovitch proporciona una respuesta afirmativa.

Recordemos que en la versión del lema de Vitali presen

tada en el capitulo III, se usó el hecho de que expandiendo

el intervalo por un factor (por ejemplo 5) agrandamos su me

ri	 Vi! T I
tylli

lo?
- 129_1HPUIPM I o
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dida de Lebesgue proporcionalmente, pero la relación de pro-

porcionalidad no se tiene en general para cualquier medida.

Si esta no es invariante bajo traslaciones el teorema de Be-

sicovitch evita esta dificultad, y es de carácter puramente

geométrico y no hace mención de medidas.

Tecoxyw(1.- Sea A un conjunto acotado de Rn . Para cada

xEA se da un intervalo cúbico cerrado Q(x) centrado en x.

Entonces se puede escoger, de la familia de cubos dada

(Q(X)) xEA 
una sucesión {Qk } (posiblemente finita) de cubos

tales que:

El conjunto A esta recubierto por la sucesión, es decir,

Ac U Qk

Ningún punto de R
n 

esta en más de C cubos de la sucesión

{Qk}, siendo C un número que depende únicamente de la di-

mensión n, es decir:

Z
Q

(z)cC, para todo zER
n

k

c) La sucesión {121k} se puede distribuir En familias de cubos

disjuntos, siendo In un número que solo depende de la di-

mensión.
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A fin

presentamos

cuya prueba

general.

de que la demostración resulte más transparente

primero una versión más sencilla del teorema,

contiene ya las ideas fundamentales para el caso

Lema.- Sea {Qk} una sucesión decreciente de intervalos

cúbicos cerrados centrados en el origen de Rn. Supongamos

k=1 Qk = {0}. Sea A un conjunto
acotado en Rn. Para cada

)(EA y damos para cada n'A un entero positivo i(x) y escri-

bimos Q(x)= x + Qi(x), es decir, Q(x) es la traslación de

Qi(x) por el vector x. Entonces existe una sucesión {Xk} CA

(posiblemente finita) tal que:

El conjunto A está recubierto por {Q(xk)}, es decir

A C U Q(xk)

Cada punto zeRn esta a lo sumo en 2n de los conjuntos

Q(xk), es decir, para cada zeR n, E Icik(z)s2
n donde 

Qk
es la función característica de Q(xk).

c) La sucesión {Q(xk)} se puede distribuir

nes disjuntas.

en 4n+1 sucecio-
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Derno3;19LacLán.- Tomemos un xlcA tal que Q(x l ) sea de tamaño

máximo. Si Q(x1 )3A terminamos, si no nos fijamos en A-Q(x l ) y

en el escogemos x 2 con Q(x 2 ) de tamaño máximo. Supongamos que

hemos elegido x i,x2 Y 	
 xm. De esa forma si

A - kU1 Q(xk )= $= 

entonces, hemos acabado nuestro proceso de selección. Si no

es así, tomamos

Xm+1 c A - U Q(x )k=1	 k

tal que Q(xim_i ) es de tamaño máximo. La sucesión {Q(xk )} que

hemos obtenido satisface obviamente las propiedades siguien-

tes:

Si i T j, entonces Xi l Q(xj)

La sucesión {6(Q(xk))} de diámetros de los conjuntos

Q(xk) es o bien finita o bien tal que 6(Q(xk))}0

cuando k4-00 , ya que los conjuntos xk +
	

Q(xk ) son dis

juntos y A es acotado

Si el proceso de selección termina en un numero finito
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de pasos, la propiedad a) del enunciado es evidente; si la

{Q(Xk)} es una sucesión infinita y existiera

CO

xEA - Uk1 Q(Xk )
=

entonces, para algún j., el diámetro de Q(x) será mayor que

el de Q(X ). Pero esto significa que hemos hecho mal nues-
20

•
tra selección, pasanto por alto Q(x). Por tanto, en todo ca

SO,

A C U	 Q(Xk)

Demostraremos ahora que cada zER
n esta a lo sumo en 2 n

de los conjuntes Q(Xk). Para ello trazamos por z,n hiperpla

nos paralelos a los n hiperplanos coordenados y considera-

mos los 2n << hipercuadrantes >> cerrados determinados por

ellos. En cada hipercuadrante hay a lo sumo un punto 2C. tal
3

que zE 0(X.). En efecto si hubiera dos, xa..,x., el mayor de
J	 3

losdosconjuntosQ(x.), O(x) contendría el centro del me-i	 3

nor y esto está excluido por construcción.

Paraprobarc)fijamosunelementoQ(xide la suce-

sión {Q(X
k
)). Según b) hay a lo sumo 2n miembros de la suce

sión que contienen a cada vórtice fijo de Q(X ). Cada cubo
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Q(Xk ) con k<j es de tamaño no inferior al de Q(X
j
) y así, si

es que Q(Xk)(1Q(Xj )	 I), con k<j, entonces Q(Xk) contiene al

mendelos2rI vérticesdeQ(x . ). Por tanto, para cada.

Q(X.) hay a lo sumo 2n 2
n conjuntos de la colección.

{Q(X 1 ), Q(X2 ), 	 Q(Xj_1)}

que tengan intersección no vacía con Q(X.). Este hecho nos

permite distribuir los conjuntos Q(Xk) en 4 n+1 sucesiones

disjuntas de la forma siguiente: ponemos Q(Xl)zI l , Q(X2)

5I ..•0( X4n+1 )sI4n+1* Puesto que Q(X4n+2) es disjunto con

Q(Xk ) para algún k o ‘4n+1 pongamos Q(X 411+2 )sIko . Del mismoo 

modo Q(4n+3)es disjunto con todos los conjuntos de algún 1k*

k*c4n+1 y así podemos poner Q(4n+3)cI k*. Etcétera. Esto de-

muestra c).

Demostración del teorema 1.- El proceso natural de se

lección consistiría, al igual que en la demostración que

precede, en elegir primero los cubos grandes y excluir aque

líos cuyos centros estén en la parte de A que ya ha sido cu

bierta. El hecho de que el supremo de los diámetros puede no

ser alcanzable nos obliga a elegir los cubos de entro los

más grandes. Esto constituye una complicación meramente tgc

nica. Sea
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a1= sup {6(Q(xY): xsA}

si a1 = 00, basta un cubo bien elegido para cubrir A, pues A

es acotado.

si al < co, sea ArA y elegimos	 un xlcAl tal que

5(4x ) >1	 2

Sea A2 = Al - Qx1

a2 = sup {6 (Qx) : x A2}

si a2	 O, elegimos un x2 en A2 tal que

(Qx2)> -921

procediendo de esta manera obtenemos en el k-esimo paso

k-1
Ak = A

k-1 
- Q

k-1	
=	 A- .01 Qx.

ak = sup {-5(Qx): xsAk}

elegimos X
k 

F, Ak tal que 5 (Qx,,) >
2

.4	 r



El proceso continuaría siempre que a k>0. Ya que XkEAk

tenemos que Xk A. para toda jck

5 (Qxk )	 ak c aj 26 (Qxj)

entonces

Si j<k, entonces Xk Qx.

(el anterior no contiene el centro del que sigue)

5 (Qxk) < 2 c5 (Qxj ), j< k

la medida del que sigue es menor que 2 veces la medida

de cualquier anterior (la medida se refiere al diámetro).

Demostraremos que

A C U Qxk

Si algún ak. = O, entonces Ak. = q5 y A esta contenido en

los Qxk, kcko-1.

Si ak =-1- O (para todo k) existen infinitos Qxk.

Ya que ak 4- y ±41 < 5 (Qxk)< ak se sigue que
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6 (Qxk)

Existe n>0, tal que 6(Qxk).:fi para toda k.

La segunda posibilidad no se puede dar porque entonces

A noestarlaacotado,yaque)5JA,peroXklQx.3,para j<k.

De aqui 6(Qxk)	 O, o equivalentemente ak	 O.

Si xEA - U Qxk, entonces x E A, para todo k, en conse

cuenca 6(Qx) Cak para toda k, lo cual significa que 6 (Qx0.

Esto demuestra que A - U Qxk =

y esto completa la prueba. Las demostraciones de b) y c) son

esencialmente las mismas.

Olmetwa Si A no es acotado, pero

Sup {ó(Q(x)): xEA)=-- M<co

el teorema es todavía válido cambiando las constantes c y

.LaideaespartirRnenintervalosI..pas suceSiones

{Q1 } k?.I correspondientes a los diferentes conjuntos A»I.

no pueden solparse mucho.

TEOREMA DE VITALI.

Sea M una medida no-negativa, a-finita en Rn definida
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sobre los conjuntos de Lebesgue de Rn . Sea M* la medida este

rior asociada a M, es decir para cada P C Rn.

M*(P)= inf {M(H): PCHyHes M-medible}

Para cada xcA se da una sucesión { Qk (x)} de intervalos cúbi-

cos cerrados centrados en x, que se contraen hacia x. Enton-

ces de (Ok(x))xcA, k=1,2,... se puede entresacar una suce-

sión {Sk } tal que

M* (A - U S k) =

Demozt)tacLáno- Para cada xcilielegimos de { Qk (x)} un inter

valo Q(x) ron diámetro menor que 1. Aplicando el teorema de

Besicovitch obtenemos una sucesión {Qk} tal que

A C U Qk

EIQ	/
(z)‘C para todo zeRn

k
c){Ok } se puede distribuir en

{ 121}, {Q1}, 	 :{jn}
k

In sucesiones

tales que los cubos de cada una son disjuntos.

Supongamos que M*(A)< =0 . Entonces por la propiedad c) al
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r 1,menos para una de estas sucesiones, tal vez tipki, tenemos

00

NI* (An Ek U1 Q_1 )	 a 	  M* (A)=	 k--	
1

n

En efecto, de otra manera, tendríamos

In	 co

z	 M* (A E U Q3 -1 ) <M* (A)k -j=1	 k=1

y esto es contradictorio.

De {Q1} elegimos una sucesi6n finita que llamamos

htSk} 1 tal que
k=1

hl
.M*(AnE us j>  1	  m* (A)

1 k	 2R)

Tomamos a continuación un conjunto B,M-medible tal que

AcB y M(B)= M*(A). Entonces tenemos

h1— hlm(stu 1 s k	 k1)	 m*(An[iu 1 s k ip>  1 M*(A)k== 2En

por tanto 

hl	 h,	 1 
k1U S ])‘ M (B- [ k Us ski) .< M*(A)=	 k	 =1M*(A)

2En
M* (A - 

= a M*(A), donde 0<a<1



para cada

hl
xsA- [U 1 Sk i= Alk= 

tomamos ahora un intervalo de la familia dada Q(x) con diáme

tro menor que 1 y tal que

hi
Q(x) n ( k u1 sk ) ==

y procedemos con Al como lo hemos hecho con A obteniendo

tal que

h2
M*(A-L S k 1)= M*(A1 k41 

h2
U+1 Sk ])‹a M*(A )<a 2 M*(A)

kU1=h1

repitiendo sucesivamente el proceso, como 0<a<1, tenemos

m*(A-kuisk) = o

TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESGUE

Sea 1ELI (Bn). Consideremos cualquier colección B de in

tervalos cerrados con interior no vacío, centrados en el ori



gen O y que contienen sucesiones {Rk
) que se contraen al ori-

gen cuando k+=. (Esto será denotado Rk-÷o cuando k+=). Supone-

mos además que los intervalos en la B son comparables, en de-

cir para cualquier par Rl, R2EB, R1cR2 o R2cR1. (Ejemplo: la

colección de todos los intervalos cúbicos centrados en el ori

gen) .

n	 rPara xER y tRkfc B, escribimos Rk(x)= x+Rk. Entonces pa

ra casi toda xERn y para cada.{Rk}c B, tal que R.-->o, cuando

k+=, se tiene

1 
Hmff(y)dy = f(x)
k+= m (Rk(x)) Rk(x)

Derno4tAcce,t6n.- Definimos

flf(y)fdy
REB	 m(R)	 R(x)

La función MI es medible, ya que {x: MI(x)>a} es un con-

junto abierto. El operador M es llamado operador maximal de

Hardy-Littlewood asociado a B.

Para cualquier función fEL i (Rn) y cualquier a, mostrare-

mos ,que

Mf(x)= sup 	 1

- 141 -



BgLIO
i"	

i	 - TCA
EN CIAS EXAECTA"

m { x:	 f(x)> 
a) 	

2 	 11,11. urlIzIlw l YNATImuus -1

a

De hecho, consideremos cualquier subconjunto compacto

k de

{x:	 M f(x)> a}'

Si xEk existe un intervalo REB tal que

1 	 Ill(y)idy>a
m(R(x))	 R(x)

Por la continuidad de la integral existe una vecindad

v(x) °de x tal que si zsv(x), entonces

1 _	 ilf(y)idy>a, para algún R como antes
m(R(z))	 R(z)

ya que K es compacto, podemos elegir un número finito de ta

les vecindades v(x) que cubren K. En consecuencia, existe un

conjunto finito {Ri }
k de intervalos de B tales que para cada

xEk podemos elegir un Indice i(x)	 E{1,2,3, 	  ,k} de tal

manera que si
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S(x)= x + R .

flf(y)Idy >a m(S(x))

S (x)

aplicamos el teorema de Besicovitch 57 elegimos' "[S(xi

M(k)‘X m(Sx.)‘ — E f	 If(y)Idy =	 1 fIf(y)I EIsfx.%(y)dy
3	 a S (x

j
)	 a	 3)

• 2 n 	 n
71— flf(y)Idy=	 lifIl

a	 1

independiente de k. Esto prueba que

gn
m{x: }4l(x) >a} c 1—

El teorema ahora es una fácil consecuencia de este hecho.

Definimos

5(f f,	 x)-= )3(f f, x)= sup hm	 1 f f(y)dy

Rk(x) m(Rk )

donde el sup es tomado sobre todas las sucesiones {Pt.}c R,

tales que R
k+0, cuando k.÷.0

D (ff, e, x)= D (ff, x)= inf Hm
	 1 	

f f(y)dy
k+00 m(Rk)	 Rk(x)
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probaremos que para a>o, fija

m(Ea )= m{x: 115 (if, x)- f(x)1	 >a} = O

En efecto, tomemos cualquier E>0 y escribimos f= g+h

donde g es una función continua y hslii (R
n), tal que 11h11 1 ‘E

Entonces

E=a{x: 15 (fh, x)- h(x)1>a} C

{x: 15 (Ih, x) I>	 } U {x: Ih(x) I>	 }

Llamamos Al y A2 a los conjuntos en la última relación.

Ahora

Al E {x: M h(x)> á}2

Y

2	 2 - 
11h111

n+1	 n+1
•m{x: M h(x)>

2}	 a	 a

como para A2 tenemos



22Em(A
2 )	 • flb(y)Idy = 2

	

a-	 1111111	 5-a 

ya que E es arbitrariamente pequeño

m(E
a
)= m{x: 15	 Uf, x) - f(x)I >a} = 0

de la misma manera

m{x:	 ID (ff, x) - f(x)I >a} = 0

estas relaciones nos dan

m{x:	 (ff, x)	 f(x) o, D	 (LE, x)	 f(x)} = O

y esto prueba el teorema.

TEOREMA DE LEBESGUE-RADON-NIKODYM

Consideremos subconjuntos del cubo unitario abierto

QD= {xERn: 0<x<1 , i-1,2, 	 ,n}

en Rn. En Qo definimos un sistema D de "cubos diadicos"

abiertos. Un cubo diadico abierto de longitud 2-k, k=0,1,2,
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	  es un conjunto de la forma

k= { xeQo : hi 2-k <x.<(h +1)2 -k , i=1,2, 	  ,n}j

donde 11.EN, Och.12 k -1. Denotemos por Q1 el conjunto de pun

tos de Q. los cuales no pertenecen a la frontera de ningún

cubo diadico. Claramente tenemos m(Q1) = m(0.). Obviamente,

dados dos cubos diadicos cualesquiera, o son disjuntos o uno

esta contenido en el otro.

Lerna.- Sea A un subconjunto de O. Suponemos que para

cada xsA, se tiene un cubo diadico Q(x) que contiene a x.

Entonces podemos elegir una sucesión disjunta {T k } de tales

cubos tal que A c UTk.

Es suficiente hacer la selección por el orden de la lon

gitud de los lados de los cubos dados, comenzando por los

más grandes y excluyendo en cada paso, los cubos los cuales

han sido ya cubiertos.

El anterior lema nos facilita una manera natural de

probar el teoema.

Teakeyna.- Sea M una medida finita no-negativa definida
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sobre los subconjuntos de Lebesgue medibles del cubo unitario

Q.. Suponemos que M es absolutamente continua con respecto a ) n ,

la medida de Lebesgue, Entonces existe una función

gEL1 (Q.),	 tal que

M(P)= f g(y)dy

para cada conjunto de Lebesgue P c Q,.

Damo4titac416}10-Primero usaremos el teorema de descomposición

de Hahn para obtener una sucesión disjunta de medibles E., El,

E2,.... tales que

Q. = U E.

X(E0) = O
	

Y

(j-1) X(Bic M(B.)‘jX(B.)

paracadaconjuntomedibleB.cE., con j?.1. Para este propó-

sito consideremos primero la medida X-M. Por el teorema de

descomposición de Hahn existe un conjun'to medible El, tal que

- 147 -



M(B1 ) �.	 A (B 1 )

para cada conjunto medible B l c El y además

M(B) ?.	 A (B)

para cada B c Q p - El . Tomemos ahora la medida 2A-M en Q.-El.

Existe un conjunto medible E 2 c Q.- El tal que

X (B 2 )1	 (B 2 ) 2 X	 (B )2

para cada conjunto medible B 2 c E2	y M(B)32X(B) para B c

Q.- (E 1UE 2 ), etc.

Sea

E. = Q.- igiEj

entonces para cada j31, tenemos

> M(Q.)3 M(E.) aja (E.)

de donde obtenemos que A(E 0 )= O.
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Fija j y k consideremos la siguiente función

fjk (x)=
y  m(Qk

D (x), D= Q111 E. 1	 (Qi FIE .)
k

donde los conjuntos Qk son los cubos diadicos con lado de

longitud	 y I
D denota la función característica del con

junto D. La fracción en la definición de fj es tomada como
k

cero en caso de que el denominador (y consecuentemente tam-

bién el numerado) sea cero. Observe que f
0,k

(x)= O casi-don

dequiera para toda k. Esto permite restringir nuestro argu-

mento a j?.1.

Probaremos para cada jfl fija, que

-b.(x)gD(x)

existe casi-dondequiera en Q0. Es obvio de la definición de

E. :y de fik que para cada xsQ„ tenemos

para j fija y k arbitrario. Una vez que hemos establecido

esto, tenemos para cada unión finita A de cubos diadcos

disjuntos
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f3k (y)dy = M(AnE.)
PILE

para k suficientemente grande. De aqui por el teorema de la

convergencia acotada, para cada j

f .(y)dy = M(AnE.)
AOE.g3

J

a.si, si g = 
E9.3

,, entonces g E 1, 1 (C20) y

	

f g(y)dy	 = M(A).
A

Para un medible arbitrario P c 10 0 , tomamos {Ak }, don-.

de cada Ak es la unión finita disjunta de cubos diadicos,

tal que

X(P - A
k
) + X(Ak

 - P)+ O cuando k+ co . En-

tonces por la continuidad de M y de la integral

	

M(P) = lim m( A ) =	 lim I g(y) dy= f g(y)dy
k+00
	

k+=

y esto prueba el teorema.

Así solamente resta por probar, que para cada 21, fija,
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Tómese cualquier conjunto abierto G C rs . Por definición

de Crs y por el lema, podemos seleccionar dos sucesiones{T
k

y {TI'} de cubos diadicos disjuntos tales que

T
k

T'

C	 U(T
k
 B)

rs

C	 U(T' E)
rS

asl tenemos

M(G) 3M(U Tk)3 EM(Tki B) 3 y x(rkn B) y A(Crs)

m(c )cm(u(T'( B))( Is(Tin B)<	 E s X (T'n E)C s X (G)
TS

ya que M es absolutamente continua respecto a X, dado E>0,

podemos elegir G tal que
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liM	 f.1„.(x)
k4.0

existe casi-dondequiera en Q o . Observe aue para cada XlEi,

tenemos f ik (x)= O para toda k, y que

lim	 =	 lim  M(Qk(x)nEi) 

1c-3- m	Jjt
	

k4- “ X (Qk (x )1 E )

paracadaxcE.Qb , donde los conjuntos Q k (x) son cubos dia-
J

dicos que contienen a x y que se contraen hacia x, cuando

k-1- cc

Sea E. = B y deseamos probar

m(Qic (x)ns) _(M,x)= lim
k-> - X (Qk (x)f) B)

M (Qk (x)n a)

x (Qk (x) fl B)
= D (M,x)

para casi-todo XEB Qó . Es claro que D(M, .) es medible y

menor o igual a j.

Sea el conjunto

Crs = {xcQL B: Ei(M,x)>r>s> D (M, ․ )

para números racionales r>s>0. Probaremos que X(C rs )= O. Y

así tendremos que el límite existe casi-dondequiera
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1LSALEk MIS U
FIARA 141GRAKDEZA

Ji DE CIENCIAS EXACTAS
BIBLIOTECA

Y NATURALESX(G)	 -	 X(C	 ers)	 5, 

11(G)	 M(Crs)

Así obtenemos

X(C	
—1 M(G).5	 1 (e + M(C )) 15-

1 (e + sX(G))
rs	 r	 r	 rs	 r

(C)rs
r - S

COMO E es arbitrario

X(C )	 = O
rS

con lo cual tenemos que el límite existe. Y así tenemos la

demostración.
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