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PRESENTACION

E1l objetivo fundamental de este trabajo es el de exhi-
bir una presentacibn unificada del "Teorema Fundamental del
Cédlculo". el cual se ha desarrollado a la par de los concep

tos de medida, integral y funcibn.

1} Versidn elemental. Sea f una funcibdn integrable se-

glin Riemann, entonces se tiene

g X
a) — J £{t)dt = f(x)
dx a

si la funcibdn es continua en el punto x, vy

b
b).f F'{t)dt = F(b) - Fla)
a
si F es absolutamente continua. Ndtese que como consecuencia

de que F sea absolutamente continua, su derivada es integra-

ble segfin Riemann, aungue no necesariamente continua.

La importancia del T.F.C. estriba en gue establece re-

laciones que involucran los conceptos y los procesos funda-



mentales del an&lisis, que son el concepto de funcibn, inte-

gral, derivada, medida, integral indefinida y bases de dife-

renciacion.

La primera versidn elemental gue se trabajd fug la si-

Sea f una funcidn continua, construimes la funcidn

b4
F(x)= S f(t)dt + C
a
gsi tenemos
. x
—— | F f{g)ydt + C = f(x)
ax- a :

como observamos F tiene derivada en todos sus puntos y al de

rivarla recuperairos el integrando, ¥y

o sea, al valuar F en lcs extramces nes da el efecte total del

J

proceso de cambio continua. & tal F le 1llamamos integral inde
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Después se dieron cuenta gque no necesariamente la fun-

cién f usada para construir

x
Fi(x)= J £f£(t)dt + C,
a

tenia que ser continua, y que bastaba que fuera integrable,

de todas maneras la funci®én F obtenida es absolutamente con

tinua.

En otras palabras la primera relacidn del T.F.C. afirma
gue la velocidad con gue varia el &rea bajo la curva es igual
al va}or de la funcibn en el punto considerado, si la funcidn
es continua. La segunda relacidn del T.F,.C. afirma que cada

funcidn absolutamente continua es la integral indefinida de

su derivada.

El panorama cambia si solo le pedimos a f gue sea Riemann

integrable, pues existen funciones

X
Fi(x) = f f({t)dt + ¢
a

que no tienen derivada en algunos puntos, asi no podemos afir

mar la ralacifn a) en este caso,



Ejemplo:

- _ 0
g’ St X 3 y (m,n)= 1,
fix)=
0, si x es irracional
£00,00 -
x
sea F{x)= Jf f£()dat + ¢C
a

asi F'(x)=0 en todos los puntos, pero f no, porque tiene un
valor distinto de cero en los racionales. Este ejemplc nos
permite sospechar que la relacidn tal vez pueda extender al

caso casi-dondequiera, pues tenemos
F'{x)= £(x) c.d.

Tomamos en cuenta otro ejemplo. Volterra probd la exis
tencia de una funcibn g con derivada g', acotada en un inter
valo, tal que g' no es Riemann integrable y al aplicar b) la

integral no existe, o sea

b

g{b)- glal= J g'(x}dx
a



no se tiene, ya que g' no es Riemann integrable por ser de-
masiado discontinua, Asi gque la fé&rmula no sea cierta es
atribuible mis a la nocibn de integrable de Riemann que a la
propia funcidn g; en efecto se puede demostrar gue por ser
la derivada g! acotada, tal fdrmula es cierta cuando se toma
en el sentido de Lebesgue., Tal funcién se obtiene de la si-
guiente manera: sea E el conjunto de cantor de medida positi
| n

va obtenido al gquitar en cada paso intervalos de longitud 5 .

Este conjunto E es el complementario en [0,1] de la unisn de

una familia numerable {Ik} de intervalos abiertos disjuntos.

La funcidén g vale cero en E, y en cada uno de los inter

valos Ik se define asi:
Sea (a,b) uno de tales intervalcs; la funcidn

h(x)= (x—a)2 seani—
X-a

tiene derivada en {(a,b), y para alglin c situado entre a y el

punto medioc de (a,b) se verifica h'(c)= 0. Se defihe entonces
g en (a,b) de manera gue ceoincida con h en el intervalo (a,c),
valga h{c) entre c y el punto medio de (a,b), v se completa -

por simetria.




Estos hechos ponen de manifiesto, por una parte, que la
nocidn de integral de Riemann presenta algunos inconvenientes
y, por otra gue el &mbito de las funciones continuas no pare

ce el mis adecuado para el desarrollo de la teoria de integra

cibn,

Ya Rieménn empezd a plantearse el probiema de caracteri-
zar las funciones a las cuales era aplicable su proceso de in
tegracidn.Después Lebesgue probd que una funcidn es Riemann in
tegrable si y sclo si el conjunto de puntos de discontinuidad

tiene medida cero,.

2) Sea f una funcibn integrable segin ILebesgue y la fami-

lia de funciones, las funciones medibles; la medida,

la medida de Lebesgue.

Entonces se tiene:
g
a)— f £ aMm = f{x) c.d,

es valida si f es Lebesgue integrable, y

b :
b) / F'(t)édM = F(b) - Fla)
a



es vdlida si F es absolutamente continua.

Observemos que las relaciones a) y b) son una generali-
zacidn de las relaciones de la seccidn precedente y tal gene

ralizacidn se ha hecho en dos sentidos.

I) La familia de las funciones medibles contiene a las
funcioges continuas, porqué una funcibén medible exige solo
gue la imagen inversa de un abierto sea medible, mientras cue
una funcidn continua exige gue la imagen inversa abiertos sean

abierto, los gque claramente son medibles.

1T) Hay funciones que no son integrables segin Riemann
y si lo son seglin Lebesgue, luego la integral de Lekesgue a-
barca una familia mis ampiia de funciones. Adem&s en la inte
gral de Lebesgue podemos manejar limites con facilidad y tene

mos cerradura en la familia de funciones medibles.

'3) Sea f una funcidn integrable seglin Lebesgue vy la fami
lia de funciones, las funciones medibles, la medida m,
la medida de Lebesgue. Sean las relaciones

a) lim .t S fly)dm =

O(x) x m{Q({x)) O

c.d.

h
——
b

S



b) Sea f una funcidn integrable respecto a la medida

M, y consideremos la funcifn de conjunto

v{E} = f £ d M, donde M es una medida arbitraria
E
entonces, V es una medida absolutamente continua respecto a
la medida M. Ademé&s podemos afirmar un reciproco restringido:
si V es una medida absolutamente continua respecto M y M es
"g-finita, entonces existe la funcién f, o sea podemos recupe

rar la funcidn original,

La primera expresibn es egquivalente a la primera de la

seccidn anterior en el caso R, la generalizacién estriba en

. n .
cue esta relacidn vale para R~ y sugiere

lim MQx)) . D(M,x)
Q(x)»x m(Q{x))

gue es una relacidn mds general y abre la rama de diferencia

- - - - r -~y n . -
ciin de funciocnes de conjunto mondtonas en R°. Tambi&n se ge
neraliza en el sentido de que no es necesario gque la sucesibn
de cenjuntos sea de intervalos; el teorema vale si la sucesidn

de conijuntos se contrae regularmente hacia x.
3 g




El reciproco restringido del gue se habla en la segun
da relacidn es el teorema de Radon y Nikodym y podemos pen

sar en la funcidn V como una especie de primitiva y escri-

bir

el L
L

Lo cual generaliza la segunda relacidn de la seccidn
anterior por lo siguiente: F es absolutamente continua, en
tonces es de variacidn acotada y por lo tanto se puede es-
cribir como la diferencia de dos funciones crecientes, a
las cuales se les puede -asociar una medida y cada una de es
tas corresponderia a la medida V. En la segunda relacidn de
la seccidn precedente se esta integrando respecto a la;medi
'da de Lebesgue y esta es o-finita, y en b) también se res-

peta esta condicidn,

4) Integral de Lebesgue Stieltjes, medidas asociadas

a una funcidn creciente, funcicones medibles.

En este casose tiene gue

a) £(x+) - £{at) =

(a,x]

D4 [0




con f creciente y M¢ la medida asociada a una funcibn crecien

te vy f absoltamente continua respecto a ¢.
La generalizacifn en a) es en dos sentides:

I) Se esta integrando respecto a una medida asociada, y
en el caso de Lebesgue, seria una medida asociada a una fun-

cién lineal de pendiente uno, gue es un caso muy particular.

IT) Ahora se le pide a f gue sea absclutamente continua
réspecto a ¢yque f sea creciente, esto permite extender el
resultado aprovechando la linealidad de la integral, a funcio
nes de variacifn acotada que sean absclutamente continuas res
pecto a ¢, la cual es una familia bastante amplié de funcio-
nes. Asi, sea H de variacidn acotada y absolutamente continua
respecto a ¢, luego H(x)= f(x)- g(x), donde £ y g son crecien
tes y absolutamente continuas respecto a ¢, luego tenemos
dH

[C£(x40)~ £(a+0) ] - [ gixt)- glat) = f M

¢
(a,xjdcb

Ndtese gue el concepto de integral indefinida primero

se considero como funcidn del punto final, o sea




gue también se puede pensar come una funcidn conjuntista tal

gue a cada intervalo [a,x] le asocia un ntmerc real,

Como tal concepto es dificil de trabajar come funcidn

i . L n
del punto final en espacios m&s complicados como R © espa
cios abstractos, generalizaremos tambifn nuestro concepto

de integral indefinida de la siguiente manera

F{E)= J fdM , donde E es un conjunto medible

E
y M una medida

esta forma también nos permite trabajar sucesiones de conjun

tos mé&s complicados qgue las sucesiones de conjuntos formados

por intervalos.

En t8rminos generales pasamos de la familia de funcio-
nes continuas, a la familia de funciones medibles; de laz in-

-Stieltjes y de -

b
ith

ntegral de Lekesgu

i

=+

tegral de Riemann a la

la integral indefinida <omo funcifn del punto final, a la in

tegral indefinida como funcidn de conjunto.



La importancia de este trabajo estriba en que permite
observar un hecho (el T.F.C.) a través de los distintos ni
veles de desarrollo de la matemftica y tambié&n gue cada ge-
neralizacifén obliga a inventar nueva herramienta para su tra
tamiento. En este trabajo se exponen los teoremas clisicos

de Vitali, Radon-Nikodym, de diferenciacitn de ILebesgue etc.

El teorema de diferenciacidn de Lebesgue se puede gene
ralizar a medidas arbitrarias, donde los teoremas sobre cu-~
biertas necesitar ser de caracter puramente geom&trico, por-
que las medidas pueden ser no-invariantes ante itraslaciones,

el teorema del que hablamos es el teorema de Besicovith.

En la versidn de Lebesgue-Stielﬁjes se utilizan medidas
asociadas a una funcidn creciente y como el conjuntb de dis-
continuidades de la funcidn asociada a la medida puede ser
diferente del vacio, entonces no podemos aplicar al tecrema

sobre cubiertas de Vitali, lo que obliga a trabajar con otras

herramientas.

Se presenta en el capitulc VII el teorema de Lebesgue-
Radon-Nikodyam del cual se ofrece una prueba que preéesenta ciler
tos elementes originales y otras herramisntas como difersncia

cidbn de medidzss.
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CAPITULO 1

1.1 REFERENCIAS HISTORICAS (MEDIDA)

Historicamente el intento de medir conjuntos arbitrarics
de puntos en la recta tiene su origen en la dependencia entre
integrabilidad en el sentido de Riemann y la continuidad. Una
funcidn es integrable si no tiene ™muchas™ discontinuidades,
por ejemplo, como la integral bajo un punto es cero, no afec-
tamos el resultado de una integracién si modificamos una fun-
cifn continua en un conjunto finito de puntos; sin embargo,
surge la pregunta ¢cdmo debe ser el conjunto de discontinuida
des para que la funcidn sea integrable segfin Riemann? Es decir,
icémo caracterizar el conjunto de discontinuidades para obte-
ner un critero gue diga si una funcifn es o no es integrable

segn Riemann?

Lo anterior condujo a buscar una medida para el conjunto
de puntos de discontinuidad de una funcidn, de manera gque la
condicibén de integrabilidad pudiera expresarse en términos de

tal medida.

Otro motivo para medixr conjuntos es 1la necesidad de exten
der el concepto de longitud de un intervalo a conjuntos mis com
plicados. Dicho con mayor precisifn, se gqueria extender la fun
ci6n conjuntista que asocie a cada intervalo el nfimero real ob

tenido al restar al punto final del intervalo el inicial {pertenezcan




o no al intervalo). A continuacidn enumeramos algunas de las
caracteristicas esenciales gue debe presentar tal funcidn se-
gtin nuestra experiencia en la recta y gque pretendemos exigir
a cualguier extensidn de ella ("medida"). Si I representa un

intervalo vy L{I) su longitud o medida, entonces

1) L{I) 20 {no~negatividad)

I son intervalos mutuamente ajenos,

2) 81 Iy, I4,...
entonces L(Il U 12 U,..)= L(Il)+L(Iz)+L(I3}+...
{aditividad numerable}

c I

3) 8i 1 entonces L(Il)s L{Iz) {monoctonia)

i 27

4) Si teR y I={x]as x s b}, entonces su traslacidn
bajo t, I+t= {x+t|xsI} coincide con I en longi-
tud o medida, o sea L(I})= L{I+t)

(invarianza ante traslaciones)

Uno de los intentos por definir una medida fue dado
por Stolz ( } y Harnak } en 1884, Definieron la me-
dida de un conjunto acotado A a partir de familias finitas
de intervalos cuya unifn contenia a A; para cada familia con
sideraron la suma de las longitudés de sus miembros y al in-~
fimo de tales sumas lo llamaron la medida de A. Como puede
cbservarse, existen conjuntos gque esperamos sean medibles
los cuales no pueden ser cubiertos por ninguna familia fini-

ta de intervalos "arbitrariamente pequeiics"; por lo tanto,




esta definicién de medida no cubre el primer requisito que
inocentemente podemos esperar: gue para cada subconjunto ar-

bitrario de los reales se tenga asignada una medida.

George Cantor (1845, 1918) en 1885 se refiere a un con
junto acotado A de R considerando para cada r>0, la unidn
Ar de todas las esferas de radio r centradas en los puntos
de A y llama medida de A al infimo de la suma de log volG-

menes de tales Ar, cuando r varia.

Ambas definiciones pretenden definir una medida digamos
desde arriba, con lo cual tenemos el inconveniente de gue la
unidn de dos conjuntos ajenos puede tener una medida estric-
tamente menor gue la suma de las medidas de tales conjuntos,
contrario a 1o que se esperaba, que la suma de las medidas
de conjuntos ajenos fuera igual a la medida de la unién: o

sea: m{A}Y+m({B)= m(AUB) si ANB=¢ {aditividad}.

Los matemdticos Peano y Jordan en 1890 se dieron cuenta

de gue al pretender ver las cosas "desde arriba" no les daba
una visibn buena y habia que ver las cosas tambi&n “"desde aden
tro", asi que ademds de la medida de Cantor m{A} la cual pode
mos pensar como una medida desde arriba o medida exterior, con
sideran una medida interior mi{(a)= m(I) -m{I-A), donde I es un
intervalo gque contiene a A. Con esto se lograba sensibilizar la

"medida", o sea que no midiera puntos no considerados en el con



junto y se 1lam8 conjuntos medibles a los que verificaban la
igualdad m{A)= mi(A). Se tenia entonces gue para dos conjun-
tos P v Q ajenos, RPUQ es tambié&n medible vy m{(PUQ)= m({P)+m (Q),
es decir aditiva en la clase de conjuntos medibles definida

mds arriba.

Borel (1871, 1956) en 1898 se limita a algo m&s concre-~
to y constructivo, considera primero la medida de un intervalo
abierto, luego, como un conjunto abierto es la unién numera-
ble ajena de intervalos abiertos, define la medida de los
abiertos, en general Borel se reduce a la familia de conjun~
tos que se pueden obtener a parti;’de operaciones conjuntis~
tas numerables, tomando como base los intervalos abiertos. Posg
teriérmente demuestra que tomando como base cualguier tipo de

intervalos se puede hacer la misma construccién.

A la familia de conjuntos que se puede obtener a partir
de los intervalos usando operaciones c¢onjuntistas numerables
se les 1llamd entonces Borellancs. Con lo anterior se lograba ob
teneruna definicidn mis constructiva de la medida respetando

la aditividad.

Cabe aclarar que Cantor, aunque ya sabia que un abierto de
Res la unién de una familia numerable de intervalos abiertos

ajenos, no lleg® a la forma constructiva de Borel.




Lebesgue (1875, 1941} ya en los primeros anos del siglo

XX, precisa las indicaciones hechas por Borel. Sigue exacta-

mente el mismo camino. nada m8s gque &1, no se limita a los
Borelianos . Define una medida m para los abiertos, Para un con
junto acotado A define la medida exterior m (&) como el Infi-
mo de la suma de los abiertos gue lo contienen, y la medida in

terior como m(I) ~m, (I-3), siendo I un intervalo gue contiene

a A; con esto gueda practicmaente establecida la teoria de la

medida come hoy se conoce,




1.7 FuncioN

Un concepto gue también debemos considerar es el con-
cepto de funcidn pues estd estrechamente vinculado a la tec
ria de integracidn y generacidn de medidas. Ya Euler (1707,
1783) tuvo una concepcidn moderna del concepto de funcidn,
para &1 era una curva arbitraria en el plano, tal gque cada
vertical la cortaba en un s6lo punto; aunque su concepcidn
era mas bien de correspondencia, pues €1l imaginaba las fun—
ciones siempre descritas por una f8rmula o varias. Sin embar
go durante muchos ahos los trabajos matemdticos se refirieron
a funciones aproximadamente continuas. La cé&lebre funcién de
Dirichiet (1805, 1859) que toma un valor en los racionales y
un valor diferente en los irracionales, surgla como el mis sen
cillo ejemplo de funcidn discontinua, y corresponde a &l pre-
cisamente, establecer el concepto de funcidn tal como se con-

sidera hoy.

1,3 INTEGRACION

La primera formulacidn del concepto de integral corres-—
ponde a Cauchy. Se limitaba a considerar una funcidn f continua

en un intervalo [a&,b], y entendia la integral de f como el 13-

mite de las sumas
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£(2) (xg-a) +£0¢) (oymxy )+t E () (bex )

n-1
cuando la amplitud del mayor de los intervalos parciales tien
de a cero. A pesar de no haber apreciado la nocidn de conti-
nuidad uniforme, Cauchy probd la existencia de tal limite,
asi como su obtencidn mediante la sustitucién, en las sumas,

del valor de f en el extremo izgquierdo de cada intervalo,

por el valor en un punto arbitrario del mismo.

Riemann (1826-1866) utilizd un método an&logo el de
Cauchy, pero no se limit6 a la consideracién de funciones
continuas, sinc gue se preocupd por investigar para gue fun

ciones era factible el proceso de integracidn, estableciendo

condiciones necesarias y suficientes de integrabhilidad.

La definicifn de integral superior e inferior correspon
de a Darboux {(1842~-1917), guien al considerar una funcién f

acotada en un intervalo [a,b] define las sumas

M

S= (xlua}Ml+...+ (b—xn_l a

S= (xl—a)m1+...+ (b-xn_l)mn.

donde Mk y m_ son el supremo v el infimo de £ en el intervalo
correspondiente. Probaba que el limite de las sumas S cuando
la longitud del intervalo parcial miximo tiende a cero coinci
de con el iInfimo de &stas, y cue el limite de las sumas s coin

cide con el supremo.




Tales nlmeros se conoceﬁ hoy con los nombres de inte
ral superior e inferior en el sentido de Darboux, aungue
también es usual referirse a ellas con el nombre de Riemann.
La definicifn de integrabilidad establecida por Darboux era
la coincidencia de ambas integrales que equivale a la condi
cién de integrabilidad dada por Riemann. Despu&s Dirichlet
(1805-1859) v Hbulder (1860-1937) extienden la nocién de in-
tegral a funciones no acotadas. En los mismos anhos, Cantor
estudiaba los conjuntos y su medida, lo cual seria de gran
utilidad en el desarrollo postericr de la teoria de integra
cién.

Los trabajos de Fourier (1768-1830) contribuyeron en
mucho al desarrollo de los conceptos de funcidn e integral.
Por otra parté, se pudo comprobar gue familias bastante ge
nerales podian expresarse analiticamente come sumas de se-
ries trigonométricas. Ademds los coeficientes de tales se
ries se obtenfan mediante integrales; esto obligaba a pensar
acerca del sentido que convenia dar a &stas, y sobre todo el

campo de funciones a los gue eran aplicables los desarrcollos
en serie,

Hablande de Riemann, cuizd su mayor mérito en este sen
tido fud su interés por considerar la familia méEs amplia de

funciones a la que era aplicable su proceso de integracidn.




Sin embargo, en las condiciones de integrabilidad que &1 es
tablecid no aparece la nocidn de descontinuidad. Fué Du Bois
Reymond (1831-1889) el primefo que relacion6 la integrabili-
dad de una funcidn con el conjunto de puntos de descontinui
dad de la misma. Agui tuvo su origen el problema de medir con
juntos.

Después de la definicidn de conjunto medible dada por
PEANQO y JORDAN pudo establecerse una definicidén geométrica
de la integral de Riemann en el siguiente sentido: una condi
cidn necesaria y suficiente para gque una funcién f no-negati
va y acotada en el intervalo cerrado [a,b]| sea Riemann inte-
grable es que el COnjﬁnto de puntos {(x,y) del plano tales
que xe[a,bly 0syvs £(x) sea medible seglin la definicién dada
por PEAMO y JORDAN; ademds, la medida de tal conjunto y la in

tegral coinciden.

El procedimiento cue siguid Lebesque fue el siguientes’
considera el problema de la integral en su aspecto formal,
es decir, analiza qué propiedades debe tener la aplicacidn
gue asigne a cada funcidn su integral. Este andlisis le hace
ver gque el problema fundamental consiste en definir la inte-
gral de la funcidn caracteristica o indicadora de un conjunto.
Parece natural gue tal integral sea la medida del conjunto, lo
cual le obliga a limitarse a los conﬁuntos medibles que ya habia

caracterizado.




1.4 INTEGRAL DF LEBESQUE

Para definir la integral de una funcidn f acotada Lebes
gue toma las particiones del intervalo de variacidn de £, en
lugar de las particiones del intervalo en que £ esta defini-
da, como lo hacian Cauchy y Riemann. Para comprender el prin-
cipio fundamental de esta integral, consideremos el siguiénte
ejemplo: Imaginemos un conjunto de monedas de distinto valor
cuyo monto deseamos encontrar. Podemos hacerlo de dos maneras:
colocamos las monedas en fila y sumamos el valor de cada una,
al valor de las precedentes, o bien formamos conjuntos de mo
nedas agrupando las del mismo valor, después contamos el nﬁmg
ro de monedas de cada conjunto y enéeguida multiplicamos ese
nimero por el valor de la moneda; hacemos lo mismo para cada
conjunto y finalmente sumamos. El primer mé&todo de cdnteo'cg
rresponde. al proceso de integracidn de Riemann y el segundo
al proceso de integracién de Lebesgue. En este ejemplo ele-
mental puede observarse una mafor simplicidad en la integral
de Lebesque.

Para cada particién {h k=0,1,...N} del intervalo de

k!
oscilacibn de f calculamos las sumas finitas

N

1

o m {x: hk—l <f(x)< hk}hk_l
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La integral de f en el sentido de Lebesque se define
entonces como el limite comin de estas sumas cuando la ampli
tud mé&xima de los intervalos (hk—l' hk) tienée a cero. Natu-
ralmente, y es necesario enfatizarlo, 1la definicidn reguiere

la medibilidad de los conjuntos

{x: h <f (x) shk} v {%: h sf(x}-<hk},

k-1 k-1

para funciones no-acotadas Lebesque considera las series

il

L m{x: h <f(x)x hk} hk

k-1

r m{x: h <f(x) <hk} hk—l
donde
~@.....<h_g <h_,'<h_, <h, <h <h <h, o
y llama sumable a la funcidn para la cual estas series re-
sultan convergentes para alguna eleccidn en los hk’ y tienen
el mismo limite cuando la amplitud maximo de los intervalos

(hk_l, hk) tiende a cero; tal limite es la integral de la

funcidn.

Otra manera dada por Lebesgue para definir la integral,
es la siguiente: dada una funcidn no-negativa £, las integra
les de las funciones fk= min (f,k) convergen la integral de

f, lo cual significa un método para definir la integral de

- 11 -



funciones no-acotadas. Hoy es habitual asociar a cada funcidn
medible no-negativa una sucesidn mondtona en funciones simples
(funciones simples son aquellas gue tienen valores constantes
en conjuntos medibles) convergente a ella y definir la integral
de f como el 1limite de las integrales de tales funciones. Esta
manera de definir la integral es la gque adoptaremos en este tra

bajo.

1.5 /Ié}REMA FUNDAMENTAL

La nocidn de integral y de la derivada estaban bastante
desarrollados antes de los trabajos de Newton (1642-1727) y
Leibniz (1646-1716). Todo el desarrollo de la teoria dependia
de que se descubriera que la derivacién v la integracibn de
una fuﬁcién realmente representaban procedimientos inversos
como la suma y la resta, la multiplicacién y la divisién. E1
hecho de gue Newton y Leibniz se dieran cuenta de esto y for-
mulardn y utilizaran lo que llamamos "TEOREMA FUNDAMENTAL DEL
CALCULO", con el cual se podia calcular la integral usando de

rivadas, no debe sorprender. Esto simplificd mucho el trabajo

y establecid que no habfa dos cdlculos sino uno solo. Bdsica~
mente el teorema fundamental del cdlculo expresa el hecho de
que para una funcidn continua, la velocidad con que varia el

drea en un punto, es igual al valor de la funcidn en ese punto:
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X
gi F(x)= [ff{u)du, entonces
a

X
d F(x) = d S f{(u)ydu= f(ix).
dx dx a

Esta puede considerarse una primera versidn del T.F.C.:

una segunda versidn es la siguiente///

b
S f{u)du= G{(b} - G(a), donde G'{x)= f{x)
a

Geométricamente Cauchy, para una funcién continua f,
llama integral indefinida de f a la solucidn general de la

ecuacidén y'= £(x), y si g es una solucidn establece que

a

b
Jf(x)dx = g{b)- g(a);
a

en este caso, una tal g esta definida como

X
JEf(u)du = g(x)
a

Con Riemann empiezan a plantearse problemas en este as

pecto, pues existen funciones f Riemann integrales tales que

X

é £f(u) du

no tiene derivada en algunos puntos.

Lebesque establece que cuando una funcién f es integra

ble en [a,b] resulta que la funcidn g definida por

X
g(x)= s f£{u)du
a
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tiene derivada iqual a f(x) en casi todos los puntos de

[é,ﬁ]y, reciprocamente, si g tiene derivada acotada en
-[é,ﬁj, resulta

X
g(x) - gla) = / g' (u)du. /

a

Es de senalarse que en el caso de ser g'(x) no acotada
puede ser tambi&n no integrable. Se plantea asi el problema
de caracterizar las funciones g tales que g' existe un casi
todo punto y sea integrable. Lebesque probd que una f asi,
tiene gue ser de variacidn acotada, y que reciprocamente, si
g es de variacidn acotada, g' existe en casi todo punto y es

integrable, aunque puede no resultar la igualdad

g' (u)du

g(x) - gf{a) =

Wy 5

Perc entonces, ¢bajo que condiciones podemos afirmar
gue es vélida la igualdad anterior? finalmente las funciones
de variacién acotada que verifican la referida f6rmula son
aquellas cuya variacidn total en un abierto G (es decir la
suma de las variacién totales en los intervalos componentes
de G) tiende a cero cuando la medida de G tiende a cero. A
estas funciones Valali los designdé con el nombre de funciones

absolutamente continuas.
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1.6 TEOREMA DE RADON Y NIKODYM /

Finalmente consideremos una funcidn real f medible en R,
integrable en cada conjunto cerrado y acotado, Lebesgue defi-

ne una funcién g de conjuntc mediante
g(E)= s £(x) dx.
E

Esta funcifn es completamente aditiva respecto al conjun
to’'de integracidn y absolutamente continua en el sentido de

gue g(E)} tiende a cero, cuando la medida de E tiende a cero.

Lebesque definid una derivada puntual para la funcién g y
comprobd gue tal derivada coincide con f en casi todo punto
respecto a la medida de Lebesque sobre ;os reales. Con esto
empezd la teoria de diferenciacién de medidas e integrales,
que esta muy vinculada al cl&sico teorema de Vitali y a otros
teoremas de recubrimiento obtenidos despu@s. Esta teoria cons
tituye hoy una herramienta muy importante en diversas ramas
del andlisis.

La nocidn de funcién de conjunto completamente aditiva,
intrdroducida por Borel y Lebesque, fué considerada después de
"Raddn en 1913 como una generalizacidn del concepto de medida.
Radbén comprobd que cada funcidn de conjunto completamente adi-
tiva y absolutamente continua respecto de una medida, era una
integral respecto de dicha medida. Este teorema fué generaliza

do en 1330 por Nikodym, por eso hoy lo llamamos Teorema de Radfn

vy Nikodym.
- 15 =




1.7 TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESQUE

N

Si se tiene una funcidn f:R—>R continua e integrable

sobre R v se considera la funcién

X
Fi{x)= [ fly)dy

el T.F.C. afirma que F'(x)= f(x) para todo xeR.

Podemos generalizar la situacién anterior dédndole la
siguiente interpretacién. La funcidn f determina una medida
(signada) M definida sobre los conjuntos de Lebesque de R

M(E)= [/ f(y) dy
E

Sea xeR vy {Ik(x)} una sucesidn cualquiera de interva-

los gque contienen a x, tales que § ((Ik(x))+0, entonces se

’

tiene

| ! £(y)dy
lin T G)) lim —k{x) = £(x)

k->oo m(Ik(x)) ke m(Ik(X))

donde m es la medida de Lebesque en la recta.

Preguntamos ahora ¢seguird siendo vdlido el T.F.C. si so

lamente le pedimos alafuncidn f que sea integrable? ¢podemos

afirmar este resultado en el c¢aso n-dimensional?, o sea, si

£ es_L(Rn), se tendri
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1im 1 S fy)dy = F(x)

6{0(x))-0 m(0(x)) 0(x)

En realidad, si se dan las igualdades anteriores pero
casi-dondequiera. Con lo anterior se logra una buena gene-

ralizacidn del Teorema Fundamental del cilculo.

_ 1.8 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y
MEDIDA DE BOREL

También podemos generalizar el T.F.C. integrando res-
pecto a una medida asociada a una funcidn creciente ¢ y no
tan solo respecto a una medida asociada a ¢, donde ¢ es 1i

neal y de pendiente uno.

Para ello se define la derivada de la funcibn f respec
to a una funcibn creciente ¢ {se toma la ¢ creciente para
reflejar comportamiento de la f) y se define la medida aso-
ciada a una funcidn ¢ creciente, como el "crecimiento" de
la funcién en el conjunto gue se esta considerando. Asi

podemos afirmar casi dondeguiera que

fF{x+0)- f(a+b)= f—%%— dM¢ donde M¢ es la medida
[a, %] asociada a ¢
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CAPITULO 1

Nuestro objetivo primordial es examinar el teorema fun

damental del c&lculo, en los diferentes niveles de desarro-
.110. En la primera parte de este capitulo analizaremos el

caso més sencillo, usando la integral de Riemann.

Si £ es continua, entonces

d X
(1) — f f{u)du = f(x)

dx a

o sea la derivada de la integral indefinida es el integrando

Yr
b ]

(2) srf(x)dx= F(b) - F(a), donde F'(x)= f(x)
a

A estas dos afirmaciones conjuntas nosotros le llamamos
El Teorema Fundamental del C&lculo.
Comenzaremos estableciendo un teorema el cual seri una

piedra angular en todo el desarrollo de esta teoria.

2,1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Sea f(%x) una funcidn continua definida en un intervalo

[a,b], entonces existe fe[a,b] tal que

b

I £(x)dx = £(£) (b-a)
a
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En realidad lo que estames afirmando es que existe un prome-

dieo de los valores de la funcibn en el intervalo.

l__

Demosirhacibn:

Tenemos gue hacer 2 consideraciones
A partir del promedio de un nfimero finito de cantidades,
por un proceso de limite, tenemos que llegar al promedio

de un ndmero infinito de cantidades.

Como el limite puede depender de las cantidades que se
tomen y con el prop&sito de no cargar esas cantidades en
ningfin sentido, subdividimos el intervalo [a,b] en n par

tes iguales, y tomaremos esos puntos para evaluar la fun

cibn.

El nfimero )

fi{x;) + £(x,) +.....+ £{xp)
n

seria el promedid de una cantidad finita de valores de la

funcibn vy sea

AXi= b-a ; donde Xi son los puntos de la particibn, lue
go .n n
F(%)) +E(X))+uunns bf(xp)  _ aZaftxy)  (Bma) L, fixy)
n n (b-a) n.
b-a 7 £(x.) px. 1-E(x.) 3L E(x.) bx,
n i=1 i _ ii=1 i _ i=1 i i
b—-a b-a b-a
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n

L E (%) A4 b
ceee . i=1 1
Lim £(x;)+ f(xz); +f (xn) - 1ip 5 o Zbia FE0) .
a

ahora como la funcifn es continua y alcanza su maximo y su

minimo en el intervalo, entonces el valor promedic pertenece

al rango de la funcidn, luego para algfin te[a,b] se tiene

1 b
£(5)= g=— JE(x)dx
a

Defindlcibn: Llamamos inteéral indefinida de una funcibn

continua f a una funcibn ¢ (x) descrita por la relacibn

X
¢ (x)= s £{u)du, donde o es fijo y x es variable

o

y ambos pertenecen al dominio de la funcién. Diremos una inte
gral indefinida, porque podriamos haber elegido cualquier otro
limite inferior y de esa manera 2 integrales indefinidas difie

ren tan scolo una constante.

2.2 Ahora demostraremos 2 propiedades de la integral indefini

da de una funcidn continua

1) La integral indefinida de una funcibén continua es conti
nua

2} Es una funcién creciente si £>0

Demosthacidn:

Sea [a,b] el intervalo donde f es continua, entonces por

el teorema del valor medic para la integral, tenemcs para X,Yy

- 7N =
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en el intervalo

Y
o(y)— ¢(x)= f £f(x)adx = f (£ }y-x)
X Y

donde EE[%,i]

$(y)= ¢(x) + £e,) (y-x)

]

lim ¢{y)= lmy[¢&ﬂ-ﬂ%ﬂyﬁ)]=¢&)+fbd0:¢hd
y>X ¥y X '

luego la integral indefinida es continua.

Ahora si f(x)>0 tenemos que para y>x ¢(y)= ¢(x) +f(gy)
(y=x)>¢(x), entonces la integral indefinida es creciente.
2.3 Teorema fundamental del célculo (parte 1)

La integral indefinida de una funcifn continua f(x) po

see siempre una derivada ¢'{x) y, ddemés, ¢'(x)= f(x) ast

X

4 JEf(u)du= f(x)}
dx o

en otras palabras, la velocidad con gue varia el &rea bajo
la curva y= f(x), cuando x crece es igual a la altura de la

curva en el punto x.
Demosthacdbn:

La demostracidn es una consecuencia inmediata del teore-
ma del valor medio del c&lculc integral. Luego para cualesqguier

valores x, x+h en el dominio de £, se tiene
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x+h
¢ (x+h)- ¢({x)= / f(u)du= f(gh)h, donde e[ x,x+h_]
X

h~0 h h~+0

con lo cual gqueda demostrado el teorema.

Llamamos primitiva de f(x), a cualquier funcifn F (x)
tal que F'(x)= £{x).
La parte 1 gue acabamos de demostrar, se expresaria de

la siguiente manera:

Toda la integral indefinida ¢(x) de una funcién £(x),

es una primitiva de f(x).

Pero si nos planteamos el problema de encontrar todas
las primitivas dé& f(x), es claro que afin no lo hemos resuel
to y el problema corresponde a lo gue llamaremos segunda par

te del tecorema fundamental del cllculo.

Teorema: Toda funcidn primitiva F(x) de una funcidn dada
f(x), continua en el intervalo, puede ser representada en la

forma

X
F(x)=c + ¢$(x)= [ f{u)du + c
a

donde c y o son constantes, v a, X estan en el intervalo; y,
reciprocamente, para cualesguier valores de «¢ y c, elegidos
arbitrariamente (siempre gue o« este en el dominio de f) esta

expresidn representa una funcidn primitiva,.
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En otras palabras, la diferencia de dos primitivas

Fl(x) v F2(x) de una funcibdn f£(x) es siempre una constante

asi, a partir de cualquier funcibn primitiva F(x) pueden

obtenerse todas' las demds en la forma
F(x)+c

mediante una eleccifn adecuada de' la constante C. Reciproca
mente, para cada valor de la constante c, la expresidn Fl(x)+c

representa una funcidn primitiva de f(x). .
Demosthacibn:

8 [Fx)+c]=-2 F(x) + S c=F'(x)+ 0 = £(x

dx dx

®

luego si F(x) es una primitiva, tambidn lo es F(x)+c. Ahora
demostraremos gue la diferencia de dos funciones primitivas
es una constante,
Sea
Fl(x)— Fz(x)= G (x) luego

G'{x)= Fl'(x)— F2'(X)= fix)- £(x) =0

se puede probar a partir del teorema del valor medio del
c8dliculo diferencial, gue una funcibn cuya derivada se hace
cero en todas partes de un intervalo, es una constante. Por

lo tanto G(X) es una constante.
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Combinando lo que acabamos de probar tenemos

b
F(x)=C + ¢{x)=C + s £(u)du
a

Ahora, agui estamos usando dos conceptos: integral in
definida y funcibn primitiva, en base a unificarlos haremos

»

la siguiente observacién:

Consideremos la funcién f(x)= V/x. Entonces la integral

indefinida es
3 3
¢(X)=g.x_2_— _2. a_7
3 3
y como el dominio de I(x) es [p,w) entonces tanto X como

"a" son no-negativos, vy de esa manera la funcibn

3

2 y2,. 5 i
3

es una funcibn primitiva que no es una integral indefinida,
luego agregando a la integral indefinida la constante c,
evitariamos este problema. Asi definiremos de nuevo el con

cepto de integral indefinida.

Definicién: ¢ (x) es una integral indefinida de una fun-
cidn continua f(x} =i es de la forma

X .
${x)=C + [/ f(u)du, donde « es fijo y x varia
¢ ble v ambos esté&n en el dg-

minio de f.
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De esta manera, ya no habri necesidad de distinguir en-

tre funcibn primitiva e integral indefinida pues ambos con-

ceptos coinciden.

2.4 Ahora deseamos mostrar la igualdad {(parte II del T

b .
J f(u)du= F(b) ~- F(a)
a

donde F'(¥)= f(x) y f{x) es continua.

Demosiracdibn:
X

Sea ¢(x)= J f(u)du y F(x) otra primitiva
a

luego ¢ (x)= F(x)+C

0= ¢(a)= F(a)+C

c= ~Fla) vy

$(x) = F(x) -~ F(a) v
x . DEFRRTINIETS
B}

f f{u)du= F(x)- r(a)
a

evaluando en b, tenemos

b
S f£(u)du= F(b}- F(a)
a

con lo cual completamos lo propuesto

- 25 -
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CAPITULD III

TEOREMA FUNDAMENTAL CON INTEGRAL DE LEBESGUE. Nuestro

propbsito ahora es estudiar las relaciones

b
1) JE£' (x)adx= f(b)- £(a) donde la integral
2 es la de Lebescue
d X T 1 o
2) = FE{y)dy= f(x) ° y las funciones
V3 .
a son medibles.

Dicho en otras palabras, queremos establecer las condi
ciones en las cuales se dan las igualdades, solo gue ahora
estamos abarcando una familia mgs amplia de funciones,-las
funciones medibles y hemos generalizado nuestro criterio de
eguivalencia de funciones. Hablando més’explicitamente,aqué

condiciones debe cumplir la funcién para-satisfacer la igual-
déd? Para satisfacer la igualdad 1), como veremos posterior-—
mente, 1la funciﬁn-f debe ser absolutamente continua, y en la
relacién 2), sélo necesitamos gue £ sea integrable seoglin Le-

besgue, (en el caso de la integral de Riemann, necesitamos

gue f sea continua en el punto considerado).

Observemcs un poco m&s la relacién 1) antes de empezar a
construir la teorfa para su demostracifn; para ello obtendre-

mes una funcifn continua en el intervalo real [0,1], cuya




construccidn esta basada en el conjunto de Cantor de medida
cero. Sea fn una funcibn que tiene un comportamiento constan

te en cada conjunto gue se ha guitado, de la siguiente manera

y sea f= 1lim fn; a esta funcidn le llamamos funcidn de Cantor
y observemcs una caracteristica en la cual estamos especialmen
te interesados; la funcién tiene derivada cero en [0,I]-C (don
de C es el conjunto de Cantor), en otras palabras tiene deriva
da cero en casi todo el intervalo y afin asi crece de 0 al 1.

cVerifica la relacidn uno?

f'(x)dx = £(1)~-£(0).

[ R

Como la derivada es cero casi - dondeguiera en el inter-
valo [p,i] tenemos gque el miembro de la izguierda vale cero,
mientras gue £(1)=1 y £(0)=0, luego el miembro de 1a'derecha
vale 1; no cumple con la igualdad a pesar de ser el limite uni

forme de funciones continuas y por lo tanto continua, luego no
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pbasta gue sea continua y derivable casi-dondeguiera como en
este caso. Como va hemos dicho se necesita gue la funcidn sea

absolutamente continua, gue es una condici®én mucho més fuerte.

En el caso elemental de una variable, usando la integral
de Riemann necesitdbamos gue la funcidn estuviera definida en
un intervalo [a,b] y continua, por lo tanto acotada, lo cual
sblo permite aplicar el T.F.C. a una familia un poco reducida
de funciones:; usando 1a integral de Lebesgue, no tendremos la
restriccidn de gue la funcidn sea acotada con tal de gue sea
integrable (la funcidn puede ser += en un conjunto de medida

cero).

Tambi&n las afirmaciones gue haremos, tendr&n un dominio
mucho m&s amplic, debido a que se ha generalizado el concepto
de igualdad de funciones. Consideremos iguales a dos funcio-

nes si difieren s8lo en un conjuntc de medida cero.

Como puede observarse, ambas funcicnes tendrian la misma
integral, debido a gue usando la aditividad de la integral, po
demos separarla en dos conjuntos: uno donde ambas funciones
son iguales y el otro donde difieren, como este tiene medida

ctero, las integrales son iguales.



Otra de las diferencias gue tendremos se refiere a los
teoremas de convergencia. Usando la integral de Riemann po-
demos afirmar el cambio entre limite e integral si la funcidn
f esta definida en un intervalo [a,b], es acotada y la conver
gencia de las fn, tales gue 1lim fn:f se realiza uniformemente;
en cambio con la integral de Lebesgue no necesitamos que las
funciones sean acotadas, sino integrables; y la convergencia

no necesita ser uniforme sino nada mas puntual,

En el caso de que las funciones sean acotadas, ambas i§
tegrales, la de Riemann y la de Lebesgue, coinciden (si la
integral de Riemann existe). Muchas funciones que no son inte
grables segfin Riemann, como por ejemplo
’ 0 si xe [0,1]-0

fix)=
1 si xe0

f£: [0,I]+Rr
de comportamiento muy sencillo porgue se puede considerar equi
valente a la funcibn idéntica a cero, no son integrables segln
Riemann per¢ si segfin Lebesgue, asi la integral de Lebesgue
abarca una familia mucho m&s amplia de funcioueé; nos estamos
refiriendo obviamente a la familia de funciones medibles. Por
otra parte, las propiedades algebraicas de la integral de Rie

mann tambi&n las posee la integral de Lebesgue, y por filtimo,




Sea ahora una funcibn f no-acotada, definamos fn como

sigue
f(x), si f(x) <n
£ (x)=
n si £(x) >n
Observemos lo siguientes: las fn son acotadég: no negati

vas, la sucesibn es creciente y fn+f; por el teorema de la

convergencia monbtona, podemeos afirmar gue

Jf = flim fn= lim ffn:

asi, dado g>0 podemos encontrar una N, tal que para toda

nxN se tiene

Iff""ff|<, °
A A n Z
luego, como I3 fn
E
i (£ fn) <5
Calculemecs
— e - € _:
f = J(f fN) + fIN < 5 * NmA
A A A
haciendo mA<é"2§ , Oobtenamos
Ne
fEo< Ex = £,
A 2 2N




la integfal de Lebesgue maneja limites con facilidad mien-
tras que la integral de Riemann no. Con lo dicho anterior-
mente, nos damos cuenta de gue la integral de Lebesgue re-
presenta una generalizacifn y una herramienta mucho mds po-
derosa. A continuacidn nos ocupamos de la demostracidn de
algunos teoremas gue nos llevardn a la caracterizacidn de

las funciones gue cumplen con las igualdades 1) y 2).

Tepngma 1.- Continuidad absoluta de la integral. Sea £
una funcidn no-negativa integrable sobre un conjunto E. En-
tonces, dado e>0, existe 6>0 tal gue, para cada conjunto ACE

con mA<d$, tenemos

ff <e .
A

Prueba.- Haremos la demostracidn en dos pasos. El primer paso

consiste en el caso acotado. Sea f tal gue

|£(x)| <M, para toda XecE, calculemos
Jf <« /M = M mA, lueqgo haciendo mA=.§ £6,
A A

ff<ME:E.




con lo cual tenemos que la integral como funcibn de conjunto

es absolutamente continua.

Definicibn: Sea d una coleccidn de intervalos. Entonces
decimos qgue d cubre un conjunto E es el sentido de Vitali, si
para cada e>o0 y cualguier xeE, hay un intervalo Icd, tal gue
xel y 1(I)<e. En otras palabras cada elemento del conjunto

esta cubierto por intervalos arbitrariamente peguencs.

A continuacibn demostraremos un teorema sobre cubiertas,

el lewma de Vitali el cual seri muy importante en las demostra

ciones posteriores,

Lema de Vitali., Sea E un conjunto de medida exterior fi-
nita y 4 una coleccidn de intervalos gue cubre a E en el sen-
tido de Vitali. Entonces dado >0, existe una coleccibn dis-

junta finita {Ii, 12,....,IN} de intervalos en 4 tal que

Este teorema nos permite lo siguiente:

a) Sustituir el conjunto de medida exterior finita por
una unidn finita y ajena de intervales con un error
menor gue £, lo cual nos da una precisidn bastante

aceptable.




b) Al sustituir el conjunto E por una coleccidn de in-
tervalos, tenemos un facil manejo, adem&s como la me
dida exterior siempre existe, no nos impone gran res

triccidn, salvo la de que sea finita.

Demcstracidn,- Lo probaremos para el caso en gue cada

intervalo de la coleccibn sea cerrado, lo gue no impone nin
guna restriccidn puesto que la medida de un cerrado y el a-
bierto correspondiente es igual, y elegimos un conjunto 0
abierto de medida finita gue contenga a E tal que cada intex

valo de la cubierta de Vitali este contenido en el,

Vamos a elegir una sucesidn de intervalos disjuntos de
d por induccibn. Supongamos que I, Iyreess,I bhan sido ya

elegides v sea

k € mO <=
n
n
si E ¢c.U,I., entonces
i=1"3i
_ n
m* | E - U, I, = m*¥¢= 0<c
L i=1 1j Sy

tendriamos la afirmacidn

g




n

si E ¢ .U,I., entonces el siguiente intervalo lo poderocs
i=1"41

elegir de tal manera gue

L(X_,,}> kn v I disjunto de I., T _ ,coee,X_:
2 1 2

n+l n
asi sucesivamente elegimos los intervales siguientes, luego

ko4q1= sup{L(I) | INI, =4, k=1,2,...,n+1}

y tendremos una sucesibn In de intervalos disjuntos gue, por

la forma en que se eligen, van agotando todo E

vya gque UIn c0

L(UIn)= EL(In) % m0 <e

[

y como la serie converge, su "cola" tiende a cero, por 1lo

tanto podemos encontrar una n tal gue

n
sea R=E - .glI.,




: n
Sez xeR, va que iglIi es un conjunto cerrado gue no

contiene a x, podemos encontrar un intervalo Itd, el cual
contiene a x cuya longitud es tan pegueha gue es ajeno a
cualguiera de los intervalcs Il,I2,...,I .
: n

Cabe hacer notar que si los In fueran abiertos no po-~
driamos hacer la afirmacidn anterior, por eso los interva-

los los elegimos cerrados. Tenemos pues

I Ii= ¢ para i<n, luego

L(I)< k < 2L(I_, ) <

ya gue limL(I;)= 0 y la sucesidn {I,} es
-0 i
exhaustiva, el interva%b I debe tener interseccidn no vacia
.

—

con alguno de los In'

Sea N el menor entero tal gue InIN% ¢

L{I)<k < 2 L(IN)

1-1

vya que xeI yv I tiene al menos un punto com@n con IN se si-

gue gue la distancia de x al punto medio de Iq

4




es a lo ma&s L(I) +

asi XEJN gue tiene el mismo punto medio que IN ¥ 5 veces su
longitud, luego cada elemento de R lo podemos incluir en un

J entonces

Nf

co _ o0 _ E___
RC Ngn+1 Jn_ > N§n+l L(In)'— 5. BT

luego . <

n T
* - s
m* [E- U, I, <e¢
gque es lo gue gquerfamos demostrar.

DERIVADAS DE DINI

¥ £(x) = lim, flxth) - £(x)
h+0 h

D f(x) = lim, f(x)- f{x~-h)
h+0 h

F : f{x+h)- £{x)

D, f(x) = lim

¥ EroF B

b f(x).z 1im fx)- £(x-h)

h-»0 h




Y BIBLIOTECK
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SARER GE MIS HUOS
HARA MI GRANDEZA

Deginicifn : Si D f(x)= D _f(x)= D f(x)= D_f{x)% + =,

decimos gue f es derivable en x y definimos la derivada f'({x)

como el valor comin.

2 continuacién demostraremos un teorema gue da una cota

para la integral de la derivada de una funcidén creciente.

Teorema.- Sea T una funcidn creciente de valores reales
sobre un intervalo [a,b]. Entonces f es derivable casi-donde-

guiera, la derivada f' es medible y de variacibn acotada

b f
ff'(x)dx ¢ f£(b)- f(‘a)
a oo

Prueba: Para demostrar que la funcibn creciente es deri-
vable, se demostrari gue el conjunto donde las dos variables

son distintas tiene medida cexro.
— + = =3 3
E= {x|D" £{x)>D_f(x)]

Los otros conjuntos gue resultan de las otras combinaciones

se pueden manejar de igual forma.

=
il
G
t
Cu
Q
o
jon
M
il
I
"
(v
h

(x) >u>v> b_f({x)};




gueremos demostrar gue m¥E A
= u,v=0

Sea s= m*E Y €»0 y encerramos el conjunto E en
u,v < u,v

un abierto 0

con m0<s+e, O sea se eligid un abierto 0 gue contiene al con

\

S

Para la demostracidén, lo gue haremos serd acotar la va-

junte con un error menor gue .

riacidn de la funcidn en intervalos cerrados muy pequenos

usando el hecho de gue las derivadas existen.

Para cada xe Eu v existe un intervalo arbitrariamente
r

pequefic [ x-h,x | contenido en 0, tal que

f(x)- £{x-h) <vh,

estamos usando que D_f(x) existe y que D_f(x)<v,

Por el lema de Vitalili podemos escoger una coleccidn £i-

nita {I Iz"""In} de intervalcs cerrados cuyos interiores

1!

cubren a un subconjunto A de El v de medida exterior mé&s gran
, =

de gue s-¢




N N N
z L_f(xn}— f(xn—hn):]< n;lvhn= vnglhn<vm0<v(s+e)

zhora cada punto y € A es el punto final izguierdo de
un intervalo arbitrariamente pecueno (v, y+k), el cual esté

contenido en algfin I, v tal que

f{y+k)- f£(y)> uk,
- + . +
agui estamos usando gue D £(x) existe y gue D f£(x)>u.

Usando el lema de Vitali de nuevo, podemos seleccionar
una coleccidbn finita {jl'jz"""jy} de tales intervalos ta
les gue en unifn contiene un subconjuntc de A de medida exte
rior m8s grande gue s-2¢, Entonces sumando sobre todos los

intervalos
M M
igl I(yi+ki)— L(yi)>u igl ki> u(s-2¢)

‘Cada Ji estd contenido en algtin intervalo I, Y si suma

mes sobre toco los i, los cuales cumplen ji c In' entonces




Ahora cada punto y € A es el punto final izquierdo de
un intervalo arbitrariamente peguefio (y, y+k}, el cual estd

contenidoc en algfin I vy tal gue

f(y+k)- £{y)> uk,
aqui estamos usando gue D+f(x) existe y gue DY E (%) >u.

Usando el lema de Vitali de nuevo, podemos seleccionar
una coleccidn finita {jl,jz, ..... jM} de tales iIntervalos ta
les que en unibn contiene un subconjunto de A de medida exte
rior m&s grande que s-2e., Entonces sumando sobre .todos los

intervalos

M M
;L Ely k) - f(yi)>u 121 Ky u(s-2¢)

Cada j. estd contenido en algfin intervalo I_ vy si suma
35 n <

mos sobre todo los i, los cuales cumplen ji c I entonces

nf

z [:f(yi+ki)— f(yi):] £ f(xn)- f(xn-hn)

ya que £ es creciente




asi gn(x) converge & g(x). Pero como f es medible por ser

creciente, = tambi&n y asi g(x), luego f'(x) es medible.

Demostraremos ahora gue la integral de la derivada de

la funcidn f creciente est& acotada por arriba poxr f(b)-f(a).

Cbservemos que ya gque f es creciente, tenemos gque gn(x)

30, luego usando el lema de FATOU

b b b 1
fg <lim fg = lim fn [ £(x+3)- £(x) Jax
a a a

b .
= lim n J [ £(x+ 2)- £(x) Jax:
a

definimos f(x)= f£(b) para x3b, luego

by = b
=limn [/ Tfx)ax - JEx)ax]]
a+ = a
at = | |
b b = b ar =
= lin n [/ @&+, "f@ax-S fR& S Tfkax ]
- a—!--ﬁ b a+-r-1- a

, 1
ar
¢ umn [ERL - nm] = 1m [£(0)- £lat 3)

= lm £()- Lim f£lar D= £0b) - £a).

2si

b
S ' (x)ax € £(b) - £(a).
a




Podemos observar gue ademds de que f'(x) es integrable, es

finita casi-dondeguiera

Definicién,.- Una funcidn f es de variacibn acotada si

la variacidn total es finita, y lo denotamos

b
T f= finita.
a

La importancia de las funciones de variacibn acoctada

estriba en que se pueden escribir como la diferencia de dos

funciones crecientes; en otras palabras, si una funcidn es

de variacifn acotada, entonces su f'({x) existe casi-dondeguie

ra y es medible. Entonces, si f(x) es de variacidn acotada,

”

f(x)= g({x)- h(x),donde g vy kh son crecientes

b
fg'{x)dx € g(b)- gla) y
d

b
/h'(x)dx ¢ h(b)~ h(a)

d

erc como no podemos restar desigualdades, no podemos ge-
P g r P g

neralizar el resultado. Pero ¢porqué no se pueds generali

zar el resultado?; porgue en realidad pedir gue una funcidn

sea de variacibn acotada es pedir poco,
nes muy patcolbdgicas para gue no sean de variacidn acotada.

Adends como se pudo haber concluido, la

se necesitan funcio

funcifn de Cantor es

MU A=




una
mos
qgue

dad

funcibn de variacién acotada en el [0,1] y como va vi
no cumple con la igualdad uno, luego no es suficiente
sea de variacidn acotada para gue cumpla con la igual

uno, asi puede cbservarse gue necesitamos una condi-

cién mds fuerte, gue es, come lo hemos venido diciendo,

la continuidad absoluta.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL caLcuLo (PARTE UNO)

Ahora nos referimos a la igualdad uno, © sea a

a X :
— Jfi(y)dy= F(x)
dx a

queremos demostrar que la igualdad se tiene c.d. si f(x) es

integrable seglin Lebesgue, gue es un resultado m&s general

al que se tenia usande la integral de Riemann, donde se o©b

tiene la igualdad si % es un punto de continuidad de £. Para

concluir esta relacibn, realizaremos los siguientes pasos:

1) Demostrar que la integral indefinida es continua

2) Demostrar que la integral indefinida es una funcidn
de variacibn acotada y gue por lo tanto existe su-
derivada casi-dondequiera en el intervalo [a,b] de
definicién

3) Usando gue f es integrable segfin Lebesgue concluir

la igualdad.




La parte uno ya estd demostrada, puesto gue ya se vid
gque la integral indefinida es absolutamente continua. Demos
traremos ahora gue la integral indefinida es una funcidn de

variaci®n acotada

Sea

b4
F{x)= ff(y)dy
a

5< e e e<Xy 1<%, =b cualquier subdivisidn de [a,b].

= < <
vy a XOXlXA

Calculemos la variacidn

k n Xy X1
121 IF ()= Flx;_9)|=2,] fa £ (y) dy- Ia £ (ylay]|

Xk X k X; b
= ;L W fpay| < 2, S [£(y) lay= f_|£(y) |ay.
i-1 ¥i-1 =

Tomando el sup sobre todas las particiones

b b
T(F)< f |f(y)}dy <=, puesto que f es integrable,
a a

luego F(x) es de variacibn acotada por lo tanto derivable

casi—doﬁdequiera en'[é,@].
A continuacidn demostraremos que F'(x)= f£(x) c.d. en

[a,b] para ello estableceremos los siguientes 3 teoremas;

el primero lo necesitaremos para asegurar la igualdad de dos
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funciones c.d., a través de gque la integral de su diferencia
sea cero; el segundo en el caso acotado y el tercero es la ge

neralizacibn.
Teonema 1.- Si f es integrable sobre [a,b] y
X
S_£{t}at=0
a
para toda xela,b], entonces f(y)=0 c.d. en [&,B].

Demosthacdfn.,- Haremos un razonamiento por contradiccién.
Supongamos que f(x)>0 sobre un conjunto E de medida positiva.
Entonces existe un conjunto cerrade F C E, con mF>0.

Sea 0= (a,b)-F
b
0= f_f = f£f + Jf por hipbtesis.
a F 0

Por el supuesto

donde 0= H (a 7 bn).a

Como la integral es diferente de cero, para algfin n de-

bemos tenexr

- AR .




S g0, y asi, una u ctra
a
n
a b
JRPf 30 o 51 2o,
a a

y en cualguier caso tenemos gue si f es positiva en un conjun
X
to de medida positiva, para algln xe[a,B] se tiene J £ 0 lo

cual es una contradiccidn, luego tenemos la afirmacidn.
r g

Teonema.- Si £ es acotada y medible sobre [a,b] y Fix)=

X
J,E(t)dt entonces F'(x)= f(x) para casi-toda x en la,p].

Prueba.- Como ya sabemos gque F es de variacidn acotada so

bre [é,@], sabemos también que F'(x) existe para casi toda

xe [a,b].

Sea |fl< k, entonces

oLy
1
n
X+ % x X+ %
=nl s E(t)dt -/ £(t)dt j=n S f(t)at
. a a x
pero como lf(t) ¢ k, tenemos
o 1 .
<n J  Tkdt = nk - ==k,
X n




as? Ifn(x) < k, luego tenemos una sucesidn en funciones acota

das fn(x), tal que fn(x)~* F'{x).

Por el teorema de la convergencia acotada, para cualguier

¢ e [2,5].

c C c F(x+' =) - F(x)
S F'(x)dx = 1lim f £_(x)dx = 1lim [
a n+e a o e a

dx

=1l N

c
= 1lim n f [ Fix+ -I]%)-F(x):]dx
N~ a

C 1 C
=limn [ S F(x+ D)dx~- [ F(x)dx |
-0 - 4 n a -

c 1 c
= limn f F(x+ =)dx- lim n J F({x)dx
Ty+es a n n+e a
ol ° c
= limn /S F(x)dx - - lim n f F(x)dx
n-< a+}- n--e a
n
lo: o+ % a+ % c
= lim n | J P(x)dx + [ Fix)dx = [ F(X)dx—IF(x)dx___]
ne a-:i ' ¢ a a+£‘-
n
sk ar L
= lim nf[_f F(x)dx- [ F(x)dx_]
n-—‘:—W
C a
cd—l a+%-
e DR (x)dx s, TF(x)dx
= l_-,lil — - _];
n n n
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Como F es continua

= F{c)- Fr(a)

luego f:F'(x)dx = F(c)- F(a), pero f;f(x)dx = F{c)- F(a),
c-—
por lo que J_ | F'(x)- f(x) Jdx =0 Y
F'{x)= £({x) c.d.

La idea es gue si la funcibn f est& acotada, los prome
dics también estln acotados y convergen hacia la derivada de
la integral indefinida, asi podemos aplicar al teorema de la
convergencia acotada para cada eleménto c del intervalo y a
través de que la integral es cero para cada elemento del in

tervalo obtener la igualdad F'(x)= f(x).

Teorema.- Sea f una funcidn integrable sobre [?,@j, v

sSeda

X
Fi{x)= faf(t)dt,
entonces F'(x)= f(x) para casi-todo xcla,b].

Demesinacibn.- Cabe hacer notar gue va estamos en el caso

general puesto que no estamos pidiendo gue f sea acotada.

AD




va que

re= st - £

y ambas £t 7 son positivas, entonces
x . X
F(x)= J £ (tydt - J B (t)at y

F'(x)= f+(x)- £ (x)= f(x), podemos suponer gue la fun-

cibn f es positiva

Sea pues f30 vy

f{x), si f£(x)< n
f (x)=1
n n gi f(x)> n

luego fn'%f y £~ fn 0,

X

asi Gn(x)= Ia(f-fn).

G_ es una funcibn creciente en X, porgue fﬂfnzo, entonces de

be tener derivada casi-dondeguiera y su derivada debe ser no-

negativa




’ X X - X
P(x)= f £(t)dt = [ (F-f ) (v)dt + S fn(t)dt.
a a n a

F'{x) = un nGmero no negativo + fn(x) ;

luege, F'(x) :-fn(x) .

y asi es mayor o igual gue cada fn' entonces es mayor o igual

al sup:
Ff(x)s £(x)
b b
JF'(x)ax 3 J f(x)ax = F(b)-F(a}),
a a _
ast
b

faF' (x}Ydx » F(b)-F(a)

_ X
Como la funcidn £30, entonces F(x)= J f(t)dt
a
es creciente vy
b
S FU{x)dx < F(b)-F(a),
a
luego
b
S P (x)dx = F(b)-F(a),
a
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pero
b
J f(x)dx = F(b)-F(a)
a
entonces
b
S [F'(x)-f(x) Jdx =0, y como F'(x)-£(x}20,
a
entonces

F'(x)-f(x)=0 y F'(x)= £(x),

con lo cual tenemos la igualdad dos.

Tambhién podriamos haber hecho

x
F(x)=F(a) + [ f(t)dt
a

sin gue hublera cambio alguno.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (PARTE ID

Caracterizamos las funciones tales que
b
J £ (x)dx= f£(b)-£f(a};
ad
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como ya hemos dicho, f debe ser absolutamente continua.

Definicidn.- Una funcibn de valores reales en [é,ﬁ] se di

ce absolutamente continua en [a,b] si dado e>o0 existe 6>0, tal
que

n
121 £y )= £(xy) l<e

para cada coleccidn finita ajena de intervalos tal cque
n

dicho en otras palabras, la variacibn total en un abierto,

tiende a cero, cuando la medida del abierto tiende a cero.

Teorema.- Si f es absolutamente continua en [a,b], enton

ces es de variacién acotada en [a,b].
Prueba.- Como es absolutamente continua, entonces, dado
e=1l, existe un §>0 tal que

n n

si I, |yi—xi|<6,_entonces iélif(yi)— f(xi)l<e.

Sea § el de la definicidn de continuidad absoluta, gque

corresponde a c=1,
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Sea

Damos una subdivisidn

a= Xo < X < Xy <.l %X 0= b

agregamos puntos a fin de obtener un refinamiento donde cada

intervalo tenga longitud menor que §. -

Sea {ti]i=l, 2,....,k } tal refinamiento, aplicando la

continuidad absoluta, tenemos gue
l2;-%; 1 1<6, se tiene [£(x;)- £(x,_;)[<1,

luego

k k

iEl lti—ti_11< b-a, y entonces igl lf(ti)_f(ti-l)l<k’

tomando el sup

T £ ¢ k, luego £ es de variacidn acotada.

Por lo tanto ya tenemos gue una funcidn absoclutamente conti-

nua es derivable casi-dondequiera.
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Teonema,- Si f es absolutamente continua en [a,b] y £'(x)=0

c.d., entonces f es constante.

Demostracién.- Deseamos probar que f{a)= f(¢) para toda

cs[é,ﬁﬂ.

Sea
E= {xe(a,c) |f'(x)=0}

mE= c-a (puesto que f£f'(x)= 0 c.d. en [3,b])

Sea d una cubierta de Vitali del conjunto E, luego para

cada xtE, existe h tal que'[:x, x+h:] ¢ (a,c), donde los h

son suficientemente pequefios para darnos una buena aproxima

cidn de la derivada. Sean £, n nimeros positivos arbitraria

mente pequenos,

Para h suficientemente pequeio tenemos

f(x+th)- £(x)
h

<n, o sea
|£(x+h)- £(x)| < n h.
Sea [:Xk' yk:] una coleccidn finita ajena que cﬁbre casi

todo E salvo un conjunto A con mA<$ (donde § es la correspon-
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diente al £ de la definicidn de continuidad absoluta) .

Consideremos un orden de los intervalos, de modo gue
Yo=8 X< ¥ < Ep< y2<...<xn< Y, ¥C% Xn+1

n

z

n
xZo ka+l“ yk[<6 entonces | L, |f(xk+1)_ f(Yk)1<€

por la continuidad absoluta. Aplicando 1, tenemos

n n
kgl-lftyk)' f(xk)|< N iy lYk‘Xk|< n {c-a);

calculemos ahora
’ n
|£(c)-£(a) | kE1 | £, 40" f(xk)[

n
N |£(x, ) -Elyy )+ £ly,)- £(x) |

0
|£(X )= £y ) [ Ey [Ely)- £6g)

I
xZ1 k+1

< g+n (c-a).

Como £y n son positivos arbitrarios, tenemos que

f{c)- £(a) =0

f(c)= £{d), como ¢ es arbitrario entonces la

funcidn es constante,
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Tecqema.- Una funcibn F es una integral indefinida si y

sHlo si es absolutamente continua,

Prueba.- 8i la funcibn es una integral indefinida ya de
mostraremos gque es absolutamente continua. Faltaria por demos
trar que si es absolutamente continua, entonces es una inte-

gral indefinida.

Sea F una funcidn absolutamente continua sobre [a,b].
Entonces F es de variacidn acotada y la podemos escribir co

©o

F(x)= Fl(x)— F2(X).

donde F, ¥ F, son funciones crecientes, y asi F'(x) existe

casi-dondequiera en [a,b] ¥y

[P () PTGV + By (%)

b b b
fa F'(x)|dx faFl' (x) dxct fan' (x)dx < Fy (b)-F, (a)+F, (b)-F, (a) <

por lo tanto |F'{(x)| es integrable y en consecuencia F' (x)

tamhién
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X
sea G(x)= faF'(t)dt, entonces G es absolutamente conti-

ast f(x)= F{x)- G(x), también es absolutamente conti-

y se sigue gue

Erix)= F'{x)- G'(x})= F'(x)- F'(x)= 0, entonces f(x) es

.constante

F(x)= constante + G(x)

valuando en a, tenemos

F{a)= constante +G(z), pero G(a)= 0.
F(a)= constante, luego
b

F(x)= F(a) + [ F'(v)dt,
a

si es absolutamente continua, entonces es una integral

lefinida. De esta manera tenemos gue cada funcibn absoclu

lente continua es la integral indefinida de su derivada,

b

S F'(t)dt = F(b)- F(a).

a

enemos asi la igualdad si F es absolutamente continua y de

esta manera hemos generalizado la parte dos del teorema fun

amental del cilculo,
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CAPITULO 1V
TEOREMA DE RADON Y NIKODYM

Considere la siguiente funcién de conjunto

V(E}= s f({x)dx
E

donde f es una funcibn medible e integrable en cada conjunto
compacto. Esta funcibn es completamente aditiva y absoluta-

mente continua, en el sentido de gue V(E) tiende a cero con

la medida de E. Nuestro propbsito es demostrar que la deriva

da de tal funcibn coincide con f en casi todo punto.

El teorema de Radon y-Nikodym afirma que cada funcidbn
de conjunto no-negativa completamente aditiva y absolutamen

te continua con respecto de una medida g-finita, es la inte

gral de una funcidn respecto de dicha medida.

Es decir existe una funcién f medible no-negativa tal que

V(E)= J faM
' E

lo anterjior es suficiente porque si v es una nedida consi-
derarfamos la parte positiva y negativa de V, y asi tendria

mos

viE= 5 ffam y v (E)= J £ am
E | E
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donde al menos una de ellas es acotada, luego
+ -
f(x)= £ (x)- £ (x)

Realmente el teorema de Radon y Nikodym es un reciproco
restringido de lo siguiente:
Fija una funcibn integrable £, se asocia a cada conjunto me-

dible E, la integral de f en E, definida

Jf£aMm = J f I, dM
B b4

La funcibn asi obtenida puede tomar en caso de no ser
acotada los valores +« 8-« pero sblo uno de ellos. Como
puede observarse puede tomar valores positivos y negativos,

luego es una medida con signo definida en la misma ¢ algebra

que M.

Si V es 1la funcibn definida

V(E)= J £ dM
E

donde M es o-finita, no-negativa y completa, definida sobre
una cfalgebra B y la funcibn f es integrable no negativa;
entonces es una funcidn completamente aditiva, o-finita y
una medida absolutamente continua respecto M.

Dicho de una manera més simple. Dada una funcidn f medi
ble e integrable, la funcidn de conjunto

v(E)Y= s £ aM
E
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es completamente aditiva y absolutamente continua respecto
de M. Ahora dada una medida v que es absolutamente continua

respecto de M, cexiste una funcién f tal gue

viE)= S £ aMm ..
E

La respuesta ser& afirmativa solo en el caso en gue M sea

c~finita, por eso decimos gue el teorema de Radon y Nikodym,

es un reciproco restringido.

Tecrema: Sea M una medida o~finita, no negativa y com-
pleta definida en una c-algebra B de ¥, y £ una funcidn in

tegrable respecto a M. Para cada mediblie E sea

v(E)= S f aM
E

entonces, v es una medida con signo, o-finita y continua res

pecto de M.

Demostracifn: Suponemos cue £ 3 0. Si E= ¢, entonces f-I¢
se hace cero dondequiera y asi
v{gl= JEf Iy dM = O
$

ademds, vI{(E) z 0. Ahora demostraremos que V es o¢—aditiva

Sea {E_} una sucesibn disjunta de conjuntos en B, tal

gue
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1
‘
T

o n
E= nglEn vy fn= vZq £ IEK, asi
n n n
T£ dM = s k2% IEK dM= ki1 /£ IEK dM= xZ1 V(Ek)

lvego tenemos gue

k
v(nElEn)z

i1 3

kL1 VI(Ey)

ya gue fn es una sucesibn de funciones medibles no-negati-
vas creciente gue converge a f T aplicando el teorema de.
la convergencia monétona

o

1 V(B = L Z,VI(E)

il 3

v(E)= J[fdM= SEfI_dM= Sflim f dM= lim
E E nre nsre k

con lo cual tenemos la c-aditividad.

e

Probaremos ahora gue la medida v es o-finita si M lo
es. Sea {xk} una descomposicifn de X, tal que"M(xk)<w para

k=1,2,.... . Definimos

| Xjk= {ank: f{x)s j} para j§,k=1,2,3,... =,
ahora V(Xjk)= é_ f aMm x jM(Xjk)<m
jk

con lo cual 1la medida v es o-finita.

Es continua respecto de M porque si M(E)= 0, entonces

v{(E)= 0. Esto completa la demostracidn cuando f es no-negati

Vd.



Si f es una funcifn arbitraria integrable respecto a
M, consideraremos las partes positiva y negativa de £ y de

finimos

vi ()= s 7 am v (E)= s £ aM

E E

para cada medible E y es claro que v=v" -v~ Y que vt vy v
son medidas o-finitas, no-negativas y continuas respecto.
de M, v una de ellas al menos es acotada. Por lo tanto v

&

es tambi&n o-finita y continua respecto a M.

lema: Supbngase que para cada o en un conjunto conta-
ble D de nfimeros reales, existe asignado un conjunto BacsB,
tal que BacBB si a<B. Entonces existe una funcifn medible

de valores reales extendidos f sobre X tal gue fgo sobre

Ba y f3o sobre X-Ba.

Prueba: Para cada xeX, sea f(x)= inf {a 1X€Bu} o sea
el Indice del primer conjunto que lo contiene. Es evidente
gue inf ¢==,

Sea XeBa Yy si Be es el primero que contiene a ®, ten-
driamos que f(x)=a, pero si no lo es, tendriamos f(x)<a,

asi, si xeBa, entonces f(x)sga.

Si xdBa, entonces xeB, para 8>a porgue la sucesidn es

creciente, asi f£({x)>a, luego



{x|£(x)<a} c Ba= {x|f(x)gal

luego f(x)go para xeBa y £> o para xeX-Ba asi tendriamos la
afirmacifbn en el caso en que f sea medible, gque es lo finico

que faltaria por demostrar.

Sea o cualguier nfimero real

entonces

{x|f(x)<al= U B

B B

demostraremos la igualdad:

Si £(x)<wo, entonces XsB8 para algtin B<a.

Si XeB, para algln B<a, entonces f(x)sgf<a. Luego los

conjuntos son iguales y como cada uno de los BB es medible

la unidn es medible y asi f es medible.

Lema: Supbngase que para cada o en un conjunto contable
D de nfmeros reales, hay asignado un conjunto B, € B tal que
M{Ba - BB)= 0 para cada a<B. Entonces existe una funcibn me

dible £ tal que fga c.d sobre Ba y fzo0 c.d sobre X-Ba.

Demosthacibn:

Sea C= oUgBe - By = U, (Ba - B)
M(C)= M{ Y, (Ba - B.)) < 3, M(Ba - B)=0

T 1 1
Sea Ba = BaUC. S5i a<B, tenemos Ba - BB ={Ba — BB)—_C= by

T '
entonces Be C B por el lema anterior, existe una funcibn

B
medible £ tal gue
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] ) f
f<a sobre Ba vy fza sobre X-Ba

asft
f<o sobre Ba ¥y fz20 sobre X-Ba, excepto por los XeC,

y como C tiene medida cero, tenemos gque

f<a c.d sobre Ba y f2a c.d sobre X-Ba.

Teorema: (Radon y Nikodym): Sea (X, B, M) un espacio me
dible o-finito, y sea v una medida definida sobre la c-alge
bra B, la cual es absolutamente continua respecto a M. En-
tonces existe una funcién medible no-negativa f tal que para
cada conjunto E en B tenemos

viB)= s f am
E

» La funcibn f es fnica en el sentido de que si g es cual

quier funci®dn medible con esta propiedad g=f c.d. [ M ]

Prueba: Suponemos primero gue M es finita. Entonces
v-oM es una medida signada para cada nfimero racional a.
. Sea (Au, BG) una descomposicifn de Hahn para v-aM, Vv
tomamos‘Aoix, Bo=¢ (porgque v y M son medidas no-negativas).

2hora, comc B - B, = B A tenemos gue
a ) o 8 =

(v - am) (B, = Bs 0y
(v - M) (B, - B)3 O

Si e<B, entonces
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v(Ba - B,)- mM(BOl - BB)v: 0< V(Ba - BB)- BM(BG - BS)

8

(g - oL)M(BDl - B, )<0

B
como B- >0, tenemos que M(BOL - BB)= 0

Luego existe una funcidn medible f tal que para cada
racicnal o, tenemos f3a0 c.d sobre Au'Y f<a c.d sobre By

Ya gue Bo=¢, podemps tomar a £ como no-negativa.
Sea £ un conjunto arbitrario en B, y sea

E,. = En(B

X E. = E -0 By

k1 - Bx)r Fe
N N X

entonces E= Eg[}go Eé} por construccibfn esta es una unidn

~disjunta, luego

[>2]

v(E)= V(E)) + L, V(E)

k=0
como E = EN (B, - BE) N EN (B, 40 AE)
N N ‘ N N
asi
E, C Brag AE
N~ N
k k+1
1uego ﬁ < f < w
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(1) SME s

asy

x
n MEy

$

guitando VE,

"k

N "k

maltiplicando por -1

k+1

VvE - —= ME

k N

Sumando con (1)

k+1

VE, - T MEy
1
(2) vE_ - %

Sobre E_ , tenemos que f==~ c.d. Si ME_>0 debemos tener

VE = = ya que

A

ME, - VE

A
Lia)

k+1

—~ M E

"k
vE - ﬁ-M E

J £F aM ¢ vVE -%ME +

= k
By
dM £ VE + 1 ME
= k n k

(v-aM)Em>0 para cada a

vEm'* o ME_> 0

Si ME_ =

caso

0, tenemos gue VE_= 0, porque v<<M,

en cualguier



como . VE = Vv (kgoEk) = kzo v Ek

v
klg / £sM = [faM= [ faM
=0
' By D E
k=0"k
luego
;Jo{vE--l-ME € [ £ dM ¢ VE +J—“ME}
k=0 k N Tk g s k N Tk

ya gue ME es finita y N arbitrario, debemos tener

vE= JSff ‘dM
E .

La funcién f es llamada derivada de Radon vy Nikodym

de v con respecto de M y se denota

Unicidad. Supongamos g es otra funcidn gue cumple con

la condicibn, entonces
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v(B)= JEf dM= fg dM, luego

E E
(*) 0= [(f-g)aM, EcB
E
Sea E, = x|fx)>g(x)} vy E, = {x]£{x)<g(x)} como (*) vale para

todo E¢B en particular para E, v E,

[ {(f-g)yaM= 0 y J{g-f)aM= 0
El E2

l’

como g-f>0 sobre E2, entonces ME2= 0

Como f-g>0 sobre E entonces MEl= 0

M(ElUEz)sME o+ ME2 = 0, tenemos M(ElUE2)= 0

Con lo cual tenemos que f=g c.d [ M| )

Extensidn al casc o-finito.

Supongamos gue Vv y M son o-finitas y sea Xn una suce-

sifn creciente de conjuntos en B tales que
v(Xn) <=, M(Xn)<cn

Aplicando el argumento anterior obtenemos una funcidn
h medible positiva la cual se hace cero para x¢X , tal que

si b es un subconjunto medible de Xn’ entonces
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v(E}l= f h_aM
r n

Si ngm, entonces Xn cC Xm y tenemos que

S h dM= [ h Aam
E B g T

luego h =h c.d [M]sobre X cuando n<m.

Sea £ = Sup {hl,hz,...,hn}, de modo gue f es una suce
sibn monbtona creciente de funciones medibles no-negativas

Yy sea
f= 1lim fn
S5i Ee B, entonces

V(ENX )= [ £_aM = f £_ am.
n EXﬁ E D

Ya gue E Xn es una sucesidn creciente cuya unidn es E, sea

aplicando el teorema de la convergencia mondtona

v(E)= g v(ENX,) = lig JE M =] lip £, au= £ dN.

y ast
v(E)= [f dM

| 1



/‘i I?Eic?ﬁalfcl AT
YNATURALES S

. Elﬁ:‘;m‘:k OE M1
con lo cual concluimos la extensifn. A MI GRANDEZA

Ahora mostraremos un ejemplo donde se observa que es
necesario respetar la condicibén, de o-finites de la medida
sobre la cual se intrega, para afirmar la existencia de la fun

cifn de la cual habla el teorema de Radon y Nikodym.

Sean dos medidas M y v sobre un espacio medible (X,B)

tal cue v es absolutamente continua respecto de M y para la

cual no existe funcibn £ tal que

v(E)= [ff{x) dM, para todo E&B.
E -

Demosthacibn: Sea X=R y sea B la o-algebra de Lebesgue.

Para cualguier conjunto EcE se define

0 , si E es contable
w0 si E no es contable

n , si E consiste de n puntos, n>0
M(E)=

= si E es infinito

Entonces M(E)=0, E=¢ v(E)=0, luego v es absolutamente

b

continua respecto de M,

Por otro lado, si f es una funcibn tal ocue



viE)= fE£(X) dM
B

Para todos los conjuntos E, entonces se tiene en particular

cuando E es un conjunto arbitrario de un punto, E= {¥v}, en

cuyo caso

vi(E)= 0 = [ £f(x)aM = f(y)
E

pero esto significa que la funcibn es idé&ntica a cero, y gue
en consecuencia v(E)= 0, para cada EeB, con lo cual tenemos
una contradiccifn, entonces tal funcidbn no existe, asi se

necesita gue M sea o-finita.




CAPITULO V

TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESQUE

El teorema fundamental del célculo afirma gque si
F(x)= fzf(y)dy (agx<b)

enionces F'({x)= £(x) si f es continua en x. En esta afirma-
cién se utilizd la integral indefinida como funcién del pun
to final, pero cuando consideramos la versibn en R" es m4s

dificil de trabajar; por ello adoptamos la integral indefi-

nida como funcibfn de conjunto.

F(E)= ff, donde E es un medible tal que
E
ECA y feL(n).

Con lo anterior nos vemos obligados a dar una defini-

cibn.de lo gue. vamos a entender por funcidn de conjunto.

Funcidn Conjuntista. Es una funcibn de valeres reales

definida scbre una o-algebra I de conjuntos medibles tal gque

1) F(E) es finita para cada conjunto EcI

2) F es aditiva contable, es decir, si E= U Ek
es una funcibn disjunta y Ek e &, entonces
F(E)= F(U E )= I F(E)

k k
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Teorema de Diferenciacibn de Lebesgue. Sea £ eL (R™) y F la

integral indefinida

F(E)= Jf

Dado x, sean Q los cubos centrados en x, entonces el promedio

F (Q) = 2 J’f(y) dy
m Q mg 0

converge c.d. a f{x) cuando Q se contrae hacia x, Si conver-

ge en x 1o escribimos

1im 2@ - q5n X s f(y)dy= £(x), c.d.
O+x m Q Q-x mo Q

Corolario, la versidn elemental del teorema anterior diria
gue si Fres Riemann integrable entonces

lim L fx+hf(y)dy= f(x), c.d. O sea

h>-0 2h =x-h

L Xeypay= £(0)

dx
Este resultado podfa haberse obtenido observando que si
f es Riemann integrable entonces el conjunto de discontinui-
dades tiene medida cero, luego la afirmacidn del teorema seria

en el complemento de ese conjunto de medida cero.
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Procederemos a establecer las herramientas gque serén
usadas en la prueba. Sea

f*(x)= Sup L I £(y) ldy,
mg Q

donde el sup es tomado sobre todos los cubos con centro en

x. Esta funcibn la usaremos para establecer una cota.

Observemos primeroc que la afirmacidn anterior, es fécil
de probar para funciones continuas. Sea pues f continua v Q

un cubo con centro en X, entonces

Lorsay - £x) | = |2— 5 [£y) - £4x) ] ay
mD O mQ Q

S

1 JOEly) - £(x)|dy < sup [f(y) - £(x)]
mQ Q veQ
el cual tiende a cero cuando Q se contrae hacia ¥, porque f

es continua en x.

La .estrategia.de la prueba seré aproximarse a la fun-
cién fe L(R™) por funciones ¢ontinuas Cy Serd necesario en
contrar una manera de calcular el comportamiento local (es
decir el promedio) de f—Ck, por un estimador global que con

siste en calcular el tamafio de f* en términos de f|f].
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lema.- Si fe (R™), existe una sucesién'{Ck} de funciones

continuas con soporte compacto tal que

a) Js_|f -c | dx -0, cuando k+e
n k
R
Prueba.- Si £ es una funcibn integrable para la cual la
afirmacibn se tiene, decimos que f tiene la propiedad A. Pro
baremocs el lema condierando una serie especial de casos. Pa-

ra ayudarnos en el paso de un caso al siguiente, primero mos

traremos que

1) Una combinacibn lineal finita de funciones con la
propiedad A, tiene la propiedad A,

2) 8i {fk} es una sucesibn de funciones con la propie-
dad A, y £n|f- fk|+0, entonces f tiene la propiedad

A,

Primero vemos gue
0z Slaf - aclg lal 7]f - c|, ¥
0 .I'l(fl+f2)- (Cy+C,) |s J]E£,-Cq |+ ]£,-Cy |

de donde, si f tiene la propiedad A, tambi&n af, y si fl y
f, tienen la propiedad A, también £, + £,.

Probaremos (2). Sean‘{fk} y £, funciones que satisfa-

cen las hipbtesis de (2). Ya que f, es integrable y
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SEl= sl - £+ £ | s TE - £ 0+ S

kTl s x!ls

tenemos que f es integrable.

Dado £>0, elegimos %k, de manera gque

< £

SE - fkol -

vy, elegimos una funcibn C continua, con soporte compacto tal

gue

J|£, = C| <

[

de donde
_IF déflf f]°+ f]o c]< flf fk°|+f]fk°c[s 5 + 5=

y observamos que f tiene la propiedad A.

Para probar el lema, sea fe L{(R™). Escribimos f= f'~ £
y podemos suponer por (1) que f30. Luego existe una sucesidn
de funciones simples no-negativas fk+f. Asi fk e L(R") v

J£ - fk|+0 y por (2) podamos suponer gue f = X, mE<w.

Dado e£>0 elegimos un abierto G tal gue ECG y m{G-E)<e.

Entonces
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IIXG -~ X.| =m(G - E) <e

g

asi, podemos suponer que f= XG para un abierto G con m G<o,

Como

= U1, (donde 1los I, son intervalos abiertos disjuntos)

N
entonces sea fN la funcidn caracteristica de kgllk’ como

=]

J|E - fn|= wZnpq ™I, »0, va que I, mI, = mG<=

por (2), es suficiente probar que cada fy tiene la propiedad

2. Pero fN es la suma de XIk, k=l,2,...,N, es suficiente por
{1) mostrar que la funcibn caracterfstica de cualquier inter

valo I tiene 1la propiedad A, Si I* denota un infervalo el cual
contiene la cerradura de I y satisface m(I*-I)<e, entonces pa

ra cualquier funcidn continua C, 0Oscgl, la cual es 1 en I y

cero fura de I¥*, tenemos

I[XI—Cls m(I*-I)<g
lo cual completa la prueba.

lema.- Sea E un subconjunto de R, con m, E<e, y sea K
una coleccidn de cubos Q gque cubren a E. Entonces existe una
constante positiva B gque depende solamente de n, v un nfimero

finito de cubos disjuntos Ql’QZ"“’QN en K tales tales gue
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N
L

I, m Qj z B meE.

J
Prueba.- Indicaremos el tamano del cubo Q escribiendo
Q0= Q(t) donde t es la longitud de la orilla del cubo.

Sea Kl=k vy

t*= sup {t: 0O = Q(t) ¢ kq}
1 h

Si ti= «, entonces kl contiene una sucesibdn de cubos Q tales
que mQ-+=. En este caso, tomemos B8 como cualguier nfimero mayor

gue cero y simplemente elegimos un Qek1 tal que

moz R meE.

Si ti<w,'la idea es seleccionar un cubo relativamente

grande.. Elegimos Q1=Ql(t1)ekl tal que tq> % ti

ahora separemos K1= K2 u Ké, donde K2 consiste de aguellos

cubos en K1 los cuales son disjuntos de Ql'
Sea Q; un cubo concentrico con Ql, cuya longitud de la
orilla es 5t,. Asim 0F= Sanl'y, ya gue 2t >t} cada cubo en

Ké esta contenido en Qi.

- 78 -



Comenzando con k=2, continuamos este proceso de selec-

cibn para j=1,2,..., permitiendo gue

t; = sup {t: O= Q(t)e kj}

elegimos un.cubo Q.= 0.(t.)e k., tal que -l:.>«:E t* y separando
_ J J ] J J o2 3

— L z 1
Kj— K U Kj+1 donde Kj+1 consiste de todos aguellos cubqs

+1
de kj los cuales son ajenos de Qj' Si kj+1 es vacia el proce-
so termina. Tenemos gque t§ at§+1 {por la forma en que se obtu-
vieron); m3s afin para cada j, los Ql’QZ"""Qj son ajenos uno
de otro y cada cubo en K§+l esta contenido en el cubo Q; con-
centrico con Qj’ cuya longitud es Stj. Note que mQ§= Sanj

1 * * * i T
Sea la sucesibn tl,>.t2 at3 Zsee » Si algfin K 41 ©s vacio

(esto es t* =0, para jz n+l}, entonces va gue

J
- "— ) T— 1 1 "
Kl— KZUKZ_ K3UK3UK2— K4UK4UK3UK2 seas
= 1 1 1 1
= Kn+l U Kn+l U Kn U...U K3 8) K2

¥ E esta cubierto por los cubos en Kyr Se sigue que E esta

: ' ' ' ' 1
cubierto por los cubos en Kn+l 8] Kn U...O Kj U K2 . Ya que

N
EC .U

*
SUp o
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£
-
i
¥,
£

entonces

Por otro lado. si t; no es cere, entonces se da uno de
los dos casos siguientes
1) Existe un 6>0, tal gue t§>6 para toda j

2) t* -0
J

En el primer caso tja § para teda j y en consecuen-

(S I

cia

lit =

5&1 mQj +w, cuando Now, y

dado. cualquier >0, el lema se sigue eligiendo N suficiente

mente grande.

En el segundo caso, exigimos gque cada cubo en Kl este
contenido en U Q%*, de otra manera existiria un cubo Q=0Q(t)
J .
gque no intersecta a ningln Qj' Ya que este cubo debe perte-

necer a Kj para cada j, t debe satisfacer tEtj para cada j



v en consecuencia t=0. Esta contradiccibn establece lo que

exigimos.

Ya que E esta cubierto por 1los cubos en Ky, se sigue

que

n

me E £ rmQ%¥ = 5 z VmQj
i .
De aqui, dado B, tal que 0<B< EE ; existe un N tal
5 .
que
N
g mE < jél mQj.

con lo cual completamos la prueba.

Recordemos la desigualdad de Tchebyshev

m{XeR™: [£(x)]> a} < % én[f(x)[dx

De aquif, si £ e L{(R"), entonces existe una constante

¢ independiente de o tal que

n{xeR™ | =) |> a} = =, (a>0)

Cualquier funcifn medible integrable o no gue cumple
la desigualdad anterior se dice gue pertenece al espacio

débil L(R™)
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Lema.~ (Hardy-Littlewood). Si fe L{R"), entonces f* per

tenece al espacio d&bil L(R™). M&s afin, existe una constante

c independiente de £ y o tal gque
m{Xan: £f*¥(x) >al g

Prueba.~ Supondremos adem8s de que f sea integrable, gue
tiene soporte compacto.

El conjunto {f* >ug} tiene medida finita, porgque de otra

manera £ no seria integrable. Fijamos o>0 y sea

E= {f* >qa}

Si xeE, entonces por definicién de E y £*, existe un cubo

QX con centro en X tal que

-1
L. gl
m
X Qx
1 ,
mQx <3 é | £]
X

la coleccibn de tales Qx cubre E, entonces existe un 8>0 y

Kq1Xgreee, Xy €0 E, tales gue QX , Q ,...,QXN son ajencs y

1 %2
mE<1I§1f[f[—lf]f|<1 IONES
Ejzl‘d‘Q " " Ba “TBa on
*s N
.UQX.
=1 71



esto prueba el resultado para tal f con c=p L,

PRUEBA DEL TEOREMA DE LEBESQUE

Dado fe L(R") existe una sucesién de funciones integra

bles continuas Ck tal gue
1J;n]f - C| » 0, cuando k+=

sea F(Q)= Jj£ y F,_(0)= JC
0 k 0 k

entonces para cualguier k.

lim sup ' F_@. - f(x) | 13'_;11 sup F(Q) - FJQ(Q) l
Q+x m Q _ Q-+x mQ - m Q
+ 1im sup [Ex(@) _ Ck(x) + Ck(X) - f(x)l

0-x moQ

donde el limite superior es tomado sobre todos los cubos Q
con centro en x gue se contraen hacia x. Ya gque Ck es con-

tinua el segundo término de la derecha es cero. Ademas

S l
Flo) PRV _ 1 ip(gj- b (0)]- LQ, JE- IO
lm 0 m Q mQ m 0 0 I
1 1
= = t7(f - C.) |« J £ =-C ig (f - C)*(x)
mQ |Q k mQ Q : .
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y en consecuencia el primer término de la derecha esta aco-

tado por (£ - Cp)*(x).

Asi para cada k tendremos

m O

1im sup
Q-x

£ (£ - C ¥ (x) + |£(x) - Ck(X)

|

Dado £>0, sea EE el conjunto sobre el cual el lado

izaquierdo excede a e.

E_C{x: (£ - C)*(x)> % Juix: [£(x)= ¢ (x)f> 5 )

Aplicando el lema de Hardy-Littlewood al primer- conjun

to de la derecha y la desigualdad de Techebyshev al segundo

tenemos

m{xeR™: (£- C)* > 5 Iz c(;-)“l én'f - Gl

m{xeR™: |£(x)-C (x) [> £} (977 IMECRENCY

ng E_ < (D)7 s |g-c | + (97T s JEC
R

i) I
Rn k

va que C es independiente de K se sigue permitiendo gue k-e,

gue mEE:O.



Sea E el conjunto donde el lado izguierdo es positivo,

+0, en conse

Entonces E = U E para cualquier sucesidn de €k

u
k  fkx
cuencia m E=0

Asy

1im 1 ff(y)dy = £(x), c.d.
Qx mQ Q

Ahora realizaremos varlas extensiones y corolarios del

teorema de diferenciacibén de Lebesque.

Definicifn.- Una funcidn medible f definida sobre R” se
dice localmente integrable sobre R? si es integrable sobre

cada subconjunto medible acotado.

Teorema: La conclusidn del teorema de Lebesgue es v&lida

si en lugar de ser integrable, f es localmente integrable so

-bre Rn.

Prueba.- Es suficiente meostrar gue la conclusidn se tie
ne casi-dondeguiera sobre cada bola abierta., Fijamos una bo-
la v reemplazamos f por cero fuera de ella. Esta nueva fun-
cibn es integrable sobre rR" y su integral es diferenciable
casi~dondeguiera y, va gue la diferenciabilidad es una pro-
piedad local, la funcibn inicial f es diferenciable casi-don

dequiera sobre la bola. Esto completa la prueba.

T dwomaur s
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Ahora observemos gue si E es un conjunto medible

1 . m(ENQ)
) IXE = — g’ luego
0
lim /X = lim mENQ _ Xp(x)  e.d.
G+x> mQ QO O-+x mo

Un punto en el cual el limite es 1 es llamado punto de densi

dad y un punto para el cual el limite es cero es llamado pun

. . "m(QNE) , m(QnES) _ ,
to de dlsper51§n de E. Como —mo + ™0 =1, tene

mos gue cada punto de densidad de E, es un punto de disper-

sifn del complemento y viceversa. Hemos mostrado que

Teonema.- Sea E un conjunto medible. Entonces casi-todo

punto de E es un punto de densidad de E.

Definicifn: TUn punto x en el cual la afirmacibn

im -2 s Jf(y) - £(x) dy]= 0
Q+x mQ OQ

es llamado punto de Lebesgue de f, v la coleccién de todos

sus puntos es llamado conjunto de Lebesgue de f.

. n
Teorema.- Sea £ localmente integable sobre R°. Entonces
casi-todo puntoc de R es un punto de Lebesgue de £; esto es,

existe un conjunto % (gue depende de f) de medida cerc tal gue
lim —— l£{y) - £(x)| dy = 0
Q-x mg O



se tiene para X{Z.

Prueba.- Sea {yk} los nfimeros racionales, y sea Z, el con

junto donde la fé&rmula

lin =/ |£(y) - vl dy = [£60) = vy |
Qx mo '

no es vilida. Ya que [fly) - yk] es localmente integrable, te

nemos gue mZk=0. Sea Z= U Z,; entonces mz=0,

Para cualgquier Q, X, y Y

1 1 : 1
=g ] [Ew-Ee laye 5 7 len- 5 oy + =5/ lfe- v lay

Qf | £(y)- Y ldy + |£(x)- v |
Q k

para‘xéz.

lim sup - mQ | fly)~£(x)|dyc 2]F(x)- ‘Y |
Ox Q

para cada-yk. Para un x en la cual £{x) es finita (en particu-

| sea

lar casi-dondequiera) podemos elegir y, tal que |f(x)-
k

arbitrariamente peguefio. Esto muestra que

1im sup — S |[£ly)- f(x)f dy= 0
Ox mQ



para casi-todo el conjunto.

Asi como los conjuntos gue se contraen hacia x, son
cubos centrados en x con sus cortes paralelos a los ejes

coordenados, muchos otros conjuntos pueden ser usados.

Definicién.- Una familia {S} de conjuntos medibles se

dice gue se contrae regularmente hacia x si

1) Los di&metros de los conjuntos S tienden a cero
2) Sea Q es el cubo m8s pegueho con centro en x, el
cual contiene a S, existe una constante K indepen

diente de §, tal que )

mQ<km (85)
N6tese gue los conjuntos S no necesitan contener a x.

Teokrema.- Sea f localmente integrable en R". Entonces
en cada punto X del conjunto de Lebesque de f (en particular
casi-dondeguiera) .

L 7 [y -f(0 lay » 0
mS S

para cualguier familia la cual se contrae regularmente hacia

%x. Asi también



BEPS

Py S0
——

Bigh
= Jf(y)dy —>f(x) casi-dondeguiera
mQ S

Prueba.- Si 5 C Q, tenemos
JE)-£f(x) |dy ¢ [|E(y)-f(x)]dy
S Q

de agqui si {S} se contrae regularmente hacia x, v Q es el

cubo m&s pegueno con centro en X gue contiene a S, entonces

=
&

FlEyp -£(x) Jay « =22 — 1 |£(y)-£(x) |dy
5 mSmQ Q

x

™A

S Ely)-f(x) |dy
mQ O

si x es un punto de Lebesgue, la (ltima expresidn tiende a
cero, y se sigue el teorema (ndtese que el valor de k puede

variar de punto a punto).

En particular si la funcidn es de una sola variable

1im IX+h f(y)dy= f(x) c.d.

h=-0 h x
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. CAPITULO VI

E[L TEOREMA FUNDAMENTAL Y MEDIDA DE BOREL

En el capitulo anterior, nuestros esfuerzos estuvieron

dirigidos a caracterizar las funciones tales que cumplen con

la relacidn

X

Fix)- Fla)= Ff F'(t)dt
a

usando la integral de Lebesgue. Ahora generalizaremos la re
lacifn al considerar la integral de Lebesgue Stieltjes. De
esta manera, cueremos caracterizar las funciones tales gue

cunplen con la relacibn

.
£(b)-f(a)= S g%qu;,
-

donde ¢ es una funcibdn creciente scbre [é,@] y M¢ es la medi

da asociada con ¢.

Lo anterior lo realizaremos en 3 teoremas.

Teorema 1.- Si £ yv ¢ son crécientes sobre [E,@], g; es fi

nita M¢-c. sobre [a,p].

RSN me e

e

L RSP

et

Jadlnd 341 2

w1

= s my
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Tecrema 72,- Si f es M¢-integrable sobre Ea,}:Z} Yy

X
F(x)= [ £dM¢, entonces g% = f£,M¢-c.d. sobre
a

B,5].

Teorema 3,- Si £ es creciente y absolutamente continua,

respecto a una funcién creciente ¢ sobre [?,E], entonces
_ at
f(X+0)- f(a+0)— S HE dM¢,
(a,xj

como puede observarse en la filtima f6rmula, si 1la funcidn
¢ (x)=x-a, tenemos que M¢ es la medida de Lebesgue, y tendre

mos asi el resultado clésico.

Antes de continuar daremos algunas definiciones, y gene

ralizaremos el concepto de continuidad absoluta.

Definicibn.- La derivada de f con respecto a ¢ en X, es d,
si para e>0 existe un intervalo abierto (u,v) que contenga a

X, tal gue, para X.t (x,ylc(u,v) se tiene

fly)- £(x} _
A1 N

S5i d existe, escribimos
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1im E)- f(x) _ 4 _ d4f
Xe O(y)=- ¢(x) d¢

- Si £ y ¢ son crecientes en [a,b] y E(¢) es el conjunto

E“ de discontinuidaes de ¢, entonces, con el dnimo de extender

el dominio de la derivada, definimos

£(x, +0)~ f£(x,=0)
d) (Xo +0)— d} (XO_O)

, si X, E(¢)

1im LX) f(x,) , s5i el limite existe

Y X, dJ(Y)— ¢'(Xg)

De acuerdo con el uso comfn, sea ¢{(I)= ¢(b)~ ¢(a), don

de, I=(a,b).

Deginiclbn.-~ Para cualquier funcidn creciente ¢ sobre

[a,b] v AC{a,b) sea

= inf{
M¢(A) inf Iz; ¢(1n)f AC grn}

Asi tenemos una funcidn conjuntista, tal que a cada con
junto A le asocia al nfimero M¢(A), donde A es un subconjunto
de Borel de (an).-Esta funcién conjuntista es la medida de

Borel asociada a ¢.
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Definiclfn.- Es natural considerar equivalentes, en una
intervalo [a,b] en su crecimiento, a dos funciones crecien-

tes ¢y Y sis

a) Tienen el mismo conjunto E4 de discontinuidades
b) Su diferencia ¢(x2)- Y(xX} es constante en (a,b)- Ed.

Luego cabe hacer la siguiente observacibn: Dos funcio-
nes crecientes ¢y { sobre [a,b] son equivalentes si y solo
si M¢(A)= MY (RA) para todo subconjunto de Borel A de (a,b).
De lo anterior se concluye facilmente que ¢+(x)= ¢ (X+0),

o (x)= ¢(x-0), son equivalentes a ¢.

. Definicibn.=- Una funcidn f es absolutamente continua res
pecto a una funcién creciente ¢ sobre [a,b], si para e>o,

existe 6>0 tal gue

h ]f(In)I<E
el

Para toda sucesibn de disjuntos I C [a,b], para los

cuales

E cb(In) <8,
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En otras palabras, la variacibn de la funcibn f tiende

a cero, cuando la variacidn de la funcidn ¢ tiende a cero,

De lo anterior podemos concluir que, si E(f) es conjun
to de discontinuidades de £ y £ es absolutamente continua

respecto a una funcibn creciente ¢, entonces
M§(A)=0 implica M (2)=0

DISCUSION DE LA PRUEBA DEL TEOREMA 1

Las ideas de la prueba de Riesz del teoremam de gue una
funcibdn monStona es diferenciable casi-dondequiera son cen-
trales en la prueba del teorema 1. Es necesario hacer una ob
servacibn, el teorema sobre la cubierta de Vitali no es fitil
para medidas M¢ tales que E(¢)+ vacio, porgue la idea central
es gque podemos cubrir "por dentre" casi todo el conjunto, pa-
ra el cual se tiene una medida exterior finita, lo cual no es
siempfe posible en la medida de Borel yva que si "a" es un pun
to de discontinuidad de ¢, entonces M¢({a})= d(a+r0)- ¢ (a-0);
y es claro que, no podemos cubrir el conjunto {a} "por dentro"”,
con una unidn finita ajena de intervalos. Lo cual es una de -

las principales dificultades.

- g4 -
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Sea £,¢ funciones crecientes sobre ]:a,b:] v E(f), E(9)
sus conjuntos de discontinuidades. Sea F cualguiera de, las
funciones £, f+(x)= F(x+0), £ (x)= f(x-0) y sea ¢ cualguie-

ra de qb,¢+ vé .

Consideremos las derivadas de Dini .

D¢F(X) = inf sup Fly)- F(x)
R x<B x<y<B ¢ly)- ¢(x)
pbp (x) = sup inf Fly)- F(x)
r X<B x<y<B ¢ (y)- $(x)
¢ F(y)- F(x)
D £(x) = 4inf sup Y -
L_ <X a<y<x ${y)- ¢(x)
b¢F(x) = sup inf Fly)- F(x)
1 a<x  a<y<x ¢ {y)- ¢(x)

Para xe' fa,b], sea C = {y |¢(y)= ¢(x)}. Sea ) =inf C o

sup CX:pX. El conjunto de intervalos abiertos disjuntos no

vacios (An,pn) es contable. Sea

Cl¢)= U(A_,p ), cx(¢)= U [ & ,p 7]
n n

Con lo cual, separamos el intervale [a,b] en C(¢), don

de ¢ tiene un comportamiento constante y EE,B_—]-— C(¢) donde
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ne lo tiene, y como M¢ (B) realmente mide el crecimiento de

¢ en A, tenemos la siguiente proposicidn

Proposicibn 1.- M$(C($))=0 y si xe[(.a,'b) -C* (&) ] v

a € y'<x<y"<b, entonces ¢{y"') <¢(x) <¢ (y")

Prueba:

Ya gue ¢ es constante sobre cada (An,pn), tenemos gque

Me (( Kn,pﬁ))= 0 vy ast

M (C(p))= Mo (U ,p ))= I Mé ((A ,p ))= 0
n ) n ) '

Supongamocs lo contrario, © s&& SUpPONgAames dque

¢(y')= ¢o(x)= ¢{y"), luego si

$(y')= ¢(x), entonces A, € v'<x< py
¢(y")= ¢ (x), entonces X, < X <y"< pg
-~ Pero en uno, u otro caso tenemos gue XE[:Anrpn:] para

algfin n, contrario a la forma en gue se eligib, luego la afir

macidn es verdadera.




Propusicidn 2.- Si xef{a,b)- (E(f)UE(¢))UC*(¢)), entonces

0<D¢ £* (x)g Dd’ f{x)« D¢ fix)g D¢+
1 1 L L

£ {x)g =

+

0c Ve e p? re DP fe p¥ET (e e
R

r r R
Prueba: Supdngase que xely',y") c(u,B)c(a,b). De la hipd

tesis y la proposicidn 1

F vy el (y") £ (x)= £(x)= £ (x)<E(y"he £ (y")

0Ty ) <h(y') <o (x)= d(x)= ¢T )<y < ¢ (¥

luego tenemos

) - £y flx) - £y £ ) - £ L
pT(x) - ¢ (y') e(x) - sy ¢ ) - ¢ (y")

0<

M- £ £ = £ £y = £ )
6T ym- o7 ) ely™ - ¢(x) ¢ (¥y") - ¢~ (x)

& oo

0<

2plicando las definiciones, tenemos

6" . 9 ¢ e
0D £ (x)<b - £{x) « D f{x) £ D f (x) £ =
1 1 L L
ot ¢ ¢ o7
0<D £ (x)<KD f{x) <« D fi{x) <« D f'(x) & =
r kg R R
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Ahora como nuestro objetivo es demostrar gue el conjun
tc donde la derivada no existe, o es infinita, entonces tie
ne M¢ medida cero, definiremos los siguientes conjuntos, los
cuales nos serviran para tal propSsito. A los siguientes con

juntos los llamaremos conjuntos de Riesz.

Sea
¢ ¢ ¢ ]
El,R(f+) = {xe(a,b)[D; £ (x) <Dy £ (x) )
ot | o o
E ’L(f } = {xe (a,b)lDI £ (x) < Dy £ (x)}
¢ ¢ _
E, () = {xe (a,b) |D T (x) = =}

también consideremos el conjunto

o ¢ M
E =[E(¢)] UIE(£)] U[C*($)] U[E, (£)] UIE_ _(£)] U[E, (£7)]

F g T
Primero, demostraremos que la derivada existe v es finita en
en (a,b)- (E-E(¢)) y despuss demostraremos que E- E(¢) tiene

Mp-medida cero

.F
Proposicibn 3.- 81 xe[(a,b)- (E - E{4))], entonces %ﬁjx es

finita.
Prueba.~ Por la definicidn de los conjuntos de RiEsz y la

propesicidn 2, si xe(a,b) - E
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- + +

e S

o ¢, ¢ o o
OSDR £ (X)ngf {X)SDL fistDL I (x) sDr f (%) ﬁ;
B

%

- 5

oo £ o) £ e0d £ 00 < e kS,

= E L

Asf las 4 derivadas de Dini en x de f con respecto a o

son iguales a

¢
DR f+ (x),

+ .
Y va que x¢ Ep . (f ), siendo entonces
, :

fly) - £(x) -

< 4o

0<1im
y+x ¢ (y) - ¢(x)

Y ya gque tenemos definida la derivada, en el conjunto de pun

tos de discontinnidad de ¢, como el cociente de los saltos,

‘'podemos agregar este conjunto, E(¢) al conjunto anterior don

de la derivada existe y es finita, v asi tendremos que

. Gfl <+= , para xe(a,b) - (E - E($))
Proposicifn 4.- M$[((E(f) U C* (4)) - E($})]=0

Prueba: Usando el hecho de gue, una funcibn creciente de
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finida en un intervalo [a,b], tiene a l1lo sumoc un conjunto nu

merable de discontinuidades, tenemos gue los conjuntos E(f)-

E{¢}) v [C*{s)- C(¢)] - E(¢}) son contables y la funcidn ¢ es

continua, luego

My (E(£)~ E(¢)) = Me([C*(¢) - C{$)]- E(¢)) =0

(E(£)U C*(4)}~ El(¢)= [E(f)- E(3)] U[C(¢i] UL (C*(p}- C(9))- E(¢5]-

y como

M¢ (C(d¢})= 0, tenemos

M¢ ([E(£)U C*(¢)]~ E(¢)) =0

Mencionaremos ahora el usado lema de Riesz

Proposicibn 5.- 51 g{x+0), g({x-0) existen sobre [&,B] v

g(x)= max {g(x+0}, g(x—Of }, entonces existen susceciones de

intervalos abiertos disjuntos (an,'bn), (cn, dn) de (a,p) tal

gue

{xe(a,B)] gly)>g{x) para alguna vela,x) = U(an,bn), v g(an)a
i) S

g(bn-O) para toda n.
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Estamos afirmando gue el conjunto donde es decreciente

es un abierto.

An&logamente

{xe(0,8)| glv)>glx) para algin ye (x,8) }= U ((c,8), ¥ glc +0) <
n _

g{@n)peraixﬁalml

Estamos afirmando que el conjunto donde es creciente es un a
bierto. La demostracifn es idéntica a la usada con la propo-

sicibn de gue un abierto es la unifn numerable de intervalos

abiertos ajenos.

Nofa.- Si ¢y ¢ son crecientes sobre [a,B8] existen suscecio-

nes {ak}, {bk }C (o,B) tales gue a, va, bk+8 Yy ¢y ¢ son conti

nuas en cada ak,'bk. Los intervalos Ik = (ak, ak-l)' donde
a, =8 son disjuntos y también lo son Iy = (bkul' bk) donde
b.=a.

Adem&s

v(B)—v(a+0)= E,\U(Ik)
k

p(8=0)-v(a)= Z,9(J)
Mq':{{akjksri}) = }I¢(fbk]kEN}} =0
(a,8)=[U I,] Ufa,| KeN}= [U 3,1 U{b, jkeN ]

k k
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Nofa.- Para t>0, 9, (x)= f+(x) - t qb_(xi satisface las

hipftesis de la proposicidn 5 sobre [a,8] Cla,b).

Deginicibn: Si I= {a,B) C la,b] definimos

. ¢ L
Eu,v = {st[Dl T (x)<u<ve D £7(x} 1}

Proposicibn 6.~ 8i I= {(a,B)C [a,b] existen MCI vy un con-

junto contable S de subintervalos J, disjuntos de I tales

k
que
. -
M¢— M) =0, v S cubrg Eulv—g_J N
L e (I sy ¢ (D)
JkES : -
I $ .
Prueba.~ Para xe Eu,v , Dl £ (®)<u, de donde
+ +
f_ (¥)= f_ %) <4 para algfin ye (a,x)
p (¥)- ¢ (x) )
as? -
i y)- 25 %) su (6T (y) -~ (x))
- £ ) su 4Ty - we (x)
g, (¥)= £ qy)- we T (y) P (x)- up ()= g (x)
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asi gu(y)-> gu(x), donde wv<x, luego g, es decreciente v por

la proposicifn 5 existen disjuntos I, tales gue

y asi tenemos una cubierta abierta para E, g+ Y vyaque
I

¢ (x-0)= ¢ ({x)

+
f(bn—O) - i (ay)

" (by) - ¢ (a)

y asi tenemos

(1) f(bn-O)- f+(an)}$u (¢_(bn)— ¢_(an)) <u ¢ (I), para toda

n. Ademds para cada n, existe una sucesifn {bn m} cIn tal

r

que, ¢ es continua en cada bn,my bn,m+ N Sea

|= = - —
M {bn’m|n,mEN}, bn’0 a_ y 1= (bn,m—l’ bn’m)
. ’
entonces
I
' — —_ ] a .
(2) M¢_(M y= 0, [Eu,v M'] C n?m In,m, va que los disjuntos

I, CIy f+, ¢ crecen sobre I si sigue (1) que
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+ _ + Cav et 3
{(3) £ (In Irl)— T[f (brl 0y~ £ (an}l.\u z ¢(In)5u¢(1).

z b
n m ’ n n

I

+
Ahera para cada n,m y XE[Eu’VﬂID’m], DR f (x)>v

luego

+ _ et
£ (y) - f_tx) >v para algin ye {x,b_)
8 (y) - ¢ (x) ' ’

vy - Ty osv (6T ¥ ¢ (x))
fFiyy = fx) osv b y) -ve (%)
fFy) - ve (y)>ET (%) - vo (x)

g,¥y) > g,{x). para y>x luego

‘g es creciente en x y existen conjuntos I = {c d )
v nl‘ml'p nlmfpl nlmlp

tales gque g, s creciente en la unifn de ellos, asf

I |
+ R
I:F‘u,vnInln_lJCLUIn!m’FiJ c %hmy,yaqmaf(xmy.f(m
“n,m,p $ cn,m,p 96 (Ch m,p)* q, nom,p) =
+. . - |
£ (dn,m,p) v ¢ (dn,m,p) para todo p. Ya que In,m,p son dis

Juntos y £t crece sobre los In o

r
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N BIBLIOTEGA
; DE CIENCIAS EXACTAS
¥ BATURALES

2L SARER DE WIS HIINS
HARA MI GRANDEZS

- - S +
v ¢ (dn,m'p)- V9 (cnr-mtp) t (dnrmrp) £ (Cnrmrp)

: - - ‘ + +
(4) v; [ @ np) = ¢ o n,p BES g FAI, o, s £, 5

para toda n,m,

. _ : tal ¢
Para n,m,p existe una sucesidn {cn,m,p,q} c In,m,p ¢ es

continua en cada ¢ . c + C .
n,m,p,qg A n,m,p,q n,m,p

Sea M"= {c¢ In,m,p,ge N}, ¢

n,m,p,q9 n,m,p, 0=rdn'm’p Y In’m’p’q=
-. Ent 1 I on disjuntos
(Cn,m,p,q cn,m,p,q—l) ntonces los I . . . 8 isjun ;, ¥V
- - o7 =L ¢ (I tod
(5) ¢ (dn,m,p) ¢ (cn,m,p : ¢ ( n,m;P,q)' para toda n,m,p
(6) M¢ -(M")= 0,

I

—-M" I cC I ara to

([Eu'v In'm_’ M") C pUq n,M,D,q n,m’ P o
— r

da n,m.

De (2} y (6}

A—(M'UM") —’C U

M - (MUM")= 0,.(E
- - n!m:p!q

¢

I
n,m,p,q

de (3), (4) y (5)
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r, I I ¢ (I ,g!= o @ I¢ (@ )=¢ {c )]

m v g n,m,p.,4q9 n m p 10,P n,m,p

N A e )= = % ¥ £ b ~0)- e )1 <2 o7 (D)
Ty m n,m v n m n n SV

de aqu_I M= M'UM" v S= {In'm’p’q]n,m,p,q e N} tienen dos pro-

jedades requeridas.

Proposicidn 7.—- Para n = N, existe M C(a,b) vy un conjunto

les que

i)- M. _ (M )= 0

tn ¢~ T n a,b

. b : _

11)n_ Sn cupnre Eu,v Mn
. , - < (u,n -
iii) r ¢ (J) s () ¢ ({a,b}))

Prueba.- Los conjuntos M y S de la proposicién 6, con
(a,b) tienen las propiedades requeridas con n=1,. Supon‘gé
fos que My S_= {Jk]k £ N} satisfacen las hipbtesis y tienen
) . - > e o+ = 1 . ]
as propiedades i) - ii) n’ iii) L+ Para cada k sea M ', 8,

0s conjuntos de la Proposicidn 6 con I=Jk. Asi

a, _
M Y= M1
(M, "Y=0, Sk' cubre ([Eu vﬂ Jk] _M_k Y, v

I
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Entonces M  (M)= I M _(Mn)=0, v Sn de la proposicidn
¢ n ¢ _ o
7 cubre ES'S -M para toda n. Ya gue 0<% <l yv 0¢c ¢ (b) - ¢
{a) <=
T ; ¢_(J} < (gjn ¢_(a,b), perc el té&rmino de la derecha
Jed :
n

tiende a cero, lunego

a _ a,b )
M (E, , -M)= inf { I ¢ (J)l[Eu g ~MlC s k=0

] JESn
a,b
M (B )=M_ (B2 s M M) =0
- u,v - u,v : -
b b , ¢
Y, Ya que
- + a,b
EE,R (f)y=10 {Eu,vl u,v son racionales }
tenemos

E: 4

Mo (EY _ (£7)) = 0

L,R
67 -
Proposicitn 9.~ M (Er L(£)) =0
¢' I
Phueba.- Para E = -x, sea hig)= —f_(x) v y{g)= _¢+(X)_
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Entonces sobre [~b, -al, h(f) = h(g+0) vy ¢ (&)= ¢ (£-0).

. . + .
De aguf las proposiciones 7,8,9 se tienen gque f es sustitul

da por h y, ¢ sustitufda por .
4 -
Mw(Eﬂ,R(h))~ 0
para = -Xx, ﬁ= Y

hin) = h(e)  _ =£ (y) = (- ¢ (%)) _ £ (y) - £ (x)
Bin) = $E) =0 (¥) - (= ¢T (=) o (y) ~ ¢ (%)

asi el cociente de las diferencias existe. De aguf para &= -x

+ +
v — nt e v — n?®
by h{g) = Dlt £ (x)' y Dgp hilg)= D] £ (x)

+ ‘
b - . .o Y
XE Er,L(f ) si v solo si &= =-x ¢ Ez,R(h)

hg

+
¢ - : . oy
Er,L{f ) C E(an’bn) si y solo si EE’R(h)C E

(_bnr "an)
y
+

+
DT (b -8

()= Iv(=a )= w(-b))
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y como My (Eﬁ R(h)) = 0 tendremos

+
Mt (k? _(£7))= 0

r

Proposicin 10.-M _(ES _ (£%))= o
. o~ TR,

Prueba.- Para xe E;-a,(f+) y v>0, Dq5 f+(x)>v N
_ ,

para_algﬁn ve(x,b) se tiene

iy - £
$ (y) — ¢ (x)

BV

T y) - x> vieT(y) - ¢ (%))
fy) - fxeveT (v) - v (x)
) - vy £ Em v T ‘

gV(y)>ngv{x) para y> x, entonces existen

conjuntos disjuntos I= (cn,dn) C (a,b) tales que

B} _(£7) cur_, v ya que £ x+0) = £ (x)

I o« n 11

f+(c y= v (c_) < f+(d )- vé {d_), para toda n
n n° " n n'’

- - + +
v (dn)— v (cn) <f (dn)~ f (cn)

- - + +
v[g (dn)- ¢ (cn)]s £ (dn)— £ (cn)
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— - L1 + et _1 4
(1) i [o7(a )~ ¢ (cn”_‘vi [£7(a )~ £7(@ )= § £ (1)

Para cada n, existe una sucesibn {c, j]-c (cn,d ) que
- I

n
" es continua en cada c . c .YC tomando C =4 los
$ e u I'l,jy n,J n' Il n’D n’

) son disjuntos y de (1)

In:j= (qnlj’ cn:j_l
-
LT ¢TI =3 [67(d )- ¢ (c +0)] < £¥ (a,b))
. n,Jj n n v !
n j n
sea M= {C_ j]n,j eN}, entonces M _ {M)=0 vy
! ¢
(37) E;;—w—mc u I .
r n’j nJJ
asi
M _ (B _smsm _ (U I ds: fa,b)
) ' ) 9 nrj o rJ

pero como v>0 eg arbitrario v f+((a,b)) <= , tenemos qgue

asi
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Mo (B2 J=m _ (B2 _-m o+ M _ 09 =0

Techema 1.- S1i £ v ¢ son funciones crecientes socbre [a,bl]

Y

+ , -
B=[5(£) 10IE()I0IC* ()] 0IES _(eNTue? vl | ).
af . -
entonces e es finita sobre {a,b)— (E- E(d)) vy

Mqb (E- E (¢)) = O

+ - : ; ' . .
Prueba: Ya que ¢, ¢ , ¢ son funciones crecientes egui-

valentes, la M _ medida de los 3 conjuntos de Riesz es cero.

o
Esto es

M¢ (E- E(¢))= 0, luego tenemos gue

@:ng = 1im £ )_f(X), para xel(a,b)-E.
¢
x yrx ¢ (y)-¢(x)

Perc si XEE(¢), la derivada en x es

<

g] __£(x+0)- £(x-0)
dox ${x+0)= ¢ {x-0)
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de aqu; % es finita si xe(a,b)- (E- E(¢9)).

Con lo cual tenemos la primera parte gue, ga es finita M _
¢

casi-dondequiera en (a,b).

Antes dé entrar en la demostraci§n del teorema 2, disqﬁ
tiremos dos importantes teoremas que son esenciales en la de
mostracion de dicho teorema; el primero se refiere a la afiﬁ
macibén de la aditividad numerable de la derivada en ciertas

condiciones y el segundo es el teorema de la densidad de Le

besgue.

Proposicién 11.- 8i ¢ es una funcifn creciente sobre [a,bl
vy M¢ es una medida de Borel asociada, fn es una sucesibn de

funciones crecientes sobre [a,bl] ¥

T fn(x) = f(x) <=, para xe¢l[a,b]
n

entonces

T = ag , M¢—c.d. sobre (a,b)

Prueba: En caso de gue fn no sea positiva, la podemos

reemplazar por fn(x) - fn(a), y asumir asi que los fn son fun
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i B s S g

ciones positivas. Ya gue f asi como los fn son crecientes

ar  dfy
dap ¥ ag !

ten para toda neN, son finitas y positivas sobre algfin AC

sobre la,b], se sigue por el teorema 1 qgue exis~-

{a,b), tal gque M¢((a,b)-2)= 0.

Las sumas parciales Sn(x) de la serie en la hip&tesis
crecen con n para cada xela,b], ¥y con xela,b] para cada n,
mientras %%5 crece con n para Xed.

Ahora si X.e (a,b)~ C($) v asx<x<y<b,

_entonces p(x) <p (y) y asi ¢(y) ~ ¢(x)>0

Fly)- £(x)= s (y) - 5 _(x) + kfn (£, (¥)~ fk(x}?zsn(y)—sn(x)20

de donde
. geSa¥-Shx) o _fly)- Flx)
¢ (y)- ¢ (x) - $ (y)- ¢ (x)
Juego
%%%.ﬁ g%-para Xel[A - c(¢)]= Al
asi
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—_——i o= 7

(1) lim dSp afn o & ¢ o , para XeA,
n d¢ d¢ d¢
M¢((a,b)—Al)= M¢((a,b)— (A-c(9)))= ‘M¢((a,b)-A)+ M¢(C(¢)F0

Ya que Sn(b)ff{b)), existe una sucesién n, te en N, tal que

02 [f)-8 &) Js Z[fm)-8. (b) < =,
. L n 0 de F L ) J< = pee

agsxgb

Sea gy = £- Sn ; tenemos cue T(x)= ng(x)<m

n _
Tn kél Ty s dTn £ ar , luego
d¢ do
C14m 9Tn -y d(E- Snk) ¢ T
n d¢ ny ,dé d¢ .

. luego
df _ dSpk . “df - dsp
E[@_W]< y como gz 3 HED'
tenemos-

- _@f_ - d'S'nk +0
| @ T g,
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entonces

para xaAZ, para alglin Azc(a;b), tal que M¢((a,b)—A2)= 0.

Ya gue 85n crece con n, para xEA;, si sigue gque
dé¢ : i

3 %0 - 34 @80 - i 85nk o dE
n d¢é n dé X dé¢ de

para stln A2
Ahora

M¢ ( (arb)-[Aln Az] ) =< M¢ ( (a,b) —A1)+ Md> ( (arb)_A2)= 0
asi, tenemos que la afirmacién es cierta M¢—c.d. sobre (a,b).

Rumma&%ﬁnTZu—Si' Y(x)= M¢((a,x]) sobre [a,b] entonces

M¢ vy M¢ son la misma medida sobre [a,b].
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Prueba: Supongamos que ¢ es continua en x,y y (x,y) c[a,b],

entonces

0L $(y)- ¢ (x)= M¢((x,yJ)= M¢((X,y))= b {y) - ¢(x)

tenemos que

{ | v(x) = ¢ (x)
v ya que E(¥)= E(¢) vy d(x)= $(x)= ¢(a+0)

para X¢E(¢), tenemos gque ambas medidas son idénticas sobre

[a,b].
Proposicibn 13 A.- Teorema de densidad de Lebesgue.

Sea E un conjunto medible, para casi todo xeE si verifi
ca para toda sucesidn {Qk(xf} de cubos que contiene a x, ta-

les que 6(Qk(x))+0

i m(ENQr(x))  _ 1,
k+ o M(Q, (%))

y para casi todo x¢E



k+ = m(Qk(X))

Demosinacibn: Para cualquier medible E, notas gque

1 -
=10 é I, = m(ENQ)
m{(Q)
Tim i _ I IE = lim m(ONok (x)) _ IE (%)
“Q]'(_(X)_»_x m(Qk (x)) O (x) Qk(x)+x m(Qk(x))

casi-dondequiera sobre E y asi tenemos la afirmacifn.

Si el limite es 1, el punto x es llamado punto de densi

dad de E, si es cero es llamado punto ae dispersibn de E. ¥Ya

que

m(QAE) m(Q n E°) _ 1
M(Q) m{Q}

cada punto de densidad de E, es un punto de dispersibn del

complemento y viceversa. Ahora se demostrard el teorema de den

sidad de Lebesgue generalizado.

Proposicifn 13 B.- Teorema de densidad de Lebesgue genera-

lizado.

- 119 -




Si A es un subconijunto de Borel de (a,b), entonces

lim Mo (AN, Y1) _ 4, M -c.d. sobre A.
Xo M¢((X,Y])

Prueba: Sea y(x)= M¢((a,x]) y fx)= M¢(Aﬂ(a,x}) sobre

[a,bl. Entonces ¢ y f crecen sobre [a,b]l ¥y

<4f - 1im Mm(An(X'X]):<u:; M¢—c.d. sobre (a,b).
déix, X, M¢((x,y])

(1) ©

Para neN, existe un conjunto abierto Gn’ tal que AcGn
¢(a,b) vy

" Sea fn(x)= M¢(Gnﬂ(a,x]) para xela,b]. Ahora AC[’Q Gn]

Yy para X,eA y neN existe algfin (u,v) que contiene a x,, tal

que [u,v]lc Gn. Si X.eA y neN

fn(y)= fn(x) My (GnNix,y])

dfn . .
(2} —= = 1im = 1im = 1,
as |x. = xe viy)—- ¥ (x) %, M¢((XIY])
Para xela,b] v neN
- 1= _ . B
0x Mw((Gn An{a,x])= fn(x) fi{x) <« M¢(GH—A;< ;ﬁ
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para xty, sobre [a,b]
O My (G -A)Nix,y _]I=£ (v) - £(y) - (£ (x} - £(x))
de agui f -f es funcibn creciente positiva sobre [a,b] y

0 < 721 (£ (x)- £(x)) A<l, sobre [a,b]

por el teorema %, la proposicibn de Fubini y (2), tenemos

0 g % (if—{l- _ 4f = I (1- Q£)<°°- ;, M,—c.d. sobre A.

n dy ay n dy v

De agqui df =1, ch.d. sobre A, ya gue M¢ y M
ay v

son la misma medida, se sigue de (1) gue

1im 2R (a0 (x,y 1) = 1, Mq)—c.d. sckre A.
X, M¢((x,y])

X

Teonema 2.- Si f es M- integrable v F(x) = f £ dMq)
o : - a
sobre ]:a,bj, entonces g—‘E =f, M¢—c.d. sobre (a.b).

Prueba,- Es suficiente considerar ;0. Existe una suce-
sién creciente de subconjuntos compactos ¢ de [a,b] tales

gue £ es continua sobre C_, lim M¢[a;t_?_|— cl=0 y-

n
b
0<lim JfdM, =/ £ dM<o
n Cn q) 4d
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£{x), Pa??. xec
fn(x)=

0, para xela,b]l- c

Entonces fn+f sobre U cn y Mé(la,bl- U cn)== 0.
n n

Para Bn= [a,b]l- Cn’ existe una sucesibn creciente de subcon-

juntos compactos Cn,k de Bn tales que 1im M¢(Bn—cn,k)= 0.

Ya que Cn Cn,k =¢ para toda n.k, fn=0 sobre cada Cn,k’ h4 fn

es continua sobre el conjunto compact'o"Cn uc x+ para toda
, .

n, k.

- | 'Ya que [4&,b]- (CnUCn,k)= Bn—cn,k

I;m M¢([a,b]— (CnUCn,k))= 0 para toda n

De agui fn es integrable sobre [a,b] para toda n.

Sea
X

F_(x)= fn dM¢, para xela,bl, neN
a

Asi F vy toda Fn crecen sobre [a,b]. Por el teorema 1.
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aF y toda dfy son finitas M

-c.d. sobre [(a,b). Para agxiys<b
do dé¢ L

¢

X y
0<Fn+1(X)~ Fn(x)= é(fn-}l—fn)dM¢ o é(fn+1"fn)dM¢: Fn+1(y)_Fn(y)'

asi es creciente vy, -

n+1*FnJ dFn+1 an <. .
= - es finita v positiva

d¢ de¢ d¢

. d{(F

M -c.d. sobre (a,b) para todo n.

$

Aplicando el teorema de la convergencia mon&tona sobre

T tenemos

nf

X x
I 1im f = 1im [ £ = lim F
a n n n a 2 n

pero
X X
J 1im f = f f = F(x) <=
a n n a

asi como Fl(x) + i [Fn+l{x)— Fn(x)] = lim Fn(x): F (x) <=

por la proposicibn 12 (Fubini) existe algln A C{a,b) tal que

M¢((a,b)—A)= 6 v

1772



e o o5 s s }
v e s P e tton. 35 i

o LRI i

BT e

‘ dr ar
@ £ o+ 2 s R e 2 = F
X n d¢ X ag b4 n d¢ X
para XeA.
Consideremos X,€ An(g Cn - C(¢9)). Ya que Cn crece con

n, existe algfin ne tal gue, para n3n,, X, C,- Existen x

vy yk+xo tal que, ¢ es continua en cada Xper Yyo Entonces
My (Cxy D= My (xpy))= sy )= ¢ Gx)

asi por la proposicidn (1), tenemos

,¢(Xk) <¢ (x) s¢(yk) para toda k; luego

¢(yk)— ¢(xk)>0.

Ahora

)= o, am, = JE o am

Fn(yk)— Fn(xk
*k c N Cx vy ]

va que f es continua sobre el conjunto compacto

Cn£1[:xk,yk:], existen x} v vy € CH1[:Xk,yk:] tales qgue

4%,



£ (x)) Mé (CnN (xk, vic) ) < 'Fn(z]‘g)" Fn (EL’) < £(y) Mo (Ch A (XkrY]\'”

b (3, )) Sy - sbg) T MB((g,w))
luego
(2) Enl o o1gp Fod=Fal) o gy, M,-c.d. sobre
' de¢ |x, k ¢ (yy ) - ¢(Xk) :
(a,b) va que lim M¢(g(%951 sigue de (1) vy (2) que
n .
1im En| - & = fx,), M¢—c.d. sobre AU c,mcle))
n d¢ X n

por la proposicién 1, M¢(c(¢))= 0, ya que

- Mo ({a,b))= Mp(n)= M, (U Cn)
- n

tenemos gue

ar = f(Xo), M¢-c.d. sobre {a,b)
deé |x,
X g X
asi, si F(x)= JfdM,, — JSfaM, = f(x)
- o dp = ¢

M¢—c.d. sobre (a,b).
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Neta: (Hahn, Saks). Si £ y ¢ son crecientes Sobre'[é,gﬂ

‘existe H C[a,lﬂ tal gue be (H)=0 y una funcidn S, M, integrable

¢
sobre [a,b], tal que

(Hn(a,x ]), M -c.d. sobre [a,b]-

Mo ({a,x )=/  saMp + M s

(a,x ]

£

Teonema. 3.- S5i una funcibn creciente £ es absolutamente
continua respecto a una funcidn creciente ¢ sobre [a,b] en-
tonces

f{x+0)-f(a+t0)= S % aM, -c.d. sobre (a,b).

(a,x ] b

Pruebai  Sea g (x)= Mg ((a,x]), para xe[a,b]. Por la pro

posicidn 12, M

g Y Mg son la misma medida. sobre [a,b].

Como

gx)= [ s dMq; + Mf (En(a,x))= [ S amg¢

(a,J{___I : (a,x:l

M¢—-c.d. sobre {a,b].

Por el teocrema 1 y 2, existen subconjuntos A y B de

(a,b), tales que
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af es finita para xeA yv M, ((a,b)- A)= 0
doéix ¢

dg| - S(x), para xeB vy Md)((a,b)- B) =0
d¢{x

para xe[ ANB- C(¢) |, existe X X ¥ ye¢x en los cuales
f y g son continuas y ¢(Xk)<¢(X)<¢(yk), asi ¢(yk)-¢ (xk)>0.

Ya gque £ y g son eguivalentes

CEly - £(x) g(y, ) - g(x;)

0g k k = k k © para todo k.
¢ (ypd= ¢(x,) ¢ (yy )= & (x)

ya que M¢(C(¢))=0 tenemos gque

Mé((a,b); (A"B=c(¢)) < M¢((a,b)—A)+'M¢((a;b)—B)+ M¢(c(¢))=

¥
af _dg9 _ S5, M.-c.d. sobre (a,'b)
as  aé ¢
asi
£xt0)- £(at0)= Mo ((a,x )= S G5 Moru .. sobre

(a,x ]
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y asi tenemos el resultado deseado.

Ahora como una funcibn de variacibn acotada se puede es
cribir como la diferencia de dos funciones crecientes, pode-

mos extender esta férmula a las funciones de variacibn acota

da.

Sea H de variacibn acotada, entonces

H(x)= f(x)- g{x), donde f y g son crecientes

Ty PO aaiii b g

dE _ af _a . at . a
I3z amy = IG5 a%jqu)_f-@d% fa%; aM,
(a,x ] (a,x ] (a,x_| (a,x ]

como £ y g son crecientes, aplicamos lo anterior

[ £(x+0)- £(a+0) - [ g(x+0)- glat0) ]J= S g—g dm,y
(a,x:]

Es necesario enfatizar gue H es de variacidbn acotada -

pero absolutamente continua respecto de ¢.
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CAPITULO VI

FL TFOREMA DE BESICOVITCH Y OTRA DEMOSTRACION DEL
TEOREMA DE LEBESGUE-RADON-NIKODIM,

TEOREMA DE BESICOVITCH

Para cada punto de un conjunto acotado A de R" se da

un intervalo cfibico cerrado Q(x,r(x)) centrado en x y de
semilado r(x)>0. La familia de cubos dados (Q(x,r(x))XEA
constituye un recubrimiento de A, si,

A c XgAQ(X,r(x))

Claramente muchos de estos cubos pueden resultar super

fluos para cubrir A, La pregunta es: ¢se puede extraer de

esta familia un recubrimiento m&s econfmico, en el sentido
de gue cada punto gquede recubierto a lo mis por un nfimero
fijo de intervalos clibicos de la familia?. El teorema de

Besicovitch propeorciona una respuesta afirmativa.

Recordemos gue en la versifn del lema de Vitalil presen

tada en el capitulo III, se usd el hecho de que expzandiendo

el intervalo por un factor (por ejemplo 5) agrandamos su me

% .‘ W og
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dida de Lebesgue proporcionalmente, pero la relacifn de pro-
porcionalidad no se tiene en general para cualquier medida.
Si esta nc es invariante bajo traslaciones el teorema de Be-
sicovitch evita esta dificultad, y es de car&cter puramente
geom&trico y no hacé mencitn de medidas.

Teghema 1.- Sea A un conjunto acotado de R™. Para cada
xeA se da un intervalo cbico cerrado 0({x) centrado en x.
Entonces se puede escoger; de la familiaz de cubos -dada

(Q(:»{))XEA una sucesién'{Qk} (posiblemente finita) de cubos

tales gue:

a) El conjunto A esta recubierto por la sucesibn, es decir,
Ac U Qk
b) Ningtn punto de R" esta en mis de C cubos de la sucesi6n

{Qk}, siendo C un nfimero gue depende finicamente de la di-

mensidn n, es decir:

I I. {(z)sC, para todo zeR"
%

~

c) La sucesién'{Qk} se puede distribuir £n familias de cubos

disjuntos, siendo EIn un niimerc gue solo depende de la di-

mensiodn.
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A fin de que la demostracidn resulte mds transparente
presentamos primero una versién mds sencilla del teorema,

cuya prueba contiene ya las ideas fundamentales para el caso

general.

Lema.- Sea {Qk} una sucesidn decreciente de intervalos

clibicos cerrados centrados en el origen de R'. Supongamos

k=1
xedA y damos para cada xtA un entero positive i(x) y escri-

Q = {0}. Sea A un conjunto acotado en r". Para cada

bimos Q(x)= x + Qi(x)’ es decir, Q(x) es la traslacifn de

0, (x) POX el vector x. Entonces existe una sucesién'{xk} cA

(posiblemente finita) tal que:
a) E1 conjunto A estd recubierto por‘{Q(xk)}, es decir
ACU 0flx)

b) Cada punto zeR® esta a lo sumo en 2" de los conjuntos
. n n
Q(Xk), es d¢01r, para cada 2eR, I IQk(z)<2 donde Iri

es la funci®n caracteristica de Q(xk)°

. . . , . n \
c} La sucesidn {Q(xk)} se puede distribuir en 47+1 sucecio-

nes disjuntas.
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Vemostracin.- Tomemos un xqeA tal gue Q(xl) sea de tamafo
miximo. Si Q(xl)JA terminamos, si no nos fijamos en A-Q(xq) ¥
en el escogemos X, con Q(xz) de tamano miximo, Supongamos gue
hemos elegido Xqr¥oreeeoea X De esa forma si

E
A -0 olxyld=¢
entonces, hemos acabado nuestro proceso de seleccidn. Si no

es asi, tomamos

m

X £ A - kgl Q(xk)

m+1

tal que Q(gm+l) es de tamano miximo. La sucesién'{Q(xk)}'que
,hemos obtenido satisface obviamente las propiedades siguien-

tes: N
1) 8i i + j, entonces Xi¢ Q(xj)

2) La sucesién'{é(Q(xk))} de didmetros de los conjuntos
Q(x, ) es o bien finita o bien tal que G(Q(Xk))}+0
i
cuando k+®, ya que los conjuntos x, + 3 Q(xk) scn dis

juntos y A es acotado

3

Si el proceso de seleccidn termina en un nimero finito
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de pasos, la propiedad a) del enunciado es evidente; si la

{Q(Xk)} es una sucesidn infinita y existiera

o0

XeA - kgl Q(Xk)

entonces, para algfin j,, el didmetro de Q(x) serd mayvor que
el de Q(Xj }. Pero esto significa que hemos hecho mal nues-—

tra seleccidn, pasanto por alto Q(x). Porltanto, en todo ca

so,

A Cc U olx)

Dem05£raremos ahora que cada zeR" esta a lo sumo en 20
de los conjuntos Q(Xk). Para ello trazamos por z,n hiperpla
nos paralelos a los n hiperplanos coordenados y considera-
mos los 27 << hipercuadrantes >> cerrados determinados por
ellos. En cada'hiperCUadrante hay a lo sumo un punto Xj tal
que zg Q(Xj). En efecto si hubiera dos, xi,xj, el mayor de

los deos consuntos Q(x.), 0(x.) contendria el centro del me-
J i’ i

nor y esto estd excluido por construccidn.

Para probar c¢) fijamos un elemento Q(xj) de la suce-
sién'{Q(Xk)}. Segfin b) hay a lo sumo 2" miembros de la suce

sifn gue contienen a cada vértice Fijo de Q(Xj). Cada cubo



Q(Xk) con k<j es de tamano no inferior al de Q(Xj) y asi, si
es que Q(XkﬂiQ(Xj) + ¢, con k<j, entonces Q(Xk) contiene al
menos uno de los 27 vértices de Q(Xj). Por tanto, para cada .

Q(Xj) hay a lo sumo ot o conjuntos de la coleccibn.
{Q(Xl), Q(Xz)""""Q(Xj—l)}

que tengan interseccidn no vacia con Q(Xj). Este hecho nos
permite distribuir los conjuntos Q(Xk) en 47+1 sucasiOnes
disjuntas de la forma siguiente: ponemos Q(Xl)sIl, Q(Xz)
gIg""'Q(X4n+l)éI4n+l' Puesto que Q(X4n+2) es disjunto con
Q(Xko) para algfin k.<4n+l pongamos Q(X4n+2)€Ik°. Del mismo

modo Q(4n+3)es disjunto con todos los conjuntos de algfin Ik*

-]

k*<4n+l vy asi podemos poner Q(4n+3)£Ik*. Etcétera. Esto de-

muestra c}.

Demostracidn del £eorema 1l.- E1 proceso natural de se
leccidn consistirfa, al igual gue en la demcstracifn qgue
precede, en elegir primero los cubos grandes y excluir aque
llos cuyos centros estén en la parte de A gue ya ha sido cu
bierta. E1 hecho de que el supremo de los di&metros puede no
ser aléanzable nos obliga a elegir los cubos de entro los

m&s grandes. Esto constituye una complicacifn meramente téc

nica. Sea
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a;= sup {6(Q(x)): xeA}

si a; = =, basta un cubo bien elegido para cubrir A, pues A

es acotado.

b

si a, < =, sea A1=A v elegimos un Xﬁ.EAl tal que

a

Sea A2 = Al - Qxl
a, = sup {8(Q): xek&,}

si a, ¥ 0, elegimos un X, en A, tal gue

5(0xy)> 22
2

procediendo de esta manera obtenemos en el k-esimo paso

k-1
B T B 7 Oy, = R LTy Oxg

a_ = sup'{ﬁ(QX): xeh, }

elegimos X, £ A tal que &(Qx,)> £
] Xk k e 2



El proceso continuvaria siempre gue ak>0. Ya que XkaAk

tenemos que X; sAj para toda j<k
8 (0%,) € a, € a. 525 (0x.)
0 k k J 3

entonces

1) Si j<k, entonces X ¢ QXj

(el anterior no contiene el centro del gue sigue)
2) & (Qxp) <28 (ij): i<k

la medida del gque sigue es menor gue 2 veces la medida

de cualquier anterior (la medida se refiere al diametro),
Demostraremos gue

A C U ka

Si algtn a, = 0, entonces A = ¢ y A esta contenido en
=] o

los Ox. ., kg k-1,

Si a = 0 (para todo k) existen infinitos 0%, .

a .
Ya que ‘ak vy 715 < 8 (Ox )< a, se sigue que

ke




1) 6 (ka) - 0

2) Existe n>0, tal que 6(ka)3n para toda k.

La segunda posibilidad no se puede dar porque entonces
A no estaria acotado, ya que X €A, pero X ¢ 0x;, para j<k.

De agui 6(ka) + 0, o equivalentemente a, > 0.

.81 xeA - U ka, entonces Xx¢€ Ak para todo k, en conse
cuencia 6(Qx)i:ak para toda k, lo cual significa que 5(Q_J}=0.

Esto demuestra que A - U ka = ¢

y esto completa la prueba. Las demostraciones de b) y c) son

-

esencialmente las mismas.

Observacifn: Si A no es acotado, pero

Sup {6(Q(x)): xeAl= M<w

el teorema es todavia v&dlido cambiando las constantes ¢ y
. . n . o
£ . La idea es partir R en intervalos Ii. Las sucesiones

i, . . - :
{Qk} kx2I correspondientes a los diferentes conjuntos A‘Ii
L

no pueden solparse mucho.

TEOREMA DE VITALL.

Sea M una medida no-negativa, o-finita en R™ definida
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sobre los conjuntos de Lebesgue de R", Sea M* 1la medida este

. . . n
. rior asociada a M, es cdeciy para cada P C R,

M*{(P)= inf {M(H): P C H y H es M-medible}

Para cada xeA se da una sucesién'{Qk(x)} de intervalos cfibi-
cos cerradeos centrados en X, gue se contraen hacia x. Enton—

ces de (Qk(x))XEA, k=1,2,... se puede entresacar una suce-

s$ibn {Sk} tal gque
* - =
M* (A - U 85) 0

Demostnacién.- Para cada xedrelegimos de'{Qk(x)} un intexr
valo Q(x} won difmetro menor gue 1. Aplicando el teocrema de

Besicovitch obtenemos una sucesidn {Qk} tal que

a) ACUQ |
b) ZIQ (z)<C, para todo zeRD
k
c)'{Qk} se puede distribuir en &y sucesiones
‘{Q;},{Qi},......;{gin}

tales gue los cubos de cada una son disjuntoes.

Supongamos gue M*(A)<», Entonces por la propiedad c) al
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menos para una de estas sucesiones, tal vez'{Ql}, tenemos

1 wx(a)

M* (an[,u, Q}];]) >
n

En efecto, de otra manera, tendriamos

=

M*(a [ U Qg:]),m*(A)
k=1

[T e ™
[

Yy esto es contradictorio.

De {Qi} elegimos una sucesibn finita gue l1llamamos

(= 1 ta1 gue
kvl

h
. 1 1
m*(an[ us P> ———
1 k 2(8)

M* (2)

Tomamos a continuacibn un conjunto B,M-medible tal que

AcB y M(B)= M*(A}). Entonces tenemos

h

M(B 13 l k—])a M* (Aﬂ[; l]c])>

M¥* (A)

por tanto

h
' 1 1
M (a- [k . k:l)s M (B- [kgl sk:[>s () - —E—
n

= o M*(a), donde 0O<a<l



para cada

hl
XEA— [;Ul Sk-] Al

tomamos ahora un intervalo de la familia dada Q(x) con disme

tro menor que 1 y tal gue

hl

Q(x) n (U7 8) = ¢

Yy procedemos con A, como lo hemos hecho con A obteniendo

h,
{8, } _
k'hy+1

tal que .

2
" E*i =1 k])_ Mx (A~ E{ hl+1 k:l)““ M* (AL)<a? M*(A)

repitiendo sucesivamente el proceso, como 0<a<l, tenemos

fe-]

* —_ =
M*(3-,T.5,) = 0

TEOREMA DE DIFERENCIACION DE LEBESGUE

Sea feLl(R™). Consideremos cualguier coleccibn B de in

tervalos cerrados con interior no vacio, centrados en el ori



gen 0 y gue contienen sucesiocones {Rk} gue se contraen al ori-
gen cuando k+=. (Esto serd denotado Rk%o cuando k-+w}. Supone-
mos ademds gque los intervalos en la B son comparables, en de-
(Ejemplo: la

cir para cualguier par Rys R,eB, RyCR, O R,CR,.

coleccidbn de todos los intervalos cibicos centrados en el ori

gen).

Para xeR" y'{Rk}c B, escribimos Rk(x): x+R, . Entonces pa
ra casi toda xeR" Yy para Cada'{Rk}c B, tal gque R£+o, cuando

k==, se tiene

lim — 2 ff(y)dy = £(x)

k+o m (Rk(x)) Rk(x)

Demosthacibn.- Definimes

Mf(x)= sup 1 JIE(y) |ay

ReB m (R} R(x)

La funcién Mf es medible, ya que {x: Mf(x)>a} es un con-

junto abiextc., E1 cperador M es llamado operador maximal de

Hardy-Littlewood asociado a B.

1

. . - - 1,.N0 . .
Para cualguier funcidn felL (R") y cualquier o, mostrare-

mos gue
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. 3BIBLIo
£ SARER D age Huos Y HA TURALE $

n HARA My ¢; A
mix: M £(x)> ol £ 2 [1£]1. RANDEZY
0.3

De hecho, consideremos cualguier subconjunto compacto

k de

{x: M E(x)> o}

§i xek existe un intervalo ReB tal que

1 S1£(y) |dy>o
m(R(x})) R(x)

Por la continuidad de la integral existe una vecindad

v(x) °de x tal gue si zev(x), entonces

L f[f(y}]dy>a, para algfin R como antes

m(R(z)) R(z)

.ya que K es compacto, podemos elegir un nfimero finito de ta
les vécindades v{x) que cubren K. En consecuencia, existe un
conjunto finito'{Ri}i de intervalos de B tales gue para cada
xtk podemos elegir un indice i(x) €{1,2,3,-.....,k} de tal

manera gue si
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S{x)= x + Ri(x)

SEy)idy »a m(s(x))

S (x)

aplicamos el teorema de Besicovitch y elegimos'{S(xj)}

Qi

flEylay = 27 £ ] Il (xy (Y)dy
j .

M(k)g I m(Sx.)< z
] 5 (xj) o

.21'1 2‘11
< Z e ey 2 liell,

independiente de k. Esto prueba gque

mix: Mf(x) >al < 5 llflll

-

El teorema ahora es una facil consecuencia de este hecho.

Definimos

DS £, 8 x)= D(S £, )= sup 1inm —t—— [ £(y)dy
k+eo m(Rk) Rk(x)

donde el sup es tomado sobre todas las sucesiones {Rk}c R,

tales que Rk+o, cuando k-+e=

D (£, 8, x)= D (J£, x)= inf lim ————— / £(y)dy

koo m(R) R (x)
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probaremos gue para ¢>0, fija
m(E )= m{x: D (J£, x)- £(x)| >a} =0

En efecto, tomemos cualquier e>c¢ y escribimos f= g+h

donde g es una funcibn continua y heLl(Rn), tal que ||h|]1£€

Entonces

Eg{x: D (/h, ®)- h{x)|>a} C.

x: B (b, 2> 210 {x: |[h(x)|> 5}

Llamanocs 2, y B, a los conjuntos en la Gltima relacidn.

=

Ahora
A ¢ {x: Mhn(x)> 2}
- . 2
Y
n+l n+l
o 2 2 .
n{x: M h(x)> > } o< = Ilhlll = £

como para A, tenemos
2



2 2
m(a) < 2 flniy) lay = 2 |Injly s ZE

ya que € es arbitrariamente pegueho
m(Ea)= m{x: |D (ff, x) - £(x)} »>a} =0
de la misma manera
m{x: |D (Jf, x} - £(x)| >a} =0
estas relaciones nos dan
aix: B (f£, x) $ £(x) o, D (f£, x) + £(x)} = 0

y esto prueba el teorema.

TEOREMA DE LEBESGUE-RADON-NIKODYM
Consideremos subconjuntos del cubo unitario abierto
Q°='{>;-ERI‘: 0<x.<1, i=1,2,...00000yn}

n o e . . ,
en R, Bn Q, definimcs un sistema D de "cubos diadicos"

. . i oq. e . -k
abiertos. Un cubo diadico abierto de longitud 2

, k=0,1,2,



es un conjunto de la forma

--------

9= {xeQ,: b, 27k <xi<(hi+1)2‘k, i=1,2,0vve..,n}

donde hiEN, Oéhi<2k -1, Denotemos por Qg el conjunto de pun

tos de Q. los cuales no pertenecen a la frontera de ningfin
cubo diadico, Claramente tenemos m(Q})= m(Q,). Obviamente,
dados dos cubos diadicos cualesguiera, o son disjuntos © uno

esta contenido en el otro.

tema,~ Sea A un subconjunto de 0)f. Suponemos gue para
cada xcA, se tiene un cubo diadico Q(x) gue contiene a x.
Entonces podemos elegir una sucesién disjunta'{Tk} de tales

cubos tal gue A c UT .

Es suficiente hacer la seleccidn por el orden de la lon
gitud de los lados de los cubos dados, comenzando por los
mé&s grandes y excluyendo en cada paso, los cubos los cuales

han sido ya cubiertos.

El anterior lema nos facilita una manera natural de

probar el tecema.

Tegrema,- Sea M una medida finita no-negativa definida



sobre los subconjuntos de Lebesgue medibles del cubo unitario

Q.. Suponemos gue M es absolutamente continua con respecto a i,

la medida de Lebesgue, Entonces existe una funcién
getl (Q.), tal que

M(P)= J gly)dy
P

para cada conjunto de Lebesgue P ¢ Q..

Demosthacién.- Primexro usaremos el teorema de descomposicibn
de Hahn para obtener una sucesidn disjunta de medibles E,, El'

E tales que

2fnc-t

ME,) = 0 v

-1 ) ) €3 i
(5-1) K(Bj)é M(Bj)éjl(Bj)

para cada conjunto medible Bj c Ej, con j2l. Para este propd-
sito consideremos primero la medida A-M. Por el teorema de

descomposicidn de Hahn existe un conjunto medible El’ tal gue



M(B)< X (By)
para cada conjunto medible B; ¢ E; ¥ ademas

M(B) =z A (B}

para cada B ¢ Q.- El' Tomemos ahora la medida 2)-M en Qo—El.

Existe un conjunte medible E, ¢ Qo= Ey tal gue

AlB,) % M(Bz)éZJ\_ (Bz)

2

para cada conjunto medible B2 c EZI vy M(B)BZ?\(!B) para B C

Qo‘" (EIUEZ) r etC¢

Sea

entonCes para cada j21, tenemos
© > M{Q.)> M(Eo,) 23X (E,)

de donde cbtenemcs que A(E,)= 0.



Fija j y Xk consideremos la siguiente funcibn

i _ )
£ (2= I M(Q*; NE5) I,(x), D= Q}:;n E.
NES ioalgy ﬂEj) J

donde los conjuntos Qi son los cubos diadicos con lado de

longitud 27k y ID denota la funcidn caracteristica del con
junto D. La fraccibn en la definicibn de fjk es tomada como
cero en caso de gque el denominador {y consecuentemente tam—
bién el numeradc) sea cero. Observe gue fo,k(x)z 0 casi-don

deguiera para toda k. Esto permite restringir nuestro argu-

mento a jzl.

Prcbaremos para cada j3l fija, gue

1im fjk(X) = gj(xJ

oo

existe casi-dondeguiera en Q,. Es obvio de la definicifn de

Ej y de fjk gque para cada xeQ,, tenemos

para j fija v k arbitrario. Una vez gue hemos establecido

esto, tenemos para cada unidn finita A de cubos diadicos

disjuntos

|
[y
[t
o
!



para k suficientemente grande. Pe agui por el teorema de la

convergencia acotada, para cada j

S g.({y)dy = M(ANE.)
ANE; ] J

asi, si g = I gj, entonces ge L' (Q,) v

S glyydy = M(a),
A

Para un medible arbitrario P ¢ Q,, tomamos {Ak}, don-
de cada A, es la unidén finita disjunta de cubos diadicos,

tal gue

alp - Ak) + A(Ak - P)+ 0 cuando k+=, En-

tonces por la continuidad de M y de la integral

M{P}= 1im M(a,) = 1lim [, g(y) dv= [ g(y)dy
k—)—co ]{+°° Ak P

esto prueba el teorema.
Y D

2sf solamente resta por probar, gue para cada j21, fija,
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Tomese cualquier conjunto abierto G C g+ Por definicidn

de Crs y por el lema, podemos seleccionar dos sucesiones{Tk}

y {Tp} de cubos diadicos disjuntos tales que

<X
A (’I'k N B)
M(Tk N B)< <
A(Ti 1 B)
CrS C U(Tk B)
Crs C U(Tk B)

asi tenemos
M(G) » M(U Tk)> ZM(Tkﬂ B) 3 v A(Tkn B)z vy A(crs)
M(C )éM(U(T]'{n BY)g IM(T!h B)< I sA (T]::f} Blg s A (G)

rs k

yva gque M es absolutamente continua respecto a A, dado e>o,

podemos elegir G tal gue
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e N

lim f£.. (x)
k4 = k

existe casi-dondequiera en Q,. Observe cue vara cada XéEj,

tenemos f.k(x)= 0 para toda k, y gue

L qim MUEK GINEY)

1im f.'k(x} =
k+ = 2 k= e )\(Qk(X).’}Ej}

para cada xeE. Q! , donde los conjuﬁtos Qk(x) son cubos dia-

dicos que contienen a X y gue se contraen hacia x, cuando

k+ o
Sea Ej = B y deseamos probar )
5 ox) = Tim DOk (x)1B) _ Lip MORGB) o
k+= 2 (Q (x)NB) k= 2 {Qk(x)NB)
para casi-todo XeB Q! . Es claro gue E(M, .) es medible y

menor o igual a 3.

Sea el conijunto

C__ = {xeQl B: D(M,x)>r >s> D (M,s)

rs

para nimeros racicnales r»s>0. Probaremos gue A(CTS
L

asi tendremos que el limite existe casi-dondeguiera
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o BIBLIOTECA

DE CIENCIAS EXacTA
A (G - A(C < 3 $
! Crs? ©F s | URALES
M(G) - M(Crs) <€
Asi obtenemos
v s b n@s I (e ule ) e g e+ 51 (@)
< {C ) < M

S
r , r - S

como ¢ es arbitrario

}(Crs) f 0

con lo cual tenemos que el 1fmite existe. Y asi tenemos la

demostracidn.

- 153 -



30—

EITRLIOGRAFITA

Richard L. Wheeden

Antoni Zygmund

Miguel de Guzman

Baldomero Rubio

H.L. Rovden

R. Courant

¥. John

A.D, Aleksandrov
A.N. Kolmogorov
M,A, Laurentiev

y otros.

Leon W. Cohen

ERh]
i

lemero Rublo

Measure and Integral an Introduction

to Real Analisis.

Integracibn Teoria y T&€cnicas,

Real Apalisis,

Introduccion al Cidlculo y 2l Anzlisis

Matemitico.

La Matemitica, su contenido, M&todos y

Significado,

The Fundamental Theorem of the Calculus
and Borel Mzasure

(articulo, Marzo de 1974).

Remarks on the Lebesgue Differentation
Theorem, the Vitali Leima and the Lebes-
gue-Rzdon-Nikedvm Theorem,

(1972, Revista zmericana de M=teniticag)

MERICAEN MATEEMATICAL MONTALY.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127
	Page 128
	Page 129
	Page 130
	Page 131
	Page 132
	Page 133
	Page 134
	Page 135
	Page 136
	Page 137
	Page 138
	Page 139
	Page 140
	Page 141
	Page 142
	Page 143
	Page 144
	Page 145
	Page 146
	Page 147
	Page 148
	Page 149
	Page 150
	Page 151
	Page 152
	Page 153
	Page 154
	Page 155
	Page 156
	Page 157
	Page 158
	Page 159
	Page 160
	Page 161
	Page 162
	Page 163
	Page 164
	Page 165
	Page 166
	Page 167
	Page 168
	Page 169
	Page 170
	Page 171

