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INTRODUCCION

1-/ent~

9(7frcch.

F-e 3e.

/ 5 86.
Existen en la naturaleza una inmensa cantidad de fenómenos que pre-,

, sentan cambios bruscos en su comportamiento. Por ejemplo tomemos un fenó

meno que9 1 en la economía de un sistema competitivo donde aparecen va--

ríos centros de activan económica con actitudes distintas entre ellas

a los cuales 1/amaremos competidores y a un grupo de consumidores al que

nombraremos demanda.

En la configura 6n del mercado donde la demanda y el número de com

pétidores se mantiéna4ija el precio tiende a ser estable y puede ser con

siderado como punto critico de una función f(x,u,v).

Pero si únicamente el número de competidores se mantiene fijo y la

demanda crece o disminuye l el precio del producto tiende a subno a bajar

de una manera suave, de otra manera si la demanda eslo que se mantiene

fijo y el número de competidores es el que varia el precio también varia

ra dependiendo si el No. de consumidores crece o disminuye, es decir el

precio bajará si el No. de competidores aumenta y subirá si el número de
consumidores disminuye y también de una manera suave. Ahora si variamos

tanto la demanda como el número de competidores se tendrá lo siguiente:

Si la demanda disminuye y el número de competidores aumenta el precio

del producto baja y si la demanda crece y el número de competidores baja

el precio sube pero esta alza y baja de precios se hace de una forma brus

ca.

El modelo matemático que asemeja en cierta medida a una fenómeno

bajo esas condiciones esta dada por una función de la forma f(x,u,v)=

x
4
+ux

2
+vx. El Mtaam1Poo4doN$611 precio se obtiene precisamente donde 	 -

f(x,u,V) tiene sus Puntot críticos, es decir donde 1111 =4?+2ux+v= O por
dx

-f-



3
lo que p(u,v)=

2	 3 -1

Se puede decir que en aquellas situaciones en .las que el precio

baja o sube de una manera estable es en los puntos críticos no degene-

rados de f(x,u,v) mientras que si el cambio es dado bruscamente este co

rresponde a los puntos crítitos degenerados.

La teoría de la Catástrofe estudia precisamente aquellas situacio-

nes en las que movimientos suaves én los parámetros de control (demanda

y número de competidores en eJ ejemplo) originan cambios bruscos en los

parámetros de comportamiento (precioWes decir el comportamiento de fun

ciones alrededor de puntos críticos débbnerados.

En el capitulo I se estudia el comportamiento de las funciones alre

dedor de puntos críticos no degenerados y generados. Para el estudio de

los primeros se hará uso la teoría de Morse la cual prueba que aquellas

funciones cuyos puntos críticos son no degenerados son estables y el que

el conjunto formado por tales funciones es denso. En el estudio de los

segundos es decir en puntos-críticos degenerados se utiliza el lema de

Separación el cual permite a una función separarla en dos una de Morse
.	 .

y una-degenerada y esta última nos da el comportamiento de la función

alrededor del punto.

1

En_el __cap 1 tul n J I im_conrentrarem os 3J _estudio-de

onerestabtarque---nonla lather r mili eri las necesarias-para comprender

el concepto de despliegue, Concepto que será definido en el capitulo

III yel cual nos permite conocer todos las definiciones posibles que

puede tener una función cuando se analiza alrededor de un punto críti-

co degenerado y concluir el capitulo III con el teorema de clasificación

de Thom que nos dice que si tiene una función k-determinada es decir una

función en que su comportamiento topológico pueda ser determinado por su

polinomio de Taylor hasta de grado k y de codimensión 4 4 existen siete



despliegues universales es decir despliegues en los que intervienen , un

mínimo de parámetrós. Cualquier fenómeno en la naturaleza que, presente

cambios bruscos en su comportamiento puede ser analizado utilizando cua

lesquiera de los siete despliegues universales catástrofe, dependiendo

este del número de variables de control y variables de comportamiento.

Finalmente en el capítulo IV se dará la interpretación geométrica

de los siete modelos, haciendo énfasis . en los dos primeros dado que es

más fácil la visualización de dichos modelos.



CAPITULO 1

Sea f:0---->R una función potencial y considérese X=Vf(x)

el gradiente de la función. Se dice que un punto es punto de

equilibrio de una función cuando Af(x)=0. Trataremos de estu

diar el comportamiento de la función en tales puntos conoci-

dos como singularidades de las cuales se tienen dos tipos:

Los puntos críticos no degenerados que son aquellos

en los que det ( 2-21-)1 O.
axay

Los puntos críticos degenerados es decir aquellos

en los que det (11L)- O.
any

Si lo que se tiene son puntos críticos no degenerados,

se puede hacer un cambio local de coordenadas de tal manera

que la función tome la forma f(x) 	 2 2	 2 2	
2

.

(1). A r se le conoce como el índice de la función y existe

un tipo básico para cada r=0,1,...n. Todas las funciones que

toman la forma (1) se les conoce como funciones de Morse y

dan el comportamiento de la función alrededor de un punto

crítico no degenerado. También una propiedad que guardan las

funciones de Morse es la estabilidad, es decir si tomamos g

1



una pequeña perturbación suficientemente cercana a un punto

y derivadas de f, entonces g toma la forma (1).

Por otro lado si se tienen puntos críticos degenerados,

se puede utilizar el lema de Separación que permite separar a

función en dos funciones, una de morse y una no de morse, la;

primera contiene variables llamada; no esenciales y la otra

esenciales. Estas últimas nos dicen como es el comportamiento

de la función para puntos críticos degenerados.

La propiedad de estabilidad referida anteriormente puede

ser vista algebraicamente, pero se hace más clara si se formu

la como una propiedad geométrica transversal. Esto nos lleva

a una discusión de tranversalidad, concepto que introducido

por Rene Thom ya que ayudó en gran medida a crear la teoría

de la catástrofe.

2



1,1 PUNTOS CRITICOS Y EL LEMA DE MORSE

•

De6.~n 1.1. Sea f un mapeo diferenciable de M a N, don

\de M y N son variedades diferenciables. Un punto X.04 es un

punto isimyttqx de - f si el rango Df(X„)<min {dim M, dim N1. De

otra manera, X, es7T1aMado un pm/te ftegulax de 1. Para funciones

de 1—>R a los puntos singulares se les llama puntos críticos.

EJEMPLOS:

(1.1) Sea f:R—>R, f(x)= x 2 . Dado que Df(x) tiene matriz

(2x) la cual tiene rango 1 si y salo si X40, enton

ces el único punto singualr de f es O.

(1.2) Sea f:R1—>R dada por f(x,y) = 2x 2 + 3y 2 . Entonces la

matriz jacobiana es (4x,6y) la cual tiene rango 1 a

menos que X= Y=O, por lo cual (0,0) es un punto sin

guiar.

(1,3) Sea f:R2—>R, f(x, y ,z) = (xy,xz). El jacobiano de f

es y x O el cual tiene rango 2 a menos que todos los

z O x

menores 2x2 sean cero, es decir que xz= xy= x 2
= O

lo cual es equivalente a x=0 por lo que (O,y,z) es

un punto singular.

-3-



DeltgliciónJ;2,5eaf:4—> R una función suave. Un punto Si. en

R
n es un punto mítico no degenerado si x, es un punto singular de

..ty el Hessiano es no singular es decir, el determinante de la

matriz

	

(9f 	), i6i, joi
9x.ax

	

1	 j
evaluadó en , I., es -diferente de cero.

EJEMPLOS:

(1.4) f:R—>R definida por f(x)= x 2+2x+1 tiene un

punto crítico no degenerado en x=-1.

(1.5) g:R —>R definida por g(x)= x
4 tiene un punto

crítico degenerado en x=0.

(1.6) h:RZ—>R dada por h(x,y)= x 2 +4xy+xy 2 tiene un

punto crítico no degenerado en (x,y)= (0,0).

Degín~..3,Una función suave f:R n	>R es una función de

Morse si todos sus puntos singulares son puntos críticos no

degenerados.

Ahüta—que—se—lail-defiffidó-4a1TfuncionesdeHMorsese_pue
de dar un resultado importante de la teoría de Morse, el lema

que lleva su nombre,-el	 cual nos dice como es el comportamien

to de una función alrededor de un punto crítico no degenerado,

pero antes veamos el siguiente lema.

Les1,1.Sea f:R n	>R una función suave en una vecindad de

O con f(0) = O. Entonces	 en una posible pequeña vecindad, exis

ten funciones g:R n >R tal que

-4



f:1E1 x.q.11	 1-1

donde cada g i es suave y

•(o) =	 af
ax.

DemobtitaciAn : Se tiene qué_

)- f l —1f(xi,x2 — (f(tx1,....,txn))dt
° dt

	

1 n	 af

= f 0 .E1	 .1-	 ax i (tx1,....,txn ), • xidt

SI—de-zgurtfluterdefIne

gi x n )= af
J

oDx11 	 ,txiddt -

diferenciando~witeconrespectoax.1 se muestra que

g i (0) = gf
axi()

Q.E.D.

5-
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TEOREMA 14,(Lema de Morse). Sea u un punto critico nodege

nerado de una función f.Rn >R. Entonces existe un sistema lo

cal de coordenadas (yi,y2,...,yn) en una vecindad U de u, con

y i (u)=0 para toda i, tal que

e

para toda yell.

f= 1(u)- y
2

.5/ 2,+1 + '" "2

PRUEBA: Se puede trasladar el origen a u y de aquí supo-

ner que u = 0 y f(u) = f(0)=0. Por el lema 1, se puede entonces

escribir

f(x) = 1 E 1 xigi(x)

ennelgumalt:zettndwd.zde20.-2.0athangurl-es2unpuilta=crfticon.e.-7/2

tiene que

g i ( 0). 21
Dx.

= 0

6



	

De aquí usando el lema 1 de nuevo,	 existen funciones sua

ves hi tal que

g i (x)= ¡E l x i hii(x)

y f(x) se puéde esctitir 	 como

f(x)
n
 E	 x.x..	 • (x)

i , j=1 	 .1

si reemplaza hi por

A

hl . =
.3	2

1(hij+hii)

la ecuación sigue siendo verdadera y además hi = hj
1'

Derivando parcialmente (1) dos veces, se tiene que

-- 91f 

3x.	 bc.
= 2 hi. (0)

0  



0E1 •(	 "" 
1	 alf

2	 Dx.Dx.   

y que la matriz

et no singular dado que	 O es	 un punto crítico no degenerado.

Supóngase	 inductivamente que existen coordenadas loca-

lés ui,u2,...,	 en	 una	 vecindad u 1 de O tal que

2
f=	 + u 2 +...+	 -1	 i	 j

+	 z	 uu . Hi(u 1 ,... ' u n )—1--   
i,jr

donde Hi j = Hj i . Por un cambio lineal es las r coordenadas fi

nales, se puede suponer que H rr (0)+0. Sea

g(u ,u2,...,un)= )1Hrr(ul ,u2,...,un)I

Por el teorema de la función inversa, esta es suave en

alguna vecindad U 2 de O contenida en U1.

Cambiando coordenadas a 11 1 ,...,V n definida por

V. = U.	 (i	 r)
u

i
 Hi

r
(U
19"

.,U
n

)
V r =	 )(Ur+iIrn

n rr "1 ' 	 U n
)

8



la cual, de nuevo usando el teorema de la función inversa,
•

es un difeomorfismo	 local.	 Ahora

	

f(V1,•••,Vn)= + V i
2 +	 + V„2 +	 E	 V.V. H!

1
, (V1,...,Vn

ij r+1 1 J

una fórmula semejante como para las u i , pero con r sustituído

por r+j. Dé aquí por inducción se obtiene la conclusión del

teorema.

Una función de	 la forma

	

Z 2 + Z 2	...+	 + Z 2 
-t- Z

2	- Zn1	 2	 n

es llamada una	 de morse. • De aquí el lema de Morse

implica'que cada punto crítico no degenerado puede ser trans

fdilmeedoperun—TdiffiRm~flanaiuna~i-TTI=deasapIrt-al----

gún 1. Cuando 2,=n se tiene un máximo, cuando L=0 un mínimo.

-9



L,2 ESTABILIDAD DE FUNCIONES

Existen funciones las cuales con pequeñas perturbacio-
_

nes que se le hagarealrededor de un punto crítico, el compor

tamiento cualitativo de dichas funciones variará notablemen-

te, a este tipo de funciones se les dice inestables.

Considérese por ejemplo la función f:R -->R dada por

f(x)= x
2 

y sumémosle el término 2ex para e suficientemente

pequeño y obtendremos una nueva función

F(X) = f(x) + 2cx = x2+2ex

véase que F(x) no varía no importa como se tome (fig. 8),

el_comportamiPata_de_Fex_Yy f(x)_4I-r44.~—de—x=r-e-Cpmpt

crítico no degenerado) sera cualitativamente el mismo

- 10 -



E<0
	 E=0
	

E>0

Fig. 8

Por lo que f(x) = x 2 es estable.

Por otra parte veamos g:R 4- R, g(x)= x3.

Hagamos lo mismo que en ejemplo anterior pero sumando

Ex, obtendremos G(x) = g(x)+Ex = x 3+Ex la cual	 asume diferen

tes tipos topológicos para E<o, E>o y 6=0.

Para E<o se obtienen dos puntos críticos un máximo y un

mriftm0- en una pequeña vecindad Ele - 0711 -, -Mieritrls que para E>o

ninguno se obtiene, de ahí que g(x)= x 3 es inestable

Ee0
Fig. 9

E>0



Intuitivamente diremos que unaifunción f es e-ataba si

para todas las funciones suficientemente pequeñas p, los

puntos críticos de f y f+p son del mismo tipo; o en otras

palabras si f y f+p son equivalentes después de una apropia-

da translación del origen.

El ejemplo estandar de una función inestable es f(x)=x3,

dado que para cualquier eio, pequeño, g(x)= x 3+ex es cercano

pero no equivalente a g(x) (fig. 9)

rnapeosfyg en C
k
(M,N) son equivalentes

•

(o estrictamente hablando C
k
- equivalentes) fng, si existen

C -difeomorfismos (en el caso de k = 0 son homeomorfismos)

h i :M+ N y h 2 :N+ N tal que el diagrama

NN
14

conmuta. Así f es estable (en el sentido global) si- la clase

de equivalencia de f contiene una vecindad de f en la Ck-topo

logia.

Delínícíón de estabLUdad /oca/ T. 2.2. Un . Ck-mapeo f: 01—> Rm es

eutalle en un punto p si existe una vecinda4 U- de p• con la si-
,

- 12 -



guiente	 propiedad: para cualquier vecindad U' de p con u-CU

y para cualquier pequeña C k-perturbación g de f, existe un

punto	 e U' y un diagrama conmutativo

	

(R n ,0 	 	 (R.m,f(P))

	

(R n ,p 1 )	 tR1A,9(P'))

g

donde 11 1 ,h 2 son C k -difeomorfismo locales, en p y feo) respec

tivamente.

El	 resultado principal 	 de la teoría de Morse	 es que las

funciones de Morse son Localmente ca...—Específicamente=fl f

tiene una singularidad no degenerada en XoeR n y si g es su-

ficientemente cercano a f, 	 entonces f se mira como f cercano

a_2104astflanitytári=1:tterieurvans1ngular-idad=4o-7.dalerrerada,-"en-7

algún punto	 cercano a X,.

La importancia de este resultado	 -depénde	 por supues

to de cuantas funciones de Morse existan. La respuesta es sim

ple y fortuita	 "al menos cada" función es una función de Morse.

- 13 -



Retumamos estos dos conceptos de la teoría de Morse con

1- siguiente teorema.

TEOREMA 1.2:

( ) Las funciones de Morse sobre R n son (localmente) esta-

bles en sus puntos críticos no degenerados.

(2) El conjunto de las funciones de Morse es denso en.

Cc° ( Rn,R')

La demostración puede verse en DO]

La importancia de este teorema estriba que al menos to-

das las funciones son de Morse y de ahí estables (localmente).

Entonces para conocer si una función es estable o no, basta

con saber si es de Morse; es decir conocer de que tipo son

sus singularidades.

1,3 LEMA DE SEPARACION

Una mejor versión del lema de Morse que permite algo más

es el lema de separación (o lema de reducción) el cual bajo

ciertas circunstancias permite una reducción en el número de

variables en el problema. En otras palabras el lema de sepa-

- 14 -



raCian-404—RaMit4-2 se pa P4 u na-f un-can-al-re de dsn-d e-m n -pu nto

crítico -degenerado en-una pieza de Morse sobre un conjunto de

"variables no esenciales" y una-pieza degenerada sobre un con-

junto de "variables esenciales" que envuelven la inestabilidad

estructural, por lo tanto _nos-concentramos en,las segundas e

ignoramos las-primeras, de ahí la reducción. •

TEOREMA •1.3.5eaf R	 >R una_función suave, con Df(0)=0 cuyo

Hessiano en O tiene rango r (y corango n-r). Entonces f es equi

valente, alrededor de O a una función de la forma

donde

2
+ x- + f
- r	

x
r+1"-"xn)

• f: Rm-t >R

es suave.

PRUEBA: Por un cambio lineal de coordenadas u=u(x) podemos

transformar el Hessiano de f en O a la forma

- 15 -



1

o

o
o

o

L

El teorema de la función implícita nos permite expresar al

conjunto

1 ul	 -	 =	 - o I
3u1

(localmente) comola gráfica

..... unp

de una función suave

=r -
g:	

n

Usemos g para tener esta gráfica en el eje (ur+1n
) por

un mapeo 1, un difeomorfismo local definido por

- 16 -
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("14---1un).4 1u1"1"r 1"'"un."'

Sea F= fo4. localmente cada función

F(ur+1,...,un):

(u1"'" ur--
)>F(u l'""Urs 

ur+1"—'
U n)

tiene un punto crítico de Morse en el origen de R r , aunque no

necesariamente toma el valor de cero en ese punto. Escribamos

f(ur+1,...,un = F(0,...,0 U'-r+1"—'un)

Ahlrlteltargumento-pue-apar~em-la primera parte de

la prueba del lema de Morse (después de generalizar el lema

al caso donde . f se anula a lo largo de un multieje) para es

cut

.(ur+1"	
)

F(F(U)=f(Url' ...tun)+ E U k
um

hkm 
	

(u	 uk,mcr	 1"'" r

donde para cada elección de U r±1 ,...V n la función

- 17 -



(u	 )h r+1 
km	 : R r 1

es suave. El resto de la prueba del lema de Morse, se aplica

n una manera (Ur",...,Un)- dependiente para esta expresión,

- reduce F ala formalL

•

f(Ur+1' ...,u n ) + VI

y prueba el teorema. En esencia, el proceso entero de reduc

, ción a la forma usada para probar el lema de Morse dependen

suavemente sobre
r+11—"u n

, de nueve el arreglo inicial ha

sido hecho. Q.E.D.

Este teorema dice en un sentido fuerte, que el compor-

tamiento de una función cercano a un punto crítico degenera

do se puede encontrar, estudiando una función que envuelva

un número de variables igual al corango del Hessiano. Así

,un punto crítico de una función de 2001 variables ,de coran

go-3;---requiere-únicamente-del tstudi-o-de-una-función-de-tres

variables.

Esta reducción a un número pequeño de variables, es

lo que hace al Lema de Separación útil y sorprendente.

- 18 -



.4 TRANSVERSALIDAD

os puntos críticos de Morse tienen una importante pro-

de estabilidad, lo cual puede ser establecida simple-
:

Como "la preservación topológica bajo pequeñas pertur-

ones". Esta propiedad puede_mirarse de una forma algebrai

ero se hace máscara si se formula como una propiedad  -

m€trina transversal. Esto lleva a una discusión general de

nslersalidad, la cual es discutida primero para espacios

orlas y generalizado para variedades suaves.

Dos subespacios U, V de R ri son transversos si se inter-

ectan en un subespacio cuya dimensión es lo más pequeña po-

ible. Si dim U=S y dim V=T entonces su dimensión mínima es

max (O, s+t-n)

Jr.  ejemplo, dos planos en R 3 son transversos si se unen en

una línea (o equivalentemente, no coinciden), porque

max (O, 2+2=3)= 1

un subespacio de 4 dimensiones y un subespacio de dimensión

6 de R
7 

son-trantersos-si-sse unen en un subespacio de diMen

sión

max (O, 4+6=7)= 3

por otra parte dos subespacios unidimensional de R3 son trans

versos si se unen en un subespacio de dimensión

- 19 -



max-(0, 1+1 , 3)= O

esto es un punto epropiamente el origen). Equivalentemente U

y V son transverso si y sólo si U y V conjuntamente generan a

ny

Ahora se generalizará para subespacios afin; los subespa

cios vectoriales trasladados lejos -  del origen. Específicamente,

un subespacio afin dé 12 11 es un subconjunto de la forma

X = V+a = {v+alveV}

donde a es un elemento fijo de R n y V es un subespacio (fig.

1). La dimensión de X se define como la de V

(Fig. 1)

Sean X y Y subespacios afin de R n de dimensiones s,t

respectivamente. Ellos se unen transversalmente si

•

- 20 -



Su intersección XIIY es vacía o

s+ten y dim mi= s+t-n

La figura 2 muestra algunas intersecciones típicas en

, estableciendo cuales son transversas

(a)
transversa

(b)
transversa

ViLi(

(c)	 (d)
no transversa transversa

(e)
	

(.f)
	

(g)	 (h)
nostransversa
	

no transversa
	

transversa no-transversa

X.

(i)
	

(i)
	

(k)
	

(1)
transversa
	

no transversa
	

transversa
	

transversa

Fig. 2
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Nótese- que la transversatilidad depende de la -dimensión del-espaR

circundante, por ejemplo las figuras 4.5(a), (h) y (j) po

aro ser intersecciones transversas en R2.

Ahora véase la definición para variedades. Dos subvarie-

des de R
n
 se unen 	 ransversalmente en un punto dado a condi

on de que no se intersectan o sus hiperplanos tangentes afid

intersectan transversalmente. A diferencia de aquellos sub

pacios --áfin, estas tangentes pueden coincidir para varie-

des las cuales se unen en puntos aislados.

Por ejemplo las curvas ti-variedades' y= 0 y y=x 3 en R 2 no

n transversa en cero, aún cuando este sea un punto aislado -

e intersección, dada que ambos tienen el eje X como tangente

Fi g . 3)

Hg. 3

La figura 4 muestra las correspondientes imágenes de la

fig, 2 para variedades.
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(a)
transversa

(81
transversano transversa

(b)
transversa

(e 1
no transversa

(f)	 (_g)	 0.1)
no transversa transversa no transversa

der~".".

transveYst77 norr transversa- ,	tramtversa--- transversa

Fig. 4

Cercano a un punto de intersección transversal las dos

variables son cercanamente aproximadas por sus tangentes. Esto
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implica que la naturaleza local de la intersección depende úni

camente de la dimensión de las variedades.

Ahora daremos la definición formal de transversalidad

.Vefiínícan4.4.1.Sean X y Y variedades suaves y f:X->Y un ma-

peo suave. Sea W una subvariedad de Y y Z un punto de X. En-

tonces 4 hintmectcva WI tuulusveá44inelteen X (denotado por f ill14 en

X) si

fex4 W

f(x)c W y T f(x) Y = T f(x) W+ (df) x (T x X), donde T X es.

él espacio tangente a X en X.

DeOulzíón1.4.2. Sean X Y y Wcomo en la 'definición 4.

Sea A un subconjunto de X, entonces f intersecta a iji trans-

versalmente sobre A (denotado por f41W sobre A) si L4114 en

xpar-a•-to da —* e-A-. --Fi-nal-men-te-E- I nters-eGtt-a- W tranwe•raal,m.en,_

te (denotado por F4114) si f/1151 sobre X.

EJEMPLOS:

(1) Sea x=R = W, Y =R 2 y f(x) = (x,x 2 ). Entonces 011101

en toda xt0 (véase fig. 5)
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Fig. 5

Nótese que f puede ser peTturbada ligeramente para que

sea transversal a -WIfig. 6)---------

Hg. 6

(a) Sea X = W = R, Y = R 2 . Definimos f:11-> R 2 por f(x) = (x,,x3).

Entonces f no se intersecta con W en (0,0)

Fig. 7
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Y finalmente se dará la definición de transversalidad

pero entre variedades.

•

De4iraciAnf.4.3:SeWMy$ subvariedades de una variedad Y.

Entonces MIS si

.

MIS= O ó

TxM+ TxS = TxY para todo xclCS.
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CAPITULO 2

En el capítulo anterior estuvimos manejando estabilidad

para funciones y vimos que las únicas funciones estables co-

rresponden a aquellas cuyos puntos críticos son no degenera-

dos. Para familia de funciones la estabilidad no radica en

el hecho de tener o no puntos críticos no degenerados, por -

que puede suceder que familia de funciones incluyan funcio-

nes inestables aunque la familia sea estable.

El propósito principal de este capítulo es el tratamien

o de estabilidad para funciones así como los lema de Morse

y de Separación. Otro de los conceptos que se manejo en el

capítulo 1 y que extendremos a familias es el he transversa-

lidad-_y venemos una serie de lemas sin demostrarlo que estan

relacionados con la transversalidad para familias.

2,1_1(11~1C4A~14=1A,_

Antes de dar la definición de equivalencia para familias,

daremos una noción de equivalencia para funciones algo distin

ta a la que se dió en el capítulo 1.
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•

Se dice que dos funciones f, g:011--->R son equivalentes

n
alrededor de cero, si existe un difeomorfismo local y:R -->Rn

y un término constante y tal'que

g (x)= f(y(x))+Y

en una vecindad de cero. Para familia dé funciones fig:Rn
x

11--->R se requiere una mezcla apropiada de equivalencia. El
- _

difeomorfismo Y sélransforma en_una lamí-tíade difeomorfismo

Y
s
:Rn-->R n , para ser sER r , la cual valtía . .suaverunte con 6; la

constante y se transforma en una "familia de constantes",

que varían suavemente con s,	 o lo que es lo mismo una función

suave R r >R. Finalmente se permite también un difeomorfismo

R r	 Rr.

—	 Formulando estos requerimientos de una manera clara, lle

va a demandar que:

a)-IiiniAffeomorfismo

e:Rr-->Rr

b) un mapeo suave

y:R nxR r >Rn

tal que para cada seRr , el mapeo

vs"• Rn	>Rn-

y(x, ․ )
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sea un difeomorfismo

c) un mapeo suave

y:R r	>R.

Entonces f y g son eltimatentes si existen e,y,y, definí

dos en una vecindad de O, tal que

g(x, ․ )= f(y s (x), e(s))+ y(s)

para todo-(xaltRICIxRr—en-esalverindad.

El significado geométrico se ve ilustrado en la figura

10, la cual representa a R n y R r por líneas. Para cualquier

seR r fijo, el conjunto de puntos 	 (x, ․ ) para xeR n representado

por la línea vertical arriba de s, es deformado de acuerdo a

Y s y colocado verticalmente arriba de e(s). Así la descomposi

ción por lfneas verticales - es preservado, aunque las líneas

individuales sean deformadas y movidas casi a lo largo de Rr.

Finalmente se puede trasladar el 	 origen en cada línea verti-

cal utilizando y.

Las lineas de contorno en la figura 10 son dibujadas para

ilustrar el efecto de este sobre R nxR n : este es deformado sua-

vemente en forma tal que preserva las características topológi
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cas de la proyección R fl x02.-->R r, (x, ․ )—>s. Asi un contorno

el cual es "multivariado" arriba de R s , asl continua y de

una forma cualitativamente similar.

c
"ss"„perbatt

Fig. 10

e Cs ) 

2.2 ESTABILIDAD STRUCTURAL PARA FAMILIAS

El concepto de estabilidad estructural se extiende ahora

_para familias en una forma natural. Si f:R n xR r >R es equiva-

lente en el sentido anterior, para cualquier familia f+p:

R fl xR r >R donde p:es una &mata suficientemente pequeña RflxR1—>R,

entonces f es uttuctaccemente estable.

Es de alguna manera más ilustrativa mirar lo de inesta-

bilidad, dado que se puede ver más fácilmente lo que no se

busca y entonces decir que "estabilidad es cuando esta clase
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de cosa no sucede".

•
Por ejemplo, supóngase-que te tiene la familia de fun--•

clones

4
W a ( x ) =	+	 a x 2 	 (1)

4	 2

los puntos críticós serán dados por.

Wa(x)= x
3 
+ ax

dx

esto es por la línea x=0 y la parábola x
2
+a= O, como se mues

tra en la figura 11(a). Para varios propósitos se puede hacer

una descripción completa de lo que	 sucede. Sin embargo esta

no es estructuralmente estable y no siempre captura el compor

tamiento total. Por ejemplo en la fig. 11 (a) no existen brin

cos repentinos.

-pet-turbeffle-s-,-1	 anriti a- de—f u-net-0~ 

por un pequeño término cx, se obtiene

Wa(x)= —
4.x 

+ —
a 

x
2
 + eX

4	 2

Ahora los puntcls críticos están	 dados por
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(a) (b)

•

O = x.
3
+ ax + E

la gráfica (para epequeflo diferente de cero) se asemeja

`̀caucho a la fig. 71 (b). La topología de esta gráfica es

bastante diferente: por ejemplo es discontinua y tiene pun

os 4ue no se autointersectan; esto es cierto-no importa

ove tan pequeño sea E

	1:1

Fig. 11
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LCS LEMAS DE MORSE Y SEPARACION PARA FAMILIAS

Los lemas de Morse y Separación se extienden para fami-

las en un sentido más fuerte, haciendo uso del teorema de

la función implícita.

TEOREMA 2.3.1. 	 (Lema de Separación para familias). Sea

F:RnxRC R suave.	 Denótese un punto R n x Rr por (x,c)=

(x1,...,xn, cl,...,cr). Supóngase que el Hessiano

H_ a2

1

3x]
j

tiene corango-m en (x,c)= O. Entonces F es equivalente a una

familia de la forma

F(yi( x ,c),....ym( x, c),c)+	 +...+

PRUEBA: Encuéntrese un menor no degenerado (n-m)x(n-m)

de H y renumérese las coordenadas para hacer
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a2F

ax. ax.
3

11i, j“-m

Ahora definase

n

	

-R r	Arn-m

gF	 (x,c))

	

ax 1	 axn-m

Este es el rango máximal	 n-m o R n-m x,(01, --por hipótesis.

De aquí por el teorema de la función implícita existe una fun

ción local (deifinida sobre una vecindad U de O en Rm x Rr)

g:Rm x Rr. >Rn-m 

tal que

, 	 x ,c)	 xn	 ' n-m+1'•"xn'c)= °

g(0)=0

Por continuidad se puede poner

• Z= (g(xn_m+1,...,xn,c),	 ,,,,, xn,c),
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r9 2F	 (Z)

1	 1110, j<n-m
Dx.Dx.

imatriz

.416-
es no degenerada paratodo ccU. Definase

4): R n x Rr

(x,c)-->(X.+g (x
1 n-m+1)' .

..,xn,c)"—

...,x n-m+g (x n-m+1 	 x n 1
c),x

n-m+1' ...,x ni c)

tte es claramente un difeomorfismo el cual preservados con-

untos c = constante. Sea F = Fo+. Entonces alrededor de O,

DF	
xn,119.1.... x

n ,c) . O
Dx

1<i<n-m

Z.
det 	 a

Dx.9x.
1	 J

1<i, j<n-m

O

Ahora se puede proceder como en la prueba del lema de

Morse , excepto que h ij , Hug g, etc. (para 1<i, j<n-m) tiene

( %-m+1 . 	 x ní c) como parámetros. Para valores de parame

tro fijo solo	 se cambia	 en el proceso. El valor

crftico de cada FI R n-m x{(x n-m+1' . "1 x n' c)} 
es inalterado y
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defina la función F:Rm x Rr->R en la exposición del teorema.

r
COROLARIO 2.3.2.(Lema de Morse para familias). Sea 

A
F:11-

n
 xR:->R

suave. Supóngase que el	 Hessiano

E	 a 2 T -

Taxi
E.-	 '	 I4i, 1-4N

es-no degenerado en (X,c)=0. 	 Entonces F es equivalente a una•

2 +	 • + y
1	 	 • • - n

PRUEBAN - Hágase	 teorema--anterior.

Para una familia de funciones expresada en la forma dada

en el lema de separación se	 dice que Y i ,...,Y n son las varia-
bles esenciales y Yin+1,...,Yn	 las variables inesenciales. Esto

refleja el hecho de que para varios propósitos se puede olvi-

dar el efecto de Ym+1"'	 n'.,Y

El corolario da la estabilidad de funciones de Morse en

una forma particularmente fuerte. No sólo puede cualquier pe-

queña perturbación de una función f:RA>R con una singularidad

de Morse en O R n ser anulada alrededor de (1R n por una parame

trización de R n y la adición de una constante, permaneciehdo

ja forma original, sino que se puede hacer esto mei:líenme/unte
para una &mala suave de . perturbaciones F:R n x 1E->R, donde

sc{c} son pequeñas perturbaciones de f cuando c es pequeño,
sin embargo "pequeño" es medido por la continuidad y suavidad

de F.
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' .2;14 TRAIZVER3ALIDAD PARA FAMILIA DE FUNCIONES

Veremos aqui una serie de lemas sin dar su demostración

que se refieren al concepto de transversalidad pero referente

a familia de funcionestado un C s -mapeo local f= (f l ,...,f ):

-,H1-1tt_conT,t10~1.tdemns;_lexpander=aada-.frel..~,devarratlo

di Táylor alrededor del origen. Si omitimos todos los términos

di grado ar+1 (r<s), lo que resta en una p-ada de polinomios

de;_TradoHr,-lacual¿,aproxima_a_f Puttally-a4a.,--se-le-YYamawun

r-jet. Esta es la definición-intuitiva de un r-jet-que depen

de de	 elección de un sistema de coordenadas. Ahora daremos

Ta definición pero en el cual el r-jet no depende de la elec-

ción del	 sistema de coordenadas.

Deláttelt 2.4.1.Sea C s (n,p) el conjunto de todos los mapeos

s-veces diferentiables f= (fl,...,fp): Rn->R P , con f(0)=0.

Llamamos f,gaC s (n,p) eqüívatentez de anden ken 0„si en OeR n , sus

desarrollo . de Taylor hasta incluir los términos de grado 4r

son idénticos. El r-jét de f, denotado por J r (f) (támbién pue

de ser denotado por J r (f)(0)) es la clase de equivalencia de

f; y f es llamada una realización del jet Jr(f).

El conjunto de todos los r-jets es denotado por Jr(n,p).

Tomando los valores de las derivadas.parciales en O como las
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coordenadas de un jet, J r (n,p) se convierte en un espacio eu

clideano. Así un r-jet puede ser realizado .en un espacio con

junto de polinomios truncados de grado Sr o por una N-ada

ar.(al,...,aN) para algún N en el espacio euclideano Jr(n,p).

.=±

Para—un,e-Iffmapee ,fl—>R P- 1 donde--U-es---un—subconjunto-íabier

to de R n , f(0) =0, La. ft-extensión de.

J (f): U—>Jr(n,p)

es definido como sigue: para x.cU translademos los orígenes

de R n y R P a x 0 y f(x 0 ) respectivamente, entonces Jr(f)(x.)

es el desarrollo de Taylor de f en x 0 hasta incluir los térmi

nos de grado Sr.

EJEMPLO 1.- Sean f,g: R---->R definidas por f(t)= e(11-t2)

y g(t)= sen(e t -1) entonces J 4 (f)= et 2 + I.- y J4(g)= t+ 1 t 2- 5.44

2	 2	 24
corresponden a los 4-jets en O de f x g respectivamente.

EJEMPLO 2.- Sea f:R —>R definida por f(x) =x 3 cercano a x0

en R.

f(x)= f(x-x0+x0) = ( x-x0 +x0) 3

= x.3 + 3x.2 (x-x0)+ áxá	 (x-i.x.	 (x-x0)3•	 2

4
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TP. 	 4, 12,

Por definición

J3 f(x0) =	 x.+ 3xbx 2 + x 3 c

_donde J 3 (14) puede ter identificado -con R 3 con la corres-
pondencia

ax + bx 2 + cx/--->(a,b,c)

Así, es claro que J 3 f, donde f(x)= x 3 , mapeo R' sobre la

parábola a=3x1, b= 3x., c=1 en R 3 . Utilizando un diagrama

esto puede verse de la siguiente manera

donde 11 es la proyección sobre el eje C.'



Sea f:NxS->P un mapeo suave. Podemos pensar de este

como una familia de mapeos suaves f s :N->P donde f s (x)= F(x, ․ )

parametrizado por los elementos s S. Supóngase que F Q, donde

Q es una subvariedad suave de P.-Preguntamos si if s Q para to

dos los parámetros? La respuesta puede ser negativa como lo;

muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.- Tómese N=R
2
, S=R, P=R e y considérese la fami

lia,¿-suavIcEIR>R-deii-n4daeporla,.,S4rifittlCWl. ․)=±(x±y5s).
f
s
4napea - R 2 sobre el plano horizontal Z=s en R 3 . y Toman-

do Q la-r-,esfera S 2 .7 es un difeomorfismo, así F Q. De otra

mánera f s
 Q con tal te que evitemos dos parámetros excepcio-

nales s=4. 1,-cua~e1'ptano-!=stertangente a Q.

Sin embargo es claro en este ejemplo que cualquier valor

del parámetro s puede ser aproxiMado tan cercano como se quie

ra por valores	 "buenos", es decir aquellos para los cuales

f
s
 Q. Que esto sea cierto generalmente es el contenido del le

ma de Transversalidad Básico; por razones técnicas preferimos

reemplazar la única variedad suave Q por varias variedades sua

ves	 La herramienta crucial aquí es el Teorema de

Sard, el cual establecemos en la siguiente forma.

TEOREMA 2.4.1. Sea f.: N i->P una familia numerable de mapeos

suaves. El conjunto de valores regulares comunes de f i es den-

so-en P.

El Lema de Transversalidad Básico es

Lema 2.4.1. Sea F:NxS->P una familia suave de mapeos suaves

transverso o subvariedades suaves Q 1 , 	  ,Qt de P: entonces

existe un conjunto denso de parámetros s para lo cual f
s
 es

transverso para todo Q1,...,Qt.
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Ahora dado un mapeo suave f:R n
 -->R

r 
y una variedad suave

RP , podemos encontrar un mapeo suave g:R 	 >R	 el cual es -

ansverso a Q, y tan "cercano"	 como queramos a f. Por supues

o el primer,problema es decir precisamente que significo que

os mapeos suaves sean "cercanos ,_hablando intuitivamente to

Iremos esto diciendo que sus valores son "cercanos" y que para

nada entero k-51 sus derivadas de nig deli- K stif"cercább-s".

Haremos_esto más preciso como sigue. r (R n ,1 P ) denota el

conjunto de todos los mapeos RYI_>1/ 11 y . sea 1-: R n >R P un mapeo

suave dado. Dado un número real	 positivo epequeño) E un número

real positivo (grande) R y un entero k)0, asociamos a f una -

candad &pidan!~ en C (R n , R P ) abarcando todos aquellos mapeos

llaves g:Rn-->R P para lo cual, para toda xeR n con Ixl<R se tie-

ne que

J kg (x)lIc c

con II	 II una norma fija sobre	 el espacio-jet J k (Rn,

Y llamamos un subconjunto Xc	 (Rn, R P ) denso	 aqui?	 cuando

dado cualquier mapeo suave f:R2—>R P y cualquier vecindad fun-

damental V de f, uno puede encontrar un mapeo suave g:0-1-->R en

X con gEV; intuitivamente, cualquier mapeo puede ser aproxima

do tan cercanamente como se quiera por mapeos en X.



Tecutema de Diana venaaUdad Etomental 2.4.2.- El conjunto de ma-

pe o suaves R1->R P transverso a subvariedades suaves dadas

Q i ,...,Q t de R P es	 denso en Cm (11->RP).

Nuestro siguien*e teorema de transversalidad es algo más

útil que el teorema "i14.2.

Teonema de Tizari.stiematídad de Thom 2.4.3. - Sean Q 	 Q subva1"'" t

riedades suaves del espacio-jet J (n,p). El conjunto de todos

los mapeos-suaves f:01--->R P --para-lo cual Jkf:nk-(n,p)-es

transverso a Q	 ,Qt) es denso en C m (Rn,RP).

Es esencial que se aprecie la diferencia entre el teorema

2.4.1 y el teorema 2.4.2. En el resultado previo se manejo que

para hacer f transverso a una subvariedad se usará una defor-

mación constante. Pero en la situación presente es J kf, no f

el cual deseamos hacer transverso a una subvariedad. Aquí na

se trabaja con una deformación constante dado que no altera

las derivadas de f. Lo-que se hace en lugar de estoes usar de

formación polinomial.
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CAPITULO 3

3 4GERMENES DE-MAPEOS

12,2.012.eit5n3.1.1.Sea S el conjunto de todos los c°- mapeos

suaves-continuos: Rri-->R P definidos en una vecindad del origen.

se dice que, dos de•taaes c°- mapeos fgeS determinan el mismo

geitmen -mapeo (o simplehente geitmen ) si estos	 concuerdan en al-.

der-med(r--que- Ull-gtrill en- de—un=f--c	 a-

peos, estrictamente hablando es una clase de equivalencia de

c°-mapeos.

.,Dado que la teoría es enteramente local, se permitirá
ti

hablar de valores de un germen f y escribir f(x), xeR n
, aun-

que sea más correcto escoger un representante f de la clase

de equivalencia f. Se puede hablar también de gérmenes: R11->RP

en puntos de R n diferentes del origen. Nótese aquí que se pue

de escribir f =2:1,1a clase de equivalencia de f, y algunas

veces no se distingue el germen fl y sus representantes.

Un germen
ti

 f en x es zaave o C°° (analítico o C') si tiene

un representante el cual es suave (respectivamente analítico)

en una vecindad de X.

Los gérmenes se comportan de la misma forma que los ma-
n,	 • %

peos, i.e. si f: Rirl->RP es un germen en xeR n y g: WE->Rn es
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un germen en f(x) E RP , el germen de 
ti 

o ? en x se puede defi

nir en una forma natural tomando las clases de equivalencia
%

de los representantes de f'y g .

Dellsiztón5..r.-2.Denótese por c(n,P) el conjunto de gérme

nes en_ó_e R n de mapeosua_ves_112—� 0. Si p=1._Se_escribe

c(n -,1) para denotar e(n,1).

Es claro que	 e(n) es anillo con identidad, donde la

identidad es el germen en-3 de la función constante que toma

el valor de leR. La adición y la multiplicación en c(n) son

inducidos por la estructura R-algebra de R.

E4,..	 %

Definamos m(n) . {fec(n)lf(0)=0}, que es un ideal de
el,	 %

c(n). Dados f i , 	 f r e c(n), se adopta la siguiente notación

<fl,...,fr >e(n)	 es el ideal en e(n) generado por f., , 	 f r

	

'n	 ,L.
i.e. el conjunto de gérmenes expresable en la forma .E

1 ai	 f i .

donde a.c c(n).

Ahora denótese por m(n) k.
el conjunto de aquellos gérme-

nes que se anulan en 5 junto con sus derivadas de orden menor
que K. En otras palabras

4,
f

Mol/ = { fEm ( n )I Jk-1.0
f cf}
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claramente si f m(n) 2 entonces f es singular (en 3), si fem(n) 3

ti
f se dice degenvado

De4tivUliAl3.1.5..Denótese L(n)= {Oe c(n,n)14)(5)=5 y O no	 sin-

:guiar en 3)	 por el grupo de gérmenes	 de difeomorfismos locales

de Rn de 5	 bajo la operación composición.

% %

Delátíe416WA,Sean . f y ,g gérmenes de e(n). Se dice que f
ti %

y g son derecho-equívatentez y escribimos f%g si existe un
ti	 %	 'u

OE L(n) tal	 que f= go0 . Se dice que f x g son de/ceeho7ízquíexdo
%	 át,

equívatInte f% rtg si existen fe L(n)	 L(1) tal que f =	 go.

Es claro que derecho equivalente y derecho-izquierdo equi-

valente son relaciones de equivalencia.

DeíínheJJn3.1..5.Sea

ti

 fem(n) y sea k un entero no negativo.
%	 -

'Entonces f es derecho (o derecho-izquierdo)- dterminado por

su k-jet o simplemente derecho (o derecho-izquierdo) k-deter

minado si para cada gem(n) tal que J k (f) . J.k (g) entonces

f%r g (respectivamente f%g).

De aqui en adelante k-determinado indicará derecho k-de-

•
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EJEMPLO 1.- Si f(x)=x y g(x)cón J'g=x, entonces J'f= x

como g'(0)=1 3 g -1 en V(0). Eligamos 0(x)= 9 -1 encontramos

que

900= g 1og
-1 

= x =f(x)

=pare=4,-qul- fceS-4=4-etermiltado.

Si suponemos que f(x) y g(x) son dos funciones ton f(0)=

g(OJ=0 y - J1 f40,- J r00. 	Entonces el teorema de la- función-im-
plícita garantiza que f(x) . g(y(x)), dado que ambas Ng pue-

den ser transformadas a la misma forma canonicas. En efecto

siempre se puede elegir un cambio lineal y suave de coordena

das tal que

V g ( y exl) .= J'f(x)

Por ejemplo sea f:R-1->R dada por f(x i s,x 2 )=x 2 como la

derivada en O de f es diferente de O, cero es un punto sin

2gular. Tomemos g:R--
2
 >R dada por g(x l ,x 2 )=x 2+x l claramente

J'g=J'f, podemos tomar 0(y 1 ,y 2 ) = (yi ,y2 ) donde y 1 = x 1 y y2=

x 2-x 1
2
 por lo que

gol 	 g(Y1 1/1 2 )= x 2= f(xl'x2)

como se requetíant.a menor k para lo cual f es k-determinado
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con coordenadas estandar. Si fem(n)
2
, entonces sus derivadas

ti
3f

parciales — i = 1,...,n pertenecen a m(n) y denotaremos
ax.	 %

Df	 9f> el ideal generado por las -57- o9x

Por conveniencia X denotará un elemento (x	 x )eRn1"'" n%

en O es la determinación de f y se denota por a(f).

DelíníciÓn3"ii6.On germeq
ti
 fcm(n) se dice línítamente-detemul

nado si existe un entero no negativo k tal que f es	 k-deter

minado.	 •

•

,.02=tástwIpt-IL4_2:=&omTlrmewetTftnitamenteadetarmtna--

dos. Un ejemplo de un germen que no es finitamente determi-

nado es

/x
f(x) =	 e

-1 2

	 )40

x=0

ya que si tomamos el germen g(x)=0, es claro que J
k	

= J k g=0

pero f(x) no es equivalente a g(x).

•

%

<	 > .<Df	 af	 Df

Dx	 Dx 1	 ax n
 c(n)

%	
%

es claro que < af > c m(n) si	 f m(n)2.
ax
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En lo que sigue enunciaremos (sin probarlo) un importan

tísimo teorema debido a Mather que es de gran ayuda para co-

nocer la k-determinancia de un germen.

•

	TEOREMAKIX(Mather) sea fem(n).	 Sea k un entero no negati
%

vo. Si m(n) l:
+1
 c	 m

2	 Df<	 > entonces f es k-determinado.
Dx

	

3	 3	 2

	

EJEMPLO 1. Sea f(x	 l x )= — x + x1	 z	 ax ^ = x l	(-
1
 x l + x 2

3
)

1 2	
1
3 1	 3	 a

< af >= < x 2	 , x2 	 2 	 -	 1x2 > y m(2)2= < x 2 , x 1 
x
2'	 2

x 2 >.
1	 2 Dx

Por consiguiente

m(2) 2 <21 > <x4+x2x3 vx	
" 

v 4	 2 2 + 5	 3 2	 2 3	 4
' ^1	 2	 11'2'	 x lx 2 x 2 , x l x 2 ,	 x / x 2 , x/x2›

Dx

5	 2 Df	 5	 2	 9f
dado que x2 4m(2) 2 <--> implica que m(2) 	 S m(2) 2 <---> aunque

ti

	

9x	 Dx
,

f es 4-determinado. Puesto que x l
6
 =x 1

2
 (x l

4
 +x l

2
 x 2

3
 )-x

2
l kx /

2
x 2
3

)

xlx1	 1=	 3 2

	

x l
5
x 2 = x l x 2 (x l

4
+x l

2
x
3
2 )- x l x 2 (x14),	 )1(x x 2 )	 etc, es

fácil ver que m(2)
6
 c m(2)2
	 af
<	 >	 asf	 por el	 teorema 1

ti	 Dx
f es 5-deteribinada.

EJEMPLO 2.	 El germen f(x 1 ,x 2 ) = xl+xl es	 3-determinado,

2
En efecto <	 >	 xl2 , x 2 >

Dx
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2	 2	 2
m2 C2) = <x l , x 1 x 2 , x 2 > y

m(2) 22-1>= <xl, xx- x 2x 2
x x 3

, x
4
>z'	 1 2'	 1 	 2

9x
m4(2). <x 1, 

A
„3,	 x 2 2	 3	 4	 2	 9fx 1x 2 , x1x 2 , x 1x 2 , x 2 > M < 

9x 
>

por lo que f es 3-determinado..

El siguiente teorema da la condición necesaria para que

un germen sea k-determinado.

TEOREM43.1.2.Si fern(n) y f es k-determinado entonces m(n)1144

c m(140 <af>.
9x

Para la prueba del teorema véase E:11. La condición de

este teorema no es una condición de suficiencia para la k-de

terminancia.-

Por'ejemplo el germen f(x,y)=x
2
 no es	 1-determinado aun

7

9f
que m(1)

2
 c m(1) <-57.>, ya que para cualquier entero positivo

k y 2N>k el germen g(x,y) = x
2
- y

2N
 no es equivalente'a f(x,y)

aunque J k f= J g por lo que f(x,y)	 n.o es	 k-determinado.

Poniendo juntos los teoremas	 1 y 2 generan el siguiente

interesante corolario.
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%

Conotaitiso 3. f es finitamente determinado si y solo si

m(n)
k c <---af> para alguna k.

ax

%Lela: Si
ti

 f es finitamente determinado, es decir k de

terminado entonces_S

m(n)k
+1 c m(n) <E.> c 21>

y si existe uña k ti] que

m(n)
k
 c

1f>
ax

m(n) 1(4-2 c m(n) 2 <af-->
ax

por el teorema J
ti
 f es (k+1)-determinado.

Delúttchón 3.1.7.Si f m(n) 2 , la codúnen&On de f, denotada
ti

por cod 1, es definida por el entero dim R m(n)/ 9f

EJEMPLO 3.	 f= x
k m(1), cod f = dim R <x>/ <x k-1 > =k-2 con

bases {x x
2	

x
k-2

}
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las clases de y,y
2
,y

3
,... nunca serán cero. Así cod f= oo =

dim R <x,y> /<2xy,y
2 >,

EJEMPLO 4. f =x
2ycm(2), < — >= <2xy,y 2

>. En este caso
ti

3f
9x

ti

EJEMPLO 5.	 f =x 3Qcm(2) cod f= dim R <x,y>/<x2,y2>= 3

con base {x,y,xy}.

EJEMPLO 6.	 f= x
4
+y

4cm(2), cod f= dim R <x,y>/<x3,y3>= 8

con bases {x,y,x 2 ,xy,y 2 ,x 2y,xy2 ,x 2y 2 }.

3.. 2.- DESPLIEGUES

DeliníciAm3.24:11nr-despliegue de una función f:R 11-->R es

una función

F: Rn+r

tal que

F(xi 	  , x ,	 ...,0) = f(xl„..,xn)

Frecuentemente denotamos F(xl,...,xn,t1,...,tr) por

Ft 
1 *.

... t (x 1 , 	 x n
) y pensar de F como una familia de fun

****
ciones i=—>R • arametrizada por t. Llamamos a x l ,...,x n las

wvaitIte4 hittemia4 t...,t r
 las variables despliegues, r la

codimestaft del despliegue y R
r
 el tomaío deapliegue podemos
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escribir (F,r) para enfatizar la codimensián de F.

Por ejemplo F(x,p)= x 3+ux es	 un despliegue uniparametri

zado de x 3 , mientras que F(x,u)= x 3+sen(u 1 )x+u 2x 2 es un 2-des

pliegue de x 3 . Así un germen dado tiene en general infinita-

mente muchos despliegues.

Para cualquier fem(n), el de-o/Legue contante F de codimen

sión r es definido por

F(1,15) =	xE211,71eRr

EJEMPLO 2.1.- Sea bcm(n), U= 	 Cul,...,ur)ar. Entonces

Fei,U 1 ) = f(X)+

es un despliegue de temen) de codimensión 1, más generalmen-

te sean b l i.,,b remenl. Entonces

G(X I D) = f(70+	 bieflui

•
es un despliegue de femenl de codimensión r.

Este ejemplo sugiere implícitamente la noción de la

suma de dos despliegues de f(Z).
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Deitatel.6n3.2.2.Sean (F,r) y (G, ․ ) dos despliegues de

fem(n). Definimos la mima de (F,r) y (G, ․ ) como

(F,r)+(G, ․ )= CH,r+sl

donde

H(i, G,1) . F(7 , 15)+ GIZ111- f11)

donde ZE1111,451ERr,__IERs.

'Véase (ejemplo 2.1) que FIMO = f(31)+ E b i (31)u i es la

suma de despliegues de codimensién 1,f(R)+b i (i)u i . En general

la codimensión es aditiva con respecto a la suma de desplie-

gues,

EJEMPLO 2.2, Sea femell definido por f(x)= x 3 . F(x,u)=

x3+u 2
 es un despliegue de f. Otx41= x

3
+ux es también un des

pltegué- def. Intuitivamente G dará todas las deformaciones

de f cuando variamos el parámetro u. Este es desde el punto

de vista intuitivo el duptague yema/ el cual se definirá des

pués. Similarmente H(x,w,v)= x 3+wx+vx y k(x,v)= x 3+3vx 2 son

también despliegues de f.

Una pregunta natural surge de nuestro segundo ejemplo;
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¿Como podemos distinguir (o asociar) dos despliegues? Empezó

remos con una discusión informal. Sea fem(n) y sean (F,r) y

(G, ․ ) dos despliegues de f. Entonces F y G se dicen azoc¿lubs

si existe un GT, mapeo	 (Rn x R s , 6) ► (R n x R r , 6) donde

6eRn que tiene las siguientes propiedades:  

(1) i.e	 1(x 6)=	 (x,6)  

3 es una lama en el sentido dé. que si mantenemos VeRs

constante, entonces $ mapeará R nx{V} dentro de algún Rnx{E}

donde TieR r depende únicamente de V. Se requiere que este mapeo

sea suave 1

jr. u154"unte

y escribimos U= t (2).

La gráfica de G sobre R nx{V}cuando Y= constante y la

gráfica de F sobre R nx{6} cuando	 constante, donde 6=*(1)

difieren únicamente por una translación. Esas translaciones

pueden depender de 1, i.e. podemos tener diferentes transla

ciones para diferentes V's, este mapeo sobre R s se 'requiere
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que sea también C .

EJEMPLO 2.3, Refiriéndonos al ejemplo 2.2..

i) G(x,u)= x3+Cix es asociado a H(x,w,v)=x3+wx+vx.

Definimos 1:R s xR 2+	 por	 (x,w,v)= (x,u). En este casotiá
si mantenemos w.v constante, obtenemos una línea paralela al

eje x en el espacio (x,w,v). Entonces la gráfica de H para

w,v manteniéndose constante es 	 la misma que la gráfica de G

donde u=w+v. Nótese Ale no se hizo una translación para este

caso.

dada por

21(t,v)= t-2v3

o escrita de otra manera

21(t,v1= t+ a(v)

Ti) G(x,u) es asociado a k(x,v)= x 3+3vx 2 . Definimos

3: R i xR 1 + R'xR' por 4' (x,v)= (x+v,u). Dado que k(x,v)= x3+

3vx 2 = (x+v) 3- 3v 2 (x+v1+2v3 , es claro que u será definido

como -3v 2 de modo que k(u,v) = Gil(x,v)+ 2v
3
, necesitamos una

translación



donde a(v)= -2v3.

Ahora la formal definición de cuochariert de dos desplie-

Aues (F i r) y (G, ․ ) de un germen fem(n) puede ser dada como

sigue:

De.~15n 3,2.3,(F,r) y (G, ․ ) son asociados si existe un

morfismo ($ 1 * 1 A): (G, ․ )—>(F,r) donde 1 es un germen:
án+s,0)._>(Rn+r,0),

* el un germen (Rs,0)—>(Rr, O) y una trans

ladón A: (R1+s,0).—>(R,O) con X(t,V1)= t+a(1) donde adRs,0)-›

(R,O) tal que

1.-
Rnx{p} Rn

i.e.	 ()LO)	 xeRn    

II r
 $
	 n

s 
donde n

r's 
son proyecciones naturales -

G .= -A tflI n s )= FI + alis

Algunas veces denotamos un morfismo (*,*,X) simplemente

por (P PM»

Para ser consistente con la noción de equivalencia (de

recha) de gérmenes requeriremos que A l s s(1), Ari (t)= X(t,Z)

sea el mapeo identidad para cada .)7, en lugar de permitir que

A sea una translación,
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Es posible reemplazar esta translación por transforma

clones más generales.-

Pellailción3.2.4.(Fr) 	 y (G, ․ ) son derecha-izquierda aso

ciado si existe un morfismo derecho-izquierdo (4),11),1) donde

1,4) son igual que ante=s	 pero Xcc(1+s), X1 R= idI R y	 G=X(F1,lis).

Nótese que el mapeo X mencionado en la definición no

,
-se requiere que sea una translación en contraste con 	 la A

dada en la definición 2.4.

Ahora dado un morfismo (01,*1,X1): (Frr* (F,r) y

un morfismo (12,*2,X2):	 (F 2 ,r 2 ) ÷ (F 1 ,r 1 ), podemos componer

estos morfismos como sigue

(1 4 2 , )1/4 2 ) o	 (4) 1 4 1 , x 1 )=( *, *, x)

dote le 1 = 1 2 _Qt_,__3,b_T3,0 2.041 .. y , a=a 1-ip2rEpt 2_yan X,	 ti7ctitYli

X 2 (t,U)= t+a 2 (ú) y X(t,lij= t+ce(;). Claramente (49 1 X) es un

morfismo (F 2 ,r 2 ) + (F,r).	 En esta forma obtenemos una cwtegok&

de despliegues de f. Para la categoila deitecha-ízquívtda la úni

ca diferencia es que debemos escribir A por la regla más ge-

neral
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,2
A.(t,1)=	 (11(t, * 2 (Q), la para WeR1

	

¿Cuando dos despliegues se consideran los mismos?. 	 La

respuesta a esta pregunta nos la da la siguiente definición

De011.a..45n 3.2.5.D	 despliegues (F,r) y (G, ․ ) de fcm(n)

son equivalentes (o isomorfos) si son objetos equivalentes

en la cate§orla de despliegues de f.
e

Geométricamente (F,r) es equivalente a (G, ․ ) si

r=s

Existe	 un morfismo de (G, ․ ) a (F,r) donde ip es

una reparametrización de R r (o * e L(r)) y	 -4:

Ra—>R n es una reparametrización de R n . Así
,	 .

(*,*,a) , tiene una inversa k*
-1

 , * -1 , al
-1 ).

Vayamos ahora a la definición de despliegue versal que

ya se dió intuitivamente.

Del¿it¿cak 3.2,6, Un despliegue.(F,r) de fcm(n) es vouicti (o

	

estable) si para cualquier despliegue (G, ․ ) de f, existe	 un

morfismo (*,*,a) de (G, ․ ) a (F,r).

	

DelisticiAn 3.2.7. Un despliegue (F,r) es universal si 	 este

es estable y r es la codimensión mínima de F.
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De1 .bulc.1.60-23.Sea F: U(abierto en R ni1 )-->R y (5‹,ü)cU.

Definimos F (j, ü ) el germen en m(n) del mapeo representativo
denotado también por F (i m el cual es definido sobre una pe

\quena vecindad de x ew-R n como sigue:

F (1,E1) (Y)4tF(i+Si 3 O)- f(i,ü)

Entonces sea F= J
k F:U4- J

k ln,1) el jet extensión de F definí

do por F(x,u)= J k F(x,td= 1111(Ftx,- ,u)-%).— Aquí	
c(n,1)+J k (DM=

c(n,1)/m(n)k+.1 es el mapeo proyección natural -y un elemento

canónico delá clase'de F ti m es su expansión de Taylor evalua

da en t, hasta de orden K.

DefrbUleídn 5.2.9.Séa (F,r) un despliegue de fcm(n): Sea

z=11
k
(f)EJ k (n,1). Entonces F es k-bwmvivaat (dexedu-ízquienda)

h-tmamovaiai i o rt k-tx5m4twunt) si el k-jet de F(Z,T))

ésto 	 e-s,

k	 % .k(L (1)xL (n) respectivamente), para U fijo.

Aquí ZL k (n) es la orbita de z en K k (n,1) bajo el grupo

- de k-jets de difeomorfismo la cual fija. oeR n . La acción es

dada	 por z • 11 =11 k (fog) donde g:(R n ,5) ± (R n ,B) es un difeomor

fismo local de R n con J k (g)=p

F(Z,D) es transversal en 5 a ZLk(n)
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Veamos ahora que condiciones debe cumplir un desplie-

gue para que sea k-transversal.

Sea F	 un despliegue de f,	 FE c(n+r).	 Sea ai(F)=

DF EE(n),	 i=1	 r n -(R	 lo)
es	 el siste-

Du

ma coordenado de Rn,=-1Sea V
F=

a.{.¡
1 11 a.(F)+	 a oi:1 a., a1"'a

r

E g}	 {iLlai ai(F):

TEOREMA 3,2,2.

Un despliegue (F,r) de f es	 k-transversal si y solo

Df	 gf	 + V

	

si E(n) = < 371 ,...,tez > c(n)	 F + m(n)
k+1

F	 es rlt k-transversal si y	 sólo si

E(n)= < Df Y.'",Df >	 + fE(1)+ WF+m(n)
k+

1
Dx 1	

Dx n 6(n)

Pateprahar-el-teurefia necesitamos -el siguiente-lema-el

cual es esecialmente una reinterpretación del espacio tangen

te z de zL k (n) o L k (1)zL n (n)-en J r1 (n,1). Para la prueba de

estre=1-6M-a-Temitáse-a E ,:].

Lema.	 Sea fEm(n), sea k un entero no negativo y sea

z=11 k (fla k (n,1). Entonces
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9f	 9f
U 

k

-1 
liT,(z Lk (n)):]= m(n) <	 >	 m(n) k+1

Y
A	 •	 ,

liTz(Lk(1)z L k(npli = m(n)	 >	 rk m(1)+m()c1

	

u 1	 "n

Ahora se probará la parte i) del 	 teorema,	 se necesita
A

mostrar que . dF 00,Ii(T (0,0) R n.")+ T 2 (z L k (n))=	 J kLp,1). Así
A

es necesario encontrar la diferencial	 de F en	 O:

5
_ aFdE ((LO) -

lx.
)(O,O)

donde 11i, jIn. Ahora       

HF(F(1,1])(2))
(1,E1)=(0.0) = (,r1)=(0,0)1    

Entonces 

aF
a:445-aja14-C(F-1.1i/41---T--	 )=. •  

=17(95 0)- ,9&(090)=
J	 J

ra
- nk rpE4F(km(9))

9f	 9f
(RJ1)=(0,0)1= rik (-Er. (Y)	 lár(1))'(-1LeY».k ax.
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Similarmente

kl a((.x4)(9)) (1,U)=0,0)1 kr:51:-(F(1q1,5)- F(O,O)1

= lik5U-(M)- ---(0	 II ( 9F 
(- O))Du

DF 	 9F
k Tre:	 •

a	 a 

Así	 dF(5,6) (T
( un,u)

n+r ) es generado	 por

Df -	 DF
In k 17 (Y) ' • • • ,lik "117G) '	 711iG' 1:1) ''" ' llk 7U17(.9 ' 13) I

sobre R. De aqui	 F	 es	 transversal	 a	 z	 L k (n)	 en b si y	 sólo si

af	 af	 af , 	
( af %	 ,Df % 	

( af %	 ,k	 1 %

k
II (m(n) 4--- ,,	 >	 <1,11	 V---) >R -U tn, ․ )

ax *******1	
axl	 k axn	k aul

	k auk

o equivalentemente

e(n)= 41l	
DF	 DF_	 21L>

mn)
 + <1	 R + m(n)k+1

"'	 ax" ''axn
	' aul .	ax  

d 	

af	 af	 af_ -	 af
-551;" "	 r1171 11	 /17Zi'*" "Sr7" m(n)

Un argumento	 similar	 prueba	 la parte	 (ii).
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A la luz del siguiente teorema	 se tienen los siguientes

corolarios.

COADUta 2.4. El despliegue (F,r)	 de f es k-transversal

si m(n)	 <
af > + V . + m(n)

k+1 , es derechot izquierdo k-trans-x

versal si

m(n)	 < al >	 V E	 m(n)k+1
	 fkm(1)

Cohotwrio 2.5. Sea bl,b2,...,br elementos de m(n) los cua

Df
les proyectan una base para m(n)/< 	 >+ m(n)

k+1 . Entonces el

despliegue F(x4)= f(i)+ i ¡ i b i (Z)u i	donde u= (u1,...,ur),

es k-transversal.

Comtnio 2.6. La suma de cualquier despliegue y un des-

pliegue k-transversal es k-transversal.

Como una consecuencia del teorema 2.1 se tienen los si-

guientes dos resultados importantes.

TEOREMA3.2.7.Sea fem(n). Entonces para cada entero no ne-

gativo k,	 existe un despliegue F de f el cual es k-transver-

sal (y de	 aquí rt k-transversal).
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%tela: Sea k un entero no negativo. Dado que e(n)/(441+

m(n) k+1
) es un espacio vectorial de dimensión finita sobre R,

podemos elegir b l , 	 b
r
e e(n) cuyo coset modulo <af-97>+ m(n) k+1

genera este espacio vectorial sobre R. Definase Fee(n+r) por

F(1,u)= f(1)+ i E l u i	b i (/). Entonces

aF = b i para lcicr. De aquí b i genera W f Vf . Del teo
Rnxp

= tema 4.1 es claro que F es k-transversal, además es también

inmediato que cualquier despliegue k-transversal de f es tam

bién derecho izquierdo k-transversal.

TEMEMA3.2.8.Para fem(n) 2 , sea (F,r) un despliegue versal

de f. Entonces F es k-transversal para cualquier entero no ne

gativo k.

-f-

Para su demostración véase Yung-chen Lu.

La=tsigutentetuestil5+1,-a--can-15-derár-ess-cenctriftmirter-a-iden

tificar un criterio para que una función tenga un despliegue

versal. Observaremos que la existencia de un despliegue es -

equivalente a una condición algebraica la cual es facilitada

por la condición de transversalidad formulada anteriormente.

•
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Ahora estableceremos sin probarlo el siguiente teme=

ISundame~ y entonces aplicarlo a la noción de determihación

finita para mostrar el recíproco del teorema 2.8.

n

TEOREMA542:9.Sea k un entero no negativo. Si fem(n) es

k-determinado, entonces cualesquiera dos k-transversal des-

pliegue de f de la misma condimensión son equivalentes.

7TORENIA3.1.10:5ea fcm(n) 2 k-determinado. Entonces un des-

pliegue (F,r) de f es versal si y sólo si este es k-transver

Sal.

PRUEBA: "solo si" es claro del teorema 2.7. Ahora sea

(G, ․ ) cualquier despliegue de F. Se puede mostrar que (G, ․ )

es asociado con_(F,r). Es fácil verse que, en la categoría

de despliegues de cualquier germen f, existen siempre morfis

mo

(67;S) .4- (GTO + 

(F,r) + constante-> (F,r)

Además (F,r)+ (G, ․ ) es obviamente un despliegue k-trans

versal de f, dado que (F,r) lo es. Por la misma razón (F,r)+

constante es también k-transversal. Entonces por el teorema
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4.8 se tiene una equivalencia de despliegues.

(.F,r)+ constante = CF,r)+CG, ․ )

donde, del lado, izquierdo se toma el despliegue constante de

dimensión s. Así se tiene que

(G, ․ )+ (G, ․ )+(F,r)	 CF,r) + constante+ (F,r)

mostrando que (F,r) es versal,

Cónotanio 2.11. Si para cada k, el despliegue (F,r) de

fcm(n) 2 es Ictransversal, entonces

F es versal

f es finitamente determinado,

PRUEBA; Por el teorema 2.9 lo único que se tiene que mos

t rannzi~	 6	 te-Si s—que—f s=f ifrittinentrd erbenrimatia.z Paro

si F es k-transversal, entonces F es derecho-izquierdo k-trans

versal, así por el Teorema 4.1., se tiene que para cada ente

ro no negativo k

c(n) =. < 3f>+ f* c(1)+ WF + m(n)
k+1

77
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y de-aquí-dimke(n)/41>+ f*E(1).1.m(n)k+1 cdim RW Ecr, de lo cual

es fácil ver que f es finitamente determinado.

•

TEORBIA3.1.42.(Existencia de despliegues versales). El ger

men fem(n) 2 tiene un despliegue versal si y sólo si este es

finitamente determinado.
•

PRUEBA: "Si" es una consecuencia inmediata del teorema 2.9

y 2.6 "solo si" se puede concluir del teorema 2.7 y el corola

rio 2.10 en una forma obvia.

TEOR6143,7.13.Sea fem(n) 2 y sea (F,r) un despliegue de f.

Entonces F es versal sí y sólo si e(n) . <-1-;>+ VE.

Como resultado de este teorema, se puede también calcu-.

laVrel mínimo número de parámetros que un despliegue universal

de un germen finitamente determinado debe tener.

Recordemos-que-si fem(n) 2 és finitamente determinado,

entonces

cod f = dim R
 m(n)/ <af>

77 m(n)
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TEORM3,2,14.Para fem(n) 2 finitamente determinado, el

mínimo número de parámetros aparecen en un despliegue uni-

versal, i.e. la -todimensión de -un-despliegue es la codimen-

sión de f.

Además sabemos como construir un despliegue universal

de f. La idea es la misma como la prueba del Teorema 4.6;

elegimos b i ,b 2 ,...,bre m(n) como sus cosets en m(n)/<41>

forman una base para este espació R-vectorial y entonces
r

f(1)+ i i l u i b i (R) es un despliegue universal

de f.

•

Esta información y el teorema 4.13 dan lugar a una res

puesta positiva a la siguiente pregunta. Sea k un entero no

negativo y sea fem(n)
2
 k-determinado. Si se tienen dos des-

pliegues (F,r) y (G,r) de f y F, G son k-transversal, Les

F asociada con G? y si asi es, Les G asociado con F?. Esto

es podemos inducir F de G y víceveitza con morfismos compues-

tos como la identidad.-Además-si-se puede; - entonces para un

despliegue de dimensión mínima (igual a dim Rc(n)/<,
9f>), po-dx

demos hablar de un despliegue universal de f (la respuesta

positiva a esta cuestión es por supuesto el Teorema 4.8).

Si no nos contentaremos con la existencia de un despliegue

versal de f.
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:3,3i TEOREMA DE CLASIFICACION DE THOM

En esta sección la siguiente idea será fórmalizada: Dado

un "despliegue canonico" 	 (G,r) (en un sentido que se hará más

preciso después),	 y un despliegue arbitrario (F,k), k r del -

mismo germen fem(n)
3 , nos gustaría expresar el hecho de que -

el máximo y el mínimo de F puedan ser esencialmente obtenidos

del máximo y mínimo de G	 (por supuesto como función de Rn),

esto es máximo y mínimo de Fuj i ll n para cada iia k se pueda ob

tener esecialmente del máximo y mínimo de GpI R n para cada -

leR r . En esta forma F es un despliegue universal de f, enton-

ces no sólo contendrá la,reparametrización de todos los des-

pliegues de f, sino que también contendrá la configuración en

tera de extremos para despliegues de f. Definimos el &alio zin

gafan del germen F en O el subconjunto de R n+k que consiste -

de-tudus-/orpoital-singulares de la función Fi R n x{ ú } para -

todo O y O en R k .	 Claramente esta definición es independien-

te de la elección de los representantes del germen F. Esto es

porque-no se hace diltinción entre el germen y sus represen-

tantes. Es también obvio que el sitio singular de F no cambia

esencialmente si sumamos una forma cuadrática no degenerada

2	 2	 2+ 2	 +„.+ yq a un despliegue F ni aún si se -

toma un despliegue constante de F. Esto nos lleva a las si-

guientes	 definiciones.
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De~án 3.3.1:-Sea(G,r) un despliegue de gcm(n). Sea

(F,r+s) un despliegue de fem(n+q) y p un entero Olpsq. F xe-

ducraG con-hicket--p si F es equivalente-como-un-despliegue

r+s al despliegue (G, n+q+r+s) donde

A	 2	 2Z(x,y,u,v)= G(x,u)- y i -...- yv + yp+1+....+yq -

-para xeR n , ya c', úeR n , 1cRs.

DeVitición3:3".2. F reduce a G phopiamente si q+s es positi

vo en la definición 5.1 y G será llamada una mwluccLen pxopirt

de F. Si un despliegue F no tiene reducción propia, enton-

ces F se dirá .0vteducíble.

5.1

Observe que en el caso de que f y g sean singulares y

un despliegue (F,r+s) de fcm(n+q) reduce a un despliegue

(G,r) de gcm(n), entonces existe un isomorfismo (04,a) don
—

de flL(r+s) •cL(n+q+r+s) tal que

F = G4 + airr+s

donde G es de la forma 5.1. Así p es únicamente determinado,

dado que p en este caso es igual al índice de la forma del

Hessiano de f menos el índice de la forma del Hessiano de f.
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Correspondiente a despliegues, se tiene también una no-

ción de reducción para germenes:

De~lnire-n3 Sea gem(n), fem(n+q), p un entero Nulo,

f xeduce a g con 2hdice p si f es equivalente al germen	 donde

g esta definido por

2	 2	 2	 2
Yp+1 4-mi. Y9

5.3

con ia n , PeRcl.
•

Llamamos a g una Aedaccak de f con índice p si f redu-

ce a g, con índice p. Dado que el Indice p no jugará un impor

tante rol en la discusión, decimos que g es una neduccan de f

si para algún p, 01pcq, f reduce 'a g con indice p.

DelatitiOn,:..3'..4.f reduce propiamente a g 	 q>0, en tal

catee-der=irmosqueres,--unw,~&:tee4111~41v-de-4 . --f es-Fícumturmaht--

si f no tiene.reducción.propia.

Antes de establecer el Teorema de Clasificación de Thom

veremos la noción correcta de vecindad comparada con la reduc

ción de germenes de sus despliegues.

•
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(G,r) es un despliegue de gem( .n) y exis

te 'un entero GIv4n, G tiene una44.41gweAvadad .6.ímpbacen índice

y an-o si-g es equivalente a Ov em(n) donde

(1)= -	 .x 2 -	 .-x 2 + x 2 +...+x 2
y+1	 tia" 5.4.

DelímIcan 3.3.6.G tiene un mínimd simple si y=0 y tiene

un mtanw &bote si y=n,

Porque es esta una vacío?, g equivalente a Q
y
 significa

"<
Dx
>= <--=11>- <xl,...,xn> = m(n). De aquí g es un despliegue

Dx

universal de sí mismo con codimensión cero. Así, G es iso-

morfico a un despliegue constante de g y de aquí G reduce a

un despliegue trivial Ocm(0). Esto es, G es equivalente a
q-p	 2	 u 20+-.
1E1i+

LY-
p 1

-. E
I 
Y 1' -_el-titial—no-prudute---catástrafe-. De aquí

debemos excluir este caso cuando establecemos el teorema de

Thom.

Además si f tiene un mínimo (máximo) local en O, el

índice del punto crítico debe ser claramente O (n respecti-

vamente).
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De1021.0.44pi . 3,3.7,Sea (F,r) un despliegue de fcm(n). F tie

ne un mínimo Zoca Da n" si para cada vecindad W de O en

R n+r existe un punto (.1,5)01 tal que F 	 tiene un
(Rnx(OLOW

mínimo local en (I,ü)..

Es importante señalar que si F tiene un mínimo local en

O, entonces F tiene un mínimo local cercano a O. 	 Sin embargo

F puede tener un mínimo local cercano a O aunque f no tenga

un mínimo en O. El ejemplo obvio para este caso es f(x)= x3

Y Fex,u).= x3+ux.

TEOREWA3.n11.(Teorema de Clasificación de Thom). Sea

fcm(n) 2 finitamente determinado, (FM un despliegue estable

de f y que tiene un mínimo local cercano a D, y rc4. Entonces

F tiene un mínimo simple o F se reduce con indice O a uno de

los—s4gui~eSett -despliegues irreducibles (canonicas) Gi

de germes gi
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NOMBRE gi
G .1

Ill	 e	 ,	 1
DESPLIEGUE

DOBLES
gl(x)= x

3
 ,

Gi (x,u)= x +ux 1

CÚSPIDE	 . g 2 (x)= x4  x4+ux2+vxG2"(x u v)= 2

COLA DE
GOLONDRINA 93 (x) = x5 G3 (x, u 1 v S w) . x5+ux3+vx2+wx 3

MARIPOSA 94(i)= x6 G4 (x 9 u 2 v f w 9 t)= x6+ux4+vx3+Wx2+tx 4

OMBLIGO 3 33
HIPERBOLICO g5 (x,y)= x +y3

G5(x,y,u,v,w)= x +y +uxy+vx+wy 3

OMBLIGO
ELIPTICO g (x,y) = x 3-xy2 G6(x,y,u,v,w)= x 3+xy 2+u(x 2+y2 )+vx+wy 3

OMBLIGO
PARABOLICO

g7(x,y)= x 2y+y4 G7(x,y,u,v,w,t)= x2y4.314.1.ux2iwy24.wm_ty 4

Para la demostración remitase a BrUker y Lander.
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CAPITULO 4

1, LA GEOMETRIA DE LAS SIETE CATASTROFES ELEMENTALES.  

Ahora quiatfienen la lista de las siete catástrofes ele

mentales descubriremos sus pro-piedades.      

Dato-unpotencial V, definimos la zupeft.lici.e de equatina M, 

por la ecuación  

ViV= O

donde el índice x indica que el gradiente es con respecto

unicamente a las variables estado. Esta superficie es cons-

truída con todos los puntos críticos de V, i.e. con todos

los puntos de equilibrio (o estables) del sistema.

Ahora encontremos el conjunto ¿singa/Anidad S, el cual es

el-subconjunto de M el cual consiste de Vicios los-puntos crí

ttttadoírnleradoutde,-4.. --, E-stds=son=4-o-fluntd-171oS a cuales VxV=O

y también

AE det{11-1.(V)}.= O

donde H(V) es el Hessiano de V. Entonces proyectamos S hacia
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abajo en el espacio de control C (eliminando las variables

estados de las ecuaciones del cual se definió) para obtener

et conjunto de biluiteucan B, el cual es el conjunto de todos

los puntos en C en el cual los cambios en la forma de que V

ocurren. Finalmente determinemos la forma de V en cada punto

C.

LAS DOBLES

La gráfica de la catástrofe dobles representa el com-.

portamiento de todos los sistemas que dependen de una sola

condición de variación o factor de control.

El potencial de la catástrofe dobles esta dada por

V(x)= x3+ux

3
(algunos autores utilizan el potencial V(x)= 	 +ux para

- Así el espacio estado es de dos dimensiones. La super

fide de equilibrio M es la curva

3x
2
 + u = O	 -	 - -	 1
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factor de comportamiento

Lt
factor de control

PU

El conjunto singularidad S es el subconjunto de M para

lo cual la ecuación

6x = 0 - - -	 2

es también satisfecha, e.i. el único punto (0,0). El conjun

to bifurcación B es la proyección de este sobre el espacio

control (i.e. sobre la ltnea x=0) y es por consiguiente el

- punto u=0 véase figura 1

Fig. 1. La superficie equilibrio y el conjunto

bifurcación de la catástrofe dobles.

-El conjunto bifurcación divide el espacio control en

dos regiones, el eje positivo y el eje negativo. Si u>0, la

ecuación (1) no tiene soluciones reales y V no tiene puntos
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críticos. Si u<0, V tiene dos puntos críticos un máximo y un

mínimo y por consiguiente dos puntos de equilibrio uno esta

ble y otro inestable. Sobre B (1.e. cuando u=0) estas se con

vierten en un punto de inflexión es decir un estado semiesta

ble.

Un ejemplo de un sistema tal es una liga, en el cual el

factor control es la fuerza aplicada al estirarla y el com-

portamiento es su tensión. Hasta un nivel crítico de fuerza,

la liga esta tiesa y derecha esto es,- minimiza la tensión

siendo tan corta como se pueda. Sobre este nivel crítico, la

liga se rompe y la tensión desaparece. La posición de las pie

zas sueltas es estable,
•

LA CISPIDE (O RIEMANN-HUGONIOT)

La catástrofe cúspide ocurre en sistemas cuyo comporta

miento depende de dos factores de control."Su gráfica (Fig. 2)

es r tweps	 nal , ,- , una-superfttle cut-Ira-Con -un pliegue. De -

nuevo cada punto de la superficie representa un estado de e-

quilibrio.Todos los puntos en la parte de abajo del pliegue

son Máximo inestable. Todos los puntos a lo largo de la línea

dobles, los cuales forman el "labio" del pliegue son puntos

de inflexión	 inestables. El resto de los puntos son mínimo es
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tables.

Para ciertas combinaciones de valores de los factores

\ de control, dxisten solo dos estables positivos, uno sobre

la superficie superior del pliegue y otro sobre la superfi-

cie inferior abajo del pliegue. El comportamiento del sis-

tema bajo esas condiciones es llamado "bimodal", es decir

que las mismas condiciones permiten cualesquiera de los dos

estados estables. (Existe una tercera posibilidad, el máximo

inestable sobre la parte de abajo del pliegue, pero este es

generalmente inaccesible: si el sistema ocupa este estado,

cualquier perturbación lo forzará a un punto estable arriba

o abajo. .

El potencial parada catástrofe cúspide está dado por

V(x)= x 4 + ux 2 + vx

111~444~4.e-:eq •	  =ésta dada 'por-.

4x
3
+2ux+v=
	

(1)

y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo

cual la ecuación
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12x 2 +2u= O
	

(2)

es también satisfecha. Encontramos el conjunto bifurcación

eliminando x de (1) y (2) y obtenemos

8u
3
+27v =

•

Para la cúspide, como realmente para- todas las catástro

fes elementales no .existe una notación generalmente aceptada.

Diferentes autores usan diferentes símbolos para los paráme

tros despliegues, algunos prefieren escribir V como

4	 1 2+ 7.ux + vx para evitar factores numéricos en M. De otra

manera algunos autores siguen a Zeeman y se refieren a los

coeficientes de x y x
2 

como los factores nonmaty upa/bacan

respectivamente. Estos_nombres reflejan el hecho de que cuan

do-u>0,- el -cambio en v sólo produce cambios suaves -en x, el

cual podemos llamar el comportamiento "normal" pero cuando

u decrece a valores negativos - "parte" a M y g as discontinui

dades en x pueden ocurrir
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Fig. 2.- La superficie de equilibrio y el conjunto

bifurcación de la catástrofe cúspide.

LA COLA DE GOLONDRINA

La catástrofe cola de golondrina puede ser usada para

modelar procesos en sistemas cuyo-comportamiento depende de

tres factores de control. Su gráfica es de cuatro dimensio-

nes, asl que un modelo tridimensional es inadecuado. Pero

un- corte- tridimensieftel-Ae77-1-a--gríftra=se-pulldnUtInerfiz--

jando el valor de uno de los factores de control como se

muestra en la figura	 En la parte de su rango (3a) la su-

perficie es simplemente	 una hoja doblada. En la otra parte

(3b) se desenvuelve un enrosque interno que se asemeja al

trazo de una cola de pájaro. Fuera del enrosque, la cola de
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golondrina tiene un estado estable para cada conjunto de

condiciones. Dentro de la cola de golondrina se tienen dos:

una linea recta a través del enrosque pasará a través de la

superficie cuatro veces, dos veces un máximo y dos veces un

mfnimo. En un modelo de la cola de golondrina, la catástro-

fe ocurre cuando un sistema deja la superficie, si este es

otra _capa-de-la superficie o la posición no está sobre Va su

perficie.

Taclor die Canteo'
\:17 1: c4oIr d.* Com4rol 1-.0	 a

Factor de control 1 fijo	 Factor de control fijo en un

valor diferente.

	

3.a. Una vista tridimensional de	 3.b. Otra vista de la misma

laztarler,dergolrondrima7.=- 	 grafiLds_.

El potencial de la cola de golondrina se da por

V(x)= x 5 +ux 3 +vx 2 +wx

La superficie de equilibrio M	 es la hipersuperficie

	

5x 4+lux 2+2vx+w= 0	 (1)
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y el conjunto singularidad es el subconjunto de M para lo

cual la ecuación

20x 3 +	 + 2v=0	 (2)

también es cierta.

Es pOsible'eliminar x directamente de (1) y (2) y de

aquí encontrar la ecuación del conjunto bifurcación B, el

cual es una superficie en el	 espacio de control tri-dimen-

sional C. Dado que estamos interesados únicamente con el

comportamiento cualitativo del sistema y por consiguiente

queremos primeramente ser capaces de dibujar B, una diferen

te -aproximación resulta ser más efectiva. Sea C un plano

u=constante.en C, y sea B u la intersección de C u con B. En-

tonces B u será una curva en C y si podemos dibujar esta cur

va para todos los valores de u podemos construir completa-

mente la superficie B.

Aún con u siendo constante es mejórnoeliminar,x de las

ecuaciones si no considerarlo como parámetro a lo largo de

B u
:

Entonces observamos que (2) implica que v es una fun-
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ción impar de X y esto junto con (1) implica que w es una

función par de X. De aquí w es una función par de y así para

cualquier u la curva B
u
 es simétrica con respecto al eje w.

Diferenciando-(1) y (2) obtenemos

dwdv- 2x
dx	 dx    

Y

dv 
= - (30x2+3u) 	

dx

el resto de los términos en (3) se han eliminado a causa de

(2), Ahora se tienen que considerar los casos u>0 y u<0 se-

paradamente.

Si-u es-positivo, entonceI dv— no se anula. De aquí v
dx

es una función estrictamente monótona de x y la ecuación

dm = - 2x
	

(5)
dv

es válida donde quiera. Además la ecuación 	 (2) implica que

xv<0, con igualdad sólo cuando x=v=0 en la cual el punto w

también se anula. Se sigue que B
u
 es suave, que w es grande

cuando lx] es grande y que el signo de 
41	

es el mismo que
dv
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el de v, anulándose sólo en el origen. Esto nos permite tener

la fig. 4,a.

•
Si u es negativo, entonces la situación es más compli-

cada, Véase de (4) que lt se anula para dos valores reales
dx	 dw

de x, +,/(-0,1 . u) . Consecuentemente — se anula para 3 valo-
dx

res de x, estos dos junto con x=0 como antes, y se sigue que

B
u
 tiene un punto crítico en x=0 y cúspide en los otros dos

puntos.

Para determinar el tipo de punto crítico, nótese que

la ecuación (2) implica que ixic+ 3(-0.3u) el producto xv

no puede ser negativo. Dado que X y v se anulan juntamente,

se sigue que si v es pequeño y positivo también x lo es, y

dw
-117 es entonces negativa. Así, juntamente con el hecho de que

B
u es-simétr-ca 

_enn-respecto el-Pje w se establece que el

punto crítico es mínimo relativo.

Ftíve4arip~ne-quesi=-V=DJ=L;entianzw:x=.047x=4-4.=E8u.r.

Se ha visto que x=0 corresponde un máximo en el origen y sus

tituyendo dentro de la ecuación (1 ), se encuentra que las

otras raíces dan w=9u 2 /20. De aquí B
u 
tiene un punto de in-

terés sección propia, sobre el eje positivo w. Entonces se

checa que Ixi grande implica que ¡vi y w son también grandes
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y entonces usando los valores del parámetro x nos lleva a

que el orden de los puntos qué se ha encontrado es: inter-

sección propia, cdspide, máximo, cúspide, intersección pro

pia, podemos dibujar fig. 4(b). Y dado que la ecuación de
la línea de puntos de intersección propia es la parábola.

w= 9u
2
	v=0

20

podemos poner las curvas B u juntas para formar la superfi-

cie B mostrado en la fig. 5.	 El origen del nombre "cola de

golondrina" es ahora aparente.

Para encontrar la forma del potencial en cada una de

las tres regiones dentro del	 cual B divide a C, es suficien

te considerar puntos para los cuales v=0 y u<0. Entonces la

solución-de la ecuación	 (1) es

x
2	 1 ( 3u+ 3(9u'-20w ))

7-

Existen trescasos:

a) w>
20

La ecuación (1) no tiene raíces reales y

V no tiene puntos críticos.
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b) 0<w< 9_12 Dado que V( gu -20w)	 es menor que el
20

realli positivo -3u, ambas soluciones para x 2 son reales y

positivas y V	 tiene 4 puntos críticos, dos máximo y dos mí-

nimos

w<o	 Ambas soluciones para 
x2 

son reales pero una
•

es negativa. Consecuentemente.V tiene únicamente dos puntos

críttCos uno máximo y uno mínimo.

Asi en la figura 5 no existen equilibrios estables po-

sibles sobre la superficie, un equilibrio estable algo de

la superficie, y dos dentro de la cola de golondrina

Jai	 (h)

Fig. 4. Secciones transversales del conjunto bifurca

ción de la cola de golondrina (a) u>0, (b)
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ir

Fig. 5. El conjunto bifurcación de la cola de

golondrina.

EL OMBLIGO ELIPTICO

El potencial es

4V(x,y)=	 x3 -xy 2	w(x2 
+y )-uxi-vy

Hemos introducido un factor 
1 

en el primer término ya

qwe,es11141are-Tos-cá-l~meter; v1 os-resultados cualitati-

vos no son afectados por esto. El espacio estado es ahora

de cinco dimensiones, es decir tres factores de control y

dos de comportamiento. La superficie de equilibrio M es una

hipersuperficie tri-dimensional cuyas ecuaciones son
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x 2 -y2 +2wx- u=0

-2xy+2wy+v = O

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo

cual

	

2x+zw	 -2y

	

-2y	 -2k+2w

es decir

A = 4 (td 2 
—x

2 
—y

2 
)= O

Ahora procederemos casi de la misma forma que antes.

En lugar de encontrar la ecuación de B directamente, eli-

minando X y Y de las ecuaciones de S, consideremai planos

w=constante y tratemos de dibujar las curvas B w . De la ecua

ción (2) véase que si w es una constante podemos escribir

X = wcose, Y= wsene

las cuales cuando se sustituyen dentro de las ecuaciones (1)

nos llevan a las ecuaciones para u y v en términos de un só

lo parámetro, e:
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u= Lo' (cos2O+2cose)

v= w 2 (sen20-2senO)

Si w= 0, entonces B w
 es un sedo punto u = v=0, Si w 4 0,

entonces escribimos

•

du
= O cuando e = 0,Tr,+ 27r/3

de

Y

dv = O cuando e=o,+ 2w/3
de

De aquí que existen cúspides en

-3 2 3
( 7 w ,

-3 2 -313.—
7 w '   

y una -tangente vertical en (- w 2
,0). Ahora es fácil dibujar

B
w 

Cris. 61, y dado que las líneas de las cúspides son cla

ramente parábolas se puede dibuj_ax_e1__codjumt_o_de la biiur

cación completo (fig. 7).
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- 91 =

3x
2
+wy-u= O

3y
2
 +wx-v= O

Fig. 6. Sección transversal del conjunto bifurcación

del ombligo eléptico.

EL OMELIGO HIPERBOLICO

El potencial es

V(x,y) . x3-1-y3+wxy-ux-vy

se tiene de nuevo que el espacio estado es de cinco dimen-

siones_y el_espatio_daconixad trldimensidnaL.-14~~=

se han cambiado los signos de u y v para hacer los cálculos

mejor, Las ecuaciones de n son



y el-conjunto-singularidad des es.el subconjunto deil para

lo cual

6x	 (.1)
= 0

6y

_ i.e.

36xy - w
2
=0
	

(2).

De nuevo, la forma más simple es considerada secciones

w=constante. Observemos primero que si w=0 entonces X o Y

se pueden anular. Si x = 0, entonces C1a1 implica que u=0 mien

-tras que (1,61 requiere que v sea positivo, De esto y del re

sultado similar para Y = 0, vemos que B
o c

onsiste de los ejes

posi-ticos-m, y

Supóngase ahora que 040. Usemos la ecuación (2) para

exprcesar-y-en,tErmimos-4e,r y susti-tu trae -en 	 I Lipa.7-ohte-

ner ecuaciones param g tricas para u y v:

u= 3x2 T3
36x

1405 
wx

36
2
x 2
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Si ¡xl es muy pequeña, 	 entonces	 lul	 y PI son muy gran

des. Por otra parte, v es positivo si x es pequeño y positl

vo o pequeño y negativo, mientras u cambia de signo (dado

que este tiene el mismo que x si w>o y el signo opuesto si

w<oi. Consecuentemente B w no es una curva continua, este se

hace de dos piezas disjuntas.

Diferenciando la ecuact8n (31 con respecto a x:

du	 x	 w1136x2
dx

•dv _	 	 4
2	 3	 tú*dx	 36 x

Ambas derivadas se anulan si y sélo	 si	 x . 6, asl que

Bw no tiene máximo o Ontmo relattve únicamente una cúspide,
1 

la cual es localizada en	 (1- w
2
	w2 1.

Si w>o, la porción de B	 correspondiente a x<0 es_s_m_ove

y-nv-tlene puntos estacionarios. Este cruzan el eje u cuando
x- -w/ i.e, cuando

3,41/3

I	 1	 1	 1 , o

	

V = — W	 e--r—	 __r_	 v
3	 16-73	 4 /3
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La porción de la curva correspondiente a x>0 tiene una

cúspide pero ningún punto estacionario ni intersecciones con

los ejes. De esto junto con el hecho de que la simetría de

V con respecto a X y Y implica simetría de B w
 con respecto

a la línea u=v, podemos dibujar la fig. 8.

Si w<o, la figura es la misma, excepto que esta es la

-Ir	 misma porción de la curva que ahora corresponde a X>0. Las

líneas de intersección de B con u=v son de nuevo parábolas,

así podemos inmediatamente dibujar B mismo (fig. 9).

El conjunto bifurcación divide al espacio control den

tro 'de cuatro regiones y podemos examinar tres de estas con

siderando puntos sobre la línea

u=v, w=1

Sustituvendo eflas_eclaciones  an_illimos da__ 

3x 2 + yx. 3y 2
 + x

(x-Y)(x0-y= 4)= O
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de modo que

x=y o x+y= 1/3

t Estas son satisfechas simultáneamente únicamente en los
•

punlys cúspide, y no hacemos consideración de aquellos que

están sobre B mismo.

x=y, la ecuación el.a) da

3x 2 + x-u= O

la cual tiene dos raíces reales si y sólo si u>-1/2. Si

x+y= 1/3, entonces la ecuación Chal da

3x 2 - x+ 1/3 - u=0

la cual tiene dos raíces si y sólo si u>1/4. Dadorque

u=v=a--=1.11-21- etire-Tia:cpurri-ónwvp-viel-Bir:_yur=y=1/4 es

su punto cúspide, véase que existen cuatro puntos críticos

en la región 1, dos en la región 2 y ninguno en la región

3. Eligiendp al azar puntos apropiados sobre la línea es

fácil mostrar que en la región 1 el potencial tiene un mí

nimo, un máximo y dos puntos silla, mientras en la región 2
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Así el , potencial para el ombligo hiperbólico como para

el ombligo elíptico, pueden tener más de un equilibrio esta-.

ble

este tiene un máximo y un punto silla. Todo lo que resta esta

en-la , región 4, la cual incluye el eje negativo w, y calculan

do como ya se ha hecho, podemos mostrar que el potencial tie-

ne un punto silla y un mínimo.

Fig. 7. El conjunto bifurcación del ombligo elíptico.

Fig. 8. Sección transversal del conjunto bifurcación

del ombligo hiperbólico.
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Fig. 9. El conjunto bifurcación del 'ombligo hiperbólico.

LA MAR IPCS A

El potencial es

V(x)= x 6 + x 4 +ux 3 +vx 2+wx

tenemos-de-nuevo uel-espaclo-estado es-de--cinco-dimensiones,

pero el es espacio de controles de cuatro dimensiones, por

lo que no_podemos dibujar el conjunto hi-tu-44-04-w,10-a—m&v,11t41-

aproximación_aparece dibujando las curvas B tu , i.e. las sec-

ciones de B por el plano t= constante y u= constante para va

lores diferentes de t y u (recuérdese que en R 4 un plano tie

ne codimensión 2 y por consiguiente especificado por dos ecua

ciones). En efecto hacemos los cálculos explícitamente para

u=0, y esto es suficiente para demostrar las características

- 97 -



de la catástrofe mariposa.

La superficie de equilibrio M es la hipersuperficie

x+4tx
3
+3ux 2+2vx+w= 0 (1)

y el conjunto singularidad S es el subconjunto de M para lo

cual

111

30x 4+12x 2 t+6ux+2y= O
	

(2)

'dr

Teniendo t y u fijos y usando x como un parámetro a lo

largo de Btu

-v= 15x 4
 +6tx 2+3ux	 (3)

w= 24x 5 +8tx3+3ux
2

(4)

Si t=u=0, podemos eliminar x:

-(v /15) 5 = (1/124).4

asl-B
0 es una simple cúspide, Para ver que sucede para otros• 

valores de t y u diferenciamos (3) y (4)
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-dv	 60x 3 + 12tx + 3u	 (5)
dx

dm = 120x 4 + 24tx 2 + 6ux	 (6)
dx

Nótese que dw— solo se anula si x=0 y que ambas derivadas
dx

se anulan si

20x3 + 4tx + u=0
	

(7)

Las ecuaciones (5) y C6I no tienen otros ceros, as1

Btu puede tener una tangente vertical (la cual debe estar

en el origen) o cúspide, pero no tangentes horizontales.

Dado que la ecuación (7-) es cúbica debe siempre tener

al menos una rafz real, y B
tu 

debe tener por consiguiente

siempre, al menos una cúspide. Existirán tres cúspides si

todas las raíces de (7) son reales, y la condición para

esto es que

u 2 + 4(4t /3 ) 3 <O

- Esta condición no puede ser satisfecha si t es 	 positivo, '

y así t es llamado el factor "mariposa" para recordarnos que

este es esencial cambiando esta variable, progresando de una

simple curva cúspide a una con forma como de mariposa. La va
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/5.	 7-5.-o9

riable u es llamada el factor "bias" dado que B tu es simé-

trica con respecto al eje v sólo si u=0(por un argumento

similar que se usa para establecer la simetrfa de la cola

de golbndrina). Ywyvson llamadas las variables "normal"

y "separación" respectivamente, ya que estas juegan el mismo•

papel que las variables normal y separación de la cúspide ca

Ahora poniendo u=0, las ecuaciones (3)-(6) se transfor

-v= 15x + 6tx 2

w= 24x 5 + 6tx2

dv _- B.7 - 60x 2 + 12tx

-
- 120x 4 + 24tx2

Si t>0, se ve fácilmente que y es siempre negativo, que

extstruna=terispfizies.ien—ellortgen—y que=B tU esruna-curver=c0s.:---

pide simple.

5i t O, las dos derivadas se anulan an x=0 y x= +1(-t15)

asi existen tres cúspides, Sustituyendo directamente en (8)

y (91 se pude mostrar que las dos cúspides que no están en

el origen se encuentran en la mitad del plano superior.
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Finalmente localizemos las intersecciones con los ejes;

vF0 implica que x=0 o x
2. - 6t/15

w = 0 implica que x=0 o x 2 = - t/3

*arte ¿el origen, encontramos que existen dos interseccio

nes con el eje w y sólo uno con el eje y , casi los dos y a-

1;ores	 1-t/4) da el mismo valoi" (positivo) de y a saber

‘/3, De aqüf que existe un punto de intersección propia

sobre el	 eje v. Después de checar que v y w tienen el com-

portamiento indicado para grandes valores de lxl podemos

dibujar la fig. 10,

Para encontrar las formas del potencial para diferen-

tes regiones podemos empezar tomando u= w =O de modo que la

ecuación:de_M se convierte en

6x
5 + 4tx 3

 + 2vx= 0

Una raíz es obviamente xF0 y las otras cuatro están

dadas por

x
2 

= 1 (-t +	 - 3v) )
3
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Si -t>0, entonces x tiene un sólo valor real positivo si y sólo

si v<0. De aquí que existen tres equilibrios (dos estables

y uno inestable) dentro de la cúspide, pero sólo un equili

brio (estable) fuera de este, exactamente como para la cús

pide catástrofe.

Si - t<0, - existen tres casos

ea) v<0 tres equilibrios, dos estables y uno inestable.

(b) 0<v<t2/3 cinco equilibrios, tres estables y dos inesta

bles.

(Ç) v>t 2/3 un equilibrio estable.

Estos resultados son fácilmente establecidos por argu-

mentos exactamente similares a aquellos empleados en la dis

cusión de la cola de golondrina. Podemos tratar con las dos

regiones restantes sin hacer ningún cálculo, notando que

cuando cruzamos el co_mjunt_o_biturcarión_de_mita_cúspilie # en

tonces en general (lo cual significa que no cruzamos un pun

to especial tal como un punto de intersección propia) suma

mos o substraemos un par de equilibrios uno estable y otro

inestables.
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Finalmente —erre la-filp- 11 se-muestra la-superficie de

equilibrio. M como una función de x,v,w para u=0 y t<0.Esto

illistra-la—similitud entre la mariposa y la cdspide . y por

supuesto para t>0 lat superficies son equivalentes.

Fig, 10. La sección transversal del conjunto '

bifurcación de la Mariposa con u=0

y t<0.

Fig. 11. La superficie de equilibrio de la

mariposa con u=0 y t<0.
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EL OMBLIGO PARABOLICO

Tomando el potencial como

V(x,y1 = y4+x 2+wx 2+ty 2
-ux-vy

•

La • superficie ,de equilibrio M esta dada por las ecuaciones

2xy+2wx-w= O

2+4y 3x +4y +2ty-w= O

y el conjunto singularidad $ es el subconjunto de M para lo

cual

2y+2	 2xw

2x	 12y
2
+2t

(rm)(6
y2 +fl= x2

El espacio estado es de seis dimensiones, cuatro facto

res de control y dos de comportamiento por lo que tratar de

dibujar el conjunto bifurcación es algo más difícil que los

anteriores, Para ver esto de una forma detallada remítase a

Pistos y Ian Stewart.
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