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PRESENTACION

El presente trabajo tiene por objetivo discutir y anal-Izar

algunos modelos matemáticos que recientemente se han desarro-

llado para estudiar el comportamiento de poblaciones, asi como

para el diseño de políticas para el aprovechamiento óptimo de

distintos tipos de recursos bióticos.

En este trabajo desarrollaremos varios modelos para la

dinámica de poblaciones tanto de carácter continuo como dis-

creto.

En el capítulo I, se mencionan algunos modelos de tiempo

continuo para determinar el tamaño de una población a futuro,

en las cuales las tasas	 de crecimiento dependen del estado

presente. Se examinan	 primero distintos casos sin considerar

limitantes (de alimento,	 espacio, etc.), y enseguida se impo-

nen algunas restricciones.

Se discute en particular una aplicación a problemas de-

rivados de la pesca y se demuestra que bajo leyes de creci-

dy 
miento de la forma 	 	 rx(1- 2-1 ) y retiro h= qEx donde E

dt
es el esfuerzo pesquero, 	 que es la relación existente entre

la producción por unidad	 de pesca y el rendimiento por área
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en un lapso determinado de tiempo y 'q	 es una constante lla

mada coeficiente de capturabilidad, se tiene un equilibrio

único x
1 = k(1- E/r) para cualquier E<r.

	 Además, el "rendimien

to sostenible" llegará a su nivel máximo cuando E= r/2(x1=k/2)

y declinará a cero si E = r(x =0).

Para terminar el primer capítulo, se ve el caso de 2 po-

blaciones interactuando, el modelo que se desarrolla es el mo

delo de Lotka-Volterra para un sistema presa rapaz. Las ecua

ciones que se analizan en este modelo no tienen solución por

medio de integración, pero se analiza el sistema por un mé-

todo que se debe a Volterra.

En el capitulo II, se analiza el modelo matricial de Les

lie para poblaciones estratificadas. Ette modelo de tiempo dis

creto sirve para determinar la distribución de edad de una po

blación humana, animal o vegetal a futuro, con la suposición

de que los porcentajes de nacimiento y supervivencia permane-

cen siempre constantes. Además, se desarrollan 2 ejemplos para

ver cuál es el comportamiento de las potencias de las matrices,

Estos 2 ejemplos indican que el conocimiento de valores propios

y vectores propios ayudan a entender ese comportamiento.

En el capítulo III, se estudia el problema de la estabi-

lidad de la estructura de una población estratificada y se de-
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muestra el teorema de Perron Froebenius para matrices de Les

lie. De esto se concluye que la matriz de Leslie tiene un -

único valor propio real positivo (X I ) y un vector propio co

rrespondiente con todas sus entradas positivas. Otra cosa -

que se puede decir es que 11 1 jjÁ.l, dondex5 es cualquier

otro valor propio de la matriz de Leslie, y la desigualdad

estricta	 se cumple bajo ciertas condiciones para la matriz

de Leslie que mostramos en el teorema III. Es importante

que se cumpla la desigualdad estricta porque de otra manera,

la población oscilará con un periodo de n unidades de tiem-

po, un ejemplo en el capitulo II ilustra el hecho.

Por último, se concluye que el comportamiento a futuro

del vector de la distribución de edades depende del valor -

propio	 y del vector propio correspondiente, y para cual-

quier vector de la distribución inicial de edades que se to

me, el vector de la distribución >c lic) para k grandes se aproxi

ma a una	 distribución límite y ese límite se conoce como la

distribución de edad estable.

El programa en FORTRAN IV para encontrar valores propios

y vectores propios de una matriz cuadrada se muestra también

en esta unidad,



En el capítulo IV, se muestra una aplicación a la admi-

nistración de rebaños que se refiere al diseño de políticas

de retiro para distintos problemas de control sobre el tatua

ño y la estructura de la población a futuro. De una manada -

con determinado número de cabezas, se "retiran" un cierto nú

mero de cabeza adultas cada año y la manada restante se deja

para que se reproduzca con sus propias crías. Se analizan al

gunos casos en los que se quiere establecer la cantidad y es

tructura de una manada inicial de tal manera que el siguien-

te año se pueda retirar lo que se desee y tener una manada

en el "año 1" igual a la del "año O" o tener una manada que

aumente durante los primeros 2 años en un 30%. También se -

analizan algunos casos en los que se quiere establecer el re

tiro que debe de tomarse de una manada inicial, si el tamaño

de la manada debe conservarse en el futuro° si se quiere do-

blar en 10 años.

Los puntajes de nacimiento y supervivencia, fueron obte

nidos (hace 4 años) de la experiencia del ingeniero especialis

ta en zootecnia Rodrigo Preciado Torres, quien fungía en aquel

entonces como técnico en ganadería de la SARH en la región -

Río Sonora.

- 4 -



Se anexa un programa para computadora (apéndice 	 en

el cuál se obtiene la distribución de la clase de edad y el

tamaño total de la población de cada año, durante 20 años,

también se obtienen los porcentajes de cada una de las cla

ses de edad. Este pro g rama se corrió varias veces con diferen

tes porcentajes de retiro, y en algunos se observa (en el S
to

.•

año) que un retiro no adecuado guía a la población a la desa

parición.

En el ejemplo III, se analiza un modelo para la adminis

tración de un bosque, en el que la distribución de las clases

se toma por diferentes alturas de los árboles y diferentes cos

tos. Se comienza con una distribución de árboles de diferen-
.

tes tamaños y se dejan crecer un cierto período, después	 se -

cortan algunos y los que no se cortan deben de guardar la mis

ma configuración de alturas del bosque original para que 	 así

la explotación sea racional y duradera, y significa que el ren

dimiento obtenido al término de cada período es el mismo y la

configuración del bosque se conserva al cortar los árboles ca

da período. En este modelo se trata de encontrar el rendimien

to óptimo duradero (YLd) del bosque y es el máximo rendimien-

to continuo del bosque sin que se agote, y para esto se utili

za un resultado de la programación lineal que es básico para

el desarrollo del modelo, y es que el YLd se logra cortando

todos los árboles de una misma clase y ninguno de las demás -
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clases. En este ejemplo en realidad la matriz de transición

no se opera, nada más se obtienen los porcentajes de supervi

vencia de una clase a otra, para con esto en contra el YLd.

Pero como quiera que sea, es un ejemplo de una población es-

tratificada y si se quiere conocer la distribución de las cla

ses, solo hay que operar la matriz de transición.

Es claro que estos modelos son solo modelos. No previe-

nen fenómenos naturales tales como catástrofes, sequías, te-

rremotos, etc, que no son difíciles de ocurrir.

Así finalmente también se incluyen dos programas en BASIC,

uno de ellos para calcular las potencias de una matriz cuadra-

da y se corren para encontrar las potencias de la matriz A y B

del capítulo II. El otro programa calcula la inversa de una ma

triz cuadrada y se calcula la matriz inversa de M para el ejem

plo I del capítulo IV.

•
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1

CAPITULO I

MODELOS DE TIEMPO CONTINUO

1.1 INTRODUCCION

Analizaremos algunos modelos matemáticos para la expío

tación de recursos biológicos. Estos modelos 	 se basan en una

ecuación diferencial ordinaria de la forma:

SII (t)	 f(x(t))- h(t)	 (1.1)
dt

x(t): Denota el tamaño del recurso de la población en el

tiempo t.

f(x): Es una fúnción	 dada que representa la	 tasa de creci-

miento natural	 de la población, que depende de la po

blación presente

h(t): Representa la tasa de "retirados", "removidos" o "co

sechados". En este caso es una función 	 que solo de-

pende del tiempo y no de la población	 presente.

Cuando la tasa de	 "retiro" h(t) excede la tasa de crecí

miento natural f(x(t)), ec. (1.1) indica que el nivel de la

población decrecerá; esto significa que 
dx

(t)<O, y vicever-
dt

sa. Si h(t)= f(x(t)) para algún tiempo t entonces, la pobla-

ción permanecerá en un 	 nivel constante para ese tiempo t.
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1.2 MODELO DE	 CRECIMIENTO LOGISTICO:

Supóngase	 que,en una cierta población, la tasa de cre-

cimiento b y la tasa de mortandad m,	 son proporcionales al

tamaño de la población x. Sea r= b-m	 la tasa de crecimiento

proporcional neta entonces, se obtiene la ecuación diferen-

cial gil- = rx	 (1.2)
dt

Como un modelo de tiempo continuo de crecimiento de po

blación. La solución de la ecuación	 (1.2) es

x(t)= x(c)ert,

que crece exponencialmente a infinito si r>0 y decrece expo-

nencialmente a	 O si r<0.

Bajo condiciones ideales, donde	 la disponibilidad de es

pacio y otros recursos no impiden el	 crecimiento, muchas po

blaciones biológicas crecen en un principio con una tasa -

aproximadamente exponencial. Tal proceso no puede seguir in

definidamente. Como el nivel de población x aumenta, algunas

limitaciones ambientales deben obligar a la tasa de crecimien

to proporcional	 a declinar. Un elemento es rechazado cuando

la demanda hecha por la población existente impide más cre-
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cimiento y la población se encuentra entonces en su "nivel

de saturación" o "capacidad de carga".

1.3 MODELO LOGISTICO DEPENDIENTE DE LA DENSIDAD

Con el efecto descrito anteriormente, el	 modelo se mo

difica	 a la forma:

12S (t)--	 r(x)x	 (1.3)
dt

r(x):	 Es al g una función decreciente de x.

La tasa de crecimiento proporcional r(x)- 
f(x) 

ahora

depende del nivel de	 la población x. Si r(x) es una función

decreciente de x, este modelo se dice describir un proceso

de compensación que controla el crecimiento de la población

a medida que su nivel	 aumenta.

La ecuación logística,	 propuesta primero por Ve.rhulst

en 1838, como un modelo de población 	 es obtenida cuando

r(x)= r(1- 2!), así que la ecuación (1.3) se convierte en
k

	dx	
rx(1- 24= f(x)	 (1.4)

	

dt
	

k
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c
E

V

4-3	 poblacion tiempo t

donde r, supuesta positiva, es llamada tasa de crecimiento

intrínseco. La tasa de crecimiento proporcional para x pe-

queñas es aproximadamente igual a r. La constante positiva

k es llamada nivel de saturación o capacidad de carga.

Obsérvese que la ecuación (1.4) tiene 2 soluciones de

equilibrio, en x=0 y en x=k.	 Además si 0<x<k, se tiene

dx (t)>0,	 dx
y si x>k, entonces --<0. K es un equilibrio esta

dt	 dt

ble, para x>0, además, es ásintfticamente estable, en el sen

tido que Lim x(tl= K, siempre que x10)>0.

Este hecho se ilustra en las siguientes figuras

Figura 1
	

Figura 2

FIGURAS: La Ecuación Logística:

Fig. 1.- La función de crecimiento logís

tico f(x) = rx(1- 21).

Fig. 2.- Típicas curvas de

k

 solución.
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La figura 1 muestra la función de crecimiento

.f(x)= rx(1-	 y las. flechas indican la dirección de cambio
k

de x(t) con incremento	 t.

La figura	 2 ilustra 2 curvas de solución x(t) aproximán

dose al equilibrio k por arriba y por abajo.	 La cruva de aba

jo es llamada curva de	 crecimiento logístico.

La ecuación diferencial	 (1.4) se resuelve por separación

de variables, y su solución	 es

x(t)

l+ce-rt

donde	 c= 
k-x.
	 y	 x. = x(0).

x°

Aquí	 se ve claramente que cuando tes ,	 x(t) converge

a k.

1.4 MODELOS DE POBLACIONES CON RETIRO.

Supóngase que la población descrita pOr	 la ecuación lo

gística (1.4) está sujeta a "retiro" con una 	 tasa h(t). En-

tonces la	 ecuación (1.4) queda

(1.5)(t) = f(x(t))- h(t)
dt



dr
(t)<0 en las otras partes. Así, x 2 es un equilibrio estable

dt

Aquí se observa que 
dx

(t)>0 cuando x 1?-5-(t)<x y que
dt 1 dt 2

Estudiemos el comportamiento dinámico de la población.

Un caso aparece cuando el "retiro" es constante, o sea h(t)=

h = constante:

d1(t) = f(x(t))- h	 (1.6)
dt

cuando h es menor que el maxf(x(t))= rk/4, la ecuación (1.6)

posee dos equilibrios x 1 y x 2 , como lo indica la figura 3.

Figura 3 Figura 4

FIGURAS: Modelo logístico con tasa de retiro constante h:

•••

Fig. 3.- h<max F(x(t))

Fig. 4.- h>max F(x(t))

y x 1 un equilibrio no estable. O sea, cuando x>x 1 entonces,
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x(t) convergerá asintóticamente bajo "retiro" constante, al

equilibrio x 2 . Si x<x l , x(t)—>0, pero no asintóticamente.

Entonces, x(t) es reducido a Cero en'tiii tiempo finito.

Otro caso sería cuando h>maxf(x(t)), como lo indica

la figura 4, la población tiende a cero para cualquier ni-

vel inicial x(0).

Finalmente, en el caso cuando h=max f(x(t)), hay un

equilibrio único en x 1 = k/2, el cual es "semiestable" en el

sentido que x(t)-->x l cuando x(0)>x l y x(t)-->0 cuando x(0)

<X lo

A pesar de las restricciones del modelo, de la ecuación

(1.6) surgen varias predicciones. Primero, existe un "máximo

rendimiento sostenible! (MRS) tal que h mRs= max f(x(t)) con

la condición de que cualquier tasa de retiro grande-guiará

a la desaparición a la población. Segundo, el nivel de la

población x= x MRS en el cuál la productividad del recurso

es maximizado, no es el nivel de equilibrio k; en este mode

lo, es solamente la mitad del nivel. Realmente, no hay "ren

dimiento sostenible" en el nivel de población x=k.

- 13 -



1.5 ESFUERZO PESQUERO.

La razón de pesca dividida por el esfuerzo es casi siem

pre tomada como una indicación del nivel patrón de la pobla-

ción de peces. Se usará la siguiente frase para suponer que

pesca-por-unidad- de esfuerzo es proporcional al nivel pa-

trón, o que

h= qEx	 (1.7)

	

donde E: denota esfuerzo y q: es	 una constante llamada coe

ficiente de capturabilidad.

	

Ya que para los fines que se 	 quiere llegar no es nece-

sario unidades de esfuerzo, se puede normalizar unidades por

conveniencia: q=1 entonces, sustituyendo la ecuación (1.7)

en la ecuación (1.5) queda:

dx(.)=
f(x(t))- Ex =	 rx (1-x/k)- Ex

dt

	

Unicamente se considerará el	 caso cuando E sea constan

te. Para saber cuál es el equilibrio de la ecuación (1.8),

-determinaremos cuando 5-1 (t)= u entonces:
dt

- 14 -



.f(x(t))
Ex

rx(1- x/k)- Ex= O

así
	

1-x/k = E/r

por lo que
	

x l = k(1-E/r)

Para cualquier E<r se observa que x l es un equilibrio

único diferente de cero.

Además, este equilibrio es asintoticamente estable:

1dx(t)
dt'

!

Figura .5

Figura 5.- Módelo logístico con tasa de esfuerzo cons

tante E.

El equilibrio "retiro" o "rendimiento sostenible" Y=h

correspondiente a E está dado por la ecuación Y=Ex i = KE(1-E/r)

siempre y cuando E sea mayor que r. La gráfica de esta ecua-

ción es una parábola (ver figura 5), graficando E contra y

queda:
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MRS

Producto curva esfuerzo

Figura 6

Este modelo es llamado modelo "Schaefer" en honor al

biólogo M.B. Schaefer.

Cuando el esfuerzo aumenta, el rendimiento sostenible

se elevará a un nivel máximo en E=r/2 (x 1 = k/2) y declinará

uniformemente hacia cero en E=r (x I =0).

1.6 MODELO PARA SISTEMAS DE POBIACION.

Cuando dos tipos de poblaciones viven en un mismo sis

tema ecológico pueden interactuar de diferentes maneras; al

gunas se resumen a continuación:

i) Depredación: Si la población A es depredadora de

B entonces la población B alimenta a

la población A. Cuando la población A

tiene como única fuente de alimento la

- 16 -



población B entonces, la depredación

se dice ser absoluta. Y si la pobla-

ción B es una de tantas fuentes de ali

mento entonces, la depredación se dice

ser relativa.

Competencia: Cuando las poblaciones A y B tienen

que recurrir al mismo recurso natural

entonces, se dice que las poblaciones

están compitiendo. Por ejemplo, las

poblaciones A y B puede competir por

alimento, por espacio físico habitable,

etc.

Simbiosis: Cuando la población A depende en cier

to modo de la población B, y al mismo

tiempo A estimula el crecimiento de la

población B entonces, se dice que A y

B viven en Simbiosis.

El caso general de dos poblaciones que interactúan pue-

de expresarse por medio del sistema de ecuaciones diferencia

les siguientes:



dx
= F

1
(x

'
y)

dt

= F (x y)
dt	 '

donde x indica el número de	 elementos de la población A e

y el número de elementos de la población B.

Aquí se analizará un ejemplo para el caso i).

1.7 ECUACIONES DE LOTKA-VOLTERRA PARA UN SISTEMA PRESA-RAPAZ.

En el mundo hay una lucha por subsistir entre los dife

rentes animales que se desenvuelven en el mismo medio. Un

ejemplo clásico es el de los 	 zorros y los conejos. Los zorros

tratan de comerse a los conejos y éstos tratan de esconderse

para evitar se devorados por los zorros.

Este sistema dinámico fué propúesto por Lotka (1925) y

Volterra (1931) como un modelo de interacción presa-rapaz.

dx
= rx - oxy

dt

= -sy + Oxy
dt

(1.9)

donde r,s,a,1 son constantes positivas, x=x(t) representa la

población de la presa e y =y(t) representa la población rapaz.
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Estas ecuaciones (1.9) constituyen un modelo de un sis

tema ecológicamente aislado presa-rapaz en el sentido, que

la población rapaz es la única que controla la presa y la po

blación de la presa es el único alimento para la-población

rapaz.

Si y=0 la población de la	 presa crece exponencialmente,

y si x=0 la población rapaz muere con tendencia exponencial.

Este sistema no se puede resolver en términos de fun-

ciones elementales, pero se hará lo siguiente:

Se elimina dt en (1.9) y resolviendo la ecuación dife

rencial que queda, se tiene:

dx 	 dy

x(r-ay)	 -y(s-ex)

separando variables

dx -
(r-ay)  dy

Y

asir
	

ye
r-ay 

= x
-s

e
ex
 c

(1.10)

de donde c = Xs r -ex, 
e
-ay„

y. e

donde x„ yo son las condiciones iniciales.
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La ecuación (1.10) no se puede resolver para ninguna

variable x o y, pero se puede determinar puntos en la curva

por el método propuesto por Volterra.

Se igualan el lado derecho e izquierdo de la ecuación

(1.10) con nuevas variables	 U=y re - ", V= x-s e"c (1.11)

Con un poco de cálculo,	 se puede obtener de la primera

función un máximo en y=r/a,	 dos puntos de inflexión en

rf 
x-	 , y cuando y= 0, U=0. La segunda función tiene un

a
i.dnimo en x =s/0. Trazaremos	 las 2 gráficas como lo indica

la Fig. 7.	 Y

Como U=V, en el III cuadrante de la gráfica que se tie

ne es la recta a 45°. Trazando paralelos y perpendiculares,a

- 20-



los ejes que pasen por los puntos graficados en el segundo

y cuarto cuadrante, se obtiene la gráfica que está en el 1

cuadrante. O sea, el punto D quees el máximo de la curva gi

le corresponde dos x y una y, que son los limites donde x

varia, por medio del punto P que está sobre la recta L.

Del mismo modo, al punto F que es el mínimo de la curva g2,

le corresponde una x y dos y, que son los límites donde va

ría y, por medio del punto Q que está sobre la recta L. Gra

ficando puntos sobre la recta L, entre P y Q, se pueden en-

contrar otros puntos de la curva g 3 , proyectándolos a las

curvas g l y g 2 , y luego a la curva 93.

Para diferentes valores de C, el punto F se eleva o -

desciende y esto hace que la curva 13 se agrande o se con-

traiga. Cuando C toma varios valores, se obtiene una fami-

lia de óvalos con centro en S, que es todo lo que queda de

g 3 cuando el máximo de u coincide con el mínimo de V.



CAPITULO II

EL MODELO DE LESLIE PARA LA DINAMICA DE POBLACIONES ESTRATIFICADAS.

2.1 EL MODELO.

Uno de los modelos que utilizan los demógrafos para pre

decir el crecimiento de una población es el modelo de Leslie.

Este modelo se desarrolló alrededor de 1940.

El modelo describe el 	 crecimiento numérico de una pobla

ción humana, animal o vegetal, la cuál es dividida en clases

que se definen tomando en cuenta rangos de edad,de peso, de

altura, o de otros parámetros.

Dividiendo la población inicial en n clases, se forma un

vector columna, llamado vettok de la díztitaueíbnatíe:Zal de chtze.s.

rx
1
(0-il

x" ) =	 x2(0)

•

x ( O)
n

donde los x 10) i=1,2,...,n son el	 número de elementos en ca

da clase, en un tiempo inicial t=0.
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Conforme transcurre el tiempo y debido a los procesos

naturales (nacimiento, envegecimiento y muerte), cambia el

número de elementos de cada una de las n clases. Describien

do los procesos naturales cuantitativamente, el vector de la

distribución inicial de clases puede proyectarse hacia el fu

turo.

Denotemos al vector de la distribución de clases en cual

quier tiempo t
k' 

como:

(k)
x	 =

dondelosx. (11) 1=1 	 n son el numero de elementos de la

clase de orden i en el 	 tiempo tk.

Como hipótesis tendremos que la duración entre dos tiem

pos sucesivos de observación, sea igual a la duración- de la

clase. Así, tódos los elementos de la clase de orden(i+1) en

el tiempo t k+1 , estaban en la clase de orden i en el tiempo

t
k°

Los procesos naturales pueden describirse con los si-

guientes parámetros:
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Es el número promedio de hijas que tiene una hembra de

la clase de orden i, -

Es la probabilidad de que un elemento de la clase de

orden i sobreviva y pase a la clase siguiente (i+1).

De lo anterior

a l	30	 para	 i=1,2,...,n

	

04.11	 para i=1,2,...,n-1

En el tiempo t k , el número de elementos de la primera

clase, serán únicamente los elementos nacidos entre los tiem

pos t k _i y t k .	 Esto lo podemos describir de la siguiente ma

nera;

[-El # de elementi-s1
de la clase 1 en

L
el tiempo tk

al número de hijas de las hembras de 171
=	 clase 1 + clase 2 + clase 34-...+ clase n

, entre los tiempos t 	 y t
1_	 k-1 tk

—

Matemáticamente

x
1 
(k)

= 
alxl

(k-1) + a2 x
2 
(k-1)	

anxn
(k-1)
	

(2.1)

Ahora, el número de elementos de la clase de orden (i+1),

en el tiempo t k , es igual al número de elementos de la clase

de orden i en el tiempo t k _ i ,quetodavíaviven en el tiempo tk.

Esto se puede expresar de la siguiente manera;

- 24 -



(k)
xl

(k)

•
(k)

x n

x 2

FE-1 # de elementos	 al porcentaje de elementos 	 El número de elementos

1 
de la clase 1+1 en 	 = de la clase i que sobrevi-	 de la clase i en el
el tiempo tk

— —	ven y pasan a la clase i+1	 tiempo tk-1 .
—

Matemáticamente

(k)	 (k-1)
x i+1 = b.x i 	para i=1,2,...,n-1 (2.2)

utilizando la notación matricial, (2.1) y (2.2) pueden escri-

birse de la siguiente forma:

1Fa-	 a

	

1	 a 2 	 a n-1	 a n

	

b 1 	O	 • •	 O	 O
O	 b 2 	O	 O

E
0	 • • •	 bn-1

(k+1)-]
xA l

x2(k-1)

O en forma más compacta:

x (k) = Lx (k-1)	 k=1,2,...	 (2:'3)

donde L es la llamada With& de Le4Ue.

Así, el número de integrantes de las clases al paso del

tiempo viene dada por una función de transición,	 que para

cada unidad de tiempo nos proporciona el estado resultante 
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como producto de la función de transición al actuar sobre el

estado anterior.

	

Ejecutando (2.3)	 se puede encontrar la distribución de

	

las edades después de	 un año.

x( 1 ) = Lx(0)

	Si se supone que	 las tazas de nacimiento y superviven-

cia peAmaxecícitax cout~ entonces, se puede encontrar x
(2)

,

esta vez usando x
(1)	

como distribución inicial, 	 así

Lx (1)= L(Lx" ) ) = L2(x(0))

Siguiendo con el	 proceso

Lx(2)= L(L2x(0))= 13x")

más generalmente, si los parámetros de nacimiento y supervi-

vencia pehmastecen couto/tu, se puede encontrar el	 vector de

la distribución de edades después de k unidades 	 de tiempo

x (k) = Lx (k-1) = Lkx")
	

(2.4)

La distribución inicial de edades x
(o) y la matriz de

	

Leslie se conocen, por	 lo tanto, puede determinarse la distri
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bución de los elementos en cada clase en un tiempo futuro.

2.2 POTENCIAS DE LA MATRIZ DE LESLIE.

A continuación se desarrollan 2 ejemplos para observar

como se comporta una matriz de Leslie cuando se calculan sus

potencias.

EJEMPLO 1.- Considérese una población animal (exclusiva

mente hembras) ficticia que consiste de 1000 animales con

edad entre O y 1, 800 animales con edad entre 1 y 2 y 600

con edad entre 2 y 3. Se supone que ninguno de los animales

vive más de tres años.

Así el vector de la distribución inicial es:

x(0)
r-100fl

800

!	 600

La mitad de los animales de la clase 1 sobrevivirán para

estar en la clase 2 el próximo año, la mitad de los animales

de la clase 2 sobrevivirán para estar en la clase 3 el próxi

mo año. Los animales de la clase 1 no producen hijos, cada

animal de la clase 2 produce 1 hijo en promedio, y cada

mal de la clase 3 produce 2 hijos en promedio. Con estos

tos se forma la matriz de Leslie:

- 27
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0	 1

1/2 0	 0

O	 1/2 0

¿Cuál es la distribución én las clases después de un año?

x (1) = Ax(0)

F 0 	 1- TI pool r—zooOl
x (1) =	 1/2	 0 0 L. 800	 =	 500_]

0	 1/2 0	 601j , L_ 400

¿Cuál es la distribución de edades 	 después de 2 años?

Retomando lo dicho anteriormente, si	 las	 tasas de naci

miento y supervivencia permanecen constantes entonces,

A =

1 21 FOZ! [-I35[071
0 0 .500 = 1000

1/2 0 400 250

L_	 _J

aquí se observa que una clase no guarda la proporción del

vector inicial. Y si se toma otro vector de distribución ini

cial sucederá lo mismo.

Es fácil obtener x (3) operando Ax (2) , pero si se quiere

encontrar x (3) primero operando A
3 
y luego operando A

3
x
(0)

sería más complicado. Calculemos algunas potencias de A. El
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r--0 1 Ti
1/2 0 0	 A

2 =	 0

:5

0 1/2 0
125

1 (7  F-.25 1	 i-1

.5 0 A
4
= .25 :25	 .5

.125 .25	 Oj

A=

programa para calcular las potencias de A se encuentra en el

apéndice A.

	

5375	 .75

	

A 8= .1875	 .4375

09 375	 .1875L. 

.71

.375
1 6

.79687

.402344

.79687E1

.398438..

.402344

.199219

.25 .099609 .199219 .203125

	.400009	 .799988

	

A
32= .199997	 .400009

	

L09999 .	.199997

.799988-1 .8 .8-1.4

.399994 A64 .2 .4 .4

.200012 .1 .2
• 2 _J

Se puede observar que las grandes potencias de A se pare-

cen mucho. Con este resultado, ¿qué se puede decir acerca del

vector de distribución x
(k)

]Supóngase que 
x(0)_ 

I
r' b'b , y si K es grande entonces, x (k)

es aproximadamente: 

.4	 .8	 .8 [	

1

al Pa + .8b + .871

2	 44	 .4	 b =	 .2a + ,4b + ,4c = a

1	 .2	 .±] L c	 .1a + .2b + .2j
21

1

x ( k)  

donde a=a+2b+2c.

-



	

El tamaño total de la población depende 	 de los valores

iniciales a,b y c,	 la proporción relativa de 	 los animales en

las 3 clases de edad, se aproxima a una 	 relación fija	 de -

4:2:1 cuando k÷w .	 Y estas proporciones 	 no dependen de	 la di

tribución inicial de edades de la población.

Si la población alcanza estas proporciones en algún tiem

po m entonces, el vector de distribución de edades no cambia

rá en los próximos	 períodos de tiempo. Por ejemplo:

FUT]	 m	
pr 1 2-11701_11

Si x (m) = 200	 entonces, x(m+1) = Ax	 1/20 0	 200

[120	 0 1/2 0	
100 

400-1
200

100. 

x(m+1) = X 1m)   

De aquí obtenemos que Ax tm) = x (m) , que matemáticamente

quiere decir que , x (m) es un vector propio correspondiente

al valor propio 1. Recordando que un vector diferente de ce

ro V es un vector propio de una matriz cuadrada A si existe

X, llamado valor propio tal que AV=XV.

Las proporciones 4:2:1 que se obtienen en el vector pro

pio, también se obtienen aproximadamente en las columnas de
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A
k
, cuando k es un número grande.

EJEMPLO 2.- Consideremos la siguiente matriz de Leslie:

[ 1
B =

12/2

Algunas potencias calculadas de B, son:

r---
3 ;-.1	 4=

20-1
B
2

'5
1_2.5 6= 

B 8=
321-íg

B
16 = r

43691	 87380-1

k2.5	 86.1

De aquí se ve que los valores de B 16 son bastante gran
des y da lugar a una explosión demográfica. Si se observa B

8

y 6
16 , se puede ver que la proporción que guarda de la prime

ra fila a la segunda es de 4:1. Así como el ejemplo anterior,

tendremos un vector con una razón de 4:1, que es un vector -

propio de B. Multiplicando Bx (m) tenemos:

f	 pr —471Bxon t =	 1 1/2 0

L10922.5 21846



Aqui se tiene un valor propio de 2, que dice el porqué

de la explosión demográfica. Aunque la proporción en el vec

tor de la distribución de edades se estabilice en una razón

de 4:1, la población crecerá y se doblará en cada unidad de

tiempo. Para evitar la tendencia de doblamiento de la pobla-

ción en las potencias de B, dividiremos a B 2 por 2 2 , aB 4 por

2 4 , y así sucesivamente. Esto es lo que resulta:

1/2
2
 B

2
=

75	 1

125	 .5

L
1/2

4
 B

4
=

6875	 1.25-1

15625	 .275   

1/2 8 B 8=

	

567969	 1.328125	 1/2
168 16 =

166016	 .3359381

L666672 1.3333131 

j

.166664 .33334,4   

De lo anterior se puede suponer que: 

2/3	 4/il

1/6	 1/3
Lim 1/2 k

 B
k
=

k+OD  

Es posible analizar el comportamiento y predecir la úl-

tima forma de A
k (

ejemplo 1) y 1/2
k 

B
k 

, sin calcular las

potencias. Los ejemplos indicap que el conocimiento de valo-

res propios y vectores propios son de mucha utilidad en el

análisis.
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D =Y
X
2

12 	 0F4— 2
P =

Los	 valores

característico

-,ÁI_B,.

propios	 de B

IXI-BI:

son	 lás	 raíces

=	 ( X -2)	 (X+1)

del polinomio

F—X-1	 -4

L1,2

los valores propios son X l = 2 y X 2 = -1. Los vectores pro-

pios de	 B, se	 encuentran	 resolviendo	 la ecuación (XiI-B)V.=0.

4N
El vector propio correspondiente a 	 2 es	 V 1 = ( 1 1 , el

1	 N
tor propio correspondiente a X 2= 1 -es	 V2=tl2i.

vec

Con los vectores V 1 y V 2' 
se forma una matriz P, la cuál

es invertible y PDP
-1
= B (2.5), donde

La igualdad (2.5) es de utilidad en los cálculos de las

potencias de B, "Por el siguiente resultado:

B = PDP-1

B 2
= PDP -1 PDP -1 = PD 2

P
-1

B 3= PD 2 
P
-1 PDP -1 = PD 3 P -1

•

k	 k -1B = PD P
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Lo anterior es de bastante ayuda poroue las potencias

de una matriz diagonal se calculan fácilmente: 

o
 71

L	 X k

2

2
k o

.0	 (.4)11
_j •

D
k
 =  

Entonces:

B
k

=

r-2 1(	 o
LO	 (-1U

I

	

-2-1 IT	 —1	 F-16 ili-i14
3.	 H .0	 o	 p..,6 -2/3

_ J

Dividien do
 por el valor propio . elevad o a la	 k, tenemos:

1/2
k 	

1
FT 	

Fi-
o ( _ i

0 --I r--1/6

.2.1 	 nri;	 1/6	 -2/31
—1

tomando límites:

Lim 1/2
k
 B

k
= 

[4 Fi/6	 1/3 	
4/3-1

L/6 -2/3	 1_1/6	 1/3
r1 o  
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1/6	 1/3

r a 1
Lbi

(a+2b)
1/ 6j

4/31

El cual es	 el mismo resultado que el de la suposición

hecha anteriormente. Una vez hecho este cálculo, se puede

encontrar el vector de la distribución de edades x
(k)

, Y

decir cuál es la proporción que hay entre las clases de eda

._	 a
des. Sea x

(0) - ( 5 )	 el vector de la distribución inicial, y

(1/2)k
x (k)	 (1/2)k ( B kx (0) )) entonces,

Cuando k÷w . x (k) se aproxima a 2 (a+2b)
k es grande. L1 /6J 

cuando

La proporción de 4:1 en las clases de edades es casi

constante. Esta proporción también se obtiene en el vector

propio correspondiente a a l = 2. En este ejemplo, el crecimien
to total de la población se ve afectado por un factor de

2 cada unidad de tiempo.
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CAPITULO III

EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

3.1 EL POLINOMIO CARACTERISTICO Y SU INTERPRETACJON GEOMETRTCA.

Los dos ejemplos anteriores muestran que es importante

el estudio de valores propios y vectores propios de la matriz

de Leslie. Como ya se vió antes, los valores propios son las

raíces del polinomio característico correspondiente;

P( X)=1X I-L1

= X
n
-asa

n-1 -a b
2 I 1

n-3
-...-an b ib2 ...bn_ i = O

analizando sus raíces:

a 2 b I A
n-2

+...+ a n
b
l
b
2

b
n-I

dividiendo por X n , tenemos:

•••

1 = a I /X + a 2 b I /X
2
+...+ a n b l b 2 " e b n-1 /X

n

para	 240 definimos

q(X)- a
1
 /X + a

2 b I /X2+...+ 
a
n
b
l
b
2	

b
n-1

/Xn
'
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A

Fig. 8

Comolosvaloresa.yh.son no negativos , q(A) decre

ce en forma monótona para valores de »0, q(1) tiene una así

tota vertical en 1 = 0 y q(1)—>0 cuando A-4-.0.

Lo anterior se muestra en la si g uiente figura:

De esto se deduce que existe un solo valor Mllamémosle

1 1 ) para el cual q(fl= 1; es decir, una matriz L tiene un

valor propio único positivo que es simple, o sea tiene multi

plicidad uno, por lo que el espacio propio correspondiente

es unidimensional y por tanto, cualquier vector propia. de Al

es múltiplo constante de V1.

3.2 EL TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS.

Parece ser que todas las matrices de Leslie tienen un va

lor propio positivo, el cual es más grande que los otros valo
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res propios y, además se puede encontrar un vector propio

no negativo correspondiente a ese valor propio. El teorema
Di

de Perron-Frobenius	 dice en que términos es verdadero

lo anterior. En este trabajo no se demuestra el teorema de

Perron-Frobenius en general, pero se demuestra el teorema

de Perron-Frobenius para 	 la matriz de Leslie. Para esto de

bemos suponer que a..») , 	 y que O < b is 1. También es necesa

rio suponer que a n es estrictamente positivo, esto asegura

que la matriz de Leslie es Irreducible :2] .

TEOREMA 1.- Una matriz de Leslie, tiene un valor propio

único X 1, este valor propio es simple y tiene un vector pro

pio V
1
 cuyas entradas son	 todas positivas.

DemastbaciAn ICAA: Basta con demostrar que q(11 )= O, para

ver que a l es simple.
Sea q(X)-- a l /X+ a 2 b 2 /X 2 + a 3 b 1 b 2

	"X
3
-	 .	 na n

b

cill/1)+

...bn_

entonces:

q l (X) .= -a l /X 2-2a
2
b
1
/X

3 -3a
3
b
1 b 2 /X

4
 -.. - na b b " b	 /Xn

+1
n 1 2	 n-1

cono los a l son no negativos y los b i son positivos,

Al menos una a l tiene que ser positiva, para asegurar

que ocurren nacimientos.

_



2do: Para ver que V 1 tiene todas sus componentes positi

vas, sólo hay que resolver el sistema de ecuaciones siguien

te:

a
1

a
2 • • a

n-1
a
n

x;-]

.mnb

b 1 O O O x
2

x
2

O b
2 • O O x 3 x

3
•
•
•

• • b
n-1

O nj x
n

TEOREMA 2.- Si al es el valor propio único positivo de

una matriz de Leslie	 L y si Xj es	 cualquier otro valor pro

pio real o complejo de L, entonces, Pti lc al.

DemozstAación:

Sea X. = re 'fe 
y q(A) = a 1 /X+a 2 b 1 /X

2
+...+an1cb.b-...bn-I./X n

_ -10
así n (A )-  ale	 + a

l b l e -2i0 + aabibze -3i0	-ni0.+...+ a bih2..b	 e

r	 r	 r	 r
1 j	 3 n

Sustituyendo q(X.) por 1 y e-in°	 por cósno -isenno

.1= Al(cose-isenfl+ -12-1-1cos20-isen0)4
.. + anb i ..

r

nbn_l

(coso-isenne)

39:



tomando partes reales se tiene

a l	 101	
b	 "'11=	 cos + —24-cos20 t...+

r n
cosne

r

aplicando valor absoluto

1=1 2:1 cose+ !-43,1cos20+...+ anbi... 	
bn_i  cosno

rn

11 
al ++  anb i .... bn_i 

r.."	 r
n

Por lo que l‘q(r), entonces 1 =q(X l )c q(r), pero

q(X) es monótona decreciente se tiene que r=1X.,14X1.

LQQD.

COMO

A X 1
 comúnmente se le llama valor propio dominante de

L. Cuandoly<X1 , entonces se dice que X 1 es un valor propio

estrictamente dominante de L. No todas las matrices de Les-

lie cumplen con esa condición. El siguiente teorema, nos di

ce bajo que condiciones se cumple la desigualdad estricta.

TEOREMA 3.- Si 2 entradas sucesivas a l y ai+1 de la pri

mera fila de una matriz de Leslie L son diferentes de cero,

el valor propio p ositivo de L es estrictamente dominante.
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DemoztAgeL6n: Como hay un único valo

si X - re
10 

es un valor propio entonces,

cos me y cos(m+1)8 no puede ser ambos 1

F. consecutivas positivos, se tiene:

11-cose+ a ' hi
cos28 +...+ Inbi...bn_l  

cospe
r 	 r	 r n2

1= q(XJ)=

al 	
a 2 b 1	ab	 h<	 n	 1---	 n-l	 q(r)

r	 r2	 r
n

r=lXil<X1.
	 LQQD.

3.3 COMPORTAMIENTO EN EL LIMITE DE LA DISTRIBLICION DE CLASES

UTILIZANDO VECTORES PROPIOS IZQUIERDOS V VECTORES PROPIOS

DERECHOS.

	

A continuación se verá que el	 comportamiento a largo

plazo de la distribución de 	 las clases de edad de la pobla

ción está determinada por	 el valor propio positivo Á. y el

vector propio correspondiente V 1 . Esto se verá, utilizando

vectores propios izquierdos y vectores propios	 derechos.

Una de las cosas que se debe tener presente es que la

matriz L y L t , tienen los mismos valores propios pero no

los mismos vectores 	 propios. Sea al el valor propio de las

matrices	 I. y L t y sea V i	 y U l (vector propio izquierdo)
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los vectores propios	 de L y L
t 

respectivamente correspon-

dientes a X
1

.

Supóngase que L se puede 	 diagnolizar rs.J. Esto en
realidad no es necesario que se cumpla, pero facilita los

	

cálculos; entonces L	 tiene n valores propios X1, 1 2.••, Xn

no necesariamente distintos y n vectores propios lineálmen

te independientes V 1 ,V 2 ,..,V n correspondientes.

Sea P la matriz	 cuadrada en la cual, las columnas es

tán formadas por los	 vectores propios de L:

P=	 (Vi:V2.	

Ahora

1 0 O • •

0 1 0 • •

I = =
-1	 -1	 .

P	 P=P	 (V1:5(2:

•

O O O 1.90 1

AsT

-P1 V
1 =

L° J

(3.1)
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• •

o

•••

Por otro lado tenemos que

-1
P
	
LP=

?d.	 0	 o-1

O 2	0

•

•

L_
n

Aplicando transpuesta (ya que la transpuesta de una matriz

diagonal es ella misma), tenemos:

-1
P	 LP= (P

-1
LP)

t
 = P

t
L
t
(P

-1
)
t
=

	

ral	 0

	O 	 X2

0	 O

t. In-1 ) t=De aquí que (P ""l'"
n
2"'" D n	 Di

propio de At . U 1 tal vez no sea igual que 0

tiplo de éste, U 1 = apl.

es un vector

pero es un m01

	

5	 o	 .011

	

0	 1	 49«*	 O

Entonces

pt (p -1 ) t = pt(o l' 2
	 Dn)=

,

6	 o
L_

••

43 _



(3.4)=

•

Asit

p t (D	 )	 = o
• .	 Por tanto pt u = aPt

1 =
[c()

L °

Aplicando transpuesta tenemos U 1 = (a 0...0)	 (3.2)

.multiplicando (3.1) y (3.2) se obtiene

t
[ O11 (a	 ...

P-1 V
1 U 1 P=	

•

I	 •

0)	 1	 O

0	 0 ... 0
= a (3.3)

LD O ...

pero U i V1 = Ui PP-1 V 1 = (a 0 ... 0)

O

•••

Dividiendo (3.3) y (3.4) se tiene  

o •••         

0	 o	 o
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De donde 

• •

• •  
(3.5)

U 11

L2
• • 

Por otro lado

"
---x lc	 0

1
= P 0	 X

2
 ...

-1
P=      

F-0
10 X

k
2

• •  

dividien do por al
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E
A k

1 o *Se

o o • •
-1 •

•

o o • Lo o

o

o

o To
1

P +P (x2 / 211)
k

 o

•

sustituyendo (3.5). en (3.6)

o	 o

o (X 2 /X 1 ) 1	O

o

Entonces Lim
k 

u t
1 1 

(3.7)
U1 V 1 

+ p

- 46 -



Así
x (k) . A k x (0)_ .k

^1

"t (0)
V
1
U
1	 _ k	 u1 x x(01
	 A l V1	 t	

(3.8)
U

U 1 V 1	 1 
V 1

De esto se concluye que x
(k) es como un escalar múlti-

plo del vector propio V 1 y se tiene una fórmula para calcu-

lar ese escalar, pra K grandes. Entonces, no importando

cuál sea el vector de distribución inicial, x
(k) 

se aproxi-

ma a una distribución limite cuando K es grande. Este Mili-

te es conocido como la La tabulación de edad eztabte. Y -a V I se

le conoce como el veetnek edad etItetne.

Retomando la ecuación (3.8) para valores grandes de K, se

obtienen 3 casos que dependen del valor propio positivo 11:

La población crece si 11 > 1.

La población decrece si y 1.

iii) La 	 u leciírn se estabiliza si A l = 1.

El caso iii) es importante porque determina una pobla-

ción de crecimiento nulo; cuando esto pasa, la población se

dice ser estacionaria,

Una forma de encontrar el valor propio dominante A l , es

por el método de la potencia de MiseS nl . Un programa para

computadora utilizando este método para encontrar valores 'pro

pios y vectores propios, se propone a continuación.
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.PROGRAMA PARA CALCULAR VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS
IMPLICIT REAL*8(A-H2O-Z)
REAL• 8 L,LCERO, LAMBDA, IDENT
DIMENSION A(10, 10),B(10,10), C(10, 10), D(10, 10), IDENT(10, 30 ), U(10, 10

4), LAMBDA (10) , V(10), VCE110<10), Y(10)
**** LEER Y VERIFICAR DATOS ****

JREAD ( 1, * )N, MMAX, MERE°, Ef-P, (VCERCt( I ), 1=1, N)
WRITE(1, 200)N, MMAX, MFREG, EMP
WRITE(I, 207) (VCERO(I), I=/, N)
READ(1,*) ((MI, J) J=1, N), 1=1, N)
WRITE(1, 201)
DO 15 I=1, N

5 WRITEll, 207) <MI, J), J=1, N)
IGUALAR 13 A LA MATRIZ IDENTIDAD

DO 2 I=1,N
DO 2 J=1, N

2 IDENT (I, .1)=0.
DO 3 I=1,N

3 IDENT(I,I)=1.
CALL MATEO< I DENT, 13, N, N)

EJECUTAR EL METODO DF LA POTENCIA
PARA LOS N VALORES PROPIOS

DO 11 1=1, N
MODIFICAR EL VECTOR COMIENZO TAL QUE ES ORTOGONAL
A TODOS LOS VECTORES PROPIOS CALCULADOS PREVIAMENTE

CALL MATVEC (3, VCERO, V, N, N)
CALL VECLEN( V, LCERO, N)

EJECUTAR LAS OPERACIONES DEL METODO DE LA POTENCIA
DO 5 M=1, MMA X

PERIODICAMENTE REDRTOGONALIZAR EL VECTOR V
IF((M/MFREQ)*MFREQ. NE. MIGO TO 4
CALL MAD.C-C(B, V, Y, N, N)
CALL VECLEN(Y, L, N)
CALL SCAVEC (1_ 0/L, Y, V, N)

CALCULAR EL NUEVO VECTOR V Y SU LONGITUD
4 CALL MATVEC(A,V,Y,N,N)

CALL VECLEN(Y, L, N)
CALL SCAVEC(1.0/L,Y,V,N)

VERIFICAL LA CONVERGENCIA
IF(DABSC(L-LCERO)/LCEROLLT.EMP)G0 TO 7

5 LCERO=L
SALVAR LOS RESULTADOS PARCIALES SI EL METODO NO CONVERGE

IM1=I-1
WRITE(1, 202)1, II, (LANBDA00,R=1, //11)
WRITE(1, 2133)
DO 6 1,1=1,N

6 WRITE(1.207) (1./(K, J)1 J=1, IN1)
GO TD 1

ESTABLECER EL SIGNO DEL. VALOR PROPIO
7 CALL MATVEC ( A, V, Y, N, N)
DO 8 K=I,N
IF(DABS(V(K) ). LT. 1. OD-3)G0 TO
IFt <V(4)*Y<K) ). LT. G. 0)L=-L
GO TO 9

8 CONTINUE
ALMACENAMIENTO GENERAL DE VALORES Y VECTORES PROPIOS
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LAMBDA( I)=L
00 10 14=1. N

5::,1U(K, I )=V(K)
ISWRITE(1, 204)1,	 L
as	 MOFIFICAR LA MATRIZ
1F( I. GE. N)C0 TO	 11
CALL SCAMAT(L, 'DEMI C, N, N)

.CALL MATSUB (A. C, D. N, N)
CALL MATIYLT (D, B, C. N, N, N)
CALL MATEO ( C, Ti) N, N)

1 CONTINUE
IMPRIMIR VALORES Y VECTORES PROPIOS

WRITE(1, 205) WA/vIDDA(I >, 1=2, N)
WRITE(1, 206)
DO 12 1=1,N

2 WRITE(1, 207)	 J),J=1, N)
GO TO 1

FORMATOS	 PARA LEER	 E	 IMPRIMIR
FORMAT(1H1, 4X, 61H METODO DE LA POTENCIA PARA DETERMINAR VALORES PR

*OPIOS, CON /11-10, 6X, 10H N	 = I4/7X, 1011 111AX	 = J4/7X, 10H MF
*REO =	 14/7X. 10H EMP	 E12. 3/1HO, 4X, 391-1 VECTOR COMIENZO VCERO
*(1). VCERO ( N) ES)

1 FORMAT(11-10, 4X,	 LA MATRIZ COMIENZO A (1, 1). . • A(N, N) ES ' )
2 FORMAT (1}-10, 4X, 	 NO CONVERGE. LOS RESULTADOS PARCIALES SON ' /1H0, 6X
*16H I = I2, 10X, 9H N	 = 13/1H0, 6X, 27H LAMBDA ( 1). . LAMBDA ( 1-1 >
* = / (10FS. 5 )

3 FORMAT(1H0, 4X, ' LOS PR/MEROS 1-1 VECTORES PROPIOS SON')
4 FORMAT(11-10, 6X, 6H I = , 12, 5X, 911 hl 	 = , 13, 5X, 6H L = , F11. 6)
5 FORMAT(1H0, 4X, ' LOS VALORES PROPIOS LAMBDA( I ). LAMBDA(N) SON ' (7
*X, 10T11. 6)

6 FORMAT(11-10, 4X, ' LOS VECTORES PROPIOS ESTAN POR COLUMNAS')
7 FORMAT(10F8. 5>
END

*** SUBRUTINAS PARA	 CALCULO	 DE MATRICES	 Y VECTORES ***
SUBROUTINE MATMLT ( A, U, T.M. N, P)

*** MULT IPLI CAC IC11 DE 	 MATRICES *3:-*

REAL*8 A, T, U
INTEGER P
DIMENSION A(10, 10), T (10,10), U( 10, 10)
DO 1 I=1,M
DO 1 J=1, P

1 T(I,J)=0.
DO 2 I=1,M
DO 2 J-=1,P
DO 2 K=1, N

2 T(I,J)=A(1,1S)*U(K,J)+T(I.J)
RETURN
END

*** RESTA	 DE NAIR ICES	 ***
SUI3ROUTItt IIATSUI3 (A, E. C,11, N)
REAL*8 A, B, C
DIMENSION A(10, 10), B(10, 10), C(10, 10)
DO 3 1=141
DO 3	 N

3 CM J)=A0, J)-B (I, J)
RETURN
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END
*** MULT/PLICACICN DE UNA MATRIZ POR UN VECTOR

SUBROUTINE MATVEC(A, X, Z,M, N)
REAL*8 A,X,Z
DIMENSION A(10,10),X(10),Z(10)
DO 4 I=1,M
Z(I)=0.
DO 5 I=1,M
DO 5 J=1,N

5 Z(I)=A(I,J)*X(J)+Z(I)
RETURN
END

*** MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UN VECTOR ***
SUBROUTINE SCAVEC(S,X,Y,N)
REAL*8 X,Y,S
DIMENSION X(10),Y(10)
DO 6 I=1,N

6 Y(I)=S*X(I)
RETURN
END

*** MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ
SUBROUTINE SCAMAT(S,A,D,M,N)
REAL*8 A,B,S
DIMENSION A(10,10),B-(10,10)
DO 7 /=1,M
DO 7 J=1,N

7 B(I,J)=S*A(I,J)
RETURN
END

*** IGUALAR UNA MATRIZ A OTRA ***
SUDROUTINE MATEG(A,B,M,N)
REAL*8 ADD
DIMENSION A(10,10),B(10,10)
,DO 8 I=/,M
DO 8 J=1,N

8 B(I,J)=A(I,J)
RETURN
END

*** NORMA DE UN VECTOR ***
SUBROUTINE VECLEN(X,S,N)
REAL*S X,S,SUMSGX
DIMENSION X(10)
SUMSGX=0.
DO 9 I=/,N

9 SUMSGX=SUMSGX+X(I)*X(I)
S=DSGRT(SUMSGX)
RETURN
END

* * *

* *
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CAPITULO IV

ALGUNAS APLICACIONES QUE ILUSTRAN EL MODELO DE LESLIE,

II- EJEMPLO DE POBLACION ESTRATIFICADA CON RETIRO CONSTANTE.

4.1 INTRODUCCION

Supóngase que se tiene un rancho de vacunos, con una

manada de cierto número de cabezas y cada año se "retira"

un número de vacas adultas para la producción de carne Se

deja la manada restante, para que el próximo año se reproduz

ca con sus propias crías. La manada tiene una característica

conocida, definida por una proporción dada de cabezas adul-

tas contra no adultas,-de hembras machos.

Dependiendo de cuales sean las condiciones del rancho,.

se pueden plantear varios tipos de política:

lero. ¿Cuál es el sistema que seguiríamos de tal manara que

el siguiente año la producción y las proporciones de

la manada fueran las mismas que las de este año?

2do. ¿Qué método seria conveniente utilizar para que el cre

cimiento de la manada estuviera controlado?
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3ero. ¿Qué producción anual permitiría dejar crecer a la ma

nada progresivamente, de manera que en 10 años la

producción se duplicara, conservando la misma propor

ción de la manada que se deja para cría?

Supóngase que se planea dedicar ese rancho pa .ra la in-

dustrialización de carne. Se fijan las metas (baiadas en cos

tos, capital, ingresos, etc.) para retirar lo deseado.

La elección como un patinar° básico para el negocio

será retirar únicamente animales adültos cada año.

Una de las cosas que se debe tener presente es:

lero. ¿Qué tamaño y condiciones debe tener la manada ini-

cial de manera que permita "retirar" lo que se desea?

2do. ¿Qué cantidad se debe poner de machos y hembras para

lograr tener una producción constante de becerros

año con año?

4.2 LAS COMPONENTES DE LA MANADA Y CONDICIONES DESUPERVIVENCIA

Las clases de vacunos en la manada son: Los becerros

en su primer año de crecimiento, los novillos en su segun
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do año, y todos los vacunos más grandes serán considerados

adultos. Cada clase se dividen dos categorías de hembras y

machos.

Cada centenar de hembras adultas parirá aproximadamen

te 46 becerros machos y 44 becerros hembras cada año, a fi

nes de la primavera.

Los vacunos por naturaleza tienen diferentes causas de

mortandad en las diferentes clases. Unas de las causas de

muerte de los vacunos son: rentención placentaría, por defi

cencias nutricionales, moquillo, mal de paleta, fiebre de

embarque, etc.

El 95% de los becerros sobreviven y llegan al segundo

año de su crecimiento, de ese 95% el 96% llega a ser adul-

to. Una vez que los vacunos han llegado a su madurez, están

prácticamente a salvo. El 98% de los adultos sobreviven de

un año a otro. Tomaremos estos porcentajes tanto para- los

machos como para las hembras, y los mismos año tras Caño.

4.3	 ECUACIONES DEL MODELO.

Se utilizará la siguiente notación para las diferentes

clases de vacunos:

53



AM= # de adultos machos

AH = # de adultos hembras

NM, NH = # de novillos machos, 1 de novillos hembras

BM, BH= # de becerros machos, de becerros hembras,

tomaremos estos números, como el número de vacunos al final

de un año, justamente antes del retiro. Digamos AM', AH',...,

BH' serán el número de vacunos en cada clase de-la manada -

para el siguiente año, Para la constante de "retiro" utiliza

mos la siguiente notaci8n:

QM' = # de adultos machos "retirados" en el siguiente año.

QH'= 1 de adultos hembras"retirados" en el síguíehte año.

Entonces el proceso de cría, seguido de la "retirada",

está contenido en las siguientes ecuaciones:

AM' =	 .98AM + .96NM-QM'

AH' = ASAN + . 96NH_QH1

NM' =	 . 95 BE

NH' =	 .95 BH

BM'	 .46 AM

BH' =	 . 44 AH  

(4.1)       
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4.4 EL MODELO DESPUES DE LA RETIRADA EN FORMA DE VECTOR Y MATRIZ.

Llamaremos a "este año" como "año O", el siguiente "año

1" y así sucesivamente. Definimos el vector G. = la estructura

de la manada después del retiro en el año j(j=0,1,21...).

Lo primeros 2 vectores

AM]

[-AH

son:

rAN1AH'

G.	 = NM G 1 =
HM'

NH NH'

BM BM'

BH BH'

L	 _J

El vector de "retiro" es:

PmnQH'

Q1 "
O

O

O

L_

donde Q
1
 se obtiene de Q = # de "retirados" en cada clase en

el año j.
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AM-1

AH

NM

NH

BM

BH

 ____J

r-Q1

QH

o

o

o

Con esta notaci8n establecida, reescribimos (4.1) como:

AM' .9r8 O .96 0 0 0-1

AH' O	 .98 O .96 O 0

NM' O	 O O O .95 O

NH' = 00000.95

BM' O	 .460000

BHI 0	 .44 0 0 0 O

i

o en forma más compacta

G 1 = MG,- ()I.	 (4.2)

donde M es la matriz 6x6. El proceso de año a año está dado

más generalmente así:

G.= MG. -
o	 J j+1 j=0,1  2  

Supóngase que la cantidad de vacunos que el rancho te

nia una semana antes de la "retirada" del año pasado era la

siguiente

AM= 200	 NM= 300	 BM= 520

AH= 1000	 NH= 300	 BH= 500

4
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i) Después del retiro del año pasado

(AM'

AH'

NM'

NH'

11/M'

F200

1000

300

300

520

500 J

100-1

200

O

O

O

r- 1
100

800

300

300

520

.11n•••n••n 	 n•n•••n•

ii) Antes del retiro de este año

0-1 11001
0 800

0 300

.95 300

520

01 1200_,

[

3-68 -1
1072 -

494

475

368

1352

La politica de retiro a seguir será de 100 adultos ma

chos y 200 adultos hembras cada año.

4.5 OPERANDO EL MODELO.

/Cuál es la estructura de la manada?

1700 0 .96 0 0

O .98 0 .96 0

0 0 .0 .95

0 O 0 0 C

O .460000

O .44 O O O

FAM

AH

NM

NH

BM

2112
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iii) Después del retiro de este año

rAM1 7386

	

AH'	 1072

	

NM'	 494

	

-NH'	 475

	

BM'	 368

	

11
3H1	 352

1-1-00-1	 286	 e
872

494

475

368

b52

200

0

o

o

o

iv) Después del retiro del próximo año
•

	

FAM1 F98	 O	 .96
AH'	 O	 .98	 O

O O- O O .95 0
NH' O 0 0 0 .0 .95

BM' 0 .46 0 0 0 0.

BH' O .44 O O O O

[1001 x654 186
872 200 1110

494 0 350

475 0= 334

386 0 401

352 0, 383
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4.6 ESTABLECIENDO UNA MANADA.

a) ¿Qué cantidad y estructura de manada inicial G. se

debe tener este año, de tal manera que el año siguiente, se

pueda tener una "retirada" Q i , y entonces tener una manada

G l de modo que G l = G0?

Si Hacemos G 1 =G=G	 y se reemplaza en la ecuación (4.2),

tenemos:

G.= MG.- Q l	(4.3)

Despejando G, queda:

G.= (M-I) -1 41 (4.4)

Así (4.4) sería la manada que hay que tomar, para que la ma

nada del "año O" sea igual a la manada en el "año 1" (G.=G1).

Un programa de computadora para encontrar la invlrsa de

la matriz (M-I) se encuentra en el apéndice B.

b) Ahora lo que el rancho quiere, es una manada que pro

duzca un "retiro" Q el siguiente año (y cada año igual), al

mismo tiempo que aumente en un 30% durante los primeros 2

años. Se presenta el mismo problema que el inciso a), cono-
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ciendo Q y M se encuentra la manada inicial G,.

Después del primer año de crecimiento junto con el

"retiro", la manada inicial G. será:

G 1 = MG0-Q
(4.5)

En el año siguiente de crecimiento con "retiro", la

manada será:

G 2= MG]: Q = M(MG3-Q)- Q

G 2= M
2 G,- MQ-Q (4.6)

recordando que el rancho quiere el 30% de crecimiento (apar

te él retiro) después de 2 años, esto se puede expresar:

G 2 =	1.3)G,
	 (4.7)

Sustituyendo (4.7) en (4.6), se tiene:

reordenando

M 2
Go - MQ - = (1.3)G0

(1.3)1)G, = (M+I)Q
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despejando G0= (M
2
- 1.3I)-1 (M+I) Q.

4.7 CALCULANDO EL RETIRO.

c) Ahora se quiere saber que retiro debe ser tomado de

una manada que se tiene, si debe de conservarse del mismo

tamaño en el futuro.

Si I, es una manada de este año, ¿qué retiro .4„ deberá

ser tomado de manera que la manada H
1
 del año siguiente, ten

ga el mismo tamaño y estructura que la de este año?, es de- .

cir I1 =10.

(Este proceso puede seguir por muchos años, producien

do un retiro y una manada, estable y uniforme).

Es claro que esta pregunta se tiene que contestar antes

de que se "retire".

Sea H.= la manada antes del retiro en el año j-ésimb

(j=0,1,2,...) entonces

G. = H.
J
- Q.	 y	 Hin = MGi	 (j=0,1 	  )

por lo que

así

H.	 = M(H J - Q.)3+1	 j	 j

H =	 M(H o - 0,) (4.8)
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pero si hacemos H=Ho = H1 , Q= Qt yun poco de álgebra se lle

ga a:

MQ= (M-I)H	 (4.9)

Aquí obtendríamos la respuesta correcta si multiplica

mos por M
-1

, pero desgraciadamente M
-1 no existe (ver apén

dice B). Hasta el momento, se ha trabajado 	 con las matrices

como si fueran enteros, pero nunca se ha trabajado con las

entradas de ellas. Analicemos sus entradas, para saber

hasta donde se puede llegar en este problema.

Observemos las ecuaciones (4.9). (El lado derecho es co

nocido). Ahí aparentemente hay 6 ecuaciones 	 con 6 incógnitas

de	 Pero como 4 de las 6 entradas de '4 son cero, entonces

en las ecuaciones (4,9) hay 6 ecuaciones con 2 incógnitas,

QM Y QF.

Por lo general, 2 ecuaciones bastan para determinar 2

incógnitas. Pero habrá solución para todas las ecuaciones,

solamente que para las cuatro ecuaciones extras no haya con

tradicción para QM y QF. Las ecuaciones siguientes dicen

cuando habrá contradicción.
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98QM=-.02AM + .96NM	 AM= ,98(AM-QM)+ .96NM
<==>

98QH=-.02AH + .96NH	 AF= .98(AH-QH)+ .96NH
(4.10a)

0= -NM+ .95BM	 NM= .95BM

<	 >
0= -NH+ .95BH	 NH= .95BH

(4.10b)

46QH= .46AH - BM

44QH= .441d( - BH

BM = .46 (AH - QH)
<	

BH = .44 (AH - QH)

Los valores AM, AH, NM, NH, BM, BH, son conocidos, así

que se puede conocer las incógnitas QM y QF de las ecuacio-

nes (4.10a). Las ecuaciones (4.10b,c) llevan a una contradic

ción, a menos que AM, AH, NM, NH, BM, BH, QM y QH	 satisfa-

gan (4.10b y c). Cualesquier manada que se tome para la cuál

estas 4 ecuaciones (4.10 b,c) no se satisfagan, no podrá re-

producirse por si misma de un año a otro, no importando que

retiro se tome. (recordando que se pide con exactitud, H1=110).

4.8 RETIRO CONSTANTE DE UNA MANADA CRECIENTE.

d) Se desea un retiro 4, de manera que retirando la mis-

ma cantidad cada año la manada se doble en 10 años,	 al mismo

tiempo que mantenga su estructura proporcional. Es decir, si

I, es la manada inicial antes del retiro de este año enton-
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ces, al final de 10 años se quiere tener 211 0 como manada

estructural.

Otra vez se tiene que resolver el problema antes de re

tirar.

Sea N i = la manada antes del retiro en el j-ésimo año

(j=0,1,2,...,10) retomando lá ecuación (4.8)

Así

= m(4 1 -40)= MH1 -	 m2(4.-fl0)-	 M24•-
43 = mI 2 -Z. = m 31.- M 3 o - M 2 o -

240 = 410 = m 104
o
	 m 10 t,	

M
9
 /0-.....-

MtD-M4

Factorizando y haciendo entonces

24. = m10 110 - (i+m+m 2 +...+ M 9 ) 0

(I+M+M2+...+1,19)4 = (M 10-2I)1 0	(4.11)

Lo único desconocido de (4.11) es Q. La expresión

I+M+...+M
9 se puede trabajar como una serie geométrica.
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S= I+M+M
2
+	 +M

9

MS= M+M
2
+M

3
+	 +M

10

541S=" I-M10

(I-M)5= 1-m"	 = 
-1

>	 (1- M
10

) (4.12)      

sustituyendo (4.12) en (4.11), tenemos

•

(I_m10)4 10	 *
(M -21) Ha

(De hecho, (I-M) -l existen parala matriz M 6x6, ver apéndice

De lo anterior se tiene que:

m cl= (I _m10 ) -1 (I _m ) (1410_2,)I, (4.13)

-110)
(aqui también (I-14 10)-I 	 y esto se puede ver de los

apéndices A y B).

Hasta aquí se puede llegar, ya que M
-1 

no existe. El

lado derecho de (4.13) es conocido.

La manada sé-puede duplicar aproximadamente, y para

eso nos podemos ayudar de 4.13), examinando las condicio-

nes en las que precisamente se puede hacerlo.
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11. EJEMPLO DE UNA POBLAC1ON HUMANA.

Consideremos la población femenina de los EEUU en 1967.

Dividamos	 a la población en 10 clases de edades; de 0-5, 5-10,

10-15, 	 45-50. Ya que son pocas las mujeres que se embara-

zan a partir de los 50 años tomaremos solamente la población

femenina de edad entre los O y 50 años.

Los parámetros de nacimiento y supervivencia se dan a co

nocer en la tabla #1.

TABLA # 1

Intervalo	 de

edades b.

[0,5) .00000 .99694

[5,10) .00105 .99842

20,15) .08203 .99783

25,20) .28849 .93671

120,25) .37780 .99614

25,30) .26478 .99496

E50,35) .14055 .99247

05,4o) .05857 .98875

040,45) .01344 .98305

E,s,so) .0081
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Utilizando el programa para computadoras del Capitulo

III, para encontrar valores propios y vectores propios, se

obtiene que el valor propio a l = 1.03859 y que el vector pro-

pio correspondiente es: 

57591

36084

34688

.33326

31982

30675

.29386

28081

26734

125304 

VI =

De esto se puede decir, que el tamaño de la población

total aumentará en un 3.85% cada 5 años, si la taza de na-

cimiento y supervivencia permanecieran constantes. Además,

se obtiene que en el límite, habrá aproximadamente, por cada

100,000 hembras cuya edad esta comprendida entre 0 y5 años,

95,991 cuya edad esta comprendida en 5 y 10 años, 92,277 que

tienen una edad entre los 10 y 15 años, y así sucesivamente.
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TI/. CASO DISCRETO CON RETIRO

4.9 INTRODUCCION

Analizaremos un modelo simplificado para la administra

ción de un bosque cuyos árboles se clasifican por rangos de

altura. La política a seguir para el bosque, es la de emito

tación nacionat duitadeluz y significa que, el rendimiento que

se obtiene al térmio de cada período es el mismo y la con-

figuración del bosque se conserva al cortar los árboles en

cada período.

La altura del árbol determinare su valor económico al

corte y a la venta.

Se comenzará con una cierta distribución de árboles de

diferentes tamaños y luego se dejan crecer durante un cier

to período; después se cortan algunos de ciertos tamaños y

los que se dejan sin cortar deben tener la misma configu-

ración de alturas del bosque original para que la explota-

ción sea racional y duradera.

La política a seguir de este problema, sería que- el

costo económico de los árboles cortados sea el máximo po-

sible. Esto determinará el rendimiento óptimo duradero del
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bosque y es el máximo rendimiento posible de explotación con

tinuo del bosque sin que se acabe.

4.10 EL MODELO.

En este modelo se supondrá que el bosque se desea expío

tar y vender sus árboles como arbolitos para navidad, año

con año. Para que el bosque tenga la misma cantidad de árbo-

les, por cada árbol cortado, se plantará en el mismo lugar

otro arbolito. No se tomará en duenta, árboles que mueran du

rante 2 temporadas de corte, se supondrá que todos los árbo-

les plantados, sobrevivirán y crecerán hasta que se corten.

Los árboles de diferentes alturas tienen diferentes cos

-tos. Se supondrá que hay n precios diferentes para dos dife-

rentes rangos de altura, como se muestra abajo:

CLASE

1

2

3

n-1

n

VALOR EN DOLARES

ninguno

P2
Pa

Pn-1
P n

INT. DE ALTURAS

D, hr)
: n i , h2)
Eh 2 , ha)

Ehn:2,hn_i)

Eh n _ l , w)
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Sea x.(i . 1,2 	 n) el número de árboles plantados en

la clase de orden i, 	 después de la temporada de corte. Así

denotamos al vecton de &baza no contado4 como:

ya que el número total de árboles del bosque es fijo, tene-

11105

x
1
tx

2
+
'"

+x
n
= S (4,14)

donde S depende del terreno con que se cuenta y del espacio

requerido para plantar cada árbol.

Consideremos el crecimiento de los árboles entre 2 tem

poradas de corte. En este período, un árbol de la clase de

orden i puede pasar a una clase de mayor altura o bien, por

alguna razón, puede tener un crecimiento retardado y quedar

se en la misma clase. Por lo que definiremos los siguientes

parámetros de crecimiento, g i (i=1,2 	 n-1):
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g i = La fracción de árboles de la clase de orden i que cre-

cen y pasan a la clase de orden (i+1) durante un perío

do de crecimiento.

. Se supondrá también que, en un período de crecimien

to, un árbol solo puede pasar a la	 siguiente clase, o sea,

de la clase i no puede pasar a la clase i+2, o más adelante.

Con esto, sea	 Y

1-g i = La fracción de árboles de la clase de orden i que

permanecen en la misma clase durante un período de

crecimiento,

Con estos parámetros se forma la matriz nxn de crecí

miento:

1 g1 O O • • O	 O

G

91

O

1-g2

g2

°
1-g3

• • O	 O

O	 O
(4.15)

•

o O O • • 1-g n_i O

o O O • • o
-n-1 0

n•n••n•••n



Ya que las componentes del vector x, son el número de

árboles del bosque hay en cada una de las n clases antes del

período de crecimiento; las componentes del vector Gx,

G x 
=

[—	 (1-91)x1

g l x l	 (1-g2)x2

9 2 x 2	 (1-93)x3
•
e

e

(4.16)

9 n-2x n-2	 (1-gn-1)xn-1

J
son el numero de árboles que hay en cada una de las n clases,

después del período-del crecimiento.

Se supondrá que en una temporada se cortan y i (i=1,2 	 n)

árboles de la clase de orden i. Así, definimos al vector de Cut-

•••

bote.6 contadoz como:

Y

Y n

- 7 2 -



En cada temporada de corte,	 el	 :Amero de árboles corta

dos será

Y1 + Y 2 +	 + y
1	 2	 n'

Este número de árboles son los	 que se agregan a la pri

mera clase después de cada temporada de corte.

Definiendo la matriz de reforestación nxn como:

O	 O	 O

R (4.17.)

o o	 o	 o j
entonces el vector columna 

R Y ' 

17(1-1-Y2-1"*4-Y n
o
o 

R
Y 

= (4.18)      
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en forma matemáticas:

la cual podemos

Gx- Y + Ry = x

reescribir:	 (I-R)Y = (G-I)x	 (4.19)

•

O	 O	 o

O	 O	 O	 .041•

serán los árboles plantados después de cada temporada de

corte

Entonces, la ecuación que determina una política de

explotación racional duradera es:

Configuración all
terminar el perio
do de crecimiento

árboles

cortados  

representación
con nuevos
aviSolitos          

r-
configuracion al --1
inicio de un peno
do de crecimiento

-1

O

O

O Y
2

Y 3
•

g 1

O

-g2
9 2

O	 o

0	 e:.	 o	 o

-93	 0	 o x
3•

•
• ••
•

1
Yn-1

o O O	
•	 •	 -g n-1 °

0 1 Y o 0 O	
•	 gn-1

nn L
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A la ecuación (4.19) se le conoce como la condición de

explotación racional duradera. Si y i >0 entonces, se cortarían

árboles que no tienen valor económico y se reemplazarían por

otros nuevos. Por lo que se supondrá que

Y 1 = O (4.20) 

Así sustituyendo (4.20) en (4.19)	 se	 llega al sistema

de ecuaciones siguientes:

Y 2-1Y 3+	 Yn= glxl

Y 2= g l x l	 92x2

Y 3 = g 2x 2	 g3x3

Yn 1- q
-n-2 x n-2	 gn-lxn-1

Yn= gn-lxn-1

De las ecuaciones (4.21) se puede observar que la prime

ra es la suma de las n-1 ecuaciones restantes.

Ya que y i )0 (i=2,3,...,n), las ecuaciones deben cumplir.

las condiciones siguientes:

g i x i )g 2 x 2 3 g 3 x 3 )	 •.. )9 11_1 x n_1 a O	 (4.22)
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Si x es un vector columna con componente no negativos

que satisface la desigualdad (4.22), las ecuaciones (4.20)

y (4.21) definen un vector columna Y con componentes no ne

gativos. Por lo que x ey cumplen con la condición de explo-

tación racional y duradera (ecuación 4.19). 0 sea, una con

dición necesaria y suficiente para que un vector columna x

determine una configuración del bosque que permita una expío

tación racional y duradera es que sus componentes satisfagan

la desigualdad (4.22).

4.11 RENDIMIENTO OPTIMO Y DURADERO.

Si se cortan y. (i=2,3,...,n) árboles y cada árbol tie

ne un costo P.
l
 entonces, el rendimiento YLd en una tempora-

da de corte es

YLd =PY+PY+	 +PY2 2	 3 3	 n	 n
(4.23)

sustituyendo las ecuaciones 14.21) 	 en (4.23) se obttene

YLd= P 2 (9 1 x i -g 2 x 2 )+ P 3 (g 2x 2 -g 3 x 3 )+...+ Pn(gn-lxn_i)

YLd= P 2 g
1
x, -P 2 g 2 x 2 +	 gP3g2x2-P--x

3 .5 3+"*÷Pngn-lxn-1

YLd= P2g1x1+(P3-P2)92x2+...+(Pn-P n-l)gn-lxn-1 	 (4.24)
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Así, se puede enunciar el problema de maximización del

rendimiento del bosque para todas las posibles políticas de

explotación que sean racionales y duraderas, con	 la ayuda de

las ecuaciones (4.24),	 (4.14) y (4.22):

Encontrar los valores no negativos x 1 ,x 2 	xn que

hagan máxima la expresión

YLd . Pa
2-1 x 1 -/(P 3-P 2 )9 2 x 2 4- - Mpn -pn-	 n-1xn-1

con las condiciones

xi+x2+...+xn. S	 y gixr.g2x 2"' gn-1xn-1"

Este problema así enunciado, se resuelve con programa

ción lineal. Pero, solo	 se utiliza el siguiente resultado

de la programación lineal y aplicado a este problema dice

que:

"El rendimiento óptimo duradero se logra cortando todos

les árboles de una misma clase y ninguno de	 las demás

clases".

Utilizando el resultado anterior, se verá como se obtie

ne el rendimiento óptimo y duradero.
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Supongamos que

YLd k =
El rendimiento que se obtiene de cortar todos

los árboles de la clase de orden K y ninguno

de las otras clases.

El máximo valor de YLd (k=2,3,...,n) será el rendimien

to óptimo duradero sostenido y k determinará la clase que

debe cortarse totalmente para obtener el rendimiento desea

do. Como los únicos árboles que pueden ser cortados son los

de la clase de orden K, entonces

Y 2 =Y 3== Yk-1 =
. = Y

n=0
(4.25)

además, como se cortan los árboles de la clase de orden K

totalmente, no podrá haber árboles más altos que los de esa

clase. Por lo que:

x k' x kl-1	 xn'
(4.26)

sustituyendo (4.26) y (4.25) en las ecuaciones (4.21), se

obtiene
Y
k
=

° = g1x1-g2x2

°	 g2x2-g3x3
•

° =

Y k= gk-lxk-1

(4.27)
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Las ecuaciones (4.27) se pueden reescribir de la siguien

te manera

Y =gx	 a	 (4.28)
k	 1 1 = -2 x 2= "' = g k-2 x k-2 = gk-lxk-1

de donde

x 2= gixi/g2

x 3 = gixi/g3
•

•
•

x k - i= g l Yi (9k-1.

(4.29)

sustituyendo (4.26) y (4.29) en (4.14) y despejando x l , se

tiene

s (4.30)
g i	gi	gl+...+  

g 2	g3	 9k-1 

combinando las ecuaciones (4.23), (4.25), (4.28) y (4.30)

se obtiene el rendimiento YLd k

YLd k = P 2 Y 2 + P 3Y 3 +...+ pnYn.
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x -
	 s

1	 1	 1 

g l	 9 2	 9k-1

1/92

•

•

ligk_i
o

por lo tanto

YLd k
 = PkYk

YLd k
 = Pkglxl

YLdk = Pkgl
S

g l	 9 1	 1 1+	
_hm+

g 2	 g 3	 gn -1

YLdk	(4.31)
1	 1	 1	 1 +	 +	 +,..+
-1T	 9 2	 g 3	 9k-1

para cualquiera que sea el valor de k (k=2,3,...,n). La ecua

ción (4.31) determina YLd k en función de los parámetros de

crecimiento y del costo económico.

El vector de árboles no cortados x en el rendimiento

óptimo duradero,es
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No necesariamente los árboles de la clase con el precio

más alto son los que deban cortarse, también, hay que tomar

en cuenta los paráffietros de crecimiento, g i , para determinar

el rendimiento.

4.12 APLICANDO EL METODO

A continuación desarrollaremos y analizaremos el método

para un bosque de pinos en Escocia, en el que se determinail

cuál es la clase que debe cortarse totalmente para obtener

un rendimiento óptimo duradero y cuál es ese rendimiento. El

perlodo de crecimiento se toma de 6 	 años,

siguiente matriz de	 crecimiento:

encontrándose la

77200000

.28 .69 0000

O .31 .75 0 0 0
G

0 0 .25 .77 0 0
•••

o 0 0 .23 .63 0

o 0 0 .37 1.0

los costos de cada árbol de las cinco clases de mayor altura

son:
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P
2
= $50.00 ,	 P 3

= $100.00 ,	 P= $ 150.00

P = $ 200.00 ,	 P
6
= $'250.00

Solución: Para calcular el rendimiento óptimo duradero, nece

citamos los valores de g i (i=1,2,3,4,5), y estos los

obtendmos de la matriz G.

G 1 = .28, G2= .31, G 3= .25, G4= .23, G 5 = .37

para saber cuál	 es	 la clase que	 hace que el	 rendimiento sea

máximo,	 se tiene que	 calcular YLd(c para	 k=2,3,4,5,6

YLd 2 =
	 5057(.28 1-	 )=	 14.0S

YLd 3 =
1100S/(.28 -	+ .31 -1 )= 14.7$

YLd 4 = 15057(.28
1
	+	 .31 -1 +	 .25

-1 )= 13.9S

YLd 5 = 20057(.28 -1 +	 :31 -1 +	 .25 -1 +	 .23 -1 )= 13.2S

YLd
6 =

25057(.28 1 + .31-1 
+ .281 4. .23-1 4. .371

14.05

de aquí se concluye que la clase que debe cortarse por comple

to cada seis años, es la tercera clase, para obtener un ren-

dimiento óptimo y máximo. Así, el rendimiento óptimo duradero

es de $14.7S donde S es el número total de árboles que hay en

el bosque.
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a) Ahora, se quiere conocer el precio de los árboles

de la quinta clase para que sea ésta, la que deba cortarse

totalmente y lograr así el rendimiento óptimo duradero sos

tenible.

Sabia-L.6n: Para que la quinta clase deba cortarse totalmen

te, debe cumplirse que YLd 5 >14.75, entonces

YLd 5
 -

P sS >14.7S
- 

91
1	

g 2
1 
	 93

-1	 -1
94	95

> 14.75

15,145

>(14.7)(15.145)

>222,64

„ El precio de cada árbol de la quinta clase tiene que ser

por lo menos #222.64.

b) Si los parámetros de crecimiento 9 1 ,9 2 , 	 gn_i son

todos iguales ¿cuál debe ser la relación entre los precios

P.,P
n' para que cualquier política de explotación racio

nal y duradera sea óptima?
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SaCuttán:

P5S	 P6SP
2
S	 P3S	 P4S 

-1	 =	 -1 -1+ -1 = gil+g-21+gíl.fg_41 =9-11+g-214.(31+gí

g l	 g3gl	
9-14+ 1-21

como g 1 =	 9 2 = 9 3 = 9 4= 9 5 , entonces

P5	
Y
6 

-	 -1
g l	 2g1 

4g
il 	 -1

Sg1   

1	 1
1 P 2 = 2

1
- P 3 = 3

— p 4 
= 

1

4
- P

5 =
	 -

1
P
-6 

V. EJEMPLO CON OSCILACIONES

Consideremos la matriz de Leslie siguiente:

L =
1/2	 0

719con el vector de distribución de edad inicial x") = I 10

calculamos x (1) , x
(2)

,....,x
(6)

, para ver que sucede:
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.1•n 	 aln

80 (2)
x	

_ 8 801

5

_

0
5 J

3201	
x(4)-1-

[3201

20J	 1312 O L 20

1/2 0	 10

F-0- 8
x(3)=

L o

F401

[40i

[i6c71

[6?i

x(6)- r0

8]

7 78

1/2	
IL_

'Ox(!),.
12.2

[12801 [640]

L-1"1.]	
640i

Se puede observar que unos vectores 	 de distribución tíe

nen una razón de 16:1 y otros una razón	 de 1:1. Cada 2 uni

dades de tiempo el tamaño total de la población crece en un

factor de 4.

Veamos que pasa con los valores propios de esta matriz

de Leslie. El polinomio característico de 	 la matriz es

P(a)= X 2-4 y por tanto, los valores propiós de L son las so-

luciones de X
2 

-4=0, entonces

X I= 2 Y X 2= -2

el valor absoluto de los dos valores propios es 2, por lo tan

to, el valor propio único positivo A i = 2	 no es estrictamente

dominante. Y es por esto, que el vector de distribución se com
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.A =

L_

porta así, de manera oscilatoria. Esta matriz tiene la pro-

piedad de que L 2= 2 2 1, y para cualquiera que sea la distri-

bución de edades inicial x ( ", se tendrá

x (0) . 2 2x (2) . 2 4x (4) . .... 2 2k x(2k)

V. EJEMPLO UTILIZANDO VECTORES PROPIOS IZQUIERDOS Y DERECHOS.

Sea una población, la cuál está gobernada por la siguiera_

te matriz

k
encontrar cuál es el Lim 	 A k fl 1 

y describir al vector

x
(k)

de la distribución de la población cuando k-mo.

El polinomio característico de la matriz A es:

	

F-A.	 6

	

P(A)= [111.3	

(-W-X)-2=X
2- )1-2

4u

los valores propios de A son:
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•	 •
18-1

A k
Lim
k-~ X 1 k

X
1	2

-1=

El vector propio V 1 correspondiente a a l de la matriz A

es:

El vector propio U 1 correspondiente a X 1
 de la matriz

A
t
 es:

Recordando la ecuacibn (3.7)

Lim
k-->w X

1
k

V
1
U
1

U 1
V 1  

Así Lim
k-4-0.	 X

1
k

6	 181
( ? ) (1	 3) ri._  _

(1 3) ( 6 )	 9
1
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Por otro lado, si x (()) = l a	es

tribución de edades inicial, entonces

el vector de la dis-

n•••nn••

	F/9	 18/91 ral
2

x (k) = 2k

	

1/9	 3/9 Lb
6/9a	 18/9b-1

1/9a	 3/9bi

x (k)=r6/91
2 k (a+3b)

1/9j

Por lo que el vector x (k) se comporta parecido a un

múltiplo del vector L1 . Cada unidad de tiempo, las entraljI_ 
das del vector de la distribución de edades son multipli-

cadas por 2, aproximadamente.

VI. EJEMPLO.

Con este ejemplo se tratará de ver que las raíces com-

plejas del polinomio característico de una matriz de Leslie,

influyen para que la población tarde más o menos en estabi
lizarse, Considerense 2 matrices de Leslie con el mismo 'va

lor propio 21 y el mismo vector propio, pero difieren en

algunos de sus elementos diferentes de cero. Entónces, di-

fieren también en sus otras raíces X2,...,Xl.
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10i

[I o

10.3 1.6 r0. 7 1,9 1.516.0

Sea 0.5 0 0 B .5

0.5 0 0 0.5 0

Ambas tienen el mismo valor propio estriCaMente domi

=nante, X l = 1.5, y el mismo vector propio 1,1.. 	 1 •
{1
	

_

Las otras raíces de A son X 2 = -0.6 + 0.8i,

X
3
= -0.6 - . 0.8i. El módulo de estas raíces 	 es 1.0.

Las otras raíces de B son X 2= -0.4 + 0.3i,

X3 = -
0.4 - 0.3i. Cuyo modelo es 0.5.

Supóngase que se tienen 2 poblaciones, una con crecimien

to gobernado por A y la otra gobernado por B, Ambas poblacio

nes principian con la misma distribución de edad intrial

x ( ) =
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Los vectores de la distribuci ón de edad en los tiempos

0,1,...7 son mostrados en la Fig. #9. En esta figura se ve

claramente que la población que tiene raíces comple
j as con m6

dulo más pequeño (6), logra estabiliz arse más rápido que la

població n que tiene raíces complejas con módulo mayor. (A).

Fig. # 9
Crecimiento de poblaciones cuyas matrices de
proyección son A(arriba) y B(abajo). La tra-

yectoria de cada población es la sucesión de
puntos de la parte de arriba de cada gráfica.
Las coordenadas de los puntos están en esca-
la logarítmica en las 3 clases de edad.
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APENDICE A

REM POTENCIAS DE UNA MATRIZ
DIM A(I0,10),B(10,10)
INPUT 'ti DE RENGLONES Y/0 COLUMNAS':N
PRINT 'VALORES DE LA MATRIZ A'
MAT INPUT A(N,N)
PRINT
PRINT 'MATRIZ A'
PRINT
MAT PRINT A
FOR I=1 TO 6
MAT B=A*A
PRINT 'MATRIZ A' :2**I
PRINT
MAT PRINT B
MAT A=B
NEXT I
END
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POTENCIAS DE LA MATRIZ A

INGLONES Y/0 COLUMNAS	 3
3 DE LA MATRIZ

A

A

1

5

2

0

A	 2	 •

1 0
.5 1
0 0

A 4

1 1
.25 .5
. 25 0

A	 13

.75 .75

. 4375 . 375

. 1875 . 25

A 16

375 .796875 .796875
375 .40234375 .3984375
7375 .19921875 .203125

A 32

P1552734 .7999877929688 .7999677929688
19482422 .4000091552734 .3999938964844
347412109 .1999969482422 .2000122070313

A 64

)0001397 .7999999998137 .7999999998137
79999534 .4000000001397 .3999999999069
799997672 .1999999999534 .2000000001663
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POTENCIAS DE LA -19ATRIZ B

tENGLONES V/0 COLUMNAS 	 2
:S DE LA MATRIZ A

1, 4, . 5, 0

A

1 A 2

4
2

1 A 4

20
6

1 A 8

340
96

A 16

87380
21846

Z A 32

11531
	

57266230W
7882. 5
	

1431655766

Z A 64

782938247E+19	 2.459565876495E+19
457345618E+18	 6.148914691237E+18



APENDICE B

REM INVERSA DE UNA MATRIZ
DIM A( 10, 10) é D(10, 10), 0(10. 10)
INPUT "# DE COLUMNAS Y/0 RENGLONES ";N
PRINT "VALORES DE LA MATRIZ"
MAT INPUT Mb', N)
PRINT
PRINT ' MATRIZ A '
PRINT
MAT PRINT A
MAT B=INV( A )
REM COMPROBAR QUE ES SU INVERSA
MAT C=A*B
Y1=DETtA )
PRINT "MATRIZ INVERSA"
MAT PRINT 0
PRINT "MATRIZ IDENTIDAD"
MAT PRINT C
PRINT 'DETERMINANTE= ': Yl
EN))

•••

24 -



INVERSA DE LA -MATRIZ M

ILUMNAS Y/0 RENGLONES	 6
3 DE LA MATRIZ

9630, 0, 0, 01. 98, 0, . 9E»	 95,	 9510, . b4b, 0, 03030, 0,
0, 0, 0,

7 A

O	 . 96
O
.98	 0	 .96
O
0	 0	 0
O

. 95

. 46	 0	 0
o
44	 o

o

TRIX IS SINGULAR AT LINE. 60
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APENDICE C

-lb*
A**

PROGRAMA QUE ACOMPANA LA APLICACION DE LA *****
ADMINISTRACION DE UNA MANADA DE VACUNOS *****

DIMENSION H(6),G(6),GUARDA(50,7)
READ(1,*)H,G(1),G(2),LARGO
IF(H(1).LT.0) GO TO 208
WRITE(1,101)
FORMAT(1H1,26X, 'MILES DE VACUNOS')
WRITE(1, 102)
FORMAT(2X, 'ANO', 4X, 'TOTAL', 7X, 'AMI', EIX, 'AH', ex, , Nmv , 8X, 'NH
g3X,	 SX, 'BH')
CALCULAR EL TOTAL DE VACUNOS DEL ANO CERO.

NANO=0
TOTAL=0.0
DO 5 L=1,6
TOTAL=TOTAL+H(L)
WRITE(1, 103)NANO, TOTAL, H
FORMAT(2X,I2,3X,F8.3,6(3X,F7.3))
CONVERTIR A PORCENTAJES Y GUARDAR LA IMPRESION PARA DESPUES

GUARDA(1,1)=0
DO 10 L=2,7
LL=L-1

PORCENTAJE DE AM,AH,BM,BH, DEL ANO CERO.
GUARDA(1,L)=H(LL)/TOTAL*100
PORCENTAJE TOTAL DE VACUNOS DEL ANO CERO.

GUARDA(1,1)=GUARDA(1,1)4GUARDA(1,L)
CALCULO DE CADA UNA DE LAS CLASES _DE_LA MANADA, DEL ANO 1 AL 20.

DO 25 K=1, LARGO
NANO=K
TEMPO SE USA PARA GUARDAR EL VALOR DE H(2),PARA NO CALCULAR MAL

H(5) Y H(6).
TEMPO=H(2)
H(1)=.98*H(1)+.96*H(3)-0(1) 	

-

H(2)=.98*H(2)+.96*H(4)-G(2)
H(3)=.95*H(5)
H(4)=.95*H(6)
H(5)=.46*TEMPO
H(6)=.44*TEMPO
CALCULAR EL TOTAL DE VACUNOS DE CADA ANO

TOTAL=0.0
DO 15 L=1,6
TOTAL=TOTAL+H(L)
WRITE(1,103)NANO,TOTAL,H
KK=K+1
GUARDA(KK,1)=0
DO 20 L=2,7
LL=L-1
'CALCULO DEL PORCENTAJE DE LAS CLASES DE VACUNOS DE CADA ANO
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GUARDA(KK, L)=H(LL)/TOTAL*100
CALCULO DEL PORCENTAJE TOTAL DE VACUNOS DE CADA ANO.

20 GUARDA (Kik, 1 ) =GUARDA (KK, 1) +GUARDA (KR, L)
25 CONTINÚE

IMPRIMIR PORCENTAJES Y TOTALES DE PORCENTAJES.
WRITE(1, 104)

04 FORMAI- (1NO, 15X, 'PORCENTAJES DE LA DISTRIBUCION DE LA MANADA ' )
WRITE(1, 102)
LL=LARG0+1
DO 30 K=1, LL
NANO=K-1
WRITE(1, 105) NANO, (GUARDACK, J), J=1, 7)

05 FORMAT(2X, 12, 5X, F5. 1, 6X,6(F4. 1, 6X))
30 CONTINUE

WRITE(1, 106)<E1), 0(2)
FORMAT(1H0, 2X, 'LA CONSTANTE ANUAL DE RETIRO ES', 2X, F6. 2.2X, 'MACHOS

*', 2X, F6. 2, 2X, 'HEMBRAS (MILES) ' )
GO TO 1
CALL EX IT
END

10.
1.

ANO
0
1

2. 3 2. 1 3.
20

TOTAL
26. 150
31. 336

6 3. 15

AM
5.000
5 5.108

MILES DE VACUNOS
AH	 NM

	

10.000	 2. 300

	

10. 816	 3. 420

NH
2. 100
2.992

BM
3.600
4.600

BH
3.150
4.400

2 37.046 6.289 12.472 4. 370 4. 180 4. 975 4. 759
3 44. 067 8. 358 15. 236 4.727 4. 521 5. 737 5. 4ES
4 53.376 10.729 18.271 5. 450 5. 213 7. 008 6. 70;
5 65. 128 13.747 21.911 6. 658 6. 369 8. 405 8.039
6 79.792 17.863 26.586 7. 985 7. 637 10. 079 9. 611
7 98. 220 23. 171 32. 397 9. 575 9. 159 12. 230 11. 693
8 121. 311 29. 900 39. 531 11. 618 11. 113 14. 898 14. 250
9 150. 134 38. 456 48. 409 14. 153 13.538 18. 184 17. 394

10 186. 078 49. 273 59. 437 17. 275 16.524 22.268 21.300
11 230. 867 62. 872 73. 112 21. 155 20. 235 27.341 26. 152
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PRINCIPALES VARIABLES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA PARA

ENCONTRAR VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS.

A:	 Matriz a la cual se le quieren encontrar los valores

propios y vectores propios.

B:	 Matriz producto repetido, B=(A-y)(A-X21)....

C,D:	 Matrices usadas para intercambiar almacenaje.

EMP:	 Error máximo permitido. (c)

IDENT:	 Matriz identidad, I.

Longitud de r.

LCERO:	 Usada para almacenar temporalmente a L.

LAMBDA:	 Vector que contiene los valores propios, Xi(i=1,...,n)

Contador de iteraciones.

N:	 Número de filas y/o columnas de la matriz A.-

MFREQ:	 Número de iteraciones, entre la reortogonalización

períodica de v.

MMAX:	 Número malimo de iteraciones permitidas.

•

V:	 Aproximación reciente de vector propio.
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VCERO:

Y:

Vector supuesto al principio para vector propio.

Vector para almacenaje temporal.

PRINCIPALES VARIABLES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA DE APENDICE B.

H(i) (i=1,2,...,6)	 Son las clases de la manada. (AM, AH,....,BH).

Q( 1 ),Q(2):	 Es la constante de retiro (adultos únicamente)

LARGO:	 Es el número de años que se quiere proyectar

la manada.

GUARDA:.

TOTAL:

TEMPO:

•	 En esta variable se guardan los porcentajes

de las clases,

Es total de vacunos de cada ario.

Se usa para guardar el valor de H(2).
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