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IRTRODUCCION

Se admite, como una tarea primordial de la ciencia, el
dotar al hombre del conocimiento necesario para tener un do-

minio racional sobre el entorno que conforma.

Acercandonos un poco a éste objetivo con el presente
trabajo se persigue, en general, plantear en términos mate
maticos diferentes politicas de explotacidn que el hombre -
pugde llevar a cabo sobre algunos de los recursos naturales
renovables que componen su medio. Estos modelos mateméticos
nos permiten predecir resultados de 1a aplicacion de tales
politicas de cosecha. Las diversas politicas de cosecha nos
1levan a considerar distintos tipos de modelos, con caracte
r?sticas mateméticas como: estaticos y deterministas o no.
Nosotros analizaremos y plantearemos los modelos siempre so
bre caracterisficas deterministas y discutiremos el aspecto
dinamico, asi como la estructura por edades de una cierta
poblacidn (recurso) a explotar. Pero ante todo, el pre-
Asente trabajo consiste en observar e interpretar las distintas

hipdtesis y métodos. que permiten encontrar soluciones, asi como una dis



-cusion de tales soluciones y las correspondientes politicas -
de cosecha. En general, haremos uso, en diferente medida, -
del calculo, ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias,

y los resultados de la teoria de control optimo.

Podemos describir la sucesidn de los temas de una manera
concreta. Primeramente cabe hacer la aclaracidon de que los -
modelos de dinamica se clasifican en dos tipos bien definidos:

de Schaefer, y de Beverton-Holt.

(5n el primer tipo se contemplan, de una manera relevante,
1a maximizacion del valor presente obtenido de la cosecha. -
Las diferentes hipOtesis sobre los parémetros implicados, ta-
les como precios y costos dependientes del tiempo y los nive-
les de stock Tlevan a diferentes expresiones del valor presen
te a maximizar. Estos problemas, expuestosen el primer capitulo,
se resuelven con la ayuda de la teoria de control &ptimo. En
el segundo grupo se obtienen también politicas de explotaciodn,
pero de poblaciones con estructura de edad, gque novedosamente,
se considera en un Ssistema de ecuaciones {de evolucidn) dini-
mico cont{nuo en el tiempo y la edad. De tal sistema de evo-
Tucidn, veremos en el sequndo capitulo, bajo hipdtesis apro-
piadas sobre 103 procesos de nacimiento y muérté, una reduc-
cién del sistema de evolucidn, compuesto este sistema por una

ecuacion diferencial parcial con condiciones iniciales y a Ja
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frontera, a un par de ecuaciones diferenciales ordinarias,
en base a estos y otros resultados auxiliares se dan politj
cas Optimas para ta cosecha. En el tercer capitulo secontem-
pla la reduccidn del sistema de evolucidn a una ecuacién di
ferencial ordinaria no lineal en la gue definido un esfuer-
io, se clasifican y obtienen politicas 6ptimas dependiendo
de si el esfuerzc es acotado o no. Al firnal se dan las ca-
racteristicas de los modelos de explotacidn de tal forma que
se observa la conveniencia y desventaja de cada uno de ellos

en una determinada explotacidn.
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CAPITULO 1

SECCION 1.1

Sabemos de la necesidad que tiene la humanidad de mode-
lar fendmenos y procesos que intervienen (y .determinan) su -
devenir diario. E1 estudio de 1os.mode1os matematicos es de
lo mas necesario para obtener (y medir) soluciones y conclu-
siones que nos puedan explicar y preveer problemas en situa-
ciones determinadas. -

B!
Las dos principales caracteristicas deseadas para un -

buen modelo matemitico son:

a) Representar fielmente el proceso a modelar, y en la medida

en que aumenta cualitativamente esta representacidn, mejora

el modelo,
b} ET1 modelo debe ser tambi2n manejable, es decir, deberid ser
czpaz de estudiarse en base a resultados ya conocidos o po

sibles de conocerse.

sin olvidar, en 1o anterior, la coherencia matemética debida
en el planteamiento del modelo. Conocemos ia poca afinidad,
que en general existe, entre a) y b), claro esta gue un mo-
delo estard determinado, en @7tima instancia, por el proble-

Ma en particular a estudiar v los objetivos que se persiguen,



lo que darada lugar al debido equilibrio entre las caracteris
ticas a) y b),

Al modelar un problema, lo que buscamos realmente es una
mejor solucion para tal problema. Es cecir, si mgde]amos po-
démos medir situaciones y soluciones del proceso o fendmeno
que de otra manera (sin ﬁgde1ar) no podriamos hacer, de modo
que .buscamos JTa mejor solucidon entre " todas " Tas
posibles (todas Tas que el éodelo permita) y de alguna mane-
ra decir qué tan mejor lo es., En otras palabras, y estableci
do un %0de10, 10 que interesa ahora, es obtener Jla solucidn

optima que el modelo nes pueda brindar.

OPTINIZACION

Un problema en el que se desea optimizar {(maximizar o -
minimizar) una funcidon { funcional ) real dada, cuyos argu-
mentos pueden estar-sujetos a ciertas restricciones, se congQ
ce como un problema de optimizacidn. Como disciplina matema-
ticé, el andlisis de problemas de optimizacidn surgid junto
con el nacimiento del cdlculo diferencial y el cdlculo de va

riaciones.

A partir de la Segunda Guerra Mundial surgid el interés
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"de una clase importante de problemas de optimizacidn, algunos

de los cuales no se pueden resolver mediante las técnicas -
usuales del calculo. Una gran cantidad de este tipo de proble
mas nacen debido a la necesidad de hacer un uso eficiente de
los recursos disponibles. Este trabajo esta encaminado a es-
tudiar modelos para la obtencidon eficiente de los (algunos) -

recursos renovables,

RECURSOS ~ RENOVABLES

‘€1 estudio de la explotacion de Tos recursos renovables
se basa, esencialmente, en la caracteristica que da lugar al
adjetivo de renovable. Este tipo de recursos naturales tie-
neh, por definician, cierta capacidad regenerativa, la cual,

como es de esperarse, es peculiar de cada especie.

Siendo congruentes con lo dicho, podremos observar en -
los modelos gue estudiaremos, que Ta capacidad regenerativa
mencionada aparecera, por medio de parametros, como factor =
decisivo para'determinar las soluciones Optimas buscadas. Tan
es asi, que la misma clasificacion de Tos modelos de explota-
cién, depende en gran medida, de 1a forma en que Se asuma -

esta capacidad regenerativa.



OPTINIZACION DE LA EXPLOTACION

S9 pensamos en la optimizacién de una explotacitn, debe
mos precisar primero lo que entendemos por explotacidn apti-
ma. £Es decir, cuando consideraremos, v bajo qué condiciones,-
que se ha hecho la mejor explotacidn, 1o anterior nos lleva
de inmediaio a esclarecer los med{bs con gue contamos y 10S

fines que buscamos al hacer tal explotacion. Lo anterior es

absolutamente necesario por que muchas veces sucede que Ta me
a jor explotacién es irrealizable, otras veces 10 gue es "mejor"
para una persona es "pésimo“ para otra, por lo que éxiste Ta
necesgﬁad de aclarar objetivos y precisar criterijos de optimi
zacidn. Una vez establecido conceptualmente el problema a op
timizar, elsiguiehte paso serfa el de escoger la técnica (o
método) de optimizacién, la cual podria ser desde una simple

aplicacion del cdlculo diferencial hasta un proceso de simu-

lacidn por computadora.

Nosotros empezaremos haciendo uso del célculo‘diferenciall
; y después, planteando el problema de una forma distinta, reque
riremos resultados de la teorfa de control dptimo. Finalmente
haremos un uso amplic del anatisis matemdtico para. resclver -
el problema de-]a cosecha optima planteado con estructura de

edad, en un modelo novedoso (con resultades novedosos) por ser

i _



continuo en la edad y en &1 tiempo (y ademds no lineal).

e e S s

iQUE OPTIMIZAR?

fmpezaremos por clasificar los objetivos que podrian -
interesar a cualquier administrador que gquisiera explotar,
de una manera Optima, un recurso natural renovable; sin ol-
vidar que cada uno de los siguientes objetivos responden a

determinadas politicas de explotacidn.

Generalmente, al explotar un recurso bidtico, se per-

siguen Jos siguientes fines:

£) Buscar la trayectoria (la poblacidon en funcidn del

P g

tiempo) del mdximo rendimiento sostenible.

£{) Encontrar el nivel de pobliacion que maximiza Ta -

renta econdmica.

LiL) Explotar el recurso de tal manera gue maximize el

valor presente de 1a renta obtenida de la cosecha.

{v} Obtener una cosecha optima considerando en la po-

blacidon bajo explotacifn una estructura de edad.

Analizaremos de una manera mas precisa, cada uno de los
anteriores objetivos al momento de plantearlos y resolverlos.

En el Ultimo caso, se define de diferentes formas la cosecha




dptima, lo gue nos obliga a hacer consideraciones especiales

que en su momento describiremos,

LAS POBRLACIONES A EXPLOTAR

Si bien es cierto que 10s recursos renovables tienen
Semejanzés que van mas alla del nombre que las caracteriza,
también podemos ver que algunas tienen diferencias que hacen
necesario un estudio mas profundo y particular., Esto Gltimo
muchas veces se debe a la dinamica especial establecida entre

pobTFcién a explotar y medio ambiente. Aunado a lo anterior,

oy

también es recomendable considerar en una explotacion eficien

te, factores Socioecondmicos.

Tomando en cuenta 1o mencionado arriba y debido a que
algunos de los modelos que estudiaremos provienen, de hecho,
de la investigacion en la actividad pesgquera, nos apegaremos,
en genefa], a esta actividad; ademds nos servird para ejempli
ficar e interpretar tanto las hipdétesis hechas como los resul

tados obtenidos,

LA PESCA

Las pesca es Jla ejecucidn de aquellas actividades gue -

¢on la ayuda de implementos apropiados tienden a Ta captura de peces.



" La pesca puece llamarse pesgueria cuando sobre Jas bases de
principios de capiuras definidos se estabtlecen determinadas
actividades, ejecutadas con determinados medios Y Qque se sa

be que son aplicados con cierta regularidad en la pesca. Una
pesqueria se establece comunmente sobre bases comerciales vy

de subsistencia y tienen una continuidad por 1o menos esta-

cional.

f la forma en que se combinan los principios de captura,
medios, actividades y propdsitos de captura constituyen una
politica de explotacidn (o de cosecha).

£

Como es de esperarse, por la naturaleza de esta activi
dad, en eila se contemplan procesos de tipo bio15gico, eco-
némicos y sociales, principaimente. En una pesqueria se pre
tende, como en todo recurso en expTOtacién, dar politicas -

dptimas de cosecha, siempre tomando en cuenta criterios eco

10gicos y socio-econdmicos,

La pesca Optima, un tema actual, ha sido estudiado con
una atencidn creciente en los Ultimos afos., Es conocida la -
diferencia entre actividad pesquera y otras actividades de
explotacidn de recursos. Se sebe que esta diferencia se debe,
en gran parte, a las fluctuaciones (muy aleatorias) del tama

fio de las poblaciones a cosechar asi como las caracteristicas




especiales de esta actividad, que mencionaremos posteriormen
te. Por consiguiente, analogias hechas con la explotacidon de
besques, agricultura y recursos rencvables en general, debe-
ran hacerse con gran cuidado. Dicho 1o anterior no deberd -
extrafiarnos que las politicas de cosecha G6ptima para pesquerias

resu1ten.diferentes a sus semejantes para con otros recursos

renovables,

Consideraremos fundamentalmente dos tipos de explotacidn:
la de ambiente controlado y de ambiente no controlado, enten-
diendo como “ambiente® al medio en que se desenvuelve la po-
blacidn (o Biomasa) explotable. Como de ambiente no controla-
quien es tambidn, por razones obvias;-%a‘ae mayoer bresencia,
{0 acceso abierto), En el primer tipo de explotacidn podemos
considerar la pesca de ambiente controlado, que por convenien
cia, la consideraremos como programas experimentales y de -
conservacion con poca {o nula) presencia comercial y con fuer

te direccidn ecoldgica.

Contemplaremos nuestros modelos de cosecha Optima en los
dos tipos de explotacidn anteriores:; veremos en los modelos -
de explotacidn comercial (de acceso abierto) que hemos consi-

derado, oue el problema del manejo de recursos, en este caso,




wﬂ e e et e L

es seleccionar un 4fufo de censume Goutimo dependiente del tiempo,

To cual implica selecciconar un nivef Gptimo de la Biomasa (o

poblacidon) como funcidn del tiempo.

El modelo de cosecha optima que considera una eStructu-
ra de edad Ta poblacidn se contempla de una manera acepta
ble, como de ambiente controlado. Asi que, congruentemente, -

Ta explotacion Gptima consiste en el mdximo rendimiento soste

nible.

5
SECCION 1.2

MODELOS: SCHAEFER Y BEVERTON-HOLT

Los tipos de modelos mas usados para describir la dina-

mica de una poblacidn en pesquerias son:

a) E1 modelo de Schaefer

b)Y Modelo de Beverton-Holt.

Sus caracteristicas son:

a) Este tipo de modelo es el m&s sencillo de los dos
y su consideracidn basica es cue considera la re-

generazcion de la biomasa (no solo de la poblacidn)



como un solo proceso indivisible, Es también
1lamado de rendimiento sobrante, Para enten-
der este tipo de modelos podemos asociarlos

con una "caja negra" representando el Stock -
de Ta biomasa e interpretando su tasa de cre-
cimiento r como un parametro que mide las en-

tradas y salidas {naturales) de la biomasa.

Reclutamiegzgﬂu“ 5iomasa Mortalidad
" =

b) Estos tipos de modelos, también como anali-
ticos o modelos de dinémica mancomunada por
diversos factores, tiene como éaracteristi-
ca principal considerar clases de edades (o

camadas) en la din&mica pobiacional,

A manera de observacidn diremos que Beverton y Holt reco

nocen 10 inadecuado de su tipo de modelos para determinar fac

tores dindmicos, tales como la recuperacidn Optima de un stock
sobreexpiotado. £1 analisis dinamico de los modelos Beverton-Holt es mu

cho méds dificil que el anidlisis dindmico de los modelos de

- 10 -



Schaefer. "Los resultados obtenidos san incompletes y muchas

cuestiones importantes se mantienen sin resolver”,

Veamos como podemos diferenciar, de una manera sencilla,
' . . . . 1 .
los dos primeros objetivos anter1ores( ). Para ello considere
moes a T(x) la funcidn logistica representando el reclutamien

to neto de la poblacidn x{t)} en la siguiente ecuacibdn,

dx
dt

= rx(1- %}= E x{k-x)}

donde r es la tasa de crecimiento del recliutamiento y k la ca

paci?ad de reclutamiento del medio,

£1 componenté econbmico de nuestrc modelo consiste de un
precio constante P>0 por unidad de stock cosechado y un cos-
to por unidad de cosecha c{x), gue 1o haremos dependiente del
tamafio x de la poblacidn. Aqui, la suposicion simple consiste
en gue el costo por unidad de cosecha es inversamente propor

cional a le densidad de la poblacidn, de tal forma que 21 cos
Af(x} _ Ar (k-x)
X k

siendo c{x})= é el costo por unidad de cosecha al nivel pobla-

to total del rendimiento sostenible f(x) es C=

ctional x(t) de tal forma que el ingresoc neto I (el precio to-

tal - el costo total) esta dada por:

1= P(g)x(k-x)- A(F) (k=-x)

A E
L - .

(1) 15 diferencia de todos los objetivos las veremos al final.
} - ettt ;

r ‘ P . S N ST
e Lo sdice oo fogovR{is T L v O st i Bik

i f‘dr.L.:""

{1
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Encontrando el nivel ¥ poblacidon que maximiza la renta 1
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Sabemos que el nivel % corresponde al maximo {(reciuta

miento) sostenible,

Pgdemos ver que la politica de maximizar la renta, con-
siderando un costo nulo (A=0) corresponde a la politica dpti

ma del maximo reclutamiento sostenible.

Debido a que Ta poblacidon X que maximiza la renta es ma- f
yor que el nivel ; de médximo rendimiento sostenible, tiene -

sentido plantearnos la siguiente pregunta:

i0ué diferencia establece el resuftade cntfernion en Las pesque
nias de whopiedad privada reservadas a cocperativas contra -

Las pesquenfas de explotacibn generak, de propiedad comin (de

competencia enthe pescadores)?

1 En Tas pescaderijas del primer grupo los propietarios y
concesicnarios tenderan a conservar el stock debido al recur

% so, (al menos en principio); es decir, segin el modelo senci

- 12 -




'j}o,anterior, tenderan a alejarse de la extincidon econbmica,
-que consiste en el nivel de Stock X., DPara el cual se tiene

-que'eT ingreso I1=0, por 1o oue X,= _%_.

Con respecto a las pescaderias del segundo grupo, l0s
pescadores son libres, en principio, de pescar donce lesplaz
.Ea. £]1 resultado es un modelo de competicidn entre pescado-
_fes el cual termina en la disipacidén de Ta renta. Esto se pre
senta debido a que en un principio hay utilidades en la pes-
.;EquerTa por un determinado nimero de pescadores; por esto, nue
é?{Qos pescadores son atraidos por las utilidades aumentando la
:'intensidad de lTa pesca, continuando esto hasta 1legar al ni-

vel de Stock X, de renta nula.

Al ver el andlisis anterior desde un punto ecolbdgico pe-
.demos observar gue para A grande y P peguefio se tiene un ni-

vel de renta nula X, grande por Jlo cgue se puede pensar que se
estda lejos de la extincidn bioldbgica. Pero, ique pasa, en.Tos
dos grupos de pesquerias, si A es pequefic y P grande?. La res
~Puesta es obvia y obliga a medir Tos niveles de cosecha prac-

lticados en pesquerfas®eficientes",

En la practica, & los pescadores no les parece atractivo-
Una pesqueria cuando ellos puaden obtener mayores ingresos en

-algin empleo alternativo, Esta alternativa de ingresos deter-

- 13 -



10s economistas 1laman la oportunidad de costos

que
ajo en pesquerias, y estos costos son normalmente in

n 1a funcidn costo total.
e

casos de alto desempleo (en pesquerias), la oportuni
- tos para Tos pescadores puede ser casi nulo, de tal

e el argumento de la disipacidn de 1a renta es parti

Fuerte para explicar lTa 'sobreexplotacidn en pes-

#  710s fuertes defectos de To que hasta aqui hemos
1a separacidn de la variable tiempo, tanto bio

= <

e conbmicamente,

7 ado biol0gico, la poblacidn toma tiempo para res
presiones de la cosecha y tarda, en algunos casos,
 y~adas (definida para cada especie) para solamente

~ OS nequilibrios". Por otro tado, sabemos gue la

&mica posee un importante componente tiempo debj

< io por unidad de cosecha pusde cambiar.

+o0 C, por unidad de cosecha, también puede cambiar,
1 <= 1 siderando niveles constantes del Stock bajo explo
‘% -

. ~— as de interés Te imprimen una componente tiempo -

4 nversidn (entiéndase esfuerzo pesquero).

- 14 -



E1 factor 4ii} nos obliga a introcducir el concepto de

valor presente.

EL VALOR PRESENTE

Si tenemos un capital I invertido a interés compuesto,

este valor se incrementara de acuerdo a la formula:

Valor futuro= I(1+i)" donde i representa la
tasa anual de interés (compuesto anualmente)
y n denota el ntumero de afios desde el presen
- te. Si consideramos ahora &=1n(1+i) en la for
mula general, se tendrd:
Valor futur0=-196t para un tiempo arbitrario
t20 y & representando la tasa anual de inte-

rés compuesto continuamente,

Descontar el valor de futuros capitales es simplemente
el proceso inverso de componer el interés de capitales pre-
sentes. De acuerdo con lo anterior, el valor presente de un
capital t pagadero a t afios desde ahora, esta dado por valor

Presente = Ie_atn

Usualmente se le conoce a & como tasa de descuento ins

- 1
tantinea anual( ).
(1) Tasa de descuento v tasa de interés son en la practica, sinfnimos.

- 15 -



Asimismo, el valor presente total VP de una sucesion de
capitales I.., Il’ c e e s In pagaderos en 0,1,2,...,N afios, res
pectivamente, esté dado por:

I

N
VP = 2 —m—m—
O 1)k
similarmente, el valor presente de un flujo continuo de in-
gresos I(t) en Ogt<T, es dado por:

vp sl 1(t) e S%gy (*)

0
&
donde el tiempo T { o N) se conoce como el tiempo horizonte

el cual puede ser finito o infinito.

Con respecto a nuestro problema, Tos ingresos I(t) pian
teado por (*) estan dados como I(t)= {P-C)h{t) donde P y C -
son los precios y costos por unidad de cosecha y h(t}»0 deno
ta el nivel de cosecha al tiempo t(l) coﬁ lo que el probiema
consiste en encontrar el nivel X* del Stock que maximiza (*),
lo cual podremos lograr mediante el debido control del nivel |

de cosecha h(t).

Trataremos a continuacidon de explicar de una manera sen

cilla esta politica de optimizacion. ,

(1) obsérvese que los ingresos 1(t) pueden ser negativos, si c®p, sin per
der sentido nuestro problema.

- 15 -



Supbngase que en un principio se tiene el nivel de poblacidn X(t) en
equilibrio natural y modelado por Schaefer (sin explotacicn) de tal forma
que dados los parémetros 8, Py C se puede encontrar el nivel X*(t) que -
maximiza el valor presente mediante el control h{t); de modo que 4 siendo
x(t)ax*(t)alx*(t) es la parte del stock X{t) que conviene, segin esta po-
]jtica 6ptima, conservar como recurso, la otra parte X{(t)-X*(t) es la par
te de X(t) dué conviene cosechar (o consumir).

Podemos hablar de X*(t) como el flujo de Stock por con-
servar y de X(t)-X*(t) como el flujo de Stock por consumir.

=
W

El planteamiento anterior es solo para efectos de expli

cacion; de hecho, la consideracidn x(t)zx*(t) no tiene por -

qué ser cierta para toda t.

Podemos ahora, adelantando resultados, hacer la siguien
te correspondencia. A tasas altas de descuento § corresponden
grandes flujos por consumir y a tasas bajas de descuento -
§ corresponden flujos pequefios por consumir. Esto, sin consi
derar el precio P y el costo C por unidad de cosecha que tam
bién,lcomo es de esperar, determinen los flujos de Stock por

conseryar { y consumir).

Con lo anterior podemos asegurar que, al tener en el va
lor presente un tiempo T igual a infinito, y maximizar el va

lor presente asi planteado, nos resulia que fa wtildidad {nmedia

- 17 -
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ta cobtendda def "flujo per consumin excede el valfon presente de Los

{nghesos que serfan cblenddss en peapetuddad por conservar a Esxe,

LOS PARAMETROS

Bentro de los modelos de Schaefer consideraremos la -
explotacidn Optima consistente en la maximizacion del valor
presente. Dentro de este marco, introducimes los siguientes
(principales) pardmetros ecoldgicos:

i

L} r - tasa de crecimiento

£&) k - capacidad de carga del medio.

Se sabe que la funcién F(x) de crecimiento natural de

una poblacidn es regida por combinaciones de factores ecold-

i

gicos del medio en que se desenvuelve esta pob]acién_x(t), -
asi como caracteristicas propias de ésta. Factores como el -
tamafio del espacio vital, competencia por alimentos, depreda
cion, conducta soc€a1 y epidemias, pueden ser importantes al
determinar la funcion de crecimiente natural, de tal forma -
que la tasa de crecimiento natural neto r se obtiene de con-
siderar r=b-m donde b es Ja tasa de nacimiento natural y m

la tasa de mortalidad natural de la poblacidn. En Tos modelos



de Schaefer, r representa el incremento neto naturaldel -

Stock poblacional (o biomasa) x{t).

F1l factor k representa, en lafuncidn de crecimiento -
_natura], una medida del espacio vital a considerar. Noso-
tros lo. consideramos como un constante k tal que, k= lim x(t)

toew
donde Jla biomasa x(t) se desenvuelve sin presiones de cose-
cha. Obsérvese que la funcidn Togistica de crecimiento na-
tural es del tipo anterior, por lo que no dudaremos de recu
rrir a ella en andlisis posteriores.

&

Al aglicar una cosecha y guerer optimizar e&ste median-
te el valor presente, se introducen los siguientes parame-

tros provenientes de la interacidon socio-econdmica, como son:

iii) © - costo por unidad de cosecha

fu) P - precio por unidad de cosecha
v) E - esfuerzo de cosecha {o de pesca)
vi) & - tasa de descuento.

Un paso previo y necesario en la maximizacion del
valor nresente es el de conocer (los daremos por conocidos)
y analizar Jlos pardmetros anteriores. Las diferentes suposi-
ciones gue se pueden hacer sobre ellos, como las diversas de

pendencias del precio, costo y esfuerzo con respecto al tiem
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po, y la misma interrelacidn entre estos parametros, dan -
Tugar a los diferentes modelos de valores presentes de in-

gresos derivados de la explotacion.

Diremos que el esfuerzo pesquero E(t) es "esfuerzo pes
‘quero efectivo” cuando sea proporcional a la tasa instanti-
nea de horta1idad por pesca a la que esta sometido el Stock(l)
En nuestro modelos de valor presente no se considera, por -
conveniencia de cadlculos, directamente al esfuerzo E{t) sino
por medio de una funcién (cosecha) h(t) del nivel de co-

segha, de tal forma cue si se considera una cota (superior)

para el esfuerzo E{(t), se obtiene, de inmediato, una cota -

para h(t).

E1 costo por unidad de cosecha C la daremos por cono-

cida y Ta haremos dependiente tanto del tiempo como del ‘ta
mafio del §}ock x(t); el precio P por unidad de cosecha lo
podremos hacer dependiente del tiempo, y también, lo dare-
mos por conocida. independientemente de las hipdtesis adi-
cionaTes que se hagan sobre el esfuerzo E(t), el precio P

'y el costo C, siempre supondremos que el nivel de cosecha

h(t) es igual el nivel de consumo para cada tiempo t.

En cuanto al factor descuento & representara siempre

la tasa real de interés, donde ésta es:

(1)E1 esfuerzo pesquero nominal se define como la magnitud de que dis
pone una pesqueria para que, por medio de transformaciones adecua~

das, se calcule el esfuerzo pesquero efectivo.

nn




tasa real tasa nominal tasa de

de interes de interés inflacidn

y consideraremos a & siempre constante conocida y positiva.

Podemos observar la poca relevancia que tiene una explo
tacion el maximizar los ing}esos econdmicos. La misma dinami
ca del mercado imoone el maximizar el valor presente del flu
jo de ingresos esperados de la explotacidn. Con tal enfogque
podemos hacer diversas consideraciones sobre los parametros
ecogémicos implicados en el valor presente, de tal forma que
podemos plantear el problema de maximizar el valor presente
de diferentes maneras, tales que requeriran de diferentes for

mas de resolver el problema, pero siempre con la ayuda de Ja

teoria de control oOptimo. En todo incremento consideraremos
a la tasa de descuento constante y las principales hipdtesis
que haremos sobre los factores costo y precio por unidad de

cosecha se contemplan en Tos siguientes casos:

Caso I) i} P es constante

. - 1ineal en Ta cosecha - como C.=aE
£i) c(x) es . E .
- decreciente en la biomasa h(t}=bEX

X

Caso II) 4] P(t) depende del tiempo (y puede ser arbitrariamente
grande)
ii) Se permiten cambios a c(x) con respecto al tiempo i.e,

c{x,t)= (t)c(x,t) en Ogt<w
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caso 111) £) Cedemos en 1a hipdtesis de que ta funcidn P(t)

pueda ser no acotada.

A4} Permitimos que el costo por esfuerzo sea no 11
neal enel esfuerzo 10 gue implica que el costo
por cosecha es no lineal en cosecha. i-e se su
pone gue

3%C ac, (1)

>0 1o que implica "0

aE? gh?

donde CE y Ch denotan el costo total de esfuer

zo y cosecha respectivamente,

SECCION 1.3
LA MAXIMIZACION DEL VALOR PRESENTE: DIFERENTES CASOS.

CASO 1:

E1 caso 1 nos 1leva a plantear el problema béasico. Con

dx

dt
vo es maximizar el valor presente de Tos ingresos:

I{t)= (P-C[Cx(t})]) h(t) por medio de vp= f‘g et {poCTx(t]]In(t) dt.

= F(x)-h{(t), X(o)= X, el objeti-

la ecuacion de estado

bajo el control h{t); Ogh{(t)shmax, para determinar Ja pobla
cidn Optima X*(t). Este es un problema de control dptimo Ti
neal por ser el integrando de vp Tineal con respecto al con

trol h{t).

(1) La introducci®n de estas hipOtesis se debe a la consideracidn de
efectos depresivos en la dinimica costo-cosecha de la explotacidn,
Obsérvese que lo anterior no se considera en los casos I y II,
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CASO 2:

Modificando el modelo basico anterior, con el fin de
tomar en cuenta las hipdtesis basicas del caso, se conside
ra la ecuacién de estado g% = F{x)-h(t); Y(e)=X, con el

pbjetivo de maximizar el valor presente de los ingresos -

[(t)=[ P(t)-¢(t)c(%{t)) Jh(t) por medio de

vp= Ig e'at[:P(t)-¢(t)c(x(t)):]h(t)dﬁ bajo el con
trol h(t); O<h{t)shmax. Tal problema se denomina de control
gptimo no autdnomo por ser el integrando, en vp, de tal tipo.
)
CASO 3:

De nuevo bajo la misma ecuacidn de estado §%=F(x)~h(t)'

X{o)=X, se busca el nivel poblacional 6ptimo X*(t) que maxi-

miza el valor presente
_ w -3t .
vp = g e [[U{h)-C{x,h)h ]dT

considerando Ogh(t)ghmax v tomando en cuenta que Tas hipdte-
sis para tal caso nos permite expresar U(h)=fg p(a}da. Que

represente el beneficio social bruto, y que debido a Tas ca
ra;teristicas de P (beneficio social marginal) se supcne que

U'(h)>0 y U"(h)<0.



Analizando 1os planteamientos anteriores mas en deta-
11e podemos decir que los modelos de Schaefer se caracteri
zan por no considerar parametros propios de la estructura
interna de la poblacidn; tales como tasas de nacimiento, -
mortaiidad y distribucidon de la poblacidn con respecto a la
edad; este tipo de modelos scolo nos dan la dinémica "externa"
o global de la poblacion. Para ello solo necesitamos cono-
cer una tasa de crecimiento constante r de la poblacidn o -
biomasa X(t) y un capacidad de carga K del medio para con -

la poblacidn, de tal forma que la funcidn natural de creci-

dx

T = F(x) (1) tiene las siguientes carac

|

mienmto F{x) en

[a

teristicas:

F(x)}>0 para 0<X<K, f{o}= F(k)=0 con K= 1im X(t) y

t oo

Fe({x)<0.

Observemos gue ta funcidn de crecimiento logfstica. -

F(x)=rx (1- é) satisface las hipbtesis anteriores, incluyen

K de (1) donde 1im X{(t)=K.

do la solucidn X(t)= s
1+Ce tsowo

Si ahora queremos modelar la dinamica de la poblacidn
anterior con explotacidon, podemos introducir una tasa de -

cosecha h(r}:0 por 10 que la ecuacibén (1) se convierte en




- F0 - he) (2)

Para analisis posteriores supondremos también que h(t)
es igual a la tasa de consumo (lo cual nos permite ver a It
como la tasa de inversidn {positiva o negativa) para con el
stock) y e} precio P por unidad de cosecha mide adecuadamen
te el beneficio social (nefo) derivado del consumo de pesca

do.

Bajo esta perspectiva el problema es determinar h*(t) y
X*(t) sgue maximizan la utilidad social, de esta Gltima for-
ma podemos interpretar también la maximizacidon del valor pre

sente.

Con tales ideas podemos decir que los modelos de explo-
tacidn comercial pueden ser planteados en base a los modelos
de Schaefer, y con ayuda del factor descuento se puéden plan

tear 1os tres casos anteriores de valor presente,

Denotando por C. el costo del esfuerzo‘tota] E'y Cp el

E
costo de la cosecha total h(t), supondremos {(para los dos -

Primeros casos) que Co=at; a>0 y en general que; h{t)}=b E XB;
ah(t)

3]
bx
Pende iinealmente de h{t) y es decreciente con respecto a X.

b>0 y g>0. Lo que nos 1leva a Cph= es decir, Cj de-
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En todo momento, la ecuacidon diferencial fundamental o

ecuacidn de estado es Q% = F{x)-h{t).

Con X=x{t)z0 como la variable de estado y h=h{t)z0 es
la variable de control con Ogh(t)shmax; de tal forma que -

x(e)=Xo y hmax son supuestas conocidas.

E] objetivo para los tres casos sera el de maximizar el

valor presente de 1a renta derivada de la cosecha (pesca) su

jeto a las restricciones

4
"y

dx . F(x)-h(t); X(e)=Xo y Och{(t)s<hmax. ({3)

que para el primer caso; precio constante y costos Tineales

& @

en cosecha con vp=fg ehat{P—C[g(t[]}h(t)dt el problema esta

planteado y puede resolverse via el principio del maximo, re-

sultando que la solucidn singular X* debe satisfacer

d{ {P-C{X*))F{X*)} = (P-C(X*))& (4)
dx*

En la ecuacién anterior, la solucibn de equilibrio X*(t)
B Puede no ser {nica, si existe. En el caso de ser F(x) la fun

Cién logistica y c{x)= , como principales condiciones, tene

>

‘MO0s que existe una solucion Onica X*>0; tal resultado puede -



8. jeducirse de la ecuacidén (4). De aaui en adelante supondremos

para cada caso, Ta unicidad de X*; es decir, gue tas hipote-
sis en el planteamiento del problema son tales que permiten a
las ecuaciones resultantes {como ecuacidon (4) para este caso)

tener solucidn X* Unica.

La ecuacidon (4} no incluye a t expliicitamente, ya que la
soTucibn X* es constante como solucidn de estado estable,

Derivando la ecuacidn (4), obtenemos:

SCHIXT)R(X*) 4 (P-Ct(X*)) FU(X*)= s(P-C"(X*))

C(X*) F(X*)  _ 4 (6)
P-C'(X*)

> F'(X*)-—

C'(X*) F{X*) 'se conoce como "efecto Stock
P-C(X*) |

E1l término

marginal".

Dos observaciones importantes podemos hacer en base a la

ecuacion (6).

(1) En este modefo, Los costos de cosecha .nfluyen en La optimi
zacibn def nivel de Stock por medio def efecto Stock margi-
nat., Todavia mds, &4 Los cosios de cosecha son Lnsensibles
al tamajio de La biomasa enfonces el procesc de optimizacidn
se vuelve {nrelevante, esto (LLimo se ve en [(6) AL ponemos
C'(X¥)=0 = F'{X*}=6 ; es decin, en tal caso, el nivel po

- 27 -



blacional Gptimo X* es para el cual se fiene una velocidad de
crnecimiento de La pobfacién Lgual a §.

1
t a wr manejo scelal racional de fa explo
taclén a patin de fa ecuacién (6). Comparando el efecto stock

(2) Podemos acercarncs

marginal en Xpsy (Xpsy nivel poblacional del mdxime rendimien
to sostenible) con el valon de £a tasa de descuento 8.

Sea h= _ O (Ysy) F{Xwmsy)

P-C(X,p,)

Veamos que nos dice la ecuacidn (6) en Xmsy

“Si 8>R  entonces X* es tal que F({X*} crece.

Si 8=R se tiene que F(X*)=Max F tal que X*=X
. X msy

Si 8<R se Tlega a que F(X*) es decreciente,

de tal forma que podemos establiecer

< X si &>R
msy
X* = X si &=R
msy
s1 &8<R
msy .

Observemos como condicidn para una sobrepesca biolé-

gica que P>C(Xmsy). Ademas si P>C(Xmsy)’ se ten-

dria una scbrepesca bioldgica si d=w,

(2) Digo Macercarnos", ya gue una sobrepesca bioldgica dependerd de
los tamafios relativos de R y §.




Comparando este modelo dinamico con el modelo estati-
co, 1 de maximizacibn scstenible de Ta renta gue ya vimos,
observamos que son figuales si &=0, ya que en la ecuacidn -

d_{(P-C(X*))F(X*))_ 4

dx=
cidon cuyo nivel de biomasa 6ptimo es la del rendimiento sos

(5) se reduce a que es la ecua-

3

tenible gue maximiza la renta.

Siguiendo el estudio de la ecuacidon de estado original,
para cuando 6>0 y con el objetivo de encontrar la trayec-
toria optima X*, considerando la linealidad del modelo pre-~
sente y previniendo la unicidad de X* se 1lega (ver apéndice)
a que la estrategia Optima es la 1lamada estrategia bang- -

bang que consiste en;

hmax si x(t)<X*

h*(t)=
0 si x(t)<Xx*

es decir, la médxima cosecha (inversion) es optima si X{t)>X*
y Ta minima cosecha (o mdxima desinversign) es dptima si -
X(t}<X*, Consecuentemente, la estrategia 6ptima para los ni

veles poblacionales son tales que:



Es decir, si los costos por unicidad de cosecha no cam-
bian con la tasa de éosecha, y si para t=0 estamos en A, la
estrategia Optima serd no cosechar al maximo hasta alcanzar
X* para, seguidamente cesar de no cosechar. Por otro lado,-

si comenzamos en B, la estrategia serd cosechar el maximo -

hasta alcanzar X*, y una vez alcanzado se debera cesar de -

cosechar al maximo,

Para el caso 2 se considera que los precios no se man-

tienen constantes y que los costos demandan cambios con res

pecto al tiempo desde t=0 a «, asumiendo ademds que las fun

ciones precio y costo son conocidos, denotados por P{t) y -
C(x,t) respectivamente, con C{x,t)= a(t) C(x(t)) donde ¢(t)x0

es el coeficiente variable que permite cambios en los costos

con respecto a t., Aqui también pretendemos maximizar vp con

CXJ .

vp = rP (t)-o({t)C(x(t)]] h(t)dt (7)




de nuevo bajo las condiciones raturales gque establece (3).

Problema que nos lleva a la ecuacidn para la soluciodn

singular X=X*(t):

o(t) CLOMF(X*) o _P(t)- 6(t) C(X%)_ (g

G-

Fr(x%)-
P(t)-p(t) C(x*) P(t)- 4(t) C(X*)

de nuevo se supone gue los parémetros, yprincipalmente F(x)

y C{x,t), fueron tomadas de tal forma que se puede suponer

2  .que (8) tiene solucidn finica X* para cada punto entonces -

X*(£) serd la trayectoria Gptima para el nivel de biomasa.

La nueva regla (8) que se establece para X* difiere de

P:_1a anterior, [“de (6) ] en cuanto a que la regla (8), para -

eada tlempo £, toma en cuenta el crecimiento del precio y el
costo por unidad de cosecha, de tal forma que para precios
altos o costos bajos o ambos casos provocardn niveles bajos
de stock al incrementarse la cbsecha; perc la regla (8) no
Contempla, comparativamente, el futuro y el pasado, sino que
Tos ajustes ya descritos los 1Teva a cabo para cada instante
f; para'ejemp]ificar esto Gltimo, supongamos lo siguiente:

Se espera un incremento (instantaneo y substancial) en el pre

Cio, en un tiempo futuro T,
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Como buscamos ta trayectoria Optima X*(t) que maximiza
3 yp de (7), &sta deberd ser tal que (8) se mantiene para -
.ﬁcada t. Pero. iQué tal si permitimos un efecto de anticipa-

cién para contemplar el aumento del precio p(t) a partir de

La trayectoria anterior se hace a partir de que h(t) -
% esté restringida por Ogh(t)ghmax y por lo tanto es imposible
obtener la X*(t) idealmente existente, pues no se pueden al-

..canzar estos niveles Optimos en un instante t.

- - T td
La solucion idealmente existente, debe ser tal que para
precios altos (constantes) se tienen niveles de stock Gptimos

“bajos, y viceversa, tal que, agraficamente;

2, *
l H
Py
1 * 1
%y




1a relacidn estd en que si se tiene la grafica (A) para los
precios, entences se deberd tener la gr&fica (B) para el -

stock dptimo. (B) es la solucidn X*(t) que se encuentra al maxi
mizar vp de (7) con la ecuacidn (8),

Siendo m&s generales {para responder Ta pregunta an-

lterior) que Tos casos solucidn considerados por {(8), tomemos

en cuenta 1o siguiente: si suponemos la existencia de un -

tiempo tlgT, a partir del cual es conveniente dejar de cose

;har, para aumentar el nivel de stock a partir de Xf y cose

char al maximo {con h(t)= hmax) una vez presente T, hasta un
&

tiempo tzaT que es el tiempo para el cual se Tlega a ch
()
K
. h=0, T\
X s
1 “— \_h=hmax
1 N

es decir, en (c¢) -~ - - - - - es 1a solucidn propuesta al -

maximizar (7) y considerando la conveniencia descrita antes.

Para este caso (c), tenemos que el valor presente (7) se con

vierte en; &
1
vp= J e'St(P -¢1C(XT)) F(X{)dt

0

1



t
2 .
tr e-Ot(PZ-—tb2 C(x,t)hmax dt + f é'ét(
t t2

Po-t

2

5 c(x;))F(xg)dt

1 2
tar P1 y PZ’ Una vez encontrado el t1 dptimo, es posible encon

donde X* y X% son los niveles constantes dados por (8) al acep

trar X{t) (T se supone <conocida) mediante la solucidgn de la -

ecuacion de 1ibre crecimiento %% = F(x) y es posible encontrar
(t) de la ecuacidn %% = F(x)-hmax

ma x
con X{(T)=X_. como condicidn inicial e igualando X(t

tambien t2 con la solucidn X
)
T max

= Y&
X2 para en

contrar t2, podemos ver inciuso a t2 como funcidn de tl.

Para encontrar tl 6ptimo podemos diferenciar a vp de (8) -

“ " con respecto a t1 e igualando a cero. Es decir, Pv__ g de -
ot
1

donde se obtiene:

-6t

st
e TPiop CONTFOE) = fe  [Pym¢, COX5) ] F(XE)~ hmax)} -3

t2
dt,

T
+

2,-0t 3%y CT X(t,t;) hmax at
T ot;

Para el caso t,=T7 nos queda (7) con (8). Es decir, no hay au-

1
mento en T y se tendria Xf = X%.

A los intervalos (tI’T) y (?,tz) se les conoce como inter

Valos bloqueados. La conveniencia de introducir este Gltimo es
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tudio marginal de intervalos blocueados se introducen como
(9), es decir, sobre los X* que satisfacen (7) y (8) en los

intervalos no bloqueados.

Una de tas hipdtesis para el caso 3 consiste en no per

s
¥

mifir éi precio para tomar valores infinitos, To que nos per
mite definir la funcidn U(h)= fg P{a)da. Como se supone que
el precio del pescado representa, adecuadamente, el benefi-
cio social marginal derivado del consumo de pescado, se pue
ﬁe entonces representar el beneficiq social total de la tasa
“de cosecha h por medio de U{h), gue graficamente, con U'(h)>0

y U"(h)<0 P

> |

Nuevamente, como en los casos anteriores, se quiere maxi

mizar vp con

vp = £t [Cu(h)-cix,h)h Jdt
0

donde C{x,h) denota el costo por unidad de cosecha como fun-

'cidn de x y h y sin olvidar las restricciones (3) para todos

“Tos casos, del principio del mdximo, en el caso no lineal, -

obtenemos la ecuacidn para soluciones dptimas en equilibrio

(es decir, con f(X*)=h) ;



C{xX*,F(X*)) *
3X* o) _

X*\r—x* F )‘)—IM}_ BC(X*,F(X*)) F(X*)

Suponiendo unicidad en el punto de equilibrio X*, se pue

de observar en este modelo no.lineal, que se tiene una aproxima-

(1)

cién Optima al punto de equilibrio de tipo asintdtica que

contrasta con la aproximacidon "bang-bang" en el caso lineal.
: _la reglta de decisidon a ser aplicada a 1o largo de la trayecto

ria de aproximacidn puede ser expresada como:

= . BC(Xsh)) ,h

i Fi(x) - 2 X +w£q =65

P(h)- {?ﬂx,h)+ ELLELDLL_{E] P
5h

“donde ¢ representa el precio, en la demanda del recurso, al
~aproximarse al punto de equilibrio, es de esperar cambios en
¥ , por lo que ¢ tiene sentido, pero una vez alcanzado X* se

‘tiene =0 y con ello la solucidn inicial.

Considerando los ingresos R(h) en vps= f: e"StR(h)dt tal
que R(h) se logra por medio de[ U(h)- (x,h)h 7] con la relacidn
h=bEy® y 1as hipdtesis U'(h)=p(h)>0 y U"(h)= P'(h)<0 donde

(1) La trayectoria Optima se obtiene observande el diagrama del plano fa
se_{(x,h).Tal diagrama se puede obtener por medio de las isoclinas

{h ; g | en base a h = —g,,—g%—(ﬁ—}"(x)) v x = F(x)-h.

- 36 -



.13 consideracion P'{(h)<0 (no constante) es debida a efectos de

tdepresidn” en el stock. Ademds se pueden analizar estas isocli
.nas para pasar de un tiempo-horizonte T finito a un ihfinito me
diante la aproximacidn de las trayectorias &ptimas (una para ca

da T) a las separatrices al tender T a =,

A diferencia del caso lineal, se encuentra que la po]Tticé

Gptima consiste en aproximarse asintoticamente al nivel dptimo

X*I

Graficamente:

Con A si X, >X* i
y B si X <X* '




CAPITUHLO I

SECCION 2.1.

Lo aque haremos ahora es, en Ier,rlugar, hacer algunas
consideraciones sobre 70s procesos de nacimiento y muerte -
para reducir la dindmica poblacional con cosechas planteada
por el sistema de ecuaciones de evolucidon a un par de ecua-
ciones diferenciales ordinarias para el tamsio de la pobla-
:1cién P(t) y la tasa de nacimiento per-cipita Q(t). En 2do. -

Tuge

r encontraremos politicas Optimas de explotacidn para 3

(a3}

5

casos, gue seran definidos en base a los niveles iniciales -
P, ¥ Q, con que se cuentan y con la ayuda de la trayectoria

_Pc(t) poblacional que maximiza la funcidn de crecimiento na-

~tural.

Empezaremos por establecer el sistema de las ecuaciones

(1),

de evolucién

oplast) , Bolast) o (4 n(t))pla.t) + E(t) pla,t)= O
sa ot |
con  P(t)= f: p(a,t)da (1)

B{t)= plo,t)= I: pla,p(t)) pla,t)da

€on la condicidn inicial sla,o0)= ¢(a) (2)

(1) Conocida come ecuacicnes de equilibrio de Mac Kencrick,
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donde cfa,t) es la distribucidn de edad y representa el ni

“pero de individuos de edad al tiempo t.

P(t) es la poblacién total al tiempo t .
- B(t) es el nimero de recién nacidos (edad cero) al tiempo t.
u(a,p) representa el nimero de individuos que mueren a Ta edad

a cuando el nivel de Ja poblacidn es P.

“B(a,p) es el nimero esperado de nacimientos para un individuo
de edad a cuando la pobltacion total es P

jE(t)(z) es el esfuerzo cosecha y representa el nivel al cual Jos
individuos son cosechados al tiempo t.

Como wuna hipbtesis importante, diremos cue el esfuerzo
E(t) se aplicard por igual a todas las edades, To gque nos -

1leva a interpretar a E(t) p(a,t) como el nivel de la cosecha

de individuos de edaa al tiempo t, por To que

f:E(t)p(a,t)da: E(t) fjp(a,t)da= E(t)P(t) es el nivel
:de cosecha al tiempo t, 1o qgue nos Tleva a que

fIE(t)p(t)dt es el rendimiento total en el intervalo

-[},f], debido a Ta politica de cosecha E{t); esto Gltimo nos
Tpérmite decir gque nuestro problema consiste en elegir E(t)>0
“que maximiza a _flE(t)p(t)dt para T suficientemente grande y cado.
 (*) En lo que sigue buscaremos politicas Eptimzs de ewxplotacidn para con

poblzciones con estructura de edad, El sistema dinZmico per usar es
Continuo en la edad y el tiempo.

(2) Ver apindice.
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Habiendo aclarado la situacidn, nos evocare

aducir el sistema de las ecuaciones de evolucidn a un par -

de,ecuaciones ordinariazs. Pera lograrlo haremos las siguien-

tes'hipétesis:

1) u(a,p)= u(p); es decir, la funcidn wortalidad es independien
temente de la edad, ademfs peC' en [0,%) esta hipltesis, ne
cesaria para nuestros cilculos, bioldgicamente nos dice que
la mortalidad se debe mas que nada, a factores circunstancia
les en un medio peligroso, donde la mortalidad natural es des

preciable.

2

B(a,p)=B{(a); la funcidn nacimiento es independiente del taw

fio de la poblacidn.

Adem3s, consideraremos a R{a) como sigue:
-0a .
(1) B(a)= B.e con B.y o constantes tal gue B.>a>0  (3)

(11) B(a)= Bo(l-e *%)B,a>0

(I11) B(a)= B.a Bo>0

Las condicicnes sobre las constantes oy &, son para re
presentar diversos casos realistas.

'Podemos ver que B(a) en (I) modela con buena zproximacion
.?yéque1]as pobiaciones cuyos miembros son fértiles a edades tem
Pranas. las hipétesis (II) y (111}, que son més realistas (por
‘9enéricas), consideran crecientes a g{a), y modelan bien a mu

Chas especies de peces,



Cefiniremos ahora la tzsa de raciciento per-capita:

Sea G(t)s MQQE%, dende B{t) representz e1 nlmaro de recién
P(t
nacidos al tiempo t y P(t) la poblacidn total al tiempo t

que son las dadas por el sistema de evolucion.

Con las hipbtesis antericres llegaremes a que el par

de ecuaciones djferenciales

e
1

[CQ-u(p) JP-EP (4)
&= q(Q) '

4
28

con las condiciones iniciales
P(o)= Po= s ¢(a)da y 0Qo)= Qo=

modetan Ja dinadmica poblacional propuesta por el sistema de

las ecyacicnes de evoluycidn.

El método para obtensr el sistema (+) ccnsiste en inte-

grar -2ela,t) . dgpla.t) +ulplpla,t)+E(t)pla,t)= O
dga . ot
d§5de a=0 hasta a=e ; al pedir la hipdtesis (realista) adicio

grandes, se obtiene

P = - u(P)P + B-EP



-

Ademds si multiplicamos la misma ecuacién por B(a) e

'1ntegrando de nuevo respecto  a la edad a en (o0,«), sin ol-
yidar las ecuaciones del sistema de evo]ucién que aefinen a
lB(t) y P(t), usando la ecuacidn obtenida antes junto con -
.dz %, se obtiene Q= g{Q), donde Ta expresidn de g depende-
de

la &{a} considerada.

Haciendo tos calculos:

I Bpla,t)g, 4 fﬁ’gﬁiﬁbﬁlda + Sulpdelat)da + SE(t)p(a,t)da = 0
plat) ], + —5— +u{p)p(t) + E(t)p(t)= 0

donde hemos tomado en cuenta que p{t)= fzp(a,t)da y haciendo

“uso de que B(t)= pla,t) y p(a,t)= O para a grande se tiene

“B(t) + P(t) + p(p) P(t) + E(t) P(t)=0

es decir [_ﬁ(t) = -p {p)P + B - EP.

Integrando ahora Ta ecuacidn

-0 - ‘t - ; - . 4_" -
B %8 Eﬁigizl-+ foe” © 991%1—1-+ Boe™% 1(p) Ela,t)+ g “PE(t)pla,t)=0

respecto a la edad a en (0,%)



n o f -G8 8D t - -
oo 22:E)gy o+ ;T e ALy 4 e R ) (o, thae + SRR E(2) p(, 1) 0
o c
~f L - -
i E:::Z’L) goe Paz e M a 1) Tl plat) fee T e B + wR(t)
0 ¢
n nf oy oa
w 23a,t) e 08 oo i(fo (e,t)8ce da)= é(t)
o st e at

ulp) fla,t)fee ™% da= ulp) Sela,t) e *%da= u(p) B(t)
O o]

PE(t) ola,t)Bee *Pda = E(t) B(t)

por 1o que la igualdad (*) se convierte en

F‘s [ 8o~ o - u(p) JB-EB | .
|

Escribiendo la ecuacidon obtenida

P = -u(p) P+B - EP

‘como ﬁ=[—~E— - u(p):] P - EP y usando el hecho de que Q=—%— :

Se obtiene ﬁ=[:Q—p(p):] P-EP gue es la ler. ecuacidn di

ferencial que se queria obtener.

Ademas COQo Q: (%) = %Egﬁlfgi_
P
L (Bo-a-u(p))B-EB) JP-B{-u(p)P+B-EP)
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—> 0 =9g(Q)* [[gc-a] Q-Q2 ecuact tenicz al considerar

ela)= B.e ™ y junto con la ler. ecuacidn se cbiiene el par de ecuacio
nes diferenciales ordinarias que modelan la diniZmica pobla

cional propuesta por el sistema de evolucidn. No olvidemos

las condiciones iniciales P(o)= P, ¥y Q(o)}= Q. ya cbtenidas.

Los pasos a seguir para la obtencidn. del sistema

p
g

[ Q-ulp) ]P-EP
g(Q)

(I

I

al considerar las B(a) restantes, son similares, al conside

rar 8(a)= B, (1-e"*?) se obtiene:

P =[0- u(p) ] P-EP

0(0)=aBo-a0-0°

Fas )
1

y con g(a)= B.a se obtiene:

O e
1

[ Q-u(p) JP-EP
()= go-0°

L.
i




g depende de la ley de nacimiento de Ya poblacion

[ Q-u{p) JP-LP

a(Q)

O o.
I}

.
H

2 (Q)=(B,-a)Q-Q*
' 2(Q)=cR,~aQ-qQ*

/2

A K=f,-a . Kz‘-_-g;-}-(a?+4a5°) !

Bo .
g(Q):Bo_QZ

K= ‘/ﬁ °

laramente vemos que en los 3 casos anteriores tenemos

a{k)= 0, g>0 en (0,k), g<0 en (k,=)

de 1a concavidad hacia abajo gue g"<0 .



Observemos como el sistema obtenizo

.
"
L3
|
o
——
Qa
po—tg
o
i
™
-

con - P(o)=P, ¥y Qlcl)= Q.

Puede modelar la evolucidn de una poblacidn P(t) debido

a la presencia de unrecurso Q(t) (olvicandonos un poco de Ta

'Eonocg Ta tasa de nacimiento per-céapita y se conoce una fuer
te dependencia de un recurso. Mas todzvia, podemos decir que
Ta tasa de nacimiento pér{épita se comporta como un recurso
:hra 1a pob]acién; observemos también qué para las tres expre
'iones consideradas para R{a) obtuvimos, cualitativamente, el
mismo par de ecuaciones diferenciales crdinarijas, es decir, -

da dinamica cualitativa dela poblacidn no cambia al variar so

bre las expresiones de g(a) consideradas.

Ac]arémos gue Q(t), como hipbtesis, es conocida y estd -
dada por la solucién deé(t)= g(Q) con Q{o)= Q. es decir, en

los calculos por hacer, consideraremos a Q(t) conocida e inde
Pendiente tanto del esfuerzo E como del tamano de la poblacidn

P a considerar,



R

Notemos, por las caracteristicas de g con respecto a K,

Qg es mondotona y lim Q(t)= K.

1 +o

que

Una vez establecida Q, observemos que P(t) es la solu- i

cibn de Ta ecuacidn diferencial no-autdnoma .

P(t)= Y(t,P(t)) - E(t) P(t) (6)

con Y{t,P(t))= (Q(t)- u(p)) P y Plo)= P,

Es decir, conccida la funcidn de crecimiento natural Y
&

‘dremos una SO]ucién P(t) de (6), funcidn poblacional con la
‘que se puede (definir) obtener un rendimiento dado por -
:T(p)= FiYCe,p(t))dt-P(T7)+ Po (7)), con el tiempo dado T
'ngicientemente grande y que se puede obtener por medio de -

JIIE(t)P(t)dt en la ecuacidn {(6).

El término P{T~) estd dado como P(T )= Tim P{t}.

T

A continuacidn precisaremos las trayectorias P{t) con

las cuales daremos las politicas optimes; esto, una vez de-

finido 1o que es una politica Gptima.

-
T
L
Ll

Definimos una frayectoria P como uné funcidn en [0,=), Ta



cual €5 continua por pedazos de C' por pedazos y continua

por la derecha (P{t)= P(t+))para toda t30,

Dentro del conjunto de trayectorias P, definimos a G -

como la clase de trayectorias zdmisibles,

G= {P(t) trayectoria /P>0, P(0)gP,, P(t)ecP(t™), (8)

P{t)gY(t,P{t)) donde P{t) existal

Dada cualguier trayectoria P y Q la solucidon de é=g(Q)

correspéndiente a P.

cion, sobre G.

(1)

PeG, con P#P*, existe un tiempo T, tal que Y

b (P*)>YT(P) para

-

tod
oda T>TP.

Sobre los pardmetros y funciones del par de ecuaciones

diferenciales

-

P =" Q-ul{p) JP-EP
Q0 = g(Q)

Obstrvese fa wiicsidad de P*.

(1) Ubsérvese la unicidad de P#,

con Q(0kQ, se obtiene el par (P,Q), al cual llamaremos &ibifa
Nuestro criterio de optimalidad la definimos, a continua

Definicifn: Una trayectoria P*ecG, es Gptima ', sidada cualguier




hemos necho consideraciones scbre P, 0, g y £E. Nos falta ha
cer suposiciones convenientes sobre u(P) para obtener nues-
tras trayectorias optimas (1o plural se debe a Tos distintos

casos a consicderar). Convenientemente podemos considerar a

ir:

[

u(P) como linealmente creciente, es de

Sea p{P)= yo +yP con yox0 y ~y>0 constantes por lo que Ta

funcibn de crecimiento natural nos resulta:
Y(t,p)=[C0(t)-yo-vp P (9

por 10 que ahora estamos en posicién de observar gque para t

“fijo, existe uns lnica P=Pc(t) que maximiza Y(t,p). Es decir,

Y(t,PC(t)): max Y{t,p) (10)
Ocp<w
Tlamaremos a la funcidn Pc(t) Ta trayectoria critica, cuya
expresion:
Qlt)-ve s1 G(t)xve

(t) positiva, es 2y P_(t)= (11)

por ser 2y P c
0 en otro caso

c
Por 7o que la Funcidn de crecimiento natural Y{t,p) es tal

que:

i) es de crecimiento estricto en{ 0,P_(t) ]
_ -

ii) v estrictamente decreciente en[:PC(t), o)




Supondremos ademds, en forma mis realistz que yo<k por

10 gue adquiere sentido la expresidn

i P ()= -RYe
t+o Z'Y

la consideracidn yozk no es, desde el punto de vista biolo-

_'gico relevante ya que $i yozk.

Se tendria que Q-yo¢ Q-k y como lim Q(t)=K se puede in

T+
terpretar como una poblacidn en proceso de extincion.

o

(5

Para alcanzar nuestro objetivo enunciaremos algunas pro
- piedades deseables de la trayectoria cr{tica PC. Nos preocu-
paremos por construir trayectorias admisibles Pc’ aln usando
perciones de PC si es necesario., Para ello 1Tamaremos a PC

__mﬁMAibﬂa, a un tiempo t, si

Pc(t)>0 y Pc(t)éY(t,PC(t)) (12)

¥y por el momento agregamos la condicidon, para un t, dado, con
- Sistente en Q(to,)>y., aque por la monotonia de Q y yo<k se tiene
-que G>y, en[ to,»); y por (11) se 1lega a que 2yP_=Q-vo en -

Eto,m) 1o que implica que P. es C' en[ to,=).




Tratando de extender el resultado antesrior, observemos

lo siguiente:

Vd
la iguaidad (Q71°) =[:Q(t)-Yo—YPC:jPC se mantiene debido
a que 2vyP_.= Q-vo,
' _ 2
1o que implica gue _g":[:Q(t)~YO~YPC:ij s 0 (Q-ved®
' A% 2y 4y

: . . . . _ 2
o equivalentemente PC:[:Q(t)-Yo-YP P+ 1 - {Q-vo)
€= C oy 2y

~de donde se obtiene §C= Y(t,PC(t)) + 0{Q(t})) (13)

con  w(Q)= 1 [g(q)- {8¥e)y
-2y 2

£

Con tal expresibn podemos observar que PC es admisible

para t si y solo si Q(t)>yoy w(Q(t))gD. Resultado que se de-

Ademds, debido a las propiedades de g observadas antes,

Y @ que y.<k no es dificil verificar que

v"<8, ¢ {yo)>0 y  y(k)<0O

Por lo que existe g efyok) tal que, para Quyo, podemos es-
tablecer

p(Q)=0 <=> Q=g

$(0Q)<D <= Q>q

duce al tratar de mantener una congruencia entre (12) y {(13).

M O W R o o o e

eabiois
R




Graficamente

— v o -

Yo q k

#0ebido a estos {1timos resultades se puede mostrar la

equivalencia de las siquientes condiciones, para tc:20.

i) 0{t.)z2qg
11) P. es admisible en t,

i11) P. es admisible enf to,=)

La equivalencia se puede mostrar por medio de lta veri-
ficacitn de las implicaciones: 1)==>ij)=>iii)==>1), debida
que Q{t,)sg3v. ¥ como ¢(Q(t))<0 <se tizne que P. es admisi-

ble en t. ((1)=>74)).

Si P es admisible an t, se tiene entonces que Q{to)2Ys
Y 9(0(t))<0 siempre que te{ t,,=), por lo que se tiene ii)=>

111}, Si suponemos que P es admisible en| t.,=) entonces se




tiene que v{0{to))g0 ==> i), Por lo que gueda establecida Ja

equivalencia de las tres condiciones,

SECCION 2.2

Para dar nuestras politicas Optigwas necesitaremos de la
dinamica poblacional en ausencia de ccsecha, y tal comporta-

"miento estd dado por:

e
1

“Yo P'TP2+QP

g(Q)

L.
i

a quien llamaremos, ecuaciones de crecimiente libre.

Podemos observar que las ecuaciaones anteriocres constan
@e un'punto de equilibrio gue es globalmente estable y que

Se obtiene al hacer P=0 v §=0, por 1o que tal punto de equi
}ibr@o es (“E%la_, K) y se encuentra en el primer cuadrante

‘k>Yo} del plano (P,Q).

En base a estas ecuaciones de crecimiento Tibre, y sin
olvidar Jas propiedades de g con respacto a k, se puede cons
truir o) correspondiente retrato fTase, que consiste de las
Srbitas (P{t), Q{t)) de crecimiento libre aue provienen de

fesolver las ecuaciones de crecimiento libre.




En tal retrato fase denotamos por FP_ la trayectoria cri
jca dada como PC%{(P,Q)/ZyP: O-v.}, ¥ por medio de ézg(Q)
podemos encontrar las direcciones del rovimiento {(a variar
t) de las parejas (P,Q) sobre P. tales parejas ordenadas se

y o . k""Yo . 4+ - .

: an a , K) debido a que lim t)=K. A1171 mismo,
aproxim (—?§—“ ) q Q(t) mism

t=s
ﬁbn 1a ayuda de las propisdades de (Q(y)) podemos resaltar

Debido a p= -YoP - yP? + QP resulta que:

N . _ B-v4
& i) P=0  si P =

i) P<0 s i P>¥g%13«

i) P>0  si P<—Q~;—L

tratando de interpretar los incisos anteriores considerando
: D Q"Yo 1 4 ]

Q>K, podemos decir que sobre la recta P os niveles
de poblacidn, de las 6rbitas (P,0Q), alcanzan su méximo. Si
:se considera Q<K, los niveles de poblacidn anteriores alcan
‘Zan su minimo sobre P= Q%Ig . Si adicionaimente se conside-
ran los signos de P dados por ii) y iii) con los signos asu-
‘midos por Q con respecto a K se puede obtener el siguiente

retrato fase



Ko olvidemos que estas orbitas
(P,G), soluciones de las ecua-
ciones de iibre crecimiento, -
tienden al punte globalmente -
estable LiEXQ,K).

Adicicnalmente hemos dibujado
la treyecioria critica P, con
su poreidn inadmisible, dada

para q>Q>‘\{D .

H-H- como porcidn inadmisible de P_ y ——— las -

_Orbitas de crecimiento Tlibre,

Las direcciones sobre la trayectoria critica P. se ob-
i 3 1 ' 4 : \ k"Yo
tienen al censiderar 1im Q(t)=K v 1im P _(t)= =
- C 2y
Tt e t>w
A la solucidn, de estas ecuaciones de libre crecimien-
to, que toca a P_ en Q=q, le 1lamaremos w. Se puede observar

que w es tangente a P.. uw, trayectoria de 1ibre crecimiento,

C

Gue es tangente a PC en (=g debidc a que

P= Y(t,P )+u(Q) y u(Q)=0<—>0=g

- 5§ -



sstrictemente positiva Z(t) en Ogt<e de la ecuacidn

las dadas por la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1: Sea Z la trayectoria de libre crecimiento, y

seleccionando un tiempo to3:0,

1) Sea 2(t_ )% Pc(t°)' Entonces existe un (finico) tiempo t1>tO

tal que Z(t1)= Pc(tl). Ademds, P es

admisible en‘[:tl,m).

11) Sea PeG. Entonces: P(t,)€Z{t,)=> PgZ en[:tu,w)

P(to)>Z(te)=> P27 en[ 0,t.)

iii) Para Q,<q existe una Unica T.>0 tal que Q(t )=g. Sea W la

q

traysctoria de libre crecimiento con W(Tq)= P (TQ).
c ' q

2) Entonces la 8rbita de W cae en w y W(t)>Pc(t)

para toda t#Tq.

b) 81 Z{oX<W(o) o Z{(t,)= Pc(t°) con t°¥tq, enton—
ces Z<W en [?,w) vy existe una {nica t1>2q tal
que Z(t1)=Pc(tl). Adem3s, en caso de ocurrir -
la segunda hipotesis con t°<ta se tendria Z<PC

en (to,t)) y 2P en[O,to)U(tl,m)‘

- 56 -

11amaremos trayectoria de libre crecimiento a una solucidn

las propiedades gue necesitamos de estas trayectorias son -

T

5oy e
LR




e meSAAACALEN
Por 1a forma en que se construye el retrato fase para el caso
en que Q<K y P< Q_;li y bajo la consideracidn Z(tc)<PC(tD), es claro gque -
. - . Fa a - q"YO E. _
¢x1ste t,, Gnico, tal que Z(tl) Pc(tl) y Pc(t1)> i tal que Pc(t) no
tiene porciones inadmisibles en [:tl,m). Si 0zK se tiene el mismo resulta-
K-vo . ) .. s :
do ya que Pc(t)> fg%ﬁ-y tales niveles de Pc(t) son admisibles, Se tiene i),

Debido a las desigualdades; P<Y{t,p), Z=Y(t,p) y conside
rando 10s saltos descendentes de P, P(0)<P. y P{(t)<P{t ) pode

mos aplicar el Teorema de Comparacion y obtener i1).

Veemos como se puede mostrar iii},

Si Qe<q<K entonces, debido a la monotonia de Q(t), exis-
:te una iGnica tq tal que Q(tq)=q, y por construccion, si W es
la trayectoria de libre crecimiento con W(tq):PC(tq) (iexiste!)

~entonces sucede que:

a) La Orbita W cae sobre w y, por comstruccifn,

W(t)>PC(t) t%tq

b) Si tenemos que Z(0)<W(o) o Z{(t.)= Pc(t°) con
t,#t entonces, también por construcciln de w,
se tiepe que Z<W en | 0,®) y existe una Umica
t.>t t = . Adem2 bvi

1 tq al que Z(tl) Pc(tl) demas, es obvio
por el retrato fase, que si Z(t.)= Pc(t°) con

t°<tq se tiene que: Z<Pc en (to,tl) v

Z>P, en [:,to)U(tl,m).
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A continuacibn veremos un proposicidn que nes permiti
ra manejar mejor, en Jos calculos, la definicidn de trayec

toria éptima dada, ya que elimina Ta presencia del término

P(F ) oue aparece en Yoo

Tal resultado deja ver gue para establecer la optimali

dad es suficiente maximizar la funcional

Fo(P)= sTY () t))dt,
0

PROPOSICION 2: Cualquiera de las dos siguientes condiciones

es suficiente para gue una travectoria P*eG

sea Optima.

(A) Dada cualquier PeG, P#P#,

Y(t,Px(t))2Y(t,P(t)) t>0

+

con desigualdad estricta en

(1)

algln intervalo

(B) Dada cualguier PEG, P#P*, -
existe un TPBO tal que -

F_(P*)>F (P) ¢>T_ .
T( ) T() .

(1) Establece la unicidad de P*.

- 58 -




En vista de gque la condicidn (A) implica (B) es suficien
e entonces mostrar que P* satisface Ta definicidn de optima-

Jidad dada si (B) se mantiene.

Para empezar supondremos qgue (B) es verdadera. Con tal

idea mosiraremos primero que

P*(t)= Pc(t) para toda t suficientemente grande {14)

Supongamos que la propuesta (14) es falsa. Entonces, -
a aue (B) es verdadera, existe un intervalo (tg,tl) con to
arbitFariamente grande tal que, para cada te(tc,t,) se mantig
Zhe P*(t)#PC(t), supongamos adicionalmente que Q{t)>q tz»t.. -
No se pierde generalidad al hacer esta hipdtesis pues se re-
quiere hacer consideraciones sobre 1as porciones admisibles

ﬂe P.. Con tales hipdtesis llegamos a los siguientes casos:

(so a}l Supongase primero gque P*>P en (t°’t1) v consideremos la

trayectoria admisible

ff*(t), 05t<t,
P(t)= -
ch&)’ t,&t,
y va gue Y(t,p) es de estricto decrecimiento en [:Pc,m)
se tiene Y(tl,P*(t))SY(tl,P(t)) para todo t, vy con la
desicuzldad estricta en (tc,tl). Lo que contradice la

hipbtesis imicial ((B) se mantiene) con T1=Tp en (B).
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: . ’r; - o <P £ ol
car0 b)  Por otro lado, supfngase P (t2) C( 2) para algiln
tZE(t°’tl) vy consideremcs la travectoria adpisible
-
. BR{(T) Ost<t2

P(t)=- Z(t) TSty

Pc(t) tBSt donde t3 existe gdebido a i)
de la proposicidn 1 y con Z come la trayectoria de
libre crecimiento que parte de P*(tz) (al tiempo tz)
hasta Pc(tB) (al tiempo t3). Esto nos permite decirr
que P=Z$PC en [:tz,tB:] y debido al inciso ii} de -
proposicidn 1 (donde ponemos P¥ en lugar de P) se -
tiene que P*£Z=P en [jtz,t3:}, por lo que P#SPSPC en
[:tz,ta:] y debido a gue Y(t,p) es de estricto creci
miento en[:O,Pc) se tiene Y(t,P*(t})<Y(t,P(t)) para
toda t, con desiguvaldad estricta para el conjunto de
tiempos (no vacio #or suponer a (B) cierto) en donde
P*(t)%Pc(t), ¥ 51 T es suficientemente grande se tie
ne que de nuevo se contradice la hipdtesis (B). Por

lo que queda demostrado (14).

ET resultadec anterior nos ayudara a ver gue si (B) se

~mantiene entonces P* es Gptima.

Tomemos PeG, P#P*, tal que por las definiciones de YT

E .
y T se tiene

YT(P*)—YT(0)= FT(P*)—FT(D)+P(T")-P*(T_) (15)

asi en el caso de que lim inf[ P{(t)=P*(t) 150 se ternga una

Lo

desigyaldad estricta (>G)(1) implica entonces gue P(t)>p*{t)= P
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para t's suficientemente grandes. Por 1o gue eligiendo un T,
.He las t's suficientemente grandes se tiene FT(P*)>FT(P) y

P(T’)>P*(T') que con (15) implica que YT(P*)>YT(P) para t su
ficientemente grande, que es precisamente la definicidn de -

optima?idad dada,

Por otro lado consideremos 1im inf[:P(t)—P*(t[]<Od en

t+oo

tal caso, para caca e£>», existe una sucesion {tn}, de tiempos

crecientes, tal que:

P*(tn)—P(tn)>e (16}

5

Ademgs debido al resultado (14), podemos escoger a {tn}

tal que:

[P (t)-P_(=)]< ©/4 y P*(t)= P (t) (17)

para todo t>t donde t, es el primer miembro de Ta sucesion

l E
it}

Observemos la siguiente definicidn,
L]

Para cada n, sea Zn la trayectoria de crecimiento libre

Que parte del nivel poblacional Pc(tn)—e al tiempo t. ¥y T,

| . _ 3
el tiempo menor, después de t_, tal que Z(Tn)- Pc(tn)— 7.



Sabemos que Tpe existe debido a:i)dela proposicidn 1,

(17), ¥y 12 continuidad de Zn {para czda n).

Debido a (17)3 se 1lega a2 que Z _{t)gP (t)-%,2 en[:tn,Tn)

n C
'y debido a que Y(t,p) es creciente en [[0,P ) se tiene que -

V(t,Z ())<¥(t,P_(£)-%/2) para te[t , ©7] (18)

Ademds como Q esta acotada enr| 0,=) y es mondtona impli
ca que el supremo de Y, 1lamémosio S, es finito. Por lo que

las definiciones y resultados Z t

n’ tne Tp vistos implican en

z (t¥= Y(t,Z )<S que

-t )S  (19).

T
£ _ n _ n £
—— = J 7 (t)dt= s Y(t.Z (t))dte(r -t

4 t D t
n n

con (Tn-tn) uniformemente acotada y tendiendo a cero confor-

me n tiende a o,

Ademds, debids a (16), (17)2 y 1ii) de propesicidn 1,
Se tiene
PeZ en[ [t ,e).
Haciendo una hipdtesis adicional sobre {t 1}, elegiéndo
Ta tal que tn+l>Tn para cada n, lo gue no hace perder genera
Tidad en Tos resultados ya obtehidos, pues si {tn} no tizne
ésta propiedad, podemos elegir una subsucesidn gue la tenga

Yy con ella definamos la trayectoria (inadmisible) como:
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P(t), Ost<t1

o(t)= Z {t), tnst<Tn, n=1,2,..

P (t) en otro caso

que con (17), se consigue ¢= P* en[ t,=)- U [fn,rn).
n

.Por lo gue en base a (17), escribimos:

Y(t,p*(t))- Y(t,0{t)) = V(t,P (t})- ¥(t,Z (t)})

W

Y(t,P (t))- v(t.P _(t)- %/2)

[CQ(t)-vo-vP 1P,

L) vey (P (8)- D (P (1)- 93

Q(t)P -voP vPi- [(t)-vo-vPcty S (P~ €/2) ]

fl

QUE)P —yoP —yP2 QP+ Q £/2 4yoP - yo /2 + vPITYPL T
CYDCYC c "Yoc Yo Yrc C -

2

y por (10) nos queda Y(t,B*(t)) - Y{t,e(t))»y %— )

Como enesta desigualdad se tiene, que la cota inferior es
independiente de n y con la importante observacidn (19) Tlega

mos (integrando)

a que FT(P*)— FT(¢): I%iﬁ T (20)

es decir Tim [:FT(P*)- FT(¢):]=m

T
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Por (1tima, debido a los resultados ya obtenidos;

'y con Ta definicidn de @ y la monotonia {decreciente) de

Y(t,p) en [P_,») se consigue

Y{t,o(t))z Y(t,P(t)) para toda tz0

gque con la definicidn de Fo se tiene FT(¢)3FT(P) para toda

Ty cofo en (15} se tiene P(7 7 )2p*(T7) se obtiene:

Y (P*)= Y_(P)s F_(P¥)= F ()-P(T )+ P*(T") (%)

T T T T

que considerando (14), PC(W)FP*(T-)>—P(T') para 3 suficiente

mente grande, 1o que implica gue

P(T )-P*(T ) esta acotada, por lo que tomando
limite en (*) cuando t+= y usando (20) se concluye

Tim [V_(P*)-Y
Trw — ¥ T

te Tp suficientemente grande tal que:

(P)] == , que por definicidn de I1imite, exis-

YT(P*)> YT

te 1a definicidén de optimalidad dada.

(P) para toda T>Tp, que es precisamen




Primeno)

135

Cbservemos como hasta aquil se ha seguido un procesc to

almente natural:

Se reduce el sistema de evolucidn al par de ecua

ciones diferenciales ordinarias

P =[Q-n(p) Jp-EP

(.J g(Q)

li

Después de definir el tipo de explotacidon (el de
rendimiento) se precisan las trayectorias admisi
bles que satisfacen tal tipo de explotacidn y so

bre &stas se define la optimalidad por buscar.

Se dan criterios equivalentes y mas manejable,
de ta definicidn de optimalidad, 1o gue implica
maximizar la integral FT(P),‘y por esto mismo,
maximizar la funcidn de cracimiento natural sobre
las trayectorias admisib]eé, Este Gltimo paso nos

lleva a definir una trayectoria admisible Pe-

Como cuarto y OTtimo paso, se mostraran los tres tipos
e trayectorias 6ptimas que se obtienen segin tres posicio-
e€s distintas de las condiciones iniciales P, y Q,. Tal mues

ra de optimalidad se hari en base de gue las condiciones (A)
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J (B), de .proposicidn 2 implican la cpiimicidad de P*. Mas
precisamente, dadas las condiciones iniciales {0.,,P.}. dare
ﬁos la sclucidn Ooptima P*{t), que satisface el sistema de -
ecuaciones diferenciales ordinarias, y que maximiza el rendi
miento ya definido, tal trayectoria seré.éptima al satisfa-

cer (A) o (B},

iguiente consideremos Q
os tres casos Siguientes.

el

Qaso 1: Supdngase que la condicidn inicial (P..0Q,) es tal que Qo3¢ y
Poz Qoo entonces la trayectoria Gptima es
Pr(t)= P (t); Ogtew (1)

Debido a aque Y(t,p) es decreciente en {:Pc,m) y creciente en

1 = . . _
(1) ObsErvese que, practicamente, estamos considerando un esfuerzo E(I)
no acotado y suceptible de aplicarse instantineamente,
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Caso 7:

[ 0, Pl se puede observar que P*(t) satisface (A) de

proposicibén 2.

El comportamiento gr&fico seria como sigue:

Q Pc
(PbsQﬂ)
k
. (o0
P

Yeamos ahora la trayectoria Optima para cuando Ja condi-

cidn inicial es tal que: Po< Qomve con  Qo>Yoe
2y
| Z(t), Ost<t,
que resulta ser P*(t) = ,
Pc(t), togt<o

Con Z(t) la trayectoria de crecimiento Tibre

gue parte de P, al tiempo t=0 hasta alcanzar,
en un tiempo t,, a Pc(to)ﬁ
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0 “c
(P,,Q0)
k ///////
q
(PD )QO)

Debido a que Po<P (o} y usando el inciso i) de propo-

cisidn 1, existe entonces t, tal que:
P*(t)=z(t)sP¢(t) en [0, to ] (21)

Ahora si P#P* es cué]quier otra treyectoria admisible,
entonces, de la definicidn de G, se tiene aque
P(c)gP,=7{°) y en base a ii) de proposicidon 1 podemos
plantear que P<Z= P* en] 0, t, ]y por (21) que

PgP*cP en [0, to], ¥ ya que P.=P* en[ te,), y con
las propiedades de Y(t,p) con respecto a P se tiene
que Y(t,P*)>Y(t,P)para toda tx8 y con desigualdad es-
tricta en algln intervalo {ya que P#P* en algin inteﬁ-
valo) por To cue se tiene (A) de proposicion 2, y se

tiene que P* es Optima.

Por Giltimo supongamos que (P,,Q,) se encuentra a la
Yn 4 - O.O_YD
derecha de PC y con Qo<q, es decir; Qo<gq, Po> =+ .

La trayectoria Optima correspondiente a esta condi-
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cion inicial, no es obvia debido a lo inadmisible de PC
para (Q<q.

Antes que nada veamos la notacidn por usar.

Sea tg>0 tal que Q(tq)=q y sea W la trayectoria de creci
miento libre con W(tq)= Pc(tq) (corforme iii) de proposi
cidn 1) con W= W(o).

Ademas para cadanivelde poblacionP (O;wo:], sea Z 1a

trayectoria de crecimiento libre gue empjeza en P para -

=0 y ©(p) >t M) tal que Z,(c(P))= P_(x(P). Con tal

q L
notacion podemos ahora escribir la trayectoria Optima P*

C

- como:

l/zp(t), Oct<t(P)
Px(t)=<¢ (22
) 7\ PAt).  T(Petee, :

(2)

Con P tal que, O<Pg min(W,,P,) vy no especificado Sa-
tisface (B) de proposicién 2, con lo que P¥ resultaria

dptima.

Empezaremos por probar que cualquier trayectoria que sa

isface (B) pertenece a GC donde ;-

G = 4 famiTia de trayectorias P -~ paramétricas
de 1a forma (22), ;
1) Segfin ii1ib) de propesicifn 1, para cada P existe um finico tiempo T(P).
{2) Con esta condicidn para P no se pierde generalidad debido a que el es

- - A =
fuerzo E(t) es no acotado y suceptible de zplicarse en forma instanta
hea.
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mis precisamente , mostraremos que dada cualguier PeG, PLG
existe una trayectoria ReG_. tal que Y(t,R(t))z Y(t,P(t);}
con desigualdad estricta en un conjunto no vacio de tiem-
pos t, lo que produce la desigualdad FT(R)>FT(P) para T su
ficientemente grande. Después ge probara que existe una -

(inica) trayectoria en GC que maximiza F.,r para T grande.

Con 1o anterior en mente tomemos PeG, PEG . Supdongase
primero que P3P _ en [@,tq), entonces ya que w(tq)= Pc(tq)
y debido a ii)} de proposicibn 1, se tiene que W(0)zP(o)
(¢<PL}. Por 1o que la trayectoria

WL, Ost<tq
R(t)= ()

Pc(t), tqst<w es admisible:
y de nueve en base a ii) de proposicion 2, podemos ver que
PxW= R en[:O,tq)n Y con iiia) de proposicidn 1 tenemos que
PxR>P _ en [p,tq), R=P_ en[:tq,m) y por la monotonia de -
Y(t,p) con respecto a P. se tiene Y(t,R{t))eY(t,P({t)), ¥
debido a que P¢GC existe un conjunto no vacio de tiempos
t para los cuales P(t)#Pc(t)-por lo que la desigualdad an
terior es estricta para tales tiempos, 1o que implica tener
F,(R)>FT(P) para toda T suficientemente grande,

Y
J

Viendo el otro caso, supdngase que para alguna te[p,tq

(1) Por no tener porciones inadmisibles de P
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ce tenga P(t)<P_(t). Sea t, el infimo de tales tiempos tal

qUE:

PLEL)sP (%) 2P (t¥). (23)

Sea Z 1a trayectoria de crecimiento libre que alcanza

a p_{t¥) al tiempo t*, entonces por (23) y i1) de proposi-

P3Z en [D,t, ), PeZ en [T,,=). (24)

#demis ya que t*<tq, concluimos de iiib) {proposiciédn
1) que existe ty>ty tal que I{ty)= P.(tq) vy por 24

P>Z>P_ en [0,t,) v PsZgPC en [}*’tl)‘ (25)

2{t), Ost<t1

Sea R{t}=
Pc(t), tlgt<w entonces REGC

fhor la monotonia de Y{t,p) con respecto a PC y (25) se tiene
Y(t,PC)gY(t,P) con desigualdad estricta en un conjunto no -

“vacio.

Falta solo mostrar cue existe una {Unica) trayectoria en

GC que maximiza Fy para T grande,



Centrémonos sobre 1os elementos de GC y observemos como

FT(P*) depende del parametro caracterizado por 22.

Asi, para Tzt(P)

T p{P)= IS(E)Y(t,ZE(t))dt + II(P§(t,PC(t))dt

y debido a la igualdad P_= Y(t,P _(t)) + p(Q(t))

: T : T
se tiene ft(E;:PC— v(Q(t)) Jdt= P(T)- P.(7(P))- IT(P?(Q(t))dt

*

y usando ZP= Y(t,ZP), ZP(0)=_E

(P)

se tiene /s Y(t,ZP(t))= ZP(T(P))— ZP(o)

de donde obtenemos:

FT(P*)= G- (P)= PC(T)— P - f

T2

6-(P)~ Go(Wo)= Wo- P+ 1 Ty(Q(t))dt= g(P)  (26)

donde g es funcion C2 en (0,W, | con tas siguientes propiedades:

g(o ): -® E 9‘(Wo)<0
(27)

g“(E)<O para 0<P<W.,



tales propiedades seran justificadas después.

Debido a estas propiedades g tiene un maximo estricto

es algin P,e(0,W,) y es estrictamente creciente en (0,P,)

'y decreciente en (P, ,Wo).

Sea P*= min(P,,P,) y sea P* dada por (22) con P=P* y
sea PP’ con pardmetro P#P*, quien -denota cualquier otra tra

yectoria en G.. Entonces, por medio de (26)

t{P*) T(P)
g(P*)-g(P)= We-P* + 1 T u(Q(t))dt- (Wo-P + /1 “w(Q(t))dt)
$ t :
T(P*) t(P)
= P-p* ft p(o(t))dt- 5 “p(Q(t))dt
t
q q

y en vista de la forma en que se tomd P* se l1lega a
g{P*)- g{(P)>0

y por medio de la igualdad

Fr(P*)- Fr(Pp)= g(P*) o g(P)>0  para

p —

toda T> max (t(P),T(P*))

se puede ver que se tiene (B) de proposicidn 2, y con ello

que P=P* es la trayectoria optima.



No se verificaré&n plenamente las propiedades de g dadas

.én (27), s0lo veremos el método para establecer(tales propie

Para empezar se puede verificar que la relacion
:(0,woij+[:tq,m) es una biyeccién., De hecho, la inversa I

e T se puede obtener de resolver 7= Y{(t,Z(t)) para Zp(t),

omo funcidon de t, con P= ZP(o), encontrando para cualouier

Eths""), el valor de E_=H(t) para el cual zp(t)= Pc(t)'

‘Como resutado se tiene:

- t L t

n(t)= 2y f(t) v/ F(s)dsy ™t con F(t)= exp {F (Q(s)-ye)ds} (28)
Q(t)‘Yo 0 o]

de donde se puede obtener II'(t)<0 en [:tq,m) y por ser T in

versa de II se tiene que 1 es mondtona decreciente con ranao

[tq,m) de donde se tiene 1(07)=w,

. IRY
sando Beg(Q), (0) = L —[g(0)- ﬂlzﬂ)—j
Y
T(P)
y g{P)=W.-P + ft p(Q(t))dt y (28)
q
, P 2
se puede llegar a 9’(3): (Q-vo) -1, g"(P)= Qv ) (Q-Yo-2vPf)
4,Y2E2,F _ . 4Y3Elaf2
donde Q= Q(r(P)}; f=F(c(P)).
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Por lo tanto el resuitado (27)1, g(O+):—w resulta de la

dgefinicién de g(P), 1(0 )=w, Q(=)=k y tambidn w(0)=Ce=0=g.

2

(B): (Q_YO) _1
4.YZBZf

tg= {W,) y W(tq)= Pc(tq), siendo suficiente mostrar que

La propiedad (27)2 proviene de considerar g'

>

)1/2, tal desigualdad se pusde obtener teniendo

Wo
~en cuenta que W satisface la ecuacidn de Tibre crecimiento -

2(t):'Y(t,Z(t)), con Y(t,p)=[ Q(t)-vo-yP ]P, 10 que implica

(1nW), —wlr = Q-vo-vH < Q;“ en [0,tg) (29)

Q- o
ya que Q-vo-vW < ‘21 en r'O,tq).

Si integramos (29) de 0 a t, y con ayuda de f(t) ya de

finida se puede obtener 1a desigualdad de arriba.

Para justificar (27)3, usemos IN{t), ya obt?nida como la
T(P)
L 2xflz(p)) | y / " f(s)ds que

B Q(T(B))'Yc 0

inversa de 1 y escribimos

con 1a ayuda de g"(P) se obtiene (27)3.



CAPITULD 3

cECCION 3.1

A.continuacibn estudiamos el sistema de evolucifn vis
-0 en el capitulo 2, pero sin cosecha, Tal sistema de ecua-
jones de evolucidn lo reduciremos, mediante hipdtesis y re
gultados ya éstab]ecidos.aruna'ecuabiﬁn diferencial no 17-
eal y no autdnoma, donde las caracteristicas no lineal y
no autdbnoma son provistas por la funcidn de crecimiento na-
5turak1de la poblacidn por medio de los factores mortalidad
y nacimiento considerados. Aplicaremos este método obtenido
para reducir el sistema de evolucidn; pero esta vez conside-
rando un factor cosecha; la reduccibn que se obtiene en este
caso-es la misma ecuacibn diferencial no lineal v no autdno
ma pero con el factor cosecha E(t)P(t). En esta Gltima re-
ducciﬁh se hace una Gltima (y vital) consideracidn con res-
pecto al factor‘napimiento? de tal forma'que Ta tasa de cre
cimiento instanfénea {(v(t)) de la poblacidn se considera -
constante (y(t)%r) por lo.que se obtiene que una ecuacidn -
diferencial no 1inéa1 y autdnoma modela la dindmica de una
poblacidn con cosecha. En base a esta Ultima ecuacion se da
rén posteriormente (en otras secciones) politicas de cosecha

dptima.



Analizaremos el siguiente sistema de evolucidon sin co-

echascuyos resultados nos serdn badsicos,

Las siguientes ecuaciones forman nuestro sistema de evo

Jucidn,

20(t,t) y 20(2.) 4y(a,p(1)) pla,t)= 0
da ot

P(t)= s p(a,t)da (1)
B(t)= p(a,t)= s 8(a,P(t)) pla,t)da

donde p(a,t) es la distribucidn de edad (el nimero de indi
viduos de edad a0 a un tiempo t30)

P(t) es la poblacidn total.
B(t) es la tasa de nacimiento.

u es la funcidn mortalidad (u{a,p)da es la pro-
babilidad de mqrir en el intervalo de edad -
(a,a+da) cuando el tamafio de 1a poblacidn es P),

B es_Ta'funciﬁn de natalidad (B{a,p)) es el ni-
mero esperado de nacimientos para una persona
de edad a cuando el tamafio de la poblacidn es
P).

Sin embargo, supondremos que la poblacidn total P influ
ye solo en la funcidn mortalidad p; mds especificamente supon

dremos que:




8(a,p)= g(a)

u(a,p)= u (a)+ ue(p)

donde un(a)da representa la probabilidad de morir debido a
causas natunales duvrante (a,atda), mientras que ue(D)da es la

(1)

probabilidad de morir por {actores circunstanciales durante

‘el mismo intervalo.

En base a estas interpretaciones podemos decir lo si-

guiente.
&

ap(a,t) + 3p(a,t) +u(a,p)p(a,t)=0

que modela una dinimica poblacional con distribucidn de edad

Sea ue(p)=0 en la ecuacign

persistente y sin cosecha, de tal forma que si fijamos la di

namica con respecto al tiempo nos resulta que:

ap(a,t)

+up(a) pla,t)= 0 (3)
Ba.

Esta iltima ecuacidn nos establece la dinamica solo con
respecto a la edad, y tomando en cuenta el factor pn(a), te-

nemos que la solucidn de {3) tiene la expresidn

m{a)= e-fgun(u)da

(1) Factores circunstanciales: Saturacidn del medio, escasez de alimentos,
etc,

- 78 -



que €S la .probabilidad de 1legar a vivir hasta una edad a

1
en un medio perfecto (“e=0)g X

La suposicion (2)2 es especial, como los efectos del

- medio son independientes de la edad; esta puede ser apropia
dd, por ejemplo, para una poblacidn con la presencia de de-
prédadores los cuales comen indiscriminadamente individuos

de todas las edades,

Suporngamos que ups Hg ¥ Bson funciones de xc1a’se C'sobre[ 0.)

con BEI.:' en [[0,») y
a

ﬁ?ﬂ(a) g(a)da >1 ' | (4)

y como TN{a)p{a) es l1a tasa de reproduccidon para individuos
de edad a, el lado izquierdo de (4) representa la tasa de
reproduccion neta en un medio perfecto, Como consecuencia de
.4 se tiene que tales poblaciones, a la larga, crecen, Por -
consiguiente esta‘suposiciﬁn rinde 'una poblacidn que es posi

ble cosechar,

A causa de (4) la ecuacidn

f:H(a)B(a) e~ M%4a= 1

tiene exactamente {(por continuidad) una solucidén real r>0 -

(1) Ver ]

‘(!:J Viey f 1

2



l11amaremos a r la tasa de crecimiento natural,

Para un medio perfecto podemos observar que la funcidn:

ola,t)= cm(a) e "%p(t) (5)

con P(t)= P(0) et
y C se escoge tal que Cf:H(a) e "%da= 1

es una solucign de (1) (de (2) y (3)).

_Verificacidn: si pla,t)= ciu(a) e"TtP(t) con P(t)=P(O)er2

se tiene’ p(a,t) | C P(t)[:~un(a)H(a)e'ra—TH(a)e"ra:]
oa _ .

=-u (a)p(a,t)-re(a,t)

y ,a_p(_:g)_ = cn{a)e™"*P(a)re"t= cn(a)e " rP(t)=rp(a,t)
d .

y ula,P(t))po(a,t)=-u pf{a,t) ya que u(P)= 0

‘que substituyendo en la ecuacidn Bp(a,t) + 2o(a,t) +u(a,p)pla,t)=0
: ‘ F: ot

nos queda -nnp(a,t)-rp(a,t)+rp(a,t)+unp(a,t)=0

por 1o que efectivamente p(aat)=CH(a)p‘Ta

(1) bajo (2) y u,=0,

o{t) es solucidn de

11amaremos a tales soluciones distribuciones de edad persis-

tente)-su importancia radica en que ellas representan la con-
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ycta asintdtica de soluciones generales para tiempos gran-

- des, esto es: dada una solucidn p{a,t) existe una constante

tal que, para cada edad a,

o

lim —pla,t) g— = 1 (observacidn: Co=(P(C.)) (6)
t > COH(O)E_ra er

Llegaremos a una solucidn general si consideramos los
valores iniciales c9nsistentes con el sistema (1) mediante

-1a condicion inicial.

p(a,0)= ¢(a) (7)

o

‘con ¢ continua, Consideremos ahora la funcidn

gla,t)=pla,thexpisiu, (P(a))da}. (8)
Para efectos de interpretacidn veamos lo siguiente,

Sea L(a,t) la poblacidn de edad a un tiempo t con ue=0
Y u,=0, entonces g(a,t)= L(a,t)exyLJzun(a)du} es la pobla-

ciﬁn de edad a un tiempo t con p =0y y, #0

y pla,t)=g(a,t)exp{-s n, (P{r)dr}

e

O ¢+ O

=l (a,t)exp{-/ p (P(A)dl-fgzapn(a)da} es el

e

tamafio de 1a poblacidn de edad a a un tiempo t con n,70 y pe#O.
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Si en (8) consideramos pe(P)=0 entonces pla,t)=£(a,t)

por medio de (2), las ecuaciones (1) y (7) nos queda:

ot(a,t) , dE(ast) 4y (a)g(a,t)= 0
Ja at

g(o,t) = s B(a)e(a,t)da (9)
g(a,o0) = -c;(a)

Las ecuaciones (9) constituyen un sistema lineal para
g, un sistema que es, , de hecho, la formulacidn del pro-

blema para un medio perfecto,

La correspondiente funcidn de nacimiento J8(t)=£(0,t) es

(1)

por consiguiente una solucidn de la ecuacidn Sharpe-Lotka

18(t)=sia(a)m(a)B(t-a)da +4(t) (10)

donde ¢ depende solamente de datos iniciales:
¢(t)= sie(a)n(a-t,a)¢(a-t)da,

con M{a,a)= nfa) una vez que B es conocida, la poblacidn

M{a)
total -
P(t)= fog(a,t)da (11)

Correspondiente a £ es calculada usando las relaciones

(1) La consideracidn de esta ecuacidn se debe a la necesidad de gque B(t)
tome en cuenta los tamaiios poblacionales anteriores al tiempot .Esto

debido a la hipbBtesiside distribucifn de edad persistente,

- 82 -



p(t)= sCn(a)blt-a)da +ult)

- (12)
p(t)= rinfa-t,a)ela-t)

1a hipOtesis asumida ue(P)=0 nos permite interpretar a £,B

~y P como las distribuciones de edad, funcidn nacimiento y po

blacidn total que prevalece en un medic ambiente perfecto.

Para encontrar (10) y (iZ) de {9) integramos (9). a lo

.1argo de la caracteristica (t=a+constante). E1 resultado

it . | H(a”B(t-a) Oga<t
E(a,t)= (13)
m{a-t,a)¢(a-t) tga ,

x

Veamos como con (9)2 y (11) se obtiene (10) y (12).

Considerando de (9)2 que £(o,t)= I:B(a)g(a,t)da
= sipla)e(a, t)dar TB(a)E(a,t)da

y substituyendo, adecuadamente, la ecuacidn (13) tenemos:

£(0,t)= sEp(a)m(a)p(t-a)da + f5B(a)(a-t,a)¢(a-t)da

Ademés si a=0 se ‘tiene £(o,t)=I{(o)B(t-0)=E{0,t):B(t)

por lo que se tiene

B(t)= IEB(a)H(a)B(t—a)da + JoB(a)m(a-t,a)¢(a-t)da
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‘que es la ecuacibn (10).

Ahora integrando (13) f:g(a,t)da= IEE(a,t)da + f:t(a,t)dt

= fin(a)g(t-a)datsTi(a-t,a) p(a-t)da

pero de (11) tenemos P(t)= I:g(a,t)da. Se tiene (12).

Considerando P(t)='f:5(a,t)da y por (8)

- fzp(o,t)exp{IEuC(P(d))da}

>
i

o exp{IEuC(P(d))dd}f:p(a,t)da

1]

P(t) = exp{siu_(P(2))dA}P(t) debido a (1), (14)
Si diferenciamos esta Gltima relacidn con réspecto a t
y dividimos el resu]tado por P(t), encontramos que P satis-

face 1a ecuacidn diferencial ordinaria:

Cpe Dy ()P (15)
con y(t)= PLE) (16)
P(t) "

Haciendo los calculos si diferenciamos (14) con respec

to a t obtenemos:

P(t)= P(£)EXpLS Cug (POYAAY + P(E)n, (PYEXpLS L (P(2) Y

b(t)= p(e)(ELED) P(t)ue(p)(fiElJ y dividiendo por P(t)
. P(t) P(t)

- 84 -



—

P(t) _ plt) +u,(P) y haciendo p(t) =vy(t)
P(t) P(t) P(t)
y obtenemos ls(t)=|:y(t)—ue(P)___|P(t)
t)= P(t) representa Ta tasa de crecimiento instantinea
P(t)
en un medio ambiente perfecto. Aqui P satisface
P(0)= Po= So¢(a)da o (17)

Los analisis anteriores rinden el siguiente procedi

miento para resolvér el problema con valores iniciales;

(1), (2) y (7):

a) Resolver la ecuacidn integral lineal (10) para JA(t)
b) Calcular P(t) de (12) y v{(t) de (16)

¢} Resolver la ecuacidn diferencial (15)-con condiciones

iniciales (17)- para P(t).

dj Calcular &(a,t) de (13) v p(a,t) de (8),

'Los resultados anteriores ﬁos permiten ahora introdu
cir el efecto cosecha por medio del esfuerzo E(t) indepen
diente de 1a edad, Los individuos de edad a de esta pobla
cién son cosechados a un nivel E(t)p(a,t) al tiempo t, y

. en lugar de (1), se tiene la ecuaciﬁn de equilibrio:

aﬁ(ast) i BD(a,t) +Eu(a,P(t))+E(t)jp(a,t)=0 (18)
da ot




Las ecuaciones subyacentes gque componen ahora a nuestro
istema de evolucidn son: (18) ¥y (1)2 5 con Ta condicidn ini-
. )

‘¢cial (7). Ademds continuaremos suponiendo que puyp satisfacen

Usando el procedimiento discutido en la seccion anterior

‘para .reformular el problema, definimos:

£(a,t)=p(a,t) exp{ss[u_(P(X)d)+E(X) JdA) (19)

Entonces g satisface el sistema Tineal (9), |8(t)=E(0,t)
es de nueve la solucidon de 1a ecuacidn integral lineal (10).,

y P(t) definida por (11) es de nuevo dada por (12). .

Es importante notar que E,8 y P representan lTa distribu
cidn de edad, tasa de nacimiento y poblacién total que preva

leceria en ausencia de cosecha y efectos ambientales.

Como antés; Ta conducté de la poblacidn actual P(t) es
gobernada por una ecuacidn diferencial ordinaria. En realidad;
exactamente los mismos paso§ usados para derivar (15) Tlevan
ahora a:

§= Y(t,p)-EP (20)

con Y(t,p) la funcidn de crecimiento natural con la expresion:
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V(t,p)=[Cy(t)-ug(P) ] P (21)

En vista. de (20), el rendimiento

—

T
'rO

-

JPE(t)p(a,t)dadt= fIE(E)P(t)dt (22)

bre un intervalo [ o,} ] es dada por la funciénﬁal

Y1{P)= Po-P(T7)+ ng(t,P(t))dt (23)

En base a estos resultados podemos decir que huestro pro
D '
blema de cosecha 6ptima consiste en maximizar (23) sujeto a -

ertas restricciones,

Este problema puede ser atacado usando el procedimiento

iguiente:

(a) Resolver la ecuacifn integral lineal (10) para [B(E)
(b) Calcular P(t) de (12) v y(t) de (16)

(c) Resolver el problema de optimizacidn definida por la

ecuacidn diferencial (20) y la funcional r (23).

L}

Desafortunadamente, debido a 1a dependencia de Y(t,p) so
bre t, el problema de optimizacidn de (¢) se dificulta. Hay =~

Sin embargo una clase importante de problemas para el cual
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¢ta dependencia desaparece, en la que si podemos dar solu-
ign al problema de optimizacion. Esta clase corresponde a -
obTaciones con distribuciones de edad inicialmente persisten

e. Veamos esto 0ltimo mas en detalle.

COSECHA OPTIMA PARA DISTRIBUCIONES DE EDAD
INICIALMENTE PERSISTENTE,

Como notamos anteriormente, donde el medio ambiente es
cperfecto y en ausencia de cosecha, la distribucidn de edad es
?ina]mengé persistente, Asi, teniendo en cuenta la interpre-
iacién de l1a funcion g definida en (19), para un medio ambien
ie arbitrario y en la presencia de cosecha, £ sera asintdtica
a una distribuciaﬁ de‘edéd persistente como t-e, Por consi-
ﬁuiente,'si Ta pob]aciﬁn ha sido desarrollada en un largo pe
fTodo de tiempo, y si toda cosecha pasada ha sido con esfuer
Zo independiénte de '1a edad, entonces parece razonable supo
ner ﬁue §,  de aqUi-p;tendré la estructura de edad indicada

. Por consiguiente asumimos que:

s(a)= CPom(a) e T

donde C y P, son constantes con C escogida tal que (6.) se man
tiene, y donde r es Ta tasa natural de crecimiento. ET1 proble-

ma de valor inicial (9) tiene entonces la solucibn Gnica
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g(a,t)= cn(a) e "2p(t) (24)

P(t) = Poelt
> . rt : .
y tal que y(t)= %%%% = %f-gFf = r, es decir, con y(t)=r (25)
o e

Ademas la contraparte de {(14) en las presentes circuns-
tancias es la misma (14) con E(1) agregada a u {P(1)); Esto

es, (24) y {(19) implican que

ola,t)= cn(a) e™ 72 p(t) . (286)

5.

1

En vista de (21) y (25) se tiene que Y(t,p) es indepen-

idiente de t:

V(P)=Cr-ng(P) P

fes decir que Ta ecuaciaﬁ diferencial {20) se reduce a:
P= Y(P)-EP, - (27)

~donde la funcional (23).adquiere la forma

Vi(P)= Po-P(T7)+ sIY(P(t))dt  (28)

En las secciones siquientes nos dedicaremos a estudiar

la optimizacidn planteada al maximizar (28) sujeta a la con-
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Los resultados vistos se extienden trivialmente a situaciones en
las cuales los individuos de edad a tieren un valor econdmico g(a),
"donde g es no negativa, funcidén L™ en [ 0,), En este caso el

rendimiento (22) es reemplazado por:

Ta@E®) ola,0d a= TeE(be(t)e (29)

donde G(t)= jzb(a) pola,t)da y con ayuda de pfa,t)= Cn(a)e-raP(t)
sesimplica que G(t)= (C fzb(a)n(a)e'rada)P(t)='ClP(t) con constan

te Cl>0.
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SECCION 3.2.

Veremos ahora qué po]jticgs de cosecha éptima correspon
den a la dindmica de una poblacidn que es modelada por una -
ecuacion diferencial de cosecha, como p= Y(P) donde P(t) es
el nivel de la poblacidn a un tiempo t y Y(P) es la funcién
de crecimiento natural de la pob]aﬁién(l); pero a nosotros
nos interesa una dinamica poblacional que contemple una cose
cha, 1o que logramos introduciendo la funcian esfuerzo E(t),
que representa la po]itica de cosecha con respecto al tiempoj
que myltiplicando al nivel de Ta poblacidn P(t) se consigue
el nivel de cosgcha E(t)P(t) al tiempo t, es decir, ahora la
dindmica poblacional estﬁ dada por P(t)= Y{(P)-E{t)P(t), de
tal forma que podemos definir un rendimiento hasta un tiempo
'T'conrfIE(t)P(t)dt donde conviene tomar a T suficientemente
grande. Por esto Q]timo podemos decir que el rendimiento ha
sido planteado como un problema de horizonte infinito no es
téndagﬁﬂfste rendimiento, que no contempla una tasa de des-
cuento, puede verse como si Ta contempiara, pero siendo ésta
igual a cero(z)o
(1) Es interesante observar como el conocer sblo la dinZmica "natural”
de la poblacidn nos capacita, por medio de nuestra definicitn de
optimicidad, para encontrar politicas Gptimas de explotacidn.

(2) Lo que implica, como veremos despus, que si E(t) no es acotado (6
tiene cota suficientemente grande) la P(t) que maximiza el rendimien

to (de una manera sostenible) es la misma que maximiza la funcidn de
crecimiento,



E1 problema, que consiste en maximizar el rendimiento
ara una T dada conforme lo permita la ecuacidn con cosecha,
o dividiremos (en general) en dos casos, dependiendo si E(t)

es considerado acotado o no.

Pero vayamos un poco mas despacio para ver que hipdote-
Sis,-tan realistas como el manejo matematico lo permita, son

asignados a las funciones comentadas al inicio.

A la funcidon de crecimiento natural Y({P) la suponemos como
sigue:

i) YeC' en [0,»)

ii) Con un estricto global mdximo en P >0

i1i) Y(P)>0 si Pe(0,P ), con un nimero finito
(a To mas} de puntos criticos (extremos).

con el fin de visualizarla, graficamos:

-k m = -

-
=
-

i
D
re

\



A 1a funcion poblacidon P(t) la consideraremos, inicialmente,
como sigue:

i) De valor inicial (a un tiempo t=0)
P(0)=P,>0

ii) Consideraremos que Ps:G, donde G

P(t)

funcidn P(t), que por pedazos es'de clase C'}

2
Con respecto a E(t)( )diremos, por lo pronto, que es una
uncidn no negativa,

.
E1 término flE(t)P(t)dz se puede obtener, integrando de
a T la ecuacign ;=Y(P)-EP, 1o que resulta en o,

‘T(P)= Po-P{t )+ IEY(P(t))d$+ Con esto Gltimo estamos en con

'dicidn de definir una trayectoria dptima.

Diremos que una trayectoria, relativa a G, es una trayec
toria 6ptima (denotada por P*) si P*cG y tiene la siguiente
Propiedad:

para cualquier PeG, P#P*, YP(P*)>YT(P) para toda T suficientemente
arande (es decir, para T més grande que un tiempo t&ﬁT}(P)

que esta por darse).

(1) Esta condicidn implica considerar intervalos, de continuidad para P,
de la forma [é,b) en t.

(2) Ver apéndice.
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Obsérvese que hemos definido nuestro criterio de opti

‘micidad, ya que maximizar el rendimiento total (de o a T) -

serda nuestro objetivo.

| Empezaremos por considerar el caso en que el esfuerzo
E(t) es no acotado, 1o primero que habrd que hacer es adecuar
la familia de G a este caso. Es decir redefinir G, para in-
clﬁir (o ekc]uir) propiedades de P adicionales que surgen al
considerar a E(t) no acotado. En vista de considerar - -
p= Y(P)-EP, con E no negatiﬁo nos obliga a pedir la siguien

te cBndicidn:
(Cl1) Para cualquier t>0 para el cual Pesdiferenciable se deberﬁ;
tener P(t)gY(P(t)).
Ahora bien, si lTos individuos son cosechados,a un tiem
po I,més que ‘1o reclutado, entonces el nivel de la pobiaciﬁn
sufre de un sé]to en ese tiempo t, pero obviamente este sal-

to debera ser descendente, lo que origina la 2da. ' condicidn

a considerar:

(C2) P(0)¢Po, y para cﬁa]quier t>0 para el cual P tenga sal
tos;serd tal que P(t)éP(t'),
Esta Gitima condicion es congruente con la continuidad

de P(t) por la derecha (inclusive si t=0},



Adelantandonos un poco, y teniendo en cuenta que Y1 (P)

f. jepende de Y(P) y por tener &sta un maximo estricto (global),
en Pﬁ, podriamos esperar que la politica dptima consistiria
en alcanzar a P11 tan rapido como sea posible, y‘mantenernos
en ese nivel (constante), para todo tiempo posterior, Anali-
zaﬁdo més esta posible so]uciﬁn,supongamos primero que PO;PU.
En este caso podriamos aplicar el esfuerzo.en el instante t=0
para alcanzar a Pu (se tendria P,2P{0)= Pu) con un salto desf
cendente, Como segunda posibilidad podriamos tener Pg(Pu, sa-
bemos que un salto de P, a Pﬁ no es posible, veremos que la -
estrategia éptima en este caso consiste en abstenerse de cose
char (hacer E(t)}=0) hasta alcanzar P]J y mantenernos en ese ni

vél para todo tiempo posterior. ¢

L

Al frenar la cosecha la pob]acién crece libremente de -
una forma natural, de tal manera que podemos definir una curva
decneomwemmlﬂdme Z(t) que empieza en Z, e(o,Pp) al tiempo
to30,y que es soTuciﬁn de la ecuacidn i;Y(Z) con valor ini-
:ciai Z(tol= Zo. Observemos que debido a la hipdtesis Y>0 en
_(0, Pu:jimpTica que Z es estrictamente creciente y alcanza

P11 en un tiempo finito,

Con tal informacion podemos establecer la "solucidon",

- como un teorema por demostrar, para este caso (E no acotado).
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Trayectorias P(t)/PeG y
Teorema relativo a G, =

consistentes con (Cl) y (CZ)

~la trayectoria dptima esta dada por

P*(t)= Pu ; t30 para el caso P.xP (1)
Y
Z(t), Ogt<t
Px(t)=
p]J . tust<oo si P°<Pu (2)

donde Z es la curva de crecimiento Tibre gque émpieza en P,

al tiempo t=0 y alcanza a P al tiempo tu’ donde haciendo
p= Y(PJ-EP=0 se obtiene E= _iéﬂul_ que es el esfuerzo ne-
cesario para maqtener'P(t) al nigel dptimo P]J 1o que impli

ca que para (1) se tiene E(t)= Y(Py) +8(t)n Po y para

(2) N . u H
0, Ogt<t
E(t)=
.\!...._P_I:l...._ s t gt(oo .
P
u

Para la demostracidn del teorema anterior empezaremos

por mostrar los siguientes resultados auxiliares:

Proposicibn 1: Sea PeG optima entonces

1) P(t)spu' t30

ii) P(’c)=P]J para toda t suficientemente grande.
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Para demostrar i) supbngase primero que es falso. Es

decir, P>Pu en algin intervalo tC[ 0,»), Sea geG dada por

g(t)= min {Pu’ P(t)} entonces, ya que g<P y como Pu es -

miximo para Y tenemos que:

YT(g)- YT(P)= fr(Y(Pu)— Y(P(t)))dt + P(T )-g(17)>0 siempre que T>inf t
. . D:ﬂf‘l_ .
‘1o que contradice la hipftesis de que P es optima, lo que

prueba 1i).

Para demostrar ii) notemos que la condicidén Y tiene un
& -

- madximo en P]J s, ¥ escogiendo LE(O’PM) implican que:

v Py e(0.p ) J Ppe[[L,P ] tal que P <P, (3)

implica que Y(P;)<Y(P,).

Nos acercaremos a la demostracidn de ii), mostrando -
antes que:

1im P(t)= Pp . Supfngase que esto 1timo es falso,
T ‘

Entonces por f); 1im inf P(t)<Pu y de aqui que existe

t e
ke(L,Pu) Yy una sucesign {tn} creciente (tn+msﬁ n+e) y P(tn)<k
para toda n.

Sea entonces Z quien denota la curva de crecimiento 11-

bre que empieza en K al tiempo t=0 y alcanza a Pp en un tiem
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ok y sea z (t)= Z(t-tn) tal que Z es Ta curva de creci-
jento libre que empieza en K al tiempo to- Adicionalmente,

' ~

upbngase que Ta sucesidn {tn} es tal que t otk (si 1a
sucesion {tn} no tiene esta propiedad alguna subsucesidn 1la

jene)

Se ha obtenido; P(tn) éZn(tn) (Zn(tn)= K)

= ¥(z) y P<Y(P)

por 1o que debido al teorema de comparacidon para desigualda

des con diferenciales se obtiene P<Z,  en [T ,t +K7] (4)

e

tal cota para P se puede observar en la gridfica.siguiente:

Para P* definida por (1) o (2) y t, suficientemente -

grande se 1leqga a:
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* t
v vee) Jat = 7 ™I v(R )-v(R(e) Tet
t .
n

W

t
n+l - .
ft [:Y(Fu)-Y(Zn(t)I]dt debido a que t_,,>t +K

n y también a que P<Z en
[t .t +K] To que impli
ca Y(Zn(t))zY(P(t)) en
]:tn,tn+1<j

k .
IQ[:Y(Pu)-Y(Z(t)):]dt= D>0 debido a que Y(Py)

es constante y Zn(t)=
Z(t-tn) y la 2da 'desi-

gualdad por que Y(P,)»
Y(Z(t)) gracias a (3).

E1 resultado anterior nos permite concluir que:

F(T)= STEY(P*(£))-¥(P(t)) T dtoe si Tow

para esta propiedad de F(T) escribimos:
Y (P*)-Y (P)= F(T)+P(T')¥Pu+w i Toe,
Sin olvidar que P30 y P, una constante, observamos
que el resultado anterior contradice 1a hipdtesis de que P es
optima, por 1o que P satisface 1lim P(t)=Pu.

+oreo

Con el objetivo de demostrar ii)}; vemos, gracias a (3)
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A1 T3S

y al resultado i), que existe un tiempo a para el cual

P(t)e[:L,Pu:]V%;a y definimos geG como:

P(t): Ogt<a
g(t)= Z(t), agt<x
Pu s Kglco

donde Z es Ta curva de crecimiento libre que empieza en P(a)
al tiempo t=a y alcanza Pu al tiempo k(a<k) teniendo en cuen

ta que_g=P para te[0,a) se llega a

YT(Q)-YT(P)= fg[:Y(g(t))-Y(P(t):]dt_+ P(T“)TPHV#>T(1)

Ademds, con el mismo argumento con que obtuvimos (4),

establecemos que PgZ en [a,«x].

Supdngase ahora que ii) es falso. Entonces por (3), (5)

y las propiedades de g, se tiene que:

Y(g(t))>Y(P(t)) para toda te[a,=)
que debido a la no veracidad de ii) se tiene la desigualdad

estricta en un conjunto abierto, y debido al resultado ya ob

tenido; lim P(t)=p

; se debera tener P(T )—>P  sj T,
tom H ' H

(1) Si T<K no hay rendimiento Yo, (g).
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Por 1o que en (5) se tiene una desigualdad estricta para

suficientemente grande, 1o que contradice la optimalidad de

B p(t) vy se concluye la validez de ii).

Valiéndonos de esta proposicién 1, ya obtenida, es sufi

ciente establecer 1a optimalidad de una trayectoria en base

a la clase

Gu='{PeG/P<P]l en[ 0,=) y P(t)= Pu para

t suficientemente grande}

donde G es la ya definida.
£

Para empezar a demostrar el teorema solucidn, suponga-
mos primero PozPu, Sea P* dada por (1) y escogamos Per con
P#P*, Entonces P(T)= P*(T)=P11 para T suficientemente grande,

y para tales T;

Vo (P*)-¥7(P)= S Y(P,)-Y(P(t)) Jdt>0

de donde se concluye que P* es Gptima.

Veamos el caso en que P°<Pue

Para demostrar la optimalidad, en este caso, necesita-
mos un resultado auxiliar que lo plantearemos en base a 1la

siguiente notacidn:
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Sea [ A,C] C (O,Puj, sea Z la curva de crecimiento
‘]ibre que empieza en A al tiempo t=0 y alcanza C al tiempo

t=¢. Sea [a,c|C[0,») con Cza+k.

Ademds sea H definida en [_a,c | por

Z(t-a), agt<a+x

c , atkgtgc  si Y(C)aY(A)

A ,  agt<C-x

, H(t)=
& Z{t-C+x), C-kgt<C si Y(C)<Y(A)

que

. " a atx. ¢

itamaremos a H la transicidon optima de A a C durante (3a,c];
k es el tiempo de transicidon de H y C-a-x el tiempo restan-
te de H. Finaimente diremos que una trayectoria PeGll es un

Levante durante Ei,c] si P(a)<P({t)<P(c) para toda te(a,c), que Gra
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. ricamente la incluimos en el dibujo anterior con .

Estamos ahora en posicion de establecer el resultado -

auxiliar con ta siguiente proposicion.

Proposicibn 2: Sea PsGu un levante durante [a,¢] C[ 0,=).

Entonces:

i) Existe una transicidn Optima H entre P(a) y
P(t) durante Ja,c].
ii) Si el tiempo restante de H se anula (C-a-x=0)
entonces P=H en [a,c].

iii) Si Y es monétona en[ P(a),P(c) ], entonces
Y(H(t))2Y(P(t)) te[§,§] con desigualdad es-
tricta en un conjunto abierto si el tiempo
restante de H es no nulo,

Veremos la demostracibn-para el caso Y{P{(c))>Y(P{a)).

y teniendo en cuenta que P es un levante observamos que

cxa+k y dando

Z(t-a) agt<atk
H{t)=

Supdngase (para el tiempo restante de esta grifica di-

rigida} que el tiempo de transicibn « de H es igual a c-a.
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P(t) atkgtgc por lo que se tiene i)



Entonces H{t)= Z(t-a)Vte[a,¢] y puesto que:

H(c)=P{c), H=Y(R), P<Y(P)

que por el teorema de comparacibn tenemos
PzH en TJa,c] y por (6) se tiene HeP en -
. agtgatk 1o que implica {ya que c=a+x) que :

H=P en [a,c|, de modo que se obtiene ii).

Para demostrar iii) suponehoﬁ a Y mondtona, (Y tiene,
a 1o ms, una cantidad finita de puntos criticos en (0, Pu))'
Lo que implica que Y es estrictamente creciente en ' -
CP(a),P(c)]. Por ser P(t) un levante, y también debido a

(6), es decir, por tener:

P(a)éP(t)qPée) en (a,c)

P(t)gZ(t-a) en agtgati

se implica que PgH en [a,¢] y si el tiempo restante de H es
no nulo se tiene que P(a+K)<H(a+k)=P(t), que aunado a la mo
notonia de Y (creciente) en [[P(a),P(c) ] se consigue la va

lidez de iii).
Utilizaremos estos resultados, con Gu , para demostrar
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la parte (2) del teorema solucidn.

Escogiendo PsGu, P#P*, sea Tu el tiempo minimo para el
cual P(t)=PuV t;.tuo Debido a los saltos descendentes de P,
este deberé-tomar todos sus valores en [:P°’Pu:] (no olvide
hos que P°<Pu)°

Sea Cl,Cz,...,C con P,= C1<C2<,..;Cn=Pu, quienes de=-

n
notan los puntos extremos {(cantidad finita) de Y en [:Po,Pui]
y sea 1, (k=1,2,...,n), el tiempo 4inal en [Q,tﬁ], tiempo para
lTosecuales P toma el valor C, (podemos observar que ]n=Tu).
Andlogamente sean Tk(k=2,3,...,n) quienes denotan el paimen

tiempo después de 1, ; para el cual P toma el valor Cy» defi

niendo T1=Oe

Lo anterior implica que P es un Tlevante en

CloTeagd (51,2, 0000) (7)

consideremos la trayectoria R;Gu que se obtiene al reempla-
zar cada levante, en (7), por la correspondiente transicién
6ptima, cuya existencia esta garantizada por i) de proposi-
cion 2, y debido a la monotonia de Y en cada [P(“J,Pﬂk+1)j
podemos concluir, en base iii) de proposicidn 2, que

Y(R(t))2Y(P(t) ¥ tz0 .
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AsT que: Yp(R)= Ro - R(T™) + slY(R(t))dt

Vo(P)= Po = P(T7) + ng(P(t))dt

— Yr(R)z Y (P(1)) txt

Nuestro objetivo consiste ahora en mostrar que tt(P*)>
YT(P)V‘TsTL para lo cual podemos considerar l10s casos:

R=P* y R#P*.

Caso 1: R=P*.  Con P* dado por (2).

Observemos que t, =1, (k=1,2,...,n) con el tiempo res-
tante para cada levante, excepto el Qltimo, se anula,
AsT que, por ii) de proposicion (2), Ry P coinciden
fuera del G1timo intervalo. lenvante [j]n-l’tn:]' El
tiempo restante asociado con este 1timo levante no
puede anularse, porque si asi fuera, entonces Ry P
coincidirian en todas partes, lo que no puede ser, ~
ya que R=P*#P, por lo que podemos concluir de iii) de
proposicidon (2) y (3) que

Vo (PY<Y(R) (=Yp(P)YTST

Para estudiar este caso veremos mas detenidamente la

. 1 ) )
construccion de R( ) . Griaficamente observemos el comporta

miento de R y P en los intervalos de tiempo: [:]k,Tk+Kk:],
C1 kKT Terr 1 Y ETK+1’]'K+]_ 1:
(1) Esta construccifn se conoce como cuasi-Bptimo.
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k k+1 k+1

donde P es un levante en [[1,,T, ;7] y H es Ta transicifn
optima correspondiente {suponiendo Y(P(Tk+1))aY(P(1k))) con
K €1 tiempo de transicion y T-Ty-x, el tiempo restante de H,

de tal forma que se ha obtenido

Hk en E]k’]k+Kk]
Ry en [+ Tyyq

P(t)  en [T,,1, 7]
P(t)=Pu6h‘_t;tu

R(t)=

y teniendo en cuenta que P*(t)= Z(t) en Co.t ]

Pu en Etu,T:[

y como S Y{R(t))dt= s Y(R(t))dt + s Y(R(t))dt + s Y(R(t})dt + ( s Y(R(t))dt )

.7] U+ Tw) U600 (T,>T) Ul T )
y FY(P(t))dt = £ Y{P*t))dt + s Y(P*(t))dt + [
[0.7] ] (e, T [T,.1]
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>y por ser R(t) de crecimiento libre en U(]k’1k+Kk);

= Y(R({t))dt = SOY(P*(t))dt
;=U(1k,]k+Kk) [p,Tﬁ]

((PV(R=(IT V(P )= 1(R)_ (8)
n—
donde ]t(R) es la integral de Y(R) en Q ¥y Q=(E(1k+Kk,Tk+1))U(k(tk,'lk))U(Tn,T

Por 1o que se consigue Y

y como se tiene Y(R)sY(Pu) en 2 se obtiene 1t(R)s(T—Tu)Y(Pu).
Queda pendiente mostrar gue existe unlconjunto abierto 6CQ de

tal forma que
Y(R(t))<Y(Pu)Vt£6 y tomando en cuenta (8)

se qb@ﬁene YT(P*)>YT(R).

Considerando estos dos casos vistos se obtiene 1a desi-
gualdad buscada Yy(P*)>Y(P) ¥ T5T .

: : |
Para verificar la existencia de 8, observamos que para
este caso (R#P*) se deberd tener que los intervalos de tiempo
restgnte [:]k+Kk;Tk+1:] 'son no vacios (Tk+1-(1k+gK)>0 ). Cla

ramente, 6 puede estar formado de tales intervalos.
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ECCION 3.3

Veamos ahora el caso en que se quiere optimizar (maximi
‘gar) el rendimiento total considerando un esfuerzo E{t) aco-
tado superiormente por E. Es decir; OgE(t)gE Vi, que-podemos
éxpresar como una condicidon que deberdn satisfacer las tra-

yectorias G, como:

(C3)  P(t)sY(P(£))- EP(E)

y recondando (Cl) que consiste en ;sY(P(t)) para t donde P
es diferenciable y debido a que E es una cota, en principio,
arbitraria, Se tiene que una trayectoria que satisface (Cl)
y (C3) es necesariamente continua (por ser las derfvadas Ta
terales iguales). Por lo que no tomaremos en cuenta a (c2)

y con la misma razdn restringimos nuestra atencidn a las tra
yectorias G consistentes con'(Cl), (C3) y la condicidon ini-
‘cial P(o)=P,. Como una hipdtesis adicional sobre Y, asumire

mos 3

lim sup Y{P)<O (1) (10)

. Poe

P (<=) para el cual Y(P )= EP, (11)

(1 ) HipStesis realista desde el punto de vista biolGgico.

-.109 -

entonces existe un valor mds grande, de P(t)., que 1lamaremos



Ademds, debido a (10) Y restringido a [:Ps,w), tiene un
maximo, supondremos que este maximo ocurre en Pue[jps,m), es

decir:

v(P,)> Y(P) 4 P3P, P#P (12)

finalmente supondremos Y>0 en (O,Ps),(z) como notacidn sean

S=Y(Ps) y u=Y(Pu), por To que pu3s.

Ademds de considerar las curvas de crecimiento libre ne
cesitamos, para este caso, considerar tambi@n lo que es una
curva de miximo esfuerzo, diremos que X{(t) es una curva de -
maximo asfuerzo, si es solucidn en Ogt<e de la ecuacion

X = Y{x)}-EX
observemos que si P(t) satisface (C3); P{t)xY(P(t)-EP(t) ¥y

P(To)=X(T,) por el teorema de comparacidn se consigue:

(2) Hipdtesis ya hecha.
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P<X en [[0,T,7] vy P2X en [To,x) (13)

Considerando que P°<Pu’ usaremos la siguiente notacibn:

U1= inf {P>P,/Y(P)>u}

y por cada valor de n(n=1,2,,..), para el cual el conjunto

anterior es no vacio, podemos definir

Vn= inf {P>Un/Y(P)<p}

U, = inf {P>V /Y(P)>u)

n+1
£y

por 1o que se tiene Un<Vn<Un+1 y ademés Yau en (Un,Vn) que
para ser congruentes con la hipdtesis (12) deberemos tener

V,«P., para toda n. Ya que Y tiene un nimero finito de extre

s° .
mos debe entonces haber un nimero finito (1) N de US y el

. mismo nimero de Vr‘IS°

Con todo el aparato de definiciones y observaciones an
teriores podemos dividir el problema de optimizacidn (para

E acotado) en dos casos.

Casc 1: P]J no es maximo local de Y, lo que implica, debido a
(12) que PH=PS y ademds Y<S en (Ps,w) con anPS. Gra

ficamente para este caso:

(1) Realmente N¢ # de extremos de Y.
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A continuacion daremos, como teorema solucidn para este

" caso, la trayectoria poblacional que optimiza (maximiza) la

cosecha (rendimiento) ya definida.

TEOREMA A: Con respecto a la familia G={trayectorias consis-

tentes con(Cl}, (C3) y P(o)=P,}, aseguremos que

la trayectoria Optima P* es la que sigue:

{a) Si P°<PS, entonces

P*{t)=

z,(t), Ostey,
X].(t 3 U1€t<V1
Za(t), vy qst<uy
Xn(t), M etae



la curva de crecimiento libre que parte de P, al
tiempo t=0 (Z(0)=P,)

Z 1a curva de crecimiento libre que parte de Vo1 al

tiempo t=v__, (Z(vn_1)=Vn_1)
el tiempo para el cual Zn(un)=Un

X la curva del maximo esfuerzo que parte de U  al -
tiempo Z=n (solucidn de X=Y(X)-EX con X(un)=Un)
v el tiempo para el cual Xn(vn)= Vi

(b) Si PoxP ‘entonces P* es la curva del miximo esfuerzo

f s
que empieza en Po al tiempo t=0.

En pocas palabras la estrategia 8ptima consiste (si P°<Pu)
en dejar crecer (de una forma 6ptima) la poblacidn hasta que el
nivel EP_sea 1o suficientemente grande (EPS=Y(PS)) como para -
mantener el nivel de la poblacidn en PS para tztu. Si P°>Pu’
la mejor estrategia'esrcosechar al maximo para alcanzar el ni-

vel de equilibrio PSV(O=Y(PS)—EPS)

- Obs&rvese, para n<N, gue Y(P)-EP>0 en [:un,vn:] 1o que -
implica que Xn crece en tal intervalo y alcanza Vn en el tiempo

finito (bien definido) v_. Para Jos tiempos p  la analogia es.

nn

trivial.
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. Caso B: Bajo la condicibn (12) y P, un maximo local para Y se

tiene grdaficamente para este caso:

EP

Y(P)

in

R e T o Y
e o - — — = -

e —— e = - -

E1 teorema solucibn respectivo es el siguiente:

TEQOREMA B: Con respecto a la fami1ia G={trayectorias consis-
tentes con (Cl1l), (C€3) y P(o)=P,} , Ta trayectoria

bptima P* es:

(a) Si Poc<P . Z,(t),  Oct<u,
xl(t)" wigt<y,
P*(t)= : |
| in+1(t), vnst<tu
Pﬁ tuét@o
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. M, ¥ v, son interpretados como en el teorema Vi

donde Zns Xn

A. Z es la curva de crecimiento 1ibre que parte de Vn al

n+l ,
tiempo t=v 'y t es el tiempo para el cual Zn+1(tu)=Pu'

(b) si PoaPu

X{(t),
(t) 0£t<tu

. P*(t): .
Pu R Fu<t<m

donde X es la curva de midximo esfuerzo que parte de P, al
£

tiempo t=0 y t, es el tiempo para el cual X(tu)=Pu (como

1im X(t)= P

P <P entonces t <=),
teo Y sy T

5

Los niveles dptimos para la poblacidn dados por Tos teo

remas solucidn son, graficamente;

P*

CASO A




A continuacidn se da la demostracidn del teorema solu-

A parte a). es decir, consideramos P°<P5=Pu' Para acer

o5 a esta demostracidn requerimos del siguiente resulta-

Sea PeG Optima, entonces:

i) 1im P(t)= P
5
tow
i1} P es no decreciente.

A inae il Observemos primero que P(t)sPs; Ost<w, ya

51 no fuera asi QeG definida por

Q(t)= min {P(t),P}

'a mejor que P(t), en el sentido de que se tendrfa -

_)}YT(P) ‘para T suficientemente grande ya que: |
§i el maximo de Y esta en P =P tenemos que:
T - -
YT(Q)-YT(P)= IOD'(Q)-Y(P)']dt + P(T7)-Q(T7)-Qo+Po
si T es grande

YT(Q)>Y~T(P) si T es grande. Lo que contradice la su-
sta optimicidad de P(t).
;Supc‘;ngase primero que P(to)EEUn,an para algin tiempo

Sea X lTa curva del miximo esfuerzo que empieza en P({i,)
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al tiempo to. X(t) es 1la so]uciﬁn de i(t)=YDU—EXhmn X(t.)=P(t,)),
ecuacion donde si tooe =—> i(t)+0, o bien, (Y({X)-EX)-0, ¥y como
el Gnico valor para el cual Y(P)=EP es P.» por To que tenemos
X(t)>P, si t+=,y por (13):& el resultado inicial X<P<P_ en -

[to,=) se tiene que lim P(t)= P, para i).

trm

Supdngase ahora la otra posibilidad, P(t%d%]Vt. Y sea
- 8e={Pe[0,Un]/Y(P)3S-e} y recordando, para este caso, -
S=Y(PS)=EP5. Por 1o que-existe un e>o tal que

A

Y(P)>EP ¥ Pese (14)

ademds, debido a que Y tiene (a lo mas) un nimero fiﬁffa de

puntos criticos se deduce que dees la gnién de un nﬁmero’fi

nito de intervalos compactos y debido a la ecuacidn del mé;i
- mo esfuerzo %=Y(X)—EX con (13) y (14) se tiene que si P in-

gresa en cualquier de tales intervalos, este se mantendri -

solo un tiempo finito, y sin retorﬁar. Por 1o que P(t) cae

fuera de 6e para toda t suficientemente grande, y en base a

(14) -Y(P)gx-S+e para t suficientemente grande se tiene:

Y(p)-Y(P)>e (15)
' Z(t), Octgt
: s
Ahora sea Q(t)=
s > tsg’t<oo




con Z la curva de crecimiento libre que empieza en P, al tiem
po t=0 y alcanza Py al tiempo ty. Por 1o que si hacemos un -

cadlculo en base a (15) se muestra que:

Tim [:YT(Q)-YT(P):] =t
Treo
por 10 que Q es mejor que P, 1o que contradice la supuesta -

optimalidad de P. Con 1o que se obtiene la validez de i),

A continuacidon demostramos-ii).
_ Considerando a P(t) Optimo, mostraremos primero que -~
ﬁ(t+)30‘Vt; Supongamos lo contrario, existe un.tiempo ty tal
que P(t;)<0 y sea P1=;P(t1). Entonces, debido a la ecuaciodn
(c3), Y(P1)<EP1 y como Y(Ps)= EPS_se tiene que P <P_. Ademias

sean i y ¢ como sigue:

q=sup {Pe[ 0,P,)/Y(P)= EP}

t=inf {Ps(Pl,PS)/X(P)= EP} quienes existen ya que
Y(P1)<EP.

y por esta misma desigualdad (y definicion de Ps) asequramos

que son tales que Y(P)<EP Pe(g,T)

y 0Ogq<Pi<t<P, (16)
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Graficamente

et Rl T S ———,

—
~
o

wn

f
Sea X la curva de maximo esfuerzo que empieza en Py al

tiempo t1 debido a que la curva de maximo esfuerzo, al pasar
por q, se mantiene constante en g (por definicidn de g), se
tiene X>q en [il,m) y ¢on (13), concluimos que P>q en [:tl,m)
sea ahora t1+g el primef tiempo, después de tl, para el cual
P(t1+2)= P1 (1a existencia de t,+2 es asegurada por i) vy P1<PS)
por 1o que se tiene P<P1 en (tl,tlfk) y junto con las desigual

dades ya obtenidas; (16}, y P>q en[il,w) se tiene

v(p(t))<Ep(t)<ET'=v(T)v’ts(tl,tlm) (17)

asi que-la nueva QeG que nos sera Util para mostrar la no op

timalidad de P, es la dada como:

Y
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P{t), Ogtct

1
Q(t)= P(F+1),t1stét2-£
T ,tz-Rst<t2

P(t), t,st<o

con t, (mayor que t1+2) es el primer tiempo, después de tys -

para el cual se tiene P(t2)=T, Graficamente,

T - - - -

1 Livg T2

que en base a (17) se muestra que Q(t) es mejor que P(t), 1o
que contradice ta optimalidad de P, por 1o que se tiene ii) y
la proposicidn 3 completa.
. —3
A continuacian definifemos una fupcién f(t) que nos sera
de utilidad. Sea f una funcién continua no decreciente en -
[[0,o) y sea ¥ un valor perteneciente al rango de f. Rntonces
N _

1lamaremos a T una extensidn de f por una cantidad 230, si

esta dada por:
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(1), Octet,

f(t)= F togt<totl

‘F(t—ﬂ,) » Lotlct<m

donde t, es el primer tiempo para el cual se tiene f(t,)=F

graficamente serja

t, tot+2 :

por medio de aplicaciones sucesivas de esta definicidon pode-
mos extender una funcidn para con un nimero finito de puntos

en su rango.

VYeremos ahora la demostracién de optimalidad de P* dada
por el teorema A parte a). Haremos 1ardemostraci§n viendo -
solo que P* es mejor que cualquier trayectoria PeG, P#P* con
sistente con i) y ii) de proposicién 3. Comenzaremos conside
rando a P(t) una de tales trayectorias y sea an(n=1,2,...;N)

(1) Trivialmente, podemcs decir que f es una extensidon de f (en cualquier
valor de su rango) con longitud cero,
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los tiempos para los cuales P cruza Un Yy sea Wﬂn=1,”.,N-1)

los tiempos para Tos cuales P cruza V,. No olvidemos que es

tos tiempos son Gnicoes, debido a que P(t) es creciente (para

tales tiempos se tiene que P(t)zY(P(t))-EP(t)>0).

+ ~

Sea P la extensidn de P en Vi,V ...,V con A -(vo-p)

el tamafio de la extensidn en V;,V,,...,V _; donde estamos -

considerando que ln es el tiempo que toma la curva del maxi

mo esfuerzo de pasar del nivel Un al nivel V.. Finalmente,

sea ﬁn(n=1,2,...,N) es el (ltimo tiempo en el cual P toma el

valorﬁvnf Entonces, ya que P#P* se tiene que P #P*, todavia

mas, se puede mostrar que:

Vim V(P ) -YL(P)]=0

T oo

por lo que es suficiente mostrar que P* és mejor que P .

(1)

(I1)

Consideremos ahora la trayectoria R obtenida de P como

sigue:

4" "
Reemplazamos a P, en [:pn;l,vn:] ,» por la curva del mdximo es-

fuerzo que empieza en Un al tiempo t=pn (sin olvidar que P fue

e
definida tal que la curva de méximo esfuerzo alcanza V,env)

Reemplazar a B, en [:Vn—l’un:l’ por su cuasi—pptimo (1a cuasi-

dptimo ya fue definida anterioremente).
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Estas definiciones ((I) y (II)) se mantienen para -

n=1,2,...,N son vo=0y Vn=m, graficamente R y P como sigue:

=2
—
L
o
"
<o
e
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La grafica P ¥ P en los n-ésimos intervalos
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” ) B-1Vn-r Y Yn Hn+1
La grafica de Py R en los n-&simos intervalos
Un+1
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Necesitamos mostrar la siguiente proposicidn

Proposdicidn 4:

Tim inf[CY{(R)-Y(F) J> 0

Troo

con desigualdad estricta si R#P.

Demostracién:  Sea T>?In y definiendp a la vez;

N n, n N LY f\;
I=ng1EVn_1:3-lri:I: ‘ q=nQ1EUnsans
o 947 IACO,T Ty e(a)= SLY(R(E))-Y(F(t)) Jat

de modo que IUJt=[:0,T:]y por 1la continuidad de R y ﬁa se
tiene

YT(R)-Y&(?)= 3(T)—R(T}fe(1)+e(JT).

Por definicidn ﬁ(ﬁn)= R(ﬁn) y por (13)2 se tiene que -
P(T)2R(T). Por 1o que probar esta prOposicfén 4 se reduce a

probar las dos siguientes sub-proposiciones:

(SP1) 6(I)20 ton desigualdad estricta si R#P en I

(sP2) 1im infe(J;)s0 con desigualdad estricto si R#P en J.

T+e

(SP1) Se obtiene directamente de ii) y iii) de proposicién 7

observando que R#ﬁ en I si al menos una de Tas transi-

i
I
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ciones dptimas asociadas con R(en[:vn_l,ﬁn:]; -
n=1,2,...,N) tiene tiempo restante no nulo. Falta

probar (SP2}.

Por construccidn se tiene que; sobre los intervalos -

MY v - . -
[:un,vn:], R es una curva de maximo esfuerzo, y ademas -

B>Y(P)-FP si Un<ﬁ<vn por 1o que P es estrictamente creciente
n n, - - . - .
cen [y ,vV, ] hasta aTcanzgr.el nivel V. Esto Gitimo es vali
do para n=1,2,...,N-1 ya que por tener F un acercamiento asin
t6tigp con Vu, se tiene que P es estrictamente creciente en
N _ ‘
[rgs =)
Sea Ck’ U= C1<C2<,°, c£5vn 10s extremos de Y en el n-
ésimo intervalo [:Un,Vﬁ:], donde se tiene (por definicidn de

Un y Vn) que k es impar, y para k impares seobserva que:

Y es estrictamente creciente en [ C,_;,C 1 ¥ (18)
es estrictamente decreciente en I:Ck’ck+1:]
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Sea t, es tiempo para el cual R(11)=Ck, con lo que se
puede definir a Q como la funcidn obtenida al extender P -
para cada Ck’ donde K es impar (k<K), restringiendo esta de
. Y VY = -
finicibn al intervalo [y ,V, ], el tamafio de la extensidn
esta determinada, Onicamente, por el requerimiento Q(1i)=

R(f&)= €, en k pares. Graficamente:

kK

observando la construccion de Q y R, con (13), que para «
pares €y _, <Q<RsCp en [Ty 45 Ty ;] ¥ .Ck§R<Q<Ck+1 en [TpsTpyq -

Estas desigualdades y (18) implican que:

Y(R(t))s ¥(Q(t)) en [N,V ] (19)

La integral de Y(P) sobre los tiempos en los cuales P

es estrictamente creciente es iqual: (por construccién de P y Q)
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a la integral de Y(Q) sobre 1los tiempos en los cuales Q es

estrictamente creciente,

Teniendo en cuenta que Y(C,)2Y(C,) (por ser Y decrecien
te en [:tk_2,3=tk:]) se tiene:

N ,
v

"CYCaE)) Y (P(£)) Tdts0

In
Yn

y con (19) se concluye gue

o v o
fvn[:Y(R(t))-Y(ﬁ(t)):]dt;O para n<N
n .
¥n

por 1o que para mostrar que 1im inf 8(J,)>0 tenemos solamen

te que mostrar que:

T
Tim inf £, [CY(Q(t))-Y(P(t)) Jdtz0 (20)
t+w un . : ] .

para verificar esta 0ltima desigualdad, sea 1k (x impar) 1la
longitud de 1a extensidn en Q para-Ck y sea L= z]k ., enton-

ces la integral en (20) es iaual a:

T ‘
7oos-Y(P(t)) Jdt + 2 1, CY(c)-sT
T-1 ,
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La integral en la suma anterior tiende a cero si Tow,
ya que 3(t)+PS el tener que too, ademas'se tiene E >0, ya

que por construccidn Y(C,)»S.

La demostracidon (SP2) consistente en la desigualdad
estricta lim inf e(St)>0 donde R#P en J, puede ser omitida
ya que la desigualdad estricta se obtuvo con 6(1), con lo

que se obtiene la proposicidn 4.

Con este resultado nos ayudaremos para mostrar que P+
& .
es mejor que P. Consideremos dos casos; R=p* y REP*,

Caso 1: (R=P*). Como se tiene P#P* se obtiene R#P* y ha-
ciendo R=P* en proposicidn 4 se obtiene que P* es

mejor que P,
Caso 2: - (R#P*). Escogiendo T>ﬁn(>”ﬁ) y con la integral

6o=sT CY(PH(£))-Y(R(t)) Tdt,
o

La integral de Y(R) sobre las porciones de libre cre
cimiento de R es igual a la integral andloga para P*. AsfT
mismo,'1d integral de Y(R) sobre Tos segmentos de méximo
esfuerzo de R eh [P,ﬁN:] es igual a su semejante para-P en

[:O,un:]. De tal forma que se obtiene; 08,=0,-6,-0,
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donde 6= s1 Y(R(t))dt , 62= s1 Y(P*(t))dt
un un

y 063 es la integral de Y(R) sobre los subintervalos de I en
Tas cuales R es constante. La longitud (suma) T de estos sub
intervalos es Tzﬁn_”n {1To que se retrasa R en alcanzar UN’ -
con respecto a P) como por construccidn, se tiene Y(R(t))<S

en I, se tiene la cota

)

By £TS-4A
donde A=0 cuando Y(R(t))=S en valores para t donde R es cons
tanteZen I, y A>0 cuando Y(R{(t))<S que tiene en al menos uno
de Tos subintervalos mencionados.

14 .
Ademis, ya que R(t+t)= P*(t) para tany, se tiene;

T
8,-83= f Y(P*(t))dt
T-7

Yy contando con las observaciones de arriba, se consigue:

Y (P*)-Y

| T
T R)2P*(T-1)-P*(T)+ s [Y(P*(t))-ST] dt+a

o
T-1
Yy como P*(t)+PS, si tee

Tim inf 7Y, (P*)- Y. (R) 2450, (21)

T+m
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Si consideramos A>0, con ayuda de proposicidn 4, se
tiene que P* es mayor que P. Pero si supoﬁemos A=0, debemos
tenér en cuenta que R#P*, 1a existencia de, al menos un in-
tervalo § en I donde R es constante e igual a S, tal que

Y{R)-ER=S-ER>0 en g,

Como P=PeG en I y Rno satisface {por ser constante) a
(3) en QCI, se tiene que P#R en . De modo que por (21) y
proposicion 4 se tiene que P* es mejor que B. Con To que fi

naliza la demostracién.

]

L
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b seccion 3.4

CON  DESCUENTO

Daremos ahora un tratamiento distinto al problema de 1a
cosecha 6ptima, Introduciremos, en el rendimiento Y(P)}, el -
factor descuento pero-de una manera especial, el cual (auna-
do a otras hipﬁtesis por supuesto) nos permitiré mostrar que
la trayectoria P*(t) definida por el teorema solucidn (con
E{t) no acotado) no es, bajo ciertas condiciones, la trayec
toria,que maximiza el nuevo rendimiento Y(P).

kt

E1 método de introducir el factor descuento e~ en el

rendimiento f: e'ktE(t)P(t)dt se conoce como un problema de

———

horizonte infinito.

Este rendimiento total esta definido para todas las tra

yectorias acotadas P, y debido a que:

2 Kt (e)p(t)at= 12 e KE(Y(P)-P)dt (P(t) obedece P=Y(P)-EP)

o0

12 e Kty(p)dte 2 e bpat

1

o ~kt ~ktjeo | o -kt
Ie Y(P)dt- ]:Pe Io +f, kpe dt]

fz e‘kt(Y(P)-kp)dt_ (Pe-ktl: )

I e Kty (p)dt + p,
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el rendimiento total puede expresarse como:

Y= s> e Kty (p(t))dt + Po (1)

con w(P)= Y(P)- KP

aqui consideramos un esfuerzo espontdneo E{t), el mismo que

se considerd en el teorema solucidon ya indicado.

Teniendo en cuenta esta observacidn, podemos decir que
nuestro problema consiste en maximizar Y sobre la familia de
b '
trayectorias acotadas y consistentes con (Cl1) y (C2). Es de-
cir las mismas P(t) de la seccion anterior pero acotadas.
Podemos ver que si w es una funcidn C' en [0,») con -

estricto global méximo en Pﬂ>0 y si
w no tiene otro extremo en (0,=) (2)

entonces la solucidn de este problema es andlogo a la solu
cién del problema del no.descuento p1anteado'en la seccidn %3,
es decir, vemos que maximizar f: e‘ktw(P(t))dt + P, bajo
(2) consiste en encontrar la trayectoria P(t) (éptima)_que

se acerca lo mds rdpido posible al nivel P {lnico) que -
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w({P(t)).

maximiza a

A 1o gue nos abocaremos a continuaciﬁn es mostrar que
si la hipdotesis (2) es deshechada, la trayectorfa Gptima no
es, necesariamente, la que se aproxima mas répido a Pu tal
y como lo establece en el teorema solucidn de la seccidn an
terior. Plantearemos una dindmica poblacional conveniente -
para mostrar lo anterior.lo "no necesariamente" se debe a
que el resultado por demostrar es valido solo para cuando w
tiene otro (al menos uno) maximo (relativo) P, tal que Po<Pu.
Es?b debido a que los rendimientos, que incluyen el factor
descuento, se caracterizan por depender fuertemente del tiem

po (tanto como grande sea K), es mis, esta caracteristica -

es 1o que le da su razbn de ser.

Sea P,>0, K>0, y u>0 fijos. Ademds, sea e>o arbitraria

mente pequefio y Pp=Pﬁ(e)¥ z° , ¥y sea we (la dependencia de

e se debe a que P11 es maximo global de w) una funcion C* en

[[0,%) con la caracteristica w>o en[:Po,Pu) y sea
w(P )=u ¥y wlPe)= u-e (3)

2
u-€ en '[:Po,Per ]
weE ' 2 2

€ en [ Poe® ,Pue-E ]
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Viendo las condiciones graficamente

£ -€ —F
Pe Poe™ . Pue Pu
, €2 -82 p _Ez
Observacibn: Debemos tener que P_e™ ¢ Pue = €° e s por
2
1o que es suficiente mantener la desigualdad e<e”® que se

consigue para "e suficientemente pequefio® condicidn que para
el caso es equivé]ente a "P, ¥ Pu suficientemente alejados"
(ya que P°€=Pu) hipbtesis necesaria para conseguir lo que -
buscamos debido a la introduccidén del factor descuento en -

el rendimiento,

Mostraremos gque bajo estas condiciones (e suficiente-
mente pequefio, principalmente) la trayectoria $=Po es mejor
que la trayectoria P* definida en el teorema solucidn de 1a
seccion,
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Para ello, sea Z=ZE la curva de crecimiento libre que

empieza en P, al tiempo t=0 (Z(o}=P,), tal que

i=v(2)=w(z)+xz

sea t = tu(e) el tiempo en el cual Z alcanza Pu' Ademas, -

sea to=to(e) y t1=t1(é) Tos tiempos para los cuales Z alcan

2 2
zan Poe® y P; respectivamente tal que to<t1<tp. Asumimos

que e<K, entonces de Z=w{Z)+KZ podemos concluir que

5 eZsisp+KZ para te[?,tﬁ] (4)

debido a que eZgZ=w(Z)+KZ ya que w>o en[:to,tu:] y e<K

y' de 2=w(2)+KZgu +KZ por ser p maximo global para w

ya qde- py K son, en principio, independientes de £ y como
2

p e-€ -_Po -e?,
u £

dad en (4) (Z<p+KZ) que t>» si eg»o. Es decir, el tiempo que

w si‘e+o, obtenemos, por Ta 2da desigual

2
necesita Z para alcanzar el nivel Pue © se vuelve arbitra-

riamente grande si ¢ es arbitrariamente pequefo, debido a
. = Y

que Z (la rapidez de crecimiento) esta acotado por el térmi

no p+KZ. Similarmente de Ta ler desigualdad en (4) (eZ«Z) -

ete

2
obtenemos Z(to)zPPe y ya que Z(to)= Poe® se tiene t.ce;

es decir to-+0 si e+o0,

| . _ - 137 -



Ahora bien, observando la diferencia:
¥(PY)-Y(P)= e Kbu(prydt- [Te K u(P)at

y debido a (3)2

@ @ t t, oo
= e Ky pr)dt-r e ¥ (pme)dtes e K (p-e)dt+s e KPedtes e KLt
0 o} o tor 1

kt

t. ty_ o
(s Te Kt (uee)dt+s e Kb uoe)dtrr e K (p-e)d
0 to tl

. t1 R - -
—=Y(P*)-Y(P)</S e_kt(ZE-u)dt+f e'ktdt= LH:g—e-l-(e"kt"‘-e kt°)+ £ e kt,
- B k k

[} tl

O -y(pye (2emule™ s (ume)e ™2 |
—=Y(P*)-Y(P)g 2E°H W-e/€ y como tive y to>0sievo
. K.
v ((Zemle e uee)e ™My
£%0 k k

-

lo que implica que para e suficientemente pequefio se asegura
que Y(P)>Y(P*),

u’ Z, toytl de

e, la dindmica poblacional buscada queda bien plan

Obéwuucién: Debido a la dependencia de Pp,(u,t

teada.
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CARACTERISTICAS

De alguna manera ya se han mencionado caracteristicas de
los modelos considerados. Daremos ahora ventajas y desventajas
de los modelos en base a tales caracteristicas, y otras por -
mencionar. Concretamente nos refefiremos a los modelos vistos
'‘como; de maximizacidn del valor presente (o de Schaefer, como
un ler grupo) y los modelos de cosecha con estructura de edad
(o de Beverton-Holt, como un 2do Qrupo).

& N '

i) . )

La genera]idad_de los modelos, al menos en lo que respec
ta a Jas dindmicas de crecimiento y politicas de exp10taci§n
tomadas en cuenta, no estd en duda. Cabria entonces Ta pregun

ta siguiente:

iQué tipo de poblacifn o de Stock estamos consdderando?

En principio, sabemos que podemos aplicar los modelos de
explotacidn estudiados a poblaciones, o stocks que satisfacen
su dinamica de crecimiento, y en general, las hipdtesis esta-

blecidas por dichos modelos.

Nos valdremos, por el momento, de la pregunta de arriba
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para caracterizar los grupos de explotacion considerados.

Al tomar en cuenta factores econdomicos, y resultados
practicos nos encontramos con la necesidad de considerar,
entre otras cosas, &1 estudiar varias poblaciones capaces -

de ser explotadas conjuntamente.

Supdngamos que una pesqueria se compone de 50 especies,
dificilmente le resultaria econdmico a esta pesqueria imple
mentar modelos de explotaciﬁn a cada una de las especies. -
Ademds de la dificultad de definir, por razones practicas,
alguna medida de esfuerzo dirigida a cada una de las espe-
cies, Principalmente por estos problemas es conveniente, tal
y como se hace aétuaimente, disefiar modelos de cosecha de -
los 1lamados "stocks mu]tiespecificos" que no es mﬁs que el
conjunto de stocks mono-especificos que contribuyen a la cap
tura de una pesqueria determinada. Pues bieh,'1os modelos de
Schaefer son usados, por la caracteristica que presentan, -

para resolver desde el punto de vista econdmico, este tipo -

de explotacidn. Veamos de gue manera.
Para poder considerar un stock multiespecifico tendria

mos que hablar en términos de biomasa de dicho multi-stock

la cual puede crecer seglin unadeterminada funcidn de crecimiento
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] natural al considérar una posible exp1otaci§n. Obsérvese

que tal funcidn de crecimiento deberd ser de las contempla
das por l1os modelos de Schaefer. Como una condiciﬁn mé;, ten
driamos que hablar también de la afinidad de dichos stocks -
mono-especificos, es decir, tendria que existir una alta co-
rrelacidn entre las tendencias de la abundancia de los dife
rentes stocks mono-especificos que componen el multi-stock,
Para entendek esto O1timo considérese que en determinado caso
se tiene relacién entre las capturabilidades de dos stocks de
una forma sostenida (considérese una re]aciﬁn entre el creci
~miento yﬁla captura) entonces se puede aplicar una po1itica
de cosécha a Ta captura (global) de los dos stocks. Es decir,
este modelo de produccidn global es equivalente a 1a "suma"
de los modelos de produccién‘individua1es; lo cual no se man
tiene si la relacidn ( proporcifn) de ambas capturabilidades
cambia en el tiempo, Notemos que en estos casos diffci1mente
se podrd aplicar un modelo de cosecha con estructura de edad
tipo Beverton-Hoit, Otras de las ventajas, debido al disefio
de explotacidn con dinamica tipo Schaefer pa}a explotar el -
. recurso, es porque no se requiere de una investigaciﬁn amplia

y previa de las poblaciones, cosa que generalmente no sucede

en disefios tipo Beverton-Holt. Dentro de esto G1timo, el mode

1o aqui considerado contempla la dindmica para una sola pobla

cidn y se hace de una manera continua con respecto al tiempo
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Ademds, en el tipo de dindmica vista aqui, se observa que
el nivel poblacional P{(t) puede representar solo las hembras

presentes en el recurso.

Con el fin de diferenciar y precisar las caracteristicas
de Tos modelos dinamicos de cosecha Sptima aqui contemplados,

haremos un resumen de las principales caracteristicas.

DINAMICA TIPO SCHAEFER
(ler, grupo)

En £os modelos considerados La poll

Lica Optima consiste en maximizar -
el valon presente de Los .ngresos -
dernivados de La explotacidn.

Se necesita rnelativamenie poca in-
5o)unau6n para determinan ko dind-
mica natual de fa po blacifn., '

la dindmica puﬂde-beﬂ. de una bio-
masa, es decir, de una o mds po-
blaciones,

Este tipo de dindmica es, general
mente, mdb adecuada para wa explo
tacibn comencial def necurso a -
expﬂdtam
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DINAMICA T1PO BEVERTON -HoLT
(2do. grupo)

- Aqul se considera como explo-
tacibn dptima La maximizacidn
del rendimiento sostenible Lo
que implica considerar wa di
ndmica puramente bioldyica.,

- Se nequiere de bastante infor
macibn sobre Los pardmetros que
intervienen en fa dinfimica na-
tunal de La pobEacxﬁn.

- Dindmica de una s0a poblaciin
P(,t)'J con La observacifn de que
P(t) puede nepresentar soko Las
hembras (o machos) presented.

- La dindmica Beventon-Holt, 4 en
particubar La aqul considenada,
eh mdis conuenien,té desde el pun
to de uista ecoklydco.




Dentro de Los modelos estudiados
aqul se consdideran diversas po-
sibitidades pana con Los factores

econdmicos,

Las carnactenisticas anteriones
hacen sensible a este tipo de -
explotacifn en caen en:

i) Una scbreexplotacidn econd
mica.

ii) Una sobreexplotacidn biold
gica con peligro em la -
extincidn,

Aqul debemos hacer La observaciin
de que no necesariamente se man-
tiene ese onden de sobreexplota-
eidn, Aclarando que una sobreex-
pLofacibn biolbgica puede ser eul
tada, (seglm modelos) en base a -
una conslante reuisibn de Los pa-
németros bio-econbmicos que inter
uienen en La dindmica.,

generaT, lo siguiente:

tros dades como conocidos,

que esto implica,
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- Se pueden obtener polificas &p
timas de cosecha depe:id,ie.ndo -
de Los niveles de £a poblacibn
y el Zamaio de un necunso ultal
chLa'a.q uella. -

- En este Lipo de explofaciones

se estd Lejos de una subre-explo
tacidn biolbgica, s4in embango, -
como wna hipétesis uital desde -
el punto de vista matemdtico, en
estos modelos se obiienen polfti
cas Gptimas de cosecha en base a
wr es juenzo que eb LIndistinto -

- para con Las edades, cosa que no
es adecuada.

Aunado a las limitaciones anteriores podemos agregar, en

~ Nos hemos concretado a estudiar modelos deterministas, olvidando las

caracteristicas aleatorias que en realidad presentan algunos parime-

o o . .
-~ Tomemos en cuenta solo dinZmica de una especie, con las idealizaciones

J



pricticamente, desde el punto de vista econdmico, se hizo la hipbte
nta una firma (pesqueria) olvidando

gque el esfuerzo represe
a explotacidn

sis de
e cuotas) que representa um

el aspecto competitivo (o d

comercial.
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APENDICE

pne La Teorla de Control:

~Nuestro problema es maximizar la funcion al -
; h)= flg[:x(t),t,h(t):]dt sobre el conjunto de controics -
&misibles Us [ U,hmax ] (heU) y sujeto a la ecuacidn de esta
©odx . _

—F f(x,t,h(t) (=F{x)-h{(t} en nuestro caso) con OgtgT

- finito) y la condicidn inicial X(o)=X,.

%e,observﬁ desde antes que 1a dinamica poblacional con

' .odx ' '
secha es dada por —Hf—_=F(x)-h(t) con X(o)=X,. Se trata de
contrar el nivel de cosecha h*{(t) que maximiza la funcienal
(h) y con tal h* obtener la respuesta buscada X*. Para en-

ntrar tales niveles gptimos se define, en base al problema

@Ianteado antes, el Hamiltoniano.
HT x(t),t,h(£)3a(£) ]= g x(t),t.h(t) ]+ A(t) FLx(t),t.n(t) ]

B con A(t) 1a variable adjunta. La teoria de control 6ptimo nos -

brinda como condiciones necesarias las ecuaciones:

. _dx _ _ 8H _ 3g. af . - T .
It Y = A(t) s due es la ecuacion c_guuta_
Y debido al principio del mdximo; LR que junto con la -



ecuacién de estado dx . F(x)-h{o) nos brindan las funciones

dt
buscadas.

EL  ESFUERZD

E1 esfuerzo en la ecuacidn P=Y(P)-E(P) (*) es de 1a

! forma E(t)= Eo(t) +&§(t) In P 45 6(t'tk) n P{tg) en
P(o) k P(t )

donde tk(k=i,2,...,n) representa los tiempos de salto para

P{t) v 6{t) es la distribucidn & de Dirac. Tal esfueﬁl-

zo0 se contempla debide al problema de continuidad que esta-
b]eéé la ecuacidon (*) para P(t). La debido interpretacidn -
consiste en considerar a1 término n-ésimo que aparece en la
sumatoria de la integral de abajo como el vé]or de la deri-

vada de la ecuacion (**) en el tiempo tk'

La integral fUE(t)dt= SfYE (t)dt+ 1nPe _ 4 5 1n _PLtK)
| ° ° P(o) K P(t,)

se obtiene al hacer uso de I:G(t)dt= 1 y también de conver

tir Ta ecuacion (*) en (Inp)=1/p Y(P)-E (*¥*),
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TEOREMA DE COMPARACION

De finicidn de solucibn mixima

Sea U{t,u) una funcidn continua en un conjunto E del -

plano (t,u)’por una solucidn maxima p=p°(t) de

ﬁ U(t,]_l), U(to)z Heo (1)

Por medio de una solucion de (1) sobre un intervalo -
mixifo de existencia, tal que si n(t) es cualquier solucibn
de (1) entonces p{t)g u®(t) se mantiene en el intervalo comin

de existencia de p=p°. ‘
Observacidn: La definicion de solucion minima es similar.

T&WWma: Sea U(t,n) una funci@n continua en un conjunto abier
to E del plano (t,n) y w=pn°(t) Ta solucidn mixima de
(1). Sea v(t)una funcidn continua.en [Cto,to*a’] que
satisface las condiciones v(to)gpe, (t,v(t))eE, ¥y -
v(t) tiene deriva&a por 1a derecha en Drv(t) en -

togtet+a tal que:

D.v(t)cU(t,v(t)) . (2)

Entonces, en un intervalo de existencia comin de p°(t) y v(t),
se tiene; v{t)g p°(t) (3)
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Obsenvacidn: Si la desigualdad (2) se cambia de sentido y

v(t,)3u, entonces la conclusidn (3) se cambia

por v(t)zu.(t) donde u=po(t) es la solucion mi

nima de (1).

| |
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