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INTRODUCCION

El desarrollo del presente trabajoc obedece & un
interés por poher al alcance de un méis amplio circulo
de lectofes, algunos resultados basicos del Anidlisis
Matemédtico y eventualmente alguno de Topologia, sin Qque
para su apreciacidn y comprensidn, se requieran profundes
conccimientos del tema, puesto que considerames gue existe
una amplia bib;iugrafia donde se tocan estos temas ¥
cuya lectura y comprensidn estd reservada para especialis-
Eas. El presente s un esfuerzo orientado més a la divul-
gacion entre estudiantes y egresados del &rea de Ingenie-
rfa Industrial, Economia y Ciencias cuyos antecedentses

correspanden al Cédlculco.

El punto central de estas notas es el Teorema del
Punto Fijo de Brouwer y fué motivado en cierta medida
por una publicacidn interﬁa del Departamentc de ﬁatéméti-
cas de la Universidad de Sonora, referente a una conferen-
cia de Joel Franklin, dictada a un auditorioc integrado
mayormente por economistas y a gquienes expresaba...

"Una ‘investigacién privada indica gque 9&6%f de todos los
matemdticos pueden enunciar el Teorema del Punto Fijo
de Brouvwer, pero sclamente el 5% pueden probarlo. Entre

les matemdticos economistas 895% pueden exponerlo y sélo



2% probarlo {y éstos son todos ex-topélugos), Esta peli-
grosa situacién sera pfontn remediada. En ics dos filtimos
afios, John Milnor y C.A. Rogers proporcionaron pruebas
elementales usando nada mas avanzado gque el cilculo.
Estas pruebas son tan féAciles que yo puedo entenderlas,

y ciertamente ustedes pueden”.*®

El presente se apoya en las publicaciones de Milneor,
Rogers y de otros investigadores cuyos trabajos de alguna
manera se rtelacionan con la metodologia, tema y nivel

mencionados.

Agradezco al.Drr.Rubén Flores E£spinoza, sus sugeren-
cias y apoyo en el désarrnllu de este trabajo y especial-
mente por destacar la importancia del tema, sus colatera-
les y su generalizaﬁién al Teorema de Kakutani, de am-
plias posibilidades de aplicacidn a la ciencia econbmica,
y a los Profesocres M. en C. Oscar Mario Rodriguez Sénchez
y Arturo Fragozo Robles.por la dedicacidn y paciencia
mostradas a lo largo de las exposiciones donde valiosas
observaciones sirvieron para afinar el tema Yy precisar

algunes conceptos.

# £3 articulo original, publicado en The American Mathematical
Monihly (Vol. 99, No. 4, pp. 229-244, PBRbril 1883) y su traducclién
y reproduccidn en el No. 1 de la serie "Las Matemlticas en la
Ciencia Moderna" de las publicaciones internas del Depto. de
Matemdticas de la Universidad de Scnora.



CAPITULO I
TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER

1.1 INTRODUCCION

Si f es una funcidn con dominio en Dfx y rango en el mismo espacio,

decimos gue X Df es un punto fijo de f siempre que F(x)=x.

Los teoremas de punto fijo son teoremas fundamentales de existen-
cia, ¥ en un gran nOmero de problemas relacionados con la solucidn
de Ecuaciones Diferenciales constituyen una herramienta irremplazable

parad demostrar la existencia de soluciones.

El teorema del punto fijo mds impartante para espacios de dimen-
sién finita es debido a Brouwer (1910), gue admite importantes gene-
ralizaciones como la conocida con el nombre de Teorema de Birkhoff-

Kellog (1822}, relativa a espacios de dimensidén infinita, o la hecha

"por Schauder-Tychonov quienes extendieron a subconjuntos compactos

convexos de espacios normados, cuya prueba se puede adaptar a espa-

cios localmente convexos.

Por otra parte el Teorema del Minimax, un resultado fundamental
en la Teoria de Juegos de Suma cero para dos perscnas, dque a conti-

nuacidn se enuncia:



Teorema {Von Neumzn). Sea A una matriz real mxn. Sean X,Y vectores

gue se encuentran sobre los conjuntos:

m
z X, =1 » X.20
i

v

i=1
n
)X Y. =1 , Y.20
entonces
min max - XTﬂY= max min XTAY

y X x y

fue probado por VYon Neumar cuando el Teorema del Pupto Fijo de Brou-
wer; posteriormente, el matemdtico Shizuo Kakutani descubrid una
generalizacidén del Teorema del Punto Fijo de Brouwer, en wun trabajo

motivado por problemas en Teoria de Juegos econdmices y su teorema

habla de mapeos de puntos a conjuntos:

Teorema {Kskutani). Sea X un conjunto cerrado, acotado, cConvexoe
n . . .
en R . Para todo punto x€X, sea F(x) igual a un subconjunto no vacio

convexo de X. Supongamos gue la grafica
{(x,y): vyeF(x)}

es cerrada, entonces algdn punto en X satisface
Xg EF(XO}

La imagen de cada punto x es un conjunto convexo F{x)CX.



£l teorema dice gue algin punte x, "cae"

en su imagen F(x,s ).
Este teorema es novedoso porque se refiere a funcicnes valuadas

en conhjuntos.

Si todo conjunto F(x) consta de solamente un punto, la suposicidn
de una grifica cerrada es equivalente a la continuidad de la funcidn
F{x) vy Entﬂhces se reduce al ya citado teorema del punte fijo de

Brauwer. Kakutani probd su teorema usando el Teorema de Brouwer.

Por lo que se ha escrite anteriormente, gueda de manifieste que
en nueatralopinién el Teorema del Punto Fijo de Brouwer es un resul-
tado importante gue ha sido pieza fundamental en la prueba de optros
teoremas a su vez, de_ suma trascendenciz en la construccidn dél

conocimiento matematico.

lLa prueba del Teorema, Yy en general todo el resto del trabajo.,
se apoyard en instrumental de clleculo y el anilisis, en lugar de

lcs argumentos de Topologia gque generalmente se usan.,



1.2 TEOREMA DE LA "BOLA PELUDA"

Este resultado esta relacionado c¢on la idea de
gue ngo se puede pegar en cada uno de los puntos de
una bola de billar un pelo {tangencialmente a la bola)
de modo qQue el campo de direcciones de los pelos resulte

continuo.

"TEOREMA 1.2.1. Una bogla de dimensidén par, nPo posee
algdn _campo de vectores unitarios

continuamente diferenciables.

Cex =1 .
PRUEBA: Por definicion, la bola Sn es el conjun-

n

to de toaos los vectores UuER tal Qque
la norma euclideana ||U|I=1} es decir:
s {uerT=1, | ull=1)

un vector v{u)e R" es tangente a Sn_1 en U si el produc-

te interno euclideano u-v{u)=0.

{a hipdtesis de 9gque 1la dimensibén (n-1) es par,

es esencial. 5i {(n-1) es non, entonces:

U(u1,u2,...,un) = (UZ-U1""Un’ -un_1)

define un campo diferenciable de wvectores tangentes

. R n-1
unitarios -en § .




Sea A una regibdn compacta en R" y sea x—V(x} un

campo vectorial continuamente-diferenciabfe, definiendo
gn una vecindad de A. Les valores V(x) pueden ser vecto-

. . n
res arbhitrarios en R .

Para cada nimero real t, consideremos la funcidn

ft(x)= x+tV(x)}

la cual estd definida para teda xEA.

LEMA 1.2.1.1. 5i el paréametro t es suficientemente

- pequefio, entonces el mapen f es
uno a uno y transforma la regidn

praxima F{A)} cuyo volumen puede

ser expresadao como una funcién

polinomial de t.

PRUEBA: Puesto qQque A es compacte, y la fun-
cién x*V¥{x) es continuamente diferen-
ciable, . existe una constante de

Lipschitz C, tal que:

[Tvix) - vyl f<c]fx-y]] (*)

para todo - x,yg A. Para probar la anterior afirmaciédn,
procedemos comao sigue: primeramente consideramos el
caso especial dpgnde A es un cubo con aristas paralelas

a los ejes coordenados,.



Pasando de X a Y en n pasos seleccicnandec una cooT-
denada a la vez, Yy aplicancdo el teoremz del Valor Medio

del Célculo Diferencial, se puede verificar gue:

1 1 . lj J J hr...
J @ BIBLIOTECA
y =7/ DE CIENCIAS EXACTAS
donde Ei.= sup [ i aX.I Y NATURALES
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2o WEGRANTDEZA

de ahi gue:

Hveo-viyy < 2 Ivi(x)-vi(y)l<_z.cijlxj—Vj'fmz_ciiux_yH

1 1, ] 1 d

y X r---sxn)’ Y=(y1ay2!-"!y )

Z2 n

comg se regueria.
. . . n
Ahora, un conjunto compacto A, arbitrario en R
puede ser cubiertoc por un nlmere finito de muchos cubos
abiertos. ly » escogidos de tal forms que la condicidn

de Lipschitz (*) se cumpla siempre que xey en A perte-

nezcan al mismo cubo.

Pero si xey en A no pertenecen a algln cubo comdn
I , entonces la distancia ]x—y Ipuede ser una funcidn

continua distinta de cero en £1 conjunto compacto

SU(T x I ).
AxA-U(I x I,)

Seleccionamos unz constante ¢ tal qﬁe la condicién

de Lipschitz {(*) se cumple uniformemente para todo x,Y¥



en A. Escogemos algdn % <con [t < ¢

-1 .
. Entonces f es

"uno a uno, Ya gue si:

Por otra parte,

ft(x)= ft(y) entonces:

x-y = t(v{y)-V(x))

de ahi gque la desigualdad:

1 x-ylle Tt

implica que:

)

cll x-yl}

Por otro lada, la matriz de primeras derivadas de:

= x + t V(x)

= (X‘I’xzr--'!xn)"'t{"’q(X)auz(x)!---ﬂ"n(x)] I

= (x1+tu (x),x tuz(x),...,xn+£un(x))

1 2

puede ser escrita como sigue:

r—- .
3u1
14 tax {x)
1
dv
2
_8x1(x)
dv

1

n n
iax (x) tax (x).....1+taXn(x)

8v1 8u1
tax'(x)""téx {x})
2 n

14 taxz(x)... t5=2 (%)

- .

Sy v

n

2




1 0 o ... D 8u1( ) 8u1(x) 8u1(x}
o1 0 ... 0O ax_ %7 Bx 3 x
1 2 - n
. . . n| dv dv ov
= : + t 2 2 2
(x) =—=(X). (x)
. . . . qu szg axn
: : aun auz' aun
0 Q D ... 1 w {(x) E—*(X)--.. o x {x)
1 2 n

nxXn

donde Inxn es la matriz 4identidad, y su determinante es

una funcidn polinomial de t de la forma:

1 + t 01(x} cenn + t Gn(x)

siendo los coeficientes funciones continuas de X. Este deter-

minante es estrictamente positivo para ualorés_'tl suficien-

temente pequefios.

Integrando sobre A, vemes gue el velumen de la regidn

imagen puede ser expresado como:

VYolumen ft(A)E f[1+t0(x)+...+tnca(x)] dx -
A




una funcion polinomial de t, con coeficientes :

a, = J...J Ok(x)dx1dx2...dx

k n
A
guedando concluido la prueba del Lema.
n-1 .
Ahora, supegngamos gue la esfera S tiene un

campo cantinuamente diferenciable V{u) de vectores
tangentes unitarics, como se ilustra en la figura 1.

Para cualguier ndmere real t, el vector:

z= u+t V(U)

tiene la norma ,Izllz ZPTLEN

e T ey~




suficientemente

LEMA 1.2.2. Si el parédmetro t es
‘pequefio, entonces la transformacidn
V(u) mapea 1la esfera en R" sobre
la esfera de radic Vist?
" PRUERBA: Podriamos asumir gque n¥»2. Si t es suficiente-

mente peguefio, entonces la matriz de primeras

derivadas de la funcidn ft definida comoc en

el lema anteripr, es no singular en toda la

regidn compacta A.

Usando 21 teorema de la Funcidn Inversa, se sigue
gue ft mapea conjuntﬁs abiertos en el interior de A
a conjuntos abiertos, de f(A) QE ah{ gque la imagen ft(sn_1f
es un subconjuntg abierto relatigo a ft(A)n_1);

Pero f(sn-1) esta imagen es asi mismo compacta, y por lo tanto

cerrada.

n-1 . .
Y como 5§ es conexa, ¥ un subconjunte abierto

n-1 . e '
.y cerradp, debe ser la esfera completa .5 de rad10w’1+€ Y {a

canclusidn se sigue.

€1 SABER DE Mis HIJOS
FARA M GRAWDEZA
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Contando con estes dos lemas podemos probar el
Teorema 1.2 Qgue expresa f#Que una esfera de dimensidn
par no posee algdn campo de vectores tangentes unitarios

continuamente diferenciables, distinto de cero.

PRUEBA: Sea A la regifn entre las dos esferas

concéntricas, definida por las desigualdades:

a<||x]]<n.

. Extendemos el campe continuamente diferenciable
V(u) de vectore tanoentes wunitarios, a través de 1la

regidon A, de tal suerte que:

Y(ru)= r¥(u), para atvr<b.

Se sigue gue el mapeo:
Ft(x)= X+tV{X)

esta definide en la regidn A, y mapea la esfera de
radio r sobre la esfera de radio rv1+t para t sufi-

cientemente peqguefio.



Puesto que mapea A sobre las esferas de radio av 1+t vy

.

b¢1+t2 s, entonces el volumen

RIBLIOTECA
O CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Vol ft(A)= (i/1+t2 )n Valumen (A)

. aadER1WE MIE FUOKS
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y si n es non, su volumen no es una funciédn polinomial de t. Campa-

rando con el lema 1.2.1., obtenemos una contradiccidn,

l1a cual prueba el teorema.

De este resultado podemos desprender una versidn
un poco diferente y gue no hace mencidn de la diferen-

ciabilidad de vectores unitarios.

CORDLARID 1.2.3: Una esfera de dimensidn par no
| . —
admite algln campo continuo de vectores tangenies dis-
.tintos de cero.
PRUEBA: Supongamos que 1la esfera gn -1 sosee un
campag cantinuo de vectores distintos de
ceroc VY(u). Se m> 0 el minimo || v(ul|]| .
Por el Teorema de Aproximacidén de Weiers-
trass, existe un mapeo polinomizl p de

n-1 .
S en Rn gue satisface:

[ lp(ud-v{u)|]< ™/2 , para toda u.




Definiende un campo vectorial diferenciable w{u) por

la expresidn:

w(u) p -{p*u)u

para toda u, el calculo

w(u}*u= (p-(p*u)u) u
=P u- (Prudu-cu
=p*u- pP*u = 0
Muestra gque wW{u) es tangente a 5n—1 en u, mien-

tras que:

FHw-pl]=llp-(psu)u pll=]](o u)u]]

=lprul< M/2

junte con la desigualdad del. triidngulo, prueba qgue

w#0. Por consiguiente, el cociente

wlu)
| Jw(w) ]

es un campo diferenciable de vectores tangentes unita-

. n-1
rios en la esfera 5 .



Si (n-1) es par, esto es imposible, por el tecremsa
1.2.7. ya qQue segln ese tecrema no exi;ten campos sin ceros smEre
5“’1 si n é;impar. | '

A pargir de lo anterior, se puede probar el teorema

del Punto Fijo de Brouwer en la siguiente seccidn.

1.3 EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER

TEOREMA 1.3.1. (L.E.J. B8Brouwer) .Todo mapec

e

. . n
continuno f del disco D en si

mismo, posee al menos wn punto

< © fijo.
PRUEBA: Cado Qgue 8" es definido como el conjunte
n
de todos los vectores XER caon IIXII§1 Yy

si F(x)#X para todo XEDn, entonces:

podria definir un campo vectorial distinte
de cero V en Dn cuUYQas puntos salen a
cualguier lugar en la frontera, en el

sentido de gue

-1
u*V¥(uv)>0 para todo ues" .



n-4

) Fiaura Z.

Si modificamos la definicidédn para obtener um campo
vectorial distinto de cero w en p" cuyos puntos salgan
directamente a la frontera, en el sentideo de gue wW(u)=u

-1
para todo ues” » Por ejemplo:

w(x):x-v(1-x'x)/(1_x,Y)'

donde

Y = F(X)#X

se logra el propbdsite gue w(X)=X siempre que X*X=1.



Esta expresién depende continuamente de X, puesto

que el denominador nunca se anula.

Es distinta de cero siehpre que XeY sean linealmen-
te independientes. Por otra parte, si XeY son linealmen-

te dependientes, existe OQER tal gque r=0X,

X{(1-X*Y)-Y{(1-Xx*X)

w(X)=
1-X*Y
- X=X{X*Y)-Y+Y(X"X])
1-X°Y
X-X({(X*oaX)-Y+OX(X"X)
- 1-X*Y
=_._._.X_'___Y__._ #0
1-X*Y
y si transplantamos este hipotético campo vectorial

w{X) al hemisferio sur de 1la esfera wunitaria s en
n+t I n .

R identificande R con el hiperplang Xn+1=0 21 cual
pasa por el "ecuador" de Sn, podriamos usar proyeccidn
estereogridfica de polo norte {(0,0,...,1) para mapear
cada punts X ED" al punto S(X)=u del hemisferio sur

Un+1< 0, segln se indica en el diagqrama de la figura

tres.



AJL

FIGURA 3.

5(X) estéd dado por:

s(X){(2x ,...,2xn, X X-1)/

1 (X X+1)

S{X) lleva cada punto Xx€b" sobre un punto u en el hemis-

ferio sur de la esfera. 5i X esta en el borde, digamos

Xo = {x :xzso--sxnvﬂ)y

1

S(Xa)= (2x ,...,2xn,0)

1 /(1+1)

S5{(X,)= (x1,...,xn,D)= Xa

queda fija.



Aplicando la derivada del mapeo S en X, sobre

el wvector w(x), obtenemos un vector tangente correspon-

diente W{u) de s" en el punto imagesn S5{X)=u.

£l vector W(u) puede ser descrito como el vector

veloccidad

de la curva esférice t =+ S5(X+t WX)), valuada en t=0,
a
segln se ilustra en la figura 4.

Rﬁ+1

FIGURA 4.



n T

EY cempo vectoriael 4, s tftangente, y distinto de ceroD

. . n+l
en @l hemisferic sur de R .

Para todo punto U=5(U) del ecuador, puestt Qque

w{U}=U apunta hacia afuera, el vector correspondiente

es perpendicular y apunta en direccidén al norte.
-
Similarmente. usande proyeccidn esterenografica
desde el polo sur, el campe vectorial -W(X) correspon-
de al campo vectorisl en el hemisferic norte el cual

tiene puntos a2l norte del ecuador.

Juntando estos dos campos vectoriales mediante:

0y

[ W{%X) = xn+1%<0

~W{Xy, xm=i>C

obtenemos un campc vectorial tangente distinto de cero

N . ) .. . . N
W{u; gue estd definido y es continug paTa tode 5 .

51 n es par, es imposible paor el corelsrio 1.2.3.

L Gupgg 07 IS
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Esta contrasdicecidn pruebs el teorema del Punto

Fijo de Brouwer para valgogres pares de n.

Sin embargo, estsc es suficiente para probar el

teorema para un valor mon n=2k-1.

. 2k-1 P . s
Para cualquier mapeo f de D en si mismo podria

surgimiento al mapeon.

F(x X

1 Xgr e eang ds (P0G xgeeeeaxy, )00

~
)

2Kk

de D en s5i mismo sin punto fijo.
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CAPITULO 11
EL TEOREMA DE NG RE TRACCION DIFERENCIABLE.

1. ENUNCIADO DEL TEOREMA

la evidencia de este teorema es mucho més intuitiva
que el teorema del Punto Fijp de Brouwer, Y eXxpresa
gue *es imposible transformar con cocntinuidad un disceo
circular en su circunferencia exclusivamente, de tal
modo Que todo punto de esta permanezca fijo.

la prueba gque se ofrece, preserva la metodonlogia

general de este trabajo en el sentido de Qque se apova

mds en conceptos de cédleulo y el anédlisis gque en los

métodos topoldgices gue usualmente se emplean.

TEOREMA 1. (De no Retraccidn) Es imposible para
una funcidén continua f mapear la baola
. . n .
unitaria B = {Xl IIX,](1} del espacio
euclideanco n-dimensional sobre la

esfera unitaria

s" e (x| 1]x]] =1




y satisface &(X):X, para todo XE S

El resultado del teorema gueda establecidoc como

una ctonsecuencia de los siguientes dos lemas.

LEMA 1.1. S5i existe un mapeo continuo de 8" sobre

-1 . . : n-1 . s
Sn gue deje cada punto de S fijo,
entonces debe existir un mapeo con-~

‘tinuamente diferenciable con estas

mismas propiedades.

PRUEBA:

-1
Sea f un mapeo continuo de Bn sobre s" Y supon-

-1
gamos gue f{X)=X para todo X s"7', entonces:

FX)-X
. n n-1 .
es continua en B Yy se ahula en 5 al tiempo

gue satisface:

[1e(x)-x|<2 | o

n
en- B .

Podemos escoger ©HeR caon % <8<1 tal que:




e -x]<1za
para ei’fx [I(?, por ser [(f(X)-X)uniformemente continua sobre Sn_1

ya que éste es compacto.

Por otra parte, sean e_,e

’ .,en vectores wunita-

Er
rios coordenados; por el Teorema de Aproximacidn de

Wleierstrass, podemos tomar pelinomios P,(x1,x2,..-,xﬁ),
i .

1¥i<n, tales que:

|| L P, {x

i 1:529---’xn}ei‘(f(x)_x)ll<1/4

i=1

para todo X con ]]x]]<1.

n
Por conveniencia denotaremos P(X)= Z Pi(x1,x

. ;...,xn)ei.
i=1

2

bUsando nuevamente el Teorema de Aproximacidn de

Weierstrass, seleccionamos un polinomioc O gQue satisfaga:

<a(rl)<1, 0<r<6

i

f'ﬂ(rz)]|<1) B<r <1




2+....+xj - xex=|1x]1% y si hacemos g(X),

dond 2 2
onde T =X +X,

una funcién de R" en R definida por:

g{X)= X + u(]lx]]z}P(x),

para OCIIX]I<G tendremos % <u(]lx[|2)< 1y

Tkaoo =] Ixeacf x| [2ypexy ||

y sumahdnr v testando

f(x)+q(|fx]]2)X+ D(]fX]f2)f(X)

e [ =1Trexrsacl Ixd 2y tpxy-s(x)extalac]Ix][%)-1)
{f(x)-x}]]}

ile00 ] -tact x| 2y - Tr(xa-F(x)ex] |-

[r-ac x5l Teexy-x ]
> - 1-%

1 2

> -4 -G
¥ 1

4

Similarmente,"para 6<[|X['<? IU(]|XI]2)1<1




Ha(x) [= TleeaC i [P oo -f00ex ) sa( x| Py trexy-x 3]

s U= Jac T I 1T e 00-¢ 0o T 0= 1]

> 06 - i'{% + %]

es decir,
,]g(x)||>% para | |x|]<1.

Para ]IX']1. tenemaos g(X)=X vy

[ Tocxy [ 1= x| =1

y como cada componente de g(X)} es un polinomio en
g e€s continvamente diferenciable; y si

se define:

h{x)z__giﬁl____
[latx) |1
para ||X||<1, claramente h({(X) es un mapeo continuamente
X . n n-1 .
diferenciable de B sobre S », dejando cada punto

de §" fijo.



LEMA 1.2. No es posible para una funcidn continua-
. n
mente diferenciable mapear B sohre

- -1 .
Sn-1 y dejar cada punto de Sn fijo.

PRUEBA: Supongamos que f es un mapeo continuvamen-
. . n n-1 .
te diferenciable de B sobre 5§ dejando

cada punto de Sn_1 fijo.

Escribimos g(X}= F(X) - X

[}

ft(x) X+tag{X)

]

{1-E)X+tF(X)

P!

para ||x|]s1 y o<t<1,

a

i

Como . f es continuamente difersnciable, lo es g, y existe

una constante C tal que:

Hla(y)-a(x)flsc]]y-x]|
para todog X,Y en Bn.

Si O<t€1/e , y F_ (Y)= ft(X), entonces:

| Ix-v[]=]1ta(y)-ta(x)|]

<tc |}y-x]]




y X=Y conforme tc<1i. Entonces el mapeaq ft de B"+B" es

inyectivo cuando 0<t<1/c.

Como los coeficientes de las diferenciables parciales
de g con respecto a x1,x2,...,x son uniformemente acota-
n

tados, la matriz jacocbiana.

9 x g x af
( = t t t ) I 4 t(ag ’Bg i

EC R )
n

Bx1 sz an

19_)
ax1 ax2 an

es denominada por su diagonal y es no singular para valo-

res de t suficientemente pequefos, 0<t€t. con t,>0. Ahora,
.""\ .
para 0S¥t s, , el Teorema de la Funcidn Inversa establece

que 1 mapeo ft del interieor de Bn sobre un conjunto

. . n
abierto, Gt digamos, est&d contenido en 8 .

n

ConsiQeranducualquier punto e £B tal gque no esté
en Gt para algfin t caon 0<t<t . Uniendo e en cualquier
punto g de G y escogiendo un punto b en el segmento

t

de linea eg en la frontera de Gt' Como la jimagen de Brl

bajo ft es compacta, b=ft(x) para algdn xeg",

Como béGt. esto implica gue X no estéd en el interior

de 8" y entonces ||X||=1.



Puesto que b=X, tanto e como b estdn en la fronters

n-1 .
Camo ft mapea § en si misme, cuande tomamos valo-

. n ‘ .
Tes de plist,y » ft mapea B biyectivamente en s1 mismo.

Ahora, considerando la integral:

T(t)=) — 4gx
g"  9x
af of af .
=:J....] det (—;E* £ .. t )d; dX .« ..0X%
n Ox ' Ox ! ' 9x 1 p n
5 B . 1 2 n
para 0€t< 1, Cuandoe 0 t <t, , tenemos una fédrmula para el

velumen Un de l1a bola unitaria B'. Entonces I(t) tiene
un valor constante Un para 0 <t<te . Pero, I(t) es una
polinomial en t, debido a que:
dg dg 2g
( gx_,’ 9x. """ "7 O9x )= T+ t(ax’Bx Tt ok )
n 1 2 n
De lo anterior, I{(t) es constante y tiene umn ‘valor

positivo Un para todo t.

Por otra parte tenemos:

: - :‘%
f’] f2



idénticamente, ¥ en consecuencia:

3f1
§;T_. 1=D, 1<i€n
i
of
__1_ 3f_ af _,_
.y dEt(Bx s T ey )= 0
1 2 n

para todo XEB". Entonces I(1)=0, y tenemos la contradic-

cidn requerida.

2.2. TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER VIA EL TEOREMA
"~ DE NO RETRACCION DIFERENCIABLE.

El Teorema del Punto Fijo de Brouwer se sigue del
Teorema de no Retraccidn Diferenciable. Supongamos que
g: B =+ B es5 un mapeo libre continuo de punto fijo. La

: n ., .
compactacidn de B implica que:

fa(x)-x]»e>0

para xeg".

2 . . -
Sea h{X) una C” funcién tal que:

[h(x)-g(x)|< 1/2



n . ; .
en En y tel que h:Bn+Ei ., Gue podria ser una polinomial.
n n n .
Entonces h{x)#x para X €B , ¥y sea f(x); B *5 gulien denote el.
- -1 .

Unice punto en 5" tal que h{x), x y f(x) estin en 1la
- . P n n-1
misma linea vy x estd entre h(x} y f{x), para X£B8 , X¢S .

n-1

F(x)=x para Xt § . Entonces f{(x) es una C retraccién,

contradiciendo el Teorema de No Retraccidn.

fuy



CAPITULO 111 |
LA CURVA DE JORDAN VIA EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUMER

3.1 HOMEOMORFISMO

Un homeomorfismo entre dos figuras (6 dos conjuntos
de puntos} es wuna correspondencia tal gue a cada punto
de una de las figuras corresponde un punto y solo uno
de‘lg ;é;a'y que a“dog ﬁuntos préxim&s a una corrtesponden
dos puntos préximos a la otra.

Em otras palabras, como afirman Fréchet y Fan, "se

llama homeomerfismo, a toda transformacidn biunivoca vy

bicaoantinua”.

De una manera intuitiva, puede ilustrarse el concepto

de homeomorfismo como sigue:

Si deformames wna figura de caucho sin desgarramiento
ni superposicidn, podremos comprobrar gque existen relacio-

nes notables entre la figura inicial F y la final F'.

1.- A todo puntoc F corresponde une ¥y sélg uno de F'!
2.- A tode punto F' corresponde un punto y sdle uno de F
3.- A dos puntos préximos de F corresponden dos puntos proximos

de F!



4,- A dos puntos préximos de F' corresponden dos puntos préximos
de F

5.- 8i F es una curva, F' es una curva y a tres puntos A,B,C
de F corresponden tres puntos A', B', C' de F' situados en
‘2l mismo-orden.

B.~ Si F' es una curva, F también lo es, y a tres puntos A',
B' y C' de F' corresponden tres puntos A,B,C de F situados

en el mismo orden.,

lLas dos primeras propiedades expresan el hecho de gue la transfor-

macidn T que asocia F y F' es una transformacién puntual biunivoca
. - » s T a -1 2 f

Por consiguiente, admite una transformacién inpversa T también puntual

y biunivoca.

La tercera prbbiedad expresa 1la continuidad de T,

y la cuarta, la de T-1.

Asi mismo, las dos Gltimas expresan el hecho de que

la correspondencia considerada se halle ordenada.

3.2 CURVA DE JORDAN

Un ejemplo notable de una propiedad topoldgica intuiti-
vamente evidente y muy dificil de demostrar es el estable-

cido por Jeoerdan en 1893. Trataremos a continuacidn de



A SET B et o
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expresar la idea que tenemos de una curva simple. Si esta
curva es5 limitada, es precisn. Que sea homeopmbGrfica a un
segmento de recta, es decir, que sea posible aplicarla
sobre un segmento de recta respetando el orden de los
puntas vy la continuidad. Podemos representar los puntos
del segmento de recta mediante un ndmera T, midiendo por
ejemplo la distancia de ese punto a um extremo del segmen-
to. Diche nlmero seré un pardmetro que varia de manera
continua entre cero y la longitud del segmento, & de manerz
mas géneral, entre las abscisas t , vy t1 de los extremos

de este segmento gue suponemos marcadas sobre un eje.

1

S5i tratamos de definir esta curva simple en el espacit
geuclideano’ ordinario, podemos referir ese espacio a tres

ejes de coordenadas y hacer c¢orresponder a cada punto

del segmento AB un punto (nico asignédndole esas cocordenadas

en funcidn del pardmetro T; sean:

con las siguientes hipdtesis:

1.- A un valor de t perteneciente al intervaloe (tg,t1) corresponde
un solo punto del espacio.

2.- Un punto de la curva correspghde a un soloc valor del intervalo
(t 0t ).

3.- Las funciones f(t), g(t), h(t) son econtinuas.



Lz segunda hipftesis gue expresa Juntc can la primere
correspondencia biunivoca entre la curva y un segmento
de recta, muestra gque esta curva no tendrd punto mdltiple
gue no tendrd ramas Gue se crucen, pues Oe lo contrario
de su punteo de intersecciton corresponderis tantos valores

de t como curvas pasen por el punto.

La tercera hipdtesis EXpTresa la continuidad de 1s
curva *y en combinacidén caon la segunda, la bicontinuidad
de su correspondencia con el segmento {(te ’t7li En efegcto
a dos puntos prdoximos de este segmentc y por consiguiente
a dos valores "pr6ximos de t, corresponden dos puntaos de
la curva que son interiores a un parslelepipedo cuyas
dimensiones son tanto més peguefias cuanto més proximas
se hallen los puntos elegidos sobre el segmentos; por 1o
tanto, dichos puntos pueden elegirse tan proximos como
se desea siempre gque se elijan valores suficientemente
préximos de t. La fecipraca se puede establecer también. Esto
nocs permite establecer gque existe un homeomorfismo entre

la curva dads y el segmento AB.

Si ademés imponemos las condiciones siguientes:

Flto)= F(t,),  a(t,)= a(t,), hit, )=h(t,)

o



& cada extremo del segmento corresponde el mismo puntao,

por consiguiente, l1la curva es cerrada.

5i consideramos en particular una curva cerrada J,

simple y continua, intuimes que ella divide al planc en

dos zonas tales ague:

1.- Dos puntos de una misma zona pueden unirse con una linea
poligonal que no cruce la curva.
2.- Dos puntos mo pertenecientes a la misma zona no pueden unirse

en la forma anterior, ni tampoce mediante uma curva continua

cualquiera.

Se dice que J divide al plano en des dominios: un dominio inte-

rior y otro exterior. Esta propiedad topoldoica intuitiva CDnStithEELHHWq;

HARA o
el celebre teoreme de Jordan, por ser Camillie Jordan el primerc Qgue 2
BEFS
enuncio, cerca de 19880 esta propiedad. La prueba de este resvltado MATIATICAS
es complicadz y en opiniédn de Solomon Lefschetz, "La demostracidn

dada por Jordan era incorrecta, y lo mismo paso con muchas posteriores.

La primera correcta fue dadad por Veblen en 189047,

3.3. TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN

Una imagen homeomb6rfica de un intervalo cerrado [a,bl,

{a<b), es llamado un arce ¥ la imagen homeomdrfica de



de un circulc es llamada una curva de Jordan. E1 llamado
Teorema de la Curva de Jordan es un c¢elebre resultado
de topologia que se puede probar empleando el Teorema

cel CPunto Fijo de Brouwer, como sigue:

TEOREMA (DE LA CURVA DE JORDAN)

2
El complementec del plano R de wuna curva de Jordan

J consiste en dos componentes, cada wuwna de las cuales

tiene a J como su frontera.

Por principio es necesaric hacer notar dos hechos
. 2
concernientes a las cuales componentes de R -J donde J

es una curva d& Jordan.

2 .
a}) R -J tiene exactamente una componente no-acctada.

2 , .
b} Cada componente de R -J es una reqidn conexa y abierta.

La primera afirmacién se sigue del acotamiento de J y la segunda

. 2
de la conexion local de R y la clausura de J.

3.3.1. pOs LEMAS PREVIOS

Para probar el teorema enunciado, se hara wuso de

los siguientes dos lemas:



‘ 2
LEMA 3.3.1. 5i R «~J no es

nente tiene a

conexo, entomrces cada com -

J como su frontera.

z
PRUEBA: Por afirmacidn inicial R -J tiene al menos

dos companentes.

Sea U una compenente aribitraria. Puesto que cualquiera

otra componente W es disjuntz de

U v abierta, W no contiene

puntos en la cédscara U y por lo mismo, ni en la frontersa

TN u® de U. psi, ONUET. Supongames Qque Unu®# 3. Entonces --

3

existe Un arco AcJ tal gue:

©

inue A

Probamos gue esto nos conduce a

(1)

un cantradiccidn.

T Wl kR R g W R Tl



2

r

Por la jindicaciédn precedente (o) R -3 tiene a 1lo més

url, componentewn-acotada. Sea Xog Bn componente =acotads
~ -

digamos x,& U. 5S5ea 0 el mayor disco con centrc en x, tal

que caontengas en su interior & J. Entonces, la frontera

5 de D estd contenida en la componente no acotada de R -

Puestoc gque el arco A en homeomdrfico al intervalo [0,1],

el maspeo identidad A*A tiene una extensidn continua T:078

por el Teorema de Extensidn de Tietze. Definimos un mapeo

g:0%D - {x,lde tal forma que:

8: U ey oncotado
g(z)= ]
z para zel€

[ 7 qu& s G

Q‘-{—‘E): g1 U no es acoctado

zra) pare. z g u¢
Per (1), la interseccidn de dos conjuntos
cerradas U ¥ UC estd contenida en A para el cual T es

el mapeo idéntico. Por tanto g estd bien definido y es

continuo. Obsérvese que g(z)=z si zES,tu'ﬂvnhuu de D,



ke

@@

Sea p: D—{xa}+S es una praoyeccidn natural y sea t:5-+5
la antipoda. Entonces la composiciénm t © p o g: D->35¢€D
no tiene wun punto fijo, bcntradicienda el Teorema del

Punto Fijo de Breouwer.

La prueba precedente implicitamente contiene una
Z .
prueba gue un arco no separa R , lo gue se pusede considerar
como un corolario del Teorema de la furva de Jordan.

. nuestro
Necesitamos otrc lema para propdsito:



Sea E{a,bj;c.,d) el conjunte rectangular

{(Xsy}’ a ¥xth, c<y<d } en el plano R2 donde a< b,

c<d,

LEMA 3.3.2. 5Sea hi{t)= (h1{t),h2(t)) y u(t):(vT(t},
uz(t)) (-1 <t €1) trayectoria continuas

en E{(z,b; ©,d) gue satisfagan
- h1(—1)=a, h1(1)=b. UZ(—'I):C, U2(1)=d(2)

entonces las dos trayectorias ¥e Jjuntan,
es decir, hi{s)=v(t) para algiin 5,
en [-1,17.
PRUEBA: Supongamos que h{(s) £ wv{t) para tods s, t,
Sea N(s,t) 1la norma maxima de h(g)-v(t},

rs decir

N(s,t)= max  {in (s)-v (£)g | ny(s)-v,(t)]]

entonces N{(s,t)& 0. Definimos un mapec conti-

nuo F de E{-1,173-1,1) en si mismo pocr:

La imagen de f gesté en la frontera de E(-1,1; -1,1), vy

afirmamos que F no tiene punto fijo.



Para ver que F no tiene punto fijo, asumimos que:

F(505to)= {So!tu)'

Per 1la indipacién anterior, tenemos qQue:
|sol=1 6 Jtol=1

supongamos, por ejemplo, gue s,=-1 entonces por (2)

la primera coordenada de F(-1,%t, )= ““"E?j;:;‘;‘"“? es
no-negativa y por supuesto distinta de se¢ (=-71). Similarmen-
te, las otras posibilidades de I&I =1 6 ,QI =1 no pueden
ocurrir. Esto contradice el Teorema de Punto Fijo de Brou-
wer puesto que E£(-1,1;-1,1} es homeomarfico a un disco.
por lo cwual las trayectorias se cruzan en algidn punto

de la region E.

(2.9} (b,d)




('-‘ﬂl n (1,2}

U

(‘l‘-z) (l)" 7.}

3.3.2. PRUEBA DEL TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN.

Lon el resultado de los dos lemss previos podemos
probar el Teorema de la Curvs de Jordan. Pgr el lema 1,
. \ 2 .
necesitamcs solamente mostrar que R -J tiene una y solamen-

te una componente acotada.

La prueba consistird en los siguientes tres pasos:

i) Establecimiento de 1la notacién y definicién de un punto z |

2
en R -J.

ii) Prueba de gue la componente U que contiene a z, es acotada

iii) Prueba que no existe otra componente acutadaque t.



PRUEBA: Puesto que J es compacto, existen puntos
a,b en J tales gue 1la distancia' ,a—b]l sea

la mayor. Podemos asumir que a={-1,0) y b=(1,0).

Entonces 21 conjunto rectangular E{-1,1;-2,2) contiene
a J y su frontera I' se reune con J en exactamente

dos puntos s y b. CLConstruimos la siguiente

Sea n el punto medio del lade final de E[-1,13;-2,2]

ys el puntoc medio del lado opuesto, es decir, n={2) vy

s=(0,-2)}). E1 segmento ='s corta a J, de .acuerdec al lema

Sea | el y-méximo (gque media el punto(O0,y) con méxima
y) en JiMS. Los puntos a y b dividen J en dos arcos; deno-

tamos al que contiene a 1 por J y el otro por jg Sea

m el punte y-méximao en JJ\NS (posiblemente 1=m) entonces

el segmento ms corta JS; par otra parte, la trayectoria

—_— ~ —
1 + 1m + mg (donde {ﬁ denota el subarco de Jn con extremos

en 1 ¥ m) corta aJS, - : W ; :

Sea p ¥y g los puntos y-méximo y y-minimo en JJ\;;,

respectivamente. Finalmente, sea 2z el punto medio del

a



segmento mp . Ahora mostraremos gque U la componente de

2
R"-J que contiene a z,, s acotada.

Supéngase gue U es no acotada. Puesto que U es una
regidn conexa, existe wuna trayectoria O en U desde 2z,
a un punto fuera de E{(-1,13;-2,2). Sea w el primer puntao

que @& corta la frontera [ de E{-1,%1;-2,2).

Denotames por au la parte de ® desde z, a w. S5i w

estéd en la mitad baja de ', podemos encontgiar una trayecto-

. y . . .
ria ws en ['la cual no contiene ni a ni b.

Ahora consideramos la trayectoria ny + 1m + mzoe
+Gw + ws. Esta trayectoria no corta Js, porque J seria
5

tan flexible "que quedarfa fuera del rectédngulo si fuera

no acotada. Contradiciendo el lema 2, Similarmente, si

w estd en la mitad superior de I, la trayectoria sz +

~~ ™
o + wn Nno se encuentra con Jn, donde wn es la més corta

ur
trayectoria de ['desde w a n. La contradieccidén muestra

gue U es una componente acotada.

Prueba que U es dnica:

Finalmente supongamos gue existen otras componentes

2
acotadas W(#U) de R -J. Claramente WGE(-1,1;-2,2). Denota-
S 7\ — ~

mos por f§ la trayectoria ny + | m + mp + pg + gs, donde




Pt
pn es el subarco de J desde p a2 g. Como puede verse fécil-
5

mente, Bno tiene un punto de W. Puestio gue a y b no estéan

en B, existen vecindades circulares Ua, Ub de a,b, respec-

tivamente, tal gque cada una de ellas no contiene puntos

de B. Por el lema 1, & y b estan en 1la cerradura W
N
Por le cual, existe &, € MﬂUa y b1EMnUb. Sea a,lb1 una tra-
yectoria en W desde ai hasta b1. Entonces la ruta aa1
P
+ a1b1 + b1b no corta a B . Esto contradice el lema 2 vy

completa la prueba.



CAPITULO 1V

APLICACION DEL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER
A LA TEORIA DEL EQUILIBRIOQ.

4.1. PROBLEMA FUNDAMENTAL:

El problema fundamental de la teoria del equilibriao
consiste en analizar la interaccidn de las unidades micro-
econdmicas basicas en la determinacién de los precios

y cantidades de bienes y de factores de la produccién.

Las economias domésticas, que @poseen un conjunte
de factores incluyendo 1a mano de obra o trabajo, obtienen
renta vendiendo estos fTactores en los mercados de factores
para posteriormente emplear la renta adguirida para comprar
bienes en el mercade de bienes.r Las empresas wutilizan
los factores para producir biepes. Los datos del problema
del equilibrio general son pues, los gustes y recursos
de las economias domésticas y la tecnologia productiva

de gque disponen las empresas.

Los tres problemas centrales de la teoria del equili-

brioc ogeneral son 1los de describir las <condiciones que

. ais HISGE
PIARA M G ANDELA
BIGLIDTECA
DE?ARTAM£ﬁ10 e
MATERATICAS




deben cumplirse pars que exista un equilibrio, identificar
las circunstancias en gue este equilibrio es Gnico y anali-

zar la estabilidad del mismo.

E1l Teorema del Punto Fijo de Brouwer puede ser emplea-
do con éxito para proebar la existencia del equilibrio
general a partir de el enfogue neoclésico del exceso de

la demanda.

Sea una economia compuesta de empresas y wunidedes

familiares de consumo en la cual hay n articulos x_ ,X

1 PR

'

donde los articulos pueden ser bienes, factores e incluso
algunes articulos los que son a la vez bienes y factores

como la electricidad.

Los precios de 1los articules vienen dades por el
vector fila
P= (p1!|32,s--"|3n)'
Para cualquier conjunto no negatlvo de precios existe

una funcidn de demanda del articuleo Jj:

Obtenida agregando las funciones de demanda individua-

les de las unidades familiares de consumo y de las empre-



sas. Andlogamente, para cualguier conjuento no negativo

de precios, existe wuna funcidén de oferta del articulas

(SN
n

Obtenida agfegando las funciones de oferta individua-

les de las unidades de consumo familiar y de las empresas.

El1 exceso de demanda del articulo Jj se obtiene de

la diferencia entre la demanda y la oferta:

E.(p)= x (py - X§ {(p)ys J3=142,4.,n

y los n excesos de demanda se agrupan en el vector columna:

E(p) =(E . (p), EL(P)sE (P)s.--sE (P))-

4.2. EXISTENCIA DE UN EQUILIBRIO

Un eguilibrio se define como un conjunto de precios
no negativos p* tales gque todos los excesos de las de-

mandas sean no positivoes y el precio de cualguier articulo

sea cero si el exceso de demanda de ese articulo es negati-

vo —

P zo ; E,(,T’*) £0 ,\3 s EJQF*)-{.O vatonces F_i;___o




En estos términos, s& ©puede probar la existencia
del equilibrio si 1las funciones del exceso de demanda

satisfacen los siguientes supuestos:

i} Las funciones de excesa de demanda son tontinuas,

ii) Las funciones de exceso de la demanda est&4n acotadas inferior-
mente:
E(p)>b, para toda p, siendo b un vector columnz de componentes
finitos. S5egin esta hipdtesis, la oferta de cualquier producto
es siempre limitada.

Las funciones del exceso de la demanda

He
fuar
Ha

St

son homogéneas de grado cero en todos los precios; E(Qp) =
E(p), para toda >0, de modo que solamente cuentan los precios

relativos.

En general, una funcion homonénea satisface la condicidn:

k
ftx, ,tx ,....,txn)=t F(x1,x2,...,xn).

1772

: , koo . L
El grado de homogeneidad esté dado por k. Cuando k=0, t =t y los cambins proporciona-

les en todas las variables independientes no producen ningdn efecto.

Las funciones de demanda y de oferta son homogéneas de grado cero en todos los.precios.

Una funcién de demanda o de oferfa muestra la cantidad demandada U ofrecida como depen-
diente de todos los precios. Cada una de estas funciones es homogénea de grado cero, puesto
que  cambios equiproporcionales en todas las variahles independientes, -es decir, los precios-

tienen efecto nulo sobre la Uariable dependiente, 0 sea la cantidad demandada u ofrecida.

No es el misme caso de wna funcidn de produccidn, gue es homogénea de grado uno en la
cambios proporcionales en todas las variables, gue representan insumos, resultan en un cambio

igualmente proporcional de una variable dependiente o en las gue representa la produccidn.



Finalmente

iv) Las funciones de exceso de la demanda cumplen la ley de Walras,

de gque el valor de mercado del exceso de demanda es cero:

n

p*E (p)= I p, E.(p,)= 0, para toda p>0, de modo gue
jep 43 _ _

el wvalor de mercado de la demanda es igual al valor de mercado

de la oferia para todos los precics no negativos.

Con estos supuestos, 1la existencia de un equilibrio

puede ser probada via el teorema del punto fijo de Brouwer,.

Utilizando el supuesto de homogeneidad, es posible
normalizar les precios de modo gue sumen uno, asi el vector

precics pertenece a la bola:

Consideremos un conjunto determinado de precios
peES.,

Las funciones de exceso de demanda E{p). Para estas
tfunciones de exceso de demanda se definen nuevos precios
ﬁ tales que:

p. =p. si Ej(ﬁ)zo

j k|
Bj =P +h)si Ej{5)>o 321,2,+c22N
6. = max{(0,p. -A) si E _(p)<o
P P; ) J(_p)



en donde Aj es uUna pequefia constante positiva. Los nuevos
- .

precios P se ajustan de modo Qque sumen uno y pertenezcan,

por tanto, a S, La transformacidn es,pues:

~

p * E{p) *p,

donde P se obtiene de E{(p) dejando el precioc inviolable
si el exceso de demanda es cero; incrementando el precio
si el exceso de demanda es positivo; y rebajando el precia,
pero no por debajo de cero, si el exceso de demanda es
negative. A causa de los supuestos de continuidad y acota-
cidn esta transformacidn es continua al conjunto ne vacio

convexo ¥ compacto 5 en si mismo.

asi pues, segln el Teorema del Punto Fijo de Brouwer,
exigste un punto que permanece invariable en la transfor-
macidn:

p* > E(p*) +3*.

y el proceso de ajuste nmo se altera sinoc soclamente cuando
todos los excesos de demanda son no pesitives y cuwalguier
articulo con excesoc de demanda negativo impene un precio
cero; es decir, solamente si p#* representa un equilibrio

como se ha definido en (4.2.1.)



4.3. UNICIDAD.

Mientras gue los supuestos hechos respecte a las funcio-
nes de exceso de demanda son suficientes para asegurar 1la
eXistencia de un equilibrio, no 1lpo son para garantizar la

unicidad.

Una forma de atacar el problema de la wunicidad del
eguilibrio es apoyarse en el l1lamado Axioma Débil de Prefe-
rencia - Revelada gque nos femik?2 a la teoria de elecciédn

del consumidor, un poco lejana al prepdésito de este trabajo.

Otra forma de ver la unicidad, se basa en l1a matriz
L]
jacobiana de las funciones de exceso de demanda, suponiendo
que estas funciones sean derivables. Eligiendo el articulo
n ¥y suponiendo gue el exceso de demanda de este articulo
sea 1infinito cuando su precio es nulo sin tener en cuenta

los demas precios, la matriz Jjacobiana para el sistema nor-

malizado es:
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8E2 8E2 352
J= G eeaaae e
3P1 apZ apn—‘l
aEn—l aEn—l_......... aEnml_
9p, op, CEI
— D —

£l eqguilibric es dnico si 1los menores

J son de signo alternado, siendo positiveo

mengr principal para un nlmero par (impar)de

co¥Yumnas de J.

ESTABILIDAD: El1 problems de la estabilidad de vun equil

no lo abordaremos en virtud de gue para su andlisis

hace usgo del Tearema del Punto Fijo qQque nos reune en

ncasifn, sin embargo, es de amplie interés abordarlso

los mateméticos y los economistas interesados en estas

tiones.

principales de
{hnegativo) el

renglones ¥y

ibrio

no s B

esta

para

cues-—



ESPACIOS METRICOS

APENDICE

Métrico

Un conjunto X es un Espacio si, y sb6lo si,
estéd definida una funcidn de valores reales d{X,Y) denemi-
nada métrica, sobre el producto cartesiano En de maodo

tal gque, para todos lgos X=(x1,x2,...,xn), Y=(y1,y2,...,yn),

172
i) d(X,Y) >0 y d{X,Y)=0, si y sdlo si X=Y-
- ii) d(X’Y) = d(YsX)
iii) d{X,Z) < d{X,Y}Y+d(Y,Z)
donde d{(X,Y) se denomina distancia euclidiana entre X,Y
y estd definida por:
n 1%
d(X,Y)=) Z {x.ey.)z}
j=t 3
Dados un espacio métrico X y una distancia d(X,Y)} definida’

n

sobre £ , una

£

donde
de En con la

esfera

métrica

£ es un nimero positivo.

euclidiana,

Z.s-2+32 )} Bn X se cumple que:
n

E-vecindad del puntao XEX

N (x}= {vex] d(x,v)<el

Por

[

con centre en X y tadio E.

ejemplo,

el

es:

una g-vecindad

interior de la



ol

S5i A es una subconjunte de un espaciec métrico, entonces
el punto X es un Punto Interior de A, si y sdlo si existe

alguna £-vecindad de X qgue contiene solamente puntos de A:

NE(X}C A para cierto E>g

El conjunto de todos los puntos interiores de A le llama-

mos Interier de A, y estd relaciconado de tal manera gue:

I{A)(R.

El conjunto A es abierto si es 1igual a su interior, esto
es,lsi tode punto de A es un punto interior. El1 interior es

la unidn de todos los conjuntos abilertos c¢contenidos en el

conjunto dado.

Si A es un subconjunte de un espacic metrico, entonces
el punte X es un punto frontera de_A si toda vecindad de X
contiene al menos un punto de A y al menos un punto gue no

estd en A:

NE(X)DA+ ¢, NE(X)QAC¥ dpara cada £>0

El conjunte de todos los puntos frontera de A es 1llamado

frontera de A y la unidn de A y su fronterz es la clausura

de A, denotada por C(A}.



El conjunto A es cerrado si es igual a su clausura,
o sea, si contiene todos sus puntos frontera. Por ejemplo,
el intervalo cerrade sobre la recta real { X eR la‘ix‘ib} deno -
tado por [a,b] y su frontera denotada por B{z,b))={a,b}
y el interior I({a,b})= (a,hb).

2+y2<‘l}

En el! plano, el disdo unitario D= {(x,y)ERzl X
. 2 2 2 . R
tiene por frontera B(D)-= {(x,y)ER fx +y =1} y por interior
I(D)= {(x,y)ERZI x2+92<1}.
La clausura de cualguier conjunto es cerrada y es

el conjunto cerrade "mads pequefMo™ qQue contiene al conjunto

dado, 0o sea, que la clausura es la interseccién de todos

£ SABER DE MIS HIJO
HAgA GiANDELA

BeLUTEoA
DEPARTAMENTO Dt
MATERATICAS

los conjuntos cerrados que contiene el conjunto dado.

~

Un conjunte 4 de un espacic méirice es acotado si existe un mimere real

pesitive M tal gue d{X,Y) = M, para tedo X,YEA4.

Una funcidén cuyo dominioc son los nlmeros naturales
N y cuyo codominio es el espacio métrico X, se denomina_
sucesidn en X y se denota por {XJ con ngN. La sucesién

{Xn} converge hacia x, si y sole si dado cualquier



£E>0 existe un natural N tal gque si nEN entonces d(xn,x0}<e

En tal caso, x, es el limite de la sucesién { x# » lo gue

se denota asi:

Xg= lim x
n o

Si A es un subconjunto de un espacio métrico, entonces
x es un puntp limite de A si y s6lo si, existe una sucesidn

de puntos distintos de A gue cenvergen hacia x.

Un subconjuntc A de un espacio métrico es compacto
cui%do dada cualguier sucesidn de puntos de A, existe
una subsucesidn gque converge hacia un punto de A. A este
criterioc se le conoce coﬁo propiedad de Bolzano-Weirstrass.
De otra manera, podemos decir gque es cﬁmpacto si dada
cualquier familia de conjuntas abiertus‘cuyg unidn contenga
a A, existe una subfamilia finitas cuya unidn contiene

Z

A~
a A. A esta afirmacidn se le conoce como propiedad” Heine-

Borel.

Si A es subconjuntoe de En, entonces es compacto si
y solo si es cerrado y acotado. Ejempleos de 1o cual son
cualguier intervalo cerrado finito fa,b]l] en E y cualguier

esfera acotada gue incluya la frontera en E .

.\\/



5i el daminio‘ael co .daminioc de la funcidn f{x) saon
subconjuntos de espacios métricos, entonces vy, es el limite
de f{x) cuande x tiende a x, si y sb6lo si, dado cuélquier
£>0 existe un &>0 tal qgue: si O0<d(x,xe }<8, entonces

d(f(x},ye }<€,1l0 gQue se escribe:

3 yo = lim  f{x)
XFX g

Es decir, ¥y, es el limite si y sdlo si, f(x) puede hacerse

arbitrariamente préxime a y, tomandp a x suficientemente

proximo a xX,.

La funcidn f{x) es continua en el punte x si y sdlo

1im  f(x) = f{x;,)

X+x 4 . -

o sea, si 0<d(x,x K& ; entonces d(f(x),f(x_J))<gpara cual-
quier €>0 . De modo equivalente, f(x) es continua en el

punto x, si y s6lo si, dada cualqguier sucesiodn {xg conver-

gente hacia la sucesidn { f(xi) } converge hacia f(x_ ).

Una funcidén es continua si es continus en todos las puntos



ta funcidén de wvalores reales f(g) es SEMICONTINUDO
SUPERIOR EN EL PUNTD X, si dado cualguier £€>0 existe wun
§>0 tal gue si 0 <d{x,X,)<8, entonces P{x)<f(x )+E&, y F(x)
es semicontipua inferior en el punto x, si, Yy solo si,
las condiciones implican que f(x, JE<Tf(x). Es decir, 1la
funcién de valores reales f(x) es continua en el punto
X, si es a 1a vez semicontinua superior y semicontinua
inferior en x, y f{(x) es coatinua en un intervalo I si

lo es en cada punto xgl.

CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES.

0
.. n m . ' n

Una funcidén F:R *R asocia a cada vector X&€§5 R un

vector Y=(y1,y2;...,y }, s decir, a un vector n-dimensio-

m . ' i

nal le asocia un vector m-dimensional donde n,m EN y ng

necesariamente iguales. Estas funciones son llamadas campos

vetoriales y se pueden exXpresar como:

F(X)= Y= (f (X),fz(X);..-,fm(X))

1

donde <cada fi(X) #s una funcién fi:Rn‘+R, 1=1,2, 400 m.
1lamadas campps escalares.

LIMITES Y CONTINUIDAD

La funcién f:5CRT "R™ tiene limite en % si se cumple

queX eR™ y LeR" y



lim F{X)= L
X*X g

No se exige nue F esté definida en el mismo punto

Una funcidén F se llama continua en X, si esté& definida

lim F(X)= F(Xg).
X*Xq

y decimos gque F es continua en un conjunto S5 si es con--
tinua en cada punto de S§.

S1i el campo vectorial F tigne valores en Rn, cada
unoc de los valore; F(X)'tiene m componentes y se prueba
gue F{X) es continua en urn punto si y sdlc si cada compo-

nente fi(X) es continue en dicho punto.

'

Estas definiciones son extensiones directas del caso
unidimensional y algunas de las propiedades de limites
y continuidad pueden también extenderse. Para campos vecto-
riales,, los cocientes no estéan definidos pero puéde enun -
ciarse el siguisnte teorema relativo & sumas, productos,
multipiicacibén por escalares, productos interiores y normas

Teorema: Si 1im F(X) = B y lim G(Xx)= C,
XA XA



entonces:

a) 1im [F(X)+G(X)}= B+C
X+A

b)Y 1im X F(X)= AB, para todo escalar A.
X>A

c) 1im F(X)*G(X)= B°C
XA

9) 1im||F(x)||=]|8}]
XA

cuya demostracidn puede consultarse en la literatura wusual
(Ver Tom. M. Apostol, "Calculus" Vol. 2). Hay una gama
de fupciones cuya <continuidad es interesante analizar.
En’j particular podemos identificar como continuag a 1la
funcidn identidad, ias transformaciones lineales, los
polinomios y las composiciones Que surgen de enté,éllas.
Sean F y G dos funcieones tales gque la funcidn compuesta

estd definida en AES, siendo (FoG)(X)= F{G(X)].

S5i G es continua en A y F es continua en G(A), .la
funcidn compuesta FoG es continua en A.

Un vector Y= (YT’YZ""’yn) en R" es wunitario si
]]YJ, =1, vy en particular si tiene direccidn de alguno
de los ejes coordenados y estd anclado en el origen, le
llamamos vector umitarioc coordenado y es de la forma
€k=(D,U,...,1,D,...,U) si es la k-ésima coordenada distinta

de cero y los demés ceros.



B

DERIVADA DIRECCIONALY DERIVADA PARCIAL: Si Y es un vector

. Lon
unitarioc, la derivada del campo escalar f:R *R se llama

la Derivada Direccional de f en A, gen 1a direccién de

Y , se representa como: f'{A;Y) y se define por:

siempre y cuando exists tal limite.

En particular si Y= e gl k-ésimo vector unitario

k ’
coordenado, la derivada direccional f'(n;ek) se denominara

derivada parcial respecto a e y se rTepresenta por el

simbolo.

La derivacidén parcial originma nueves conceptos escalares
a- partir de un campo escalar dado f. lLas derivadas parcia-

2% f
les de segundo orden de f se denotan por: ———{A).

9x ,9x _

J i
La existencia de todas las derivadas cdireccionales
en un punto no 4implican la continuidad en ie. La diferen-
cial total o simplemsnte 1la Hiferencial implica la conti-
nuidad y al mismec tiempo permite extender los principales
resultados de 1la derivacidn wnidimensicnal gl <casc de

mayor nimero de dimensiones.



DIFERENCIABILIDAD: Decimeos que f es diferemnciable en
n .
XgES, un subconjunto abjierto de R y X% un punte interier

a 5, f:5+R, si existe un hiperplano Pt(X) que satisface:

A Pt(X) le 1lamaremos el "hiperplanoc tangente"” a f en

el punta (X Lf(X ,)). E1 hiperplano P_{X) aproxima a 1la

¢ €
funcién f(X) en una vecindad de X o, ¥ Pt(XD}=f(XD) por
lo gQue:

) n
donde AgR ', A:(a1,a2,...,aﬁ) y es:

L TARER DF RHS
va har

HiJO0%
YT

nEZA

; BT
- 2L i - DEPRRTANENTS 0
T a"i(xn) P g MATEERTIES
£ )
A1 vector (%E—-(xo), g;—(XQ)!---, 55"(X0)) le liama-
1 2 n -

remos el Vector GCGradiente de f en X, y lo denotaremos

Vf(X, ). Asi, podemos decir gque f es diferenciable en X,

si

y la expresidn para el hiperplanoc tangente es:

Pt(X)z FUX,)+VE(X). {X=-X,)



Condicidn suficiente de Diferenciabilidad. 5i existen

las derivadas parciales -9t gi—,..., —ai:'en una cierta
dx o9 x ox
1 2 n
n-bola D(A) vy son continuas en A, entonces f es diferencia-
ble en A, Un campo escalar f gue satisfaga esta condicidn

se le llama diferenciable con continuidad en A.

DIFERENCIABILIDAD DE CAMPOS VECTORIALES: Decimos que

F:SCR"*R™ es diferenciable en X, si:

donde A es (na matriz cuyos renglones son va(Xo)=
sz(X ),...,me(x ), es decir, A es la matriz gque llamamos

Jacobiana

of af ef
1 1
(%) (x,) (Xo)
Bx1 sz axn
af of of
. () (X g ) (%)
Bx1 sz an
afm a% afm
(%) —2—(X,) (Xo)
3x1 8x2 ax1

La matriz A, si s& conoce, entonces guecda determinada
una transformacidn lineal de Rn a R, y podemos afirmar
que F:HQ*Rm es diferenciable en X,, si existe una trans-
formacién lineal L: R"*R™ tal que:



1im _Eiillﬁilnllkiiﬁlinlu = 0
X+X, ]|X-Xo||

donde L estéd completamente determinada por la matriz

A descrita anteriormente.

Es necesario anotar gue la diferenciabilidad deg un
campe vectorial en un punte A implica la continuidad

alii.

TEOREmA DE EXTENSION DE fIETZE-URYSUHN: Sea E un
espacio métrico, A un subconjunto cerrado de E, f una
aplicacidn continua acotada de A en R. Entonces existe
una aplicaciéﬁ continua g de E en R que coincide con

f en A y tal que:

Sup oaf(X) = Sup f(VY)
xeE YEA
Inf agf{X}) = inf f{Y)
xekE YEA

TEGREMA (DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS) Sea f wuna fun-
cifdn real centinua en un intervelo cerrado [a,b]. Dado
cualquier £>c, existen un polinomie p (gque puede depender

de £) tal que:



lf(x)-p(x)|<e , x& [a,b]

lo que significa que toda funcidén continua puede ser

"aproximada uniformemente”" por un polinemio.

Las demostraciones de estos teocremas antericormente

enunciados pueden encontrarse en la bibliografia sefalada.



CONCLUSIONES

A partir del +trabajo desarrollado en la seleccidn ¥y
elaboracién de estas notas, se desprenden las siguientes

conclusiones:

i) La obra de L.E.J. Brouwer { 8B1-1966) aungue es mucho méé

amplia que la sola presentacién del Teorema del Punto Fijo

gue lleva su nombre es importante gue se destague entre los

jévenes profesores de matematicas especialmente por su ascendra-

da militancia en las filas del intuicionismo siempre gue se

_ ventilaba el viejo problema de encontrar la dosificacidn adecua-
da entre formalismo e intuicion en la ensefianza de las Matema-
ticas.

ii) Es posible poner al alcance de més lectores, ,alaunos de los

conceptos y resultadons de la topologia al construir pruebas

analiticas que se apoyen en el cdlculo y el andlisis.

iii) El Teorema del Punto Fijode Brouwer y su generalizacidn al Tenre—
ma del Punto Fijo de Kakutani tienen importantes aplicaciones
tanto a la matematica misma tal es el caso de la Curva de Jordan-

como & la Economia en la Teoria del Equilibrio General.
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