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INTRODUCCION

Es indudable gque el Cdlculo bDiferencial e Integral es una
de las herramientas matemdticas mads poderosas con gue cuenta el
hombre y cuya invencidn {o descubrimiento), aparte de revolucio-
nar el estudio de otras ciencias, como por ejemplo la Fisica,
abrid las puertas al desarrollo de muchas ramas de la Matematica.
El propdsito del presente trabajo, aparte del de llenar un regui-
sito para obtener mi titulo profesional, es el de examinar desde
un cierto punto de vista uno de 1los conceptos fundamentales del
Célculo: el concepto de INTEGRAL.

Generalmente, en los cursos de Cdlculo se estudia con dete-
nimiento el Cdlculo Diferencial, haciéndose un andlisis muy lige-
ro, sl es que lo hay, del concepto de integral para luego hacer Yicier
todo el peso en el concepto de defivada con la ayuda del Teorema
Fundamental del Calculo. Este enfoque usual da por resultado el
que se le reste importancia @ la integral en los cursos gue se
imparten en las escuelas preparatorias y aln en las de nivel de
licenciatura., El punto de vista que intentamos desarrollar en
este trabajo permite destacar agquello gue es estrictamente nece-
sario para definir el concepto de integral: La notacidn de
Leibniz nos dice que veia al Cdlculo Integral como un Célculo de
Sumas; en otras palabras, Limites de Sumas.

El concepto generalizado de limite fue estudiado por McShane



r4i. Trabajando sobre espacios de Hausdorff, se tiene la unici-
cad: nosotros, como necesl tamos sumar y tener cierto tipo de
existencia, tomamos el caso particular de un espacioc de Banach
real (aunque la teoria valdria para un espacio de Banach sobre
los complejos o, en general, sobre un campo valuado).

En la primera parte.del trabajo se da la teoria general y
en la segunda parte se aplica dicha teoria a las integrales més
conocidas. Al hacer el estﬁdio del concepto de limite se unifi-
can los conceptos elementales da limite de una sucesidn, limite
por la derecha, limite por la izquierda y limite de una funcién.

Casi siempre representa un gran problema para el estudiante
el paso del estudic de la integral de Riemann a la de Lebesgue,
cdnsecuencia del enfoque usual que las presenta como dos teorias
distintas y, lo que es peor, dando la impresidén de gue son aje-
nas. El presente enfoque permite unificar "distintas" teorias
de integracidn.

Es nuestro mayor deseo que este trabajo contribuya en algo
a aclarar los conceptos, tanto de limite como de Integral, a
quienes nos hagan el honor de leerlo. Hemos tratado de hacer 1a
exposicidn de modo gue sea accésible casi en su totalidad para
los estudiantes interesados que cursen del cuarto semestre en
adelante de la carrera de Matemdticas.

La idea del trabajo es una sugerencia de M. Loéve [3], pero

la exposicidén es original y fue lograda gracias a la paciencia



del Profesor Enrique Valle Flores, quien me propuso el tema y me

orient® en todo momento.




PRIMERA PARTE
I. DEFINICIONES PRELIMINARES

pirecciones y Cortaduras Direccionales.

a)

Una funcidén f:X-=-5(Y} (familia de todos los subconjun-
tos de Y) se dird multivaluada. Por abuso de notacidn, escri-
piremos "f:X-=Y es multivaluada".

Por oposicidn, una funcibn £f:X—»Y en el sentido ordina-
rio se dird& univaluada.

Esta definicibén generaliza el concepto ordinario de fun-
cidn pues toda funcidn univaluada £:X—Y puede pensarse como
funcidn multivaluada si identificamos VY €Y con {y}a;S(Y).

Haremos la siguiente CONVENCION: Si f:X—=Y es una fun-
cidén multivaluada, por "f(x) satisface la proposicidn p" enten-
deremos que cada ye¢ f{(x) satisface la proposicién p.

Por una relacidn binaria R en un conjunto X entendere-

mos un subconjunto del producto cartesiano X x X.

Si (xl,xz) € R, diremos que 3 estd R-relacionado con

X escribiremos x. Rx_.
2 Y 1772
Daremos algunos ejemplos de relaciones binarias:

1. 8i @ es una familia de conjuntos,

C = {(A,B)]A,Bega y A es subcoﬁjunto de B}




es una relacidén binaria en G que denominaremos inclusidn.

2. Si TR es el conjunto de los nGmeros reales,
< = {(a,b)[a,bejm Yy a es menor o igual que b}

es una relacidn binaria en R, que llamaremos no mayor que.

pDada una relacidédn binaria R en X, la relacién binaria

, -1 . - A
inversa de R, denotada R =, estard dada por le lx2 51 ¥

s6lo si x,Rx,. Las relaciones binarias inversas de c y <

son, respectivamente, T = {(A,B)IA,BEG Yy B es subconjunto

de A)‘, que llamaremos contencibn, vy > = {(a,b)|a,b ER v

a es mayor o igual gque r)}, gque denominaremos no menor gue.

Diremos que el conjunto X esté& ordenado parcialmente por
la relacibdn binaria R en X si se cumple que

€ X implica X RX (reflexividad),

i) x 1771

1

ii) lex2 JR¥,y

Y X_Rx, implican x, = x, (antisimetria) vy

Y X_RX implican Xx_ Rx (transitividad).

iii) x_Rx ,RX, 1R%,

12

Si éste es el caso, diremos que la pareja (X,R) es un orden
parcial.

Los siguientes son algunos ejemplos de orden parcial:

1. La fami}ia de todos los subconjuntos de un conjunto -
dado con la inclusién.

2. El conjunto de los nimeros reales con la relacidn bina-
ria "no maYor que".

3. E1 conjunto N de los nimeros naturales con la (res-
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triccion de la) relacién binaria "no mayor que”.
4. El conjunto de los seres humanos con la relacidn bina-

ria R definida por lex2 si vy sb6lo si "x, es ascendiente

en linea directa g x ",
e X, o x, es 5

5. X =
- x= (),

R

it

x ’ ’ ’ ! ’ ’ r -
{( 10X (X x) (X Xq) e (x,,%,) . (X x3)}
De estos ejemplos podemos obtener otros s1 observamos due

(X,R} es un orden parcial si y sb6lo si (X,R_l) es un orden

parcial.
Un orden parcial (X,R) se dird orden lineal si xl,xzex
implican x Rx, o X_RX (tricotomia). En este caso, diremos

12 271

gque X estd ordenado linealmente por R.

Los ejemplos 2 y 3 de orden parcial son también ejemplos
de orden lineal; los ejemplos 1, 4 v 5 no cumplen la tricotomia.

(X,R) es orden lineal si y sélo si (X,R_l) es orden lineal.

Un orden parcial (X,R) se dird direccidn si xi,xze;X

Rx y X, Rx. En este

2

implican que existe x¢ X tal que X

caso, diremos que X estd dirigido por R.

Los ejemplos 1, 2 y 3 de orden parcial son también ejem-
plos de direccidn; los ejemplos 4 y 5 no satisfacen la condi-
cidn adicional para ser direccibén. Todo orden lineal es una
direccidn. En la segunda parte de este trabajo se verdn mds

ejemplos,

Dada una direccién (X,R), si x'€ X es tal que XRx'




para toda x¢ X, X' se llamard fltimo elemento de la direccidn.
De la antisimetria se sigue que, si existe, es Unico. Si una

direccidén tiene Qltimo elemento, se dird del primer tipo; en

caso contrario, se dird del segundo tipo.

El ejemplo 1 de orden parcial es una direccidn del primer
tipo; los ejemplos 2 y 3 son direcciones del segundo tipo. El
intervalo (-o0,a] con la relacidén binaria “no mayor que" es
una direccidn del primer tipo.

Conviene observar que una direccidn (X,R) es del segun-
do tipo si y sbdlo si para cada x¢X existe x'e¢X, x' # x,

tal gque XRx'.

Una direceidn (X,R) se dice cortadura direccional si
i) X = X1+Xﬁ (+ indica unidn de conjuntos ajenos),
.. -1 , ) ‘

ii) (Xl,R) v (Xﬁ,R }  son direcciones (tomamos las

restricciones de R vy R ) Y

iiz) :nrleXl Y x2eX2 implican lexz.

LOs siguilentes son ejemplos de cortaduras direccionales:

1. Una familia X de conjuntos contenidos o que contienen
a AcX ¥y cerrada bajo uniones e interseccicnes finitas; Xl'
la subfamilia de los conjuntos contenidos en A: X, la subfa-
milia de los conjuntos que contienen propiamente a A: R, la
inclusidn,

2. 581 ac¢R, R= (~mw,a)+[a,oo) con la relacidn binaria

"‘no mayor que'.
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3. si aeRr, R-{a} = (~o,a)+(a,®) con la relacién bi-
naria "no mayor gue'.
Toda direccidn (X,R} es una cortadura direccional. Para

verlo, basta hacer X = Xt¢.

Una cortadura direccional (XI+X2,R) se dird del segundo

. . . , -1
tipo si las dos direcciones (Xl,R) v (Xﬁ. R ) son del se-

gundo tipoc. En caso contrario, se dird gue la cortadura direc-

cional es del primet tipo.

Los ejemplos 1 y 2 de cortaduras direccionales son del pri-

mer tipo; el ejemplo 3 es del segundo tipo.

L) Espacios de Banach.

Una pareja (X,d), donde X es un conjunto y d:XxX-—-=R

es una funcidn univaluada, se dice espacio métrico si d satis-

face:
i) d(x,y) >0 para todo X,y €X,

ii) d(x,y) = 0 si y sdlo si x = vy,

iii) d(x,y) d(y.x) para todo x,ye€X,
iv) d{x,z) < d{x,y)+d(y.z) para todo Xx,v,z € X.
En este caso, decimos que d es una métrica para X.
Una sucesidn en un espacio métrico (X,d) es una funcién

univaluada £f:IN — X cuya imagen estd ordenada linealmente me-

diante f(n)Rf(m) si y s6lo si n<m. Si f{(n) = x , nc W,



la sucesidn se denotara {xn}. LeX se dice limite de la suce-
sidn {xn) si dado >0 existe N(z) ¢ N tal que n~N im-

- - . »
plica gue d(xn,L)‘:a- Una sucesion se dice convergente si

tiene limite. La sucesidn {xn} se dice de Cauchy si dads

>0 existe N(¢) ¢N tal que m,n>N implican que

d(x : X ) < <.
m n
Si una sucesidn es convergente, su limite es {nico. Toda
sucesibn convergente es de Cauchy, pero el reciproco no siempre
es cierto.

Un espacio métrico en el cual toda sucesién de Cauchy es

convergente se dice completo.

Un espacio vectorial real V = (V,R ,+,+) consiste de un

conjunto V de elementos v,w,... , el campo R de 10s ni-
meros reales y dos operaciones +,- gue satisfacen las siguien-
tes propiedades:

l) v+wweV para todo v,wev,

.

2) v4w = w+v para todo v,wgvV,

3) (vaw)+z = V4 (w+2) par; todo v,w,zZ2 €V,

4) existe O¢V tal que v4+0 = v para todo v ¢V,

5) para cada v¢V existe -veV tal que wv+(-v) = O,
&) l-v = v para todo vev,

7) (ab)v = a(bv} para todo a,b¢R vy todo vV,

8) (a+b)v = avt+bv para todo a,beg®R vy todo vEV,

2) a{ww) = av+aw para todo a¢R vy todo v,weV.
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Un espacio vectorial real V = (V,R ,+,-) sc¢ dice normado
si estd definida una funcidn univaluada || #:v — R, llamada

norma, que satisface:
i) lv]l >0 para todo vev,
ii) ”V” = 0 siy sblo si v = 0,
iii) Jlav]| = la| Ilv]l para todo a¢ R vy todo vV,
iv) Nvrw|l < llv|l+]|w]l para todo v,wegvV.

En un espacio vectorial real normado V, la funcidn univa-
luada d:V xV — R dadé por d(v,w) = [[v-wll es una métrica
para V.

Un espacio vectorial real normado y completo respecto a la

métrica dada por 12 norma se dice espacio de Banach real.

El campo de los nUmeros reales con el valor absoluto como

norma es un ejemplo de espacio de Banach real.

Las definicicnes anteriores y la teoria que se desarrolla-
rd en los capitulos siguientes siguen siendo vdlidas si se sus-
tituye el campo de los nimeros reales por el campo de los com-
ﬁ plejos, o en general por un campo valuado. Por 1o tanto, omi-
tiremos la palabra real aungue estaremos trabajando sobre el

campo de los reales.




I1. LIMITES

pefinicidén 2.1. Sean (T, R) una direccidn, B un espa-

cio de Banach y £:T —=B una funcidn multivaluada. Decimos
que LeB es limite de f en la direccidn (T,R) si dado

¢e>0 existe tl(e) ¢T tal que tht implica que [|[f(t)-L]l <¢

(recuérdese la convencidn). Usaremos la siguiente notacidn:

lim £ = L.
(T.R)
Teorema 2.1. Si la funcidén multivaluada f:T —-—=B tiene
limite en la direccidn (T,R), el limite es Unico.
Demostracidn. Supongamos gue L y L2 son limites.

1

Dado e3> 0, existen tl(a), ti(e)e T tales que tht implica

que [[£{t)-L,l <ﬁ/§ y t'Rt implica gque ”f(t)—L2H<:e/2:

1 1

luego, O:gHLl-Lzﬂ_ng(t)—L2H+Hf(t)—L1H<:e/2+ ¢/2 = ¢ si
£ Rty tRt; por lo tanto, ﬂLl—LG =0 y L, =L,.

Para la mejor aclaracidn de la Definicidn 2.1, es conve-
niente hacer algunas observaciones:

a) Toda funcidn multivaluada f definida en una direccidn

(T,R) del primer tipo tiene limite si y sdlo si f(t'), donde

t!' es el ltimo elemento de la direccidn, consta de un sclo
elemento: ademds, lim f = f(t').
(T,R}

b} La Definicidn 2.1, generaliza €l concepto de limite
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de una sucesidn en un espacio de Banach (en particular, el de

una sucesidn de nUmeros reales). Para verlo, basta tomar la

direccidn (I, <} y una funcidn univaluada f:IN —» B. Se
tiene gue lim f£ = 1lim £(n).
(]le) n —=Q00

¢) La Definicidén 2.1 también generaliza el concepto de 1li-

mite de una funcidn univaluada f:IR —= 1B cuando la variable

tiende a o & -oo. Basta tomar la direccidn (R, <), en

cuyo caso lim f = 1im £{(t), o bien tomamos la direccién
(R, <) t -

(R,>), para la cual Iim f = lim £(t).

d) Por Gltimo, la Definicidn 2.1 también generaliza los
conceptos de limite por la izquierda y limite por la derecha de
una funcidn univaluada £:R —> B . Para el limite por la iz-

guierda en un punto a¢ R, tomamos la direccidn (T,,R) =

1
((-00,a),<), en cuyo caso lim £ = 1lim  f(t). Para el 1li-
(Tl:R) t —>a
mite por la derecha en a¢ IR, tomamos la direccidn (T2,R) =
((a,0),>»), ¥y en este caso lim - £ = 1im £(t).
(T2.R) t ~=a’

Teorema 2.2. Sean (T,R}) una direccidn, f,g:T—> B fun-

ciones multivaluadas ¥y a¢ R . §&i lim £ = Ll Y lim g = L2,
{T.R) {T,R)

entonces

i) lim (f+g) = L1+L2 Y
{T,R)
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ii} lim (cf) = cL

(T.R) L

Demostracidn. Por definicidn, (£f1g)(t) = £(t)+g(t) =

{peBIb=Dpb, con b et(t) v b eg(v)}. (ef) () =

cf(t) = {be]B b = cb, con blef(t)}.

i) Dado ¢ >0, existen tl(e),ti(e)e'r tales gque tht

|<e/2 y t!Rt implica que Hg(t)-L2”<e/2.

implica que {f(t)-L 1

!

Sea tI(e) €T ta; que thti v tiR;; se tiene que

|| ¢ E+g) (t)-—(Ll+L2)”EHf(t)—Ll”+”g(t) -L2” <e/2+e/2 = ¢ si iRt
(La primera desigualdad se toma, dada t, para algln elemento
apropiado de f(t} vy alguno de g(t)).

ii) Dado g >0, existe tl(e)E'T tal que tht implica
que I£(t)-L, [ <e/fe] (c#0); luego, |/(cf) (t)~cL | =

le] IE(0) -1l < |e] e/|c| = ¢ si tRE.
Si ¢ =0, cE=0 y lim cf = O = CLl'
(T.R)
Definicidn 2.2. Sean (T' = T +T,,R) una cortadura direc

1" 72

cional, B un espacio de Banach y f:T' —B una funcidn mul-

tivaluada. Decimos que Le B es limite de f e a cortadu-—

————

ra direccional (T',R) si dado ¢>0 existen tl(g)E'Tl vy

t,(e) €T, tales que [f(t)-Lf<e si t,RtRt, (£, Rt y tRt,)).

Usaremos la notacidn siguiente:

lim £ = L.
(T',R)
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Teorema 2.3. Si la funcidn multivaluada f£:T7' —-IB tiene
1imite en la cortadura direccional (T' = T1+T2,R), el limite

es Unico.

Demostracidn. Supengamcs que Ll Yy L2 son limites.

- 3 ] ]
pado &> 0, existen tl(e),tl(e) eTl v tz(e),tz(e) €T2 tales

gue

ifrt)-L ll<e/2 si £ RtRt, ¥ HE(e) -L [l <e/2 si £ RERE, .

Sean ti{ETl

téRt;; entonces O:E”Ll‘Lz”:i”f(t)"L2”+”Ll‘f(t)”‘<€/?*-6/2 = ¢

s1 ththz, de donde se obtiene gue ”Ll-L2” =0 y L, = L,-

Una propiedad muy importante es la dada por el siguiente

" n 1 [1] 13
4 t2 ETZ tales gue thtl' thtl' t2Rt2 Y

Teorema 2.4. Sean (T' = TI+T2,R) una cortadura direccio-

nal y £:T' —»B una funcifén multivaluada. Entonces lim f
(T',R)
existe si y sblo si 1lim £ vy lhnl f existen y ademés
lim f = lhnl f (= 1lim £).
. - \
(Tl:RJ (T2.R ) (T',R)
Demostracidén. Sea lim £ = L. Dpado ¢ >0, existen
(T'.R)

t,le) €Ty v t,(c) €T, tales que |£(t)-Ll <& si & RERE, .
En particular, l'f(t)-Lil<e si tht v teng, vy UE(t) LUV«
si tRt y teT 1o que significa gque lim £ = lim £ =

2 27 -
(T,/R) (r,.R™YH
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(T'.R)

ReciprOcamente, supongamos gue lim f = lim £ = L.
. (T, +R) (T, R™1)

pado & >0, existen tl(e) eTl Yy t2(e) ETZ tales que
|E(t)-L<e si tRt y teT,, vy [f(t)-Lff<e si tR "t y
t;gTZ; es decir, ”f(t)—L” <€ si 'ththZ. Por lo tanto,

lim £ = L.
(T.'rR)

con la ayuda del Teorema 2.4 es md&s facil hacer dos obser-
vaciones que ilustran la importancia de la Definicidn 2.2.

a) Toda funcidn multivaluada f£:T' — B °“definida en una
cortadura direccional (T' ='T1+T2,R) del primer tipo tiene
limite sblo si f(t'), donde t' es el dltimo elemento de

(Tl,R) o de (T2,R—1), consta de un solo elemento; ademis,

lim £ = f(t').
(T',R)

b)Y La befinicidn 2.2 generaliza el concepto de limite de
una funcidn univaluada f:R —=B cuando la variable tiende al
real a. Basta tomar la cortadura direcciconal (T*,R) =

((-oo,a)+(a,0),<) para tener que lim £ = 1lim f(t). Por
{(T',R) t —a

lo tanto, el Teorema 2.4 generaliza el conocido teorema gque
- dice que el limite de una funcidn univaluada f:R — B exis-
te si y sdlo si los limites por la izquierda y por la derecha

existen y son. iguales.:




ke s

Por (ltimo, obtendremos el andlogo del Teorema 2.2.

Teorema 2.5. Sean (7' = Tl+T2,R) una cortadura direccio-

nal, £,g:7' —1B funciones multivaluadas vy ceR . §5Si

lim £ = Ll Yy lim g = L2, entonces
(T',R) (T',R)

i) - lim (f+g) = L1+L2 Y
{(T',R)

ii) lim (cf) = cL

(T',R) 1

Demostracién. Usando los teoremas 2.2 y 2.4, obtenemos:

i) lim (f+g) = 1lim f+ lim g = L +L_ =

Nota. La teoria agul expuesta es fécilmente ampliable en

1 72
liml £+ lhul g = lim (f+qg).
- - -1
- (TZfR ) (T2.R ) (Tz,R )
ii) lim ({(cf) = ¢ lim f = cL1 = C lim £ = lim L {(cf). {
-1 - i
(Tl,R) (Tl,R) (TZ.R ) (T2,R ) |
%
g\
)

el caso particular de que B sea una 4lgebra de Banach. Véa-

e

D e

se "Sobre una Teoria de las Teorias de Integracibn en Algebras
de Banach", Marco Antonio Valencia Arvizu, Revista Sonorense de

Matemdticas de préxima publicacidn.

=L TNT T TWE TV

o = —— .




IIT. EL CONCEPTO DE INTEGRAL

Definicidén 3.1. Sean (T,R) wuna direccidn (una cortadura
direccional, respectivamente), B un espacio de Banach y

- n
. @:T —>B un; funcidn multivaluada dada por ¢ft) = ;g%bJ' bJe;B.

{(cada elemento de p(t) se escribééasi; las bJ ¥ n  no nece-
sariamente son las mismas para elemehtos distintos de o(t)).

Decimos que la inteqral de ¢ en la direccidn (cortadura direc-

cional, resp.) (T,R) es el lim ¢, si el limite existe, y que’
' (T,R)

@ es integrable en la direccibn (cortadura direccional, resp.)
(T,R}). Usaremos la siguiente notacidn:
Q.
(T+R)

Veremos ahora que esta definicidn de integral cumple con

-

los requisitos que generalmente se piden a un operador para que
lleve este nombre. Las primeras prdpiedades (unicidad y linea-
lidad) son solamente la traduccidén de las propiedades correspon-

dientes de limites.

.Teorema 3.l. 8i la iﬁtegral de una funcidn multivaluéda

en una direccidn (cortadura direccional, resp.) existe, es anica.

Teorema 3.2. Sean (T.R) una direccién (cortadura direc-
cional, resp.}), £,g:T—>B funciones multivaluadas, c¢®R . Si

© Y % son integrables en (T,R}, entonces @+¢' Y C@ son

i o M A MR A . W
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integrables en (T.R) Yy se tiene gue

i) {oty) = o+ ¥ Y
I(T.R) I(T,R) I(T,R)

i) | (co) = ¢f Q-
(T,R) (T,R)}
Veremos ahora que los simbolos para limite e integral son

intercambiables en el sentido expresado por el siguiente

Teorema 3.3. Sean (T,R) Yy {(U,S) dos direcciones (cor-
taduras direccionales, resp.), {(pu|uEU} una coleccidn de fun-

ciones multivaluadas; ¢,¢u:T-ﬂ>IB integrables en (T,R). B8i.

lim wu(t) = @(t) uniformemente en T, entonces lim [ o =
(U,s) (u,s8) (T.,R)

@- -
(T,R)

Demostracién. De la linealidad y del hecho de que el limi-

te de una funcidn univaluada constante es esa constante se sigue

que basta demostrar que lim ¢ (t) = 0 uniformemente en T im-
(U’ S)
plica que lim o, = 0, pues entonces lim ¢u(t) = ¢(t)
{ch) (TnR) (U-S) M
uniformemente en T implica que lim {¢uﬂ¢)(t) = 0 uniforme-
| {U,s)
mente en T; luego, lim I (@u-¢) = 0 ¥y se tiene que
(U.,8) (T.,R)
lim ®y =.f Q.

(U,8) (T.R) (T,R)



Sea ¢ >0:; que lim ¢ _(t) = 0 uniformemente en T quie-
(U, 8)

re decir que existe ul(e) €U (ul(e) €U, . uz(e) €U,. resp.)
independiente de t tal que ulsu (ulSuSuz, resp.) implica
que [|¢u(t) | <e. como @, es integrable, existe tl(e,u) €T

(tl(e,u) ETl, t2(e,u) ETZ, resp.) tal que tht (ththz,

resp.) implica que [lg (t)-f ¢ ll <e. De lo anterior y la
(T,R)

desigualdad ||f 'pﬁ”‘"‘ﬁu( i< if o "0, (t) || <e. se sigue

'R Tl

que |IJ'(T R)tpu” <e +lo, ()] <ete = 2¢ si u;Su (u SuSu,, resp)

. ¥Yesp.). Por lo tanto, 1lim @ = 0.

Yy tRt (t,RtRt N
(u,8) (T.R)

1 2

Un caso particular importante de este teorema es cuando
(U,8) = (N, <). El teorema también es v&lido cuando se toma una
direccidn y una cortadura direccional, en cualquier orden.

8i consideramos funciones con valores reales, obtenemos que
ia integral es también no negativa y mondtona, como lo prueba el

siguiente

Teorema 3.4. Sean (T,R) una direccidn (cortadura direc-~
cional, resp.), ¢,$:T —>R funciones multivaluadas integrables
en (7T,R).

i) 8i @20 {p{t) >0 para cada teT), entonces J' o >0.

ii) Si > (p(t) >p(t) para cada t€T), entonces
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o= [ pe
(T,R) (T.R)

Demostracidn. 1) Dado ¢ >0, existe tl(e) €T (tl(e) ETl'

t,(e) €T, resp.) tal que t Rt (t RtRt,, resp.) implica que
lqo(t)-_f @l <e: luego (p(t)"'e<f o <pl{t)+e y se sigue
(T.R) (T,R)
que O<g@(t) <‘J” @+e. Como ¢>0 es arbitraria, obtenemos
(T.R)
que [ @2 0.
(T,R)

ii) o>y implica que <p;—¢ >0; por i) y la linealidad se

tiene que I (p-f Yy = _r (p—¢) >0, de donde se sigue
(T,R) (T,R) (T.R)

la desigualdad deseada.
Los dos teoremas precedentes nos permiten tener una versibn
del teorema de la convergencia mondtona cuando B es el espa-

cio de los reales.

Teorema 3.5. Sean {(T,R} y (U,S) dos direcciones (cor-
taduras direccionales, resp.), {¢pu]u eU} una coleccidn de fun-

ciones multivaluadas; ¢,¢u:T->Il integrables en (T,R). Si

lim <pu(t) = @(t) uniformemente en T y la convergencia es mo-

(U, 8)

nétona, entonces lim [ 0, = f ¢ Y la convergencia es
(U,8) (T,R) (T.R)

mondtona.

Para concluir este capitulo, observaremos que la otra pro-
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piedad fundamental de las integrales llamada aditividad no tie-
ne sentido en este contexto general ya que depende de la direc-
cidn (cortadura direccional, resp.) particular gue se esté con-

siderando.



SEGUNDA PARTE
IV. LAS INTEGRALES DE RIEMANN Y DE RIEMANN-STIELTJES
Consideremos el intervalo [a.b].

Definicién 4.1. Por una particién P de ({(a,b] entende-

,...,xn) tal que

mos un conjunto finito de puntos {xo,xl

a = x0<x1< <xn7-l<xn = b, El conjunto de las particiones
de [a,b] ser&d denotado por ®(a.b]. Decimos que P¢€ @[a,b)]
es mids fina que Plel’[a,b] si P, CP.

De la definicidén y el hecho de que PlUP2 es una parti-

cién mé&s fina que P, Y P2 es inmediato el siguiente

Teorema 4.1, ( ¢(a,b].,c) es una direccibn.
Sean f,w:[a,b] —»R dos funciones univaluadas. Construi-
mos con ellas una funcidén multivaluada ¢: €[a,b] —>R de la

siguiente manera:

n .
o(P) = kz=lf(tk) la(x) -a(xk_l)‘], donde cada t € (x,_;.%]

da uno de los elementos de ¢(P). Escribiremos Aak = a(xk)—
alx ) ¥y X = XX .

Definicidén 4.2. El limite de ¢ en la direccién
( #[a,p],c} (es decir, la integral de ¢ en esa direccidn),

si existe, se llama Integral de Riemann~-Stieltjes de f respec-




toa a en [a,b]. Si éste es el caso, decimos que f es

———

Riemann-Stieltjes inteqrable respecto a g n [a,b], lo que

e

se denotard fegR(a) en [a,b]. La integral se denotari

. b
_[‘Zf(x)da(x) o simplemente j‘afda.

Definicidén 4.3. En el caso particular en que ¢ es la
funcidn identidad, el limite de ¢ en la direccidén ( @{a,b],o),

si existe, se llama integral de Riemann de f en [a,b]l. En

este caso, decimos que f es Riemann integrable en [a,b], lo

gque denotamos feéR. La integral se denota Iﬁf(x)dx.

No intentaremos desarrollar la teoria de las integrales de
Riemann v de Riemann-Stieltjes por ser demasiado conocidas y no
ser ese el propbsito del presente trabajo. Por lo tanto, Gnica-
mente nos limitaremos a los resultados indispensables para hacer
algunas observaciones respecto a las defipiciones gue hemos dado
de estas dos integrales.

En primer lugar, la definicién de integral de Riemann-
Stieltjes que aguil se da es la mds frecuentemente usada (por
ejemplo, véase [1]). En cambio, la definicidén de integral de
Riemann gue se utiliza md@s a menudo €5 la gque se obtiene de la
siguiente definicidn de integral de Riemann-Stieltjes en el

caso particular en que @ es la funcidn identidad.

Definicidn 4.4. Se dice que f es integrable respecto a

a en f[a,b] si existe I¢R tal gque dado ¢>0 existe

— =S e A

f— PR .
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§{e) >0 tal que fEE%f(tk)Aak-I <e si tk.E[xk—l'xk] y
|P| <8. (]|P| es la porma de P, dada por |P| =

= max'{Axk|k = l,2,...,n}, donde P = {xo,xl,...,xg}).

Respecto a esta definicidn, observaremos gque no se puede
pensar com¢o integral eén una direccidn, ya que la norma no orde-
na parciélmente al conjunto de las particiones (no cumple la
antisimetria). Sin embargo, esta definicidn de integral de
Riemann-Stieltjes es més restringida (en un sentido que precisa-
remos) que la dada por la definicidn 4.2. Por otra parte la in-
tegral de Riemann gque de ella resulta es equivalente (en un sen-

tido que también precisaremos) a la de la definicidn 4.3.

Teorema 4.2. Si f¢R(g) de acuerdo a la definicidn 4.4
entonces f ¢R(g) de acuerdo a la definicidn 4.2 y las integra-

les coinciden. E1l reciproco no es valido.

Demostracidn. Dado e >0 existe §(g) >0 tal que

|o(P)-I| <e si |P|<6. Sea P, € ®#[a,b] con ]Pl| <§. Se

tiene que |[P|<§ si P,cP. Por lo tanto, |o(P)-I|<e si

Plc:P, como se queria demostrar.

Para ver que el reciproco no es cierto, considérense las

funciones £,4:(-1,17— R definidas de la siguiente manera:

0O sixe¢[-1,0)
f(x) = alx) =
1 si x¢{0,1], £(0)=0, al(0O}=1.
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Si Pl = {—I,O,l}, ro(Pl) = 0. Ademds, @(P) = O para toda par-
ticidén P més fina que P, lo que demuestra que f cRa) de,
acuerdo a la definicidn 4.2. Por otra parte, sea

P = {—1,:—6—,Q,l} , donde O<&<2. Entonces [P | =6 vy

6 22 &

- i =6 & -
w(PG) = f(t2) con t2€[2 5] Por lo tanto, cp(PG) = {0,1} v

f £ZR(n) - de acuerdo a la definicidn 4.4.

Definicidn 4.5. Sean f:[a,b] —-=R acotada, P¢ f[a.b]
con P = {xo,xl,...,xn} . Mk(f) = sup {f(X) Ixe [xk_l,xk]} y

mk(f) = inf {f(x) lx ¢ Dﬁ(—l'xk]} . Entonces S(P,.f.n) =
n n

= XM (£) Aey y 8= Zm (f) Aee se llaman, respectivamente,
k=1 K k k=1 k k

suma superior y suma inferior de Darboux de f respecto a «

para la particidn P.

Se tiene que mk(f)_ < f(tk) ng(f) para tke[xk_l,xk].
Por lo tanto, para g no decreciente en f[a,b] se tiene que
S(pP.f,n) grp(P)_<_§(P,f,q). -para toda P¢ @[fa,b]. Es facil ver
que Plr:P2 implica que §(Pl,f,a) _<_§(P2,f,a) Yy dJue

S(P,.£,2) <S(p .f,0) y que ademds S(P .f,w) <5(P,.f,a) para

cualesquiera dos particiones Pl y P2.

Definicidén 4.6. Sea « no decreciente en f[a,b]. Enton-

ces I(f,n) = inf{g(P.f,w)IPe Pta.bj} y I(f.a) =

= sup{g(P,f,q) [Pe P[a,b]} se llaman, respectivamente, inte-

gral superior e integral inferior de Darboux de f respecto a

R 2 P T
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o en [a,b].

De esta definicidn y de la observacidn precedente se sigue

ficilmente que I(f,q) <I(f,q).

Teorema 4.3. Sea f acotada y o no decreciente en
[a,b]. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) feR(a) en [a,b].
ii) Dado e?o, existe Pl(e) € [a.b] tal que P,CP
implica que O<S(P,£,m)-S(P,f,n) <c¢.

iii) I(f,a) = I(f,aq)-

Demostracibén. i) implica ii). Si 4{a) = a(b), entonces
S(p,f,a) = S(P,f,n) = O. Supongamos que q(a) <a(b). Dado
¢>0, sea P (e) € Pfa,b] tal que |p(P)~I|<e/3 si P cP.

Entonces
g | 2e
|§1;f(tk)—f(t{{)]mk]gzlm(p)-ll < .osiogatrelx ax .

Como M_k(f)-mk(f) = sup{f,(x) -f(x') |x,x e[xk_l, k]} , dada
h >0 pecdemos escoger tk'th:[xk~l'xk] de modo que
Mk(f)umk(f)<<f(tk)—f(tk)+h. En particular, para

g
3fa(b) -a(a)?

h = se tiene que

n

S(P,£,0)-S(P,£,0) = 2 [M (£)-m (£)Jag, <
k=1

< £F(t, )-£(t" +h <28 4 £ 2
k;li( ) RIS ZM -t S = e
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ii) implica iii). Dado ¢ >0, existe Pl(e) € ¢la.b] tal
gue PlcP implica que S(P,f,n) <S(P,f,@)+te. Por lo tanto,
I(f,n) < S(P,f,o) <S(P.f,a)+e <I{f,z)+c. Como ¢>0 es arbi-
traria, se sigue que f(f,rx) <I(f,nm).

iii) implica i): Supongamos que f(f,a) = I(f,m) = I.
Dado ¢>0, sea P'(e) ¢ ®[a,b] tal que P'cP implique que
S(P,f,n) <I(f,a)+e y sea P"(¢) ¢ @[a,b] tal que P"cP im-

pligue que S(P,f,o) >I(f,n)-¢. Entonces, para P mas fina

que Pl = P'UP" se tiene que

I-¢ = I{f,a)~e<S(P,f,a) <o(P) _<,§(P,f:a) <I(f,0) + ¢ = I+e.

Por lo tanto, |<p(P)—I| <g si PlcP.
Vale la pena observar que en ocasiones se utiliza iii)

para introducir la integral de Riemann (Integral de Darboux).

Teorema 4.4. 8Sea f acotada, entonces fecR de acuerdo
a la definicidn 4.3 si y sblo si feR de acuerdo a la defini-

cién 4.4 vy las integrales coinciden.

Demostracifn. S0lo falta demostrar que f¢R segln la

definicidén 4.3 implica que f e¢R de acuerdo a la definicién
4.4,
Sea ¢>0. Escogemos Pl(e) tal que -S.(Pl.f) <I+e/2, 1

es el valor de la integral. Sean N el nOmero de puntos de

sl
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P, M = sup {]f(x)”XIEEa b]} y 8= 2MN si |p] <8, escri- HE%.
i = f)Ax = , d My
bimos (P,f) ;g:Mk( 1A X Sl+S2 donde Sl es la suma de ewh;
los términos correspondientes a los subintervalos de P que no ;ﬁ%
u.“'r"!l‘
tienen puntos de P, Y 82 es la suma de los términos restan- e

:“dﬂlll :

tes. Se tendrd entonces que Sl;gg(Pl.f)-<I+e/2, va que a cada
sumandc de Sl corresponde uno no menor de g(Pl'f)' También,

stNM]P‘] <NM§ = ? , ya que el nimero de sumandos de 52 no

excede a N. "pf
- W'”
Por lo tanto, S(P,f) <I+e¢ si |[P|<§. Similarmente, "
S(p,f) >I-¢ si |P|<§' y se tiene que I-e¢<S(P.f) < o(P) <
< E(P,f) <JI+e, es decir |¢.(P) - I| <g¢, Si [P| <min {6;6'}.
Para concluir este capitulo, daremos otra definicidn posi-

ble de integral de Riemann-Stieltjes con el objeto de destacar

la importancia de la manera en que Se escogen las particiones

pues, como se verd, esta nueva definicibn es un poco mas gene-

ral gue las anteriormente examinadas.

Definicién 4.7. Por una particién P' de [a,b] enten-

,...,In} de interwvalos

deremos una coleccidn finita {Il,I2

ajenos dos a dos, no vacios, cuya unidén es [a,b]. EL conjun-

to de las particiones de [a,b] en este sentido serd denotado (%M”
mqum o

#'[a,b]. Dadas dos particiones i v Pé. decimos gue Pé rmﬁf*

es mas fina gue Pi (denctado Pi‘<Pé) si todo intervalo de it

Pé estd contenido en alglin intervalo de Pi. i
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Dadas P;.P, ¢ ¢'[a,b], la particidén P' ={1knq' ;£¢11kep'l,
Jl EPé} es mas fina gque Pi Yy Pé. Con esta observacidn, es

ficil demostrar el siguiente

Teorema 4.5. ( ®'[a,bl,<) es una direccidn.
pDadas dos funciones univaluadas f,4:{a,b] —R , construi-
mos una funcidn multivaluada ¢': @'[a,b] — R mediante

n
= s d , i :
Egif(tk)aak donde tk.EIk intervalo cuyocs extremos

Definicidn 4.8. El limite de ¢' en la direccidn

(®'Ta,b),<), si existe, se llama integral de Riemann-Stieltijes

de f respecto & o en [a,b]. Para ¢ la funcidn identi-
dad, se tiene la integral de Riemann correspondiente.
Compararemos ahora las definiciones 4.2 y 4.8. (Con respec-—
to a las particiones, obéérvamos lo siguiente: cCada P ¢pla,b]
determina una coleccidn de intervalos ‘{[xo,xl],[xl,xzj,...,
xn—l'xn] }. Suprimiendo adecuadamente algunos extremos de es-
tos intervalos obtenemos una particién P' ¢ ¢@'{a,b] (hay
varias posibilidades para escoger P'). Es claro gue
o' (P') Ccw(P) va que hemos guitado a tk la posibilidad de- to-
mar ciertos valores.
Reciprocamentes . cada rarticidn P' € #'[a,b] determina una

particidn Pg¢ @[a,b] (que consiste de los extremos de los in-

tervalos de P') y se tiene que ¢'(P') cp(P) por la conside-
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racibn anterior y el hecho de que si Ik €P' consta de un solo
punto, entonces se anula el sumando correspondiente de ¢'{(P'}.
Con la correspondencia anterior, es fécil ver que si

Pi <P2' entonces Pl ch.

Teorema 4.6. 81 f eR{n) de acuerdo a la definicidn 4.2,

entonces f ¢R(g) de acuerdo a la definicibdn 4.8 y las inte-

grales coinciden. El reciproco no es vdlido.

Demostracidn. Dado ¢ >0, existe Pl(€) € ®{a.b] tal que

lo(P)~I] < si P, cP. Tomemos una particién Pi(e) £ #'a,b]

correspondiente a Pl. Entonces Pi.<P' implica que Plc:P

(P es la particidn correspondiente a P'}. Como »'(P')ca(P).
se tiene que ]¢'(P')—If <eg si Pi‘<P', como se queria demos-
trar.

Para ver que el reciproco no es cierto, considérense las

funciones univaluadas f,m:[-1,17—> R con

0 si x € [-1.0)

£(x) = a(x)
1 si x¢[O0,17.

Entonces wm(P} = f£(t

Supongamos que O ¢ (% ) ¥

xJ+1-J' J+ 1

COmo 7. se tiene que ¢@(P) = {0,1} y la integral

Cr1 € X Xgy

respecto a la definicidn 4.2 no existe. Por otra parte, sea

i = {100 r000). s vens aue pop) =0 v a5} <

implica que ¢'(P') = 0. Por lo tanto, la integral existe res-
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ciones de ( se denotard e . P2€§ ®(0) se dice méds fina
que Ples #(Q), v lo denotamos P1:<P2, 51 todo conjunto de P2

estd contenido en algin conjunto de P,.

) 1] = Al A' ) IAI }
Dados P,.P, € @(0), P { s NAL# ¢|a €P, TEP, es
una particidén mds fina que P y P2. Con esta observacifn es

1

fdcil comprobar el siguiente

Teorema 5.1. ( #{0),<) es una direccidn.
Sean (Q,G.,u) un espacio con medida, X:Q —R una funcidn
univaluada. Construimos una funcidén multivaluada de la siguien-

te manera:

n

(P} = Eg%x(wk)u(Ak). con w, €A Yy P = {Al,Az,...,An}.
Definicidén 5.4. E1l limite de ¢ en la direccibn ( €(Q).,<),

-~

si existe, se llama iptegral de Lebesgue abstracta de X respec

toa u en (., que se denotard I Xdy. Si existe, se dird que
X es integrable respecto a M enQ Q.

Al igual gue en el capitulo anterior, no pretendemos desa-
rrollar la teoria de la integral de Lebesgue abstracta sino Gni-
camente comparar la definicidén que hemos dado con la que se da
usualmente, recordando para ello las definiciones y resultados
de la teoria de la medida que sean necesarios.

Un resultado muy importante de teoria de la medida es gque

toda funcidn definida en el conjunto de los intervalos de R
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V. LAS INTEGRALES DE LEBESGUE, DE LEBESGUE-STIELTJES
Y DE LEBESGUE ABSTRACTA

Sea {1 un conjunto.

Definicidn 5.1. Una familia G de subconjuntos de (Q se
dice g-4lgebra si el complemento y la unidén numerable de elemen
tos de (G son también elementos de (. Esto implica que la
propiedad vale para todas las operaciones conjuntistas numera-
bles con elementos de G. Si G es una g-8lgebra de subconjun

tos de ¢, la pareja (Q,G) se dice espacio medible y los ele-

mentos de G se llaman conjuntos medibles.

Definicidn 5.2. Una funcidn univaluada 'u:a-uaﬁi {la rec
ta real extendida) se dice una medida si es no negativa (u(A)>0

@ (08]
para todo Ag€G), plg) = 0 y es g-aditiva (u(}___Ai) =Z“(Ai),
i=1 i=1

@
donde E A, significa unidén de conjuntos ajenos dos a dos).
i=1

La terna (Q.G,u) se dice entonces espacio con medida. . se

@ o]
dice una medida finita si 4 (Q) <@ Y g-finita si 0 = Zoi
i=1

con w(ﬂi)<(D-

Sea. (,G) wun espacio medible.

Definicidn 5.3. Una particién P de (I es una coleccibn

finita '{Al,A ,...,An} de conjuntos medibles, no vacios, aje-

2

n
nos dos a dos, tales que > A; = Q. El conjunto de las parti-
i=1
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n .
(o de R ) gque tenga las propiedades de una medida se puede
extender de manera Gnica a una medida scbre la minima g-dlgebra

AR (llamada g-algebra de Borel) que contiene a los intervalos

(Teorema de Extensidén de Carathéodory. Véase [3] pag. 87).
L.a medida u:B-—>ﬁi que a cada intervalo asocia su longi-
tud (es decir, pfa,b] = pla,b) = u(a,b] = p(a,b) = b-a) se

llama medida de Lebesque. Una medida p:8 —R tal que en los

intervalos estid dada por

“I(alb) = F(b—) —F(a) )

w[a.,b] = F(b)-F(a-),
wla,b) = F(b-)~F(a~) ¥y
p(a,b] = F(b)-F(a),

donde F es no decreciente, continua por la derecha y

F(b+) = lim F(x), F(a~) = lim F(x), se llama medida de
X —nb~ X =3

Lebesgue-Stieltjes. En el caso en que F es la funcidn iden-

tidad, se reduce a la medida de Lebesgue.

Se puede hablar de medida de Lebesgue y medidas de
Lebesgue-Stieltjes en IRn: no 1o discutiremos aqui, sblo dire-
mos vagamente que la medida de Lebesgue asocia a cada "interva-
lo" de ]Rn su "hipervolumen" y que una medida de Lebesgue-
Stieltjes asocia a cada "intervalo" de R"  un ndmero finito v
se puede dar en términos de una funcibn F':R® — R gue tiene

propiedades similares a las que se pidieron a F en el caso n=l.
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Definicidn 5.5. En el caso particular en gue L sea la
medida de Lebesgue o una medida de Lebesgue-Stieltjes, la inte-

gral de la definicidn 5.4 se dice integral de Lebesgue o inte-

gral de Lebesque-Stieltjes respectivamente.

En lo que resta de este capitulo trabajaremos en un espa-
cio con medida (Q,G,u): B denotard la g-dlgebra de Borel de

R.

Definicidén 5.6. Una funcidén univaluada X: —=R se dice
medible si X-l(ﬁ)c:a y simple si toma un naimero finito de va-
lores.

Un ejemplo importante de funcidn simple es la funcidn in-
dicador de un conjunto A, denotada 1A y definida mediante
]'A(W) =1 si wegA vy lA(w) =0 si wgA. Es facil ver que

lA es medible §i vy sélolsi A es medible, o mds generalmente,

una funcidén simple X gque toma los valores al,az,...,an es

—

medible si y sb6lo si los conjuntos X (ai) (i ='1,2,...,n)
son medibles.

Otro resultado muy importante de teoria de la medida esta-
klece que para toda funcién medible no negativa X:0— R
existe una sucesidn no decreciente de funciones simples medi-
bles no negativas {Xh} que converge {(uniformemente si X es
acotada) a X, lo gue denctaremos Xn? X.. Ademas, X es medi-

ble si y sdlo si es limite puntual de funciones simples medi-

bles vy la clase de las funciones medibles es cerrada bajo las

!H‘.‘.'.li
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operaciones usuales del andlisis. (Teorema de medibilidad £37.

pag. 107.)
Toda funcién univaluada X:Q—> R se puede escribir
+ - o -
X=X-X, donde’ X =X, y X =-XI con A={wen|x(w) >0}
+ - .
Yy B = {wen|x(w) <O} . Claramente, X y X son no negativas

y X es medible si y sdlo si X y X son medibles.

Teorema 5.2. Si Xl Y X2 son integrables, cl v CZEIR-

entonces ch1+c2X2 es integrable y fn(clxl-kczxz)dp =

c lj‘Qxld"H‘ <, _fnxz dy .

n
Demostracidn. Sea ¢(P) = Z(ch1+c2X2)(wk)l-h(Ak) =
k=1

n n )
clz Xl(wk)u(Ak)-'-cZsz(wk)“'(Ak) = ¢y (P)+c o, (P) . Como
k=1 k=1 ; L . ¥
F & imVourable en (flay, <)
©r @, son integrables en { €{Q) ,<),; y [e = clﬁp1+c2j'<p2, que
es sblo otra manera de decir lo que qgueriamos demostrar.
Es‘fécil demostrarkpor induccibn que el teorema anterior
es vdlido para cualquier niimero finito de sumandos. En particu-

n

lar, si X;.X,....,X  son integrables entonces kglxk es inte-

n n
grable y J‘ (Zxk) dy = ZJ" xkdu, propiedad llamada aditividad.
0 k=1 k=1
Mé&s adelante investigaremos la g-aditividad de la integral en

la clase de las funciones no-negativas: gSi Xl,Xz,... son

00
funciones integrables no negativas se tiene que 2" X o5 in-
k=1 k

di
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@ (o]
tegrable y que ‘J’ (Zxk)dp = ZJ‘ Xkdl-b?
0 k=1 k=1 Q

E'BLIGTECA

Teorema 5.3. Sea | finita, X integrable. 8Si X -—»X
n

(an X, resp.} uniformemente y las Xn son integrables, enton-

ces ‘]" X dy —> J'Qxdu (J'andu t J'QXdu,, resp.) .

Demostracidn. Por el teorema anterior, basta demostrar que

Yn ~—=0 (‘, resp.) uniformemente y las Yn integrables implica

que J'Yndu. - 0 (J', resp.) pues entonces X—Xn—-—> o) (‘. resp.)
0
uniformemente y J‘ (X~Xn)dy. = ‘[' Xdp—]' Xndu — 0 (l, resp.), de
Q Qi Q

donde se obtiene el resultado buscado.

m
Sea mn(P) = ZYn(wk}“(Ak); por la com(ergencia uniforme,
' k=1

dado eg>»0 existe N(e)é]N tal que n>N implica que

m .
|¥_(w) | <e/u(@).” Luego, |g (P)] < kglhtn(m|,4.'(Jksk) <e¢ sins>N.

Por lo tanto, o —> © uniformemente en @(Q) Yy se sigue del

teorema 3.3 que J'Yndn, -»0. La monotonia se obtiene del hecho
0

de que Y >0 implica que ‘>0 Yy por el teorema 3.4,

IQYd“, >0; por lo tanto, J'Q(Yn_l_l—Yn)du = J‘Qledu-IQYndp >0, fie

nuevo por el teorema anterior.
Veremos ahora la definicidn constructiva gque generalmente

se da de la integral de Lebesgue abstracta ({3], pig. 117 y si-

guientes) para proceder enseguida a compararla con la gue aqui

il
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hemos dado.

Definicibn 5.7. i) Si X:0—=R es funcifén simple medi-

n
ble, se define f Xdu = :E:aig(Ai), donde X(Q) = {al,az,...,a;}
Q i=1

-1 .
‘ = . =1,2,...,n.
Yy Ai X (al). i 2 n
ii) si X:0—>R es medible no negativa, se define

I Xdu = .lim I thu, donde {Xh} es una sucesién no decrecien-
9] n—=c _

te de funciones simples medibles y no negativas, tales que
X f X.
n

iii) 8i X:0—=R es medible, se define I Xdy =
194

= I K+du-j X_du si la diferencia tiene sentido (eé decir, si d
0 Q

menos una de las integrales es finita). En cualguiera de los
tres casos, se dice que X es integrable respecto a 4 en 0
si f Xdy <oo0.

o -

Se demuestra que la integral estd bien definida pues el 1i-
mite en 1i) existe y no depende de la sucesidn particular {Xh}

dque se escoja; por lo tanto, se puede escoger de modo que th X

uniformemente en el caso en que X sea acotada.

Teorema 5.4. Sea X:0-—»R una funcidn simple medible,
X es integrable respecto a la definicidén 5.4 si y s6lo si X
es integrable respecto a la definicibn 5.7 y las intégrales

coinciden.

li

Iy
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; iy
fntl

thy,,

Demostracidén. Sea X(Q) = {al,az....,an} .

i
Wi
.q .

remos particidén inducida por X. Es inmediato que ¢(p1) = ﬁ
b

n n
= iz_:lx(wi)u(Ai) = ?_:laiu(Ai). Sea P <P ={Bl,32,...,3m} : "

_l N = -
Pl = {Ai = X (ai)|1 = l,2,...,n} es una particidon, que llama-

entonces Ain = ¢ O Ain = Bk {omitimos el simbolo de in-

terseccidn) ; en el primer caso, H(Ain) = 0, ¥ en el segundo,

¥(w, ) = a_.. Por lo tanto, |
k i _ . |

1 m n
e(P) = 2 X(w)u(B ) =3 X(W)u(2_ AB) =
kgl KPR gm kT im ik

m n m n
= _ X(w,)y(A.B. ) = a,u(A.B ) = ' .
Eéi Eéi k' PPtk %é% Eé; i* ik
n m n
= Zaip (ZAin) = _Zaiu'(Ai) .
i-1t %=1 i=l

Teorema 5.5. Sea X:0—-=R una funcidén medible, acotada

y no negativd, p finita. X es integrable respecto a la defi-

nicién 5.4 si y 86lo si X es integrable respecto a la defini-

cidn 5.7 y las integrales coinciden.

-

Demostracidn. Supongamos que X es integrable respecto a ¢

la definicidn 5.4. Sea {Xh} una sucesidn no decreciente de
funciones simples medibles y no negativas tal que th X uni-

formemente. Por el teorema 5.3, [ Xdy = lim f X ds yya
Q n —uoo 'y]
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se probd la equivalencia para funciones simples.
Reciprocamente, sea X integrable respecto a la defini-
cidn 5.7 y {xn} una sucesidn no decreciente de funciones sim-
. ples medibles y no negativas tal que an X uniformemente.
Sea ¢>0.
Por la integrabilidad de X y la deﬁinicién de limite,

existe Nl(c) EN tal dque n>Nl implica que

IJ‘ xnd,.;-lim[‘ xndu|'< ¢/2. Por la convergencia uniforme, existe

Nz(e) €N tal que n>N, implica que |[X{(w) ~X_{(w) | <_2-;.?.a.

para todo wegQq.

Sea pl = {AI'AZ""'An} la particién inducida por Xn '
1

donde n1>N2; sea . P1<P = {Bl'Bz""'Bm}' Si Ain;l¢, Bkc:Ai

Yy an(wk) = an(wi),- luego,

T n
le(B) - X du| = |D X(w )u(B)-2 X (w)p(A)]
fﬂ ny X=1 k k = n, 1 2

m n

= 1> 2 [X(w ) -X_ (w Jla(aB | =

k=1 i=1

m n

= |2, 2_[X(w)-X (w)]u(AB )| <

k=1 i=]

m

n m n
> glx(w )-X, W [w(A B < s g 2 k(BB = e/2.

k=1 i=1

IA

Por lo tanto, dado >0, si N = max {Nl'NZ} b n0$N se
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tiene que |@(P)-lim[ X du| < [a(P)-] X dul+|f X du-lim[ X dy|
0 a0 a o a "

<

+§ = g s8i PO<P, donde PO es la particidn inducida por

LR

CX . (Nétese que el sumando intermedio I X dy gque utiliza-
0] g 0

mos en la desigualdad del tridngulo depende de ¢.)

Teorema 5.6. Sea X:Q—-—-» IR una funcidn medible y acota-
da; y finita. X es integrable respecto a la definicidn 5.4
si y sblo si X es integrable respecto a la definicién 5.7 y

las integrales coinciden.

Demostracidén. Sea X integrable respecto a la definicidn

5.4 y X:f ik, X;f X uniformenente. Entonces Xh = Xi—x;-+>'x

uniformemente y por el teorema 5.3 obtenemos que I thu-—b
Q

~ + . + -—
f Xdy, pero I.Xndu = J‘ Xndp_—‘r Xndp, —¢I X dp-j' X duy. Por la
9] 7] Q Q G 0
unicidad del limite, se tiene que f Xd, = I X+dp~I'X_dg: luego
¢] {1 Q

X+ Y X  son integrables respecto a la definicidn 5.4 y ya se

tiene laz egquivalencia para funciones no negativas. Reciproca-
mente, si X es integrable respecto a la definicién 5.7,

I Xdy = | X?du—f X_du v X+, X son integrables respecto a la
0 Q 0

definicidn 5.7 y el resto se sigue de la equivalencia para fun-
ciones no negativas y del teorema 5.2,

Sea ((,G.,y) un espacio con medida, Qi £€C. 81 escribimos

m

i
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Gi = {AQi|A<;G} Y Wy es la restriccidn de 4 a Gi' se tie-

ne que (Qi.Gi.p_) es un espacio con medida. Si X:(-—>R es
1

medible en (Q,G.,u) Su restriccidn a Qi es medible en

(Qi,ai,ui). En este nuevo espacio se puede hablar de integra-

cibn, la gque denotamos [ Xdy y al compararla con la integra-

Q.

1

cién en el espacio original se tiene que Xdu = X1, d,.
P I Ata SH
Q. ! i

i

Después de observar el papel esencial que tiene el hecho
de que | sea finita en la demostracidén de los teoremas 5.3 y
5.5, establecemos el siguiente

Teorema 5.7. En espacios de medida g-finita las siguien-
tes condiciones son equivalentes para funciones X acot;das:

1) X -es integrable respecto a la definicidn 5.4 si y sblo
si X es integrable respecto 2 la definicibn 5.7 y las inte-
grales cqinciden.

2) La integral de la definicidn 5.4 satisface la propiedad

de la convergencia mondtona: Si an X entonces [ thpff Xdy ,
‘ 0 Q

donde las xh son medibles no negativas.

3) La integral de la definicidn 5.4 es g-aditiva en la cla-

se de las funciones no negativas.

Demostracidén. 1) implica 2). Si las definiciones son equi-

valentes, escogemos funciones simples medibles no negativas
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kaf Xk cuando m—»® . Entonces la sucesidn = I]:ax xkn
<n

de funciones simples medibles no negativas es no decreciente

X <Y <X, j‘kand“ < J‘nYnd“ < [ x du.

a

Haciendo n —00, se sigue gue

xkﬂslim Y <X [ Xdy <[ (lim Y )dy < lim [ X da,
a 0 Q

y haciendo ahora k —»co, obtenemos

X<lim Y <X, lim Inxndp, < _['n(llm Y )dw < lim j‘n X du.

Por lo tanto, X = lim Y oy j' Xdy = lim j' xndp,.

2) impliea 3). Si xl,xz,... son medibles no negativas,

glxkt:z::l}_{k‘ ¥ por lo tanto :=L—1 fnxkdu =

AP T;rn‘%’ﬁs’,d“'

~ 3) implica 1l). Sea (O = Zﬂi con u(ﬂi) <® . Entonces
i=1

Si X es no negativa, se tiene que [ Xdu =
a )

E , Xdu, vy Ya se demostrd 13 equivalencia en
i i=1 L.i

< S,
PR

espacios de medida finita. 8Si X es medible, escribimos

X X -x y el resultado se sigue de la linealidad.

Como se ve en el teorema anterior, en espacios de medida
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U;finita basta demostrar que la integral como limite en la di-
reccidén de las particiones satisface la propiedad de la conver-
gencia mondtona o la g-aditividad en la clase de las funciones
no negativas para tener la equivalencia con la definicidén cons-
tructiva usual. 8Sin embargo, las democstraciones dque aparecen
en los textos son las que hemos dado en el teorema énteriﬁr vy

usan el hecho de que I Xdy = lim I thu para demostrar esas .
{1 Q

propiedades. Queda como un problema por resolver el demostrar

de manera independiente que la integral como limite en la direc-

cidén de las particiones satisface una de estas dos propiedades

o, por lo contrario, dar un contraejemplo.

*



VI. LA INTEGRAL [E BOCHNER i

Sea (Q,G.u) un espacio con medida. cConsideraremos ahora
funciones univaluadas X:Q—B, donde " B eS un espacio de

Banach.
Al igual que en el capitulo anterior, definimos las funcio-

nes simples como aguellas gue toman un namero finito de valores

y las funciones simples medibles como aguellas para las cuales !

-1 i ‘

X (ai) €eG, (1 =1,2,...,n) donde al,az,...,an son los valo-
res que toma X. Una funcidn se dirdé medible si es limite pun-
tual de funciones simples medibles.

Sea X:—»B una funcidn urnivaluada. Construimos una

funciédn multivaluada de la siguiente manera:

n .
e(P) = k%lx(wk);.»(Ak). con w, €Ay P ={A1,A2,...,An}.

Definicidén 6.1. E1l limite de ¢ en la direccibn ( @(Q) .<),

si existe, se llama integral de Bochner de X respecto a u en

Q, y se denotard I Xd,. - Si existe el limite, se dird gue X
Q

es integrable respecto a u en Q.

Baiocchi [2] define la integral de Bochner de la siguiente
manerz:

Considera la familia y de las funciones medibles X tales

gue ‘j" |X||dw <« 0, a las que liama sumables. i) Si Xgyx es sim-

a n
le, define = v (A, oY) =
P J‘ﬁXdp El: a;uiA;), donde X({) {al,az,...,an} y
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A, = X (a,). 1ii) 8i Xey, define J'Xd“= lim J'Xndu,,
* n —=m 0

donde Xn es una sucesidn de funciones simples medibles tal
que x —»x v x| txi-

Para ello, demuestra que para cada X medible existe una
sucesidn {Xﬁ} con las propiedades indicadas y que existe el
limite de las integrales en ii). Demuestra ademis que esta in-

tegral es la Gnica funcional I:x xG~—>»B que satisface:

D) ) Xl < [ X,
G {l

2) 81 a es constante, f ady = ag(Q).,
Q

3) fn(‘:lxl*czxz)d“' = clfnxld""*czrnxzd“'

' o] o
4) [ Xdu = 2 [ xdu, si 0= q..
G i=1l Q, i=1 '
i
Para funciones simples medibles se puede repetir la demos-
tracién del tecrema 5.4 y se tiene la equivalencia de las dos
definiciones.

"En espacios de medida finita, para funciones medibles que
son limite uniforme de funciones simples medibles, se pueden re-—
petir las demostraciones de los teoremas 5.3 y 5.5 sin modifica-
ciones sustanciales y se tiene la equivalencia. El caso general

gueda como un problema por resolver.




(1]

(2]

131

C4]

£5]
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