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INTRODUCCION

R

La Teoria de Centrol Cptimo es tna de las Areas de las
matemiticas modernas que ha alcanzado un gran dezarrolle en los
Gtltimos afos. Sus aplicaciones estin en problemas donde se
requiere controlar sistemas que tiranscurren en el tiempo, los
cual es se presentan en campos tan diversos como: economi a,
biclogia, medicina, vy en todas las ramas de la ingenieria. Su
opjetiva ez buscar la manera de operacidn optima de dichos
sistemas.

El sistema a contrelar en todos estos campos de aplicacidn,
lleva inmerso algo de incertidumbre dentro de su funcionamiento vy
de acqui surge la necesidad de considerar elementos estocésticos
que modelen dicha incertidumbre. En este trabajo nos ocuparemocs de
la Teoria de Control Estocistico.

L.La Teoria de Control tuve sus origenes en el célcuio de
variaéﬁiones, v fué hasta los afios B0 cuando se le dié gran
impulso. Uno de los problemas originales fué el de aobtener una
saolucidén numérica al problema de control y esto originéd nueves
planteamientos del problema bajo las técnicas de Programaé:ién
Matemitica y de Programacién Dinamica. Esta Gltima fué propuesta
por Richard Bellman en el afic de 1951 y toma gran importancia
dentro de la Teoriz de Contrel, va que se puede extender
directamente al caso estccésﬂico.

Una de las aplicaciones especificas de la técnica de
Programacicon Dindmica es en la solucidn de problemas de manejo de
recursos acuiferos, desde el disefio de operacidn oéptima de una
presa, hasta el disefio de plantas hidroeléctricas.

La Programacidén Dindmica, la teoriaz de inventarios en el
campe de la economia, y el manejo de presas estan intimamente
relacionados. Alrededor de los afios 40, FP.B.D. Massé hizo estudios
de operacidn de presas utilizande una ecuacién funcional que fué
la base de desarrollos posteriores. El mismo Massé€ fué el primero
en dar una sclucidn satisfactoria al problema de inventarico caon
variables no negativas. Esto marcd el inicio de amplias y variadas
investigaciones en el contirel y manejo de recursos acuiferos.

Uno de los paises en donde se le did mavor impulse fug



Estados Unideos. En 198558 la Universidad de Harvard inicid un
programa de recursos acuiferos con el propdsite de desarrollar una

metodologia para planear vy disefar sistemas modernos en el mane jo

de estos. .
Por esas mismas fechas, varioz investigadorez de Universidad

de California comienzan a estudiar el problema de optimizacidn del
manejo  del aguiza. Dicheos estudios se consaolidaron con el
egstablecimiento del University of California Water Resources
“enter, el 1 de diéiembre de 1857. Uno de los primeros frutes de
estos estudioz fué la aparicidn del articulo *The . Dynamic
Programming Approach to Water Resources" en 1881, cuyos autores
fueron W.A. Hall v N. Bura=s. Este trabajo muestra un analisis de
procesos de decisidn secuencial multietapés en ingenieria de
recursos acuiferos como aplicacidn de 1a Programacidén Dindmica.

A partir de ese momento se siguid usando la Programacidn
Dimédmica como una técnica de optimizacidn en este campo, y se
analizaron proceéos mas comple jos, incluyendo sistemas de
almacghaje de agua con bombeo.

Se dice que el primer estudio que aparecid relacionado con
‘operacidn de presas, en £l idioma ingles fué, "The Use of Storage
Water in a Hydroelectric System" en 1985, de J.D.C. Little, quien
mis tarde compara la operacidén de presas y el preblema de
inventario. _

Al igual que en Estados Unidos, en olros paises también =se
empezaron a preocupar por el manejo de estos recursos, como en
Inglaterra, Israel, vy Francia. En este uUltime, con la fundacidén
vlel Centre de FRecherches et d'Essais de Chatou d’Electiricité de
France, la investigacidn estuvo dirigida hacia problemas de
almacenaje Y model o de operacidn Sptima de presas =
hidroeléctiricas, en donde aplicaron la teoria de proebabilidades
para el andlisis del flujo de entradas de agua a la estacidn. El
uso de procesos de Markovy en el andlisis, hizo posible el
establecimiento ~de reglas racionales de operacidn para varias
presas. '

El presente trabajo, ilustra algunas de las aplicaciones de
la Tegoria de Control Estocastice al campo de la ingenieria de
recursos acuiferos. Empezaremos presentando en el Capitulo I los

conceptos basicos de esta teoria, asi como las ecuaciones que



describiran la dinidmica ¥ una funcidn que medira su
funcionamiento. Dicha funcidn puede medir el costeo o la ganancia
por coperar el sistema, y en tal caso ;T"objetivo es enconﬁrar una
politica gque minimice o maxXimice la funcidn, respectivamente. .

1a técnica que usaremos para encontrar esta politica serd la
Programacidn Dindmica Estocastica. En el Capitulo II, expondremos
en forma breve esta técnica, la cual nos provée de un algoritmo
que nos permitiré rezolver el problema de control &ptimo.

Todos estos elementos nos serviran para  plantear los
problemas de recurscs acuiferos en el Capftule I11. Primeramente,
abordaremos el problema de encontrar la capacidad 4dptima de una
presé, de tal forma que de cabida a tode el caudal de agua que
entra durante N periodos, los cuales puden ser  dias, semanas,
neses, ete., ¥y a su vez, salisfaga clerta demanda. A ezte problema
le llamareme=s Problema de la Capacidad Minimax.

Seguidamente, plantearemos el problema de operacidn dptima de
la presa de tal forma que se satisfagan ciertos requerimientos
Ce.g.? en agricultura o para uso domgsticod con un Costc minimo.
Se verd la relacidn que existe entre este problema y el problema
de inventario. Finalmente resolveremos el problemz aplicando- la
t&cnica de Programacidn DinAmica.

Todos los resultados que se presenten en el Capitulo III, =zon
validos tanto para presaé como para cualgquier tipoe de depdsito
donde existan flujos de entrada ¥y salida de agua que se pueda
controlar. A estos depdsiteos les llamaremos reservorios. -

De esta manera wutilizaremos los términos presa y reservorios

indistintamente aunque el segundo sea mas amplio.



CAPITULO I

CONTROL ESTOCABTICO

1. - Introduccidn.

2. - El problema de control de inventario

3. - Formulacidn del problema de control éptime.
4. - Modelo de control Markoviazano

1. - Introduccidn.

El objetivo de la teoria de control &plimo, consiste en
determinar las acciones o decisiocnes de control gque deben tomarse
para optimizar C(maximizar © minimizard el dompartamiento de un
sistema qgue evoluciona en el tiempo. El hechoc de tratar con
sistegas dindmicos ez la caracteristica que diferencia - a la=
problemas de control optimos de los problemas de optimizacidn
comunes. En este capitulo, se darin los elemenios requeridos para
plantear el problema de control éptimo.

Dependiendo del fendmeno a modelar, la dindmica del sistema
se puede expresar por medico de:

ad) Ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, =i el
=sistema se estudia en-tieﬁpc continuo.

b3 Ecuacicnes.en diferencias, =i el =sistema =e estudia en
tiempo discreto. .

Estas ecuaciones a su ve=, pueden ser estocasticas o

= =

‘deterministas, dependiende si el sistema incorpora componentes

aleatorios o no.

En este trabajo solo estudiaremos sistemas estocasticos que
se ohservan en tiempo discreto, esto es, s=sistemas cuya dinamica
E
puede expresarse’ en la forma:

x =f(x,u,w?Dl t=0,1,2,...,N-1
t4d 0t Tt Lt

donde:

t, es el subindice que indica el tiempo;



M, ez el horizonte o tiempo terminal del problema, el cual es un

numero natural dade;
» , variable que describe el estado del sistema al tiempo t;
U, es la variable de control o decisidn 2l tiempo i
w, es el pariametro aleatorio o perturbacidén estocistica en el
tiempa L.
Ademas de la dindmica del sistema. para plantear el problema
de control dptime necesitameos especificar la forma en  que

mediremos el funcicnamiento del =sistema v la familia de politicas

admisibles.
Para facilitar la comprensidén de esto= elementos, revisemos

el siguiente ejemplo:

2. - Problema de Control de Inventario.

Consideremos un sistema de produccidn-inventario para el
cual:
- xt, s la cantidad disponible al principio del perfcdo t;

-~ 1u, es la cantidad que == produce o =e ordena al principie del
t

periodo t;
- w, e la demanda del articuloc durante el periodo t con

distribucidn de probabilidad dada.

Supongamos que Sse quiere analizar la venta del articuloe
durante N dias, asi que el periodo t corresponde al t—ésimoc dia.

Al inicio de cada dia,  en un comercio sSe cuenta con una
existencia de cierto articuleo, de tal manera que podemos ordenar o
no una cierta cantidad para poder satisfacer la demanda de este

dia, la cual no podemos predecir con certeza.

En este ejemplo vamos a suponer gque xo ,wo sWoro o W s SOD
variables ale=atorias independientes, Par teodo lo anterior,la
dinamica del sistema queda expresada como:

=X 413 ~w t=0,1,2,... ,N-1
b+ Ot bt ph oy B s Cz.12

Podemos considerar que el establecimiento pierde cierta

cantidad de dinerce si al final de cada periode t no vende toda su
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existencia, ez decir, =i xt+1>o, vy de igual manera, =i la demanda
=g mayoer que la existencia del producto, ez decir, xtﬂ<0. Este
coste es una funcién del estado, digaTos H(_'xtﬂ), v toma wvalores
en R. =i ademas decimes que cada articulo tiene.un precio ¢ por

unidad, entonces podemos expresar el costo para el periodo t como:
cu + Hix + u- wd
t t t L

El problema es minimizar el costo de operacidén durante los N
dias, ¥ tomando en cuenta que las xt son variables aleatorias, el
costo total tambidén seria aleatoric, de tal manera que 1o que

tenemos que minimlizar es el valor esperado:
N-1 '
+ s g - =
E {Z eu, HC%t u, wt)} =, 22
: t=0o

Es claro qué la minimizacidn de (2.23 depende de las
cantidades ordenadas durante los N-1 dias.

Supongamos que la capacidad del establecimiento esté
limitada. S=ea B una cota superior del nivel de existencia del

producto. Entonces, al tiempo t, la cantidad ordenada no debera

exceder de B-——xt ., es decir Oﬁut ‘.~'-.B--:»ct . Asi, nuestro objetive es
seleccionar adecuadamente la sucesidn de controles uo,ui, I uN .
tales que u € [O,B—XLJ para t=0,1,2,...,N-1, Estas seran las

N
t=0
llamaremas politica de control admisible, ¥ la sucesidn de estados

acciones admisibles para el estado x, - A la sucesidén {ut} le

{KL}T:; generada por e=sta politica ez un proceso estocastico

control ado.

Se puede escoger al principio de la operacion (primer diad
todas las cantidades por ordenar, =in tomar en cuenta la demanda
que =e vaya presentando en cada pericdo. Con esta manera de
actuar, existen mas pozibilidades de que el establecimiento salga
perdiendo. Sin embargo, hay otra manera mas convenlente de
proceder; esta es cuando las decisiones se hacen conforme
transcurre el tiempao C(por etapas?, tomando en cuenta el estado
actual. Es decir, se va a ordenar al almacen cierta cantidad del
producte dependiendo de la existencia de éste o del desarrollo que

ge haya tenidoe del sistema. De esta manera, nuestro interés es

3



encontrar una '"regla' que nos especifique el control a aplicar u,
en cada etapa t=0,1,2,...,N-1.

Existen wvarias formas de elegif*‘las acciones u . Una de
ellas es -que al tiempo t elijamos el control u, tomandoe en cuenta

L84
k' Tk

k=0,1,...,t-1. Otra forma de decidir, es cuando u, solo depende

2]l estado actual x, vy los estados ¥y acciones antericres x

del estado actual xt, ez decir, la cantidad ordenada del articulo

ut, solo depende del nivel de existencia xl. Azi, la '"regla" que

necesitamos ez una funcidn v, que para cada t=0,1.2,...,N-1,
u aJCxEL A este tipo de controles algunos autores le llaman
"eontroles retroalimentados", Una poiitica ﬂ=(y£{t; donde los

controles son de esta forma le llamaremos politica admisible de

Markov [ver Definicidn 3.417.
Entonces, el costo total esperado correspondiente a la

politica JI, con un nivel de existencia inicial fijo X . queda

expresada como:

N- 41

JHCXOD= E { }: SRS *-}K>%+yt<xt)—wtb} C2. 3>
. Lt=0

donde pébﬂ) es la cantidad que puede ser ordenada al tiempo +L =i

el nivel de exiztencia es xt.

La funci édn JHCXOD nos propeorciona una medi da del
funcicnamiento del sistema cuando se aplica la politica 1. De esta
manera, nuestro problema es minimizar C(2.3) bajo todas las

politicas admisibles 1.

2. - Formulacidn del Problema de Control Optimo.

loz elementos que intervinieron en el problema de control

anterior son: -

a) Restricciones de estade.

b> Restricciones de control.

<) Perturbaciones estocasticas.
d> Dinidmica del sistema.

@) Funcidn de costo en un periodo.

4



Estos elementos nos servirdan para plantear un problema
general de control a tiempo discreto con horizonte finito.
En lo que resta del desarroll® del +trabajo, vamos a

considerar que todos los conjuntos ¥ funciones zon medibles.

a) Restricciones de estado:

En él ejempla anterior los estados son ndmeros reales. En
general, las restricciones en los estados dependeran del problema
que se esté analizando, los estados no podran tomar valores

arbitrarios. Estas restricciones se pueden expresar como:
x, € Rt t=0,1,2,...,N~1

donde %a son conjuntos dados y les llamaremos espacios de estados.
™

En algunos casos se lendri dque los x son vecltores en R para

cada posible valor de €. De manera que, en general, supondremos

.que ﬁﬁ?es un espacico méitrico separable y completo para cada t.

B) Regstricciones de control:

En forma analoga, el espacioc de contrel al tiempe L lo

denctaremos por Qt ¥ pedimos que:

donde && son conjuntos dados, ¥y también supondremos que son
ecpacios métricos separables y completos para cada t.

El wvalor que tome la variable de contreol, al tiempo +t,
dependerd dJgeneralmente del estade del sistema X, - A=i, la
restriccidn para los controles la podemos expresar como utEMLfo),
donde ULCxt)es un subconjunto medible de UL. Al conjunto MLCxL) le
llamaremos espaclio de accicnes admisibles para el estado *, En el

ejemplo de inventario, Qﬂ(u&)= [O,B—xg.

<) Perturbaciones egt.ociasticas:

Supondr emos que las=s variahles aleatorias wt, L=0,1,. . . N,



toman valores en un espacio métrico Ill»iL Yy ademas, supinemos ue

tienen dizgtribucidn de probazbilidad conocida, PLC Ao aud, la
e t L
cual puede depender de ¥ ¥ Y. peEro no de w PWos W
. ey - —

-

AdA) Dindmica del sistema:

En nuestro caso, la dinamica del =istema la representaremos

por medic de ecuaciones en diferencia de la forma:

» = {x ,u ,wtj s tzOLd,. .. N-1 C3.1>

dende f  es una funcidn medible del espacio }RLUJtB-It al espacio

En =1 ejempls de inventario, la funcidn I"t e=t4d dada por

fOx ,u ,wi= >+ 10— w,
t Tt b [} t L
& \
. S ¢

2) Funcidn de costao en un periodo:

El co=toc que obtenemos en un determinado periodo, serid una
funcidn real g, sobre el espacia Mt'litﬂ‘lt. La funcidn de costo en el
periods ¢ en 2l ejempla de inventario, estaba dada como:

gCx ,u,wd = cu + Hlx +u - wd-
(R T A+ ! ot t t

Todos eztos slementoz nos llevan a la siguiente:

DEFINICION 3.1: Un modelo de ocontrael estociztico con horizonte

e b 3 S o . j, IC : . o . . . .
finito N es un arreglao (‘:ﬁt ﬂ_t t}_;rL yL) 11, pt g, MY

Como se dije en la Seccidn 2, las acclones que se escogen de

acuerde a una politica determinada pueden depender de la historia
de]l procesa {es decir, de todos los estados vy acciones que ze
el

arlicads hasta el tiempo correspondiented, o solamente d

estado actual.

K el conjunto formade por las parejas estado v contraol

=1
admisibles al tiempo L, esto es:



K={ Cx,ud : xe®,u llCx }
t t t t t t t [4

Supondremos que I](t es un subconjuntoc medible del espacio KLEU
: t

~para cada L.

DEFINICION 3.2: Para cada tiempo t, el espacio lHL de historias

admisibles del proceso hasta =1 Liempo t e=:

H =X
o "o

H=K MK ...K (13 R
t Lo 2 &

Por ejemplo, el espacio de historias del proceso hasta el

tiempo t=1 es:
H=K K R
1 o o 1

v laos elementos de [Hi, di gamos hi,‘serian de la forma:

i

&

bl

h=Cx ,u ,w ,x2 donde (x ,ulekK A, wel yvxeiX
1 o o a’’i LR o) a O 4 4
En general, un elemento hte IHt es un vector
h=Cx ,U , W ,.....X% » U P W 'y XD
t [} O [a] 3
donde (x ,udeK , w €Ml para i=0,1,...,t-1 v x& X.
5 A 1 N 1 t t

La historia del proceso hasta el tiempo t le llamaremos

t-historia.

DEFINICION 2.3: Una politica (o estrategiad de contrel es una

sucesidn {f\.} de funciones medibles ft. del espacic de las
t-histerias l:HL al espacioc de control iUL, tal que:

TChlde Uy ¥Vhe H y tz0.
Lot t e t ¢

Como podemos observar, este tipoe de politicas dependen de
toda la historia del proceso. Estas toman mayor importancia en

problemas de control adaptable. En nuestro caso nos restringiremos

-



a problemas en donde las politicas empleadas no dependen de toda
la historia, sino que unicamente dependen del estado azctual. Como
va se dijo en la Seccidn Z a estasﬁﬁbliticas se les llama de
Mar kov, o politicas con controles retroalimentados, - Para
definirlas, denobtemos por Ft al conjunito de todas las funciones

de decisidn medibles en el tiempo +t, es decir, funciones

. —_ -, -
ft-RL /Wt tal que fLOﬂ)e Utuﬂ) para toda %, € Kt y t=0.

DEFINICICON 2. 4: Una politica de Markov es una sucesidn de

funciones {ft} tal que fie Ft para toda t.

Una importante subclase de las politicas de Markov son en las
que la acecidn que se aplica en cada tiempo t =clo depende del
estado actual del proceso, ¥y no del tiempc mismo. A las politicas

con estas caracteristicas les llamaremos politicas estacionarias y

a continuacidn se definen.

DEFINFCION 3.5: Una politica de Markov (f> se dice que es

ecstacionaria =i ft=f para todo t,

Para poder optimizar el comportamiente de un proceso es
necesario tener una expresidn que nos dé informacidn socbhre su
funcionamiento. En muchos ejemplos, dicha expresidn es una funcidn
de: costo como en el caso del prablema de inventario. Es claro que
la funcidn de costo es una wvariable aleatoria, ¥ por lo tanto el
problema es minimizar su valor esperado,

De manera general, si la funcidn de costo en el perficde bt es

gghﬂ,u ”ﬂ)’ el costo total eéperado bajo la politica NI ¥y estado

inicial xb eg:

1

.
Jn£x03= E { }: g, s U s W) + 9,50 } CQ.ED(

L=0

A la expresidn (3.2) se le llama indice de funcionamiento del

zistema.

Con los elementos anteriores podemo= definir el problema de

contraol Sptimo:



DEFINICION 3.6: Dado el modelo de conitrol definido en ¢3.13, una

familia de politicas admisibles v el indice de funcionamiento Jﬂ’
el problema de contrel ¢ptimo consist® en encontrar una peolitica

admizsible [ tal gque:
{ N
Jn*Cx 3 = Jan 3

para toda politica admisible 1.
2
En tal caso decimos que I e una politica &ptima vy 2l costo

que obtenemos al aplicar H* se dice que egs el costo &ptimo v lo

denotaremoz por J*CXOD; es declir,
* d -t
J (’.xﬂ)— min JanOJ-— J]‘I* Cxo) 3.3

En el siguiente capitulo describiremos la técnica de
Programacidn Dinamica que nos servird para encontrar una politica
Sptima, v la ejemplificaremos en el caso en el que lés ecuaciones
del &Sistema sean lineales v el indice de funcicnamientc es
suadratico. A este problema particular se le llama "Problema del
regul ador lineal".

Hasta. este momento, no hemos hecho consideraciones
probabilisticas en los elementos del problema de control d&ptimo.
Primeramente, se debe tener un espacio de probabilidad (Q,F,PD)
para cada politica I v cada estade inicial X =X, en donde las
variables de estado y el costo estén definidas. Si estas
suposiciones no se hacen, el problema de control dptimo podria
quedar vagamente formulado. La manera mas sencilla de obtener el
espacico de probabilidad, es considerar gque cada espacio Mt,
t=0,4,...,M, Ssea un conjunte numerable vy suponer que todos los
valores esperados en (3.22 existen ¥ =son finites para teoda
politica admisible T ¥ estade inicial -

Dada el estado inicial xeﬁo y una peolitica admisible
ﬂ=ﬂ4}”u1, definfmos el procesce estado—control {Cxt,utb} de la

Lt Lt=0
siguiente manera:

K EXW Y U = o0
(=] o O

Y para tzil



——

x=f(x ,u W 2 v u=pt¢h?
LTt T t-d b4 et t Tt

donde h =Cx ,U % ,...,0 .w ,xDJ e= la t-hizstoria.
t (o) o -1 ted Tt
De: aqui, {Cxt,ul,wt)} ez un proceso definido en algun espacio
de probabilidad. Entonces para cada politica 1 y estade inicial x

2l process esta definido en CC},F,P:I_D.
4. - Modelao de Control Markoviano.

Un modelo alternativeo para 2] problema de control Sptime es
el llamado Modelo de Control Markoviano, En esta seccidn lo
describiremos en el casco estacionario, es decir, los espacics de
estado ¥ control, la ley de transicidén entre los estados, 1la
digtribucidén de probabilidad de las variables aleatorias wt vy la -
funcidn de costo por periodo, no varian con el tiempo, va que un
model o dé contrel Markoviane no estacionario 1o podemos ver en

forma estacionaria , HernAndez-lLerma [19897.

=
EE

DEFINICION 4.1: Un modelo de Control Markoviano, estacionaric con

tiempo discreto, consta de cuatro componentes (X, U, g, §2, donde:

-~ R es el espacio de estados;

—~ U es el espacio de control;

Diremos que los espacios R v U son espacios métricos separables

¥ completos.
~ g es la ley de transicidn entre los estados, esto es, =i

N =¥, u =u,
1 t
gl Brx, ud = Prob[xt*ieB/x,u] para todo BeBUORD vy (x,udslk

donde BCXD es la minima ¢o— Algebra que contiensg a todos los

subconjuntos de X, En algunos casos a g se le llama probabilidad

de transicidn sobre X dado K.

- g es una funcidn real definida en K vy representa el costo

esperado por periodo.

El desenvolvimiento del sistema seria el siguiente: Cuandeo el

sistema sSe encuentra en el estado X ¥ se escoge la accidén

10



Utz'utﬁxt,) por medioc de wuna peolitica T nos aocasiona un ceosto
gl x ,UL:) v el sistema paza al estado X 1y de acuerdo con la ley de
1 +
transicidn g, ¥ asi, se escoge Una aceyldn uL . generands un costo
s

Fx  Lu 12), v de acuerdo con g el sistema pasa al estado x
ted b t+2

ete. .
El modelo de control definide en 2.1, lo podemos ver como un

nmodelo de control Markoviano (R,U,q,82. Primeramente, por medioc de
la dinamica del sistema (3.1 ¥y conociendo la diztribucidn de

probabilidad en [Ht, obtenemos l1la probabilidad de transicidn g

entre los estados como:
ql B/, ud=Prob[ xtﬂeB e xt,,utcxt) 1=Ffw : f(xt,pt<xt>,mDeB]

Por otra parte, la funcidn de costo § la podemos expresar en -

términos de la funcién de costo g del modelo definido en 3.1 como:

gt[ X ,utC xtf) ij= E { gtC X, » B0 wLD /xL . ,u'_cxtx}

PR

donde ila esperanza es calculada can respecto a la

distribucidn de probabilidad de W

Una de las ventajas gque nos itrae plantear el problema de
control dptimo bajo un modelo de control de Markoviano, ez que en
algunes problemas la dinadmica del sistema no la podemos expresar
por medic de ecuaciones en diferencia, pero podemos conocer las

probabilidades de transicidn del sistema.

11



CAPITULO 11

PROGRAMACION DINAMICA

1. - Introduccidn.
2. - Algoritmo de Programacidn Dindmica.

2.~ Prablema del regulador lineal.

1. -~ Introduccidn,

En este capitule revisaremos la técnica de Programacisn
Dinadmica, la cual nos permitird encontrar uwuna politica que
optimice el indice de funcionamiento JanD).

Ezsta ez la técnica mas apropiada para dar solucidén a los
problemas en donde se requiere gue las decisiones se tomen en
forma® secuencial v estas a su vez influyan en las decisiones
posteriores de la secuencia. La idea principal de la Programacidén
Dinadmica e descomponer el problema en varias eiapas, en donde
cada una de ellas origina un subproblema que consiste en encontrar
el control dptimo correspondiente a cada una de las etapas. Lo
anterior tiene =su fundamento en el "Principio de Optimalidad”

planteads por Richard Bellman a principios de los afies 80, el cual

dice:

"Una politica dSptima tiene la propledad de gue cualguiera
gue sea el estado VY la decisidn inicial, los decisiones
restantes deben constituir una politica dpiima con respecto

al estado resultante de la primer decistdn™.

La Programacidn Dinadmica es el método que mis se aplica para
resolver problemas de decisiones secuenciales, no importande la
caracteristica de estos: deterministice ¢ estocastico, con tiempo
continuo o discreto, ete. Ademds, esta técnica tiene la ventaja de
que la scolucidn se obtiene recursivamente, lo cual facilita el

manejo computacional del problema.

12



.~ Algoritmo de Programacidén Diniwmica.

Dada una politica cualquiera Hﬁpk}:j; definl mos:

N—
‘Jﬂtcxtsz { Z Cx’,‘ukm 3, w J o+ g <><:N)} para t=0,..,N-1 ca_ij_
k=t .

en donde Jﬂt es el costo de operar el sistema bajo la politica
ﬂ:={‘uk}1::t cuando el estado del sistema al tiempo L es X, -
. Para t=0 la ecuacidén €2.17 nos da el costo esperade total
JHC xo:):“'ﬂac xoj . Ademas,
1

t-
i = -
Jﬂo‘ E {Z gkcxk"uk‘xk>’wkj * Jmc:xt:) }

=0

Ecsto .,g,uiere decir que el costo total esperado, ‘Jﬂcxa)’ lo podemos
descomponer como el costo esperado hasta la etapa t-1 mas el costo

restante JH:.C xtj .

Analogamente, se tiene que
= =< —_
‘JﬂLC xt) E { gLCxL,yt{xL:.th + JHLﬂCxtﬂ) } « O t £ N1,

Supongase due tenemos una pollitica dptima H*={,ut} para el
problema de conirol Sptime en N etapas. Consideremos el
subproblema que consiste en minimizar el costo Jm(xtj que va del
tiempo t al tiempo N. Si suponemos que =21 estado x, ocurre con
probabilidad positiva cuando usamos la pelitica H*. entonces el
principic de optimalidad nos dice que ]"[T':{_ui:}:;: ez dptima para el
subproblema, es decir ﬂt minimiza el costo Jﬂtcxt)'

Introducire:mcns el algoritmo de Programacidn Dinadmica por

medlio del siguiente teorema:

2
TECOEEMA &1 Sea JCxoD el cozmto dptimo ¢3.3,1ID, es decir,

"~
e
o
o

* ..
J L:\OD—-J.E{’ JanoD

13,



*®
Entonces J C><03=J0Cx03, donde la funcidn 'Jo ez dada por el

siguiente algoritme, el cual pracede hacia atras en el tiempo.

desde el periodo N-1 al periedo O.

JN( XND =g, a. 30
= i . -+ - _
JtC xtl‘: m::,n E gtC XU wt) Jt-ri{ ftC X oUW ] 2. 40
t
" )
para t=0,1,....N-1. Ademis, si U T 04 minimiza e}l Jlado derecho
de (2.4) para cada L ¥ xtazl‘ﬁt » entonces la politica ﬁ*={,u:}1:—1 es
=0

Sptima.

Demostraremss este teorema, suponiendo que el ezpacio M N
t=0,1,...,N-1 ez un conjunto rnumerable, ademis, supondremos que el
valer esperado en (2.4 existe v e= finito para todo uteﬂ.}tc xlj v
todo ;‘xte}ﬂ L De igual manera, el wvalor esperade de todos los
términos en =1 costo funcional en (3.2,I2 es finite v eatid bien

definido para toda politica admisible I

DEMOSTRACI ON:

Del hecho de que la medida de probabilidad para w, solo
. B -
depende de X ¥y u yno de WosW sV el costp Sptime ) §x°J

lo podemos expresar:

= , . . .
J cxﬂj_{ﬁl; E gﬂ{xa"uc‘ﬁc:“wo] +* E gi[J{i"ui(hi)’wiz MR
Tt

..... + » > . e .
T E gN—ifo-i Ha-s -’ ww-.{] * gN(xN)} }} *

donde g.xtch)eﬂJt(:‘"}{'_) para todo t ¥ X, r Y las esperanzas para cada

w, eatin condicionadas a >, PAE R RS

Iterando los minimos, (vea Hinderer 1970, Lema 3.2, Cap 12,

esta expresidn la podemos escribir como:
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L e
o Hy

> b + L
L omin i E {gﬂ_i[aﬂ_i,,uﬂ_i{ .N_ix,wN_i] g, ¢ N}}] }]}] 2,50

Ly
MN-1

> [ f '
L = mi E o, Wy, + mi i x S IR
J Ex S . n i -{go[ o Ho ) wO] min [ E {gﬁ[.;c1 HoX w1]+

Por otro lade, sea Mel conjunto de todas las funclones puoxo
tal que upoo € Uoo para toda x. Entonces para una funcidén F de x,

1 == tiene que:

min FOx, pood=min Flx,ud
HeM uslUon

Esta igualdad e= facil de wverificar =i no se le imponen
condiciones de medibilidad a las funciones p. BEn caso contrario,
se nececitan resultados mas fuertes que no s incluven Cver

Bertsekas y Shreve {19781, Pag.198, Proposicién 8.22.
Uzando este resul tado v susti Luf{endo =30 ¥ C2, 42

i

3ucesi<ramente, la ecuacidn (2.8 queda expresada comao:

.J*be = min [E {gaixa.uo,wc’] + min [ E {gi[xi,ui,wi] + ...,

u

= min [ E {QOCxo,uo,woj + r‘fin [E {giCxi,ui,wib

" +J2[f1Cx1,ui,w13_]}]}].

3¢ '
-, = i " N )
J oo Ei,n [E {gc,(.:no,uo,wo_ + Ji[fo";xo,uo,woj]}] ] JOCxOD

Por lo tanto, se tiene que J*Cxo'.):JoCxo'). Ademas, si ptmt)

minimiza el lado derscho de (240 para cada x Y t, por la

18



. » * N
igualdad anterior la politica {1 ={,ut}t=; rnos da el costo minims, v

asi M es Gptima. |
—

A la ecuacidn (2.4) se le conoce como Ecuacidn de Bellman o -
Ecuacidén de Progracidn Dindmica ¥y similarmente el algoritmo en

LCE.3) v (2.4D es el Algoritmo de Programacidn Dinamica.

Una formulacidn alternativa de la ecuzacidn y el algoritme de

Programacidn Dinidmica es la siguiente:

=ea ACRtJ el espacio de las funciones acotadaz definidas de

ML a R, Definimos el operador TL:ACR'_D——)'AC}RtD COmo:
TtV(_x_') = gx:'l.n [E {gth ,ut,wtl‘) + VCfth,ut.yL)D}]

para cada x & Rt v Ve ACRtD. donde t=0,1,2,...,N-1.
A Tt se le llama cperador de optimalidad o de Programacidn
Dindmpea. =1 splicamos el operador al coste funcional JTC xii + por

3
la ecuacidn (.43, obtenemos el costo funcional Jo(.'xﬂ:). En general

J1.=TL Jl.'i-!. Para 'L=O,1 ¥ - - |N"1 CB 6)

v ademas

J=T TT, . .--- LIRe

< o4 Z H-4

Ala relacien (2.6 se le conoce también come ecuacidn de

Programacidén. Dindmica,

Para terminar este capitulo, ilustraremos el algoritmo de

Programacidn Dindmica con un ejemplo.

2. - Problema del_ Regulador lineal Estocastico.

Existen casos donde se cohoce de antemano la travectoria
ideal del proceso, ¥y el problema es enconirar una politica tal que
la trayectoria generada por ésta, sSe aproxime o esté lo menos
distante a la trayectoria deseada. Al caso en que la trayectoria

ideal es el origen se le llama Problema del PRegulader Lineal. En
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caso contrario s= le llama Problema de ERastreo (del ingles

Tracking?.

g
El modelo dinadmico que aqui consideraremos ez un sistema

lineal de la forma: -~

X = Atxt+ Btut—l- W 042, .. Nt C3.12
donde ¥y t_tl son vectores de dimensidn nn vy m respectivamente, v
las perturbaciones W, son vectores aleatcorios independientes que
no dependen de x Y ut. Ademis, A:. Y BL son matrices dadas con
dimensiones apropiadas.

En estos dos tipos de problemas se pide que el indice de
funcionamiento mida de cilertc mode 1a "distancia” entre la
trayectoria deseada y la que obtendriamos al aplicar una politica
determinada. Una caracteristica deseable para este indice es que
“castigue mucho'" a las desviaciones grandes y que 'castigue poco”
a lag desviaciones relativamente péqueﬁas.‘ Un indice que cumple
con E"&--:E;Las-: caracteristicas es un funcional de costo cuadriatico,

cuya expres=idn la podemos dar de la siguiente manera:

Sea X =C>_ca.5<1,....5cuj upa trayectoria dada., Definimos un

funcional de cozto cuadratico como:

1

N-—
- _ Sy T L T . e T T T - T
J(xob— E{ <, %2 QNCxN LR Z [CAL xt:) Q‘_CxL ®J * uthu] }
L=0

donde para cada L, QL es una matriz simétrica semidefinida
positiva ¥ RL simétrica definida positiva, El objetive es
minimizar aecte costo cuadritico, es decir, minimizar las
desviaciones entre la travectoria “nominal” dada X v 1l1la

travectoria gerferada por el controlador.

En nuestro caso resolveremos el problema de regulacidén, e=
decir, minimizaremos las desviaciones de loz estados respecte al
ar igen »=C 0 ,0,...,00. Ademas, supondremos que las perturbaciones
v tienen media cero vy sequnde momento finito., De e=ta manera el

indice de funcionamiento es:
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s
e
L

T T T |
S 0= 4 = b 3
o e E { o EO Z (xLQLVL‘w;: UtELuLj } ¢

con la restriccidn (3.1,

La ecuacidén de programacidén dinamica para este caso es:

T
JER T R

T T
== i 'l
J e 2 E‘tn [ E{ ®¥ Q% * yRy Jtﬂ'"xud}} :!

-
i

para t=0,1,...,N-1.

Aplicando el algoritmo de Programacdn Dindmica tenemos:

Para t=N-1

L3 T T
~{w = min w0 % + U 24 u
JN—i S u [E { N~d WN-t N-i N-1 M~1 N-4
L B

+J CA b +B u w2 } ]
N ON-1T M-4 N-3 N-d M-t
Usando el hecho de que los w, tienen media ceroc, el costo para

esta etapa nos queda:

T T T

T
< D= x =, + minm lu B 13 + u E u +
\JN--:!. N-4 N-—:!.QN-—:!. N-4 l..1N 1 [ MN-4 N-4 N-4 N-41 N—!.QH N-L MN-4%

T T T T T
o A A b4 + 2 A B u + w w
N-4 N-—-iQN N-41 MN-i -4 N’—!{.QN MN-~-3 N-4 E N-!.QN N4

Para encontrar el control Sptimo correspondiente,

diferenciamos esta expresidn con respecto a U, © igualamos a

cero; esto da,

T T T
R u + B u + B 2 A > =0
M-t N-1 M-l M M-4 N-1 N-1 N N-i N-i
D angead
[R +B QB Ju =-B° oA x
M-t Met M M—1" N4 N-1"N N-1 mM-4
Compes F ez una malriz definlda positiva vy BT QB o
N1 N-f M M-

senidefinida positiva, la matriz mulliplicande a u es definids
MN-4
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positiva, ¥ por lo tanto la podemos invertir., De esta manera,

* T ~1. % T
u = -[fR_+B QB 1 "B Q
N-1 N-4 HN-1 N HN-i N-1 N-1 N-4 Nt
k] s '
Como  podemos observar, L eztd en funcidn de .
- N-1

‘* 1}
SBustituyendo u._, en la expre=sidn de JN s tenemos:

- T T .
J.ooCx D= xT Kox o+ F W Q' w
M-4 M4 M-4 N—t MN-1 M-4THM N-i
dande,

T . T -1
KN-i'— AN-—!.[ Qﬁ-i QNBN—1(BN—1QNBN—1+EN—1) BN-:I.QN] AN-1+QN—1

Es fTacil conmprobar Jgque KH_‘1=I‘C;:_1 Yy por lo tanto simétrieca.

Ademi=s, para »x < R" se 1iene,

T T T T
T K = : :r 2 +CA + B L +
> hN—--J.x mﬁ“{" QN—:L}' Y PN—-:I.U ( N-—ix N—iu) QN(AN—:I.)\ BN-iu) }

Camo QN e F?.N oY QN son definidas positivas, la expresidn
dentro de las llaves ez no negativa., De aqui se sigue que
xTi{N 1}(20 para todo x € E". Entonces Kn—s. es una matriz
semidefinida positiva Y Jd e una funcidn cuadratica

N-1
semidefinida positiva.

Similarmente podemos obtener el control éptimo para la etapa

t=N-2 v en este caso el costo toma la forma:

T T

T
u E u + u |=; u
N-2 N-2 N-2 N=-2 M-2 N-4 N=-Z N-2

> > +
HN-2 N-2 N-2 N-2 MN-2

+ min
(¥}
N-2

T T T T T
b A b%4 + 2 E u + FE |w K W
N-2 N-2z N-1 N-2 N-2 M-2 N-2 N-1 N-2 N-2 H-2 N-1 N-2

3

Come podemos observar la matriz KN hace el papel, en este

caso, de la matriz QH. Diferenciando JH’Z con repecto a u s €
- N.—

igualando a cero,
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T - T
! B u + B K B u_ +B K' A x =0
MN-Z N-Z N-2 N-1 N-2 N-Z N-2" HN-1 N-2 N-2
v por los mismos argumentos que en el caso anterior, obtenemos:
e,

s T -1, T _T
& = -k B K B ] K A ox
N-2 M-2  N-Z N-1 H-2 M-2 N-i N-2 N-2° W-2

Zustituyendo esta expresidn en JN 2 tenemnos,

T
= 3¢ K
N-2 N-2 ANZNZNZ E{NZN—*iNZ} E{NIQPJN—

-
I
n
bl

K = A" [K -K B (B K B +r Y8BT gk 1AT +0
N-2 N-2" N-14 MN-i N-Z  N-2Z N-i N-2 HN-2 N-2 H-i~ N-2 “H-2
En este caso tambigén =se tiene dque ,JN , €S cuadritica

semidefinida positiva.

Siguiendo de la misma manera, llegamos a2 que la ley de

contril Sptimo es:

*
Moo= Lox =u para todo t=0,1,...,N-1,
t ot e Tt

donde Lt.= -{B th 11'-3" +R ) Bth 1At v las matrfices Kt

generadas por el 51gu1ente algoritmo:

S
K = ALK K B(Bk B ¥R Bthi]At+Qt

De esta manera el costo dptimo total es

Z
I
.

E3 _ - . ™ T
J C;{OB—JGCXOD onox°+ E {wtKHiwt }

-
i
+]

=0



CAPITULGOC I'T1

CONTROL DE RESERVORIOS

1.~ Introduccidn.

=. - Problema de la Capacidad Minimas.
2.1. - Caso determinista.
Z. 8. - Cazso estocistico

3. ~Control Optimo de Reservorios.

1. - Introduccion.

En este capitulo, trataremos el problema de la capacidad
Minpnimax, el cual consiste en encontrar la capacidad &ptima de un
reservoric. Ademids abordaremos el problema de operacidn dptima vy
discugaremos su relacidn con el problema de inventario.
Rezsolveremos el problema de operacidn utilizando la técnica de
Programacién Dindmica. El punto de partida para este problema sera
el siguiente:

Supdngase que se desea construir una presa con el objeto de
aprovechar las aguas de un rice para u=zo doméstics o para la
agricultura. Ademis, supdngase que disponemos de estudios que nos
permiten conocer completamente las caracteri{sticas estocisticas
del flujo del ric que alimenta a la presa. Aparte, se registran
entradas adicionales de agua durante la época de lluvias, ademis
de perdidas por evaporacidn vy escurrimiento a2 lo largo de cierto
periodo de tiempo. Por otro lade, tenemos que determinar la
cantidad de agua que debemos extiraer de la presa cada determinado
tiemps para satisfacer la demanda .en funcidn de la informacidn
di sponible, pero no excederla para no causar inundaciones. También
debemas evitar Sue el nivel de agua baje demasiado, va que la
presa no podria utilizarse para fines recreativos como la
navegacidn y ademias seria perjudicial para la sobrevivencia de
animales. De igual manera debemos evitar que el nivel suba

demasiado para neo correr el riesgo de un derrame.

=21



2.~ Problema de la Capacidad Minimax.

-
Resulta natural decir que la construccidn del reservorio debhe

ocasionar el menor costo posible, pero satisfaciendo objetivos va
pl anteados., De esta manera, tenemos que calcular la capacidad del
reservoric mas pequefia, tal que le dé cabida a todo 21 flujo de
agua por entrar y que ademis se pueda satisfacer la demanda.

Paor facilidad ¥y para una mejor comprensidn de este problema,
lo mostraremos primeramente para el caso determinista, y luego

daremos 1la versidn para el caso estocistico.

2.1.~ Caso determinista.

Definamos primeramente las sigquientes variables:

= : Cantidad de agua almacenada en el reservorio al final del

periocdo L.
w: Flujo de entrada en el perlodo t, el cual suponemos que se ha
estimado con suficiente precizidn, ¥ por tanto es conocido.

u: Cantidad de agua liberada del reservorio durante el periodo t.

Si despreciamos los eflecies de evaporacidn y escurrimientos de

agua, la dinadmica del sistema seria:
s=9g + wW-u . 21>
t t

La ecuacidn C2.1) noe es valida =i su lado derecho excede de

la capacidad B del reservorico, entonces tenemos que:
= = mi + - ]
S omin i{iB. st uJ- C2. 23

De aqui tenemos que el agua se derrama si:

=

max {0, & + w—-u-B} =5 + w- u-B
t-1 L t L L t

En todo lo que resta del capitulo, usaremos Ced=max ¢ O,a 7.
Coma no podemos liberar mads agua de la que existe almacenada

en el reservorio, Lenemos las siguientes restriceiones:

=2



O £ s < B D X u £ 58 + w (2.3
t t t—a L

e =
2i ademias se nos ha especificado el almacenaje minimo de
agua m, ¥ la minima ¥ midxima cantidad de agua por liberar q ¥ £

respectivamente, tenemos las siguientes restricciones:

2. 40

g
1A
0
0
A
o
1A
oy

Nuestro objetivo e= determinar la capacidad minima B del
reservorio y una politica 11 de liberacidn de caudales para N
periodosz, de manera que nos permita operar sin derrames v sin
violar las restricciones (2.13, (2.3> v (2.43.

Vamos a suponer que existe al menos una politica admisible,
esto es, que satisface las restricciones antezs sefialadas. Sea
H={u1,u A }-.una politica admisible vy sea sa,si,.._.,sn la
trayectoria del sistema generada por [I. Para wun 5;0 dade, se
define:

.@I

BCso,l'D= max {30’51" .- ,SN}

Bls J=min B(s ,ID
Q i O

Entonces el problema de la capacidad Minimax consiste en

»*
encontrar una politica [T, que llamaremos Minimax, tal que:

BCs D= max {s..S, * cz. 8
s 7= max {__.a.si,....sN} .

»* * * .. »*
dondde So=so’51" .. ,SN ez la trayectoria generada por 11 .

Resolveremos el "problema considerando que siempre vamos a
liberar la mixima cantidad de agua posible, pero =sin vieclar las

restricciones. Asi, la politica tomaria la siguiente forma:
U= min f, & + w-m L=4,2, ..., .
5 {f, - N } s N (2. 8D

En el tecrema siguiente demostiramos gque efectivamente la

politica definida por (2.67 ez Minimax.



TEOREMA £.1: Supongase que thq para todo t=1,2,...,N. Entonces la

politica (2.6) es Minimax bajo las restricciones (2.13, (2.35 v

T
c2.4),
DEMOSTRACTI ON:
Sea S;,S;,. - ,s; los niveles de almacenaje generados por
alguna otra politica I'I={u; ,u;, ce . ’ur’q—x}' Entoces tenemos que:
e'= + w - u’ t=1.2,. . . N

v por otra parte, cuande se utiliza la politica (2.63,

; = ’ hnd + bl -
s, St—1+wl min {f, s, v, m} t=1,2,. .. ,N C2.7

Para (2.7> existen dos posibilidades:

i) s =m

gt

iid> s = & 4w —f
t . t

El incisco 42 implica que stss: para teda t. Probaremos
recursivamente que esto mismoe ccurre si se cumple iid,

Primeramente f‘?:u:_ para toda t. De esta manera, como so=sc’,,

entonces, g 4w =< s'+w —u’ vy asi s =s', De esta Ultima
o 4 G 4 4 1 1
desigualdad se tiene que si+w2—~f‘_< s;+w2—u; v por lo tanto szﬁ s;.

Siguiendo de la misma manera hasta el tiempa N, llegames a que sts

=

: para toda t, ¥ de esta manera el teorema queda probado.

Supongamos ahora gque las resiricciones dependen del tiempo,

es decir,
m= = ¥ g= u Sft para t=12,...,N C2.8)

v ademis
w < g cz.ga2

al mencs en un periodo t.

Baje esta dliima suposicidn, no podemos asegurar que la
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pelitica (2.6) =sea admisible, ya que puede llegar el momento en
que no tengamos agua que liberar.

A continuacidn, mostraremos que :::ciste una politica Minimax
bajo las restricciones (2.8 y (2. .49).

Debido a la restriccidn (2.9, podemos correr el riesge de
ezcasez de agua en periodos posteriores a 4, lo cual nos aobliga a
detener agua en cada etapa, ademds del almacenaje minimo.

En el periodo t, es claro que debemos liberar el ninimoe entre
f‘t v st‘_1+ w,T m  menocs  un aprovisionamiente de agua At Cagua
detenenidad. De =sta manera, LL= m, + AL es el almacenaje minim> en
el periodo t gque nos permite satisfacer uTZ 9. ¥ STE m_ para 7 >t
Encontraremos la expresidn de At recursivamente.

Puesto que =son N periodos, AN=0 {no hay tiempos futurosd v
L =m_ - FPara el perifodo N-1, tenemos dque considerar la cantidad

N

mN—mN N la cual nos asegura el almacenaje minimo al tiempo N, e1

flujo WY la liberacidn minima U De esta manera

5
: -+
A =Cm+g —w m_ D2 yvL =m + A
M-4 N N N :
Siguiendos con el mismo razonamiento, para el tiempo N-2

necesitamos asegurar el almacenaje minimo en los tiempos futuros

T=N-1,N, esto es, L -m v entonces:
N-t  N-2

En general,

At: (LL+ * qL+1_-w —m )

1 t+1 t

P — — — +
LN—mN, I_.t mt+ (Lt+1+ S wtﬂ mt) C2.100

Ahora, bajo estas condiciones, la politica de liberar la

maxima cantidad de agua, toma la forma:
u=min {f , = + w-L } 2,113
t t 14 Lot

TECREMA 2.2: Supdngase dJue wt‘: q, en al meno=s un pericdo t,

Entonces (2.113 ez Minimax bajo las restricciones (2.8).
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La demostracidn de este resultado es simllar a la del

teorema (2.1,
2.2. =~ Caso estocastico. .

Primeramente observemos que u en C2.8) no depende de ningun
dato posterior a t. Casoc contrario es el de la politica (2.113
donde ] termino L.t hace que u, 51 dependa de eventos postericres
a t. Se puede verificar que si tenemos las resiricciones (2.8),

entonces wt> 9, Y mLZ m . opara toda t, implican que:
u=min {f, = + w-m} ; (a.123
t i1 -4 Lot

es Minimax. Esta politica no depende de eventos posteriores a t,
por la hipdtesis mL:_’ m.. Y thqt para todo t. Este hecho nos
permitira dar la versidén estocdstica del Problema de la Capacidad

}d.inimag:x.

gﬁnsideremcs el proceso es{,océstico -{Qt,F‘L,ML,:t=O.1.. .+N} el
cual determina a th,fl,mtl). Ahora wvamos a tener que las w, son
variables aleatorias indepenpdientes e identicamente distribuidas
Ci 1.dd) v los volumenes de almacenaje S—x'Sz""'SN son variables
aleatoriags controladas. Ahora tendremos que el indice de

funcionamienta es:

BS ,MD=max { EE ,EE,...,E S 1}
o o 1 N

vy definimos

BCE 2= min BCE 1D
o 73 o
En este caso tenemos que encontrar una politica I'laie que

minimice la cantidad maxima esperada de agua, es decir,
BCS J= BCS 00
Lo ] [a)

De igual manera vamos a tener que:

= =5 +w-—u t=4,2,. .. ,N 2,13
t t—3 v t



L.os wvalores tomados por Sbi, MU C%, FL y el del fluje de

mentrada =son conocidos, cuande el contral ez seleccionado.
- t
Supongase que:

> > = . 4=
Pq wL__ Qt, Mt_ Mt+1 t=0,4,. MN-1E=1 CE. 143

Ecsta es la versidn probabilistica de wtzqt v mtz m__ en el
+
rasa determinista.
Para que exista una regla de decisidn admisible, ez necesario

supcher que la condicidn (2,143 se satisface y ademas que:

¥

< £ < < = =
PM< S, Q< u< F, toa,....nN}=1 ‘ €2.15)

Denotemos por A al conjunte de politicas que satisfacen |

C2.153. Si suponemos que s& cumple (2.142 v (2.153, entonce=s, la

optimalidad de (2.122 implica que:
@-‘ *_ i F .:l* + _M CE 16:)
u = min 4 =N A L} ]

r

e
=z Minimax con probabilidad 1, donde SG= So v S*= S* - ut para

todo L. Esto es,

BCS LT < BCS 1D
< Q

s :
para toda politica admicsible 71 ¥y donde 1 = -{ua:}]:_i. Esto =se da,

2%
por &l hecho de qus max Sx. £ max Eft para tada t, con probabllidad

. % 3
v de esta manera maxx{ E So""’E SN yEmax{ E So,...,E SN }.

La ecuacidn (£2.186) es la versidn probabilista de (2.8), ¥

1i;
asi, dentro del conjunto de reglas A que satisfacen (2.15) la que
obtenemos por (2.18) minimiza la cantidad maxima esperada de agua
al macenadsa.

A continuacidn daremos otro tipo de restricciones
aparentemente mis fuertes ¥ mostraremos que con éstas, la politica
dada por (2.162 sigue siendo Minimax.

Zea &k el espacio de historias del proceso hasta el tiempa t;
esto es:

— — —
EHt (SQ’Q’., Fi' Ml’ui.’w-l,bi,QZ’ - - . ,DL—-!.’QL’FL’ Mt)
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donds Ut, t=0,4,. . N-1, e5 el proceso de control. En general,
tenemos gue una politica depende de un resultado hte !Ht.

i ad
Supendremos que en lugar de (2.153 tenemos:

< < = - g < >
P{mt_ S=s._,t v, yLChtJ, q,= ,uLChtD_, fL} = o Cz2.172
para todo L, h v O o:a 1, tzo.,....,N ¥y donde B Ch ‘)=UL

El _,igulente teorema nos da la optlmaliddd de u en (2,162

para el problema de la Capacidad Minimax con restrlcc:lcnes C2.172.

TEOREMA 2.3: Supongamos gque (2,142 v (2.17) se cumplen. Sea
I i i1ti S.,8 ..., = i

U oau s Wa cualquier politica ¥ Sy SN 1o niveles de

almacenaje generados por dicha politica. Entonces:

max {St]- = max -{SL}
t t

con preobabilidad 1, donde -{St} ez el proceso generado por CE.163.

@

DEMOSTRACT ON:

La demostracidn se haria considerando dos casos:

I.- =i ;u{hj"i o ch:) para toda h v L.
-Empezando con so=s:, se tiene que 504- w o, {h I)} S°+w —y Ch 3

v asi, s * s:. De igual manera, por esta Gltima de31gualcldd Se

obtiene sza s:. En general obtenemos que Sz?‘ st para todeo t vy por

lo tanto:

P [ max {S’:} < max {S} ] =
t t
I.-Existen un tiempe & ¥ una historia hL tal gqu= ptCht) > ptChLb,
v sea t el menor tiempo para el que se cumple tal desigualdad.

Por (2.162, tenemas gue ptCth > min «{f‘t, st_1+ W mt}. Si:

i> uw Cth > fr_’ ;ui no es admisible (no podemos descargar mas de lo
permitide) . '
»*
1i2 pucho > = +w - m= 5 +w-—m se tliene que:
Tt t-1 t t- vt

m > = + w— pCh?
t t-1 t t ot

al macenaje minimo m al tiempo t es mavor que el almacenaje al

1
= L casi seguramente, es decir, el

tiempo L. Por lo tanto:
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=< << =< = o= = - ~Z b =
P [Mt_ SL, Qt_ p,o= Fr. / ht ] =P [ml_ St Sx—-1+wr_ ptCht) = fv.] Q

b
lo cual contradice a (2.173, v entonces Fi no es admisible.
Por 1o tanteo, la tnica posibilidad donde H es admisible e=s

3#*
=l caso I, ¥ por (214D o == dptima para el problema de la

=T
Capacidad Minimax estocidstico, ain con las restiricciones (2,173

3, - Control Optimoe de Reservorios,

El problema que abardaremos en esta seccidn es= encontrar la
regla &Sptima de operacidn para el reservorio. Obtendremos la forma
ewplicita de la politica dptima que determina la cantidad de agua
por liberar en cada etapa con un costo minimo.

Consideremos el caso general de 1 reservorics, teniendo
capacldades Bi,EZ,.-.,BI regpectivamente ¥ hagamos B=(BfB?...,BI)

Siendo congruentes con la notacidn, definamos las sigulientes

¢ L
variable=:

s:: Cantidad de agua almacenada en el reservorico i al final del
- periodo t.

Li: Cantidad de agua liberada en el regservoric i durante el
periodo L.

wi: Flujo de entrada Caleatoric) al reserveorio 1 durante el
periodo t.

Aﬁalogamente, searn sL=(s:,sf,....s:), Lﬂ=(u:.uf,...,u:) v

vk={wf,wf, ..?uf). Entonces, la ecuacidn (2. 2) para el 1-édsimo

reservoric la podemos expresar como:

i

i , i L
== min 4B, s + w-u }
t t-1 vt

- L )
Come s, i=t,2,.. .1, zon  las  componentes del vector = .,
L

entonces s, lo podemos denotar como:
w*

s, = min {B., s vy } C3.1>

donde el minimo es tomado componente a compaonente.
. i i i )
Definamos la variable a= s _ - u. Eszta wvariable noz da la

cantidad de agua que queda en el regservorico i al tiempo t después

=9



de: demcargar, pero antes que entre el flujo. De igual manera, sea

a = (ai.az, ca ,aI). Con ezta nueva varlable la escuacidn (3.1D0
L tot t —
resulta:
s, = mi s +
N r_m.n {B a, wl} ¢32.22

Supcondremos que &l agua no  pueds  ser bombeada de un

recervorioc a otro, de manera que las restricciones son:

< <
o< us s, (3. 3,ad

o equivalentemente,
0= a =s (3.3,b)

donde cada uno de los vectores se compara componsnte a componente.
En las conclusiones finales del trabajo, enunciamos cotro tipo de
restrﬁbciones posibles.

De aqui en adelante supondremos que los veclores aleatorios
u&,wz,...,w zson i.i.d v ademias estin acotados.

Llamaremos bordo libre del reservorio a su capacidad ociosa,
es decir, el volumen del reservorio que no contiene agua.

A continuacidn, daremos una relacidn entre el nivel de agua

del reservorico y su bordo libre. Esta relacidn es 1-1 y estd dada

por las siguientes ecuaciones:

- i i i i
a3 x = B - N La wvariliable >, representa el borde libre en el
reservorio i al principio del perioado t. Def i namos
1 2 I
LA S L. % con esto x= B -5 .
L (€ [ ' t.)’ Y t t-d

=B y:= B~ ai. Esta wvarlable nos da el bordo libre después de la
liberacidn ut pera antes gque entre el flujeo, v de igual modo

, &* 1 z I
ezsceribi mos yté(yt.yt,- .. ,yt), Y= B - a .

De estas dos ecuaciones tenemos que:

yi'-Bi’— si +=..1.L = xi + u-L £3.45
t t-1 t t t .
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El siguiente resultado nos da una expresidn equivalente de 1a

ecuacidn (3.22 Jjunto con la restriccdn (23,00

e o
TEOREMA 32.1: Las expresiones St: min 4B, at+ wt}, 0= atﬁ s, _, son
equl valentes a:
s =y~ w) €3.8)
t+s y\. t =
x= ¥ = B - C3.6)
respectivamente, para t=0,1,..,N-1.
DEMOSTEACTION:
De ad tenemaos que xt+1=B - s Y asi SL=B es edquivalente a

*, 1=O por el hecho de que Y.~ wt< O. Dicho en palabras: gque los
+
reservorios al tiempo t estén a gu plena capacidad, es equivalente

a que el bordo libre sea cero, ¥ esto pasa cuando ytf( W, -

@or otra parte, tenemos Jue s, = a.h+wt si ¥ =dlo =i
. =B -a-w, Vv esto es equivalente a que x = -w >0 por el
e t t - 9 9 t+t i B
hecho de que B > at+wL.

Con esto tenemos que:

= = min {B, a +w} =i sola =21 x = max {0 -
{E. t t} Y L+d -{,yt t}

i

De b2 tenemos que at=B - Y, v a=i OﬁB —yLﬁ s_, ==

equl valente a BZyt. Por a3 vy bl, st_1=B - XYy at'—"B— Y, entonces
O=B - ytSB - % 2i v sola =i ytz X, - For lo tantao:

0f a=x = si ¥ sd8lo 51 x< v< B
t t-1 t t

v el teorema estid demostrado l

La transformacidn dada por a) v k) en la pigina anterior, nos
lleva a un medelo de produccidn—- inventario de I articulosé,

interpretando a las variables de la siguiente manera:

e

» : Cantidad disponible del articule i al principio del periocdo t.

oo

u Cantidad ordenada del articulo i al principio del periodo t.

21



e Demanda del articulo i durante el periodo t.

BE: Capacidad de inventario para el arff®culo i,

Lo vectores' X » ) u wtL ¥ B nos daran informacidn del
comportamiento de los I articulos ¥y la dindmica del sistema estara
dada por (3.5) con restricciones (2.6). Dicho de otfa manera, el
bordo libre de cada reservorio al principic del periodo t, xb
representa la cantidad disponible del articulo i para satisfacer
la demanda w: FPor otro lado, cuando se libera agua, el bordo
libre aumenta, asi, cuando se ordena cierta cantidad del productce,
la exdstencia aumenta. Por lo tanto, resclver un problema de
inventario noz lleva a encontrar las politicas dptimas para un
problema de control de reservorios, solo que ahora vamos a suponer
que no hay pérdida por exceso del articulo al final del periodo L.
El significado en el modelo de inventarioc de la suposicidn de

que el agua neo puede ser bombeada de un reservorio a otreo, es que
estam@=z suponiendoe que son I articules diferentes, en el sentido
de cque si se acaba la existencia de un determinado articulo no
puede ser reemplazado  por otro. Resolveremos el probklema

considerands un reservorioco o un solo articulo ¥y por lo tanto

suprimiremas el superindice i.

los costos que intervienen al tiempo + en el modelo de
operacidn de resrvorios seran, primeramente, el costo que ocasiona
la cantidad de agua que liberamos, y lo denotaremos por c:l.tt donde
c es el costo por unidad de veolumen. Otro costo serd una funcidén H
del bordo libre, esto es: si xiﬂ<0, existe un derrame de agua con
un  casta PX > donde p es el coste por unidad de volumen.
Pediremos que ¢ v p sean ndmeros reales Lales que ¢ >0 v p » <. La

funcion H queda expresada como:

\

» HCx D= p <x D CR.7

donde (&) =max{0,~c¢ v la expresidén del costo para el pericdo t

=51

cu + p Cxtﬂj
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En el inventario, el costo por unidad ordenada seria ¢ y por

t+d”

la demanda no satisfecha C:::t 1( Q) seria p x
+
-
De esta manera la funcidn que minimlizaremos es:

i

N
.JHCXO) = E { Z cu  + H(.xt+ B <O wLD }
Lt=0
bajo todas las politigas admisibles [1 tal que pttx'.):utf_*o vy donde
* es conocido., Aplicaremas la técnica de Programacidn Dindmica

L&)
para dar scolucidn a este problema. Primeramente tenemos que:

> o+ ) Cx 3 = min cu +
trd t+4 t+1 L3 t

Jix o= miunE [cut+ p (=
t

t t
L

* E { b ( xt+i)‘_} M E { JL-'-'!.CJ{{"- ut— wt:)} ]

dondefﬁjel minimo s toma en ut?.O.

Sea Lly2=p E(wt -~ y)+ . Esta funcidn ez convexa {ver
demostracién al final de la seccidénd y ademids, como las w, son

i.1.d., no depende de t. La ecuacidn de Programacidn Dinidmica para

este problema es:

JNCXND =0 (3. 82
Jr_qu. = m%z: [ cut-*- LCxt-t-uLD + E {JLﬂCxt+ ut-wtb } ] CR.8)

para t=0,1,...,N-1.
" Por (3.42, tenemos que W TY X, Y como utaO, entonces ytz xt.

Por 1o tanto, la ecuacidn (3.9) queda:

- _ . 4 — o o e
Jttxtb :f 3;‘,{!": [ <Y, L.CyL) + E Jhi( Y, wt) } ] e, C3. 10D
Tt

Definamocs,

e = - -
SCyl= cy + LCytJ + E{ JL+1Cyt wt) }
t



Como podemos observar, el minime en la ecuacidn (3.100 es
Lomado con respecto a las variables Y,» por 1o tante, basta
erncontrar el minime de la funcidn GLCy}-*hpar‘a ocbhtener la solucidn.

Supcongamos por el momentoe que Jtﬂc_y—wtb es convexa para todo
t, v por lo tanto también lo es su valor esperado. Entonces, por
la convexidad de L{y), la funcidn GtC}') ez convexa para todo L.

Sea z, el minimo de GL, ez decir, el &ptimo que tiene la
Torma de un xt+ut que nos da la exisiencia en el periodo t antes
de vender. A continuacidén veremos como es la forma de la politica
Sptima. Primeramente, si la existencia x,  en el perioda t, e=
menor que la existencia dptima Z entonces hay cque ordenar hasta
llegar a z,- Esto es, =i z'_}xt, tenemos gque ordenar z, X - Por
otro lado, si la existencia X, @S mayor que z no hay que ordenar.

Entonces nuestra politica Sptima esti dada como:

- . z, " X, si z, > X,
U, = H Xy = 03,110

G gi = = x

& - t
Por lo tanto, basta encontrar la sucesidn -{zt}x::; para

obtener la politica déptima.
Para poder afirmar que la politica dada en (3.110 es dptima,

tenemos que mostrar que las funciones JL sSon  convexas vy o oen

consecusncia también (E‘-L para toda t. Ademés, mostraremos gque se

satisfacen las propledades

lim GCy>=®@ lim Cyd=oo
Yo t 4 Y Il«'l—“.'r:c:)u"-"'1 s
para tedo t. las cuales son suficientes para garantizar la

existencia de lo=s minimos para las funciones GL. La demostracidn
se efectda en forma recursiva.

Para la etapa N-1, como JNCxN)=0, entonces GN_1CyD= cy + LCy3
es convexa. Por otra parte, si y <0, entonces Llyd= p [E (w—v] ¥
de aqui que L'Gyd= —-p. De la suposicidén de que las w, estan
acotadas, existe una cota M. =51 w >M >0, donde wd M, entonces

LCyi):'O v asi L’Cyd>=0. De aqui tenemoz que:

c-p si ¥ < O

G’_1Cy3=c+ L*'CyD=
M < si v >M > O
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Como p >c >0, entonces c-p <0 ¥ por lo tanto:

lim G Cy)=oo
\Yis e -

De esta manera, puesto gue GN . es convexa, existe zN . que

la minimiza, ¥ la regla de decisidn para el tiempo N-1 estarid dada

o

FPor la ecuacidn de Programacidén Dinamica el costo para este

periodo es:

clCz - x J + LC=z D ei x < =
: N-1 N4 Nt -1 M-
J ﬂli}-:N 13=
1> 5 st = = =
N-1 N1 N-4
Veamo=s gque lim J  Cy2=o . Primero tenemos que:
Wlwa N1
& ,
- - si >, 1< ::N
- -1
’J;: 1C:-:N 1D=
L*'Cx_ D ai ¥ZE =
N-1 N-i Ned

Entonces basta ver que —c < L._:CXN 1) donde I.,:_ es la derivada

de la funcidén L por la derecha. De la convexidad de C—iw1 v la

existencia de su minimo Z s’ tenemos que:

~t

G;‘,.! LY = c + L'Cx D >0
-1 -1 + N-i

Entonces L'Cx 32 »—c. Por lo tanteo lim J = v ademas J es
+ TN ¥iom T N-1 N-1

conveXa.

Para el periodo N-2 tenemos que

N-2

G O Cyd= ey + LCyD + F [ JNﬂCy—w 37

N-2Z

For la convexidad de las funciones L v J es convexa,

» G
MN-1 MN-2
v per los mismos argumentos del caso anterior se tiene que:

lim & Cyi=00
¥ivap MN=-2
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Por lo tanto, exisie un =z que minimiza a &

Cy2, v la
- H-2
decicidn dptima estid dada como:

Por la ecuacidn de Programacidn Dindmica tenemos que:

z - + - i
Joo O 3={CC N-2 XN—23+LCZN—2) E [JN—!.CZH-Z wN—-ZD} Siox, .07
N

chw—-zj *E [Ju—icxu—zﬁwn—zj ]

N-2
sl = Fz
M-z  N-2
Ahora probaremos que %{im .JN 2( v =00
{ -

De la misma manera gque
el caso anterior tenemos due:

- g1 x < =
J* Gk 3= N2 N-2
M-z M-2 L'Cx_ O+ E [ J. €x_ _-w_ D1) si x ==z

. N-2 M-4  HN-2 N-2Z = N-2  Swm-z

! &

Por la convexidad de GN_

¥ la existencia de =su minimo zZ,
tenemos qgque:

G;‘f——zcxm-zj= s * L'-:-CXN—ZD *CET JN—:LCXN-Z.—WN—Z:,]); >0
Entonces —c < L+(><N_2D + ( E [JN_1CXN_2—WN_23 ]
limJ Cyi=o vy J

)_: ¥y por lo tanto
iYisa N-2 N-Z &5 COnveXa.

Siguiendo de 1la misma manera, llegamos a que:

Iim GtCyi):r:u Y

lim Cyd =20
I¥isan RS L £

para t=0,1,...,N-1,

¥ la politica éptima estd dada por (3110 v el
costo por:

c(;zt—xt) + LCZLJ + E[JL+1C2L—th] =i x < =
\_}chL:):

L(_xtD + E [Jt+1Cxt—th]

donde z, minimiza a GLCyD= cy + LCyd + F | Jt 1C},«’—\,-."_Z)].
+

Siguiende este procedimiento encontramos la politica Sptima
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de liberacidn de agua bajo las restriccicnes (2. .8), las cuales son

eqivalentes a 0= at“_f s, _, por el Teorema 3.1.
e

Para concluir, dempstraremos la convexidad de L{yD =pEth—y)+.

Primeramente tenemos que:

tL.C yi) +C1—LOLC yzf) = tp E (wl—y1)++ C1-top E (wt—}'2)+=

=p .E { tht-tyi)++ (w,—t wt++«yz-y2)+ }

FPor las propiedades del maximo se tiene la desigualdad:

tLC yib +C1-tILC yzi) =mn E (wt—.ty1+ty2—y2)+= p E (wt~c ty4.+c 1-tD yzj )+=

= LCty + C1-tdy).

&)



CONCLUSIONES
g

Fn ==ste trabajo se revisaron algunos elementos de la teoria
de control Sptimo estocistico en el case de tiempo discreto. Se
formuls el problema de control éptimo ¥ se propuso la técnica de
Programacidn Dinidmica para resolverlo. Se dieron algunas
aplicaciones en control de reservorios. Primeramente se resolvid
=1 Froblema de la Capacidad Minimax, el cual nos dd la capacidad
dpt.ima del re=servorio. Seguidamente se abordd el problema de
operacidn &dptima apovandonos en la analogia de este problema con
2l de inventarios y se rescolvid aplicande 1a . técnica de

Programacidn Dinamica.

En el desarrollo de estos dos problema=, la dinamica del
sistema e=zti dada por la ecuacidn:

& ,
- s, = min iB, st_1+ W ut} t=4.2.. . .M

Esta ecuacidn nos did una buena aproximacidn a2 la dindmica
real del sistema, en presas o reservorios donde el &rea de la
superficie no wvaria s=significativamente con el wvolumen de agua
al macenada. De esta manera, los efectos de evaporacidn vy
escurrimiento podrian considerarse como independientes del .
almacena je sL v asi, la variable v, representa el flujo de entrada
neta. En caso contrario, =e tienen que considerar wvariables que
nos midan, de cierto modo, dichos fendmenos los cuales estardan =n
funcidn de s Y este hecho obviamente dificultaria las cosas.

El problema de aperacidn se resclvid para el caso particular
de un reservorico o un articulo en el caso de inventario). Para el
caso general de I reservorios €I articulos), necesitamos incluir
los siguientes vectores: c=(c1.c2,. .- .CI), p=(p1,p2, .. .pI), donde
cada componente'* i= 1,2,...,I, de los wvectores representa los
costes va especificados anteriormente del reservorio Carticuled

correspondiente., Con esta, el costo para el periodo L quedaria

expresado:
(% Y+ c.u
p-C t.u) L

3z



_ A I et 1 ) . _
donde o (htﬂ,...,xtﬂ), u (ut,...,ut) ¥ la multiplicacidn es

el producto punto entre los vectores.

Ademés, se considerd gque no se podia bombear agua de un

reservorio a otro ¥y la restriccidn para este caso es :

O u=s = o 0% ax g
t, t—1 L t-1
1 =z T 1 2 x 1 I
donde: u=u ,1 ,...,Uu = == = B, a =(a ,...,&
L ( I : L)’ t—4 ¢ t-1"Tp-1" ""t—i)’ L ¢ v’ ’dt)

v la comparacidn se hace componente a componente.

Zi suponenos dque Se puede bombear agua durante el mismo

periodo, la restricecidn zeria:

z s = Z a s 0O =a =8B
t—4 %
1 L
donde B’=(Bi.. .. .BI). La Figura 1 nos muestra una configuracidén
para el case I=10.
& ' )
fue ut

Figura 41: Configuracion de 10 reservorios (I=10)



<i =e diera esta Gltima consideracidn, la dinamica de=l

zistema en uUn reservorio es:
-ﬁ-_.

! 1 i i k
s = s 4+ w - u + u
ol t t t t

keERL)

donde wi: =g el filujo natural de entrada al reservorio 1 durante el
periodo t ¥y K(iD es el conjunto de indices para los reservorios
los cuales liberan agua directamente (sin pasar por otro
reservorio) al reservorios 1i. Por ejempla, en la Figura 1,
KC7o=41,4,5,6}. '

‘Estoz modelos son muy comunes en los sistemas hidrosléctricos
v sistemas de irrigacidén en agricultura. Por ejemplo, en las
hidroeléctricas existen pericdos de tiempo en donde la demanda
crece demasiade (C(horas piced, ¥ el agua de un reservorio
posiblemente no se da abasto para generar la energia requerida. En
este caso, es necesario bombear agua de algin reservorio de tal
manef@ que se pusada generar dicha energia.

Otra consideracidén fué tomar a2 los flujos de entrada W, como
variables aleatorias independientes. En Socbel [1875] se puede
revisar el caso cuande las w, estian correlacionadas. Ahi se
utilizan elementos de series de tiempo para resalver =1 problema.

Para resolver el Problema de Capacidad Minimax, se considerd
la politica de "liberar la maxima cantidad de agua" permisible en
cualquier tiempo. Esto no implica que dicha politica e= &Sptima
para el problema de operacidn. Cabe zeflalar que los dos problemas
= resolvieron separadamente  con  técnicas | vy restricciones
difersntes, inclusive, podria salir contraproducente =1 empleo de
la pelitica antes mencionada en el problema de operacidén. Un
interesante trabaja, respecto a estos dos problemas, ez el
presentado por Sniedovich y Nielsen [19831 quienes los resuslve
conjuntamente.

Por otra parte, existen casos donde la funcién de coesto en un
periodo depende solamente de la cantidad de agua liberada. Estos
problemas toman mayor importancia en las hidroeléctricas, donde lo
tinice que interesa es generar energia. En nuestro casc, esta
funcidn depende tanto del control como de la cantidad de agua

almacenada v esta tiene la ventaja, ademids de involucrar el caso

-
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anterior, de reflejar el deseoc de un uso recreacional de la presa
o reservorio ¥y una proteccidn contra inundaciones.

Diferentes trabajos referentes 2? las aplicaciones de la
Teoria de Control Optime Estocistico a control de reservorios, han
sido publicadeoes y utilizados para resolver problemas bien
ecpecificos. Por ejemplo, Meller, Bogardl y Duckstein {18751
dezarrollaron un modelo para controlar los niveles de agua del
Lake Balaton en Hungria. Elloes consideran a loz niveles de agua
como los estados ¥ a las cantidades de agua por liberar como los
controles. Las decisiones se toman cada mes y aplican la técnica
de Pregramacidn Dinamica Estoecastica. Otro trabajo importante es
el de Alercon y Marks {18791, cuyec modeloc fué utilizado para
diseflar las reglas de operacidn para el High Aswan Dam en Egipto.
Una lista mas extensa de este tipo de modelos se puede encontrar
en White [1988].

Por ultimo, haremos un comentario sobre la bibliografia
empl%fda. El articulo que nos sirvid de base para este trabajo fué
Sobel (197351, lLos diferentes elementos de la Teoria de Control
Optime fueron revisados en Bertsekas {18761, Hernandez-Lerma
(19891, v los de la Técnica de Programacidén Dindmica en Bertisekas
[19761. Los conceptos v 'Lecnicismos en recursos acuiferos gque
aparecen en el titrabajo fueron revisados basicamente en Buras
{1i9721. El resto de la bibliografia nos sirvid como complementoc e -

informaci én.
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