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INTRODUtCION

Un modelo matemático para el flujo de aguas subterráneas

onsiste de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales

unto con condiciones iniciales y a la frontera.

Para resolver laCs) ecuaciónCes), deben conocerse la

eometria del acuífero, los parámetros hidráulicos y las

ondiciones iniciales y a la frontera. Sólamente en el caso en que

as ecuaciones, los parámetros y las condiciones sean simples

uede obtenerse una solución exacta.

Desafortunadamente hay muchos problemas de flujo de agua

ubterránea para los cuales es dificil, si no imposible, obtener

na solución analítica. La razón es que estos problemas son

omplejos ya que involucran no linealidad ya sea de los parámetros

de:las condiciones a la frontera.

Para poder encontrar la solución a este tipo de

oblemas existen otros métodos, no analíticos, por medio de los

uales se puede encontrar una solución aproximada. Estos son los

todos numéricos.
Para encontrar la solución por medio de un método

umérico se reemplaza la ecuación diferencial básica que describe

1 sistema de flujo por un conjunto de ecuaciones que pueden

esolverse con una computadora.

Los métodos numéricos ma c- comunes son dos:

- Método de Diferencias Finitas.

- Método de Elemento Finito.

En este trabajo se presenta una introducción al método

de diferencias finitas, presentando varios esquemas que resultan

de la discretización de la ecuación diferencial parcial básica de

flujo.

Estos esquemas con. sus respectivos programas son

aplicados a un ejemplo sintético,, Los programas pueden correrse en

cualquier computadora que cuente con Compilador FORTRAN.



En el capitulo I ae revisan algunos principios

undamentales de flujo de agua subteriknea. En el capitulo II, se

esenta una introducción al método de diferencias Finitas

plicandolo a la ecuación de flujo de aguas subterráneas. En el

apitulo III, se realiza la corrida de unos programas para

resentar los resultados de los esquemas en diferencias finitas

Explícito hacia atrás. Implícito hacia adelante, Implícito de

rank-Nicol son e Implícito de direcciones alternantesD, para un

jemplo sintético.

Otra forma de resolver este problema por medio

ecomputadoras sería el de utilizar un paquete comercial, como el

ue se presenta en el capitulo IV. Aquí se emplea el paquete

omputacional MODFLOW, el cual mediante una serie de archivos de

ntrada en los que se le proporciona la información necesaria nos

esuelve el problema de encontrar los niveles del agua y los

bat&mientos de un acuífero por medio del método de diferencias

finitas.

En el último capítulo, el V, se plantea el problema

nverso de flujo de aguas subterráneas, el cual es un problema mal

lanteado, y representa uno de los principales problemas en la

ctualidad y al que se le ha tratado de dar solución por

iferentes métodos.

Además se presentan dos apéndices, uno para demostrar

no de los teoremas fundamentales de estabilidad, el teorema de

AX. El segundo es para dar una pequeNa introducción al método de

lemento Finito.

Agradezco a la persona que depositó su confianza en mi

ara llevar acabo este trabajo, así como al comité de tesis y a

odas aquellas personas que directa e inderectamente me apoyaron

urante el tiempo que me llevo realizarlo. Gracias, Fernando.
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~MES DE FLUJO EN HOROLOCIA SUITERRAWA

Primeramente introduciremos varias definiciones básicas

elacionadas con Hidrología Subterránea.

DEFINICIONES

Agua subterránea es un término utilizado para denotar

todas las formas de agua que hay por debajo de la superficie de la
tierra. Prácticamente todos los tipos de agua subterránea son
parte del ciclo hidrológico (figura 1.1).

El estudio del ciclo hidrológico del agua usualmente se

divide en tres disciplinas-

- Meteorología

- Hidrología Superficial

- Hidrogeología

En esta última se puede estudiar el agua subterránea

desde un punto de vista físico, considerando todos los parámetros

del medio. Sin embargo hay formas por las cuales el subsuelo se

recarga con agua; por ejemplo, lluvia, nieve, condensación del

vapor de agua, etc. Estos se filtran y pasan a formar parte del
agua subterránea.

La formación del subsuelo que contiene agua se puede

dividir, verticalmente, en zonas horizontales con respecto a la

proporción de espacios vacíos, ocupados por agua.

En general los espacios vacios pueden contener en parte

un líquido (agua) y gas (aire). Los espacios sólidos podrían

tomarse como granos de cierto material, como arenas, rocas

fracturadas, etc.

Escencialmente tenemos unazona de SATURACZON; aquí los

espacios vacios o poros estan ocupadot en su totalidad por agua.
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une zona de NO SATURACION es donde los poros contienen agua y

ases, es decir no están completamentek_llenos de agua.

Un ACUIFERO es una formación geológica, saturada, y que

uede transmitir cantidades significativas de agua.

La palabra acuífero se origina del latín, acui-agua y

ero-llevar; otro término que a menudo es utilizado para designar

un acuífero es " Manto Acuífero ".

FIGURA 1.1. Ciclo Hidrológico.

CLASIFICACION DE ACUIFEROS

De una forma general, los acuíferos pueden ser

l aeificados como confinados y no confinados.



Un acuífero CONFINADO ó acuífero de presión, es aquel
e tiene por frontera superior e inferior una capa impermeable;

decir, material que no permite el paso del agua. Si se

rforaran varios pozos que penetren el acuífero confinado, el

i vel que alcanza el agua en estos pozos definen una superficie

maginaria llamada SUPERFICIE PIEZOHETRICA ó NIVEL PIEZOHETRICO.
Un acuífero NO CONFINADO, es un acuífero en el cual el

vel del agua es la frontera superior, que es el NIVEL FREATICO,

la frontera inferior es una capa impermeable. También es llamado

cuífero FREATICO.Cver figura 1.2).

Un acuífero ARTESIANO es un acuífero confinado Co parte

e éste), en donde la superficie piezométrica esta sobre la

uperficie de la tierra. En un pozo en este acuífero el agua sube

ibremente, y sale del pozo sin necesidad de bombeo Cpozo

rtesianoD. En algunas ocasiones el término artesiano es usado

ara denotar un acuífero confinado.

Acuífera [
no Confinado.

Acuífero

Confinado

FIGURA 1.2. Acuífero no confinado y su nivel freático;

acuífero confinado y su nivel piezométrico.

Aunque	 estas	 fronteras	 Csemipermeables) 	 tienen

relativamente alta resistencia al flujo de agua, cantidades

significativas pueden filtrarse a través de ellas hacia dentro o

fuera del acuífero. Los acuíferos, confinados o no, que pueden

Perder o ganar agua a través --de una o de ambas fronteras son
-

llamados acuíferos FILTRANTES.
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La cantidad y la dirección de filtración está dada por

diferenci a del nivel piezométrico-Al frático.

Un acuífero freático Co parte de éste) que se encuentre

obre una capa semipermeable se llama acuífero freático filtrante,

e igual forma un acuífero confinado que tenga por lo menos una

frontera semipermeable se llama acuífero confinado filtrante.

Superficie de le tierra

FIGURA 1.3.- Ejemplos de aproximación de flujo
en acuíferos, a) confinados con
espesor variable B « L. b) confinado
con un pozo penetrando parcialmente.
C corte horizontal D. c) freáticos.
d) confinadoefiltrante.



El flujo a través de un medio poroso es en tres

siones. Sin embargo, cuando la geometría de los acuíferos nos

tra que las dimensiones horizontales son mucho más grandes con

pecto a las verticales , por ejemplo, de diez a cientos de

miles de metros, podemos asumir que elros comparados con

itero es escencialmente horizontal, o que puede ser aproximado

tal, despreciando la componente vertical del flujo. Esto es

rto para un acuífero confinado de espesor constante y con pozos
etrando totalmente. Y también es valido cuando el espesor

ia, pero siempre y cuando esta variación sea mucho más pequefa

el espesor promedio.

La consideración de flujo horizontal se desprecia en

iones donde el flujo tiene una componente vertical grande, por

molo en las vecindades de un pozo penetrando parcialmente o

ca de ríos, etc. Sin embargo en cualquier caso, después de esa

indad, puede hacerse dicha consideración. Cver figura 1.3D

POROSIDAD

Si el volumen total VT, de un suelo o roca es dividido

el volumen de la porción sólida Vs, y el volumen de espacios

os Vv, la POROSIDAD, -o, es definida como

V= Vv
VT

1.1

resentada en fracción decimal o porcentaje.

La tabla 1.1, enlista los rangos de porosidad
resentativa para varios materiales geológicos. En general, las

as tienen menor porosidad que los suelos. Las gravas, arenas y

viones que estan formados por partículas angulares y redondas

nen menor porosidad que los suelos ricos en minerales.

Por último, los depósitos pobremente acomodados tienen
or porosidad que los que están bien acomodados.

La porosidad n, se refiere a la razón de vacios e, que

muy usado en mecánica de suelos. La RAZON DE VACIOS esta
finido como:

e = Vv
Vs 1.2



e 
e c 1 - tones 1 + e

valores, de " e " usualmente están en el rango de 0-3.

TABLA 1.1 .- Rangos de Porosidad.

MEDIO POROSIDAD TOTAL %

Granito no alterado y Gneis 0.002 - 1.6
Cuarzos 0. 08
Arcillas, Pizarra, rica-esquisto 0.5 - 7.5
Calizas, Doloritas primarias 0.5 - 12.5
Doloritas secundarias 10 - 30
Yeso e - 37
A-an<	 ,-...- 3. 5 - 36
Pierlr . Vblcanlca Rr, - 4n
Arenas 15 - 48
Arcillas 44 - 52
Arcillas Húmedas, Aluvión > 00
Slielos comunes 45 - 65

LEY DE DARCY.

- En una dimensión.

El nacimiento de la Hidrología como una ciencia

cuantitativa puede decirse que fué en el aho de 1856. Este fué el

ario en que el Ingeniero Hidraúlico Henry Darcy publicó su reporte.

Darcy describe un experimento de laboratorio que lo llevó a

analizar el flujo de aguas a través de arenas. El resultado de sus
experimentos puede generalizarse como una ley empírica que se.

conoce como la ley de Darcy.

Este experimento consiste en hacer pasar agua o algún

fluido a través de una columna de arena, donde ha es la altura del
fluido en un tiempo inicial	 hz es la altura en un tiempo
después.

os



De sus experimentos Dercy concluye que la tasa de flujo
decir. el volumen de agua por -morddad de tiempo), 0, es

orcianal a:
el área de sección transversal A

hl - ha

inversamente proporcional a la longitud L, Cvr Figura 1.4),

Onces

4) = K A 
Chi - ha)

L 1.3

nde K es un coeficiente de proporcionalidad. Las longitudes hi y

se miden con respecto al mismo nivel Chorizontal), un nivel

bitrari o ya establecido.

FIGURA 1.4 .- Experimento de Darcy.

Podemos reconocer que aqui h, es la carga piezométrica y
1.-h2 es la diferencia en la Carga piezométriaca a través del
l itro de longitud L.



Cómo la carga piezométrica describe (en términos de

roa de agua) la suma de presión y,,,,energia potencial del fluido

r unidad de peso, Chi - hz7/L es la interpretación del GRADIENTE

DRAULICO. Si definimos la DESCARGA ESPECIFICA q, como el volumen

e agua que fluye por unidad de tiempo a través de una unidad de

rea de sección transversal,	 normal a la dirección de flujo,

btenemos

q = K Chi - hz)	 1.4
L

donde q = m / A. como otra forma de la ley de Darcy.

Las dimensiones de	 son [1..377] y las del área son [1-2],

tiene dimensiones de velocidad [L/71.

El coeficiente de proporcionalidad K que aparece en la

ley de Darcy C1.47 se le llama CONDUCTIVIDAD NIDRAULICA del medio

poroso, en ocaciones se le llama COEFICIENTE DE PERMEABILIDAD y

depehde de propiedades del medio poroso y del fluido.

- Extensión de la Ley de Darcy.

n,. 1- 1 BIBLIOTECA
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La ecuación de movimiento derivada experimentalmente en

la forma de la ley de Darcy C1.4) se limita a flujo en 	 una

dimensión. Cuando el flujo es en tres dimensiones, la

generalización de C1.47 es

q = -K7h	 1.5

donde q es el vector de descarga especifica con componentes qx,

y q2, y y h es el gradiente hidraúlico con componentes ah,ox,
ah/ay , eh/62 en las direcciones X. Y, 2 respectivamente. La

ecuación C1.5) se puede escribir como tres ecuaciones



Ohqx = -Kmay

Ohqv = -Kvjv

Ohqz = -Kz'82

ende Kx,	 Kv y Kz son los valores de la conductividad hidraúlica

las direcciones X, Y, y Z. Como ahora h es función de X. Y, y Z

as derivadas deben ser parciales.

Ctra generalización de la ley de Darcy es el conjunto de

cuaciones

qx =	 Oh	 Oh - Kxz Oh--Kxxsx
OY	 OZ

	, Oh	 .	 Oh	 Ohqv = -kvx 797 - kvvIv - Kvz7-32

	

Oh	 Oh	 Oqz = -Kzuzi7 - KzvTly - Kzzhjz

1.7

Este conjunto de ecuaciones tiene nueve componentes de

la conductividad hidraúlica, es el caso más general. Si se colocan

en forma de matriz, se conoce como un tensor simétrico de segundo

rango, llamado TENSOR DE CONDUCTIVIDAD HIDRÁULICA. Para el caso

especial Kxv = Kxz = Kvx = Kvz = Kzx = Kzv = O, las nueve

componentes se reducen a tres y por consiguiente a la ecuación

C1.6)

Rango de Validez.

A medida que la descarga q se incrementa, la ecuación

que relaciona la descarga especifica, q, y el gradiente hidraúlico
oh se desvía gradualmente de la forma lineal expresada por la ley '

de Darcy. Por lo que es conveniente definir al rango de validez

Para la ley de Darcy lineal.

En flujo a través de conductos, el NUMERO DE REYNOLS, Re.

es un número sin dimensiones,"• expresa la razón entre fuerzas
inerciales y fuerzas viscosas actuando en el fluido.

1.6



Se usa como un criterio para distinguir flujo laminar

ue ocurre a bajas velocidades y flujo turbulento que ocurre a

lujo

velocidades. El valor critico de Re entre flujo laminar Y

turbulento en conductos es de alrededor de 8000.

Análogamente el número de Reynols se define también para

a través de un medio poroso, como

tas

uj

R. - q dU 1.8

ende d es la longitud del medio poroso y u es la viscosidad

námica del fluido. Aunque por analogía con el número de Reynols

ara conductos, d es una longitud que representa la sección

ransversal de un canal de medio poroso, se acostumbra usar para d

a longitud representativa del grano. Frecuentemente el diámetro

el grano se toma como la longitud d. Algunas veces, se menciona

ue el diámetro representativo es dio, que significa que el 10 II-

.)e una muestra de granos son mas pequeNos que el diámetro del

edazo Cutilizado en pruebas para determinar el tipo de suelo).

Vh

FIGURA 1.5.-Curva esquemática que relaciona

a J y q.

A pesar de las variadas definiciones de d, en la
ecuación C1.8D, prácticamente todo parece indicar que la ley de

DIrcY es válida mientras el nüllero de Reynols este entre los
valores de 1 a 10. CVer figura 1.5D.



CARGA HIDRÁULICA.

El análisis de un proceso físico que involucra flujo

equ¡ere del reconocimiento de un gradiente de potencial. Ejemplos

onoc¡dms son el flujo de calor a través de sólidos, de altas

emperaturas hacia temperaturas mas bajas, y el flujo de corriente

léctrica a través de circuitos eléctricos de altos voltajes hacia

bajos.
Para estos procesos la temperatura y el voltaje son

entidades pueden ser un potencial, y las tazas de flujo de calor

electricidad son proporcionales a esos gradientes de potencial.

terminaremos el gradiente de potencial que controla el flujo de

gua a través de un medio poroso.

Análisis de Hubbert.

Hubbert.C1940) define el POTENCIAL como "una cantidad

física, capaz de medirse para todo punto en un sistema de flujo,

cuyas propiedades son que el flujo ocurra siempre en regiones las

cuales vaya de altos valores a valores bajos, depreciando la

dirección del espacio". En el experimento de Darcy (figura 1.4) la

carga hidráulica h, indicada por los niveles del agua, parecería

que satisface la definición, pero para Hubbert eso no es

suficiente.

Dos posibilidades para el potencial son la elevación y

la presión del fluido. Si el aparato de ' Dercy (figura 1.6), con el

cilindro vertical C e = O ), el flujo ocurrirá hacia abajo a

través del cilindro Cde la elevación de arriba hacia abajo), en
respuesta a la gravedad. En otra forma, si el cilindro se coloca

en forma horizontal C 6' = ocr ), la gravedad no toma importancia,

el flujo puede ser inducido por incrementos en la presión.
Indi vidualmente, ni la elevación, ni tampoco la presión son

Potenciales adecuados, pero podemos esperar que sean componentes

del potencial total. La definiClión clásica de potencial, es en
términos del trabajo realizado -durante el proceso de flujo;



01 trabajo realizado para mover una cantidad de masa de fluido

entre dos únicos puntos en un sistema de flujo, es una medida de

l a e
nergía perdida por unidad de masa.

El POTENCIAL DEL FLUIDO a través de un medio poroso es

allergia mecánica por unidad de masa de fluido.
la

2=0

FIGURA 1.6 .- Experimento de Darcy Ccon el cilindro

inclinado un ángulo O).

Para relacionar el potencial con la elevación	 y la

presión, consideremos un estándar Cfigura 1.7) a una elevación Z =

O y una presión p = po. Cla presión atmosférica). Una cantidad

de masa de fluido de densidad po ocupando un volumen Vo 	 donde

Vo = ltpo. Deseamos calcular el trabajo requerido para llevar la

unidad de masa de fluido del estado estándar a un punto P en el
sistema de flujo el cual está a una elevación Z y donde la presión

del fluido es P
	 Además consideremos que el fluido tiene una

velocidad u = O en el estado estándar y una velocidad u	 en el

Punto P.

Primero.

Z = 0 a

Entonces son tres componentes para calcular el trabajo.

el trabajo requerido para llevar la masa de una elevación

Z :

g Z	 I..



a
2

Wz	
v

- 1.10

cundo, el trabajo requerido para acelerar el fluido de una

locidad u = O a una velocidad u

. ELEVACION Z
PRE&ION p

	

.	 VELOCIDAD
.

	

I	

.	 .
.DENSIDAD p

• ..VOLUNEN v=s7p. 	.	 .	 ..	 .	 .	 .

	

.	 .

ESTADO &STANDARD ARVITRARIO
ELEVACION Z=0
~SION p=0 CATMOSFERICA)
VELOCIDAD V=0
DENSIDAD Fío
VOLUMEN Vo=t/po

FIGURA 1.7 .- Datos para el cálculo de la energía mecánica

por unidad de masa de fluido.

Tercero, el trabajo realizado en el fluido para elevar la presión
de p = po a p

IQWs = m f p m dp = m
Po

Si
estándar, la
ecuación C1.
C 1.11) es la

El
de masaD es
fluido m =

el fluido va de un punto P a un punto en el estado

ecuación C1.9) es la pérdida de energía potencial, la

10) es la pérdida de energía cinética y la ecuación

pérdida de energía elástica o trabajo p-V.

potencial del fluido O C energía mecánica por unidad

la suma de Wt, W2 y Ws. Para una unidad de masa de
1 en las ecuaciones 	 01.10) y C1.11) tenemos



'
2

zg r p de
po

1.12

flujo en un	 medio poroso, las	 velocidades son

bajas, asi	 que	 el segundo término	 puede ser

fluidos con densidad constante ,	 es decir,	 si p no

O = 9 2	 P—	 Pe

El	 primer término de la ecuación C1.13) involucra la

levaci ón Z y el segundo término involucra la presión del fluido

Para relacionar estos términos con la carga hidráulica,

ecurramos al manómetro de Darcy (figura 1.2). En P la presión del

luid
,n.
o p está dada por

P = P 9 W Po 1.14

donde p es la elevación de la columna de liquido sobre P y po es

a presión atmosférica o presión en el estado estándar.

Para

xtremadamente

spreciado -
Para

función de p, la ecuación (1.12) se simplifica a:

zr O

FIGURA 1.8 .- Carga hidráulica h, carga de presión y
y carga de elevación 2 para un
manométro de laboratorio

Esto se puede ver mas fácilmenten la figura C1.8) y la ecuación
C1.1 4) queda



p =pgCh-ZD+ po	 1.15

stituyendo la ecuación (1.15) en la ecuación (1.13) y cancelando

términos obtenemos:

= 9 h	 1.16

Llegamos a la conclusión de que, el potencial del fluido

en un punto P en un medio poroso es simplemente la	 carga

hidráulica en el punto multiplicada por la aceleración	 de la

gravedad. Como g es constante en una vecindad de la superficie de

la ti erra, y y h estan perfectamente correlacionados. Para conocer

uno es necesario conocer el otro.

Es común en Hidrología de aguas subterráneas tomar la

presión atmosférica po o cercanas a ésta, igual a cero. En este

caso las ecuaciones (1.13) y (1.16) quedan

= g
	 P = g h	 1.17

in
Dividiendo entre g obtenemos

h = Z + -E 	 1.18
P 9

Escribiendo la ecuación (1.14) en términos de la presión medida

obtenemos

P = P 9 W	 1.18

y sustituyendo en la ecuación (1.18Y nos queda

h = Z + y	 1.20

La carga hidráulica, h,	 ahora es la suma de dos
componentes: la elevación del punto de medida, o la carga de
e levación, Z, y la carga de presida, w.

CONDUCTIVIDAD HIDRÁULICA

El coeficiente de proporcionalidad K que aparece en la

l ey de Darcy es llamada conductrvidad hidráulica y es una función

no sólo del medio poroso sino también del fluido.



Consideremos de nuevo el aparato experimental de la

(1.4). Si Lb y ¿1 las consideramos constantes para dosloro
xperimentos usando la misma arena, y hacemos pasar agua en el

rimer experimento y melaza en el segundo, la descarga especifica,

es mucho mas baja en el segundo experimento que en el primero.

En esta observación conviene encontrar un parámetro que

las propiedades conductivas de un medio poroso,

ndependientemente del liquido que fluya a

La porosidad n puede ser una
traves de él.

i mportante influencia

ontrolando la conductividad hidráulica K. En depósitos de arena

o en formaciones de roca fracturada con alta n generalmente tienen
alta K. Pero, desafortunadamente no siempre sucede ésto; por

ejemplo, suelos ricos en arcillas usualmente tienen mas alta

porosidad que suelos arenosos o gravas pero baja conductividad

hidráulica.

Para estos experimentos se tiene que tomar en un medio

ideal, que consiste de granos de diámetro uniforme, d.

Cuando varios fluidos de densidad p y viscosidad dinámica p son

pasados a través del aparato bajo un gradiente hidráulico

constante dh/dt, se observan las siguientes proporcionalidades

a d2

a P9
a 1/14

junto con la ley de Darcy, q a -dh/dl, generan una nueva versión

de esta ley

1.21

escriba

poroso

d
2 pg dhq = -1C -
$72
--

 27

Para
El parámetro C es otra constante de proporcionalidad.

un suelo real se incluye además la influencia de otras
pr opiedades del medio, que afectan al flujo, aparte de la medida

del diámetro de grano, y la naturaleza de su acomodo.

Comparando la ecuación C1.21) con la original de la ley

Darcy Cecuación 1.6) se muestra quede

1.22K-= C d2p g
-1-i



N son funciones sólo del fluido y Cd z del medio. Si

= C dz

K =41pg	 1.24

es conocida como permeabilidad intrínseca o específica, y tiene

dades [L2 ] y K de [L/T].

La constante C de la ecuación (1.21) está en el rango de

para arenas arcillosas y 140 para arenas puras (frecuentemente

valor de C = 100 se usa como promedio), y d es el diámetro

	

Kumbrein y Mark (1942) sugieren a C 	 = t3.17x10-4ectivo, dio.

	

a d en centímetros y un factor de acomodo, (3,	 establecido

rimentalmente cerca de 5 cm?.

Otro ejemplo es la fórmula desarrollada por Fair y Match

verificada experimentalmente

4 1 rC1-,p	 a y Pm
p	 ». tioo L dm j 1.25

vide a es un factor que mide la forma de las arenas, variando

sde 6.0 para granos esféricos a 7.7 para angulares, Pm es el

rcentaje de arena retenida entre tamices (cedazos) vecinos y dm

la medida geométrica del diámetro representativo de los granos.

Fórmulas teóricas se obtienen de la ley de Darcy,

recuentemente tales fórmulas incluyen coeficientes numéricos los

uales se determinan empíricamente.

Bajo ciertas condiciones la permeabilidad 41, puede
Variar con el tiempo. Esto es causado por fuerzas externas que

Mabian la estructura y textura del medio poroso, por hundimiento
consolidación Clos cuales por tiempo prolongado pueden producir

anales y cavidades), y por arcilla húmedas. La permeabilidad para
tuno seco es más alta que para suelo húmedo.

Las unidades usadas en la práctica por los hidrólogos

PI l a conductividad hidráulica K (dimensiones L'ID son m/dia.

'metro por día). Otros a mena usan cm/seg. Otras unidades

1105 son, por ejemplo galones/día piel.



La conversión de estas unidades es

ug gal/dia ft2 = 4.72 X 10 5 cm/reg = 4.08 X 10 -2 m/dia

La permeabilidad k (unidades L2) es medida en el sistema

m2 o en m2 . En el sistema stema inglés ngl és , 1 as unidades dadas sonico en C--

También se usa la unidad DARCY definida por

1 darcy - 1 cm
2
/seg/cm X 1 centipoise
1 atmosfera/cm

1 darcy = 9.8697 X 10 -9 cm2 = 1.062 X 10 1i ft2

= 1.515 X 10-4 cm/seg (para agua a 20 °C)

= 1.4156 X 10-2 US gal/Wlin ft 2 Cagua a 20 °C)

TABLA 1 . 2 .- Rangos de valor es de conductividad y

permeabilidad hidráulica.
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La tabla C1.2) muestra

hidráulica y permeabilidad en cinco

diferentes medios geológicos.

valores de la conductividad

diferentes sitemas de unidades

La tabla está basada en parte

C1960). La primera conclusión
para
de los datos recopilados por Davis

que podemos

hidráulica varia • sobre un rango muy amplio;

lo" a 102 .

donde los valores mínimos son para

el valor máximo es para gravas.

obtener de los datos es que la conductividad

en cm/seg varian de

en miseg de 10-19 a 1 y en galet'dia ft 2 
de 10-7 a 106,

rocas metamórficas e ígneas y

HOMOGENEIDAD Y ANISOTROPIA

Los valores de la conductividad K o permeabilidad A

normalmente presentan variaciones a través del espacio en medios

geológicos.

La homogeneidad y la anisotropia de un medio poroso se

refieren a sus propiedades de permeabilidad A y/o conductividad K.

Si la conductividad hidráulica K es independiente de la

posición dentro del medio poroso, el medio es NOMOGENEO, es decir,

es la misma en todos los puntos. De otra manera se dice

HETEROGENE0 Co no homogéneo). Tomando el sistema de coordenadas
X,Y,Z en un medio poroso, una formación homogénea es aquella en la

que KCX,Y,Z) = cte.; mientras que una formación heterogénea

KCX,Y,2D W cte.

Si la conductividad hidráulica K es independiente de la

dirección de medida en un punto, en un medio geológico, este se

dice ISOTROPICO en ese punto. Y si varia con la dirección en un

punto, el medio es ANZSOTROPICO en ese punto.

Para un punto CX,Y,2D, en un medio isotrópico se tendrá

= Kv = Kz, mientra que en un medio anisotrópico Kx x Kv Pe

Kx = Kv pe Kz se tienen capas

sedimentarios y el medio se dice

isotrópico.

Para describir totalmente

que Kx

Kz. Si horizontales de depósitos

que es transversalmente

la naturaleza de  la

conductividad hidráulica én un medio, es necesario tener en cuenta
la heterogeneidad y la anisotropia_



or ejemplo para un sistema homogéneo isotrópico en dos
Excx .2D = KzCX,2D = C pata todo (X.2D, donde C es una

para un medio homogéneo, anisotrópico KxCX,2D = Ci y

c2 para todo CX,2D pero Ci w C2. La figura C1.0) muestra

mte las cuatro posibles combinaciones, donde la longitud

atores representa los valores de Kx y Kz para dos puntos

(X2,22) en un mismo medio.

Puede verse Cliaasland, 1057; Marcus y Evenson, 1061) que

ha realación entre

amos una

en donde cada capa

actividad Ki en la

mente.

so, Isotrópico

*neo, Isotrópico

capas de heterogeneidad y anisotropia.

en capas como se muestra en la figura

es homogénea e isotrópica, con valores

primera capa, K2 en la segunda y así

Homogéneo, Anisotrópico

Moterogdneo, Arlts6troptco

formación

t

FIGURA 1.0.- Cuatro posibles combinaciones de

heterogeneidad y anisotropia.

Primero, para encontrar esta relación de heterogeneidad '

sctroPia, tomemos la dirección del flujo perpendicular a las
• En este caso la descarga especifica, q, que entra es la
en cada capa o estrato, y sea Abs la diferencia de carga del
estrato, Ahz del segundorasí sucesivamente.



K.   

K2
Kz  

•••
• Kx   

z 
dn Kn                    

v.

FI GURA 1.10	 - entreRel aci ón	 capas heterogéneas

y anisotrópicas.

Entonces la diferencia de carga total es

Ah = Ahs + Ah2 + Ahs +	 + Ahn

y de la ley de Dar-cy

	Kta.ht	 K2Ah2	 _ KnAhn KzAh
q =	 -

	

dt	 da	 dn
1. 27

donde K2 es la conductividad hidráulica vertical par a el si stema

de capas. Despejando Kz y usando la relación para Ahs, Ah2,...

obtenemos

Kz -
q d	 q d 
Ah	 Ahs + Ah2 +...+ Ahn

qd
qds/Ks + qd2/K2 +...+ qdfl/Kn

entonces

Kz - 	 1.26  

ydi/Ki
ir-

Ahora consideremos el flujo  paralelo a las capas. Sea Ah

la di ferencia de carga a una distancia horizontal t. La descarga

II, a través de un espesor unitario del sistema, es la suma de las

descargas a través de las capas. La descarga especifica q = / d

está dada por



-	 Ki di. Ah	 Ah

•
01 = Kt da. Ah	 , es la carga en la i-ésima capa y además

la conductividad hidráulica horizontal.

Simplificando

Kx = y
i=,

V.1. da.
1 . 29 d

Las ecuaciones C1.28) y C1.207 proveen valores para Kx y

para una formación simple homogénea pero anisotrópica, que

idráulicamente es equivalente al sistema de capas homogéneas e

sotrOpicas.

COMPRESIBILIDAD

El análisis de flujo de aguas subterráneas requiere

introducir el concepto de COMPRESIBILIDAD, una propiedad del

material que describe el cambio de volumen, producido en un

material bajo una fuerza aplicada.

Si consideramos que una fuerza aplicada a una unidad de

masa de arena saturada, tenemos tres mecanismos por los cuales

puede registrarse un cambio Creducción) del volumen.

Por compresión del agua en los poros.

Por compresión de los granos individuales de arena.

3).- Por reacomodo de los granos de arena dentro de una

configuración cerrada.

El primero de los mecanismos es controlado por la

compresibilidad del fluido, O. El segundo mecanismo podemos
tomarlo como insignificante lo cual significa que los granos de

arena son incompresibles; y el tercero define la compresibilidad

del medio poroso.

Empezaremos por introducir el concepto de FUERZA
EFECTI VA(-FUERZA INTERGRASULAR), que fué definido por Terzaghi en

- - 
Kx

isa

rade

es

1gSs.	 e. -



(hl

inn )

Agua
Agua

Grano

La figura 1.11 muestra una sección transversal de un

itero. Para simplificar, consideraremos un medio granular con

„mano de grano tal que las fuerzas moleculares e

nterparticulas son omitidas. La figura 1.11 Cb) , muestra en

tal le para un elemento horizontal en el plano AB en un acuífero.

•

Superficie de le Tierra

geTEZ\Tiganwesn

Acuífero
Ceje oe Control

JJJJJ ..,f/f/ff,/~/ rrrrr

(a)

(e)

FIGURA 1.11 .- Presión y fuerza intergranular en un
acuífero.

La carga total de suelo y agua Cy también 	 cualquier

carga adicional a la superficie de la tierra, incluyendo la

presión atmosférica), por encima del plano considerado se balancea

por una fuerza Cpor unidad de área), r . en el medio sólido y por

una presión p en el agua Cfigura 1.11 Cb)).

r = r • + p	 1.30

donde r es la FUERZA TOTAL, que resulta de la carga opresora. Cada

uno de los tres términos que aparecen en la ecuación C1.30) es una

fuerza dividida por el área total, A, del plano considerado.

La parte de la fuerza total r que no es sostenida por el
fluido es llamada FUERZA EFECTIVA, r . .	 Entonces esta fuerza es
aplicada a los granos del medio poroso. Un reacomodo de los granos
sólidos y la compresión resultante, son causados por cambios en la
fuerza efectiva, no por cambios en la fuerza total.

La ecuación C1.30) se deriva considerando fuerzas
verticales solamente. Sin embargo, se 	 puede extender	 al caso
general de tres dimensiones CBeat,- 1072; Verruijt,1969).



Además cambios en la carga opresora también producirán

tibios en r' Y P.

dr = dr' + dp	 1.31

Si tenemos que r = constante, pero la presión si cambia;

ejemplo por bombeo del acuífero, o recarga artificial, tenemos

dr = U = dr' + dp

dr' = - dp	 1.32

Tales medidas corresponden al cambio producido en la

fuerza intergranular. De esta forma, una reducción en la presión

por bombeo de un pozo, da como resultado un incremento

carga sostenida por el armazón del suelo del acuífero.

Para casos en los que la fuerza total no cambia con el

tiempoy dan como resultado deformaciones volumétricas, la fuerza

efectiva en un punto es controlada por la presión en ese punto.

Como p = p g p y w = h - 2 CZ es el punto en cuestión),

entonces cambios en la fuerza efectiva en un punto dependen de

cambios en la carga hidráulica en ese punto.

dr . = - p g dy = - p g dh	 1.33

Para flujo de agua a través de un medio poroso es

necesario definir dos términos de compresibilidad, uno para el

agua y otro para el medio.

COMPRESIBILIDAD DEL AGUA.

El agua es compresible, sin embargo su compresibilidad

S peque%a.

El coeficiente de compresibilidad del agua (9 está dado

del agua,

en la

1 dVw
= - Va dp

donde Vw es el volumen de agua sujeta -a cambios de presión.

1.34



El signo menos indica una disminución en el volumen

presión se incrementa, ademAk es necesario si deseamos

un número positivo.

La temperatura a la que normalmente se encuentra el agua

errónea tiene poca influencia en p y para propósitos prácticos

a 5 como constante. Las dimensiones de O sonmas considerar
a la de la presión o fuerza. Su valor puede ser tomado

4.4 x 10
-10 

m
2
iN Có Pa ).

Para una masa de agua dada es posible reescribir la

C1.34) en la forma

0 = 1 dp
p dp 1.35

de p es la densidad del fluido.

Integrando la ecuación C1.35) obtenemos la ECUACION DE

ADO para el agua

P = Po exP [fiK P - Pon 	1.36

onde po es la densidad del fluido para una presión de

eferencia po. Para po la presión atmosférica Cconvenientemente se

oma po = O), la ecuación 1.36 se puede reescribir

P = P= exP [P P]

Un fluido incompresible es uno para el

= constante.

COMPRESIBILIDAD DEL MEDIO.

1.37

cual P=Oyp

El medio sólido del acuífero es elástico y no rígido.

Debido a que está sujeto a cambios en la fuerza
experimenta una deformación.

intergranular,

la

seZ,

versas

uacién

Esta deformación involucra un movi
I as partículas sólidas en su reacomodo,
Porosidad del medio cambia. Asumiendo que

Partículas sólidas es muy pequefSab.entonces

miento del sólido o de

de tal forma que la

la elásticidad de las

su volumen no cambia.

La propiedad de elasticidad 'delmedio sólido se expresa



el coeficiente de compresibilidad a, definido por

= - 1 dVr
O	 VI, dr 1.38

nde VT es la cantidad de volumen total y dr . es el cambio en la

uerza efectiva.

Un incremento en la fuerza efectiva di" 	 produce una

aducción en el volumen total de la masa sólida dVr. En materiales

ranulares esta reducción ocurre casi completamente como resultado

de un reacomodo de los granos. En general como Vr = \IQ + Vv

dVT = dVs + dVv

pero para nuestro propósito consideraremos que dVs = O entonces

dVT = dVv

Solamente se ha considerado compresibiliad vertical, las

deformaciones laterales en el acuífero 	 se	 toman como

insignificantes.

Como el volumen de sólidos Vs en Vr Permanece constante

tenemos
Vs = Cl - n) Vr = Constante,

entonces dVs- O , por lo tanto

1 dVT _ 1	 dn
YVr a •.	 1 - n dr.

-1	 dn_ 	 1, 	 dna - 	1 - n dr .	1 - n dp 1.30

donde se expresa a para cambios en la porosidad, n, resultando de
cambios en la presión del agua.

FLUJO EN ESTADO ESTACIONARIO Y ESTADO TRANSTENTE.

El flujo en estado ESTACIONARIO ocurre cuando para un
Punto en el campo de flujo, la Twgnitud y dirección del flujo son

constantes con respecto al tiempo..



	

El	 flujo TRANS1ENTE C o flujo no estacionario) ocurre

la magnitud o la dirección del flujo cambia con el tiempo.

En un sistema de flujo estacionario la velocidad puede

Lar de punto a punto, pero no variará con el tiempo en un punto

Una diferencia importante entre estado estacionario y

ransiente está en la relación entre sus líneas de flujo y líneas

e corriente.
Las Líneas de flujo indican la dirección instantánea del

	

l ujo en todo el sistema, para todo tiempo en un	 sistema

	

estacionario, o para un instante dado de tiempo en un 	 sistema

	

transiente.	 Estas deben ser	 ortogonales	 a	 las	 lineas

equipotenciales en toda la región de flujo y para todo tiempo.

Las líneas &qui:potencia/es se forman uniendo todos los

puntos que tienen la misma carga hidráulica, h.

Las Líneas de corriente son un mapa de rutas que sigue

una partícula de agua a través de una región de flujo, ya sea en

estado estacionario o transiente.

	

En	 estado estacionario 	 una partícula que entra al

	

sistema por	 una frontera influente fluirá hacia 	 la frontera

efluente a lo largo de una línea de corriente que en este caso

coincide con una línea de flujo. En flujo en estado transiente, es

de otra forma, las líneas de corriente y de flujo no coinciden.

Aunque para un instante dado de tiempo Cen estado transiente), las

	

lineas de flujo muestran solo la dirección de movimiento. 	 Aquí la
configuración de las líneas cambia con el tiempo, las líneas de

flujo no pueden describir la trayectoria completa de una partícula
de agua

	

La delineación de lineas de corriente en	 estado
tr ansiente son importantes en el estudio de contaminación de aouas

subterránea.

TRANSMI SI BI LI DAD Y ALMACENAJE.

Hay seis propiedades básicas de los fluidos y medios
Porosos que deben conócerse... para describir los aspectos

	

hidráulicos	 de los acuíferos. Estas Propiedades son:

nd

que recorra el sistema.



ti agua

p : densidad"

Ji : viscosidad

: compresibilidad

ar a el medio

: porosidad C e razón de vacíos)

k : permeabilidad

a : compresibilidad

Todos los parámetros que se usan en las propiedades

pueden derivarse de estos seis.drológicas
Consideremos ahora los conceptos 	 de almacenamiento

'Decirlo° Ss, coeficiente de almacenamiento S, y Transmisividad

Almacenamiento Específico.

El ALMACENAMIENTO ESPECIFICO Ss de un acuífero se define

como el	 volumen de agua liberada por 	 unidad de acuífero del

almacenamiento bajo una unidad de	 disminución en la carga

hidraúlica.

Sabemos que una disminución en la carga hiraúlíca h.

infiere	 una disminución de la presión. p.	 del fluido y	 un

incremento en la fuerza efectiva r . . El agua que es liberada del

almacenamiento bajo condiciones en 	 las cuales h decrece	 es

producido por dos mecanismos:

l>.- La compactación del	 acuífero causada por
incrementos de r..

a).- La expansión del agua causada por la disminución
de la presión p.

El primero de estos mecanismos se controla por 	 la
compresibilidad del acuífero a,	 y el	 segundo por	 la
compresibilidad del fluido p.

Consideremos primero el 	 agua producida por	 la
compactación del acuífero. El volumen	 de agua expedido de	 la

unidad de volumen del acuífero durante la compactación es igual a
la reducción en el volumen de la unidád de volumen de acuífero.



	

La reducción volumétrica dVI. será negativa, pero 	 la

cantidad de agua producida dVw serIr positiva, asi que,	 de	 la

ecuación (1.38)

dVw = - dVT = a VT dr'

Para una unidad de volumen VT = 1, y de la ecuación

(1. 5-0, dr" = - p g dh. Para una unidad de disminución en	 la

carga hidráulica obtenemos

	

dVw = apg	 C1.40)

y de la ecuación C1.34) tenemos

	

dVw = - p Vw dp	 1.41

El volumen de agua Vw en la unidad de volumen total VT

es pVT donde n es la porosidad. Con	 VT =	 1 y

dp = p g dv' = p g dCh-Z) = p g dh, y la ecuación C1.41)	 para

dh = -1 se convierte en

	

dVw =(3ppg	 1.42

El almacenamiento especifico es la suma de los dos

términos dados por las ecuaciones C1.40) y C1.42)

	

Ss = p g Ca - p	 1.43

De esta expresión se puede ver que Ss tiene unidades de

	

J. Esto también se sigue de la definición de Ss como 	 un
volumen por unidad de disminución de la carga.

En acuíferos confinados.

Para un acuífero confinado de espesor b, 	 la
transmisibilidad T está définidaecomo

T = K-b	 1.44



El ALMACENAJE Co coeficiente de almacenamientoD. S, se

define como

S = Ss b	 1.45

sustituyendo la ecuación C1.43) en la ecuación C1.45) tenemos

S = pgbea +n (9D	 1.46

El almacenaje	 de un acuífero saturado confinado de

espesor b, puede definirse como el volumen de agua que un acuífero

liber a del almacenado por unidad de área superflcial de acuífero

por unidad de disminución en la componente de la carga hidraúlica,

normal a la superficie. La	 carga hidraúlica	 de un acuífero

confinado	usualmente	 se	 expresa	 como	 una	 superficie

potenciométrica, la figura 1.11CaD ilustra el concepto.

Si la conductividad hidraúlica K tiene dimensiones

[L/Tj, entonces de la ecuación C1.44) se ve que la

Transmisividad T tiene dimensiones	 [1...2./Tj. Si 	 K se	 expresa en

gal/dia ft 2 , entonces	 T tiene unidades de gal/día ft.

Transmisibilidades mas grandes que 0.015 m2/9 C o 0.16 ft 2/s o

100,000 galidia ft) son buenos acuíferos para explotación de

pozos. El	 almacenaje no tiene dimensiones.	 En un acuífero

confinado, el rango de valores de S es de 0.005 a 0.00005.

Es posible definir un parámetro simple que reuna las
pr opiedades de T 6 K y las propiedades de almacenaje S ó Ss. La
DIFUSIBILIDAD HIDRÁULICA, D. se define como

D =	 Ss
	 C1.47)

Este término, en la práctica tiene poco uso.

En Acuíferos No Confinados.

En un acuífero no confinado, la Transmisibilidad no está
tan bién definida como en el caso de un acuífero confinado, pero

se Puede usar.
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Definiendolo con la misma ecuación (ecuación (1.44».

pero en este caso b. es el	 espesor--saturado del acuífero o la

sutura del nivel del agua desde la capa impermeable que limita el

cubero.

Sided a kadrtrAin Si de AseS U Superficie
StertlaitrUe	 Iluperfiele

petatlaktrls

FIGURA 1.12 .-- Representación esquematica del almacenaje
en un acuífero a)confinado, b)no confinado.

El término almacenaje para acuíferos no cofinados se

conoce como PRODUCCICN ESPECIFICA Sv. Se define como el volumen de
agua por unidad de disminución en el nivel del agua. En ocaciones

e le llama almacenamineto no confinado. La figura 1.12 (b),

ilustra este principio.

La producción específica de un acuífero no confinado es

mucho mas alta que el almacenaje de acuíferos confinados. El rango
usual de Sv es de 0.01 a 0.3.

ECUACION BASICA DE CONDUCTIVIDAD.

Desarrollaremos la ecuación básica describiendo flujo
'tr idimensional en un medio poroso. Derivaremos la ecuación básica
de balance

BMP) - v. (r, q) = — div (p q)WC-
11In

Usando consideraciones elementales-

1.48 



tenga
av.

Consideremos un volumen de control Co caja de control).

la forma de un paralelogramo- rectangular de dimensiones

5s, centrado en el punto PCX.Y,2). en el interior del

del flujo, en un acuí f er o. C Figura 1.13) . Una caja
dominici
control puede tener forma ' arbitraria, pero una vez

y posi ción, deben permanecer inalteradas durante

cantidad de material y el material mismo, que pasan

caja de control puede variar con el tiempo. En este

de

fijada la forma

el flujo, la

a través de la

análisis, agua

Sólidos entran y salen de la caja por sus superficies.

En hidrodinámica a esto se le llama una aproximación

Euleri ana, contraria a 1

fija la masa de agua y se sigue en su movimiento a través del

medio poroso.

Sea J un vector que denota el flujo Ces decir, masa por

unidad de área por unidad de tiempo) de agua de densidad p en un

punto PCX,Y.2D.

J = P q 1.49 

FIGURA 1.13.- Conservación de masa para un volumen de control.

Refiriendose a la figura 1.13 el exceso de flujo de masa

que entra sobre el que sale durante un corto intervalo de tiempo
61-, a través de la superficie pe‘pendicular a la dirección X, se

expresa por las diferencias

a aproximación Lagrangiana, en el cual se



[ JE Jxl	 IX.	 5v 61z ót.111X,2,1ral

n les direcciones Y y Z tenemos

Jvl	 45x 60 51
X,Y-8V/2,2	 ,X,V4-21Y,LZ

Jzi	 I Six 5v ót
X,V,Z-FaZ,2

espectivamente.

Sumando las tres expresiones obtenemos 	 una para el

xcer. o total de masa que entra sobre la que sale durante ót.

I .1x I — Jml	 Jv
X-JM,2,V,Z

5x
'	 — Jv
W,V-aV72,2

.	
MeV

i
5v	

'-e-2117/2,Z

onde óxóvóz = 5U es

xpresión C1.50) por SU

— Jzi
bx 5v óz ót	 1.50

óz

el volumen	 de	 la caja.	 Dividiendo la

y St, obtenemos la cantidad de masa que

Jzi
I E, ,IZ-132.-'2

ntra sobre la que sale por unidad de volumen de medio poroso y

r unidad de tiempo. Si tomamos óxóvóz tendiendo a cero, entonces

a caja converge al punto P por lo que el exceso de flujo que

ntra sobre el que sale por unidad de volumen de medio Calrededor

P) y por unidad de tiempo queda

8Jx	 83v 83z 6 — p ,J donde J = pqax	 OY 1.51

Por el principio de conservación de masa, en la ausencia

fuentes y sumideros, el exceso de masa que lo tenemos expresado

1 la ecuación C1.51) debe ser igual al cambio de masa m, durante
t , contenida en la caja.

Como m = n p SU, esta acumulación de masa en la caja

'n'ante ót, puede expresarse comcr
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1.52

pon mas dividiendo la expresión C1.52.) por 8U y ót y tomando el

limite cuando ót	 O obtenemos 0(n p)/Ot como la masa de agua

unidad de volumen y unidad de tiempo en un punto.scumulada por
Entonces el balance de masa en PCX,Y,2D esta dado por

^
8Jx + 8Jv + 8Jz

1en
= fleop)

8X	 0‘

4 O Ciociv ) + OCP4z)
_-82

_ aCriP)
a.- 1.53(9Y

a C np )
-17 - Pq = -79u-

expandiendo el lado derecho

dp
— V -Pq = n zou P 7917 1.54

El primer término en el lado derecho de la ecuación

C1.54) es la tasa de masa de agua producida por una expansión del

agua bajo un cambio de densidad p.

El segundo término es la tasa de masa de agua producida

por la compactación del medio poroso, como reflejo del cambio en

u porosidad n.

El primer término es controlado por la compresibilidad

del fluido (3 y el segundo por la compresibilidad del acuífero a.

Para simplificar los dos términos del lado derecho de la

ecuación 01.54) conocemos que el cambio en p y n son producidos

un cambio en la carga hidráulica h y en el volumen de agua

Para una disminución en la carga que es Ss, donde Ss es el

al macenamiento especifico dado por Ss = p g Ca + n pp . Entonces

la tasa de masa de agua producida Cla tasa de tiempo del cambio de

la masa de fluido almacenado) es p Ss ahret y la ecuación C1.54)

queda

"Pqx) OCPulY OCPRz)	 r	 ah
ex	 .19Y	 Oct 	

p	 lu 1.55

por



ando el flujo es estacionario Ces decir, Oh/Ot • O) y/o cuando

lusdoysólido son incompresibles Ces decir, Sis • Oyp= cte.)

onsideraremos que Cen un acuífero no confinado) la ecuación

5r0 se reduce a

= o	 ó	 div q =O 1.56

cual establece continuidad de volumen. Recordando que div A =

Ax/ex + 0Av/8Y + 8,8,z/8Z para un vector A, donde Ax, Av y Az son

as componentes de A.

Ahora introduciremos una ecuación de movimiento Ces

ecir, una expresión para q) en la ecuación de continuidad C1.55)

Tomaremos en cuenta el factor de que	 es un medio

eformable o consolidado, también que el movimiento del medio

ólido con respecto al sistema de coordenadas fijas.

Consideraremos, para propositos prácticos, que:

La velocidad de los sólidos es 	 pequeNa Ccon
especto a cairl) con q expresado por la ley de Darcy ,ecuación

1.5)

K es constante, no obstante p = pCp), o, si el

dio es heterogéneo, K varia en el espacio independientemente de

a variabilidad de p.

Ss y K no son afectados por variaciones en 1)

ebido a deformaciones. Consideraremos que estas variaciones son

que%as relativas a la n inicial, lo mismo para p.
q . grad p « n 8p/8t Centonces C1.53D se reduce a

. V -q + 0(17 p)/8t = OD, o sea, consideramos que las variaciones
paciales en p son mucho mas pequetnas que las locales o

emporales.

Bajo estas suposiciones C1.55D puede escribirse en ,
rminos de la variable h, para un fluido compresible.

- div q div (K grad h) = Ss 8h/8t 	 1.57

Para un medio homogéneo isotrópico C1.57) se reduce a



y v2h = K div(grad h) K	 8
2h	 02

h+ á2 h ss ,449LX 2	0Y2 az'
1.58

Para un medio isotrópico pero heterogéneo (1.57) queda

8h(c 1/4)	 (K	 +	 fy: ah) . Ss
OX	 8X)OY	 BY) 8Z 1 8.7j	 Ot

1.59

Para un medio no homogéneo, anisotrópico, donde las

direcciones principales son las direcciones X, Y, 2, obtenemos

	

811)	 8	 (.	 8111

	

1"(37.)	 jv ("al 8	 (. Ohl
3r, 1"frj

Oh
ss IrBX

1.60

Obviamente en C1.59) y (1.60)	 K = KCX,Y,2D debe ser

continua y tener una primera derivada continua en el dominio del

Finalmente si el flujo es estacionario yzo cucado elmedio

sólido y el agua se consideran incompresibles, el lado derecho de

la ecuación (1.57) y (1.60), desaparece.	 La ecuación (1.57) se

reduce a la ecuación de Laplace.

V2h = 02h + 02h + 82h
ex2 8Y

2 of
-o

también usualmente consideraremos que K = k p gip	 k po no,

independientemente de los efectos de presión en p y p.	 Recordemos

que (1.53) y (1.55) se desarrollaron para un dominio sin fuentes

y/o sumideros. Si fuentes y/o sumideros se presentan, entonces se
representaran por un término adicional 	 en el lado izquierdo de
(1.53), expresando la tasa a la cual la masa de agua es agregada

unidad de tiempo y de volumen de medio poroso alrededor de P.

La ecuación (1.55) se modifica en un sentido similar, por ejemplo

l a ecuación (1.55) queda

div (P q ) + ci t	 P Ss

donde q' es el término que denotó la fuente y/o sumidero.



En general la ecuación general de flujo  par a aguas

btarr Aneas la podemos escribir como-

( VI.) = Ss 
79.0

dependi endo de K. Cconducti viciad) puede tomar diferentes formas.

Además podemos tomar a h con dos componentes, es decir, flujo

bidimensional, con las consideraciones que se mencionaron

anteriormente.
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797
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82OX
q = Ss --Ot

ah
2.1

CAPI TUCOII

DI SCRETI ZACION DE MODELOS

Un modelo es una versión simplificada de la realidad.

usando un modelo de aguas subterráneas se pueden hacer pruebas del

Tonejo del agua. Por supuesto la validez de estas pruebas dependen

de que tan bien se aproxime el modelo a las condiciones de campo.

Cuando se usa un modelo es esencial tener buenos datos de campo.

Los modelos de aguas subterráneas se basan en la

ecuación diferencial parcial de flujo

aquí h representa la carga hidráulica en el acuífero, K es la

conductividad hidráulica, Ss es el almacenaje específico. q

srepresenta una fuente yto sumidero.

Para resolver esta ecuación es necesario conocer ciertas

características del flujo, llamadas condiciones iniciales y

condiciones a la frontera, que mencionaremos posteriormente.

El problema de resolver estos modelos es el de encontrar

el valor de la carga hidráulica, h, en cada punto del sistema o
¡ región de flujo. Estos métodos se clasifican en Analíticos y

' Numéricos. Varios de los métodos mas conocidos son:

1) Métodos Analíticos

Separación de Variables

Técnicas de Variable Compleja

Transformada de Fourier o Laplace

Funciones de Green

e.- Series de Potenciat -



2) Métodos Numéricos

Diferencias Finitas

Elemento Finito

Para problemas que involucran ecuaciones lineales o casi

ineeles y en regiones de geometría simple Co regular), es posible

tener una solución exacta por medio de un método analítico. En

esiones es complicado encontrar la solución por separación de

riables o utilizando uncambio de variable que la haga de

riables separables y llegar a una solución. En ocasiones, las

écnicas de variable compleja, la aproximación por identidades de

een, o por transformadas de Fourier o de Laplace Co ambas),

levan a una solución exacta.

Para problemas no lineales con regiones de geometría

egul ar , son pocas las soluciones analíticas que existen y

ualmente son soluciones aproximadas, obtenidas a partir de

dificaciones del método de series de potencias.	 Las

ificaciones son aplicables primeramente cuando los términos no

neales de la ecuación son mas pequeflos en comparación con los

érminos lineales, además son poco utilizados. Los métodos de

ries de potencias son muy buenos, pero requieren evaluar un

ceficiente para cada término de la serie y esto es tedioso.

emás es difícil, si no imposible, demostrar que la serie de

tencias converge a la solución exacta.

Normalmente las consideraciones necesarias para resolver

modelo matemático analíticamente son muy restrictivas. Por

emplo, muchas soluciones analíticas requieren que el medio sea
0mogéneo e isotrópico.

Problemas que involucran regiones de geometría
rregular, que son situaciones mas reales, generalmente no se
catan resolver analíticamente. Para estos problemas es muy

tajoso el uso de métodos numéricos, para obtener una solución

ProXimada.

Los métodos numéricos proveen la herramienta mas general

análisis cuantitativo de las aplicaciones de agua subterranea.



Estos no están sujetos a muchas de las consideraciones

stnetivas que se requieren para la-solución analítica. A pesar

del a flexibil idad de los modelos numéricos, sus bases matemáticas

son menos sofisticadas que para los métodos analiticos
Para desarrollar un modelo numérico de un sistema físico

cen este caso un acuífero), es necesario entender como se comporta

el sistema. Esto comprende tomar la forma de las leyes y conceptos
(por ejemplo, la ley de Darcy y el concepto de almacenaje), las
cuales se transforman a expresiones matemáticas.

Los métodos de diferencias finitas y elemento finito

(ver apéndice B) son la mejor técnica numérica usada en

plicaciones de aguas subterráneas.

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.

En una variable.

Aunque la aproximación de derivadas puede realizarse en

varias formas, nos fijaremos en la aproximación más popular, la

cual se basa en la expansión de la serie de Taylor. Considerando

la expansión de la serie de Taylor para hCX) con respecto al punto
al( en una variable independiente, ver figura 2.1.

dh	 CAXD 2 d2h2,dX
h fC1+0 AX] = h = h + AM --

CAXY 3 d h
2,

dX LAR * * a

1.dX	 tax

Y además

2 2
h [C1-4) AX] = h	 = h . - AX 

dh	 CAXD d h

dX 2i dX a Lx

CAX) 9 

dX

dsh I

LARS!	 8'1 . --
2.2 b



FIGURA 2.1.- Discretización por diferencias finitas

de hCX) para n incrementos de longitud LX.

Para

ecuación C2.2

-dh

dX listx

-

aproximar la primera derivada, la despejamos

a) y obtenemos:

de la

h AX d 2h CAX) 2I d9 h	 - 2.3 aAX	 2i dX 2 	 l iAx
3i dX	 Itelx

y despejando de la ecuación C2.2 b) obtenemos:

dh	
h- h

i-t	
Ay 

d
2

h

dX I YAx	 dX 2 
Lx

AX	  2i

2
CAX) d

9
 h

2.3
tAx

b3/ dX s	
I

Como se puede ver, las series son truncadas después de los
pr imeros términos y se comete un error del orden de LX. Entonces
podemos escribir las ecuaciones C2.3 (a)) y C2.3 Cb)) como:

h.	 - h idh	 y a	 y + OKAY)ZXdX y .Ax

-D 4 a

h- h.
Y-1 + OLAXD

dX LA>:	 AUs- 2.4 b



Hasta aquí hemos obtenido una expresión para la derivada

can uno variable) en términos de AX, es-- decir, discretizamos la

primera derivada. Ahora lo que haremos es obtener una

para la misma derivada, pero con un error dediscretización

tr uncamiento más pequeño.

Esto lo podemos hacer sumando las ecuaciones C2.3 CaD) y

ca . 3 Cbp) y dividiendo entre dos:

dh

dX I ax

- h 1-1 CZYD2 d2h
6 dX s LAX 2. 5 a2AX

6 bien

;#4

+	 2.6 a
dX

4

h - hdh	 i+1	 i-1
	  + OECAX)

2
]2SXdX  i nx

711

2.5 b

C2.5.)

Cuando EX se toma suficientmente pequeño la ecuación

se considera más exacta que la ecuación C2.4).

Por lo pronto	 sólo	 hemos	 discretizado las primeras

derivadas; para aproximar derivadas de orden superior, 	 se puede
proceder en forma análoga.

Una aproximación para la derivada 	 de segundo orden

d2h,dX2 , se puede obtener restando las ecuaciones C2.3 Ca)) y C2.3

Cb)D:

Axh L - 2h+ h i 	 d2h	 9 4-4	 CMCD	 d h0 -

	

	 +ZX 12dX 2	dX 4 Lax

reacomodando términos obtenemos:

d2 h	 h l+t
- 2h 1

+ h	
CM() d h9	 4

dX
2 

i.t.X	 CAXD2	 12

O bién, la llamada aproximación por diferencias centrales:

d2 h 	
h

1+1 - 2h i + h + 0[CMY2]
dX 2 

LAR	 CAY32--
2.6 b



OhCX,Y1 	
- h

i.t,j	 a , j 
+ 0[CAX) I

ax	 2AX
i„AX,jaWY

2. 7

Eh dos variables.

La aproximación de derivadas parciales generalmente es

uno extensión de la aproximación de derivadas ordinarias. Tomando

c
uenta esta discretización y la figura 2.2, podemos escribir la

en 
ecuación C2.5 Cb)), pero para dos variables de la forma siguiente:

y para la segunda derivada, de la ecuación C2.6 Cb))

. - 2h	 + h
a hiX.Y./	 1.+1,3	 i'j	 L-1•j	 2+ 0[CAX)
aY

2
I ax,jav	 CAX)

2. 8

Estas dos ecuaciones C2.7)	 y C2.2D son aproximaciones

para, la primera y segunda derivada 	 parcial con respecto a la

variabl e independiente X.

Para la variable independiente Y se hace en forma

similar sólo que el subíndice que varia es j. 	 La primera derivada

queda:

óhCX,YD	 h	 - h jI ,,t- 
	  + 0[CLIY)21eY 2AYItax,jav

y para la segunda derivada

82hCX,YD L,j+1 
-	 2h

1.3
+ h .	.

+ 0[CAY)]
ay 2 liAxejtm	 CM) a 2.10

En flujo de agua subterránea tenemos como modelo la

ecuación diferencial parcial en tres dimensiones, pero como se

mencionó en el capítulo I podemos considerarlo en dos dimensiones,
es decir, considerar flujo horizontal, y entonces la ecuación nos
queda (cuando no hay fuentes ni sumideros):

r Kx ah )	 8 ( Kv 611 ) + = Sa 8h
OX	 8X'	 49Y,	 79V	 et

2.11

2.



liando la ecuación C2.11) por el espesor saturado b

endolo constante) obtenemos:

h )	 ah
:x ( Km b a79k + wy ( Kv b Oh ) = SS b LOY	 /ft

2.12

T = Kb

ficiente de

yS = SS b,	 donde T es la transmisibilidadyS el

almacenamiento, la ecuación C2.12) nos queda:

T Ohx +
O ahTv	 = S ah 2.13

OX ( OR ) OY
(	

BY ) OU

en forma simplificada

ahV-CT Vh) = S ---
et

2.14

FIGURA 2.2 .- Discretización por- diferencias finitas

para hCX,YD para n incrementos de AX y m

incrementos de AY.

Aplicar diferencias finitas a la ecuación de flujo

2.13) equivale a escribir la expresión de balance de masa para el

tángulo AX AY que se muestra en la figura 2.3. A ésto también

le conoce como la discr -etízac4On de la ecuación, y el objetivo

escribir las derivadas en términos de AX y AY.



Entonces. retomando las ecuaciones C2.8) y (2.10D y

en el lado derecho de la ecuación C2.13), perootituyendolas

orsiderando a Tx y Tv constantes en cada rectángulo AX AY tenemos

que:

2	 11,J
	  [h	 + h	 +

GSM)
itt,jJ

(h
CAY) z

Tx

Tv
2h + h

14	 14-1

representa la tasa neta de influjo, que es igual a la tasa neta de

acumul ación , la cual toma en cuenta la discretización en el tiempo

para la primera derivada de la forma de la ecucuación C2.4D,

tomando en cuenta que en este caso también se involucra al tiempo

como variable, entonces se aumenta un superíndice k, para indicar

los incrementos en el tiempo y sustituyendolo en el lado izquierdo

k*i
- h

k

S 	 L .i	 i,j
At

entonces obtenemos

Tx 2h
t,j 

+
cex>2

1. - hkTv	 e	 Isj2h	 h )	

k+

¡pi-1	 AtCAYD z 2.15

Aqui At es el intervalo del tiempo, definido como:

At = t - t
k

Nvel

hacia

Si el lado izquierdo de la ecuación C2.15) se toma a un

de tiempo k, obtenemos el esquema de Diferencias ExpLícitase
adétante.    



k
15‘	

(h
2hk	 k

¿pi	
+ h

¿O)t2

h
k * f

h
k

Tv
ih

k
- 2h

k
 + h

k
 1 = S	

, j

CM)
2	 1,j-i	 At 2.16

de este esquema podemos obtener h
k+s 

, des pe j andol a de C 2. 16)
j

ver figura 2.4D

= h
T>

t,	 ,	
At: 

S CAXD2
h
(bk

- 2hk +
k

+
1-14 iaj Lit j

Tv At	 k	 k
- ch is.) + hk

1.41. 1	 1.4-1
S CAYD2 

h 2. 1 7

nde

Tx As 
[h

k

CAXD2
-	

21.ik + k
Ltd., j

v At [ kh 
, jt	

-	 2hk
i,j

+ hk.
L4-1TCAY) 2

S

es el cambio de h durante el intervalo de tiempo At.

FIGURA 2.3 .- Localización	 de los	 nodos CLP

Cirs,jD,	 C	 ,	 C i.,j-s)
•

en una mal r de dimensiones AX -AY.



Ahora bien . si el lado izquierdo de la ecuación (2.15)

o toma a un nivel de tiempo k + l., obtenemos el esquema de

Diferencias Implícito hacia atrás. . CVer figura 2.4?

Tx ( 
t-t,j	 i+t,j

hk+t - 2hk+1
j	 h

k+1 )

CAX)2
hk+

- h
k

Tv	 frs k
, j+It 

— 2h►+t + hk+1 ) _	 s i,j
A L 	

j

CáSY)2
2.18

entonces hLj nos queda:

	

h.	 .	 .

	

L.3	 1	 — 2h .ktii—t,j	 +j
k+1. -h

	

k	 k+t	 Tx 

CAX? 2

Tv At lett
- 21-1

k+t + hk+t
j+1	 i,j	 j—t 2.10

S CAY? 2

Otra posibilidad es el esquema de Tiempo Centrado de

Crank-Nicolson. ( Ver figura 2. 4)

Tx 

CA302

k+1 
-2hk+t+hkrt.

i , j	 1+1,j
1	 Tv 

-2h
k+t

+hk+t

C.SYY2
a	

hi,j+ti,ji.i-tJ
Á

1	 Tx{ 	 k	 k
2 CAX) 2	 hi. —2h i,j

+h
Litj

h
k+t 

- h k
1  Tv k 

—2h
k
 +h

k 	 j	 , j
a CAY) 2	

L,j+t	 L,j L4-1	 A L
2. 20

Otro esquema relacionado a este último de Crank-

Ni col son, es el esquema Impl íci to  de Dirección Alt ernante. Este
esquema se escribe en dos ecuaciones, una para renglones:

Tx 

CAY)2

k+t
— 2h 

ktt
hk+1(1-1

J	 j

k+t k
Tv hhij - , j[h	 - 2h

k +	 - SL ej.s.	 L,j
CSYD2

2.21
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otra para el conjunto de columnas:

(h
-Tx	

kCáY)
2

C b.11)
2	 ,

l e ecuación C2.21)

2h.

-

+	 hk

2h
hk.f )

-
_	 s	

h 
¡pi

h
k

lui

EL SABFR 1), 
hARA 	 .rnE

84u:	 A

DEPARTAMI Ai T0 Dr
MATEMATIn

2. 82
at;HL

es implícita	 por	 renglones y	 la C2.22)	 es

implíci ta por columnas.

El esquema explícito hacia adelante es el más sencillo

de resolver y su nombre se debe a que h	 es evaluado en términos

de valores conocidos de h. Podemos proceder de una manera

recursiva para calcular el valor de la carga para tiempos futuros,

después de que se hayan dado los valores de la carga en un tiempo

inicial. En cambio, en los métodos implícitos se necesita conocer

valores de h en el nivel de tiempo k+1, que son desconocidos.

CONDICIONES INICIALES Y A LA FRONTERA

Las ecuaciones diferenciales parciales que describen

ciertos fenómenos, en especial flujo de agua a través de un medio

poroso, tienen un número infinito de posibles soluciones.

Para obtener de esta multitud de posibles soluciones una

solución particular, es necesario tener información adicional que

no está contenida en las ecuaciones. Esta información debe incluir

especificaciones de:

- El estado inicial del flujo en el dominio, es decir,

condiciones iniciales.

- Relación de como interactúa el flujo con sus

alrededores, condiciones a la frontera.

Obviamente las condiciones iniciales y a la frontera son

Motivadas por la realidad física del flujo. Estas condiciones son

determinadas primero en el campo o tomadas en base a la

información que se tiene y después expresadas en forma matemática.

Diferentes condiciones dan como sesultado soluciones distintas, y

de aquí la importancia de determinarlas correctamente.



X

Diferencias Implícitas hacia atrás

iferencias Explícitas hacia adelante

Implícito de Direcci6n Alternante

IMplícito de Crank-Nicolson

FIGURA 2.4.- Esquemas de Diferencias Finitas.

Las condiciones iniciales incluyen las especificaciones

de la carga hidráulica h, para tgdos los puntos en el dominio a un

Mismo tiempo inicial, usualmente denotado como t = O.



En términos generales las condiciones a la frontera

la forma:
OhCX,YDa hCX,Y) + b	 = Cen CX,Y) e an	 2.23

nde en representa la frontera del dominio y Oh/On es la derivada

SPecto a la dirección normal a la frontera. Frecuentemente Oh/On

811/0x 6 49h/OY. Además podemos categorizar a las condiciones

homogéneas si C = O y no homogéneas si C x O.
de

Si en la ecuación C2.23), b = O, tenemos que las

hdiCiones nos quedan

a hCX,YD = C	 CX,YD e en

yse conocen con el nombre de condiciones de Dirichlet ó de primer

upo, estas indican un valor especifico de h.

Si en C2.23), a = O tenemos

b ah -rdr = C8n

en este caso tenemos flujo preescrito y se dicen condiciones de

segundo tipo ó de Neumann.

Y por último se tiene el caso más general, a X O y b x

O, que son condiciones mixtas o de tercer tipo.

En la ecuación C2.23), a, b y C pueden ser funciones de

X y Y; estos coeficientes deben tener ciertas propiedades para

definir correctamente el sistema. Estas propiedades se obtienen de
consideraciones físicas.

Ahora el problema consiste en discretizar las
condiciones a la frontera para obtener el problema completo, la
ecuación y las condiciones en un esquema de Diferencias Finitas.

Las condiciones de primer tipo o bien de Dirichlet, son

como ya se mencionó, con carga h preescrita. En este caso, se

establece para todos o algunos de los puntos en la frontera y

si mplemente se transfieren términos con h conocida al lado derecho
de la ecuación. Por ejemplo, consideremos el esquema de
diferencias implícito, en donde el nodo i 4-1 es uno de la

frontera (Figura 2.5D, entonces _setiene de la ecuación C2.18)

que:



a h . 	 + [1+ 2	 + a	 I h- TV At	 Tv At	 TvAt	 Txtt	 k+i

s CAYD
R i,j4.4.	 S (AY) 	 t, j i	 SCAY) a SetX)

Tx tt h k+i	 Tx h k+1

CAXD
= hk

2 i-1,j	 S CAX) 2	 t+i,j	 tj
2.25

eco° h
k+1 es conocida, reescribimos la ecuación pasando este

término conocido al lado derecho y obtenemos

- Tv At hk+i + [1+ 2  TvAt
2 

+ 2  Txtt I hk+s	 Tx At  hk+i

S CLY) 2 t,j+1 SCAY)	 SCAXD z 	 cA30"-g,j

Tx At hk+1- t k +  Tv At  hk+1

CAX) 2 t+i,j 5 CM)	 i,j-t

1,j- 1
//%/%//%///////////

frontera

2.26

FIGURA 2.5.- Discretización de la frontera de Dirichlet.

Para las condiciones de Neumann o de segundo tipo, lo

que tenemos es flujo preescrito, es decir, Oh/en es una función

conocida, donde n es X d Y dependiendo-de cual sea la frontera. Si

se considera la misma frontera que en el caso anterior tenemos

entonces que la condición a la frontera estaría dada por

ah 8h
7917; = W:7 = g

di scretizando esta derivada parcial tenemos:

2.27

2.28ah.	 t,j +i - h

OY	 2AY	  - 9



De acuerdo a la figura caro tenemos que el nodo Lj es
01 que está en la frontera, por lo tanto el nodo t„i-t es aquel en
01 que no conocemos h, es un nodo ficticio.

'*1

t-t, j   7//////f// i*sj

	  hortera
/1//////////      

táj-t
FIGURA 2.6 .- Discretización de una frontera de Neuman.

Pero como en el nodo i.,.j*t la carga h si	 es conocida, la
carga en el nodo ij-s se despeja	 de la ecuación C2.28) y

obtenemos que

h	 = h	 — 2 g Ay	 2.29

El nivel de tiempo se establece de acuerdo al esquema

que se emplee al hacer la	 discretización de ese nodo de la

frontera. Por ejemplo, en el caso 	 del esquema implícito, la
discretización de acuerdo con la ecuación C2.25D, 	 el nodo 1,3--1 lo
tomamos en el nivel kis y obtenemos:

Tv ht  hk+4.	 Tv ht  tk+s 	 - 2g AY]
S CAY)2 1,j+4. S CAY) 2	 iej-ht

+ [1 Tvát	 Txht 

1 i.,j
h k+1

2	 + 2
SIC An a SC AM) 2

Tx At  h k-ht — Tx AL hk*t = hk
z	 it,j	 2	 i* i , j	 ijS CAXD	 • S CAX)

2. 30



icumodando términos

2 Tv At 
h
k+s	 2 Tv At

2 j1.4
S CAYD	 CAYD 2

g+	 2	 + 2TvAt	 TmAt I	 k+1.
i,

SC AY) 
2

SCLX) 
2	 t•j

IX At 	 [ri	
i+1,j	 i4

k+t + hk+1 = hk

S CAY)2
2. 31

Y por último para las condiciones de tercer tipo solo se

cilibinan las dos formas anteriores.

	

Cuando el	 término fuente y/o sumidero aparece en la

ecuación de flujo, entonces la ecuación en diferencias en el nodo

;,;podemos escribirla como

	

k +S	 kik

	

j	 j	 k+t	 Tx	 	 ltik+k -2hkti+h ic-rt

CW0 2

	

j	 i-t,j	 j

Tv 	 (hk+1 -Chk+s+hkts.

C AY) 2	 i, j+1	 1,j	 i,j-1
2.32

k+1.donde q .	es la tasa de agua agregada o disminuida por unidad de

área [ L	 ].

CONSISTENCIA Y CONVERGENCIA.

En esta parte analizaremos los conceptos de consistencia

Y convergencia de la aproximación por diferencias finitas y en la

si guiente sección la estabilidad.

Para esto es necesario que los 	 modelos de ecuaciones
diferenciales	 parciales estén "bien planteados .% como también
tener soluciones únicas. El término "bien planteado"significa que

la solución de la ecuación diferencial parcial tenga peque%as
variaciones con respecto a la solución original cuando se

Perturban levemente las condiciones iniciales. Esto 	 equivale a

decir	 que	 la	 ecuación diferencial	 parcial	 represente,

verdaderamente, el prototipo del sistema.



En términos generales se puede decir que la estabilidad

riere a las limitaciones de las perturbaciones en las

	

vei ones calculadas. En otras palabras,	 cuando la magnitud de

	

perturbaciones en las condiciones	 iniciales se hacen

tdtrariamente pequetas cuando LX y	 AY tienden a cero, la

rturbación resultante en la solución debe desaparecer en lugar

crecer; en este caso las soluciones basadas en una aproximación

diferencias finitas consistente convergen a la solución de la

octiación diferencial parcial. Dicho de	 otra forma, el obtener

convergencia de una solución numérica basada en una aproximación

en diferencias finitas depende de la	 consistencia de la

aproximación.
La importancia del concepto de consistencia se establece

en el teorema de Lax, el cual dice que si una ecuación en

diferencias finitas lineal es consistente con el problema lineal

con condiciones iniciales, entonces el 	 que haya estabilidad

garantiza la convergencia, cuando AX y AY,	 las longitudes de la

mala, tienden a cero.

Para definir en forma general la consistencia,

representaremos a la ecuación diferencial 	 parcial con solución

exacta U como LCU3=0 y a la aproximación en diferencias finitas

con solución exacta u como FCt0=0.

Sea v una función continua con suficientes derivadas

continuas para facilitar que LCv) se evaluado en el punto

CkAt,iAX), en una dimensión. Entonces el 	 error de truncamiento

Tic(u) en el punto CkAt,i...tX5 esta definido por

licCv) = F c. vi - IX v i

Si 73cCv) tiende a cero cuando At.0, AX.0, se dice que lai
ecuación en diferencias es consistente	 o compatible con la

ecuación diferncial parcial. Con esta definición Tk,c indica eli. 

	

k	 .
error. resultante al reemplazar LCo

k ) por F Cu).
i.	 1

Primeramente haremos el análisis para la ecuación

di ferencial parcial

OU 8
2 U

01- OX2
2.33



muy parecida al modelo de flujo de agua subterránea,

en una dimensión. Para la'discretización de OU/Ot y
se desarrolla la serie de Taylor alrededor de U . Esta

ización

u

se puede escribir de la forma

- u	 u - auk + Uk
i-s et	 ces)'(	

12	
) a'u

44‘

Lt CAXD z
ex'

error de truncamiento es

2

( At _ CAYD a ' u
•
4

12	 )

ax'

AY -› O, At	 O tenemos que el error de truncamiento

por lo que podemos decir que es consistente con la

uación

También es necesario decir lo mismo para las condiciones

la frontera, el análisis es el mismo donde las condiciones a la

frontera son reemplazadas Csi es necesario) por diferencias

finitas.

Las aproximaciones por diferencias finitas presentadas

aquí son consistentes con la ecuación diferencial parcial del tipo

parabólica,	 pero debemos	 diferenciar	 aquellas	 que	 son

incondicionalmente consistentes y las que	 son condicionalmente

consistentes.	 La	 aproximación	 explícita	 clásica	 es

incondicionalmente consistente ya que no hay que 	 mantener	 una

relación especial entre AX y At para poder eliminar 	 el error
cuando tic y At tienden a cero. Aunque ésta es la situación en

muchos casos, hay excepciones. Por ejemplo, la aproximación de
Dufort-Frankel, en la cual el error de truncamiento local tiene la
forma

- CAX3 2 a'u CAtD2 a'u CAtD 2 a2u
eic Ot 9

+

ax'	 CAY) 2 at e
2.34

La consistencia en este casos. depende de la forma en que At y

tienden a cero.

mos que el

y tomando

ende a cero

deferencial parcial. Esta aproximación es la explícita



Si At tiende a cero mas rápido que AY, el último término

`ja ecuación C2.34) también se va acero juntó con los otros dos

orines . En este caso es consistente. Si At/AX = C = constante y
y a tendiendo a cero en la misma razón entonces el error de
uncamiento en (3.34D no tiende a cero y la aproximación no es

asistente con la ecuación deferencial 	 parcial (2.33). Entonces

ta aproximación es condicionalmente estable.

Una aproximación	 por diferencias finitas se dice

qvergente si

I17-J1` -	 O

ando At y AM ► 0. Aqui 1-0 es la norma de la diferencia entre el

lor exacto 171 y el valor calculado U, para un punto fijo. Esto

s asegura que la aproximación por diterncias se acerca a 	 la

clución exacta por- refinamiento de la	 malla. En ocasiones 	 se

edén derivar estimaciones de la forma

A	 - Ut	 s M	 T•E 11)
	

2.36

nde T•E es el error de truncamiento para la aproximación en

ferencias finitas. Si M es independiente de At y AX entonces

I35D especificaría una convergencia condicional	 y	 se

cesitarian los valores de At y AY. También en este análisis se

eden incluir las condiciones a la frontera. En tal, caso el lado

recho de (2.35D queda MUIT-EN + 	 II O	 donde O representa el

ror de truncamiento de la aproximación de las condiciones a la

entera. En nuestro análisis no se incluirán.

Llamemos

Ek = Ok.-

Inc un ejemplo tomaremos la aproximación explicita de la forma

Ur" i = (2.-2p)U[1: + p(* + Uk ) + OCCAtD 2+CA)0 2 )	 2.36



términos de errores

Ek ' s= (1-2p)E k + p(Ek + Ek ) + 0(CAt) 2+AtCAY7 2 ) 2.37
y	 t	 Lrti	 L•1

es una ecuación en diferencias lineal para E . Notese que losy
coeficientes C1-20, p y p suman 1 para cualquier valor de p,.

p C 1/2, entonces EY41 es un promedio
ion coeficientes positivos de los otros términos y no puede estar

debajo del mínimo o arriba del máximo de los otros términos del
error•

Tomando valores absolutos en (2.37) obtenemos

(1-2p)IEtplEd+plE_ I i+A(CAt) 2+AtCAXD1 • 2.3e

Aquí A es el limite superior de las derivadas en la forma

explícita de los errores de truncamiento local, y p está entre los

vrdor es de O y 1/2. Además se tiene que cuando At 4 O y AX 4 O, y

tomando a CAX) 2/p = At, tenemos que el error tiende a cero,

entonces la aproximación explícita es convergente si O p � 1/2.
Cuando p > 1/2, esta aproximación no se puede usar y

entonces se debe resolver (2.97). El resultado es que Ek no se1
puede acotar cuando At ► 0,. por lo que se dice que esta

aproximación es condicionalmente convergente.

Ejemplos de aproximaciones incondicionalmente conver-

gentes, es decir, convergen para cualesquier valor de p, son la
implícita hacia atrás y la de Crank-Nicolson.

E IABILIDAD.

Esta forma de análisis no tiene nada que ver con la
ecuación diferencial parcial, pero si concierne al crecimiento
inestable o decrecimiento estable de los errores en las
oPeracionec: aritméticaS, necesarias para resolver las ecuaciones
en diferencias finitas. Que estos errores se amplifiquen o
disminuyan es lo que
esquema numérico.

caracteriza la propiedad
0.•

de estabilidad del

Esta

tres
además, son positivos si O <



Si una aproximación es estable	 aseguramos que los
errores computacionales son pequeNos. Qp nuevo, encontraremos el

terminó "condicional" e "incondicional 	 pero referido a la

estabilidad de una aproximación en diferencias finitas. De la

mi eme forma  , un esquema condicionalmente estable implica que los

de át y AX seguiran restringidos.

Ahechas de las aproximaciones por diferencias finitas

explícitas son condicionalmente estables, pero las aproximaciones

implícitas son incondicionalmente estables. Por ejemplo la

Aproximación explícita C2.36D es condicionalmente estable ya que
p < 1,2 es estable y esto implica una restricción para At y

La estabilidad o inestabilidad es un factor que debe

analizarse cuidadosamente.

La estabilidad en cualquier algoritmo es una condición

necesaria y suficiente para que un esquema pueda considerarse

ex.acto. : Lo que significa es que un esquema inestable es no

convergente; por ejemplo, el esquema explícito en el caso en que p

> it2. La relación formal entre estabilidad y convergencia es

conocido como el "Teorema de Lax", que dice:

" Dada una ecuación diferencial parcial del tipo

parabólico con condiciones iniciales y a la frontera y una

aproximación en diferencias finitas que satisfaga la condición

de consistencia, entonces la estabilidad es una condición

necesaria y suficiente para la convergencia. "
•

La demostración de este teorema requiere de Análisis
Puncional, y se presenta en el apéndice A.

ESTABILIDAD DE VON NEUMAN.

En una dimensión.

El procedimiento mas ampliamente usado para determinar
estabilidad Co inestabilidad) de una aproximación en

erencias finitas es el de Von Netránn.

valores

para

0.



Consiste en introducir un nivel inicial de errores que

representa por una serie de Fourier 	 finita y considerar el

recimáento Co disminución) de estos errores para incrementos de

El método es aplicable solo	 a problemas con	 condiciones

inici ales,	 además solo es aplicable a problemas lineales, con

coeficientes constantes y aproximación por diferencias finitas. Si

la condi ción de linealidad no se	 cumple, es necesario 	 tener

iirtealidad

	

	 local. Gracias a la linealidad, cada componente de

ser tratada por separado y usar la superposiciónFcer er puede

para agregar las demás componentes. 	 La condición de Von Neumann

siempre produce una condición para estabilidad y en muchos casos

es una condición suficiente.

Primeramente consideraremos 	 una	 aproximación	 en

diferenci as finitas en la cual u	 sea una cantidad	 escalar, y

además, tomaremos una descomposición armónica del error para los

puntos de la malla en un nivel X

ECXY =
se

lpsx	
2.3g

donde S es el número de puntos en la malla en el nivel t, IOQI es

la frecuencia de error, i es el número complejo 17T. Gracias a la
linealidad	 solo consideraremos uno	 de estas S términos,	 uipt ,

Cdonde	 es real), que significa que cada crecimiento Co

disminución] se trata por separado.

Ahora escribiremos la solución de la aproximación por

di ferencias finitas en forma separada como

ECt,X)	 e t 
-e

tpx	
2. 40

Donde r = rcp) que en general es complejo. Notese que la

solución para k = O es igual al error introducido en t = O, además

el orden del error original no aumenta cuando t incrementa,

ert 1	 1 •

Para todo r. Otra forma en la que podemos escribir esta condición
de estabilidad es



eT'AA I s 1	 Condición de Von Neumann	 2.41 a

gener al definimos t 
E eral E factor de ampl f caci On y entonces

(2. 41 a) queda

I 1 I 'S: 1	 2.41 b

Para ilustrar  el uso de C2. 41 b) consideremos 1 as aproximaciones

por diferencias finitas  par a el modelo de la ecuación diferencial

parcial C 2. 33) , desarrollada anteriormente.

Primeramente trataremos con la aproxi maci ón EX PLI CI Ta

clási ca C 2. 36) , la cual escribiremos per o con respecto 	 a los

errores

ktEt s. =(1-2p)E.+p(E. + E . )
1..+1 -i

sustituyendo C 2. 40) en la forma

sy,

rk = erket e tistex	 .k - i..AXt e
•

2.42 a

2.42 b

.

= C 72p)t e	
Pfr

<
,k+1	 k - /IX	 k tp ft* >ex.  ke i- pci-LIAX

cancel ando términos comunes obtenemos

ti = C1-2p7 + p [H L' AM + e- i

- 

PAM]

usando la identidad  tr gonométrica

1 -Cos pex = 2 Sen PAX2

Y la definición de que e i ty ax	 1pax+ e	 = 2Cos pm, entonces
tenemos que:

= 1 - 2p + 2p Cos PAX

= 1 - 2p(1 - Cos (3AX )

= 1 - 415 Sen2 PAY
1nB

2.43



teorices tenemos una expresión desarrollada para' el factor de

nación t, para la aproximación explícita. Ahora solo
affligi
necesitamos saber cuando	 t	 �. 1.

Entonces necesitamos considerar las condiciones para las

cual es

-1 :5 1 - 4p Sen2 nAX	 1

vemos que

a) . - la ceta superior es	 1 y que se satisface automaticamente

cuando p o

b) , - Cuando 1	 0 la solución C2.42 b) decrece constantemente

para -1 <
	

< 0, la solución decrece, pero oscilando

para t <	 -1 la solución C2.42 b) oscila incrementando la

magnitud. Esta es una condición de inestabilidad.

Entonces para tener estabilidad

1 - 4p Sen2 (30X

1
P

2 sen pee

aquí el máximo valor de Sen 2 pIX para cambios de AX es 1 así que

p 1,ra

entonces la aproximación es condicionalmente estable con un limite

de estabilidad de

0 < p 5 1/2	 CExplicita)	 2.44

Si además no queremos oscilación en la -estabilidad

= 1 - 4p Sen2 PAX > o

6 o < p t 	 	 2.45,2C1 - Cos OAXD

En la aproximación IMPLICITA hacia atrás para la misma

ecuación C2.33), tenemos Ove en diferencias finitas toma la forma 



= C1+20Uk — pcukti+ uk-')In in 2. 46

tituyendo C2.42 b) obtenemos

.
uk = C1+2p)1 1.1 	

x P 
il.t.

t
ipci-lnás	 zy-latpti-DAx

- 

liminando términos comunes:

1 = C1+2p)t +
7	 7
1.45" AX + 	 col

Esta expresión puede ser reescrita

1 = r [1 + 2p - pC2 cos (9m)]

1 = t + 2pC1 - Cos (3m)]

1 = [1 + 4p Sen2 (9AX2

entonces el factor de amplificación es:

1 implícito	 2.47
1 + 4p Sen 2 OLY

y este factor cumple con	 I	 ( 5 1 para todos los valores de p,

razón por la cual este esquema, implícito, es incondicionalmente

estable.

La aproximación de Crank-Nicolsnn pana la ecuación

C2.33) se puede escribir de la forma

2C1+pillirk	+ Urk+1 ) = 2C1-p)Ur ic + p(Uk4.1 + Urk-s)i.*	 i	 1

podemos analizar su estabilidad de la - misma forma, sustituyendo

02.42 b) obtenemos

a: 1 +p) t i-rit tato; _ p	 ip<1.4-t).&1: 
+ I

. in 
1 

ip <in.›Ax

=	 p til.i0141)4X

cancelando términos y utilizando identidades trigonométricas

obtenemos



t(1 + 2p Sen pex = 1 - 2p Sen2 2
pex

1 - 2p Sen 2pAY   

Crank-Nicolson 2.40OLI1 + 2p Sen2    

se puede ver que para cualquierpy&X, tenemos quel( IS 1 y

lo tanto la aproximación es incondicionalmente estable.

En dos dimensiones.

Para analizar la estabilidad de los esquemas en

diferenc ias finitas, pero en dos dimensiones, tomaremos la

discretizaci ón en diferencias finitas de la ecuación diferencial

parcial

_
¿ft- -

2U	 8 2 U

OX 2 2.40
8X 2

2

Para denotar a UCt,

en los valores de la malla

además, supondremos que los

respectivamente son iguales (

XI ,X 2) usaremos Urk	con incrementos

para t, X1 , X2 como	 At, AX y AX ,

incrementos de

AX1 = AX 2 = AX).

1	 2
X y X . AX y AM1	 2	 1	 2

Primeramente tomaremos la aproximación en diferencias

finitas EXPLICITA para C2.497

uk + - U
j	 i,j	 1
Lo.

0 bien, escrita de la forma

CSX)2

k —ay' Uk +Uk
i+sj	 i.]i-lj t4-11 --211

1 	)
ij ij-I

2.50

Este método involucra una evaluación punto por punto en

el plano k+1 usando los puntos del plano k. Dadas las condiciones
Iniciales para 1=0, se sigue f4cilmente el evaluar plano por

Plano.	 -



tener

case

¿ende

La estabilidad de la aproximación explícita se puede

con el método de von Neumann. La extensión de (2.40) para

de dos dimensiones queda

-
kis t 

e 
t1S 

I
tAX 

e tp 
2

tAXE(t,X ,X)tert 
e

tp 
%-ie

t p 21;2 = er
al	 2

sustituyendo en 02.50) obtenemos

,	 7
rik -r > t 

e
tp

i
t.6): 

e
l is 

2
)1/31

= e 
rkAt eib. iiax e ip

2
j.AX

e

rkAt .
e

t/s.
i
tt+4.)ax 

e 
lis 

2
J AX

e
nula 

e té

- '

s
ct - AX e ie

2
jis>:

rkat 
e tp

I
tAx. e ip 

2
9. 4-1)453C	 rkAt. 

e 
Les ta.w. e49 j-kt.AN

e + e

4 erkAt e lp

- 

s
tita: e49 

2 
J.t.X

- 

eliminando términos

e
rk.et = 1 + p

[ 

eTte lax + ¿if itix + iprax + erpre,

usando las identidades 1-Ces pex = 2 Sen PAX—á- y

et."- Ax + e -tpAtc = 2Cos pAx, obtenemos

	

OAX	 p _ exe rt.t. = 1 - 4p Sen2 + Sen2 2
2

y como lo hicimos en una dimensión llamamos a erca = t el factor

	

de amplificación y como requerimos que	 para que el
esquema sea estable entonces

[	

O AX	 p.

2

ey ]
-1 S 1 - 4p Sén2 i2 + S'en2 < 1

como 
PI Y 02 son arbitrarios tenemos que

(	

pex
-1 - 2p Sen2 ...s + Sen2

P2AX

2



ces tenemos que

-1 S -4p-

o

AY

estás,	
p	 Sen2  1 + Sen2  2 

AX

Si no suponemos que k = k
2
 = k, es decir, si tomamos K

, el límite de la estabilidad quedaría

tS 2 + t
-1

-2
[< ax a ) Laxa)

Entonces el método explícito es condicionalmente

estable.

Para 1 os métodos implícitos  en una dimensión se demostró

que ti enen estabilidad incondicional.  Analizaremos ahora la

estabilidad de 1 os esquemas, implícito	 hacia atrás y de

Crank -Ni col son.

La aproximación INFLA CI TA hacia	 atrás la podemos

escribir de la forma

C1 +dp)Uk
i.
+
, sj = Uk
	

E) 
i +Uti,jL-i,ji.,j 

+ P	
. _k-y s	 ..k+1

2. 52

Sustituyendo C2. 51 D en C 2. 52D obtenemos : 	 YT
 

45
'

C 1 +4pD e
r<l< + t > At 

e
le

- 

l
ie>: 

e
tes

2
jax = e r kh.f. 

e
le

l
is): e i- p

2
jaX

+e
nk -y a >st

e
i. te

í
isX

e
ip 

2
tj+Dzst

-9' er + > t
e

ip 
s

i...lax
e

1p 
2
tj-ilLX

At

1)4
Á

+[e	 + e+ t >at
e

ip 	 -y	 za:e ip
2

jAX	 rck + >.át.
e

- 

1
<i. -1 > ax 

e
its

2
SS,:

EL SABE'? r fAIS HIJOS

NAPA /,'•	 NOEZA

BIBUUftCA

DEPARTAMENT O DE
MATEM AT ler



ncelando términos obtenemos

e
rAt

= 1 + erAt 
P 

[

e
ip + e-t.	 AX,..•.-+ e Y

▪ 

p 
2 

47C
+ 0 -1-1 2 41X

- 41

ilizando las identidades

1-Cos ftAX = 2 Sen FAX2 2.53

i- p	 - ip

- 

.4x
e	 + e = 2Cos flAX	 2.64

e rAt = 1 + 4p Sen2 	 + sen2 P2 AX

2 

116 ,SX

y como antes la condición de estabilidad se debe dar

para I erAt I -S 1. En este caso la condición siempre se cumple ya

Y análogamente, como en el caso implícito hacia atrás, sustituimos

(2.51) en (2.55), eliminamos términos semejantes y utilizamos las
ecuaciones (2.53) y (2.54) hasta obtener

61AX	
Sen2 

(12:1]
2 siempre es mayor o igual a

	Para la aproximación de	 CRANK-NICOLSCN usamos la

representación

j 
- C -2p) Uk = P [Uk.i +Uk" +Uk" +uk"

i.,j	 j	 j+t	 „ j-1)
C1+2p3U"1

+ 41Jk +ti
k
 4-Li

k
 +U

k
2	 i.+i,j	 i-t, j	 i,j+i	 .,J-I 2.55

e

21
a'
r1

e rAt = 1 -2p (,per, 
2 

+Sen2 2 Ap li
,	

p LY
+Sen

.  2 
aAY
	 r

P
d	

[1. +2p [S'en2 I
,_.-.

p A X

tque cumple con la condiciónierris  111 para cualesquier (3 )70.
2



Otro esquema implícito es el de DIRECCIONES ALTERNANTES,

cual tiene una representación para los renglones y otra para

col umnas. Primeramente, analizaremos la estabilidad por

,p
arado para renglones y para columnas.

21) - Por

de la forma

renglones. Tenemos que el esquema se puede escribir

k+1/ 2

i,j
p
 (

uk+in- 2U k+1./ 2 - U„k+//2
14. 1, j	 i,j	 L-1, j 3

= U
„ j

	

P	 k

	

-	 - 2Uk	-U

	

2	 t,j-rs	 ij

Sustituyendo C2.51) en C2.56) obtenemos

r k.t.t +t,z	 ip

- g

i..a.x ip 2 jt.X	 p[ r ck • 1/2)41.1.	
11.- 
<t t > .4xe ip 2

- 

j.1.7(
e .-	 e	 e	 - - e	 e

	

rtk -P. 1,2 At..1. 
e

ie

- s

i.41.>1 tp
2
pl.". +erck 41,2	 CA

e
i

- 

p	 t > .13Ceip 2jii.X

r	 t
e

11- 4 4-Laxe Lp 2ja.X	 pf rkitt
e

t e9 LAN:
e 
ip 2Cj+1.).&.X= e	 + - e2

rtet 
e
ipliax

e
7.13 2jAX +er kAt 

e
tp f1SX

e
tp 2<j-1)41X

cancelando términos comunes y agrupando tenemos que

e Liare%	 elpgisx -2)] = 14eVes2.1.3;	 e-ip2Ax
2

usando las ecuaciones C2.52) y C2.54) obtenemos

2 t{e
i./2T" 41.t.

= 1-2p Sen 2 192"
_ 4.Y

1+2p Sena 2 2.57 a



11

b).- Por

- p
, J

columnas,

uk-rs.

el

don

esquema que se

n•n•n-

k+t
-

r-14

tiene es

uk.s./2
1,3

	

uk.f.,"2	 2uk.1/ 2 11+ k+,2

	

J+1	 J	 j-1)

utilizando el mismo procedimiento que para renglones llegamos a

que

41X	 LY
e1/2r.St =	 1-2p Sen2

I
2	 1+2p Sen2  1 2

2.57 b

Cada uno de los factores C2.57 a) y C2.57 b) tienen

estabilidad condicional, esto se puede ver rápidamente, por

ejemplo, si tomamos a (3 = O	 en C2.57 a) se convierte en la

condicón de estabilidad 	 del método	 esplicito,	 y	 que	 como se

mencionó anteriormente es	 condiconalmente estable.	 Lo mismo

sucuede para C2.57 b). cuando 0	 = O.
Sin embargo al acoplar los esquemas obtenemos el factor

para el método explícito completo:

	

= b
	 2.58

donde t es el factor de amplificación del método de dirección

alternante (completo) y t es para columnas y t e 	para renglones.
u

Tenemos

21-2p Sen	 2	 1-2p Sén 2
p 2

2	
I

	

0 4. AY I	 AX 

[ 
t -	 14/

1+2p Sen2 	 --_,	 1+2p Sen2 2
p AX I

	2 	
;I;
OC

pi<

1,

p AX 1

[ -0

el cual cumple con I t I 5 1 para culesquier valor de p.	 Es decir,
el método de direcciones all,„ernantes es incondicionalmente
estable.



CAPITULO- III

EJE LO

EJEMPLO SI NTETI CO.

Consideremos la región de flujo de la figura, suponiendo

ve se trata de un medio homogéneo, isotrópico y en estado

ransiente , donde la transmisibilidad T = 1 y el coeficiente de

almacenamiento S = 1, además no hay fuentes ni sumideros. Entonces

la ecuación que rige el flujo esta dada por

O
2 h 2heh-	 ; 0 S X, Y �1;	 � O8t

OX
2
	0Y2

sujeta a las condiciones iniciales y a la frontera

O

hCX,1,t) = 1

dh
CX,O,t) = O

hCX,Y,0] =

hC1,Y,t) =

Oh
CO,Y,t) =

3.1

3. 2

rl

e

ti

o
Oh
WT = x

T
h=1

Y



lasPara esta ecuación diferencial,	 junto con

j=7 j=e j=9 j=10 j=iij=5 j=6

a) . - Solución por el esquema de Diferencias Finitas EXPLICITO,

l ejemplo sintético.

ondiciones iniciales y a la frontera, consideremos primeramente

el esquema EXPLICITO hacia adelante con una malla determinada por

= ¿y = 0.1. CFigura 3.1).

i=0
X

1.=2

i=9

i.=4

=5
h = 1

i.=6

i=7 •

i=0

i=t0

L=11

h = 1

FIGURA 3.1.- Numeración de la malla para el método explícito.

aproximación que C2.16) que obtuvimos	 que'

k k k
+ h	 ++	

i.+14
h	 — 4h.

t

Usaremos la

	

kti	 1:
pfrikh = h

	

,j	 i,j



Como el esquema explícito hacia adelante, como se vió

	

teriormente, es condiconalmente estable,	 pondremos atención en

te particular.

En este esquema la estabilidad está determinada por la

condición de que p	 1/4, por lo tanto,	 ésta se cumple para At =

0. 0025 como valor máximo.

Debido	 a	 las	 condiciones a la	 frontera,	 en la parte

tuperior y el lado izquierdo del acuífero,	 se introducen nodos
z

ficticios . de tal forma que discretizando esas primeras

derivadas parciales tenemos que

kk
hk	= h Y	 ho,j = h2, j	

=	 t e z,. .	 y
i3O	 i,2

donde O denota al nodo ficticio.

Para la frontera inferior y el 	 lado izquierdo tenemos

carga constante

	

k	 k	Yl	 =	 , tí -=	 1.4 = 1,2, . . II	 y	 k
is,j

y por último, de las condiciones iniciales obtenemos

h	 = O	 i, j = 1 . 2.. . . 10

Para resolver	 este	 problema utilizamos	 el programa

EXPLI.FOR que se enlista en la página 35.

Se muestra una corrida del programa para At = 0.0025 y

para	 At = 0.0027,	 obteniendo un	 sistema estable para el

	

primero y uno inestable para el segundo; 	 en este se distingue

rápidamente esta inestabilidad ya que los valores que se obtienen
oscilan sin cotas.

otra



PROGRAMA POR EL METODO EXPLI CI TO

PARA EL EJEMPLO SINTÉTICO

a34587

$PEBUG
DI MENSI ON HC 11,11 ) , HPC 11.11 D

openC 3	 e= ' archi vo. dat , status= ' new•

DX =0. 1

DY =O. 1

WRI TEC * , 1 D

1 FORMATC 5X , • VALOR DEL INCREMENTO DEL TIEMPO')

READC 3.0 DT

DO 10 I =1 , 11

DO 10 J=1,11

HC I , JD =1 . O

I FC I . EQ. 11 ) HC I , =O. O

IFCJ.EQ.11DHCI , J)=0. O

HF'CI JD =FIC I ...I)

10 CONTINUÉ

WRITEC2,11D

11 FORMATC 5X , ' DI STRI BUCION INICIAL')

WRI TEC 2.12) C C HC I J) , J=1,11) , I =1,11 )

RO=DT/CDX*DXD

KMAX =4

K=1

20 K=IC +1

HC11 41) =0. O

HC 1 1 ) =HPC 1 .1) +2. *KW HPC 1 , 2) +HPC a , 1 —2. *HPC 1 , 1 D
DO 30 L=2,10

LL =L-1

He L .1 D=HPC L 1 D +120*C 2. *HPC L , 2) +HPC L+1 .1D +HPCLL , 1 ) —4. *HPC L • 1 D )

HC 1 L) =HPC 1 , L) +RC»K 2.*HPC2,L)+HPC1,L+1)+HPC1,LLD-4.*HPC1,L))

HCL,11D =O. O

HC 11 , LD =O. O

30 CONTINUE

DO 40 I =2 1 0

DO 40 J=2,10



rI —1

33=J-1

HC I JD =HPC I , +ROIK HPC I +1 , J)+HPC I I , J) +HPC I • JJ) +HPC I , 3+1 )

**-4. *HC , J))

40 CONTI NUE

T=DT*C K —1 D

DO 45 K3=1 , 81

I FC K. EQ. 5*K3) GO TO 46

45 CONTI NUE

GO TO 47

45 WRITEC2,41DT

41 FORMAI: SY. ' DI STRI BUCI ON PARA EL TI EMPO= ' , F8. S)

WRITEC2,12DCCHCI,JD,J=1 ,11D,I=1 .11)

12 FORMATC O' .11 F12. 5)

WRITE C 3. 6c:9CNC 5 , JD . J=1 .11D

60 FORMAI C11 F12. 5)

47 DO 50 I =1 ,11

DO SO J=1 , 11

HPC I , JD =HC I , JD

50 CONTI NUE

I FC K—KMAX . LE. OD GO TO 20

STOP

END



DISTRIDUCION PARA LA CARGA POR EL METODO EXPLICITO

..
018716142114 11:12 i Al

PARA tt=0.0025

.00600 .%60. .00010 .0009 .00000 .0080 .00000 .0%00 .00000 1.0000.,

.00000 .0000( .0000 .010:x- .00000 .000% .0000 .00000 .00000 1.11002

W50 .0006", .0052.52. . 0 »1 y 3015% .05000 .0000.4 .00000 00050 130001(

199"2 , 0."44(,.) .0%0' .00%5 .0000' i. c4x.

.0010 .0000( .00002 . 00000 .00005 .00%0 .000% 1.000%

.00000 .000-0 .09000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 .00000 1.00000

30000 .00000 .000(0 .000% .000% .00000 .01900 .00000 .00000 .000% 1.00000

.000% 01595 .11.1:' 2 . 00•50. . 00000 .00000 .00000 .01000 .000% 1.00009

.00000 .000% .00009 , 0000" .00905 .00002 .00000 .00900 .00000 1.000094

.00000 .0000t .0000: .00019 .00010 .00000 .00000 .00000 1.00010

1.00000 1.00000 1.0009 1.03000 1.00000 1.00090 3.00000 1.00000 1.0000 1.00000 1.0%09
0/ SIRIBUC/ 011 PARA a 71119u=	 ,59750

. ;722 ' .44518 .95066 .96205 .97417 .98E92

.91743 .911845 .57147 .9254: .95780 394162 .9514E .562526 .97446 .98708 1.00000

.92050 .92147 .92439 .92916 .93568 .9437E .95327 .96390 .97543 .98756 1.00000'

.92551 .926C .92916 .93363 .93974 .94733 .95622 .96616 .976913 .98835 1.00000

.93237 .93320 .935561. ,939'4 .94529 .95217 .96025 .96929 .97910 .98942 1.00000

.94165 .94167 .94375 .9473 .95217 .95E20 .96525 .97316 .96173 .99075 1.0055%

.95086 9314e .95327 55622 .91125 .96325 .97112 .97769 .98462 .99231 .00012

.96205 .96252 .96395 .966/6 .96929 .97316 .97769 .98277 .98827 .994% / . 600%

.97417 .97448 .97543 .97695 .97930 .98173 .95452 .98827 .99202 .99596 1.04000

966 92 957.06- .95.75c .95535 .95512 99075 .99231 .9;406 .99596 .99795 1.00000

1.00000 I. (.115(..)( !,0(00 1. 1. c. r/X,C• I . 11•0•04)C. 1.0400 3.000% 1.0%12 1.. 000%
DI STR/BUCION PARA Ei T /RIP@	 ,99750

.98845 .98662 .96904 .98974 .9906E .99185 .99323 .99477 .99644 .99820 1.00000

.98562 .98876 .98918 .9E986 .990112 .99196 99331 .99483 .99645 .99822 1.00000
. 98551 99058 , 9;114 .99.725 .709356 .99507 .99661 .99E29 1.002459
.93974 .98956 99054 .19:71 .99397 .99534 99687 5.99835 1.000%
.99066 .99080 99134 .99170 .99246 .119341 .99452 .99577 .99712 .99854 1.00003
.99/85 .99196 .99225 .9;274 .9934/ .99424 .99521 .99630 .99745 .995721 1.00000
.99:211 .9933; . 70'56 .99452 .99521 99607 .99693 .99791 99894 1.00109
99477 99127 ez,:7.1 .9577 .913.;! .99693 -.9;763 .99;38 .99916 1.0000

.99644 .95645 .99e.6.1 .55657 .5;71: .99748	 .... .99791 .99636 .99690 .99944 1..01590
99820 .99822 99821 .99375 .99854 .99673 .99894 .99918 .99944 99972 1.0000•



3.06687

2.16084

3.04508

-1.99612

2.9:664

-1.56399

2.55182

-.76600

2.86374

.36592

-2.16064

3.05815

-2.08686

2.99740

-1.80587

2.76617

-1.200Z

2.25044

-.22594

1.45573

-,PARA Sts0. 0027

IMPRIMEN PM El rana .05130

	

.00647	 .00647	 .01585	 .03217	 .06604	 .12503	 .270022	 1.00(200

	

.00647	 .01049	 .0178:	 .01419	 .06787	 .12705	 .22I3E	 1.00000

	

.01525	 .01727	 .0:SI'?	 .04294	 .07523	 .13:31	 ,27113	 1.00000

	.03267	 .03461	 .0419:	 .05E6C:	 .14931.	 .24W	 1.8(000

	

.06604	 .06787	 .07513	 .09072	 .12326	 .17763	 .26922	 1.00000

	

.12503	 .12705	 .13336	 .14930	 .17763	 .23258	 .31304	 1.00)00

	

..121»11	 .72138	 .27793	 .24050	 .26922	 .11304	 .39242	 1.00000

	

.35763	 .35934	 .36375	 ,37632	 .39621	 .43864	 .49550	 1.0000•

54016	 .54084	 .51574	 .55210	 .57043	 .59460	 .64342	 1.00000

75932	 .76004	 .76161	 .76657	 .77375	 .79024	 .81091	 1.00000

	

1.00000	 1.00000	 1.00900	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 t,000%
DISTRIBUC1ON PARA El. TIEMPO= .21330

.35763

.M934

.36375

.37632

.3962!

.43864

.49550

.59054

.70231

.84731

	

.54016	 .75932

	

.54064	 .76004

	

.54504	 .76161

	

.55210	 .76657

	

.57003	 .77375

	

.59480	 .79024

	

.64342	 .81091

	

.70231	 .84731

	

.79123	 .88839

	

.8E39	 .94314

	

3.04508	 9961.1	 2.51664	 1.56297	 2.5518:	 -.76600	 1.88374	 .36592	 1.01000

	

-2.08665	 2.99740	 -1.80563	 2.76617	 -1.20055	 2.25044	 - . 22594	 1.45573	 1.00000

	

3.02247	 -1.92592	 2.89320	 -1.50369	 2.53099	 -.72437	 1.67 117 	 .39009	 1.00000

	

-1.92592	 2.9351'	 -1.65926	 2.70722	 -1.013534	 2.20644	 -.16166	 1.43925	 1.00000

	

2.89720	 -1.65926	 2.76735	 -1.77515	 2.42526	 -.56675	 1.80949	 .43752	 1.00000

	

-1.5036 9	2.70722	 -1.77515	 2.50243	 -.78393	 2.05828	 .00643	 1.38479	 1.00000

	

2,53099	 2.42526	 -.78353	 2.14613	 -.22821	 1.64970	 .55910	 1.00000

	

-.72437	 2.20644	 -.56675	 2.05528	 -.22821	 2.74435	 .31397	 1.27073	 1.00000

	

1.87117	 -.16166	 1.60949	 .00643	 1.64970	 .31597	 1.34761	 .7544/	 1.0000.9

	

.5706E	 1.4397E	 .43757	 2.3647E	 .35910	 1.27033	 .75446	 1.09811	 1.00000

1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 E.00000
1.00000	 1.00000	 1.0(00)	 1.0009e.. 	 1 . 00000

DISTRIDUCION PARA El TIEWO. .37530

11262.20000-11127.19000 10730.35000-10072.30000 9170,93900

.-11127.19090 10996.71.00-10601.620C( 	 9954.434: , , -9060.6 7100

zOnt	-10:.1"1 .	 1n-1 bl • .• - 9 -.575Y 2777.82?^C

.10077.30000 9954.434% -9596.535.:, 	 9020.67200 -8701.58000

9170.93900 -9060.62101,	 8737.62600 -8201.58009 7417.94900

-9037.40800 7943. 750% -7657. 729	 7190.76000 -6544,5240

6791.97: 4, -6622,61 4	6325. 4512: -599 1 '1742s." 545'. 452..-,

-5168.348% 5126,59:i.g. -4943.226X.	 464 '1.4610' -4221.5470:,

3540.33500 -3496.52400 	 3373.15300 -3164.92900 2882.97900

-1793.16900 1 773.81700 -1709.41800	 1665.77700 -2459.93699

-8037.40900 6701.97400 -5188.34800 3540.33800 71793.16900

7943.75000 -6620.81400 5128.19100 -3496.52400 1771.81700

-71x.72!00 6395.458% -4947.221)0 337335300 -1708.41800

7190.760% -5993.0340; 4642.46100 -316..5290, 1605.73709

-6544.52400 5457.45200 -4224.54700 2882.97900 -1459.93600

5738.287W -4782.10000 3704.76400 -2525.32000 1281.53200

- 4782./0000 3558.25009 -3094. 716W 2106.96400 -1061.555W

7704.7641. -3086.76600 2792.984% -1627.57400 827.65000

-Z21, 32000 2206.96400 -1629.87400 1113.31000 -562.85110e
1281.52209. -1166.55500 827.65000 L-562.85210 286.9020•

la

1.00000

1.00000

1.0%00

1.0001.V.

1.00)00

1.000;.;

1.0000.7

1.0000. 

nis

1.00000	 2.00000	 1.00000	 2.00004	 1.09000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000	 1.00000



Solución por el Esquema de Diferencias Finitas INPLICITO.

ra el modelo sintético.

Encontraremos la solución numérica para la ecuación

9.0 del ejemplo sintético, tomando las mismas condiciones

iciales y a la frontera.

Para este tipo de esquemas, implic tos, se tienen tres

ti S:

i) Implícito hacia atrás

ti.? Implícito de Crank-Nicolson

in.) Implícito de Dirección Alternante

Primeramente para el inciso O el esquema se ilustra en

ecuación C2.19), para el tia la ecuación C2.203 y por último

para iiO lla ecuación C2.21) y C2.22).

IMPLICITO HACIA ATRÁS Y DE CRANK-NICOLSCW.

El esquema implícito hacia atrás y el de Crank-Nicolson

pueden obtenerse del esquema de diferencias	 finitas:

k+i
- 2h

kti + h k+1.
h

k+1
- 2h

k+1 + h k+11

i,j	 1+1,j	 i,j+á	 1,j-1

cex-) 2 	 CM) 2

la

+C1-60

h	

- 2h
k 	+ h k 	 hk - 2h k + h k

i- , j	 I- j	 1 n 	 j	 1 j+á	 L'i	 i.j-1 1
CAn CAXD

2

h
kti 

- h
k

L gi	 1.j 3.3
CAt3

Para diferentes valores de é e [ 4. 1 ]. En particular con e =

Se trata del esquema de tiempo centrado o de Crank-Nicolson y para

= 1 es el esquema hacia atrás. gg.



Desarrollando	 y	 reacomodando	 la ecuación	 C3.3)

iblmos la forma general de esta ecuación como:

hk	
k+1	 k+1	 kti	 *-ép h	 -Op h	 + (1 +40p) h

.4, j	 , j-11.	 J

= (1-e)p 11	 + ( 1-0)p h
k	 + (1-0)p hk

(1-9)p h
k	 + (1-4C1-9)p h.

tj

y considerando la numeración de la malla que se presenta en

la figura 3.2. obtenemos:

-ep h -ép hkn. -ép hk + ( 1 +40p )hk =-ep h
k+t	 tilett	 tt

itt	 itto	 ino

	

+ hk	
h

k	 k
+ h( 1 -O )p(hki..1 	+ (1-4.C.1-60p) hkino	 ino

Pero para los nodos de la forma i = 10j + 1, 1 S. j :� 8,

	

no tenemos ningun nodo del lacio izquierdo. 	 Para esto utilizaremos

	

la condición a la frontera dhaX = O y se obtiene que h	 = h

y la ecuación queda

-ép h
k+

	

+ (1+40p) hk+t- 2ép hk+ t - ép	 k+ t
to•

2(1-e )p hk	 + (1-0)p[ hk	 hk	 ] + (1-44C1-60p) hkNi ino -	 t+to

	Para los nodos de la forma i = 90 + j con 2 	 � 9

	

tenemos en forma análoga 	 a	 la	 anterior,	 que h	 =	 h	 y

	

t41.0	 v-to
entonces

-29p h
k+1 k+1	 k• 1	 lett

+ (1+499) h	 - Op h.
i	

- ép h
-so	 i	 t.11.

	

2(1-9 )p hki.-to 
+ (1 -O )p[ h

k 
+ h

k	
] + ( 1-40. -49)p	 hk

1+1



rl 
hk +

p-!
- Gp hk. + ( 1+49p) hk+

	 p hk+
	 =

to

( 1 -e )P[ /53c_t +y, k + hk-	 + ( 1-4C1-6)p) h k + p
+ I

el nodo i = 81 tenemos le ecuación siguiente

-29p 
Fi:» (1+49p) hfr•t_ 29p hk•i =
 01	 02

2(	 )p[ h: t
 + h02

	 -1- C1 -4(1-0)p) ht;k9

X

h = 1

El. 546n;
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FIGURA 3.2.- Numeración de la malla-para el esquema implícito

hacia atrás y de Crank-Nicolson

para los nodos i = 2,3,...9 tenemos que- h	 = 1 y la ecuación
queda

Bh _

SY °



para los nodos i = 10J con 2 S j r 9,	 tenemos que la carga del

nodo del lado derecho es 1 y modificando la ecuación tenemos

-ep 
h - er: hk,	 k+ +

	l+ (1+4ép) h - Op h
v-/S0t-io	 t-i

(1 -é )p[ h k

	

+ h k 	 .1_
	 hk
	 14"'] + (1 -4(1 -e)p ) hk 

+ p
i-s o	 i.-1	 i.. tO	 t	 tteil

AMIi.,
Ir'

y, por último para i = 10

-ép hk+1 + (1+4ép) hk41 - ép h t
o	 10	 20

(1-e)p[hk + h
k 

] + ( 1-4C1-e0p) hk	 + 2p
20	 •

para i = 1, tenemos

	

(14.4ep‘ bk+t_ 2elp hk+1_ e
P 	-hic41_

	

I	 gl	 2 

(1-0)p[2hk + hk ] + (1-4C1-0Dp) hk 
+ p

2

para i = 100

-20p h k - Op hk+1 + (1+40p) hk+s

	

90	 00	 100

(1-é )p[ 2 h: + hk ]	 (1 -4C1 -0Dp) h k	 + p100

Con esto tenemos que para cada paso del tiempo

necesitamos resolver un sistema de ecuacionea lineales de 100 X

100.

Este método se resuelve con un programa llamado

I MPLI.FOR con dos valores diStintos 	 de e, e = 1/2

C Crank-NicolsonD, y e = 1 Clmplicito hacia atrás).

En el programa se utilizan unas subrutinas para resolver

sistema de ecuaciones lineales, por medio de sobrerelajacióh

sucesiva.

el



Las subrutinas que se usaron se implementaron tomando en

que el método de sobrerelaJación es bueno par resolver

stemas de ecuaciones lineales del tipo que tenemos (grande y

hos ceros). Aqui se presenta un listado del programa aplicado

ejemplo sintético, asi como las corridas para los dos valores



PROGRAMA POR EL METODO IMPLICITO

HACIA ATRÁS Y DE CRANK-NICOLSON

PARA EL EJEMPLO SINTETICO

067

RUG
DIMENSION AC11,100),H0C100),B0(10),ASORC2,10)

COMMON/BASTA/HLOC10,10),UC10D,NITC10),ALC10,2,10),NREPC10),

*OMEGA,RO,IT

cOMMON,GATO/DMC50,10),DNC50,10).WC10D,KNIT.ITR

COMMON/FLOJO,ALT,HL1C1O,10),CORC107,WAC2,107,BC100)

WRITEC*,1)

1 FORMATC5X,'EL VALOR DE TETA ES ='D

READC*,*DTETA

WRITEC*,8)

8 FORMATC5X,'EL VALOR DE DX ES =')

READC*,*)DX

WRITEC*,3)

3 FORMATC5X,'EL VALOR DE DT ES ='D

READC*,*DDT

WRITEC*.4)

4 FORMATC5X,'EL VALOR DE DTG ES ='D

READC*,*DDTG

WRIIEC*,5)

5 FORMATC5X,'EL VALOR DEL TIEMPO MÁXIMO ES =')

READC*,*DTEAX

WRITEC*,6)

6 FORMATC5X,'EL VALOR DE OMEGA ES =')

REALK*,*DOMEGA

WRITEC2,7)TETA,DT

7 FORMATC 1 1',10X, P EL VALOR DE TETA ES=',F6.2,6X.'EL PASO DEL

*TIEMPO ES=',F7.4)

RO=DT/CDX*DXD

ALT=RO*TETA

DO 10 1=1,100
-

HOCID=0.

b

r-



acnco.
Do lo 3=1,11
Ac3,1)=0.

10 CONTINUE

DO 2 I=1,10

DO 2 3=1,10

2 HLOCI,J)=0.

IT=0

T=0.

CALL MATRIZACA,TETA,R0)

NTT=0

DO 34 1=1,10

DO 36 3=1,9

I1=CI -1)*10+j

ASORC1,J)=AC1,I1D

36 ASORC2,J)=AC2,I1)

ASORC1,10D=AC1,10*I)

ASORC2,10)=0.

NUMNP=0

CALL DECOMCASOR.NUMNP)

DO 37 N=1,10

ALCI,1,ND=ASORC1,N)

37 ALCI,2,N)=ASORC2,ND

34 CONTINÚE

DO 65 1=1,10-

65 WCID=OMEGA

DO 70 3=1,10

WAC1,J)=.9.5+20.*R0

70 WAC2,JD= -9.5*RO

WAC2,10)=0.

WAC1,10D=WAC1,10D/2.

CALL DECOMCWA,NUMEPD

NT=0

TG=DTG

IK=1

12 NT=NT+1

T=DT*FLOATCNID



CALL VECTBC B HO, TETA Ro)

CALL LSOR
DO 46 I =1 , 1 0

DO 46 3=1,10

bi:=C I -1 D*1 0+5

HLOC I , JD =HL1 C I ,3)

HOC =HL1 C I , 3)

46 BC MD =--HL1C , .1)

DO 17 INT=1 .10

17 NTT=NTT+NI TCI NT)

I FC ABSC DT -DTG) . LT. 0. 0001)GO TO 22

I FC ABSC T+DTGD LT. 1 . E-4)GO TO 2000

WRITEC2,603T,NTT,CNITCID I=1 .10) ,CWC ,I=1 40)

60 FORMATC • O '	 22X ' TI EMPO= ' , F1 O. 4 , 1 OX , NUMERO TOTAL DE I TERACI O

*HF, • ,I0,/,1X, 'ITER' ,10I7,	 'OiviEGA' ,4X,10CF7. 4,),/,1X,70C

GO TO 22

2000 WRI TEC 2, 500) T, NIT, C NI TC I ) I =1 , 1 OD C WC I I =1 , 1 OD

500 FORMATC • 1 • , 22X , TI EMF'0= , F10. 4 .1 OX NUMERO TOTAL DE I TERACI O

*NES' ,I10,/,1X,'ITER' ,10I7,/,1X, 'OMEGA' ,4X,10CF7. 4),.",1X.7QC ". '

*) D

22 I FC ABSC TG-T) . GT. ABSC TG-T-DTD )00 TO 40

I K=I K+1

WRITEC2,500)T,WIT,CNITCI),I=1,10),CWCID ,I=1.10)

WRI TEC 2 , 505) T

505 FORMATC ..5X „ DI Si BUCI ON PARA EL TI EMPO= Fe. 5)

WRI TEC 2, 502)C BC I ) , I =1 , 1 00)

502 FORMATC O' , 12X , 1 OF1 2. 5D

TG=TG+DTG

40 I FC T. LT. TMAXD GO TO 12

STOP

END

SUBROUTI NE LSOR

COMMON/BASFA/HLOC 1 O , 103 „ UC 1 O) , NI TC 1 O) , ALC 1 O , 2 , 1 OD NREPC 1 OD .

*OMEGA. RO, I T

COMMON/GATO/DMC 50 , 1 OD DNC 50, 1 OD WC 1 OD KNI T I TR



coMMON/FLOJO/ALT, HL1 C 1 O, 1 0) , CORC 1 , WAC 2, 1 OD BC 1 00)

DI MENSI ON ARC 2 .1 O)

CT=1 . E-4

I FC=0

IDO 108 MN=1 , 1 O

NREPC MND =1

NI TC MND =0

DO 108 NI T1 =1 . 50

DWC NI T1 MN3 = -1 .

DMC NI T1 . MND = -1

45 DO 100 I =1 , 1 0

KNI T=NI TC I )

I FC NREPC I D . NE. 1 D GO TO 100

DO 20 N=1 ,1 0

I1=CI-1)9*10+N

Q3=0 .

Qa =O .

I FC I . NE. 1 O) Q3=ALT*HLOC I +1 ,N)

I FC I NE. 1 ) C22=ALT*HL1 C I -1. , N)

IFCN. NE.1)G0 TO 200

Q3 =Q3/2 .

Q2 =Q22..
200 Q1=BCI1)

ARC 1 , N) =ALC I .1 . N)

ARC 2 , ND =ALC I , 2

20 UC ND =WC I) b&C Q1 +02+Q2D

NUMNP =1 O

CALL SI METRI C AR , U, NUMNP)

DO 31 J1 =1 , 1 O

31 HL1C I , J1D =U( J1D +C1-WC ID )*HLOCI .31)

DO 30 J1 =1 , 1 0

E=HL1C I J1) -HLOC I , 31)

D=ABSC ED

I FC DMC KNI T, I D . GT. DD GO TO 22

DMC KNI T , I D=D

22 I FC ABSC DNC KNI T ' ID) . GT. E) GO...TO 30

DNCKNIT,ID=E



kif 
BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES:asma( )1" MIS HIJOS
RARA M74NAAi1r7.A

30 CONTI NUÉ

FC DMC KNI T, I . GT. CD S° TO 25

NREPC I )

GO TO 100

85 NREPC I D =1

NI TC I D =101I T+1

oo CONTI NUE

DO 44 NU=1 ,10

DO 44 NV=1 ,10

44 HLOC NU NV) =HL1 C NU, NV)

DO 35 I U=1 , 1 O

I FC NREPC I UD . EQ. 1) GO TO 45

35 CONTI NUE

I FC=I FC+1

I FC I FC. LT. 27 GO TO 45

TETUR1.1

END

SUBROUTI NE VECTBC B , HO , TETA, RO)

DI MENSI ON Be 100) pl-RX 100)

ROT=C 1 -TETAD *RO

DO 210 I =1 ,100

B1 =R0

B5=C1 . -4. *ROTD *HOC I )

I FC I . GT. 10) B1 =ROT«-HOC I -10D

B2=R0

I Fe MODC I .10) . NE_ OD B2=ROT*HOC I +1 )

I FC MODC I ,1 O) EQ. 1)00 TO 120

B3=ROT*HOC I -1)

GO TO 150

120 B5=B5/2.

B1 =B1 .

63=0 .

150 I FC I . GT. 90) GO TO 180

B4 =ROT*HCX I +1 0)

GO TO 190

IAi



134=0.

133=113./2.

132=432/2.

00 I FC MODC I .10D EQ. 1 ) B4=B4 .

no BCI)=131 +Ba+B-34.B4435

RETURN

ENE.)

SUBP.OUTI NE SI METRI C A , UF , NUMNP)

DI MENSI ON AC 2 ,1 , UFC 1 OD

UFC1)=UFC1)/AC2,1)

DO 101 N=2, 1 0

101 UFC ND UFC N) -AC 2 , N-1 )*AC 1 , N-1 ) *UFC N-1 ) /AC 2. N)

N=10

202 N=N -1

FC N LT. 1 ) RETURN

UFC N) =UFC N) -AC1 ND*UFC N-4-1)

GO TO 202

END

0234567

SUBROUTI NE DECOMC A, NUMNF)

DI MENSI ON AC 2,1 O)

AC1 ,1)=AC2,13/AC1 ,1)

DO 111 2=2,9

WN=AC1 JD -AC2 , J-1 D*AC1 , J-1 )

111 AC1 ..1)=AC 2,J)/WN

AC 2,10) =AC1 , 1 O) -AC 2, 9) *AC 1 .

DO 222 M=1 , 9

222 AC a MD =AC 2 ,14) /AC1 ,MD

AC1 .10)=0.

RETURN

END

C234567

SUBROUTI NE MATRI ZAC A, TETA, R4)-3

DI MENSI ON AC11 ,1 00)



RAT=ROwiETA

ro 300 I =1 .100

px 1 , ID =1 . +4. «RAT

IFCI. GT . GODAC1 ,ID=Ac1

/Ft:HM(1,10D. EQ.1. DAC1 ,ID=AC1

Ac 2, ID =-RAT

IFCI  . GT. GOD AC 2, I) =-RAT/2.

IFCMODC I .10). EQ. OD AC 2 , I D=0.

AC11 ,ID—RAT

IFCI . GT. GODAC11,I)=0.

I FCMODC I ,10). EQ. 1 D AC11 , I D =-RAT/2.

300 CONTINÚE

RETURN

END

vr
,

A

fi
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IMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE.
a

Ahora utilizaremos	 el esquema	 Implícito de

Dirección Alternante, 	 en el cual tenemos una ecuación para los

renglones CEcuación C2.21)) y otra para las columnas (Ecuación

(a,22)),	 y sustituyendo	 el valor de T (Transmisibilidad). S

(Coefi ciente de almacenamiento)	 y además que ¿Y = ¿Y, entonces

obtenemos:

+	 p[ k+ih - 2h
k•	 k+1

p (1-1	 .	 - 2h	 h
j	 j	 ,

= h
k+ - h	 por renglones

fhk.1
p1 - 2 	

k+i
+

, j	 t. j-1
- 2h

k hk 

1.
= hk+ - h

, j	 t, j por columnas

estas dos ecuaciones se usan alternadamente en cada paso del

tiempo, resolviendo primero para renglones y después para columas

Co viceversa).

Para resolver cada una de las ecuaciones tenemos que

encontrar la solución de un sistema de ecuaciones lineales de 10 X

10, en este modelo sintético.

Con ayuda del programa ADI. FOR se resolvió el problema,

además de utilizar algunas subroutinas para resolver sistemas de

ecuaciones lineales Cya implementadas).. El listado y la corrida de

este método se presentan en las siguientes páginas.

Para el caso de los esquemas implícitos, no se analizó

el problema de estabilidad, ya que como se vid) anteriormente, son

siempre estables.



PROGRAMA POR EL METODO DE DIRECCIONES ALTERNANTES

PARA EL EJEMPLO SI N'TETI CO

6234567

$DEBUG
COMMON LAST , L M JPLUS1 , HC 11 , 11 , 50) AC 50) , BC 50) , CC 50)

COMMON DC 50)

I NTEGER EVEN

LMAX =11

MMAX =11

JMAX =41

DX =O . 1

DY =DX

WR rrEc * , 1 )

1 FOR_MATC ' VALOR DEL INCREMENTO DEL TIEMPO')

RE ADC *, *) DT

R1 =C DT/2. ) DX*DX)

R2 =R1

DO 100 L=1 , LMAX

DO 99 M=1 , MMAX

HCL,M,1)=0.0

BC=1 O

I FC L. EQ. LMAX) HC L , M, 1) =BC

IFCM. EQ. MMAX)HC L, M,1)=BC

139 CONTINUÉ

100 CONTINUÉ

WRITEC2,10)

10 FORMATC ' 1 ' , 5X DI STRI BUCI ON INICIAL')

WRI TEC 2 , 20) C HC L , M, 1 ) M=1 MMAX) , L=1 , LMAX)

DO 98 JPLUS1 =2 , JMAX

J=JPLUS1 -1

EVEN=J

EVEN=EVEN*2

I FCJ.EQ. EVEN) GO TO 95

PAS0=1 O

DO 97 M=1 , MMAX
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Hc LMAX M, JPLUS1)=BC

LAST=LMAX —2.

DO 96 L=1 , LAST

I FC M. EQ. MMAX)HC L, M, JPLUS1 =BC.

I ft )4. EQ. MMAX )G0 TO 96

IFCM.  EQ.. 1 )14MEN=M+1

I FC M. GT. 1 MMEN =M-1

MPLUS1 =M+1

AC L) —R1

BC LO =2. *R1 +1 .

IFCL. EQ. 1 ) CC LD =-2. *R1

IFCL. GT. 1)CCL)=—R1

DC L)=CHC L, MMEN, J) —2. *HC L M, J) +HCL, MPLUS1 , J))*R2+HC	
J)

I FC L . EQ. LAsn L) =DC LD +R1*HC LMAX M , JPLUS1 )

96 CONTINUÉ

IFCM.  LT . MMAXD CALL TDAC PASO)

97 CONTINUÉ

GO TO 98

95 PAS0=2.

DO 94 L=/ LMAY.

HC L MMAX JPLUS1 )=BC

LAST=MMAX —1

DO 93 M=1 LAST

I FCL. EQ. LMAX)HC L M JPLUS1 )=BC

I FC L . EQ. LMAXD GO TO 93

I FC L. EQ. 1 DLMEN=L+1

I FC L. GT. 1 ) LMEN =L —1

LPLUS1 =L+1

AC MD = —R2

BC MD =2. *R2+1

IFCM.  EQ. 1) CC M) = —2. *R2

IFCM. GT. 1)CC 14D =—R2

DC	 HC LMEN M J) —2. *HC L M JD +HC LPLUS1 M , J) ) *R1 +HC L M

IFCM. EQ. LA513DC M7 =r)c MD +R2*HCL, MMAX JPLUS1)

03 CONTINUÉ

I FC L. LT. LMAX) CALL TDAC PASO) Es.

94 CONTI NUE



I FCJ.NE. 2. AND. J. NE. t. AND. J NE. B. AND. J. NE. 1 ts . AND. J. NE. 305

«GO TO PS

TI EMPO=DT*C J PLUS1-1),2

WF:I TEC 2,15D TI EMPO

15 FORMATC '1 • - , 5X , CARGA PARA EL TI EMPO= ' FO. 5 , 	 7

WRI TEC 2,20) C He L , M , JPLUS1 D , M=1 , MMAX , L=1 LMAX5

FORMATC • O' ,11F12.57

98 CONTINUÉ

STOP

ENE)

0834567
SUBROUTI NE TDAC PASO)

COMMON LAST, L , M, JPLUS1 , HC 11,11,50) . AC 50D , BC 50) „ CC 50D

COMMON DC 507

DI MEN.SI ON BETAC 1007 GAMMAC 100)

BETAC 1 ) =BC 1 )

GAMMAC =1DC 1),,BC 17

DO 30 I =2 „ LAST

I MEN =I -1

BETAC ID =BC ID -AC I D*C-C I MEN) ,.-"BETAC I MEND

GAMMAC I) =C DC I) -AC I D*GAMMAC I MEN) BETAC I D

30 CONTI NUE

I FC PASO. LE. 1.5)HC LAST, , J PLUS17 =GAMMA( LAST)

I FC PASO. GT. 1.5) HC L , LAST J PLUS]. =GAMMAC LAST?

DO 40 K=2 , LAST

I =LAST-K

I PLUS.,-1 =I +1

I FC PASO. LE. 1 . .5) GO TO 1

I FC PASO. GT. 1.5)60 TO

1 HC I M , JPLU.S1D =GAMMAC I D -CC I D*HC I PLUS' , M , J PLUS' )./BETAC ID

GO TO 40

2 HC L I , JPLUS1 7 =GA/41AC I ) -CC I D «HC L I PLUS1 JPLUS1)/BETAC I )

40 CONTI NUE

RETURN

END

r
<
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CAPITULO	 IV

EL PAQUETE MOIJFLOW

El paquete MODFLOW presenta un programa para reolver un

~10 de flujo de agua subterránea por medio de diferencias

finitas . El programa está escrito en FORTRAN '66 y puede correr,

con pequeñas modificaciones, en computadoras que tengan compilador

FORTRAN '77. El modelo simula flujo en tres o dos dimensiones. La

estructura modular con la que cuenta este programa consiste de un

programa principal y	 una serie de subrutinas independientes

llamados modulos, los que a su vez se agrupan en paquetes. Cada

paquete4rata con una parte	 especifica del sistema hidrológico

que se quiere modelar.	 Para designar cual es la parte que se

utilizará se hace por medio del arreglo IUNIT que es una tabla de

24 elementos para las unidades de entrada. Sólamente 10 elementos

C1-5, 7-9, 11 y 12) estan implementadas. El elemento 6 se reserva

para el paquete Transiente Filtrante. El 10 es para respuestas

adicionales. Los elementos del 13 al 24 se reservan para opciones

futuras. A continuación se enlistan las opciones con las que se

cuenta hasta la fecha:

	

Unidades de	 Entrada	 Opción

	

1	 Paquete de Flujo por Bloque Centrado

	

2	 Paquete de Pozos

	

3	 Paquete de Drenaje

	

4	 Paquete de Rios

	

5	 Paquete de Evapotranspiración

	

6	 Reservado para paquete Transiente

Filtrante

	

7	 Paquete de Fronteras de Carga General

	

-8	 Paquete de Recarga

	

9	 Paquete SIR

	

10	 Reservado para soluciones adicionales



11	 Paquete SSCIR

12	 Opción de Control de Salida

Gracias a que el	 programa	 se divide en	 modulos, se

reit te	 al	 usuario	 examinar	 caracteristicas	 hidrológicas

opendientes.	 Además	 se	 pueden	 desarrollar	 capacidades

bcionales y así gregar nuevos	 modulos o paquetes. Para mayor

fl exibilidad la entrada se designa por medio de un archivo y la

elida puede o no designarse.

Uno de los paquetes que no	 esta en la	 lista, es el

paquete Básico CBASD, que se utiliza para cualquier simulación, ya

que por medio de un archivo se leen los datos de entrada.Estos

incluyen: el	 número de renglones CNROW) y columnas CNCOLY que

forman la malla del modelo, el número de capas CNLAY), el número

de pergdos	 de tiempo	 CNSTPD. etc.	 Además puede	 indicarse la

unidad de tiempo CITMUNT) en la cual se va ha	 trabajar, ó

implemente no se define ninguna unidad. Si se definen unidades,

estas deben ser consistentes para todos los valores

que involucran	 tiempo.

unidad	 de	 tiempo,

transmisibilidad, etc.,

unidades de tiempo.

ser consistentes.

La entrada al paquete BÁSICO CBASD se lee de la unidad

número 1. El flujo de aguas subterránea junto con el acuífero se

simulan usando una aproximación en diferencias finitas por bloque

centrado. Las capas del acuífero se pueden simular como

confinadas, no confinadas o una combinación de las dos.

La estructura de entrada del programa se basa en un

elemento del lenguaje FORTRAN, llamado número de unidad, que

identifica simbólicamente la localización del archivo que será

leído o impreso. En general el usuario debe proveer una conección

entre el número de unidad y el nombre del archivo.

Uno de los primeros pasos en la organización de los

datos de entrada es especificar cuales serán las opciones a

deben

Además, las

Por ejemplo, si se

la longitud del

expresarse

unidades de longitud también deben

escoge

paso

usando ellos

de los datos

allos como la

del tiempo,

para SUS

utilizar.



Las opciones a utilizar se especifican en el	 arreglo
oNIT, y se debe asignar un número para la opción correspondiente,

i una opción o paquete no se usará se le asigna el número cero.

si IUNIT en> 'S O, esto significa que la opción correspondiente no

será usada.

SiIUNI T en> > O, la opción correspondiente se usará y los datos

se leeran del número de unidad 	 contenido en

IUNIT	 en>. Los números de unidad deben ser

enteros del 2 al 131.21, el número 1	 no, porque está

reservado para el paquete básico, se recomienda

usar diferentes números para cada opción.

Además de indicarse las opciones que se utilizarán en el

modelo, otras indicaciones con los que debe contar el modulo RAS

son, por ejemplo:

ISFRT que indica si se salva la carga inicial. Esta debe

salvarse si se calculará el abatimiento. Dandole el

valor de cero si no se salvaran y diferente de cero

cuando se desea salvar las cargas iniciales.

IBOUND es el arreglo en el que se indican las 	 condiciones de

la carga en cada celda de la malla, 	 es necesario

proporcionar	 un arreglo para cada capa. Aquí se

cuentan con tres tipos de celdas, IBOUND < O, la celda

tiene carga constante. IBOUND = O,	 la celda es

inactiva y por último si IBOUND > O,	 la celda es

activa.

SHEAD es la distribución de carga al principio	 de la

simulación	 (un	 arreglo	 para	 cada	 capa).

Independientemente de que se salve o no, estos valores

deben ser proporcionados para inicializar la solución.



PAQUETE DE FLUJO POR BLOQUE CENTRADO.

En el paquete de FLUJO POP BLOQUE CENTRADO CBCF), se

iculan las compOnentes de la conductividad de la ecuación en

ferencias finitas la cual determina el flujo entre celdas

yacentes. También calcula los términos que representan la tasa

e movimiento del agua hacia el almacenaje.

Para hacer los cálculos se considera que cada nodo está

ocalizado en el centro de cada celda del malla, de aquí el nombre

de flujo por bloque centrado.

La ecuación de fijo para cada celda en el 	 modelo es

'de la forma

	

+ CCi-t/z,ák	 +

CRinj-tak	 +	 C-CVi,j,k-s-ie	 CCi-Ltz,j,k	 —

CP_Li—s,Lk	 —COA-1/24,k	 CVi,j,k+trz	 HCOFi,j,k)	 hi,j,k

hi.,j+i,k +

CVi,j,k+in hi,j,k+1 = RH.Siej,k

donde los coeficientes CV,	 CR, CC son las conductividades entre

los nodos. Los coeficientes 	 HCOF y RHS	 estan compuestos de

términos de fuentes externas y términos de almacenaje.

La entrada al	 paquete BCF se	 lee de	 la unidad

especificada en IUNIT C1D.

Para cada simulación, algunos de los datos que deben

proporcionarse son:

El tipo de flujo del acuífero CISs) si ISS es cero

indica que esta en estado transiente y diferente de cero en estado

estacionario.

El tipo de capa CLAYCON),se debe proporcionar un valor

Para cada capa.	 Hay un limite de 80 capas, si no se utlizan todas

se deja en blanco las que no se vallan ha utilizar.	 Si hay 40

capas o menos ,se usa sólo un archivo, si son mas de 40 capas se

utilizan dos archivos. 	 Los tipos de capas que se manejan son el

	

-CONFINADO CLAYCON =	 Off,	 que indica	 transmisibilidades Y

coeficiente de almacenaje constante para toda la simulación;



-No CONFINADO CLAYCOW = 1), varia la transmisibilidad de las

y para la	 capa	 uno el coeficiente de almacenaje es
PI
estante ; y

-Una combinación de los dos con LAYCON igual a dos o tres.

Además se debe proporcionar el valor de las condiciones

de anisotropla CTRPY),	 el ancho CDELR) y largo	 CDELCD de cada

Hay otros datos que se deben incluir de acuerdo al tipo

de simulación y al tipo de capa que se tenga, estos datos incluyen

especificaciones	 de	 transmisibilidad	 y	 almacenamiento,

conductividad hidráulica, la elevación del acuífero, etc.

PAQUETE DE POZOS.

zEn un acuífero, se puede tomar a un pozo recargando como

una fuente de agua la	 cual no se afecta 	 por	 la carga en el

acuífero. Un pozo descargando se toma con una tasa negativa. Para

utilizar este paquete Cde Pozos CWELDD,cada pozo que haya en el

acuífero debe estar contenido en una celda y debe agregarse una

tasa de recarga al lado derecho de la ecuación en diferencias

finitas.

En esta opción se debe incluir una lista que contenga la

localización y tasa de 	 recaga para cada	 pozo. La lista debe

contener cuatro valores:	 renglon, columna, y capa de la celda que

contiene a cada pozo y la tasa a la cual	 el	 pozo recarga el

acuífero.

PAQUETE DE DRENAJE.

En la opción de DRENAJE CDRND la tasa a la cual el agua

Pasa por un dren en una zona saturada de un acuífero se aproxima

usando la ecuación

= CD.,j,kChLj,k-di,j,k7 =



cool.,s,k es la tasa de flujo de agua en el dren

ch.l.k es la carga en el dren 11-3

CDt,j,k es la conductividad en el acuífero cerca del dren

( L2t-1 )

El coeficiente CD1.jsk es la conductividad de la

Interface entre el dren y el material poroso. El flujo en el dren

se considera proporcional a la carga por encima del dren. Esta

ecuación 'Isólamente es válida cuando la carga en el acuífero es

mayor que la carga en el dren. Cuando la elevación del dren es

uayor que la carga en el acuífero el flujo en el dren QD1,j,k, es

igual a cero.

En este paquete hay que introducir datos como el número

de celdas que estan involucradas con un dren CMXDRND, y así como

también
ze
 el número de capa, el número de renglón, y la columna de

cada celda involucrada con el dren.

PAQUETE DE RIGE.

Los ríos pueden contribuir o drenar agua del acuífero

dependiendo del gradiente de la carga entre el río y el acuífero.

El propósito de este paquete es simular los efectos de

filtración a través de las orillas del río sobre el nivel del

agua.

Para simular los efectos de filtración del rio en el

modelo, se agregan términos a la ecuación de flujo para cada

celda.

El rio se divide en arroyos, cada uno de los cuales

debe estar contenido en una celda, ver figura 4.1. La filtración

del río sobre el acuífero se define entre cada arroyo del rio y la

celda del modelo que contiene al arroyo.

La entrada al paquete de ríos CRIV) se lee de la unidad

especificada en IUNITC4) y para cada simulación se deben

proporcionar datos como: número de arroyos, el número de capa,

renglon y columna de cada celdarque contiene un arroyo, así como

la carga del rio y la conductividad de la orilla del rio.
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FIGURA 4.1.- Discretización de un río en arroyos.

PAQUETE DE EVAPOTRANSPIRACION.

La evapotranspiración CETD es el mecanismo por medio del

cual el agua se convierte de fase liquida a vapor. El paquete de

EVAPOTRANSPIRACION CEV7D, simula los efectos de ET, donde la

fuente de agua es un medio poroso saturado; por consiguiente,

primero trata con agua removida por las raíces de las plantas.

La tasa de ET determinada por el paquete depende de la

posición de la carga del acuífero, relativa a dos elevaciones de

referencia de ET dadas CET superficial y ET de extinción). Para un

nodo dado del modelo, la tasa de ET se considera que es

proporcional al espesor saturado sobre la ET de extinción dada. La

tasa de ET se expresa en términos de flujo.

111L
Para simular los efectos de ET en el acuífero, se agrega

una expresión a la ecuación ere , diferencias finitas para cada

celda.



Para calcular

as necesario indiCar si

o para todas, así como

algunos otros datos.

los términos para la evapotranspiración

ET se calculará sólo pana la primera capa

la ET superficial y la de extinción, y

PAQUETE DE FRONTERAS DE CARGA GENERAL.

Una frontera de carga general (GHBD consiste de una

fuente de agua fuera del área de modelado la cual suministra agua

a una celda que se encuentra en el área de modelado con una tasa

proporcional a la diferencia de carga entre la fuente y la celda.

La tasa a la que el agua se suministra a la celda i,j,k está dada

por la expresión

C5,4,k,m = CmCHBm -

donde

0.1.,~ es la tasa a la que el agua se sundnistra a la celda

de la frontera m EL
9 t l;

Cm es la constante de proporcionalidad para la frontera m

EL2t-fl;

HBm es la carga en la frontera de la fuente m EL]; y

es . la carga en la celda EL).

La fuente de agua puede ser un río y en este caso la

constante de proporcionalidad es la condictividad de la orilla del

río. Si la fuente es un dren Ces decir, una fuente negativa)

entonces la constante es una función del material que rodea el

dren y el tamaño y espacio de los poros del material del dren.

También puede ser una carga en el acuífero fuera del área de

simulación y en este caso la constante es la conductividad

hidráulica del material entre la carga conocida y la frontera del

área similada. El paquete GHB puede usarse para simular estos tres

casos. En los dos primeros casos, el paquete GHB tratará con una

relación lineal simple, que es mas restrictivo que en el paquete

de ríos o el de drenaje que tratan con dos relaciones lineales. En

el tercer caso, el paquete GHB no trata de tomar cambios en el

almacenaje del acuífero entre le carga de la frontera y el área

simulada.



Los datos para GHB, los cuales sedaban almacenar en un

rchivo y se deben especificarse por el usuario para cada periodo

de fuerza. La entrada	 para cada frontera consiste de la

localización de la celda fronteriza Ccapa, renglón y columna),

carga fronteriza, y la constante de proporcionalidad.

PAQUETE DE RECARGA.

La infiltración por precipitación generalmente ocurre

uniformemente sobre una gran superficie, por lo que es llamada

"recar ga distribuida superficialmente". Esta se expresa en

términos de tasa de flujo por unidad de área y se puede reducir a

unidades de longitud por unidad de tiempo, como por ejemplo:

cmmiseg , pulgadas/hora, etc.

La tasa volumétrica de flujo en una celda es la tasa de

infiltración por el área de la celda. En forma de ecuación

tenemos:

	

ORCH	 = I ijy * DELR * DELC

donde I k
 es la tasa de infiltración [Lt -1 ]. Nótese que la tasa

i.

de recarga es independiente de la carga en la celda.

	

La tasa de	 recarga se almacena en un arreglo

bidimensional CRECHD con un elemento para la localización de cada

celda.

La capa a la cual la que se aplica la carga puede

especificarse usando una de las tres opciones:

NRCHOP = 1, la recarga sólamente afecta la primera capa;

la recarga afecta la capa especificada en el arreglo

indicador CIRCH) que se indica por el usuario; y

la recarga afecta la primer celda activa en cada

columna vertical.

La tasa de recarga se lee como flujo volumétrico por

Unidad de área. Esta tasa se multiplica por el área de la celda y

se obtiene la tasa de flujo volumétrico.



Si se especifica la opción 2, el arreglo indicador IRCH

también se lee. El arreglo indicador debe contener para cada

celda: el número de capa a la que se aplicará la recarga.

Si se especifica la opción 1, la celda apropiada está en

limite de la malla Ccapa 1).

Si se toma la opción S, la celda apropiada es la primer

celda activa, la cual no debe estar debajo de una celda de carga

constant e. Si la primer celda activa está debajo de una celda de

carga constante la recarga no se aplica a ninguna celda porque se

considera

PAQUETE DEL PROCEDIMIENTO FUERTEMENTE IMPLICITO.

El procedimiento fuertemente implícito CSIP) es 	 un

método para resolver iterativamente un sistema de acuaciones

lineales simultaneas grande.

Como ya se sabe, al tener un esquema en diferencias

finitas implícito para cada celda, tenemos que resolver un sistema

de ecuaciones lineales simultaneas, por lo que es necesario tener

un método para resolver este tipo de problemas.

El sistema por resolver puede escribirse de la forma:

=

donde las dos barras sobre A indican que es una matriz cuadrada.

La barra simple sobre h y q indican que son vectores. Además estos

sistemas de ecuaciones que se obtienen de la discretización 	 en

diferencias finitas tiene pocos elementos diferentes de cero y

ellos estan en siete diagonales.

El procedimiento SIP es un procedimiento iterativo que

calcula una sucesión de distribuciones de carga h3, h2	 E"

que convergen a g , la solución de t. E = El . Cada distribución de

carga consiste de un valor de carga para cada celda activa.

La experiencia muestra que si la ecuación en diferencias

finitas se resuelve en dos ordenes diferentes sobre iteraciones

alternantes, el número de iteraciones necesarias para converger a

la solución es mucho menor que si sólo se utiliza un orden.

que la recarga es interceptada por la frontera.



Una alternativa de orden	 para	 empezar es la primera

Columna, el último renglon y la última capa y proceder en forma

ascendente en las columnas y descendiendo en los renglones y las

capas -

Basados en la experiencia se deben tener datos como el

númer o de par ámetros	 de	 iteración  (generalmente cinco son

suficientes, tomando en cuanta que	 la	 selección no altera el

valor de la solución,	 sol amente	 la	 eficiencia del método ; el

parámetro de aceleración CACCLD que debe ser mayor que cero y

generalmente igual a uno, y algunos otros que indican la forma de

archi var e imprimir los resultados. 	 Estos son necesarios para la

entr ada a este paquete.

PAQUETE DEL PROCEDIMIENTO DE SOBRERRELAJACION SUCESIVA.

La sobrerrelajación sucesiva CSSOR) es una técnica para

resolver iterativamente un sistema de ecuaciones lineales.

El paquete SSOR, en particular, resuelve las ecuaciones

en diferencias finitas asociadas a las celdas de la malla. Estas

ecuaciones tienen la forma:

tn,Iti	 tn,L+1.	 hm,l+th
CV	 + CC

-I, j, k 
+	

4-t,k

+ (-CV	 - CC	 - CR	 - CRt4 ,1e-A. /2	 j,k	 i,j+ta,k

- CC	 - CV .	- HCOF , 	) 1.3CC,
	 t,j,k+4.,2 	 1./24,k	 ,j,k	 i,j, k

+
m,1-11

+ CC	 h
m,Ups

	

+ CV	 hm,t+i4-11,1c	 +1, j, k	 1,j,k+1,2	 t

= RHS

donde

m es el contador del paso del tiempo; y

1 es el contador de la iteración+



Aqui tenemos una ecuación para cada celda de la malla.

yo primero que hace el paquete SSOR es reducir el número de

ecuaciones y resuelve simultaneamente sólo esas ecuaciones que

representan todas las celdas de un mismo renglon en un bloque,

donde el bloque se identifica por sus número de renglon.

La implementación del método de sobrerrelajación

sucesiva involucra procesamiento de los renglones a un sólo

iempo, primero se reformulan las ecuaciones para cada renglon y

ntonces se resuelven las ecuaciones resultantes y asi se obtienen

os cambios aproximados de carga en cada celda del renglon.

inalmente el cambio de carga debe multiplicarse por el factor de

elajación as Cque se encuentra entre cero y unoD y agregarse a la

arga de la iteración previa para obtener el nuevo valor de la

arga.

Al final de cada iteración, el cambio de carga máximo

ara laJiteración se compara con un criterio de clausura. Si el

ambio de carga máximo es mas pequeNo entonces se dan por

oncluidas las iteraciones.

El número máximo de iteraciones en cada paso del tiempo

HYITER), el parámetro de relajación CACCLD, el valor del criterio

e clausura CHCLOSED para la convergencia; se necesitan como datos

e entrada al paquete SSOR.

CONTROL DE SALIDA.

El control de salida es una opción separada del paquete

ásico CBASD. La entrada para el control de salida se lee de la

nidad especificada en IUNIT C12D. Si IUNIT C12D es cero, los

atos del control de salida no se leen y se usa el control de

alida por default. Bajo la impresión por default la carga se

mprime al final de todo el periodo de fuerza. Además si las

argas iniciales se salvan CISTRT m O) el abatimiento se imprime

final de cada periodo de fuerza. El formato de imperión por

efault para la carga y el abatimiento es 10G11.4.

4



Eh el caso de que se utilice la opcion de control de

salda. se tienen que indicar el formato en el cual las cargas y

el abatimiento se imprimaran CIHEDFM, IDDNFMD, asi como también se

debe indicar si se imprimdran los gastos volúmetricos, el

abatimiento, etc.

PROBLEMA EJEMPLO.

Este problema ejemplo es para ilustrar la entrada y

salida del programa.

El acuífero que se simulará consta de tres capas de

simulación, como se muestra en la figura 4.2, la separación entre

cada capa es una capa confinada.

Cada capa es un cuadrado de 75,000 pies por lado y está

dividida en una malla de 15 renglones y 15 colunas, que forman

cuadrados de 5,000 pies por lado. El flujo en las capas confinadas

que separan a las capas activas no se simula, pero los efectos de

estas en el flujo entre las capas activas se incorpora en el

término de la conductividad vertical CVCOUN).

El flujo en el	 sistema es infiltración por

precipitación; el flujo hacia afuera del sistema es llevado por

tubos de drenaje, pozos de descarga y un lago que se representa

por una frontera de carga constante.

Al empezar las cargas son iguales a cero, el programa se

corrio para obtener una solución en estado estacionario.

El procedimiento que se utilizó para resolver el sistema

de ecuaciones en diferencias fue el fuertemente implicito CSIP),

con un criterio de error de 0.001, y el parámetro de aceleración

de 1.0 y el número máximo de iteraciones fue de 50, aunque

sólamente 31 iteraciones fueren necesarias para terminar.
4



qi

columnas
	  •

Murga a la capa 1
3 a 10-. It/a

Capa 1
No Candinada.

Capa 2
Confinada

Capa 3
Confinada

o

hntrs las capas 1 y 2 La coniarliadáad
hidráulica dividida par
el sor . 2 x 10.h

Entre las capas 2 y 3 la candttiuidad
hidráulica dividida por

al star • 1 a 10/a

FIGURA 4. 2. - Problema ejemplo.

Lista de Pozos.
Capa	 Renglon	 Col umna Capa

Lista de Drenes.
Renglon	 Col umna	 El evación.

3 5 11 1 8 2 0. 0

2 4 6 1 8 3 0. 0
2 6 12 1 8 4 10.0
1 9 e 1 8 5 20. 0
1 9 10 1 8 6 30. 0
1 9 12 1 8 7 50.0
1 9 14 1 8 8 70. 0
1 11 8 1 8 9 90.O

1 11 10 1 8 10 100 0
1 11 12
1 11 14
1 13
1 13 10
1 13 12 41••

1 13 14

4
1
1



ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE BASI CO

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO

7
2

80000001000
18 18

11
1 O 1

O 1 I AF'ART , I STRT

1 1C 201 S)

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 2) 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ItP

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 lir
-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-1 1 1 1 1 1	 1 1	 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

O 1

444. 44 HNOFLO
•O 100.
•

O 100. 1
86400. 1 1 1



ARCHIVO DE ENTRADA A1.1)

FLUJO POR BLOQUE CENTRA

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO;

1	 O ISS IBCFBD

1.

1000.

1000.

.001

o.

.00000001

.1

ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE DE POZOS

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO

2	 O MXWELL IWELBD

2
2	 9	 4

1	 9	 14

ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE

DE RECARGA

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO

1	 O	 NRCHOP IRCHBD

O

1 . E-9



EL SA ,' f- R O , Mis Hijos

NAIcA 1. •	 NOEZA

DID1
DEP2TAVENTO DE

MATRIATICA;;

ARan VO DE ENTRADA AL PAQUETE

DEL PROCEDI MI ENTO FUERTEMENTE I MPLI CITO

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO

5 MXI TER NPARM

. 001	 1	 O	 1

50

1 .

ARCHIVO DE ENTRADA AL PAQUETE

DE CONTROL DE SALI DA

PARA EL PROBLEMA EJEMPLO

-4 5 O 0 I HEDFM I DDNFM I HEDUN I DDNUN

O 1 1 0 I NCODE I HDDFL I BPRFL I BSVFL

1. 1 0 O HDPR DDPR HDSV DDSV



CARGA EN LAS CAPAS 1, 2, Y 3 RESPECTIVAMENTE.

1
11

2
17

3
13

4
14

5
15

6 7 1 9 10

1 ,0 24.94 44.01 59.26 71.92 12.57 97.91 100.0 104.9 712.6
117.4 111.3 174.1 176.4 127.4

2 .0 24.45 43,10 57.94 70.17 90.57 10.12 98.40 105,3 111.0
1737 119.1 127.7 124.9 126.1

3 .0 13.45 41.30 55.43 66.78 76.11 46.51 95.70 102.2 307,6
112. 0 116.1 119.6 722.1 123.4

4 .0 21.92 36.61 68.75 61.79 61.03 51.34 10.75 91.64 102,5
103 1 110.7 114.9 117.9 119.4

1 .0 19.13 34.91 47,32 57.49 66.74 77.01 85.76 92.22 1315
97.79 103.1 106.1 112.5 114.3

6 .0 16„41 29.50 40.90 51.30 61.21 71.19 7935 46.47 90.82
93.03 94.23 102.1 106.4 1034

7 A 11.55 11.10 31.21 41.40 57.64 63.08 72.61 79.95 84.92
88.60 91.66 96.43 99.87 101.8

e .0 3.443 6.137 16.25 26.30 34.97 57.59 64.31 72.52 77.25
81.99 85.00 19.27 91.72 94.33

9 .0 10.54 19.11 26.12 36.92 45.77 52.95 55.38 6535 66.07
73.93 73.79 4034 40.71 96.49

10 .0 14.61 25.16 35.16 43.49 50.17 54.93 57.55 62.95 65.55
70.39 72.44 76.72 78.26 11.79

17 .0 17.31 29.96 4301 47.74 53.24 55.87 53.33 60.27 59,29
66.43 65.45 72.22 71.04 77.62

12 .0 18.68 32.56 43.07 50.41 55.92 68.33 11.47 61.93 63.78
47.12 68.50 72.29 73.46 76.85

33 .0 19.67 31.24 45.14 53.01 18.04 59.91 56.75 42.59 60,91
67.22 65.75 71.90 70.35 76.48

14 .D 20.27 35.27 46.44 54.61 60.06 63.37 64.52 67.25 6379
71.64 73.18 75.84 77.03 79.09

15 .0 20.56 35.78 47.16 55.48 11.26 65.02 67.52 69.94 72.01
74.79 76.27 7E22 19.66 0032

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 16

1 .0 24.66 43.73 59.02 71.67 82.32 91.72 9936 U06.7 172.5
117.2 121.1 124.1 126.2 127.3

2 .. .0 24.17 42.83 57.74 69.95 10.36 99.93 98.22 105.1 110.8
115.5 119.4 112.6 124.8 125.9

3 .0 23.17 41.03 55.19 66.53 75.77 16.29 95.02 102.0 107.4
111.0 116.0 119.5 121.9 123.2

4 .0 21.65 34.34 51.50 61.35 60.17 60.90 10.55 97.45 702.3
705.4 110.4 114.8 117.7 119.2

5 .0 7344 34,65 47.07 57.44 66.30 76.65 16.57 92.00 95.41
91.09 102.1 108.6 112.4 114,2

6 .0 16.27 29.24 40.65 51.07 60.98 70.91 79.65 16.21 90.54
92.06 46.13 101.7 106.2 108.3

7 .0 11.38 20.95 31.05 41.25 51.70 61.90 72.48 79.76 14.73
88.35 91.24 96.22 99.65 101.6

$ .0 4.209 8.330 17.54 27.58 38.25 52.94 6449 72.34 77.12
4137 8136 89.10 91.59 94,17

9 .0 10.38 11.96 27.98 36.79 45.16 52.86 56.13 65.08 66.79
73.81 74.48 10.77 80.14 66.38

10 .0 14.40 25.61 35.15 43.27 49.91 54.76 57.48 62.79 65.49
70.24 72.37 76.57 71.20 41.64

11 .0 76.47 29.70 39.78 47.56 53.05 55.66 54.09 60.20 60.04
66.37 6318 72.76 71.75 77.51

12 .0 18.41 32.31 42.45 50.60 55.73 58.16 58.47 61.78 61.12
46.98 66.44 72.25 73.40 76.69

13 .0 19.42 33.98 44.91 52.80 57.85 59.71 57.50 62.53 61.65
67.16 66.4! 71.84 71.06 76.37

14 .0 20.02 35.02 46.26 54.41 5934 62.99 64.39 67.06 68.66
71.48 73.06 75.68 76.91 78.93

15 .0 20.30 35.52 46.94 55.28 67.07 64.84 67.34 69.76 11.84
74.11 76.04 76.04 79.49 10.65

1 2 3 4 5 6 7 9 9 10

11 12 13 14 15

1 1.1300 24.34 43.36 58.10 71.33 87.06 91.0 99.63 106.5 112.3

117.0 120.9 123.9 126,0 127.1

2 1.764 23.85 42.46 57.42 69.66 10.07 119,611 97.99 104.9 110.6

115.3 119.2 122.4 724.6 125.7

3 1.691 27.86 40.67 54,87 66.20 75.28 85.98 94.77 101.7 107.2

717.5 115.7 119.3 121.7 123.0
101.9

4 1.576 21.35 37.9e 51.17 60,85 62.69 10.41 90,28 97.19

704,1 116.0 114.5 117.5 119.0
s 1.415 79.16 34.30 46.75 57.10 45.80 76.54 1330 91.67 94.17

77.46 700.7 108.2 112.1 104.0
6 1.176 15.99 78.91 40.33 50.76 60.67 70.70 79.38 86,01 90.12

90.53 8355 101.7 106.0 108.0

7 .8273 11.21 20.79 30.48 4139 51,55 62.67 72.22 79.50 84.46

87.96 90.77 95.94 99,41 101.4
76.958 ,4331 5.131 10.19 14.17 29.19 3934 53.40 64.07 72.11

81.56 14.68 18.84 91.44 93.95
9 .7543 10.22 18.82 2734 36.66 45.06 52.71 57.03 45.02 67.64

73.41 75.31 1372 11.64 86.24
65.44

10 1.039 14.13 25.29 3435 42,99 49.65 54.54 57.44 62.61

70.05 72,33 76.39 78.15 41.43
64,94

II 1.224 16.59 24,37 39.47 47.78 52.79 55.53 55.01 60.16

66.33 61,06 72.13 72,60 77.31
63.08

12 1.341 16.15 31.97 47.54 51 15.47 57.94 5337 41.60

66.80 6141 77.97 73.36 76.49

13 1.415 19.14 33.65 44.61 52,53 5730 59.63 58.39 62.48 62.54

67.12 67.35 71.80 71.90 76,24

14 1.460 19.71 34.68 45.96 54.13 59.63 67.76 64.24 66.17 66.52

71 . 21 72.91 75.47 76.77..	 ..
10.11

• 1 LSI sn 0A



CAPITULO V

CAUBRACION DE MODELOS

La ecuación diferencial que rige el flujo de agua en dos

dimensiones, basada en la ley de Darcy y en las leyes de

conservación de masa es:

o rmo
cah 5..in

donde:

I . ()vi l•—OY q

h = Eevación del nivel del a gua,	 desde un nivel arbitrario. [L]

q = Tasa de bombeo o recarga por unidad de área.	 [L/t]

S: = Almacenamiento del medio poroso Csin dimensiones).

T = Transmisividad del medio poroso [L2it]

también:

T = K h'

T = K D

acuífero no confinado

acuífero confinado

donde:

K = conductividad hidráulica [L/t]

h' = espesor del acuífero no confinado a tiempo t. [L]

= espesor del acuífero confinado.[L]

además de la ecuación diferencial se tienen las condiciones

iniciales y a la frontera

heX,Y.01) = tCX,Y); con X,Y e 00	 5.2

hCX,Y,t.D = nCX,X,t3; con X,Y e Off; t > O
	

5. 3

Si se supone que los parámetros hidráulicos, es decir, K

y S son conocidos, entonces la ecuación C5.1) junto con C5.2D y

-AL--
 C5.5D determinan a hCX.Y,t) de manera única para t > O. Esto es a

lo que se le llama el problema di...recto en aguas subterráneas, 	 que

comunmente se resuelve por un método de simulación numérica.
-



Cuando se recurre a un modelo de simulación se considera

que datos come, la transmisividad y almacenaje, son conocidos en

ada punto de la malla. Una ver resuelto el modelo de simulación

	

sea por	 diferencias finitas o por elemento finito, se deben

hacer verificaciones para ver si dicha solución concuerda con la

realidad del acuifero, este proceso de verificación es a lo que

le llama CALIBRACIóN del modelo.

La calibración consisite en ajustar los datos de entrada

hasta que	 las cardas hidráulicas calculadas por el modelo de

MUI ación c 	 sean iguales a los valores de campo. La 	 calibración

muchas veces se obtiene por simulaciones de prueba y error y se

puede considerar como una forma de resolver el problema inverso.

Estimar los valores de los parámetros hidráulicos de un

acuífero es una de las aplicaciones mas importantes del modelado

de aguas subterráneas. Esta aplicación describe como resolver un

problema "de identificación de parámetros o problema 	 inverso. El

problema de identificación de parámetros puede definirse como la

solución	 de la ecuación de flujo de agua subterránes para los

valores de	 los parámetros, usando observaciones de 	 la variable

dependiente	 Ccarga hidráulica), geometria del	 acuifero y

condiciones	 a la frontera, es decir, en el problema inverso

dados valores	 medidos de h, digamos h
*
CX ,Y ,t 3, en un número

finito de	 puntos CX,Y J y un número finito de	 tiempos t

encontrar	 un	 conjunto particular de parámetros, los cuales, al

mismo tiempo	 que no difieren mucho de Cposibles)	 estimaciones

• previas, llevan a una concordancia óptima entre valores medidos h

y valores calculados de h.

En	 este capitulo, no se resuelve ningún	 problema de

identificación de parámetros, ya que son muchos los métodos que

hasta la fecha se han desarrollado y el analizar exhaustivamente

el problema inverso, podría ser un terna para un estudio adicional.

Sin embar go, se presenta una reseña de procedimientos que utilizó

khan C1965).

1	 Si	 h
*
CX,Y,t3 es el valor observado de la carga

	

AL 
hidráulica	 y SCX,Y,tD el calculado, y son funciones continuase

: conocidas de X,Y,t, entonces el problema inverso es continuo.?,-.



con la condición de flujo preescrito

TCX) d—X = CL X = L

For la definición de Neunian C 97S) ,	 C5. 4)	 y CEi.	 forman 
un problema	 de	 val ores iniciales 	 del	 ti po de Cauchy.	 Integrando 

CE. 4.-1	 entre X	 y	 L sujeta a la COTICil ci ár, de Cauchy C5.5 	 obtenemos

TCX? - -[C� qCX? ti>: e,dh/dY.

e=ta solución es válida sOlamente si dh/dX O para todo Xel 0,L

de cualquier otra forma el problema se dice que es mal planteado.

Otras causas que provocan que un problema sea mal	 planteado son:

la escasez de información acerca de los datos de Cauchy, es decir

sin embargo,	 en el	 caso particular	 cuando qCX:)	 = O para todo
XeCO,L>, TCX) puede determinarse como una constante, en el caso en

que QL sea desconocida. Es	 decir, aunque el valor permanezca

desconocido, TCX) estará dado por C5.6).

En CES. 4D-05.6D los datos de entrada al problema inverso

se considera sin error o completamente desconocido. Ahora vamos a

considerar que el problema inverso sin error esta bien planteado y

además TCX) Ccomo en C5.6)) se comporta "bien" en todo [0,L]. Sin

embargo, en lugar de tener información completa acerca de hCXD,

qCX? y Cu., tenemos información  acerca de las cantidades h CX),
_*

qCX) y 01,, respectivamente y se relacionan con los anteriores de
la siguiente forma

h
*
CX) = h00 +

q
*
CXD = qCX) + riCX)

01, = QL + pi

donde tCY.), T/CXD y pi, representan "ruido". Introduciendo estos
términos de ruido en C5.6) obtenemos una expresión exacta para la

transmi si vi dad,

T CX) - 	 frob - S qCX) dx	 5.10
dh/dX



Sé considera que el error en las estimaciones de la

trasmisividad TCX) esta dado por

eCX) = T iXj - TCX) 	 5. 11

Si consideramos la	 norma de cualquier función gC X) ,

II X) II, definida como:

lig: XD	 = m'a>: gC XD I	 5. l a
Ne(0,L)

Entonces en el	 caso hipotético cuando EC	 es cero en
todo [O,L] la norma de eCX) satisface la relación

peCX5M = 1	 dh
27

riC X5 dx I 1

11(	 ) ( 1 1211	 - Loncx)o) 5.13

donde	 g Cdh/dX5	 11 es	 finito, 	 ya	 que	 C S. 45 -C Ç:5 esta bien

planteado, implicando que en ausencia de errores en los datos del

nivel del agua, el error de estimación tiene una cota superior y

puede hacerse arbitrariamente pequeNo controlando las magnitudes

de pu y 77CX5.

Como las magnitudes de eCX) dependen continuamente de

las magnitudes de pi. y nc X5, el problema inverso permanece bien
planteado aun cuando los datos de flujo de la frontera y fuentes

III
y/o sumideros esten perturbados por ruido.. Lo mismo sucede cundo

el modelo C5.4) es perturbado por ruido ya que el efecto de tal

ruido es igual al de pCX5.

Otra implicación  de C5. 1O) y (5.11) es que si

E [pi.] = E [nCX5] = O para todo X e [O,L], entonces E [eCX.)] s O,
qr

lo que significa que T , X5 es un estimador insesgado de TCX).

En el caso mas realista cuando cCX) no es identicamente

cero, la situación queda mucho mas dificil. Aquí la norma del

error de estimación satisface la relación



S	 eCXD H	 11 pu -	 nCX) dx - 11 TCX)	 =	 eCX>	
• 

O

y también

1
VY)11	

( II
 11	 11	 ] ( 1 rI(X5 dx1dX 5. '1 4

donde	 Tnwn = mi n TCXD
~0,1-)

El problema inverso queda mal planteado cuando los datos

del nivel del agua estan perturbados por ruido. Para ver

esto es suficiente mostrar que si cambiamos cualquiera de los dos

rIUM&POS C.* y p siempre podemos encontrar una función h CXD tal que

li h.CXD - hCXD H = H e( J H s o,	 5. 1 5

y aun mas 19

En efecto, si uno toma h
*
CXD = hCXD + cv. sen	 XD y

establecemos 63 i Oto, la relación de arriba se cumple. 	 Esto

implica que C5.147 puede escribirse en la forma

dhileCXDU	 (	 a-157	 + p	 Tmtr. - Ipp-f nCXD	 ]	 5.17

Como p puede hacerse arbitrariamente grande	 para

cualquier a, entonces de C5.177 la cota inferior en H eCX) H puede
hacerse tan grande como Twilr.	 Esto significa que	 el problema

inverso es mal planteado en el sentido en que para cualquier hCXD,

1-1CX) , Q5-, o y Tmán existe una función h *CX) tal que	 cuando TCX)

satisface C5.4D-05.5) para hen y T*CY.') satisface C5.4-)-(5.5) 	 para
h
*
CXD, uno tienen

II hee XD	 < a 5.19
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En otras palabras, un cambio	 mínimo en los datos	 del

nivel del agua pueden causar un cambio arbitrariamente grande en

la	 transmisividad	 calculada,	 implicando	 que	 no	 depende

continuamente de los datos. Es equivalente a decir que el problema

inverso es mal planteado y su solución puede ser inestable.

Debido a esto el método directo es poco utilizado para

resol ver el problema inverso.

El enfoque indirecto esecencialmente es un procedimiento

de pruba y error. Los valores de S: y K son supuestos y el modelo

se resuelve conociendo la geometria del acuifero	 y la	 carpa

hidráulica.

La car ga Hidráulica obtenida por el modelo es comparada

con la carca piezométrica obsevada, usando una función criterio

conveniente. Si el criterio se satisface , el procedimiento se da

por	 terminado; en cualquier otro caso, se	 propone un	 nuevo

conjunto de parámetros y se repite el 	 procedimiento hasta	 que

converja. Los trabajos de Vermuri y Karplus C1069), Haimes y otros

C1968), Labidie C1975), Neuman C1073), Kanh C1085),	 son ejemplos

de aproximaciones indirectas.

Los métodos	 indirectos	 difieren principalmente en la

selección del algoritmo y la función criterio. Varias funciones

criterio que han sido usadas son:

1 - La minimización de unas funciones de CK - 17D y CS - SD,

donde K y S son la conductividad 	 hidráulica	 y el

almacenaje,	 respectivamente,	 y l7 y Z5 son	 los

correspondientes parámetros estimados. Como K y S son

desconocidos,	 sólamente la esperanza	 de la diferencia

puede minimizarse si	 se dispone de	 suficientes-

conocimiento.

a.- La minimización de una función o funcional de Z =

- ECK,SD],	 donde hCZ,1D y	 FICK,S) son	 las	 cargas

piezométricas calculadasry observadas, respectivamente.



Cuando el segundo criterio se usa. La función que

utiliza es la función de mínimos cuadrados, usando el criterio

minamos cuadrados, el objetivo es encontrar rylvtambien

tnimazar 2., donde la ecuación puede escribirse

S S thcli	 - FI-CK,55 1 2 dr. dt
	

ES. .2:1)

Como el problema inverso en a guas subterraneas es

oscreto (la mayoria de las	 veces), es decir, las cargas

piezometricas son disponibles para puntos discretos, la ecuación

n	 para un numero N de observaciones sobre un periodo de

tiempo T', puede escribirse como:

T ' N
-= y	 y	 — 1-7,c-K, .) )2
t.s 5.2-1

ALGORITMO DE AJUSTE.

En una aproximación indirecta, en una corrida del modelo

de simulación se requiere que en cada paso del tiempo se ajusten

los parámetros. Como los modelos de simulación son costosos, se

requiere de un algoritmo de ajuste, para que se minimize el nemerO

de evaluaciones de la función.

Se pueden considerar dos tipos de algoritmos de ajuste,

uno que requiere derivadas y el otro no.

Al gunos algoritmos usan derivadas de primer orden de la

función objetivo y otros usan derivadas de secundo orden.

Los métodos sin derivadas se les llama métodos de

registro de optimizaciOn, no requieren derivadas de 1a función

objetivo para determinar la dirección de movimiento. La dirección

de minimización se determina por evaluaciones sucesivas de la

función objetivo.

En aeneral, los métodos de registro son mas lentos que

los que requieren derivadas. Pero, para funciones donde las

expresiones análiticas para la derivada son dificiles o imposibles

de evaluar, el método de regiistro puede-preferirse.



La función objetivo es muy compleja, y su derivación

puede ser imposible. Sin embarco, para un punto dado, se puede

!obtener numericamente. Esto incrementoa sionificativamente el

!numero de evaluaciones, en el caso de que se usen métodos	 que

.requieran derivadas.

La eficiencia de tres algoritmos fue presentada por.

Yhan	 para un acuífero - hipotético rectangular,	 con

fronteras impermeables como se muestra en la figura 5.2 Ca,b, y

s). El acuífero se divide en tres regiones de diferente

conductividad,	 es no confinado y de espesor uniforme. Además

cuenta con cinco pozos de bombeo.

v......~.~....,.
. nivel del agua

oo

(al

oo
mmeigage
MMMMM momo
mann MMMMM
ZUMM MMMMMM MEummummomma
gmanommume
WOOMEMMEMMUM

o

mumenmenann
000170151:10120120nannemeenann
BUDDACIDEDOODnannamennona
ODOODOCOOOMOmanamonamo
47010~131212120

UW011

o pozos de bombeo
hl

.• K2

K3

FIGURA 5.1.- Acuífero ejemplo.

El acuífero se modeló con diferencias finitas. Se

determinó la elevación del nivel del agua de 30 días, y estos

resultados se usaron como datos históricos para el problema

inverso y se consideró



K3

K2

10

Par a 1 os tres algoritmos se empezO con un val or de

conductividad igual en las tres regiones.

Y se obtuvo:

El algoritmo sin derivadas conver gió en tres iteraciones y

E. obtuvieron m1 ni mas variaciones en los valores de la

conductividad de las tres redí ones, en dos regiones se obtuvo el

valor verdadero y el otro difirió en 0.02 ft/dio y el valor de la

función obretavo fue de g .7 Y 10 4 (ver figura Fi.2)

200

150

to

loo
••n

50

1
	

2	 3

No. de Iteraciones

FI GURA 5. - Resultados del algoritmo	 que	 no

ut iliza  der vadas.

Con el algoritmo de derivadas de primer orden no convernió

para nueve iteraciones y el valor de la función objetivo fue de

3.	 ( ver fi gura 6.3)

Y por 01 timo, con el método de derivadas de segundo orden,

converge para cinco iteraciones  y se obtuvo 	 una diferencia de

C. 1,	 0. S, 0. 01, para cada una de las conductividades de las tres

regiones y la función objetivo tomo el valor	 de S. g X 1 0-4 Cver

fi gura 5.41



De los tres algoritmos, el que no utiliza derivadas y

con el que utiliza derivadas de segundo orden, se obtuvieron

resultados muy buenos, en cambio con el algoritmo con derivadas de

primer orden no converge. En un problema para un acuífero grande

el numero de evaluaciones de la función objetivo es muv

importante.

200

150

13 100

50

1	 2 3 4 5 6 7 8 9

No. de Iteraciones

FIGURA 5.3.- Resultados del algoritmo con derivadas

de primer orden.

•
El modelo inverso consiste de un algoritmo de ajuste y

una simulación de aguas subterráneas por diferncias finitas o bien

elemento finito, donde la función criterio que puede usarse es la

ecuación C.9D.

El énfasis es determinar los valores de los parámetros

del acuífero, los cuales puden considerarse como simples

constantes en la ecuación de flujo.

Determinar los parámetros de un acuíferos con precisión,

requiere del conocimiento exacto de las condiciones iniciales y a

o

K3

K2

1 

K

la frontera, tipo de acuífero, Carga piezométrica y propiedades
físicas del medio a través del medio poroso.
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rl
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4	 5

En situaciones prácticas encontrar y determinar

parámetros reales es dificil Cquizá imposible).

FIGURA 5.4.- Resultados del algoritmo con derivadas

de segundo orden.

Como referencia para este problema que ha tenido un buen

luchar en el modelado de acuíferos y debido a su inestabilidad

también se han presentado muchas técnicas de solución, puede verse

el articulo de I. Khan C1995) donde se aplica un modelo inverso a

una acuífero real.
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TEOREMA DE LAX:

"Un esquema consistente 	 para un problema de valores

iniciales bien planteado para una ecuación diferencial parcial es

converaente el Y solo si es estable"

DEMOETRALION.

Primeramente probaremos que la estabilidad del esquema

implica la convergencia del esquema. Después 	 mostraremos -que un

esquema inestable es no convergente.
jt)

Probaremos que la estabilidad implica convergencia donde

consideraremos que hay una constante CT tal que

eq<1n	 e	
y	 IgChl)"1	 CT	 Al

para O t T y O < nk < T.

Para la primera parte de la demostración asumiremos que

la función inicial para- el esquema es Tu C1 . Entonces tenemos

Ove- Se:1 = S lue(t1 2 d2,

12,1>nyb

ave converge a cero cuando h tiende 	 cero.	 Usando consistencia

obtenemos

kc/({)t
e	 - gChrD - 0C1> en h y k

AS
k 

La notación fiC1) significa que para cada t el lado

izquierdo de CA. a2) tiende acero cuando h y k tienden a cero.



Ahora consideremos la norma en L
2 
de uCtn,•)

obtenemos la relación

t'u
nS IUCtn,X)	

2
lz,V I dx =S

-Ou

le 
crtna n

— gcht)'1 2 lu

-I	 Irq < ,t

1 41 irzh

u c<_ 12
ri

sobre

Consideremos el lado derecho de C.43) como una integral

E, tomando el integrando por separado, es decir, el

integrando es la función

le" fln - oCh e;	 nfid-h

=

ecnnn - , v . , 2Uol 'i n 	 si	 pl >

Además para cada I. cuando h es sificientemente pequehe

de tal forma que- ICI	 nih. el integrando queda come en la primera

parte y se satisface que

leq<;nr, - gch) n,	n leq<2»k
 - ge ht) I C.-

Dé CA2) tenemos la aproximación

le
ci<Ann 

- gehtD fl l � rikC	 0C1D	 0(1)

Concluyendo	 que el miembro del lado derecho de CAS)

converoe acero para cada valor de ( cuando h y k tienden acero. De

este modo tenemos el conjunto de funciones 4n, que estan en LLR) y

también tienden acero en cada punto cuando h y k tienden a cero.

Para poder continuar lo que tenemos que concluir es que

la norma de estas funciones también 	 tienden a cero, esto lo

obtenemos observando que



^¡ego; nr,
- gehl5"1-

2 	
.	 ^luoMi	 ca c	 vl 2

T	
lu 

0
c

Esto muestra que las	 funcioneF, 4,	 estar) acotadas
uniformemente para una funcion en L LE:),	 esta cota, CE 4C lu Ctll

T

Por el teorema de convergencia dominada de Lesbege, concluimos que

S-01-,Ct)dr, = f uCtr,,tD -	 in(1)Idt,

conver ge acero cuando h y k tienden	 acero,	 y de este modo es

convergente.

Ahora consideremos el caso donde v	 no es igual a Tu.

Primeramente de Vinimos la función malla w",	 que es la solución

del esquema en diferencias con funmción inicial Tu°. Entonces

tenemos

OuCtfl,-) - S4711 5 IGetn,-) - Swn
U + 11Swn - sil]

donde la norma de uCtn,•) converge a cero_ 	 Por estabilidad tenemos

lisw" - gol = liscw"	 0":" = n	 n

-sc liw
o -v

o	 = c o - {'oT

la cual converge acero. Esto concluye la primera parte,

mostrando que un esquema estable es convergente.

Ahora provaremos que un esquema consistente es no

convergente si es inestable.

La demostración consiste en la construcción de una

f unción uoCXD tal que el esquema con función inicial Tuo no

converge a la solución de la ecuación diferencial parcial. La

función uCMD se construye como una suma de funciones w m
CXD

determinadas como sigue.

Si el esquema es inestable entonces la aproximación



igChC,k,hDI 'S 1 + Ck	 A4

no es válida para cualquier	 constante C y para h y	 k

suficientemente pequefias. 	 Entonces	 para cualesquier entero

positivo M, existen valores de Cm, hm y km tal que

IaChM Cm,	 hm, km) I 	1 + Mkm	 AS

y Ihm CmI	 n. Como gChC,k,h) es una función continua, existe un
número -flm tal que

loChm F, hm, kmDI	 1	 + i Mkm	 AS

para It - Cm I 5 nM, y además podernos escoger rim para que	 se

satisfaga
nm	 1.1-2

escoger hm y km menor que hm-1 y	 km-1 respectivamente. Ahora

necesitamos un resultado crucial que repercute en la consistencia

del sistema.

LEMA: Si el esquema en diferencias 	 finitas es consistente,

entonces los intervalos IM = [Cm-nm, /m+nm] pueden tomarse de tal

forma que sean disjuntos.

Demostración:

Probaremos este lema por inducción en M. Para M=1 solamente

hay un intervalo y por lo tanto se cumple.

Supongamos que para algun M el intervalo Im no puede tomarse

disjunto de IN con N mayor que M. Sea

= U IN
N<M

nuestrea suposición para cualquier h y k menor que hm-1 y kM-1,

respectivamente, la aproximación

IgChC,	 k, hDI	 1	 + Mk	 -A7

Para C e J.	 De la consistencia del esquema para la ecuación, 	 de

C A2D se sigue que

>
IgCh1,k,hD - e

q<n	 k I
2 CC1D AS



para cada / cuando h y k tienden a cero. Como J es un conjunto

compacto. existe la unión de un número finito de intervalos

cerrados, de tal forma que

sup CCC) = C
4EJ

existe y es finito. De CAl) también tenemos que

l
esCk)k

I = I

ci<n nn l'ne	 C 1 /1-1 
S-

. 
1 + Kk

para algun valor de K. Esto implica,por CA7) para t e J y por CA8)

para t e J. que

1001/, k.	 1 + max(M, C*+K)k

para 1-1-< hm-1 y k < km-s, lo cual contradice nuestra suposición de

que el esquema es inestable. Por consiguiente, nuestra suposición

es falsa y si existe un tm e J tal que CA5) se cumple para algun

hm y km suficientemente pequellos. Como J es un conjunto cerrado y

g es una función continua, existe un intervalo [tM-iw, /m+nm]

disjunto de J tal que CA6) se cumple. Esto prueba el lema.

Ahora continuemos nuestra construcción de las funciones
-2w

m
CX). Definamos los números	 positivos am por amnm	 Y

entonces definimos la función wm por

w CP)M

si	 7)M,
= f am

0	 cualquier otro caso.

Definimos nuestra función inicial como la suma de las

funciones w
m
. Sea uoCHD = wmCXD; mostraremos que u esta es L2.

M=1
Debido a que los intervalos 1m son disjuntos, tenemos que

W

CtD 2
IN= i - te

fm luoCXDI 2dx =f lu0Cti2d



e.y 	 Ti 
2

. O
m

 TpM = a 5 m
M=3

1 O cual muestra que u esta en L c

Ahora mostrar emos que la solución del esquema aplicado a

Tu no converge. Sea y la solución del eSqUE,Tita con esa funciónly.
ir:ici al . Dado un tiempo T, escogemos un ni vel de ti erripe n y un

valor de M tal que

C - 1T

	

	 . Tn m T
- AQ

donde

tenemos

es' una constante que acota a e
q<z»t	

Al). Entoncesen

2 .-	 t - TuCtr,„	 11
2

gcht:), n	 eqtn )1:n 2 'u
o
(t)1 2 ck

para h = hm y en	 tenemos que

1g(hD" - e cill)k" 1	 igChD I n - C
T	

MIC ) - C

entonces

- tIC tn	 112
n	 cicr, )1cn 2 	 2IgChtD - e	 1 lu Ct) 1

[(	 +	 hlk p.« ) n - C	 el
2 

21/144

[ (1 + z Mkm )" - C 	 2

M

esta ultima expresión la estimamos usando la desigualdad
•

C1 + X) � 1 + nX para X positiva. Entonces por CAQ) tenemos

h=f

2

=



C -1

OS47 - UCtn,-11 2 k 2 [ 	 nkm -	 )

2	
2

it
2	 ac2

Entonces' S'4 ,fl no converge ís uCtn,-D y por tal mc,tive el

esquema, no es convergente. Esto completa la demoztracióri.



, Nodo

Elemento

Frontera del Acuífero

APENDICE B

hETODO DE ELDENTO FINTO

En el método de elemento finito, una región es dividida

en subregiones, llamadas elementos, en donde la forma se determina

pon los nodos (ver figura B1). '

La forma de la subregión en la fi gure 51, es un

trianoulo, sin embargo, pueden usarse otras formas-. Para problemas

en una dimensiÓn, los elementos son líneas; para dos dimensiones

los elementos pueden ser triángulos o cuadrilateros, y para tres

dimensiones pueden ser tetrahedros o prismas.

El primer paso al aplicar el método de elemento finito

__-derivar- una representación integral de la ecuación diferencial

parcial.

Figura 81.- Configuración por Elemento Finito, mostrando un

nodo y un elemento tipico.

Esto puede realizarse por varios métodos; dos de los mas

utilizados son

el método de cargas residuales

el método variacional



En el método de cargas residuales se trabaja

directamente con la ecuación diferencial y las condiciones a la

frontera, mientras que el método variacional se utiliza una

funcional Cuna función de una función) relativa a la ecuación

diferencial parcial y condiciones a la frontera.

El siguiente paso es aproximar la variable independiente

Ccarda. hidráulica) en termines- de funciones de interpolación. Las

funciones de interpolación se les llama funciones "base" y se

escoden para satisfacer ciertos requerindentos matemáticos y para

facilitar el cálculo. Como los elementos usualmente son pequeños,

la función de interpolación puede aproximarse por un polinomio de

orden menor, por ejemplo, lineal, cuadrático o cúbico.

Una vez que las funciones base y la malla se han

especificado, la relación de la integral debe expresarse para cada

elemento como función de las coordenadas de todos los nodos de los

elementos. Lo siguiente es calcular el valor de la intearal para

cada elemento, y se combinan con las condiciones a la frontera,

produciendo un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de

primer orden en el tiempo.

Este sistema de ecuaciones diferenciales se puede

resolver usando técnicas de diferencias finitas, y así obtener un

conjunto de ecuaciónes algebraicas. En este punto se requieren

métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. matrices.

En general, una ecuación matricial puede resolverse

númericamente por métodos

Directo

Iterativo

e incluso por una combinación de los dos.

En los métodos directos se realiza una secuencia de

operaciones, solamente una vez, que dan como resultado una '

solución exacta, excepto por errores de redondeo.

Los métodos iterativos procuran una solución por un

proceso de aproximaciones sucesivas, hasta que un criterio de

error se satisface, además se debe tener en cuenta la

convergencia.



Al gunos de 1 os métodos di rectos son

. - Solución por determinantes.

- Solución por el i mi naci On sucesi va de los 	 tér mi nos.

desconocidos

c).- Sol ución por inversión 	 matrices.

De acuerdo con Narasi nhan y Witherspoon C	 1) el método

di recto más utilizada es el de eliminación sucesi va y sustitución

hacia atrás, la cual incluye el método de eliminación Gauss' ana , y

el Método de descomposición de Chol esk y.

Los esquemas iterativos 	 utilizan par a	 resol ver

sistemas con matrices grandes. 	 Varios esquemas	 se	 han

desarrollado, de los más comunes los	 métodos de Sobrerelajación

Sucesiva, Jacobi y Gauss-Seidel, etc.
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El modelado de flujo de aguas subterráneas es una de las

muchas aplicaciones de la Matemática. En este trabajo aplicamos

las técnicas del Análisis Numérico para resolver la ecuación

diferencial parcial de flujo que rige el movimiento de aguas

subterráneas y así encontrar una solución aproximada.

La técnica numérica no es la única forma de tratar este

problema; se pueden utilizar métodos analíticos, 	 o usar enfoques

estadisticos y probabilisticos.

En este trabajo se desarrollaron cuatro esquemas en

diferencias finitas para la ecuación de flujo. Los esquemas son:

Explícito hacia adelante.

Implicito hacia atrás.

Implícito de Crank-Nicolson.

Implícito de Dirección Alternante.

No son los únicos esquemas que se pueden obtener, pero son los más

utilizados para. este tipo de problemas.

Los cuatro algoritmos se aplicaron a un ejemplo

sintético de un acuífero. Para resolverlos se utilizaron programas

codificados en FORTRAN. En el caso de los métodos implícito hacia

atrás, de Crank-Nicolson y de direcciones alternantes se utilizó

una subrutina adicional, ya implementada, para resolver el sistema

de ecuaciones simultáneas que resulta de aplicar estos algoritmos.

Esta subrutina fué la de Sobrerrelajación Sucesiva.

Además de obtener los equemas en 	 diferencias se

analizaron los aspectos de Convergencia,	 Consistencia y

Estabilidad. Se relacionaron los tres aspectos por medio del

Teorema de Lax, el cual menciona que un esquema consistente es

convergente si y sólo si es estable.

Como los cuatro esquemas son consistentes con la

ecuación diferencial de flujo, se analizó la estabilidad por el

método de von Neuman.

Los resultados de aplicar el método de von Neuman

fueron:



- El esquema EXPLICITO es estable si át/tAXD 2 .< 1 en una
malla cuadrada, y At	 2( 1 Axi) 2 -1-1 etc ex2)	 para una malla

rectangular.

- Para los esqumas IMPLICITO hacia atrás,	 CRANK-NICOLFON y

DIRECCIONES ALTERNANTES- se cumple 12 condición de estabilidad para

cualesquier valor del incremento del tiempo y	 longitud de la

malla.

Otra opción que se presenta para resolver el problema EIL

por medio del paquete MODFLOW, el cual presenta una serie e

opciones para mayor flexibilidad en el manejo.

El tema central	 del presente trabajo	 es resolver el

problema directo, el cual	 consiste en encontrar 	 el valor de la

carga hidráulica del acuífero para diferentes tiempos conociendo

los parámetros de Transmisibilidad T, y Almacenaje S.

En el caso de que se desconozcan los valores de T y S y

se tenga el valor de la 	 carga hidráulica, se	 dice que se ha

planteado el problema inverso. El problema inverso es " mal

planteado ", es decir que para pequelas variaciones en las

condiciones la solución varia demasiado de la original, además

tiene solución no única e inestable. Este es un problema dificil

al que se le ha tratado de resolver de muy variadas formas y aún

sigue siendo un problema abierto.

Este tipo de análisis puede ser aplicado a un acuífero

real. Uno de los propósitos de este trabajo era presentar

resultados de una aplicación al acuífero de la Costa de

Hermosillo, pero debido	 a la dificultad de obtener datos

suficientesy confiables, no se realizó.



REFERENCIAS

Bear. Hydraulics of Groundwater. (1979).

a.- Davis and Wiest. Hydrogeology. (1966D.
- Freeze and Cherry. Groundwater. C1970)

4.- Huyakorn and Pinder. Computationál Methods in Subsurface Flow.

(1q8).

Kruseman and Ridder. Anal ysi s and Eval uati on of Pumpi ng Test

Data. C11383).

Wang and Anderson. Introduction to Groundwater Modeling.

cigeap.

Montgomery. UMAP: Controlled Source Seismology. No. 292.

Jan. Water Resources Bolletin. No. 2. (1965)

Adrews. Groundwater: Salt-Water Intrusion in the Costa de

Hermosillo, Mexico. A Numerical Analysis of Water Management.

Proposls. (1981).

Bush, Matlock and Fogel. Journal of Soil and Water

Conservation: Utilization of Water Resources in a Coastal

Groundwater Basín. Sep- oct. (1966).

Cruickshank y Chavez. Ingeniería Hidráulicaen Méxieo: Modelo

DAS para el estudio del comportamiento de Acuíferos. Vol.

XXIII. (1969).

12.- Moreno, J. Recursos Hidráulicos: Los Distritos de Riego por

Bombeo del Norte y Centro de Sonora. Vol. V. (1976).

12.- Mercer and Faust. Water. Vol. Mar-Ap, Ap-May, May-Jan,

Jan-Jul. (1980).


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127
	Page 128
	Page 129
	Page 130
	Page 131
	Page 132
	Page 133
	Page 134
	Page 135
	Page 136
	Page 137
	Page 138
	Page 139
	Page 140
	Page 141

