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INTRODUTCION

A Un modelo matemético para €l flujo de aguas subterraneas
P nciste de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciasles
Eunto con condiciones iniclale=z v a la frontera.

_ Para recsolver la(s) ecuacidniesd), deben c¢onccerse la
feometria del acuifero, los paraAmetros hidraulices y las
; ﬁndiciones iniciales v a la frontera. SSlamente en el <caso en gue
Tjas ecuaciones, los parametros y las condiciones sean simples
buede cblenerse una solucidn exacta.

Desafortunadamente hay muchos problemas de flujo de agua
Lubterranea para los cuales es dificil, si no imposible, obtener
ina soluctién analitica. La razdén es que estos problemas son

Yorplejos ya que involucran no linealidad ya sea de los parametros

y devilas condiclones & la frontera.

Para peoder encontrar la soclucién a este tipo de

oblemas existen otros métodos, no analiticos, por medic de los
Yuales se puede encontrar una solucién aproximada. Estos son los
todos numéricos.

Para encontrar la sclucién por medic de un método
umérico se reemplaza la ecuacidn diferencial basica que describe
1 =sistema de flujo por un conjunte de ecuacicones que pueden
esol verse con una computadora.

Los métodos numéricos mas comunes son dos:

- Método de Diferencias Finitas.

-~ Método de Elemento Finito,

En este trabajo se presenta una intreoduccidén al método
de diferencias finitas, presentande varios esquemas que resultan
de la discretizacién de la ecuacién diferencial parcial basica de

flujo.

Estos esquemas con  SUus respectivos programas son
aplicados a un ejemplo sintétice. Los programas pueden correrse en

cualquier computadora que cuente con compilador FORTRAN.




En el capitulo I &e revisan algunos principios

und,ment'ales de flujo de agua subterrénea. En el capitulcoc II, se
 recenta una introducciédn al! método de diferencias Finitas
1 plicénd‘:’lo a la ecuacidn de flujo de aguas subterraneas. En el
gapitulo II1II, se realiza 1la corrida de unos programas para
fresentar los resultados de los esquemas en diferencias finitas
] Explicito hacia atras, Implicito hacia adelante, Implicito de

rank—-Nicolson e Implicito de direcciones alternantes), para un

Otra forma de resolver este problema por medio
_ecomput.adoras seria el de utilizar un paquete comercial, como el
ue se presenta en el capitulo IV. Aqui se emplea el paquete
3. omputacional MODFLOW, el cual mediante una serie de archivos de
.ntrada en los que se le proporciona la informacidén necesaria nos
R ecuelve el problema de encontrar los niveles del agua vy los
bbatimientos de un acuifero por medic del método de diferencias
initas.

En el dltimo capitule, el V, se plantea el problema
finverso de flujo de aguas subterraneas, el cual es un problema mal
Pplanteado, y representa uno de los principales problemas en la
ctualidad y al que =e le ha tratade de dar solucidén por
Hiferentes métodos.

Ademés se presentan dos apéndices, unc para demostrar
no de los teocremas fundamentales de estabilidad, el tecrema de
f.AX. El segundo es para dar una pequefia introduccién al método de

Elemento Finito.

Agradezco a la persona que deposité su confianza en mi
fpara llevar acabo este trabajo, asi como al comité de tesis vy a
odas aquellas personas que directa e inderectamente me apoyaron

fdurante el tiempo que me llevo realizarlo. Gracias, Fernando.



CAPITULO |

ECUACIONES DE FLUJO EN HDROLOGIA SUBTERRANEA

Primeramente introduciremos wvarias definiciones basicas

t“elacionadas con Hidrologia Sublerranea.
DEFINICIONES.

Agua subterrénea es un términe utilizado para denctar
‘todas las formas de agua que hay por debajo de la superficie de la
tierra. Pré&cticamente todes loz Lipos de agua subterrénea son
parte del cicle hidroldgico (figura 1.10.
El estudio del ciclo hidroldégico del agua usualmente se

divide en tres digsciplinas:

- Meteorologia

— Hidrologia Superficial

— Hidrogeologia

En esta ultima se puede estudiar el agua subterrénea
{desde un punto de vista fisico, considerando todos los parametros
del medio. Sin embargo hay formas por las cuales el subsuelo se
Jjrecarga con agua; por ejemplo, lluvia, nieve, condensacidn del
{ vapor de agua, etc. Estos se filitran y pasan a formar parte del
i1 agua subterranea.
La formacién del subsuelo que contiene agua se puede
] dividir, verticalmente, en =zonas horizontales con respecto a la
Proporcidn de espacios vaclos, Ocupados por agua.

En general los espacios vacios pueden contener en parte
un liquide Caguad) y gas Caired. Los espacios sdlidos podrian
tomarse come granos de cierto material, como arenas, rocas

fracturadas, etc.

Escencialmente tenemos_una zona de SATURACION; aqui los

espacios vacios © poros estan ocupadoS en su totalidad por agua.

L



una zona de NO SATURACION es donde los poros contienen agua y

fases, es decir no estén completamente llenos de agua.
f Un ACUIFERO es una formaciédn geoldgica, saturada, y que
:uede.transmitir cantidades significativas de agua.
La palabra ecuiferoc se origina del latin, acui-agua vy
_:; ero-llevar; otro término que a menudo es utilizado para designar

L 2

un acuiferoc es *' Manto Acuifero

i
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FIGURA 1.1. Ciclo Hidroldégico.

CLASIFICACION DE ACUIFEROE.

De una forma generad, los acuiferos pueden ser

Flasificados como confinados y no confinados.




Un acuifero CONFINADO ¢ acuifero de presién, es aquel

e tiene por frontera superior e inferior una capa impermeable;
que no permite el paso del agua. &1 se

decir, material

R.r{oraran variozs pozos= que penetren el acuifero confinado, el

1 jvel que alcanza el agua en estos pozos definen una superficie
] maginaria llamada SUPERFICIE PIFEZOMETRICA & NIVEL PIEZOMETRICO.

Un acuifero NO CONFINADCO, es un aculfero en el cual el
que es el NIVEL FREATICO,

del agua es la frontera superior,
También es 11amado

51 vel
1a frontera inferior es una capa impermeable.

cuif'ero FREATICO. {ver figura 1.&).
Un acuiferc ARTESIANO es un acuifero confinado (o parte

He ésted, en donde la superficie piezométirica esta sobre

En un pozo en este acuifero el agua sube

Fuperficie de la tierra.
sin necesidad de bombeo (pozo

1bremente, ¥y sale del pozo

Lrtesianc). En algunas ocasiones el términe artesiano es usado

nara denotar un acuifero confinado.
Nivel Fredtico

Nivel Piezométrico-

Nl

FIGURA 1.2. Acuiferec no confinade y su nivel freatico:

acuifero confinado ¥ su nivel piezométrico.

Aunque estas fronteras Csemipermeables) tiene

relativamente alta resistencia al flujo de agua,

fuera del acuifero.

llamados acuiferos FILTRANTES.

i

la

T

canti daﬂes

significativas pueden filtrarse a través de ellas hacia dentro o
Los acuiferos, confinades o no, que pueden

Perder o© ganar agua & través ‘de una © de ambas fronteras son



La cantidad vy la direccidn de filtracidn ests dada por
a diferencia del nivel piezoméirico-€ frético.

Un acuifero freatico (o parte de éste) que e encuentre
.obre una capa semipermeable se llama acuifero freitico filtrante,
34e igual forma un acuifero confinade que tenga por leo menos una

rrontera semipermeable se llama acuifero confinado filtrante.

Componente Vertical delFlujo
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FIGURA 1.2 . - Ejemplos de aproximacidn de flujo
en acuiferos, ad conf'inados con
-espesor variable B (< L. b) confinado
con uUn pozo penetrando parcialmente.
C corte horizontal 3. 2 frefticos.
d) eonfinado filtrante.




El flujo a travesz de un medio porosc es en tres
neiones. Sin embargo, cuandc la geomgtria de los acuiferos nos
$.ira que las dimensiones horizontales son mucho més grandes con
._ pecto a las verticales , por ejemplo, de diez a cientos de
-roS comparados con miles de metros, podemos asumir que el
.1{ero es escenclalmente horizontal, o que puede ser aproximado
2. tal, despreciando la componente vertical del! flujo. Esto es
.jrto'Para un acuifero confinado de espesor constante y con pozos
etrandc totalmente. Y también es wvalido cuando el espesor

{a, pero siempre y cuandc esta variacidn sea mucho mias pequefia

el espesor promedio.
La consideracidén de flujo horizontal se desprecia en

'iones donde el flujo tiene una componente vertical grande, por
1 bmplo en las vecindades de un pozo penetrando parcialmente o
#ca de rios, etc. Sin embarge en cualquier casc, después de esa
indad, puede hacerse dicha consideracidén. {(ver figura 1.3

&

POROSI DAD

51 el volumen total Vr, de un suelo o roca es dividide
el volumen de la porcidn solida Vs, y el volumen de espacios

los Vv, la POROSIDAD, 7, es definida como

'. bresentada en fraccidén decimal o porcentaje.
La tabla 1.1, enlista los rangos de porosidad
Presentativa para varios materiales geoldgicos. En general, las
as tienen menor porosidad que los suelos. Las gravas, arenas y
viones que estan formados por particulas angulares ¥y redondas
"Nen menor porosidad que los suelos ricos en minerales.
; Por dltimo, los depdsitos pobremente acomodados tienen
For porosidad que los que estin bien acomodados. |
Le porosidad yv;, se refiere a la razén de vacios e, que
MIY usado en mecanica de suelos. La RAZON DE VACIOS esta
Bfinide como: - _

Ny
e Vs . 1.2
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" e« " usualmenie estan en el range de 0O-3.

TABLA 1.1 .- Eangos de Porosidad.
MEDI O POROCSIDAD TOTAL %

Grenito neo alterade y Gneis 0,002 - 1.
Cuarzos 0. 08
Arcillas, Pizarraz, mica-esquiste 0.5 -7.85
Calizas, Dolomitas primarias 0.5 - 1&8. 8
Dolomitas secundarizas 10 - 30
Yeco g - 37
Arenizcas 28 - =E

. Piedrz Vélcanica R — AN

i Arenas 15 - 48
Arcilllas 44 —- B=
Arcillas Humedas, Aluvién > Qo
Suelos comunes 45 - 65

LEY DE DAECY.
— En una dimensidn.

El nacimiente de la Hidrologia c¢come una ciencia
cuantitativa puede decirse que fué en el afic de 1858. Este fué el
afioc en que el Ingeniero Hidrautlico Henry Darcy publicd su reporte.
Darcy describe un esperimento de laboraterie que lo llevé a
analizar el flujo de aguas a través de arenas. El resultade de sus
experimentos puede generalizarse como una ley empirica gque se.
conoce come la ley de Darcy.

Ecste experimento consiste en hacer pasar agua o algun
Tluido a través de une columna de arena, donde h:s es la altura del
fluide en un tiempo infcial - hz es la altura en un tiempo

-

despuég A .



De sus experimentos Darcy concluye que la tasa de flujo
decir, el volumen de agua por wnidad de tiempc), €, es
rcianal ac

- el area de seccion transversal A

~ hi = hz

reamente proporcional a la longitud L, (wver Figura 1.4D>,

5 nde K es un coeficiente de proporcionalidad. Las longitudes hi y

se miden con respecto al mismo nivel Chorizontald, un nivel

bitraric ya establecido.

FIGURA 1.4 .- Experimentc de Darcy.

Podemos reconocer que aqui h, es 1la cardga piezométirica v

la diferencia en la cearga plezométriaca a través del
filtro de longitud L. -



Comc la carga piezomélrica describe (en tLérminos de

rga de agual la suma de presicen y-gpnergia potencial del fluido
| r uni dad de peso", Chs — h2)/L es la interpretaciodn del GRADIENTE

IDRAULICG' Si definimos la DESCARGA ESFECIFICA q, como el volumen

ve fluye por unidad de tiempe a travées de una unidad de

:: e agua 9
normal a la direccidén de flujo,

Wrez de seccidén transversal,

bt enemos

g = K Ch1 - hezd
L

donde 9 < G - A, como otra forma de la ley de Darcy.
Las dimensiones de @ son [LB/T] y las del é&rea son [Lz].

1 q tiene dimensiones de velocidad [L-T].
El coeficiente de proporcicnalidad K que aparece en la

Sliey de Darcy (1.40 se le llama CONDUICTIVIDAD NIDRAULICA del medio

pgroso, er; ocaciones se le llama COEFICIENTE DE FPERMEAEILIDAD vy

depeide de propiedades del medioc poroso y del fluido.

\ M".,_, BIBLIOTECA
’/’ DE CIENCIAS EXACTAS
- Extensién de la Ley de Darcy. — M‘m e Y NATURALES

HARA MI GRANDEZA

La ecuacién de movimiento derivada experimentalmente en

la forma de la ley de Darcy €1.4) se limita a flujo en una

di mensi ones, la

dimensidn. Cuando el flujo e en tres

generalizacidn de (1.4) es

q=-KVYh | 1.8

donde q es el vector de descarga especifica con componentes gx,

qy ¥ qz, ¥ V h es el gradiente hidraudlico con componentes &h-9X,

dh 8Y, &Hh 8Z en las direcciones X, Y, Z respectivamente. La

ectacieén (1.5) se puede escribir como tres ecuaciones




&h

ax = ~Kugy
. _pu9h
qy = k?-o—?— 1.6

ah

iaonde Kx, Ky ¥ Kz son los valores de la conductividad hidraudlica
A lac direcciones X, Y, ¥y Z. Como ahora h es funcidn de X, Y, y Z
l';s derivadas deben ser parciales.

] Otra generalizacidn de la ley de Darcy es el conjunto de

$cuaciones

- oh ah _ ..08h
qx = K’“‘Ei_ KH\'-JY an-——é
R - s S - | S . 8h -
ay = kvx‘—jf [ .Y Y—GY Ky 26_—2 1.7
_ éh _ oh ah
gz = -Kzu 7l KZY__OY Kzz—-az

; Este conjunto de ecuaciones tiene nueve componentes de
ala conductividad hidratlica, es el caso mas general. Si se colocan
' en forma de matriz, se conoce como un tensor simétirico de segundo\'
: rango, llamado TENSOR DE CONDUCTIVIDAD RIDRAULICA. Para el caso
E especipl Kxy = Kxz = Kyx = Kyz = Kex = Kzy = 0, las nueve
fcomponentes se reducen a tres y por consiguiente a la ecuaciédn

§C1.6D
Rango de Validexz.

‘ A medida que la descarga q se incrementa, la ecuacidn
%que relaciona la descarga especifica, q, vy el gradiente hidradlico
Vh gse desvia gradualmente de la forma lineal expresada por la ley
de Darcy. Por lo que es conveniente definir al range de validéz
' Para la ley de Darcy lineal.

‘ En flujo a través de conductes, el NUMERG DE REYNOLS, Re,
== un numerc sin dimens'iones-;'expr:_esa la razén entre fuerzas

inerciales y fuerzas viscosas actuande en el fluide.



Se usa comoc un criterio para distinguir flujo laminar
i ye ocurre & bajas wvelocidades y flwjo turbulento que ocurre a
tas velocidades. El valor criticce de Re entre flujo laminar y
] Jujo turbulento en conductos es de alrededor de 2000.

3 Andlogamente el numeroc de Reynols se define también para

3 Lujo & través de un medio poroso, como

bonde d es la longitud del medie poroso vy v es= la viscosidad
:'némir:a del fluido. Aunque por analogia con el nUmero de Reynols
hara conductos, d.es una longitud que representa la seccién
ransversal de un canal de medio poroso, se acostumbra usar para d
a longlitud representativa del grane. Frecuentemente el diametro
} Hel grano se toma como la longitud d. Algunas veces, se menciona
ue el diametro representative es dio, que significa que el 10 %
e ur;‘a muestira de granos son mas pequefiozs que el disdmetro del

edaro Cutilizado en pruebas para determinar el Lipo de suelo).

e Ley de Darcy

Vh
e +/ s
3 VAR
- & 7
v
I ;s
/N
i
|

~———ee—Rex)

tana’= {/&

L
FIGURA 1.5. Curva esquematica gque relaciona

aldJyq.

_ A pesar de las variadas definiciones de d, en 1la
;_ ©Cuacidn C1.8), practicamente todo parece indicar que la ley de
Darey es valida mientras el nukero _de Rkeyneols este entre los

{V2lores de 1 & 10. CVer figura 1.5).



CARGA HIDRAULICA.

El anilisis de un proceso fisico que involucra flujo

equiere del reconocimiento de un gradiente de potencial. Ejemplos
Bonocidos son el flujo de calor a través de sd&lidos, de altas
: emperaturas _hacia temperaturas mas bajas, y el flujo de corriente
1 jéctrica a través de circuitos eléciricos de altos veltajes hacia
2o bajos.

7 FPara estos procesos la temperatura vy el wveltaje son
‘ antidades pueden ser un potencial, y las tazas de flujo de calor
electricidad son proporcionales a esos gradientes de potencial.l

Seterminaremos el gradiente de potencial que controla el flujo de

$oua 2 través de un medic poroso.

AnAlisis de Hubbert.

Hubbert(1940) define el POTENCIAL come ‘‘una cantidad
ficica, capaz de medirse para todo punto en un sistema de flujo,
_: cuyas propiedades son que el flujo ocurra siempre en regiones las
j cuales vaya de altos valores a wvalores bajo=, depreciando la
direccidn del espacio®. En el experimento de Darcy (figura 1.4) la
; carga hidraulica h, indicada por los niveles del agua, pareceria
:: que <atisfacre la definicidn, perc para Hubberi eso no es
suficiente.

. Dos pozibilidades para el potencial son la elevacidn y
la presién del fluido. Si el aparato de Darcy (figura 1.6), con el
j cilindro wvertical ¢ 8 = 0O 3, el flujo ocurrira hacia abajo a
§ través del cilindro Cde la elevacién de arriba hacia abajol, en
respuesta & la gravedad. En otra forma, =i el cilindro se coloca
§en forma horizontal ¢ & = @0° >, 1la gravedad no toma importancia,
_< el fluje puede ser inducide por incrementos en la presidén.
‘ Individualmente, ni la elevacién, ni tampoco la presidén  son
_\ Potenciales adecuados, pero podemos esperar que sean componentes
{ del potencial total. La éefini}:rén Elas—ica de potencial, e= en

Lérminos del trabaje realizado durante el procesoe de flujo;



o1 trabajo realizado para mover una cantidad de masa de fluido

1_ U‘e dos uUnicos puntos en un sistems de flujo, es una medida de

. energia perdids por unidad de masa.

n
] El POTENCIAL DEL FLUIDO a través de un medio porosoc et

a energia mecanica por unidad de masa de fluido.

Y 4
Ab
|
iz 1 h; h,y
2=0
FIGURA 1.8 .- Experimento de Darcy (con el cilindro

inclinado un angulo &).

Para relacionar el potencial con la elevacidn ¥y la
presidn, consideremos un estandar (figura 1.7 a una elevacidn Z =
O v una presién p = po, (la presién atmosféricad. Una cantidad
de masa de fluido de densidad pe ocupando un volumen Vo , donde
Vo = 1/po. Deseamos calcular el trabajo requeride para llevar la
unidad de masa de fluide del estado estandar a un punto P en el
Eigstems de flujo el cual estad a una elevacidn Z y donde la presidn
del fluido es p . Ademis consideremdos que el fluido tiene una
velocidad o = O en el estado estandar vy una velocidad o en el
? punte F. Entonces son tres componentes para calcular el trabeajo.

Primeroc, el trabajo requerido para llevar la masa de una elevacidn

=0 a Z:

.8

X
h
3
n
Bt
(%Y




do, el trabafo requeridc para acelerar el fluido de una

jocidad ¢ = O a una velocidad v : ™

"ELEVACION 2
PRESION ¢
VELOCIDAD 4

.  DENEIDAD p
"L VOLUMEN V=iso

ESTADD ESTANDARD ARVITRARIO
ELEVACION Z=0
PREEION p=0 (ATMOEFERICA)
VELOCIDAD U=0
DENE IDAD po

VOLUMEN Vo=i-0o

FIGURA 1.7 .- Datos para el calculo de la energfia mecanica
por unidad de masa de fluido. '

Tercero, el trabajo realizado en el fluido para elevar la presidén

de p = po ap

Ws

|

Ed
o ’
) T
8 <

_ p
dp-'-:mj de 1.11
po P

Zi el fluidoe va de un punte P a un punto en el estado
eStandar, la ecuacidn (1.8 es la pérdida de energia potencial, la
SCUacidn €1.10) es la pérdida de energia cinética y la ecuacidén
€1.11) es la pérdida de energia elastica o trabajo p-V.

El potencial del fluido ¢ ¢ energla meciAnica por unidad
de magad) ez la suma de ';81. Wz-y Wa.—__ Fara una unidad de masa de

ﬂ-Uido » m = 1 en las ecuaciones (1.0>, (1.10> y €1.11D tenemos

R R VR



P
dp 1.12
pe F

hﬂt
!

=g +

FPara flujo en un medic porosc, las velocidades son

madamente bajas, asi que el segundoc términc puede ser

;iadr’

%,Lspreciado-

Fara fluidos con densidad constante , es decir, si p ne

funcién de P, la ecuacidn (1.1&> se simplifica a:

P = Pc 1.1
=)

w

¢,=gz+

: El primer término de la ecuacioén (1.13) inveolucra la
i.levacién Z y el segundo término involucra la presién del fluido
Para relacionar estos términos con la carga hidrauilica,

ecurramos al mandmeiro de Darcy (figura 1.8). En F la presion del

=?;lui§3 p ests dada por

P=pgy+ po 1.14

}?domkayfes la elevacidén de la columna de liquido sobre P ¥ po es

a presidn atmosférica o presidn en el estado estiandar.

FIGURA 1.8 .- Carga hidraulica h, carga de presién y
¥ carga de elevacidn Z para un
manometro de laboraterio

4 Esto ge puede ver mas facilmente™en la figura (1.8 y la ecuacidn
1149 queda

L g+ e



P=E=pgfl h-—-273 +po 1.15

"

. stituyendo la ecuacican (1.15) en la ecuacidédn (1.13> vy céncelando

gg-rminos obtehemos:
@ =g h 1.16

Llegamos a la conclusidn de que, el poten;ial del fluido
p e un punte P en un medioc porosco es simplemente la carga

hjdrbulica en el 'punto multiplicada por la aceleracidn de la

gravedad. Como g es constaznte en una vecindad de la superficie de

1a tierra, ¢ ¥ h estan perfectamente correlacionadez. Para conocer

g necesario conocer el otro.

Ee comin en Hidrologia de aguas sublterraneas tomar la

presion atmosférica po © cercanas a ésta, igual a cero. En este

caso las ecuaciones (1.130 y (1.16) quedan

— - P _ _-
= 2 + T = h 1.17
@ g 5 g |
)

Dividiende entre g oblenemos

h=2+—-p— 1.18

Esecribiendo la ecuaciédn (1.14) en términos de la presién medidsa

oblenemos

La carga hidraulica, h, ahora ez la suma de dog
Componentes: la elevacidn del puntce de medida, o la carga de

elevacidn, Z, v la carga de presidn, w.
CONDUCTIVIDAD HIDRAULICA

El coeficiente de proporcionalidad K que aparece en la
ley de Darcy es llamada conductPvidad hidrauliea v ez una funcidn

No s6lo del medic poroso sine también del fluido.

F=pgv i.18e
y sustiituyendn en la ecuacidn (1.18) nos queda
h =2+ 1.20




Consideremcs de nueve el aparate experimental de 1a
Si Ah y Al las consideramos constantes para doc

‘“1gur3 ¢1.45.
-1 imentos usando la misma arena, y hacemos pasar agua en el

7 imer experimento y melaza en el segundo, la descarga especifica,
pr
es mucho mas baja en el segundo experimento que en el primero.
En esta observacion conviene encontrar un paréametro que

escriba las  propiedades conductivas de un medic poroso,
.ndependientemente del liquide que fluya a Ltraves de &l.
L.a porosidad v puede ser una impoertante influencia

controlando la conductividad hidraulica K. En depdsito= de arena

B, en formaciones de roca fracturada con alta 7 generalmente tienen
K. Pero, deszafortunadamentie no siempre sucede ésto; por

F P
en arcillas usualmente tienen mas alta

J ejemplo, suelos ricos
l‘ porosi dad que suelos arencsos © gravas pero baja conductividad
hidraulica.

1 Para estos experimentos se tiene que tomar en un medio
| poroé;%: ideal, que conciste de granos de didmetro uniforme, d.
Cuando varios fluidos de densidad g y viscosidad dinamica p son
pasados a través del aparate bajo un gradiente hidraulico

constante dh-df, se observan las siguientez proporcionalidades

q.m«:lz
Qo peg
q ot
a

Junto con la ley de Darcy, g -dh-d{, generan una nueva versidn

de esta ley -
2 9 pg dh _

E)} parametro C es otra constante de propercionalidad.

Para un suelec real se incluye ademis la influencia de otras

Propiedades del medio, que afectan al flujo, aparte de la medida

del diametro de grano, y la naturaleza de su acomodo.

Comparando la ecuacidn (1.812 con la original de la ley
de Darcy Cecuacidn 1.5) se muestra que

’ K-3 € d°p g
T




_f"'y p sOon funciones s£dlo del fluido ¥ Cd® del medio. s1

g7 -
mos
£ = C d° 1.23
NNCEeS
K =4&pg 1.24
Iy

,:-g;'conOCidﬂ como permeabilidad itntrinseca o especifica, vy tiene
dades [L] y K de [L/T].

La constante C de la ecuacidn (1.21) estad en el range de
;i,ara arenas arcillosaz ¥y 140 para arenas puras {(frecuentemente
valor de C = 100 se usa como promedied, yv d ez el diametro
ective, dio. Kumbrein y Mark (18422 s=sugleren a C = 6. 1710 ¢
a d en centimetroes y un factor de acomodo, {3, establecido
;'.rimentalmente cerca de 5 em-.

Oiro ejemplo es la férmula desarrollada por Fair v Hatch

gﬁ verificada experimentalmente
~1
_ 1 {17 ol __Pﬂ ) -
JL_ﬁ[v;»s [‘100 Edm]] 1.28

ldonde o es un factor que mide la forma de las arenas, variando

de 6.0 para granos esféricos a 7.7 para angulares, Pm es el
orcent.aje de arena retenida entre tamices (cedazosd vecinos y dm
s la medida geométrica del diimetire representativo de los granos.
Férmulas tedricas =e obtienen de la 1ley de Darcy,
ectentemente talez férmulas incluyen coeficientes numéricos los
tuales se determinan empiricamente. '

Bajo ciertas condiciones la permeabilidad &£, puede
riar con el tiempo. Esto es causado por fuerzas externas que
ambian la estructura y textura del medio poroso, por hundimiento
V-COHSOlidac:ién Clos cuales por tiempo prolongade pueden producir
xI&"aleS Yy cavidades), ¥ por arcilla htumedas. La permeabilidad para
ele seco ec mas alta que pars suelo hiumedo.

Las unidades usadas en la préctica por losz hidrélogos

'@ la conductividad hidraulica K (dimensiones L-T) son mrsdia

Yetro por diad. Otros a menfdo usan cmsseq. Obras unidades

. Nes gon, por ejemplo galones-dia pi ez.



La conversién de estas unidades es
i US galsdie 1% = 4. 72 X 10™° emBeg = 4.08 X 10T m-die
La permeabilidad k (unidadec Lzl) e medida en el sictema

jco en cmz o en m°. En el sistema inglés, las unidades son

z

También se usa la unidad DARCY definida por

1 cmz/seg/r:m X 1 centipol=ze
1 atmosfera-cm

1 darcy =

bh

1 darey = €.8607 X 10~ cm® = 1.062 X 10 "' rt®

= 0.613 X 10°* em’seg C(para agua a 20 °C
= 1.4156 X 1077 US gal min ft? Cagua a 20 °CO

‘i TABLA 1.2 .- PRangos de valores de conductividad v
5 permeabilidad hidraulica.
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[a tabla (C1.2) muestra valores de la conductividad

l"idr‘ulica y permeabilidad en cinco diferentes sitemas de unidades
para diferentes medios geoldgicos. La tabla esta basada en parte
de los daztos recopilados por Davis (186&>. La primera conclusidn
que podemos ocbtener de los datos es que la conductividad
hidrAulic;a varia ‘sobre un rangoc muy amplic;, en cms/seg varian de
.0 o 10°. en mrseg de 10" a1 y en galodia £t? de 1077 & 10°,
8 donde 1o valores minimos son para rocas metamorficas e igneas vy

el valor maximo es para gravas.

HOMOGENEIDAD Y ANISOTROFIA

Los wvaleores de la conductividad K o permeabilidad &
normalmente presentan variaciones 'a través del espacio en medios
geol égicos.

& L.a homogeneidad ¥ la aniscolropia de un medio poroso se
refileren a sus propiedades de permeabilidad & v~ o conductividad K.
_ Si la conductividad hidraulica K es independiente de la
posicidn dentro del medio poroso, el medioc es HOMOGENEO, es decir,
es la misma en teodos 1los puntos. De otra manera se dice
HETEROGENEO (o no homogéneod. Tomando el sistema de coordenadas
X.Y,Z en un medic porosco, una formacidén homogénea es équella en la
que KCX,Y,Z2D = cte.; mientrazs que una formacidn helerogénea

KX,Y, 2D # cte.

Zi la conductividad hidraulica K e independiente de la
direccidn de medida en un punto, en un medio geclégico, este se
dice ISOTROFICC en ese punto. Y =i varia con la direccidén en un
Punto, el medioc es ANISOTROPICO en ese punto.

Para un punte ¢X,Y,Z23, en un medico isotrédpico se tendra
que Kx = Ky = Kz, mientra gque en un medio anisotirdpico Kx # Ky =
Kz. Si Kx = Ky # Kz se tienen capas horizontales de depsdsitos
Sedimentarios y el medic se dice que es transversalmente
isotrdpico.

Para describir totalmente la naturaleza de , 1la
Conductividad hidraulica én un mgdio, es necesarioc tener en cuenta

__ la heterogeneidad y la anisotropia.



or ejemplo para un sistema homogénec isotrdpico en dos
. KxCX, 2> = Ke(X,Z> = C paga todo (X.2, donde C es una
" para up medic homogéneo, anisoirépiceo Kx(X,2> = Ci y
C2 para tode (X, pero Ci # Cz. La figura (1.0> muestra
.nte las cuatro pocibles combinaciones, donde la lon:git.ud
aetores representa los valores de Kx y Kz para dos puntos
“¢X2,22> en un mismo medio.

puede verse (Maasland, 1857, Marcus y Evenson, 1861) que
Ha rezlacidén enire capas de heterogeneidad y anlisolropia.
emos una formacidén en capas come se muestra en la figura
“en donde cada capa e5 homogénea e isotrdpica, con valores

uctividad Ks en la primera capa, Kz en la segunda y ast

8o, Isotrdépice ‘ Homogéneo, Aniscirdpice

(X2, =2

nec, Isocirdpico Hetercgénes, Anisdtropice
+ ‘L___’
L

l———b

FIGURA 1.8, - Cuatro posibles combinaciones de

heterogeneidad y anisoiropia.

Primero, para enconirar esta relacién de heterogeneidad

i8otropia, tomemos la direccién del flujo perpendicular =z las

© En este caso la descarga especifica, q, gque entra es la
" @n cada capa © estrato, y sea Ahi la diferencia de carga del

‘®Strato, Ahz del segundo ¥ asi Sucesivamente.



Yy anisoirdpicas.

ek
ds K -
—
dz Kz
k- —k Kz
T = L
3 -4 T
3 dn Kn
1 I * *
é FIGURA 1.10 - Rel acidn entre capas heterogéneas

Entonces la diferencia de carga total es
Ah = Ahi + Ahz + Ahs + ... + Ahn

i'yde la ley de Darcy
&

- _ KtAhs _ KzAhz _... _ KnAhn _ KzAh
97 Tar T TaE dn d

donde Kz es la conductividad hidraulica wvertical para el sistema

de capas. Despejando Kz y usando la relacidn para Ahi, Ahz,...

R obtenemos
3 .. _agd _ qd
3 Kz = Ah Ahd + Ahz +. ..+ Ahn
_ qd
T gdi-Ks + qdz-Kz +...+ qgdn/Kn
entonces
Kz = '——‘fi---'-- i.28
di ~KL

n
1= 4

Ahora consideremos el flujo paralelo a las capas. Sea Ah
éﬂla‘ﬁferencia de carga a una distancia horizontal {. La descérga

:Q’a través de un espesor unitario del sistema, es la suma de las
iﬁﬂcargas a través de las capas. La descarga especifica q = @ ~ d




. @ _ 9 Kidi sh _ L 4h
q 4 2 g~ T T ™I

L4
:1 nde @ = Kv dv Ah ¢, es la carga en la {~ésima capa y ademas
B .- 1z conductividad hidraulica horizontal.

- cimpl ificando
n
Ki di
Ty = —_—— -
Fo 2 p 1.2.

Las ecuaciones (1.28) y (1.288) proveen valores para Kx vy
: : para una formacién simple homogénea pero anisotrdpica, que

3 draulicamente es equivalente al sistema de capas homogéneas e

sotroplcas.
COMPRESIBILIDAD

_ El ansdlisis de flujo de aguas subterraneas requiere
Jintroducir el concepte de COMPRESIBILIDAD, una propiedad del
- material gue describe el camblioc de volumen, producido en un
material bajo una fuerza aplicada.

Zi consideramos que una fuerza aplicada & una unidad de
masa de arena saturada, tenemos tres mecanismos por los cuales

puede registrarse un cambioc (reduccidnd del volumen.

1. - Por comprezidn del agua en los poros.
£). - Por compresidn de los granos individuales de arena.
3).- Por reacomodo de los granos de arena deniro de una

configuracién cerrada.

El primero de los mecanismos es contrelado por la
compresibilidad del fluido, 3. El segundc mecanismo podemos
tomarle como insignificante lo cual significa que los granos de
arena son incompresibles; y el tercerc define la compresibilidad
del medic poroso.

P Empezaremos por introducir el concepte de FUERZA
1 EFECTIVA ¢FUERZA INTERGRANULARD, que fué definide por Terzaghi en
o 1055 -

-



La figura 1.11 muestira una seccidn transversal de un

Fara simplificar, considergremos un medioc granular con

uifero-
.terparticulas son omitidas. La figura 1.11 (b2, muestra en
n

grano tal que las fuerzas molecul ares e

ralle para un elemento horizontal en el planc AB en un acuifero.

=

Superficie de la Tierrs

; L "aculfero
p:_@&j—a“ de Control

(3!

FIGUEA 1.11 .- Presidn y fuerza intérgranular en un
acuifero.

&

La carga total de suelo y agua (y también cualquier

carga adicional a la superficie de la tierra, incluyendo la
presién atmosféricad, por encima del plano considerado se balancea
por una fuerza (por unidad de aread, I'" en el medioc sélido y por

una presidn p en el agua C(figura 1.11 Cbd3.
r=r*+op - 1.30

donde I' es la FUERZA TOTAL, gque resulta de la carga opresora. Cada
uno de los tres términos gque aparecen en la ecuacidn (1,302 es una
Tuerza dividida por el Areaza total, A, del planc considerado.

La parte de la fuerza total I’ que no es sostenida por el
fluide es llamada FUERZA EFECTIVA, I''. Entonces esta fuerza es
aplicada a los granos del medio poroso. Un reacomodo de los granos
S6lidos y la compresidén resultante, son causados por cambios en la
Tuerza efectiva, no por cambios en la fuerza total.

La ecuacidn (1.300 se deriva considerando fuerzas
Verticales solamente. Sin embargo, se puede extender al caso

-
Y¢neral de tres dimensiones (Bear,.- 1872; Verruijt,1060).



Ademas cambios en la carga opresora también produciran

seﬂr.yp‘ S

dar = dr' + dp 1.31

=i tenemos gue I' = constante, pero la presidn si cambis;

. ejemplo POF bombeo del acuifero, © recarga artificlal, tenemos

dr = 0 = dr'’ + dp

dr' = - dp t.32

Tales medidas corresponden al cambic producide en la
fuerza intergranular. De esta forma, una reduccién en la presidén
del agua, por bombeo de un pozo, da come resultadce un incremento
en la carga sostenida por el armazdédn del suelo del acuifero.

Para casos en los que la fuerza total noe cambia con el
tiempo,’y dan como resultado deformaciones volumétricas, la fuerza
éf‘ect.iva en un punto es controlada por la presidn en ese punto.
Como p = g qQ ¥ Y ¥ = h - Z (Z es el punto en cuestidnd,

entonces cambios en la fuerza efectiva en un punto dependen de

cambios en la carga hidraulica en ese punto.
ar* = — o g dyg = — o g dh 1.33

Para fluje de agua a través de un medic poroso es
necesario definir dos términos de compresibilidad, unoc para el

&gua y otro para el medio.
COMPRESIBILIDAD DEL AGUA.

El agua es compresible, sin embarge su compresibilidad
€S pequefia.
El coeficiente de compresibilidad del agua 8 esta dado

Por
1 dVw -
£ =-9 ap 1.34

' -

3 ':.r:k:'“de Vw ez el volumen de agua sujeﬁa“’a cambios de presidn.




El signo menos 1indica wuna disminucidén en el velumen
o 18 presién se incrementa, ademis es necesarioc si deseamos

gea un numero positivo.

La temperatura a la que normalmente se encuentra el agua

A
Lerranea tiene poca influencia en 3 ¥y para propositos practicoes

os considerar a {3 como constante. Las dimensiones de {3 son

m
;'Versas a la de la presidn o fuerza. 5Su valor puede ser tomado
¥

a4 1077 mEN o PaT.

Para una masa de agua dada es posible reescribir la

ﬁacién (1.34) en 1la forma

O_ID.

™D
A
w
&

ﬁz

B

L nde p es la densidad del fluido.
| Integrando la ecuacidn (1.35) obtenemos la ECUACION DE
ADO para el agua

n

e = po exp [Xp - psd] 1.36

honde po es la densidad del fluide para una presién de
1 peferencia pe. Para pe la presidn atmosférica C(convenientemente se

oma pe = 0), la ecuacidn 1.36 se puede reescribir

e =poexp [ pl] 1.37

Un fluido incompresible es une para el cual £ = O -y fal

= oo = constante,
COMPRESIBILIDAD DEL MEDIO.

El medioc sélido del acuifero es elastico ¥y no rigido.
Debide a que esli sujeto a cambios éen la fuerza intergranular,
YPerimenta una deformacién.

_7 Esta deformacidn involucra un movimientio del sélido o de
' las Particulas =sdlidas en su reacomodos, de tal forma que la
grorosidad del medio cambia. Asumiendo que la elasticidad de las
Particulas selidas es muy pequefia, entonces su volumen no cambia.

La pfopi edad de elasticidad del medio sélido se expresa

P o B S g e



e] coeficliente de compresibilidad a, definido por

- 1 dvr
o = _-_F 1.38

' onde VT €S la cantidad de volumen total y dif* es el cambioc en la

oerza efectiva.

U incremento en la fuerza efectiva dI'’" produce una
educcion en el volumen tolal de la masa sdlida dVr. En materiales
granulares esta reduccidn ocurre casi completamente como resultado

de un reacomodo de los granos. En general como Vr = Ve + Vv
dvt = dVe + dVwv
perr:; para nuestro propésito consideraremos que dVs = 0 entonces

dvr = dVv

Solamente se ha consideradoc compresibiliad vertical, las

' deformaciones laterales en el acuifero sSe toman como
insignificantes.
Como el wvolumen de sélidos Ve en Vr permanece constante
Lenemos :
Ve = (1 - 1> Vr = Constante,
entonces 3-1—,\_’,?— = 0 , por lo tanto
1 dvr - 1 drn
Vr are I =y arrs 4
0= dn _ 1. dn
a—l_ndr, hi_nas i.3¢

donde se expresa o para cambios en la poresidad, 7., resultandce de

cambios en la presidén del agua.
FLUJO EN ESTADO ESTACIONARIC Y ESTADO TRANSIENTE.

El flujo en estado ESTACIONARIO ocurre cuandoc para un
Punto en el campe de flujo, la mpgnitud y direccidn del flujo son

-—

__cc‘“stantes con respecto al tiempo. -




El flujo TRANSIENTE ( o flujo noc estacionario) cocurre
do 12 magnitud o la direccidn del Tlujo cambia con el tiempo.
B

En un sistema de flujo estacionario la velocidad puede

r de puntc a punto, pero no variara con el tiempo en un punte

Una diferencia importante enire estadeo estacionaric vy

:'ransie"t’e ectid en la relacidn entre sus lineas de flujeo v lineas

e corriente.
las lineas de flujo indican la direccidn instantanea del

'1uJ0 ern tode el sistema, para tedeo tiempo en un sictema

egtacionafio» o para un instante dado de tiempo en un sistema

transiente. Estacs deben cer ortogonal es a las lineas

equipotenciales.- en toda la regidn de flujo ¥y para tode tiempo.

Las lineas equipotenciales se forman uniendo todos los

; puntos que tienen la misma carga hidraulica, h.

E Las i{neas de corriente son un mapa de rutas que =sigue

una ptai?ticula de agua a través de una regidn de flujo, ya sea en
estado estacionarice o +Lransiente.

En estado estacionario una particula que entra al
sigtema por una frontera influente fluirid hacia 1la frontera
efluente a lo largo de una linea de corriente que en este caso
colncide con una linea de flujo. En flujo en estade transiente, es
de otra forma, las lineas de corriente y de flujo no colnciden.
Aungue para un instante dado de tiempo (en estado itransiented, las
lineas de flujo muestran solo la direccidn de movimiento. Aqui 1la

configuracien de las lineas cambia con el tiempe, las lineas de

 flujo no pueden describir la trayectoria completa de una particula

de agua que recorra el sistema. - -
le delineacidn de lineas de corriente en estado
transiente son importantes en el estudioc de contaminacidn de aguas

Sublerrineas.
TRANSMISIEBILIDAD Y ALMACENAJE.

Hay seis propiedades bisicas de los fluides y medios

Porosecs  que. deben contcerse - Para describir los aspectos

8 hidriulicos de los acuiferos. Estas propiedades son:

3

o




g : densidad™

pH : viscosidad
3 : comprecibilidad
a el medio
1 : porosidad ( e razén de vaclosd
k : permeabilidad
¢ : compresibilidad

Todos los parametros que se usan en las propiedades
drolégicas pueden derivarse de estos seis.
Consideremos ahora los conceplos de almacenamiento

pspecifico Ss, coeficiente de almacenamiente £, v Transmisividad

T.

i

Al macenaniento Especifico.

El ALMACENAMIENTO ESPECIFICO Ss de un acuiferc se define

c;.omo el volumen de agua liberada por unidad de acuifero del

bal macenamiente bajo una unidad de disminucidn en la carga

1 _hidraalica. '

| Sabemos que una disminucidn en la carga hiradlica h,

P infiere una disminucidén de la presidn, p, del fluide vy un

incremente en la fuerza efectiva I''. El agua que es liberada del
‘almacenamiento bajo condicioenes en las cuales h decrece es

producide por dos mecanismos: ' )

1 1. - La compactacidn del acuiferoc causada por
incrementos de I'*.

23.— La expancidn del agua causada por la disminucidn

de 1a presién p.

El primerc de estos mecanismos se controla por la
Compresibilidad  del acuifero a, y el segundc por  la
Compresibilidad del fluido 3.

' " Consideremos primero el agua producida por l=
4 compact acidn del acuifero. El wvolumen de agua expedido de 1a
Unidad de wveolumen del acuffero dyrante la compactacidn ez igual a

7 '~:}a reduccidén en el volumen de la unidad de velumen de acuifero.




La reduccién volumétrica dVr serad negativa, pero la
: .,,t,idad de agua producida dVw ser® positiva, asi que, de la
L

B uecion €1.38

dVy = ~- dVr = a Vr 4re
Para una unidad de wveolumen Vr = 1, ¥ de la ecuacidn
1,330, dl'' = - g g dh. Para una unidad de disminucién en la

earga hidraulica obtenemos

dvw = a p g C1.40)
y de la ecuacidn (1. 34> tenemos

dvVw = — 3 Vw dp 1.41

El volumen de agua Vw en la unidad de volumen total Vr
nvr donde n es la porosidad. Con A% S = i ¥
= pgdy = p g dth-2> = p g dh, y la ecuacién (1.41D para

-1 se convierte en
dVw = i n p g 1.42

El almacenamiento especifico es 1la suma de los dos

términos dados por las ecuaciones (1.40) y C1.42)

S =pgloa -7/ 1.432
De esta expresidn se puede ver que Ss tiene unidades de
:[Lﬂ]- Esto tembién se sigue de la definiecidn de S comos un

volumen por unidad de disminucidén de la carga.
En acuiferos confinados,
Para un acuifero confinado de espesor b, la

Jiransmisibilidad T est4 définidaecomo
T=Kb 1.44



E!l ALMACENAJE (o coeficiente de almacenamientod, S, se

" e

defi ne como

n

£ =58 b 1.45
gustituye“do la ecuacidn (1.43> en la ecuacidn (1.452 tenemos
E=pgbla+7n M : 1. 46

El almacenaje de un acuifero saturado confinade de
espesor b, puede definirse como el volumen de agua que un acuifero
libera del almacenado por unidad de area superficial de acuifero
por unidad de disminucidn en la componente de la carga hidraulica,
normal a 1la superficie. La carga hidradlica de un acuifero
confinado usualmente se expresa COmo una superficle
potenciométrica, l1a figura 1.11Cad ilustra el concepto.

& =i la conductividad hidratdlica K tiene dimensiones
[L/T], entonces de la ecuacidn C1.440 se ve que 1la
Transmisividad T tiene dimensiones [Lz/‘T]. 1 K se expresa en
gal-dia ftz. entonces T tiene unidades  de gal ~dia ft.
Transmisibilidades mas grandes que 0.018B m'vs ¢ o 0.16 ft’ss o
100,000 galrdia fiD son buenos acuiferos para explotacidn de
g rozos. El  almacenaje no tiene dimensiocnes. En un acuifero
confinado, el rango de valores de = es de 0.00é a 0, 00005,

Es posible definir un parametro simple que reuna las
‘ propiedades de T & K y las propiedadez de almacenaje £ & Ss. La
DIFUSIBILIDAD HIDRAULICA, D, se define como

_ T _ K 4
D—-—b_,——'—-g? C1.47D

Este términe, en la practica tiene poco uso.

En Acuifereps No Confinados.

4 En un acuifero no confinado, la Transmisibilidad no esta
.' tan bien definida como en el cago de un acuiferco confinade, pero

—-—

1 S¢ puede usar. .




o Definiendolo con la misma ecuacidn C(ecuacién C1.442),
ro en este caso b, es= el espesor=saturado del acuifero o la
1 altura del nivel del agua desde la capa impermeable que limita el

B cuiferco.

- e _* -

h?FIGURA 1.12 .- Representacidédn esquematica del almacenaje

enn un acuifero adconfinado, bd>no confinado.

El término almacenaje para acuiferos no cofinados se
conoce como PRODUCCION ESPECIFICA Sy. Se define como el volumen de
-‘ agua por unidad de disminucidn en el nivel del agua. En ocaciones
ge le llama almacenaminets no confinade. La figura 1.12 (b),
jilustra este principio.

: LLa produccidn egpecifica de un acuifero no confinade es
micho mas alta que el almacenaje de acuiferos confinados. El rango

Jusual de Sv es de 0.01 a O.3. -
ECUACION BASICA DE CONDUCTI VIDAD.

Desarrollaremos la ecuacién bacica describiende flujo -

ft“idimensicnal en un medio poreso. Derivaremos la ecuacidén basica
19¢ balance

a .
_%E_F))=_V-(P q) = —div {(p gq) 1.48

-

f{Usando consideraciones elementales.-



Consideremos un volumen de control (o caja de controld,
;~e tenga la forma de un paralelograms rectangular de dimensiones
bz, centrade en el punto P(X,Y,22, en el interior del
del fluje, en un acuiferoc.(Figura 1.13). Una caja de
-control puede tener forma arbitraria, peroc una vezr fijada la forma
- posiciénf deben permanecer inalteradas durante el flujo, la
. cantidad de material ¥y el material mismo, que pasan a través de la
1 caja de control puede variar con el tiempo. En este anidlisis, agua
y‘gélidos entran v salen de la caja por sus superficies.

En hidrodinédmica a esto se le llama una aproximacidn
Euleriéma. contraria a la aproximacidn Lagrangiana, en el cual se
rfija la masa de agua y se sigue en su movimiento a traves del
medic poroso.

Sea J un vector que dencta €l flujo Ces decir, masa por
unidad de area por unidad de tiempod de agua de densidad p en un
punto PCX,Y, 2D,

Wl

J =g q 1.49

t % |x.y.: +%’-

b7 1

: I ,/“ Yix» *-?!'t.x
| e
| gy
Plx,y. )

“lx-8,0 Y|, , 8x

T ’J---—E:- _____ x T,y.:
,/
J - // ’ ,
[ I""%" /,/ ! 1 .
| b !\'/ s
J‘l:',.’_%‘_ x
FIGURA 1.13. ~ Conservacién de masa para un volumen de control.

Refiriendose a la figura 1.13 el exceso de flujo de masa
1e entra sobre el que sale durante un corto intervalo de tiempo

18, a través de 1a superficie pegpendicular a la direccién X, ce

i Xpresa por las diferencias -7




Jxl — Jx| - Sy &z &1
H-B3. 2,V He SR A2V, 2

en las di recciones Y v Z tenemoss

J\'l &% dr St

— Jv |
X,V-SV 2,2 R V+EY 2,2

r -

le &xn &v S

— J=
pIAUN ¥ -9 Y, Z+BZ -2

8§ espectivamente.
Sumande las 1res expresiones obtenemos una para el

sxceso total de masa que entra sobre la que sale durante &t.

Jx | — Jx| Jv | = JIvi
R-INS2,Y,E NeSNS2, ¥V, B M, V-EY2,2 H,V+3V-2, 2
: &Exn &y
Jz - J=
lx,\',z—az.r-z Ix,v,z+5zx2 &xn &y Sum St 1.50
Sz '
onde &xdvdéz = &U es el volumen de 1la caja. Dividiendo 1la

:xpr‘esién (1.850) por &U y &t, obtenemos la cantidad de masa que
entra sobre la que sale por unidad de volumen de medio poroso y
%..-- unidad de tiempo. Si tomamos Sx5vdz tendiendo .a cero, entonces
‘ caja converge al puntec P por lo que el exceso de flujo que
fntra sohre el que sale por unidad de velumen de medic Calrededor
‘_.'e- P) ¥ por unidad de tiempoc queda

_ dJx BT aJz

— — ; - V. = )
% 37 B & J donde J o9 1.51

Por el principic de conservacién de masa, en la ausencia
¢ fuentes y sumideros, el excesc de masa que lo tenemos expresado‘
:“ la ecuacién (1.513 debe ser igual al cambic de masa m, durante
t, contenida en la caja.

Como m = 7 p 38U, esta acumulacidn de masa en la caja

a—



,l#Al - m!l = [Cp‘n)lt.At - (pn> ll] 6U 1-52

-

an WaS dividiendo la expresidn (1.52) por 88U y &L ¥y tomande el
f

iim“'e cuando &t -—» O obtenemos &(1n p) 8L como la masa de agua
| chmulada por unidad de veolumen y unidad de tiempo en un punto.

':gntoﬂces el balance de masz en PCX,Y,Z) esta dado por

Jx , 8ly _ dJz T _ &(ne)
% By 9= FTy

El primer términe en. el ladoe deréecho de la ecuacidén

N (1.54> es la tasa de masa de agua producida por una expansidn del

agua bajo un cambio de densidad p.

El gegundo término es la tasa de masa de agua producida
per la compactacidn del medie poroso, como reflejo del cambio en
su porosidad 7.

El primer ilérmince es controlado por la compresibilidad
del fluido 8 vy el segundo por la compresibilidad del acuifero a.

Para simplificar los dos términos del lado derecho de la
ecuacidn (1.54) conocemos que €l cambio en g ¥y 1 son producidos
POr un ecambio en la carga hidréulica h y en el voclumen de agua
Para una disminucidén en la carga que es Ss, donde Ss ez el
almacenamiento especifico dade por Ss = p g Ca + 7 . Entences
la tasa de masa de agua producida (lz tasz de tiempo del cambio de
12 masa de fluido almacenadod es o S8 &hrodt v 1la ecuacidn (1.84D
Queds

"‘
a(ogx ) d(eqvr ) 8Ceqz) _ .. oh
- TTax T T ey = T F SF gL 1

?
i
;
i
i
i
i
1

_ [ 2Cpax) | 8Coav) | 8(pqz) | _ 8(ue) | =3 |

&3 oY F-yel T . i

- = 2Cned

M b

expandiendc el lado derecho
- dr v ' . i

=~ V-pa =M FEt PG 1.54 i

fe

1
3
5
%

. B85



".ndo el flujo es estacionario (es decir, 8h/8t = 0D y- ¢ cuando
'_1uid° y sé6lido son incompresibles (ws decir, Ss = O y p = cte.)
onsiderarems que (en un acuiferc no confinade) la ecuacién
. 650 se reduce a-

V.gq =0 & divg =0 1.56

s cual establece continuidad de volumen. Recordande que div A =

-‘=-Ax/0)( + OAY-8Y + 8Az 8L para un vector A, donde Ax, Av vy Az =zon

% .c componentes de A

Ahora intreoduciremos una ecuacidn de movimiento (es

BRiecir, una expresidn para q) en la ecuacidédn de continuidad €1.55)
[ Tomaremos en cuenta el factor de que es un medio

- Heformable o conscolidado, también que el movimiento del medio

'élido con respecto al sistema de coordenadas fijas.

Consideraremos, para propositos practicos, que:

ad. -~ La wvelocidad de 1los sélidos es pequefia C(con

_.: especto a q-n) con q expresado por la ley de Darcy ,ecuacidn
1.8

‘ b>. - K e=2 constanite, no obstante e = Xpd, o, si el
fedic es heterogéneo, K varia en el espacio independientemente de
12 variabilidad de p.

. o I Ss ¥y K no son afectados por variaciones en 7y
febide a deformaciones. Consideraremos que estas variaciones son
queﬁ‘as relativas a la v inicial, lo mismo para p.

d>.~ g . grad p « 73 dprdL Centonces (1.53) se reduce a

V.q + 8(n £) 8t = 03, ¢ sea, consideramos que las variaciones

Lo

rpaciales en p© son mucho mas pequefias que las lecales o
empor al es.

Bajo estas suposiciones C1.8% puede escribirse en -

[frmines de la variable h, para un fluido compresible.

- div q = div (K grad h) = Ss 8h 8t 1.57

-

L_ Para un medio homogéneo i'soirépico (1.57) se reduce a



z z 4
Kv2h=l(div(gr~adh)zk‘.[or-ka:-t-a:]:sgg%
ax oY oz

Fara un medio isotrdépice pero heterogénec (1.57> queda

Para un medic no homogéneo, aniscotrdpico, donde las
direcciones principales son las direcciones X, Y, Z, obtenemos
d ah L] &h

Oh ah

Obviamente en (1.53) y (1,600 K = K(X,Y,2> debe ser
ccntinué ¥ Lener una primera derivada continua en el dominio del
flujo. Finalmente =i el flujo ez estacionaric y.-o cuaado elmedio
sélidé:i v el agua se consideran incompresibles, el lado derecho de
la ecuacidn C€1.57) y €1.60), desaparece. La ecuacidén (1.57) se

reduce a la ecuacidn de Laplace.

2 2 2
Vzh = g : 2 :l -d : =0
i) o oY &=
# también usualmente consideraremos que K = k p g/ 2 k po gruo,

independientemente de los efectos de presiédn en p vy @, Recordemos
que (1,.53) v (1.855) se desarrollaron para un dominio sin fuentes
Y7o sumideros. Si fuentes v o sumideros se presentan, entoncez se
representaran por un términe adicional en el lado izquierde de
a.sas, expreéando la tasa a la cual la masa de agua es agregada
Por unidad de tiempo y de volumen de medic porosce alrededor _de P.
La ecuacién (1.55) se modifica en un sentido similar, por ejemplo

la ecuacisén C1.85) queda

—div {(pq) + q' = p Ss

doende q' es el término que denotZ 1a fuente y~ o sumidero.

1.88

. &h & (.. éh ] . dh) _ . 8h
3?[‘3?}*3?[‘3?]*32[“&]'&‘% .88

. a . _
% [“"3?) * ey ['“3"&7] = ["*23.:7] = 58 3¢ 1.80

2

é



En general la ecuacién general de flujo para aguas

ubt,grrtneas la podemos escribir como=
- $

8h

.- . v = ——
(K Vh) ') y 73

y depe“di endo de K Cconductividadd puede tomar diferentes formas.
Ademas podemos tomar a h con dos componentes, es decir, flujo

pidi mensional, can las=s consideraciones que e mencl onaron

anteriormente.



CAPITULD 1

DISCRETIZACION DE MODELOS

IIn modele es una versidn simplificada de la realidad.
‘B sando un modelo de aguas subterraneas se pueden hacer pruebas del
B pnejo del agua. Por supuesic la validez de estas pruebas dependen

’%deque tan bien se aproxime el modelo a las condiciones de campo.

Los modelos de aguas subterraneasz se basan en 1la

Hecuacidn diferencial parcial de flujo

8 .., ©h é dh 8 oh oh
5?[“*‘*'5?]*3?[“Vs?]*az{“zsz]*q“sgat4 2.1

;amu h representa la carga hidraulica en el acuifero, K es la
Yeonductividad hidraulica, Ss es el almacenaje especifico, q
grqwesenta una fuente y o sumiderc.

: Para resolver esta ecuacidn es necesarioc conocer ciertas

icmacteristicas del flujo, llamadas c¢ondiciones i1niciales ¥

jJeondiciones a la frontera, que mencionaremos posteriormente.

El problema de resclver estos modelos es el de encontrar

4el valor de la carga hidraulica, h, en cada punte del sistema o

Aregion de flujo. Estos métodos se clasifican en Analiticos vy

Mumér i cos., Varios de los métodos mas conocidos son:
13 Métodos Analiticos

a. - Separacidn de Variables
k. - Técnicas de Variable Compleja
c. - Transformada de Fourier o Laplace

d. - Funciones de Green

-
| e. ~ Series de Polencias -




2> Métodos Numéricos

a. - Diferencias Finitas

b. - Elemento Finito

Parz problemas que invelucran ecuacicnes lineales o casi

ineales y en regiones de geomeiria simple (o regulard, es posible

! pener una solucidn exacta por medic de un método analftico., En

'asiones es complicado encontrar la seolucidn por separacién de

riables o© utilizande uncambic de variable que la haga de

'riable:-‘.- separables y llegar a una soluclidn. En ccasiones, las
scnicas de variable compleja, la aproximacidn por identidades de
] ‘een. o por transformadas de Fourier o de Laplace (o ambasDd,
-1evan a una solucidn exacta. -

Para problemazs no lineales con regiones de geometria

egul ar , sSson pocas las soluciones analiticas que existen ¥y
= sual mente son socluciones aproximadas, obtenidas a partir de
Podirficaciones del método de series de potencias. Las

odificaci ones son aplicables primeramente cuando los términos no

Wineales de la ecuacidn son mas pequelios en comparacidn con los

Bérminos lineales, ademass son poco ulilizades. Les métodes de

Beries de potencias son muy bueno=, pero requieren evaluar un

:;. ceficiente para cada término de la serie ¥y este es tedioso.

demss es dificil, =i no imposible, demostrar que la serie de
otencias converge a la solucidén exacta.

Normalmente las consideraciones necesarias para resolver

modele matemadtico analiticamente son muy restrictivas. Por

3 33’“131 o, muchas soluciones analiticas requieren que el medio sea

Womogéneo e isotrépice.

Froblemas que involucran regiones de geometria
N"E'g'l-ll ar, que son situaciones mas reales, generalmente no se

3 Patah resolver analiticamente. Para estos problemas es muy

htaj oso el usc de métodos numéricos, para obtener una scolucidn

#Proximada.,
3
A

. | Los métodos numéricos pr eveen la herramienta mas general

1 ahéllgls cuantitativo de las aplrcac1ones de agua subterranea



Estos no estin sujetos a muchas de las consideraciones
rictivas que se requieren para la~solucidén analitica. A pesar
a flexibilidad de los modelos numéricos, sus bases matematicas
e epfisticadas que para los métodos analiticos.

Para desarrollar un medelo numérico de un sistema fisico
cen este caso un acuiferod, es necesarioc entender comc se comporta
el sistema. Esto comprende tomar la forma de las leyes y conceptos
cpor ejemple, la ley de Darcy y el concepto de almacenajed, las
cuales se€ transforman a expreziones matematicas.

lLos métodos de diferencias finitas v elemento finito
.(ver apénaice B> son la mejor técnica numérica usada en

| apli caciones de aguas subterraneas.
METODXO DE DIFERENCIAS FINITAS.
“En una variable.

Aunque la aproximacidén de derivadas puede realizarse en
varias formas, nos fijaremos en la aproximacidn mis popular, la
j cual se bagsa en la-expansién de la serie de Tayler. Considerando
la expansidn de la serie de Tayler para h{XD con respecto al punto

LAY en una variable independiente, ver figura 2.1.

2 4
h[CH:DAK]:h‘i:h‘.g.AxC& . +C§},D dl:
- ' ax }iax ax® liax
ax>? g
c" : I * 2.2 a
S ax® lax
';}’ ademas
L
b [Ci-a> AX] = h__ = b - AX dh . Cgl;tb d :
N - dX liaw = d¥ ian
a8 -
i cg:fo £ l‘:- + .. 2.2 b
) dX i;:Ax_.




hix) &y
O——-O——0
Re BaAglnw ;a0 4 Lo .
Qho hin -
S
sl Ag PR B P
0O 1 2 3 mln rox

FIGURA 2.1.- Discreltizacidn por diferencias finitas
de h{X) para n incrementos de longitud AX.

Fara aproximar la primera derivada, la despejamos de la

a: ecuacidn (2.2 ad y obtenemos:

dh ive” B AX am cax>? a’h
— =& Tz s Ty - 2.3 &
d¥X fiax dX 1AM dXx LaAX

Y despejando de la ecuacién (2.2 b)) obtenemos:
dh ‘ P i, ax atn l _axd® a’h I . —
ax bias aX 2 ax? iax SE ax® iax

§lomc se puede ver, las series son truncadas después de los
qPrimeros términos y se comete un error del orden de AX. Entonces

jPodemos escribir las ecuaciones (2.3 €2)) y (2.3 (b)) como:

, - h.
dh l = b o0axd =4 &
dX LAN
h - h,
dh I —-.szflli + OCAXD Z.4 b
dX LAN -




Hasta aqui hemos oblenidoc una expresisédn para la derivada

:IECG“ gna variable) en términos de AX, es>~ decir, discretizamos la

i o (mera derivada. Ahora lo que haremos e obtener una

= discretizacién para la misma derivada, pero con un error de
] U.uncami ento mas pequefio.
Este lo podemos hacer sumando las ecuaciones (2.3 (add y

¢2.3 (Bd> y dividiende entre des:

dh Ch Pile caxn? &n -
— = TN B Py o 2.8 a
fa} 4 iax dX LAN
& bien
h - h.
ﬁ ‘ = L+ 14 v-4 " OECA}()Z] 2B b
] =AX
X AN :

Cuandos AX =se toma suficientmente pequefic la ecuacidn
(2.5 ge concidera mas exacta que la ecuacidn (24D,

” Por lo prontoe solo hemos discretizado las primeras
derivadas; para aproximar derjivadas de orden superior, se puede
proceder en forma andloga.

Una aproximacién para la derivada de segundo orden
dzh/d}(z, se puede obtener restando las ecuaciones (2.3 (ad) v (2.3

CblD:

o o iea” BNTRL, dh _cax® a*h .
axX ax? lLiax % ax* liax

reacomodandc Lérminos obltenemos:

3

£+
- +
g1 a%n R T BB TR L caxn?® ath .
* 2 - PN - 1= - . + .. = 6. a2
;! ax Lax - C AXD = dX i AR
%’ © bién, la llamada aproximacién por diferencias centrales:
2 h. - &h + h_
g h = At b iU orcaxd?) 2.8 b

ax® liax ¢ A 2~




En dos wvarjiables.

P

La aproxima;ién de derivadas parclales generalmente es
"mz extension de la aproximacién de derivadas ordinarias. Tomando
en cuenta esta discretizacidén y la figura 2.2, podemos escribir la
ién (2.5 (bd3, pero para dos variables de la forma siguiente:

ecuac
. - h . = h, .
%‘?Lx'h = i TR 4 opcand®) 2.7
| vy

vAM, JAY
y para la segunda derivada, de la ecuacien (2.6 (bdD

2. . . <% .= 2h., . + h. ]
4 hCX, Yo = _tva.) Lo alts O YR FV SR 2.8

X liﬂ’j_ﬁ" CAX)z

Estas dos ecuaciones (E.7> v C2.8B> son aproximaciones
para, la primera y segunda derivada parcial con respecto a 1la
vari‘;ble independiente X.

‘ Para 1la wvariable independiente Y se hace en forma
similar sdle que el subindice que varia ez j. La primera derivada

3 queda:

LY, YD T, jee i,4-1 2
S l o= =iy + O[CAY3?] z.0
LAN, jAY
d Y para la segunda derivada
2 L - 2h | + h. |
a hCR,Y)l o _bt.i+1t i, L, i-4- '+ O[CﬂY)z} 210
oy > Lax, jay cay»®

En flujo de agua subterrénez tenemos comoe modelo 1la
Suacién diferencial parcial en tres dimensiones, perc como se
"nciond en el capitule I podemos considerarle en dos dimensiones,
:l ®2 decir, considerar fluje herizontal, vy entonces la ecuacidn nos
J Steda (cuando no hay fuentes ni sumiderosd:

3 ... éh 3 . an _ dh 2.11
sf["‘"'ﬁ']*“é?‘,[“‘s?] =

——



ijclndo la ecuacidén (2.115 por el espesor saturado b
pl

endol© constante) obtenemcs: .

.12

v

T

|
[V

Y Y at

1%
£
4
r

2
—
+

<

[ Ky b 20 ] _ ah

n

T=Kb ¥ E Ss b, donde T es la transmisibilidad y &£ el

riciente de almacenamienio, la ecuacidn (E.18) nos queda:

E oh 8 o Y _ _ oh 217
3?[“*:5?]*'5?-[“3?]'535
faen forma simplificada
Jdh
v v = — o
CT Vhd = ey 14

R
FIGURA 2.2 .- Discretizacién por- diferencias finitas

para h(X,YD para n incrementos de AX v m

incrementos de AY.

Aplicar diferencias finitas a la ecuacidn de flujo
5;a133 equivale a eseribir la expresién de balance de masa para el
;”t&ngulo AX AY que se muestira en la figura 2.3. A ésto también
'afle conoce come la discretizaciyhn de la ecuacidn, vy el objetive

¥ escribir las derivadas en términos de AX y AY.




que’
I [h, - & + h ] +
CAXD 2 v-4,] 1,) L+4,)

Ty

R ——— [h__i"‘é.’.h_“'h,_ ]
CAY:)E 1,5 (9% 1,4

h**z - K
i, L)
= A
- entonces obtenemos
.—...'1-’(— [h y - E}'] ’ + h_+1 ] -+~
CAX>® brda t i
, h).ﬁi. hl.t .
_lTL_ [h.. - =h -+ 1. ] - - LI | LI |
CAY)Z (] L i,j-4 At

hh‘lcia adelante. T

Entonces, retomande las ecuacicnes (2.8 y (2.10)

Agqul At e= el intervalo del tiempo, definido como:

y

3 ugtitu)’er‘dc’l‘s en el lado derecho de la ecuacidn (2.13), pero
2

ansiderahdo a Tx y Ty constantes en cada rectangulc AX AY tenemos
¢

representa 1a tasa neta de influjo, que es igual a la tasa neta de
acumulacidn, la cual toma en cuenta la discretizacidn en el tiempo
para la primera derivada de la forma de la ecucuacién (2.4D,
tomande en cuenta que en este casc también se involucra al tiempe
come variable, entonces se aumenta un superindice k, para indicar

los i’fg‘xcrementos en el tiempo y sustituyendolo en el lado izquierde

.15

Si el lado izquierdo de la ecuacidén (2.15) se toma a un

Nlvel de tiempo k, obtenemos el esquema de D ferencias Explicitas
-



k k
K - ant o+ n ] . -
L=-4,] 1.} v+d,)

hk*’ _ hk

T"z [r,‘_‘_i—eri‘,“+hf‘,“‘]=s i'jm ) 216
CAYD LR o L.} L,)

y de © L

/'\.rer figura £.4D

Rt o= ne o+ l‘i}_—; [h’_‘_‘_ - an® 4+ ¥ . ‘]+
v, ) \‘-'J SCAXD L ) 1.) v+4,}
Mi [ R LT Zh*  + KX ,_1] 217
S CAYD v ted b
Ix A {rﬁ‘ R TR T ] .
o (Ax:)ﬂ 1=4,}) L,) 1+d, )
L. [ RE. - 2hf .+ B 4]
= CAYD bl il ted

e el cambio de htj durante el intervalo de tiempo Af.

| T ‘
T e T
| s “s “

~—1  |Y |

FIGURA 2.3 .- Localizacidn de leoezs nodos (i3,

Citsg,§2, Ci-1,33, Ci,j+2d, (i, j-ad

en una mall® de dimensiones AX-AY.

ste esquema podemos obtener hl,‘ﬂ_. despejandola de (2162,



Ahora bien , si el lado ifizquierdo de la ecuacién (2 15
p toma & un nivel de tiempo k + .1, obtenemos el esquema de

p,;fere“‘-‘ias Implicito hacia atrds. (Ver figura 2. 4>

,_'El‘__; [h"*: - 2. h’,‘*: J +
i=d, i, e,
CAXD ) ’
T k+t k+a kad hl"H’f—h"c'
;2“ [h.*‘ﬂ - &+ h_’_i] = = "“m v d z2.18
s L b
CAYD L) 4 ’
hY da:
en{,om:es L,j nos gueda:
A
? o= h),c+1_ - ..}l‘._._i; [h‘,H::_ _ ahl_“’i. . hl,ﬁ-i .]_
v, ) L | S CAXD 14,3 L.} trd, )
_'1'?—1.\.1,2 [ AL ,}“"‘_ + h**! ] 2.10
S CAYD voare Yo todms

Otra posibilidad es el esquema de Tiempo Centrado de
Crank—MNicolson. {Ver figura Z2.45

5 = Posereil) o B D [reeinek ]
= caxn® hC S I CAYD Lo ted o e
r
53 oy (el )«
CAXD L v-i.) L) Lrd, )
k+1 k
h - h
R -3 . 4 . .
R - [h’.‘. ahy +hy | =5 el ted 2. 20
CAYD R I

Olro esquema relacionado a este Ultimo de Crank-

R T

Nicolson, es el esquema Implicite de Direccidn Alternante. Este

{] ®squema se escribe en dos ecuaciones, una para renglones:

Ix [h‘_‘*‘_ - eh'."‘_ + K ] +
CAX)Z i-1,j L, i44,§
k+4 k
. h h
Tv [!‘. -°‘.‘.+‘Hh‘.__]=s Led ted 2. 21
- L ies 1. LIS i Ar
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otra para el conjunto de columnas:

u .

la ecuacidén (2.21) es implicita por renglones v la (Z.22) es

1mp11cita por columnas.

' El esquema explicile hacia adelante es el mas sencillo
de resclver y su nombre se debe a que h':ﬂ es evaluado en térninos
de valores conocidos de h. Podemos proceder de una manera
recursi var para calcular el valor de la carga para tiempos futuros,
después de que se hayan dado los valores de la carga en un tiempo
jpicial. En cambio, en leos métodos implicitos =ze necesita conocer

valores de h en el nivel de tiempo k+l, que son desconocidos.
 CONDICIONES INICIALES Y A LA FRONTERA

Las ecuaciones diferenciales parciales que describen
ciertos fendmenos, en especial flujo de agua a través de un medio
porosc, tienen unm nimerco infinito de posibles soluciones.

Para obtener de esta mulititud de posiblés soluciones una
solucidn particular, es necesario tener informacidn adicional que
no estad contenida en las ecuaciones. Esta informacidén debe incluir
especificaciones de:

— El estado inicial del flujo en el dominio, es decir,
condiciones iniciales. _ -

- Relacidn de como interactda el flujo con sus

alrededores, condicienes a la frontera.

Cbviamente las condiciones iniclales y a la frontera son -

motivadas por la realidad fisica del flujo. Estas condiciones son
determinadas primere en el campe o tomadas en base a la

informacidén que se tiene y después expresadas en forma matematica.

Diferentes condicicnes dan como Fesultado socluciocnes distintas, ¥y
i‘ o

e aqui la importancia de determinarlas correctamente.

T* k - PN + “ o
’-'_-_-_z:_ [rli—‘aj ahL'J hi."'l.:j . Hiairﬂ;‘nl ‘4;5
CAYXD Bigt -z

DEPARTAM: & 10
h',‘”_ _ h‘_‘ . MATEM AT 5
Ty _ [hl..‘_‘ _ ahk-&{_ . h:.-r!:—‘] = g L JA v 2. 25
CAY> Lo b - '

Hitos
e MNDEZA
iy

br



X
siferencias Explicitas hacia adelante

Diferencias Implfcitas hacia atrés

Implicito de Direccién Alternante

X

Implicito de Crank-Nicolson

FIGURA 2.4. -~ Esquemas de Diferencias Finitas.

Las condicicones iniciales incluyen las especificaciones
#f de la carga hidraulica h, para tgdos los puntos en el dominic a un

- Misme tiempe inicial, usualmente denolado como t = O.



En términos generalez Jlas condiciones a la frontera

L

o la forma:

e hCX,YD + b ggcx,n =c CX,¥Y) € on 2. 23

e 00 representa la frontera del dominic v &h-8n es la derivada
scto 2 12 direccién normal a la frontera. Frecuentemente 8h én
..thax &  ShrdY. Ademis podemos categorizar a las condiciones
.mO homogéneas s1 C = 0 y noe homogéneas si C = 0.

' Zi en la ecuacion (2.23), b = O, tenemos que las

ondi ciones nos quedan

a h(X,¥Y> = C CX,Y> e aa

y s& CONOCEN Con el nombre de condiciones de Dirichlet & de primer

tipo, estas indican un valor especifico de h.

Ei oen (2.230, a = 0 tenemos

b _
b-a—-;_‘—-C

en este caso tenemos flujo preescrito ¥y se dicen condiciones de
segundo tipo & de Neumann.

Y por tltime se tiene el caso mas general, a # 0 v b #
:‘ 0, que son condiciones mixtas o de tercer 1l1ipo.

En la ecuacidn C2.23), a, b v € pueden ser funcione=z de
Xy Y; estos coeficientes deben tener ciertas propiedades para
definir correctamente el sistema. Estas propiedades se obtienen de
cansideraciones fisicas.

Ahora el problema consiste en discretizar las
tondiciones a la frontera para obtener el problemz completo, lé
ecuacidn y las condiciones en un esquema de Diferencias Finitas.

Las condiciones de primer Lipoe o bien de Dirichlet, son
Como ya se menciond, con carga h preescrita. En este caso, se
establece para tedos © algunos de los puntos en la frontera vy
fimplemente se transfieren términos con h conocida al lade derecho
' de  ]la ecuacién. Por ejemplo, consideremos el esquéema de
diferencias implicite, en donde el nodo ij-« es unoc de 1la
] frontera (Figura 2.5, entonces se tiene de la ecuacidén (2.18)

: .que : -

—



- Tv AL h*‘f _ Ty Ats pkt1 . [iv Py TvAr .z TxAt ] h?ﬁ
c cavd® Tt g ocav scay>® scax>®d b

i,j—l o

_ Tx Atz h?:: - T ﬁtz ht:i = hk‘ z a5
= CAXD vl S CAXD rd e

- kta
- come i.j-4
Lérmine conocidoe al lado derecho ¥ obtenemos

es conocida, reescribimos la ecuacldn pasande ecte

- T Az h*+f ) . P”’a TYALZ .= TxAtz] hk& . Tx Ata h¥+i ‘
-+ . - 3 . 'Y - »
5 CAYD ved ¢ AYD S AXD vl o OCAXD v J

_ Tx At rk+1 k Ty At k+4

- P, T h | + —e————— h 2. 26
5 cax»® Tl “ooog ocay»® tedm
é‘ L.yt
i, j 1+1,j
:ﬁ
= i,j-14
B
ToIAITIII I P I 7P I PP 0
# frontera

FIGURA 2.5. — Discretizacidn de la frontera de Dirichlet.

e

g

Para las condicicnes de Neumann o de segundo tips, lo
.| que tenemos es flujo preescritcoc, es decir, éhs/dn es una funcidn
}f conocida, donde n ex X & Y dependiendo -de cual sea 1la frontera. Ei
fe considera la misma frontera que en el caso anterior tenemos

entonces que la condicidn a la frontera estaria dada por

ah _ éh _ -
.51’_1. = -3-}_-' = g E’..E.
discretizando esta derivada parcial tenemos:
ho - h
8h.= L, s i, —4 _ g o zn

aY = EAY




De acuerdoc a2 la figura (2.6) tenemos que el nodo i, es
" g1 que esta en la frontera, por lo tanto el nodo i,j-1 es aquel en

el aue no conocemos h, es un nodo ficticlo,

1, Jt+1

Lwd,] e e L

A AT A
' L—» ¢

+1,)
rontera

i,)-1

FIGURA 2.6 .- Discretizacidn de una frontera de Neuman.

, Pero come en el nodoe ij+i la carga h =i es conocida, la

carga en el nodo i,j-1 se despeja de la ecuacidn (Z2.28)

ocbtenemos que

Lt = hi‘jﬂ - 2 g Ay £.28
El nivel de tiempo se establece de acuerdo al esquema
que se emplee al hacer la discretizacidn de ese nodo de la

frontera. Por ejemplo, en el caso del esquema implicito, la

discretizacidn de acuerde con la ecuacidn C2.253, el nodo i1 lo

gﬁ tomamos en el nivel k+1 y obtenemos:
w _ Ty At hl‘(-&i» - Ty Atz h‘,“‘_ [hl.c-i-!'. - 2g AY]
S CAYD® Yot 5 CAY>® ‘vt bt
. [1_’ 5 Ty At + 2 TunAtL ] hl-c+1.
SCAY> 2 Scaxs> 2l v
_ Tx At hk-u _ Tx Ar hk-ra - hk 2. 50

S CAXD® YTl e g ocpxn® e v




» ca,,pdando términos

- .

2 Ty At ket L2 Ty At g | [i* o T¥Ar . TxAt ] pkrt

o cAY»? teuvd < cav>? SCAY> 2 scaxy>®d ot
Tx At k+14 k+d - Kk
Y [hi.—l,j * hi+1,j] = hi,j 2.31
S CAXD

Y por ultimo para las condiciones de tercer tipo scle se
combinan las dos forma=s anteriores.
Cuando el término fuente y-o sumiderc aparece en la

ecuacién de flujo, entonces la ecuacidn en diferencias en el node

i,j podemos escribirla como

hk+1 _ k
g Lo bed gkt Ix [h’_‘*‘ —anMtiapket ] +
A 1,) CAXD 2 -4, (] Led,
Lz [h'.‘“. 1-2hf‘“.+h}."‘. ‘] 2. 38
s JT » 3
CAYD ted Yoo

_f donde q‘_Cﬂ, ez la tasa de agua agregada o disminuida por unidad de
. L,

Wirea [Lo].

CONSISTENCIA Y CONVERGENCI A. .

r

En esta parie analizaremos los conceptos de consisténcia
¥ convergencia de la aproxXimacién por diferencias finitas y en la
siguiente seccidn la estabilidad.

‘ Para esto es necesario que los modelos de ecuaciones
- diferenciales parciales estén "‘bien planteados®, como también
' tener soluciones tnicas. El término "bien planteade” significa que
la solucién de la ecuacién diferencial parcial tenga pequefias
Variaciones con respecte a la solucién eoriginal cuande se
Per‘turban levemente las condiciones iniciales. Esto equivale a
: decir que ia ecuacidn diferencial parcial represente,

. -
] Verdaderamente, el prototipo del sistema.



En términos generales Se puede decir que la estabilidad

limitaciones de las perturbaciones en las

efiere a las
es calculadas, En otras palabras, cuande la magnitud de

ueion
per turbaciones en las condicl ones iniciales se hacen
Bi yrariamente pequefias cuande AX Yy AY tienden a cero, la

turbacion resultante en la scolucidn debe desaparecer en lugar
-".crecep; en este caso las scluclones basadas en una aproximacidén
diferencias finitas consistente convergen a la solucidn de 1a
-ugcién diferencial parcial. Dicho de otra forma, el obtener
onvergencia de una solucidn numérica basada en una aproximacidn
diferencias finitas depende de la consistencia de la

%i_?n
.aproxi macidn.

L.a importancia del conceplo de consistencia se establece
en el ‘teorema de Lax, el cual dice que si una ecuacidédn en
_f:'-di ferencias finitas lineal es consistente con el problema lineal
jif:u::nn condiciones iniciales, entonces el que haya estabilidad
i gar:em‘thr.il.T za la convergencia .. cuande AX y AY, las longitudes de la

b malla, tienden a cero.

Para definir en forma general la consistencia,

representaremos a la ecuacién diferencial parcial con soclucidn
exacta U como LCWD=0 y a la aproximacién en diferencias finitas

- con solucldén exacta u como FCud=0.

Sea ¢ una funcidn continua con suficientes derivadas
continuas para facilitar que Lo se evaluade en el punto
CkAL ,iAXD, en una dimensién. Entonces el error de truncamiento

'IJ:CUZ) en el punto CkAL,L1AXD esta definido por

TCed = Ficed - LCok
L9 1 3 ) - .
=1 T‘,ctv) tiende a cero cuando At+0, AXa(O, se dice que la
19
etuacidn en diferencias es consistente o compatible con 1a

ecuacidn diferncial parcial. Con esta definicidn T‘_(. indica el
LR

€rror resultante al reemplazar LC ot) por F".c( va.
L

Primeramente haremos el an&lisis para la ecuacidn

1 diferencizl parcial




Muy parecida al modelo de flujo de agua subterranea,
jo en una dimensidn. Para la discretizacidédn de oOU 8L y
s€ desarroclla la serie de Tayler alrededor de U . Esta

‘,)

jzacién se puede escribir de la forma

e+t b LS - k k
u. vi Y. v, v, . [ AL caxX>® ] a*u
At CAXDZ = 12 ax*

nos que el error de truncamiento es

(& - x> ] 2’u
e 12 ax*

y tomando AX - O, At » O tenemos que el error de truncamiento
ende a cero por lo que podemos decir que es consistente con la
.'acién deferencial parecial. Esta aproximacidn es la explicita
;ﬁgiﬁa. .
También es necesario decir lo mismo para las condiciones
la frontera, el analisis es el mismo donde lag condiciones a la
rontera son reemplazadas (si es necesario) por diferencias

: %finitas.
Las aproximaciones por diferencias finitas presentadas
iéqui son consistentes con la ecuacidn diferencial parcial del tipo
par abdlica, pero debemnos diferenciar agquellacs que son
.7.‘incondi cionalmente consistentes vy las que son ceondicionalmente
‘-'c-:msi stentes. La 'aproxi macidn explicita clésica es
: incondicionalmente consistente ya que no hay que mantener una
 relacién especial entre AX y At para poder eliminar el error
cuando AX y At tienden a cero. Aunque ésta es la situacidn en

' michos casos + hay excepciones. Por ejempleo, la aproximaciédn de

Dufort-Frankel, en la cual el error de truncamiento local tiene la

Torma
- cAaX>?® s'u . cAaLy? 8%u . cAat>® 8%y 5 a4
1= o & ot caxy? a2

La consistencia en este caso, depende ae' la forma en que At v

-

& tienden a cero. :

CCFgdeatiiin g

e L T Y A YT R Ly



Si At tiende a ceroc mas répide que AX, el tltimo término
. ecuacién C2.34) también se va a—cero juntd con los otros dos
B rminos. En este caso ez consistente. Si ALAZAXN = C = constante v
y AX tendiendc a cerc en la misma razdn entonces el error de
yncamiento en (2.342 no tiende 2 cero y la aproximacidn no ec
sesistente con la ecuacidn deferencial parcial (g.33). Entonces
{2 aproximacidn es condiciocnalmente estable.

Una aproximacidn por diferencias finitas se dice

E nvergente si

| o - |
1 1

_ O

gando At v AX o O. Aqui -1l es la norma de la diferencia enire el
lor exacto U y el valor caleculade U, para un punto fijo. Esto
s aseqQUra que la aproximacidén por diferncias se acerca a la

lu%ién exacta por refinamiento de 1la malla. En ocasiones se

Fieden derivar estimaciones de la forma

nde T-E es el error de truncamiento para la aproximacidén en
ferencias finitas. Si M es independiente de At y AYX entonces
. 380 especificaria una convergencia condicional y se
cesitarian lozs valorez de At vy AX. También en este andlisis se
eden incluir las condiciones a la frontera. En tal, caso el lado
recho de (2.3%) queda M(IT-Ef + | ¢ ¥), donde ¢ representa el
ror de truncamiento de la aproximacidén de las condiciones a la
tontera. En nuestro anilisis no se incluiran.

Ll amemos

Ohe un ejemplo tomaremos la aproximacidn explicita de la forma

U= (1-2edU + o(US « US ) « occandtecas®)  z.3s

o -u | =wqntE) . z.38



términos de errores

b

Xt (1_ap)g:‘ + p(g‘_:ﬂ-; g: )+ o(catdearcax>®y 237
] -

, , 3
La €S una ecuacidn en diferencias lineal para E. Noiese que los
'+

oS coeficientes (1-2c), p ¥ £ suman 1 para cualquier valor de p,.

: . . k .
 jdemas » BOD positives si O < p ¢ 1.2, entonces E?‘Lﬂ es un promedic

thof’ coeficlentes positivos de los otros términosz v no puede estar

fdebajo del minimo o arriba del méxime de los otreos términes del

errorl -

Tomande valores absolutos en (2. 373 cbtenemos

lEl_cﬂl < (-lhap)l[-‘;l_‘|+p +ACCALY Zeatcaxd? )y 2. 38
T

k k
Ei.-v-s |+pIE

Lo

i-_Aqui A es el limite superior de las derivadas en 1la forma
| Lexplicita de los errores de truncamiento local, y p esta entre los

valores de O y 1.2€. Ademas se tiene que cuande At » O y AX + O, ¥
'tomr:élo a CAXsz'p = AL, tenemos que el error tiende a cero,
entonces la aproxXimacidn explicita es convergente si 0 = p £ 1.2
3 Cuando po > 12, esta aproximacidn no se puede usar ¥y
lentonces se debe resolver (2.37>. El resultado es que E’,: no se
7 :puede acotar cuande At + O, por lo gue se dice que esta
aproximacidn es condicionalmente convergente.
| Ejemplos de aproximaciones incondicionalmente conver-—

gentes, es decir, convergen para cualesquier valor de p, son la

implicita hacia atrias y la de Crank-Nicolson.

ESTABILI DAD

Esta forma de analisis no tiene nada que ver con la
#°°Uacién diferencial parcial, pero si concierne al crecimiento
Inestable o decrecimiento estable de los errores en las

WoPeraciones aritméticas, necesarias para resclver las ecuaciones

" diferencias finitas. Que estos errores se amplifiquen o
dis?ninuyan es lo que caracteriza la propiedad de estabilidad del

“Squema numérico. -

-



Si una aproximacidn es eslable aseguramos que los

computacionales son pequelos. DRe nuevo, encontraremos el

*condicional *” e "incondicional®, perc referide & 1la
es_,’ag;,j.‘lic!au:i de una aproximacidn en diferencias finitas., De la
iema fOrma, un esgquema condicionalmente estable implica que los
‘yalores de At y AX seguiran restringidos.

Muchas de las aproximaciones por diferencias finitas
explicitas son condicionalmente estables, perc las aproximaciones
s__'_implj_citas- Son incondicionalmente estables. Por ejemple  la
‘f?-aproximacién explicita (2.362 es condicionalmente estable ya que

..:'para p £ 1/2 es estable y esto implica una restriccidn para At y.

s
La estabilidad o inestabilidad es un factor que debe
aﬁal izarse cuidadosamente.

lL.a estabilidad en cualquier algoritmo ez una condicidén
‘necesaria y suficiente para que un esgquema pueda considerarse
xacto.* Lo que significa es que un esquema inesiable es no
,":;onvergente; por ejemplo, el esquema explicito en el caseo en que p
‘> 1/2. La relacién formal entre estabilidad Yy convergencia es

j@:onocido como el "“Teorema de Lax'’, que dice:

** Dada una ecuacién diferencial parcial del tipo
parabdélico con condicionez iniciales ¥y a la -frcmtera ¥ una
aproximacidn en diferencias finitas que satisfaga la condicidn
de consistencia, entonces la estabilidad es una condicidén

necesaria y suficiente para la convergencia. **

ia demostracidn de este teorema requiere de Anilisis

Uncional,, y se presenta en el apéndice A.

ESTABILIDAD DE VON NEUMAN.

En una dimensidn.
El procedimiente mas ampliamente usado para determinar
estabilidad Co inestabilidad? de una aproxi macidn en

£e"'Em:ias finitas es el de Von NeumSinn.




Consiste en introducir un nivel inicial de errores que

representa por una serie de Fourier. finita vy considerar el
§ ecim ento (o disminucidén) de estos errores para incrementos de

X El metodo ec aplicable scle a problemas con condiciones
inici alec, ademas solo es aplicable a problemas lineales, con
éoefi cientes constantes y aproximacidén por diferencias finitas., =i

a condicién de linealidad no se cumple, es necesarioc tLener

ot

:'linealidad local. Graclas a la linealidad, cada componente de

Fourier puede ser tratada por separado ¥ usar la superposicidn

3 para agregar las demis componentes. La condicidn de Von Neumann

:‘- siempre produce una condicién para estabilidad y en muchos casos
3 es una condicidn suficiente,

Primeramente concsideraremos una aproximacidén en
diferenclas finitas en la cual ul: sea una cantidad escalar, ¥
ademéis, tomaremos una descomposicidn armdnica del error para los
puntos de la malla en un nivel X
=

ECYX> = Z Age"“" 2. 30

donde S es el ndmerc de puntos en la malla en el nivel t, |{3=.| es
la frecuencia de error, i es el numerc complejo Y-1. Gracias a la
linealidad solo consideraremos unc de egtes £ términos, utpi’,
] (donde 3 es reald, que significa que cada crecimiento <Co
. disminucién) se trata por separado.

Ahora escribiremos la solucidn de la aproximacidn por
diferencias finitas en forma separada como
r't_efpx

E(t,X> % e . 40

Donde I' = T(fA) que en general es complejo. Notese que la
Solucidn para k = O es igual al error introducido en t = O, ademas

-l orden del error original no aumenta cuande t incrementa,

rllﬁi .

Para todo I'. Otra forma en la que podemos escribir esta condicidn

- de estabilidad es ' -




| ‘rml £ 1 Condicién de Von Neumann 2. 41 a
gn gener-al definimos & = e %'z factor de amplificacien y entonces
CE-M a) queda

| 4 | <1 2.41 b

para jlustrar el uso de (2. 41 b)) consideremos las aproximaciones
por diferencias finitas para el modelce de la ecuacidn diferencial

, parc'i al CZ2.33D>, desarrocllada anterliormente.

Primeramente trataremos con la aproximacidn EXPLICITA

 clasica (2.36), la cual escribiremos perc con respecto a leos

i errores

ked _ k k X

E_L = (1 ap)ai + p(Ei_+1+ Ei.-—:l.) .42 a
:sustit&;rendo (2.40) en la forma

EL,C - e!"k.c;l &\.pmx - a.lw: eL.Bi.Ax 2.42 b

T

| obtenemos

&,k-t-!. eLp\.AH = Ci—ep:’fk e

igiax . P_[{' )ce_i—p{ju Dax k igdi- nax]
_,; | : tancel ando Lérminos comunes oblenemos

g =(i-80) + p [eIpr + e-_:'s AH]

-. Usando la identidad trigonométrica

1-Cos HFAX = 2 Sen -f?—f.;i

¥ la definicidén de que ei'pr

+ e"'PAx = Slos HAX, entonceg

tenemos que:

F =1 — 2 + 8p Coz AY
=1 - 2o{1 - Cos f34X)
£ =1 — & sen® BEX 2. 43
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Lonces tenemos una expresion desarrollada para’ el factor de
Plificacic'm Y, para la aproximacidn explicita. Ahora solo
.-;necesitamos saber cuande | £ | = 1.

Entonces necesitamos considerar las condiciones para las
P

cuales
-1 =1 -4p5en2%5~_:1
4 .- la cota superior es 1 y gue se satisface automaticamente

-. cuande p > 0
3 B). - Cuande & > 0 la solucidn (2.42 b2 decrece constantemente

' e).- para -1 < ¥ < O, la solucién decrece, pero oscilando

.~ para £ < -1 la solucién (2.42 bd oscila incrementando 1la
i magnitud. Esta es una condicidn de inestabilidad.
Entonces para tener estabilidad

1 - 4p Sen® B&X &
1
& =
" 2 een B
&
. z [3AX '
agqui el maxdmo valer de Sen *—— para cambios de AX es 1 asi que
ol S

 entonces la aproximacidn es condicionalmente estable con un limite

B de estabilidad de
O < o 12 CExplicitad 2. 44

Si ademis no queremos oscilacién en la estabilidad

X

B

¥ =1 - 4p Sen” >0

|

[N

1

3C1 - Cos BAYD - 45

& O < p =

“

En la aproximacidn IMPLICITA hacia atras para la misma

;=s ®Cuacidn (£. 33), tenemos que en giferencias finitas toma la forma

-



i+d

k +1 -1
U = cieepdtf | e Uk Uty > 46
sti tuyendo C(2.42 b> cobtenemos

i+s£_¢pmx_ p[a,iuzipaﬂmx . zha{

¥ .Ip -11aX
= +=
ul = C1+2pdE ]

jiminandc términos comunes:

1 = CL+BpdE + pf [gi.ﬁ'Ax_‘_ .-—t,sax]

gela expresioén puede ser reescrita

1 =F [1 «+ 8p - ple Cos f3AXD ]
1 =¥¢ [1 + 80(1 - Cos (3AXD]
1= ¢ [1 + 4p Sen” C2X
entonces el factor de amplificacidn es:
& = 1 AX implicite . 2.47

1 + 4o SenZ &

=
Pt

y este factor cumple con | E | < 1 para todos. los valores de p,
razén por la cual este esquema, implicito, es incondicionalmente

5 estable.

La aproximacién de Crank-Nicolson para la ecuacidn
t (2.330 se puede escribir de la forma
s - _ v c+4 — o4 - k+1 c—4
savert, - QU+ U = atieentt + ptUl U
-‘?5::_-podemos» analizar su estabilidad de la misma forma, sustituyendo
(2.42 bd> obtenemos

ECi-ﬁp)Eiﬂ{I‘stM _ p[{iﬂ.‘fz‘s(“”m . E.‘L-u&.'{p(t-smx ]

_ Eﬁii—pbftﬁ'zﬁtm . p[{‘.tfffsuﬂm‘x . zi.e.f.,s(t—n.ax ]

' ; - Cancelande t{términos y utilizande identidades trigonométri cas

obtenemos -



Q"l-0-¢‘?.,«:>£:aen:-’\-"’B—)£ =1—apSenzﬁ—j‘£
F=) )

-

1 - 2p Sen? B2
¥ = = Crank—-Nicolson 2. 48
1 + 2p Sen® X
: =
e puede Ver que para cualquier p y fIAX, tenemos que | E | X1 v

rlo tanto la aproximacidn es incondicionalmente estable.

En dos dimensiones,

Fara analizar la estabilidad de los esquemas en
ferencias Tfinitas, pero en dos dimensiones, tomaremos la

agcretizacién en diferencias finitas de la ecuacidn diferencial

-4 2
aU a”u 9]
3 = y + i - 2. 49
X ax
4 2
FPara denoctar a UCt.}Ei.Xzb usaremos U‘: ; con incrementos

.en los wvalores de la malla para t, )&'1. X2 como At Axi A sz’
"_ademés. supondremos que los incrementos de X vy X,» &X ¥y AX,

réspectivamente son iguales (Axi = sz = AX ).

Primeramente tomaremns la aproximacidn en diferencias

j finitas EXPLICITA para (2.4

U]‘:H' - U 1 k k K ‘ :
b - [U_ U RV bty o ]
C AXD L+4,) ) i~4,] Lyt ) 1L)-4
0 bién, escrita de la forma
Ukt o gk . p[U‘_‘ TR S ET Ly ] 2.80
| L.) [ LR T V8 =43 Lyt )4 L)

Este método involucra una evaluacidén punto poer punto en

¢l plano k+1 usando los puntos del planc k. Dadas las condiciones

lniciales para i=0, se sigue fAcilmente el evaluar planc por

-—

M ana.
.
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La estabilidad de la aproximacion explicita se puede

er €on el método de von Neumann., La extensidén de (2.40> para

..

Len

casc de dos dimensiones queda

rte 1p.X ip.% Pkat  16,18% 1§, ja%
E(-L.Xd,)(zb X e € Fs¥s e Pa¥z = e e‘pi e F 1o

onde I = Y-1 ., y sustituyendo en (2.50) obtenemos

: yal e Lax 1 JARN That ig VAN R LAR
r‘(k"’ E'ﬁ‘- eﬁz’ = e e ﬁi epg.’

+ eI"kA!. eLp‘u—a)Ax et.szAx

Pkat i@ di+41aX  ig jAR
. [e eFy o'F 2l

kAt -i: LAM i.- (j+L1 AR rkat _f AR i._- (=40 AR

rkat iF AR i JAOM
- 4 & e fs ewﬂ" ]

. iminando términos

QThat _ oy, P[etpiax 4+ oFe8X | if.ax e—tpz.a.]
.,; — 34X
M usando las identidades 1-Cos (AX = 2 Sen = Y
A e FA* = ptos [AX, obtenemos
3 AX 3 AX
e &t =1 - 4p[ Sen® i‘} + Sen’® 23
como lo hicimos en una dimensién llamamos a e =% = ¥ el factor

jde amplificacién y como requerimos que | ¥ | £ 1 para que el

eSquema sea estable entonces

ﬁ!.Ax 2 ﬁZAX

+ EZen =1

3 -1 =1 - 4p| Sen®

3 Como B8y {3, son arbitrarios tenemos que

T b S




s tenemos que

, el limite de la estabilidad quedaria

2

-4
AL = 2 o+ —*
(AN ) (AN

Entoncegs el método explicito es condicional mente

Fara los métodos implicitos en una dimensidén se demostré

fque tienen estabilidad incondicional. Analizaremos ahora la
lestabilidad de los esquemas, implicito hacia atras vy de

FCrank -Nicolson.
La aproximacidén IMPLICITA  hacia atrdas 1la podemos

Lescribir de la forma

ClL+apdU ™ = y¥ 4 p[u“*‘ U g gt ] 2. B2

i, ) t.j et i-d,§ L, vd L, jma

Sustituyends (2.81) en (2.52) obtenemos:

€1 +4p) T+ 4) AL elf AN _iggjax erlus.t o lETAR _ig jax

rik 3 t by . . .+ . o s T .
+ p[e ik+43a Pt T ax i A% | emk+n.m.et.¢siu 1) AN ifpiax

-

. - . - . - . . T s .
el ety at _ip iax (6 (+0AR o Iikr) AL Lp iaX (g 4 ﬂA}\]

-1 = ~4p™

« 1 EL SABER [* 15 HIJOS

© e= 4 BARA M o NDEZA
BBLILTECA

-1 DEPARTAMENTO DE
. 3 AX . ﬁzA)r: MATEMATICAT

P Sen = + Sen ——

i no suponemos que k‘ = k2 = k, es decir, =i tomamos K1

en i e FETL PWAEITATY, Ty -_.'. Lo

TS A VERMANEA



Bcelando términosz obtenemos

T =1 o« TS p[e;p‘.nx v et AX, Veax | -ipoax 4]

gtild zando las identidades

1-Cos PAX = 2 Sen ﬁ%’.‘- z. 63
eiﬁm( + e_LﬁAx = 2Cos fIAX L. 54

b4

1legamos a
-4
rat

Ly
]

+ Seon
) 2

L]

., 13, 8X 3 AX
1 + d4pl Sen® 2 2 2

iy  como antes la condicidn de estabillidad se debe dar

psra | e ot | = 1. En este casc la condicidén siempre se cumple ya
-1
2 ﬁ"AX 2 (32AX
que {1 + 4o) Sen + Sen —z— Siempre es mayor o igual a

uno.

Para la aproximaciédn de CRANK-NICOLSON usamos l1=x

representaci dn

Ci +EF,DLI‘:*; - Cl-l-.C’)U::J - %[ +4 -+‘Jk+l. +ljk+1 +er+1 ]

ied,) i—-4,j i, j+eE i, )4
el -4, i,j+a ()%

+f§[u" +U5 UK Sk ] 2. 855

Y andlogamente, como en el casc implicito hacia atrids, sustituimos
(2.51) en (2.55), eliminamos términos semejantes y utilizamos las

€cuaciones (2.53) vy (&£.854> hasta obtener

-4

rat 2’?1 aX eﬁz AX 2ﬁ s zﬁz
1= = [1-2go|Sen — +5en - 1+Z20 | 5en 1, +5en —
l = I~ IS =

At
1

Qe cumple con la condicidn | e = £ 1 para cualesquier ﬁg y '?2'

B

= Feemam e
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Otro esquema implicito ez el de DIRECCIONES ALTERNANTES,

“cual tiene una representacidédn para los renglones y otra para

g columnas. Primeramente, analizaremos 1la estabilidad por
s;parado para renglones y para columnas.

ad>.— Por renglones. Tenemos que el esquema se puede escribir

23 Vo] P ' +1.72 - k+1.-2 k+t /2 _ k
U - 5[ U~ - &y - U J =y

1.3 ved, ) i, -4,

ro
@
GI

+
V)

i,)+e .l 1,34

[ o - et - U ]
- gustituyendo (2.813 en (2.58) oblenemos

=

kAL+L 2 LF AN if,jAX Pek+4 AL LF {L+4) AN L, jJAX
erﬁ e'f1 e'f2’ - p[e- ’ etfaft e f 2

r'tk+4-.21 AlelﬁiLAxel.ﬂszJ\

th+d4-,2)AL L t - ipjax
el ke PRT AL 1>Axen.p2,|.¢x]

- 2

rkat ig iAX ig,jax
e eLﬁiL et’sﬂ"

. g [erk.m IRTATE RV G LAVS S

TkAt 1@ iAX if,jAX FkAt g iaX 1g (j-DAX
Se e fy ' £zl +e e £y e F 24

cancelando términos comunes y agrupando tenemos que

172 At 1—%[9"'5‘1“ + e—ip‘Ax _2]1 _ 14_%3[‘3';,925}: + e-—L_pzAx __2]

Usando las ecuacicnes (2.83) y (£.54> obtenemos

1/2T At ﬁ{AX z ﬁzAx
L= = 1-2p Sen® 5 1+25 Sen = 2.57 a

—
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b> .- Por columnas, el esquemha que se tiene es

T

Uyu _ g[ Ukﬂ _ aUkﬂ, _ Uk“ ] _ Uguxz
I.,_)

L, ) i,) 1-4,)

[U_ha/z _ aultuj/z . Ukﬂ/z]

1,4 v, j-a

oD

-

u{,ilizando el mismo procedimienio gque para renglones llegamos a

que.
poax 1
i

2

3 AX
2

e;xzr‘n = 1-&p Ser’ = 1 +2p0 Sen”

h

Cada uno de. ‘loz factores (2.857 ad y (2.57 b> tienen
estabilidad condicional, esto se puede ver rapidamente, por
ejempl%. i tomamos a {32 = 0 en (2.57 ad) se convierte en la
t condicdn de estabilidad del métedde ‘esplicito, ¥y gque como se

“menciond anteriormente es condiconalmente estable. Lo mismo

sucuede para (2.57 bd, cuando {?1 = 0.

Sin embargoc al acoplar los esquemas obtenemos el factor

para el método explicito completo:

 donde ¥ es el factor de amplificacién del métode de direccidn

alternante C(completo) yv § es para columnas y {'b para renglones.
<i

Tehemag -
i 3 AX F T AX T
1-2p Sen- C‘—— 1-2p Sen® i
= =
. -l L -l
§ = — S -
2 ;‘91&( 2 ﬁzu
1+2p Sen = 1+Z8p Sen =
el cual cumple con | £ | £ 1 para culesquier valor de p. Es decir,

& ° métode de direcciones aljernantes es incondicionalmente

L¥stable.

-
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CAPITULO 1l

EEMPLO

EJEMPLO SINTETICO.

Consideremos la regioén de flujo de la figura, suponiendo

trata de un medic homogéneco, isotrépico y en estado
ransiente, donde la transmisibilidad T = 1 y el coeficiente de

macenamientce £ = 1, ademis no hay fuentes ni sumidereos. Entonces

2h L 2h. % oz x, v tzo 3.1
ax*  ay®
sujeta a las condiciones iniciales ¥y a la frontera
hCX,Y, 00 =0
h(1,Y,1) = h(X,1,t> =1 3.2
ah(OYt) =ohCXOtD = 0
X
ah
o =0 1 X

L

’// // T

iy

OFEMYAT SRR JU £ o v

7
J'if.'
ig
=
i
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34
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- Solucién por el esquema de Diferencias Finitas EXPLICITO,

al .
a el ejemplo sintético. -

Para esta ecuacidn diferencial, Junto con las
ondicjones inicialez ¥ a la frontera, consideremos primeramente
| esquema EXPLICITO hacia adelante con una malla determinada por

L = &Y = 0.1. (Figura 3.1).

j=0 }J=414 j=2 j=9 j=4 =5 j=6 j=7 J=B j=9 jz140 jz=e4

h =1

"

FIGURA 3.1.— Numeracicdn de la malla para el método explicito.

Usaremos la aproximacidén que (C2.16> que obtuvimos que

e .
k+: 3 ¥ k I ¥
R = R+ [h’,‘. +h . +n°  +h ,—h..]
L, i, i,j+s i1 L+, ) i-4,] i,]
= -
Con p = AL.CAXD T -

L



Como el esquema explicito hacia adelante, como se vie
{eriormente, es condiconalmente estable, pondremos atencidén en
e particular.
En este esquema la estabiliidad esta determinada por la
6ndiCi¢‘n de que p £ 174, por lo tanto, ésta se cumple para At =
0025 como valor maximo.

Debido a las condiciones a la frontera, en la parte
\_:su'perior- y el lado lzquierdo del acuiferco, se introducen nodos
ficticios. de tal forma que discretizando esas primeras

derivadas parciales tenemos que

. Para la frontera inferior y el lade izquierdo tenemos

3 carga c_:onstante

1’3
h = h =1 Li = 1,2,.. .44 ¥ ¥ k

t v por ultimo, de las condiciones iniciales obtenemos

=0 ij=1.8,...10

Para resolwver este problema utilizamos el programa

| EXPLI.FOR que se enlista en la pagina 35.

Se muestra una corrida del programa para At = 0.002% vy

- otra para At = 0.0027, obteniendc un sistema estable para el
. t Primero y uno inestable para el segur;do; en este se distingue

. rdpidamente esta inestabilidad ya que los valores que =se obtienen

oscilan =in cotas.

R ot S i i
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10

11

=0

30

PROGRAMA POR EL METODO EXPLICITO
PARA EL. EJEMPLO SINTETICO

DIMENSION H(11,11>,HPC11,115
open(3,file=’archivo.dat’,status="new’>
DX=0.1

DY=0.1

WREITEC*,1D

FORMATCBY, * VALORE DEL INCREMENTO DEL. TIEMPO'D
READC %, %O DT

BO 10 I=1,11

DO 10 J=1,11

H(I,J>=1.0

IFCI . EQ.112HCI ,33=0.0

“IFCI.EQ.110HCT, I>=0.0

HPCI ,JD>=HCI,JD

CONTINUE

WRITEC2,113

FORMATCSX, *DISTRIBUCION INICIAL’D
WEITEC2,120CCHCT , 0, =1 ,1135,1=1,11D
RO=DT( DX»DXD

KMAX=4

K=1

K=K+1

HC11,112=0.0
H(1,12=HP{1,1>+2. »RO®(HPC(1 ,20+HP(&,10—-2. ®HP(C1 ,1D>D
DO 3¢ L==2,10

LiL=L-1

HCL,12=HPCL, 1> +RO%C 2. %HPCL,2) +HPCL+1 , 1D +HPCLL , 1> —4. *HPCL, 1))
HZ1 ,L3=HPC{1 ,LO+ROw( 2. #HP(2, LD +HPCL ,L+13+HP(1 ,L1D -4 %HPC1 ,L3D

HCL,112=0.0
HC11,12=0.0

CONTINUE

DO 40 I=2,10 -
DO 40 J=2,10



46

a1

12

€0
47

11=1-1
31231

w—d . #HCI ,J3D

40 CONTINUE

T=DT®(K-1>
DO 45 K3=1,81

IFCK. EQ. S%K3DGD TO 46

CONTINUE

GO TO 47

WRITEC2,410T

FORMAT? 5%, 'DISTRIBUCION PARA EL TIEMPO=',Fg.58)
WRITECZ,120CCHCT, ), 7=1,11>,1=1,11)
FORMATC 'O’ ,11F12. B

WRITE ¢ 3,60)CHCS,J>, J=1,11D

FORMAT (11F12. 5D

DO &0 1=1,11

DO S0 J=1,11

HPCI, J>=HCI, D

CONTINUE

IFCK-KMAY.. LE. 0G0 TO 20

HCI , JO=HPCI , J)+RO®(CHPCI+1,I04+HPCII , JD+HPCI, JID4+HPCI, J+1)

T
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DISTRIBUCION FARA LA CARGA PDR EL METODD EXPLICITO

FARA At=0.0025

DISTRIBUTION INIZIRL
OO0 L0600 LOMR G000 L0000 L00M0 0000000000 O Lo
, D000 L0000 QOO Biivy L 000G Ry L Q000 0000 L D000 00000 1. 0000-
S SO0 LG RE S R 0000 00004 00600 0000 100K
e S D S B R 0 NS L0600 e
006 L OL000 RS O R B0 GG e . 00960 000 1000,

. 0000 » D000C SO o O - 00000 0000 + 00000 + 06000 000K 00040 £, 0000

00000 « Bg00e: « DA Nt 2 0008 L (0000 Q0300 . DOG00 + 00000 Q0000 1. 06000
Replas RoLley SR LN oK L G000 D006 D000 L0000 0000y IR cid
+ DODE o Qasiol; L O NECay Noriis N o G Nicivy # DOGGE 1000
0000 Nty + 00000 + (0 + 00005 000 + D000 , D000 « Q00K Nec iy 1. 00000

LODOE  1.0000C  LOOGK)  LOMMC  LODIOD 500000 00000 LOOOOD  L.DOOOC  L.OGOOD  1.ove0s
DISTRIBUCION PARG EL TIENFD= |, %0T%:

LR0TE LSIITT LB Bt JSazol ATALT V8865 R

A I .9
FI43 J§1pie Rl L3284] 9333 RS L H T 58257 LT85 B8 100000
. 92050 L2147 L5239 9251 JATE6E 94378 5327 58390 V57543 SBTSE L0000
52551 JB2042 9916 . 933_;&3 73974 54733 \TR62T Fbb1E 97698 98835 1,006
o I L9I5¢ 5357 L5455 95247 L9605 95529 L9796 OB LODORD
\R4036 ,94%47 L3437 84771 85237 JRSEX 86525 s 98173 SUTE 100000
+ 950EL JFolhe WIS Py LFE029 6525 Sz 87740 98467 R rra)] b, Q0000
KI5l 98752 L B619¢ (B85 .§8829 (57316 V87788 (98277 98807 S0 16000

57417 57448 JG743 LGT4SE TR R8T + PB4 5ea2? 207 . 99956 100000

JBEeR: LRNE 975 B3I LSRG TR J995I; L5 A0k L9958 ST 100007
L. 000 L (0 ICLre i (R D ETH L END L (0L JRCCety 1,000 14 Q00 L. OO

LISTRIBUCION PARA Ei TIEWPGs RATEN
+¥B54E 98882 - TE704 J9R574 P00E L991BS 79323 ST L 996 IR0 1. 00000

9BBLT G857 LFe518 JSEYEE L FRGEL JF7LT A JF9453 sl L5982 1. 00000

LRERiE J9ECSE JEralE ARl 82T FA JBI5GT et JF9EZ% IRCeeed
. 9395. JORITE R EICH SRR JRI7E 99397 Powats 98451 . 9983% HRCIELY

iy L5 ORI 6 2534 . 99457 9577 LT LR LOGLGT

L 9315¢ V89228 LEIIT T34 97528 L9952 JSFEN 99748 L9673 IR LI

LRSS JPOTRE JB875T 96857 L5 JF907 99857 LTS 95854 100000

L Ipaze &2 LGR0e R LR L9957 — 05743 2R JTRIE 1. 00600
-

FYede LT RREEN ST LBFRAE . L5979 97635 L 99BTG N set] 1. 0800

. o] L9827 ST 99554 JF9E73 . T9B%4 T 09944 L9972 L 0



00647 00847 O18Es 03267
00647 01648 .0178: LOiC
01585 17ET N Ouci AR
03267 RIS R 05380
b4 08787 L07513 L0907z
12503 12705 A3 A
L2290 2T V273 L 28050
R L1853 TS el
54016 54084 L5950 L5310
. T5932 76004 Tl 75657
100006 LOOOG0  L.OOGOC 100000
DISTRIBUCION PARA EL TIEWPQ= 21336
T.06687  -T060B4  LO4SGY -1, GR4IE
Dasl6 30WIS -2 0BeEs 2, YT
304508 -2.086B6 302047 -1.9292
-1L99618 299740 -3,92902  2,93517
CLOMAS -LEITET O LBYING 14598
SLS63N L7eAET -L%03:5 2707
255182 -L20053 2,509  -1.08°34
S T6600 225048 - 743 2206
LT -225M LB -léles
L3659 1AM L3308 1.4vc
1. 00000 1. 00000 o O 1, GT0de

DISTRIBUCION FARA EL THEWFD=

DISTRIBUCION PARA EL TIENPD: .031M0

37530

11262, 20000- 11127, 19000 10730, T5600-10672, 30000,

~I11Z7. 19000 10758, TRG0N- 10601, 4200

“1O07Z. 30000 9954, 47400 -G53, 518

9170, 93900 -9060.£2400  B737.62500

<BOT?. 40BOG 794,700 -7657, 72004

STOL LU 6420, 6180

~516E. T4B%

£38%, AT

FIIESR 00 4587, 2200

9954, 434
FO10. 8720
=8201, 380G
TI90, 200
LR T

247 gen

3546, 384G <3494, 52400 373, 15300 -3164., 92960

=179, 16900

177281700 -1708. 41805

1, 0000 106206

1605, 72700

1L Q0

+ 0bd
06787
LSS
a7
12326
17783
k022
L
JIT003
JI7375

1, 00060

251604
-1.80563
2.69320
-1.6595¢
27675
-1, 27515
24252
- 56675
1. B625
o

180000

2503
2705
A%
LEAS
JATTES
Bearely
ki)
3562
. 59480
. 19024

1, 00000

-1, 54785

2. 76417

-1.3039

2072

LIS

250043
-. 78383
2,03678

00643
1. 3647

100660

PARA At=0.0027

SN
Rerdip
20050
28922

364

25EE
-1 20085
2.5309%
~1.08534
242826
-, 78353
21K
- 22821
1.64370
35910

100000

4014

7632 35210
3982t 57003
43844 239480
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2. - Solucidn por el Esquema de Diferencias Finitas IMPLICITO,
para el modeloc sintético. h

Encontraremos la solucidn numérica para la ecuacidn

del ejemple sintético, tomando las mismas eondiciones
Para este tipo de esquemas, implicitos, se tienen trec
i3 Implicite hacia atras

iid Implicite de Crank-Nicolson

tit) Implicito de Direccidén Alternante

Primeramente para el inciso i) el esquema se 1lustra en
ja ecuacidn (2.18), para el ii) la ecuacidn (2.207 v por dltimo
mraiﬁ)ﬁ%a ecuacidn (.81 y (2, 880,

IMPLICITO HACIA ATEAS Y DE CRANK-NICOLSON.

El esquema implicito hacia atras y el de Crank—-Nicolson

| pueden cobtenerse del esquema de diferencias finiltas:

. k k k
R S A S L APV L L L L o
& L-4,j 1. L+4, § - i, j+4 ‘\.,J v, j-4
cax>? _ cAax>®
R T T U T S S
+{1-63 AR L;‘, e + Vajrd ‘-;J 1,j-14
C AXD CAXD |
SR .
. ) L] .3
TALS '

Para diferentez valores de € e [ 3, 1 ]. En particular con 6 = 3
a

Se trata del esquema de tiempo centrade o de Crank-Nicolson y par
::-'. &

= 1 ez el esquema hacia atras.=




Desarrcllando Yy reacomodando la ecuacidn C5.3

;bimos la forma general de esta ecuacidn como:

k+d . k+4 k+1 k+ 2
= - 4 - -+ +
-6 l':i_"j & htﬂ,j (=)o) hu‘.,j—a (1 +46p) hi,j
= (1-&) h* + (1-86)p h* + (1-6)p K" +
= ( de IL_"' ; e oy & ]i.,j-v»l

+ (1-4C1-8)p r’:

r

: ¥
(1-8)p hm‘

+4

Y considerandoc la numeracidén de la malla que se presenta en
j1a figura 3. 2, obtenemos:

Jesd kvd _
-&p hi.-v-i.o -r(1+.c:,|5r,:;)l~n_L =

k+a e+t k+1
—&s hi.-:t -85 h\'.+1 -8 hi-;o

b
s

s K K k K . k
(1—9),:,[ h', + b +h _ +h ] + (1-4C1-6Dp) b/

28

Perc para los nodos de la forma i = 10 + 1, 1 J = 8,

ne tenemos ningun nodo del lado 1zquierao. Para esto utilizaremos

la condicidn a la frontera #hsdX = O vy se obtiene que hi.»i = h,l'1

"1y la ecuacidén queda

k+d k
_— -+ -+ | &Y

v -

+4 k+1 k+4
= 26p hi.-; - 8o hi+¢o

. . X . _ k k A PP K
=(1-6)p hi+i + (1 e)p[hi_mf_ hugc] + {1-4C1-60p) h_‘

Para los nodeos de la forma i = 80 + j con & £ j = ©
Y

tenemos en forma ansloga a la anterior, que h. = .
L+ 40 L~ 40

entonces

k+d k+ 4 - k+4 k+ 1
- - + 14+485Y K =~ & =
28p hi.-iO &e h\'.-s. ( 4 F') i & hi-r;

3 E

S
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S el node { = 01 tenemos la ecubcidn siguiente

k+a

k+1 k+1a
-20p he! + (1+46p) hp1 26p h92

ke

, k . k
a(1-6)p[b,  + h_ ]+ (1-4C1-62p) h

X
F. h = 1
M 2 8 4 = e » e - 40
11| s2{ 48] 4] 28| 18] 2v] 48] 10| 20!
21] 22| 2a] 24| 28] 25| 27| 28] 28] sol
i:ri} - - - - - - -
as| sz} as] a4l 85| as| s7?] as| se| wo
5t o 41 42 <9] <« «5] 45! av| +8]| av] mol

o:1| v2z| o8| o4 o5] sl 7| ve| o100

FIGURA 2. 2.~ Numeracién de la malla -para el esquema implicito

hacia atrés y de Crank-Nicolson

W AT TV

jPera los neodos = 2,3,...8 tenemos que h wo - 1 v la ecuacidn
ie

Jueda

N k+1 k+4 ) k+£ k+ 4 =

Sp h_ &p hi+1 + (1+485) ht Sp h_uiﬁ

L 4
4 k g k
(1 6),':;[l'~:i_1 +ht+4 + hi.-u.o] + {(1-4C1i-8dp) h_L + o

AR




"pa!”a los nocdos i = 10 con 2 = J = e, Vf.enemos que la carga del

P nodo del lado derecho es 1 y modificando la ecuacidn tenemos

o L e a2 ety W a2
cihg)p[;-,’:_m + h‘:_’ + 'hl_:+‘o] + (1-4C1-62p) h:‘ + o
v, por Ultimo para © = 10
~ep b Te (1+dp) B t- o he't o=

k k e k .
(1-6de[b_+ b ] + (1-4C1-€dp) h  + 2p

para i = 1, tenemos

R

(1+46p) h:*‘— 26p h:'“— & hi‘“=

(1—e)p[eh: + hi} + (1-4C1-€3p) hY + p

o k+a k+1 . - k+t
~&868 0 h;-a G h¢¢ + {1+460) hioo

N - Lk X e x
-— -’ - -
(1-&)p[2 h h ] + (1-4C1-E0p) h’.oo + o

Con esto  tenemos qgque para cada paso del tiempo
necesitamos resolver un sistema de ecuacionea lineazles de 100 X
100,

Este método se resuelve c¢con un . programa llamado
IMPLI.FOR con dos valores distintos de €, ©& = 1.2
{Crank-Nicolson?, ¥ & = 1 (Implicito hacla atrasd.

En el programa se utilizan unas subrutinas para resol ver

el gistema de ecuaciones lineales, por medio de sobrerelajacidn
-—

k Sucesiva. -




Las subrutinas que &e usaron se implementaron tomando en

que €]l mdtodo de sobrerelajacién es buenc par resolver

nta
glemas de ecuaciones lineales del L1ipo gque tenemos (grande vy

chos cerosl. Aqui se presenta un listado del programa aplicado

jemplo sintétice, asi como las corridas para los dos valores
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PROGRAMA POR EL. METODO IMPLICITO
HACIA ATRAS Y DE CRANK-NICOLSON
PARA EL. EJEMPLO SINTETICO

=

DIMENZ=ION A{11,100D,HOC1003,BOC1OD , ASORECE, 10D
COMMON A BASTA-HLOC10,105,UC102  NITC10D,ALL10,2,100,NREFC10D,
#OMEGA, RO, IT
COMMON-GATC-DM{ 50,102 ,DNCS0, 100 , Wl10D ,KNIT,ITE
COMMONA-FLOJO-ALT,HL1C10,100 ,CORC10) , WACE,105 ,BC100)

AT rANIaIe s

WEITEC*,1)

1 FORMATCSX,’EL VALOR DE TETA ES =
READX =, ¥3TETA

WRT TEC %, £

& FORMATCBX, 'EL VALOR DE DX ES ='>
READX 3, % DX

WRT TEC %, 30

FORMATCSX, *EL VALOR DE DT ES =')
READC %, %) DT

WRITEC %, 4

FORMATCBX, *EL VALOR DE DTG ES ='D
READX %, %) DTG

WRITEC %, 55

5 FORMATCEX, 'EL VALOR DEL TIEMPO MAXIMO ES =)
REAIX %, %3 TMAX

WRITEC %, 6

P

& FORMATCSX, 'EL VALOR DE OMEGA ES =° ?‘;;
READX 3%, %) OMEGA gr
WRITECZ, 7O TETA, DT +

7 FORMATC*1°',10¥, 'EL VALOR DE TETA EsS=',F6.2,8X, 'EL PASO DEL E

»TIEMPO ES=',F7.4) ?"

RO=DT.~¢ DX%DX)
ALT=RO¥TETA

DO 10 I=1,100 -
HOCI>=0.




T

BCID>=O0.
PO 10 J=1,11
ACT,ID=0.
CONTINUE
Do 2 I=1,10
DO & J=1,10
HLOCT , > =0.
IT=0

- T=0.
CALL MATRIZACA,TETA, ROD

NTT=0

DO 34 I=1,10

DO 36 J=1,0
T4=CTI-15%10+]
ASORCY , o =AC1,115

5 ASORC2, JD=AC2,T10

ASORC1,100=AC1,10%ID
ASORCZ,102=0,
NUMNP=0

CALL DECOMC ASOR, NUMNFD

DO 37 N=1,10

ALCT 1, ND=ASORC1, N3
ALCT ,2,N>=ASC0R(E, ND
CONTINUE

DO B5S 1I=1,10"
WCID=0OMEGA

DO 7O J=1,10

WACL , I3 =0, 5+20, %R0
waACE, ID=—0. 5S%RO
WACEZ,105=0.

WAC1 ,103=WAC1,100 2.
CALL DECOMC#A,NUMNP)
NT=0

TG=DTG

IK=1

NT=NT+1
T=DTx»FLOATCNTD




_ i

cALL VECTBCB,HO, TETA, RO
CALL LSOR
Do 46 I=1,10
DO 46 J=1,10
=C1 -12%10+]
HLOCT , J>=HL1¢I, I
HOCMD =HL1CT, JD

45 BCMY=HLACT, JD

60

DO 17 INT=1,10

NTT=NTT+NITCINTD

IFCABSCDT-DTGEH . LT. 0. 00013360 TO &2

IFCABSCT+DTG:, LT. 1. E-42G0 TO 2000
WRITECZ,B800T,NTT,CNITCIS,I=1,300,CWCIs,I=1,100

FORMAT(* O, ~, 22X, ' TIEMPO=",F10. 4, 10X, ' NUMERO TOTAL DE ITERACIO
*NES® , I, 7,1X, 'ITEE’ ,1017, ~,1X, "OMEGA® ,4X,10CF7. 42>, /,1X,7aC ' . *>

o0

2000
500

GO TO a2
WRITECE,B000 T, NTT,(NITCI>,I=1,100,CWCI>,I=1,10D
FORMATC "1, -, 82X, "TIEMPO=" ,F10. 4,1 0X, * NUMERO TOTAL DE ITERACIO

sNES' , 110, ,1X,'ITER" ,1017,/,1X, "OMEGA’ ,4X,10(F7. 42, ,1X,70C " .

==

40

22X |
IFCABSCTG-T) . 6T, ABSK TG-T-DTIDG0 TO 40
IK=IK+1
WRITEC2,500) T, NTT, C(NITCI>,I=1,10),(WCI),I=1,100
WRITECZ,505) T
FORMATCSX, *DISTRIBUCION FPARA EL TIEMPO='F&. 5)
WRITECZ, SO2XCECIY, I1=1,100)

FORMATC * 0, 12X, 10F12. 85
TE=TG+DTG |

IFCT. LT. TMAXDGO TO 12
STOP

END

SUEBEOUTINE LZOR

COMMON/BASTA/HLOC1 0,100 ,UC10) ,NITC10D,ALC10,2,200 ,NREPC10D,
®OMEGA,RO,IT -

COMMON/GATO/DMCS0, 10, DNCB0,102, WC10D , KNI T, ITR



k|
gl

21

DI MENSION ARCZ,10D
cT=1 . E-4

IFC=0

DO 108 MN=1,10

NREPC MND =1

NI TC MND =0

DO 108 NIT1=1,50
DNCNITL , MDY ==1.

DMCNITL, MND=-1

DO 100 I=1,10

KNIT=NITCID
IFCNREPCID. NE. 1260 TO 100
DO 20 N=1,10
I1=CT-1)>%10+N

Q3=0.
QE=0.

IFCI. NE. 105 Q3=ALT*HLOCT +1 , N>
IFCI.NE. 1)Q2=ALT»*HL1CI -1, N>
IFCN. NE. 1260 TO 200

Q3=Q3.2.

QE=Q22.

QL=BCI1d

ARCL ,NY=ALCT ,1,ND

ARCZ NI=ALCI,2,ND

UCND =WC I D% QL +Q2+02D

NUMNP=10

CALL SIMETRICAR,U, NUMNPD

DO 31 J1=1,10

HLACT, J1O=UC J1D+C1 -WC I DD %HLOX T , J15
DO 30 J1=1,10

E=HL1¢I, J1>~HLOCI, J1)

D=ABSCED

IFCDMCKNIT,I). 6T. OGO TO 282
DMCKNIT,ID=D
TFCABSCDNCKNIT,I3Y. 6T. EDGOLTO 30
DNCKNIT,ID=E -

COMMON-FLOJO-/ALT,HL1(10,100,CORC10) ,WAC2,102, BC100)

TR R ey P g p ey
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30 CONTINUE

25

100

44

35

IFCDMCKNIT,ID>. GT.CIOGO TO 25

NREFPCID =0

GO TO 100

NREPCID =1
NITCID=KNIT+1
CONTINUE

DO 44 NU=1,10

DO 44 NV=1,10

HLOC NU, NVD =HL1 CNU, NV2
DO 35 1U=1,10

IFCNEEFPCIUD . EQ. 1360 TO 45

CONTINUE
IFC=IFC+
IFCIFC. LT. 2360 TO 48
RETURN ’
END

SUBROUTINE VECTBCE, HO, TETA, ROD
DIMENSION BC1003 ,HOC100D

ROT=C 1 -~TETAY *RO
DO 210 I=1,100

B1 =RO |
BS=C1. —4. ¥ROT) ®HOC 1)

IFCI. GT. 100B1 =ROT*HOCTI -1 0>

B2=RO

IFCMOIX I, 103 . NE. OO B2=ROT®HO(I+1D
IFCMOIX I, 100.EQ. 1060 TO 180

B3=ROT#HOCI-13

GO TO 150

BS=B&. 2.

Bi=Fki.<.

B3=0.

IFC(I.GT. 802E&> TO 180
B4 =ROT*HOC I +1 03

GO TO 180

——

fm
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B4=0.
p3=B3.-2.

pz=B2-2.
IFCMODXT ,10) . EQ. 1) R4=B4 5.
BCID=B1 +B2+EB3+B4+BS
RETURN

END

SUBROUTINE SIMETRICA, UF, NUMNPD
DIMENSTION ACZ,100,UFC10D

UFC1 D =UFC1D ~ACE, 1D

DO 101 N=2,10

UFCND =CUFCND —ACE, N—103AC1, N—1) #UFC N-123 /ACE, ND
N=10

N=N-1

AAFCN.LT. 1DRETURN

UFCND =UFCND —ACL , ND®UFCN+1D

GO TO 202

END

C234567
SUBROUTINE DECOMC A; NUMNPD
DIMENSION ACZ, 100 '
ACL,10=AC2,1D7AC1,1)

DO 111 J=2,8
| WN=ACL, JD-ACE, J-1D%ACL , J-1)
111 AC1,ID=ACZ,JD/WN
ACE,107=A01,103-ACE, @O ®ACL, O
DO 222 M=1,0
222 ACE,MD=ACZ, M ACL M
AC1,10)=0.
RETURN
END

C234567
SUBROUTINE MATRIZAC A, TETA, KOO
DIMENSION AC11,100)

Bl ent 4o s oo o




RAT=ROWTETA
- po 300 I=1,100
AL, ID=1. +4d %RAT
IFCI.GT. @ODACL ,ID=AC1, 1D 2.

TFCMOIXT 103 . EQ.1.0AC2,ID=AC , 152,

AC2,1D=-RAT
IFCI. GT. Q0D ACR,ID=-RAT. 2,
IFCMOIX T,10). EQ. 02 ACE, 1D=0.
AC11,I3=-RAT

IFCI. GT. BODAC1L,ID>=0.

IFCMODCI, 105 . EQ. 4DAC11,ID=-RAT 2.
CONTI NUE

RETURN

END
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. DISTRIBUCION FARA LA CARGA POR EL METODROD
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DISTRIBUCION FARA LA CARGA FOR EL METODO
IMFLICITO DE CRANK-NICOLSON
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IMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE.

P ]

Ahora utilizaremos el esquema i) Implicite de
. pireccion Alternante, en el cual tenemos una ecuacidn para los
rengi ones {(Ecuaclén (2.21232 vy otra para las columnas (Ecuacidn
} ¢e.22)), y sustituyendo el valor de T (Transmisibilidad), £
‘(coeficiente de almacenamiento) y ademis que AX = AY, entonces

ocbtenemos :

k k '3 k ] 1 3
p[h_ A - &h  _ + h ] + p[h,*‘ - zh*Tt . Rkt ]
L, jes i, 1,4 iva, ) i, i-4,)
ke a k
= h_+ = h por rengdl ones
"')J "J
ke d ks 1 k+1 k ko k
plnkst o oapkrt ookt ] + p[hl .~ &h _ + h ]
L v, jed t,) 1, -4 ved, 3 v, ) -4,y
k+4 k
=h " - h. por columnas

estas dos ecuaciones se usan alternadamente en cada pasoc del
tiempo. resclviendo primerc para renglones y después para columas
(o viceversa).

Para resolver cada una de las ecuaciones tenemos que
encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales de 10 X
10, en este modelo sintético. _

Con ayuda del programa ADI.FOR se resolvid el problema,
ademis de utilizar algunas subroutinas para resolver sistemas de
ecyaciones lineales (ya implementadas).. El listado ¥ la corrida de
eztie mélodoe se presentan en las siguientes paginas.

Para el caso de los esquemas implicitos, no se analizd
el proﬁlema de estabilidad, ya que como se vid antericormente, son

Slempre estables.
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PROGRAMA POR EL METODO DE DIRECCIONES ALTERNANTES
PARA EL. EJEMPLO SINTETICO

234867
§DEBUG
COMMON LAST,L,M, JPLUSL ,HC11,11,502, ACS0) , BCS0) , CCB0D
COMMON X 50D
INTEGER EVEN
LMAX=11
MMAX =11
JMAX =41
DY=0.1
DY =DX
WRITEC#,1D
1 FORMATC®VALOR DEL INCREMENTO DEL TIEMPO®D
READX %, % DT '
RB1=CDT 2. D ~CDX%DXD
R2=R1
DO 100 L=1,LMAX
DO ©9 M=t , MMAX
HCL,M,13=0.0
BC=1.0
IFCL. EG. LMAYDHCL, M, 1D =BC
IFCM. EQ. MMAXDHCL, M,1)=RC
88 CONTINUE
100 CONTINUE
WRITECZ,10D
10 FORMATC’1°’,5X, *DISTRIBUCION INICIAL'>
WRITECZ, 20DCCHCL, M, 1D, M=1 , MMAXD, L=1, LMA¥>
DO 98 JPLUS1=2, JMAX
J=JPLUS1 -1
EVEN=1,2
EVEN=EVEN*Z
IFCI. EQ. EVENYGO TO €%
PASD=1. 0 -
DO ©7 M=1, MMAX




" e LMAX , M, JPLUS1 D =BC
LAST=LHAX-1

Do ©6 L=i,LAST

TFCM. EQ. MMAXOHCL, M, JPLUS1 Y =BC
IFCM. EQ. MMAXDGO TO 66

IF(M.EQ.i)MMEN=M+1
TFCM. GT. 1IMMEN=M-1
MPLUS1 =M+1
ACLD=-F1
BCLY=2. %K1 +1.
TFCL. EQ. 12CCLO=—2. %Rl
IFCL. GT.1DCCLD =-Krl
E(L3=CH{L,MMEN,J)~E.*HCL,M,J)+HCL.MPLU$1,JD)*EE+HCL,M,J)
IFCL.EQ.LASTDDCL)=U(LD+21*HCLMAK.M,JPLUSiD
CONTINUE e
IFCﬁiLT.MMAXDCALL TDACPASO?
CON%}NUE
GO TO eg
PASO=2.
DO 94 L=t ,LMAXY
HC L, MMAX , JPLUS1 > =BC
LAST=MMAX -1
DO 63 M=1,LAST
IFCL.EQ.LMAX)HCL.M,JPLUS&)=BC
 IFCL. EQ. LMAXDGO TO ©3
IFCL. EQ. 1D LMEN=L+1
IFCL.OT. 1DLMEN=L~1
LPLUS1=L+1
ACM =—-R&
BCMD =2, WRE+1
IFCM. EQ. 1DCIM =-2. ®RK2
IFCM. GT. 10C(M =—R2
D(MD=CH€LMEN,H,J)—2.*HCL,M,J)+HCLPLU51,M.J))*E1+HCL,M,J3
IFCM.EQ.LAEHDD(HD=D(HD+RE*HCL.MMAX.JPLUSib
a3 CONTINUE
IFCL. LT. LMAXOCALL TDACFASCODY o
04 CONTINUE

i B




IFCJ.NE. 2. AND. J.NE. 4. AND. J. NE. 8. AND. J. NE. 16. AND. J. NE. 305
nGO TO ©&

TI EMPO=DT®{ JPLUSL -1 D2

WEITECZ, 15) TIEMPO
16 FORMATC'1’.'—",BX, 'CARGA PARA EL TIEMPO=’,FE. 5, '=—')
WRITECE, 200 CCHCL, M, JPLUSL D , M=1 , MMAXD , L=1 , LMAX>
20 FORMATC 'O’ ,11F12. 8>
©& CONTINUE

STOF

END

234567

SUBROUTINE TDAL PASOD

COMMON LAsnxL.M,JPLU31,Hc11.11.soj.ACSOD,scsoa,CCBOD

COMMON DX 503 -

. DIMENSION BETAC100D , GAMMAC 100

BETAC1>=B(1D

GAMMAC1 3 =IX 1) -BC1)

DO 3G 1=3,LAST

IMEN=I ~1

BETACT Y =RC I -AC I #CCIMEND ~BETAC I MEND

GAMMACT 3 =CIX 1D -ACT D %GAMMAC I MEND 3 »BETACID ;
30 CONTINUE

IFCPASO. LE. 1. B)HCLAST, M, JPLUSL D =GAMMAC LASTD

IFCPASO. 6T. 1. B)HCL,LAST, JPLUS1 D =GAMMAC LAST;

DO 40 K=2,LAST

I=LAST-K+1

IPLUSL =1 +1

TFCPASO. LE.1.5)60 TO 1

IFCPASO. GT.1.5)60 TO &

1 HCI, M, JPLUSL ) =GAMMACT Y ~CC I3 %HCIPLUSE , M, JPLUSL 3 /BETACID
GO TO 40 , “ ;
HCL, T, JPLUS1 D =GAMMACI>-CCID®HC L, IPLUSE , JPLUSL Y /BETACID '
40 CONTINUE

RETURN
END e
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DISTRIBUCION FARA LA CARGA FOR EL METODO
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CAPITULO v

B. PAQUETE MODFLOW

E}l paquete MODFLOW presenta un programa para reclver un

";;modelb de flujes de agua sublerréanea por medio de diferencias
'11nitas. El programa esta escrito en FORTRAN 'B6 y puede correr,
- con pequefias modificaciones, en computadoras que tengan compilador
;FDETEAN '77. El modelo simula flujo en tres o dos dimensicnes. La
 estructura modular con la que cuenta este programa consiste de un
:prcgrama principal v una serie de subrutinas independientes
1llamados modulos, los que a sSu vez se agrupan en paquetes. Cada
- paquete gtrata con una parte especifica del sistema hidrelégico
que se quiere modelar. Para designar cual es la parte gque se
:inilizéré se hace por medic del arregle IUNIT que es una tabla de
- 24 elementos para las unidades de entrada. SdSilamente 10 elementos
1-5, 7-8, 11 y 12) estan implementadas. El elemento 6 se reserva
para el paquete Transiente Filtrante. El 10 es para respuesctacs
adicionales. Los elementos del 13 al 24 se reserﬁan para opciones

futuras. A continuacidén se enlistan las opciones con las que se

cuenta hasta la fecha:

Unidades de Entrada Cpcidn
1 Paquete de Flujo por Bloque Centrado
2 Paquete de Pozos
3 Pacuete de Drenaje
4 Paquete de Ri{os
5 Paquete de Evapotranspiracidén
& Reservado para paquete Transiente
Filtrante
7 Paquete de Fronteras de Carga General
-8 Paquete de Recarga
a Paguét.e SEF' |

10 Reservado para soluciones adicionales




i1 ‘ Paquete SSOR

iz Opcidn de Control de Salida
Gracias a que el proegrama se divide en modulos, se
armite al usuario examl nar caracteristicas hidroldégicas
_nependi entes. Ademacs se pueden desarrollar éapaci dadex

adicic‘)l’\:.’ale-=_=. vy asi gregar hueves modulos o© paquetes. Fara mavyor
'le;,:ibilidaci la entrada se designa por medic de un archive y la

alida puede o no designarse.

Uno de los pagquetes que no esta en la lista, es el
paquete Basico (BAS), que se utiliza para cualquier simulacidén, ya
‘que por medio de un archivo se leen los datos de entrada. Estos
¥incluyen: el numerc de renglones CNROW? v columnas CNCOLD que
“':-."-;,forman 1a malla del modelo, el ndmero de capas CNLAY2, el ndmero
..__'_‘_de peripdos de tiempe (NSTPD, etc. Ademas puede indicarse la
: f:;"':unidad de tiempo C(CITMUNTD en la cual se va ha trabajar, &
_ i:',;implemente no se define ninguna unidad. Si se definen unidades,
'. "“:est,as deben ser consistentes'par-a todos los valores de los datos
'-:‘que involucran tiempo. Porr ejemplo, si se escoge afios como la
unidad de tiempo, la - longitﬁd del paso del tiempo,
=H't,rau'u;misil::-il.’idau:‘l, etc., deben expresarse usando afios para sus
unidades de tiempo. Ademas, las unidades de longitud también deben
ser consistentes.

l.a entrada al paquete BASICO (BASD se lee de la unidad
nimero 1. El flujo de aguas subterridnea junto con el acuifero se
simul an usande una aproximacidn en diferencias finitas por bloque
centrado. Las capas del acuiferc 'se pueden simular como
confinadas, no confinadas © una combinacidn de las dos.

La estructura de entrada del programa se basa en un
elemente del lenguaje FORTRAN, llamade numerc de unidad, que
identifica simbSlicamente la localizacién del archive que sera
lefido o impreso. En general el usuario debe proveer una coneccién
entre el nuimero de unidad y el nombre del archivo,

Uno de los primeros pasos en la organizacidn de les

datos de entrada es especificas cuales seradn las opcicnes a

' utilizar. -




Las opciones a utilizar se especifican en el arreglo
ﬂWIT' y se debe asignar un nuimero para la opcién correspondiente,

i una opcidn © paquete no se usara se le asigna el numeroc cero.

¥

s

& JUNIT Cn> = O, esio significa que la opcidn cerrespondiente no

cersd usada.

gi IUNIT Cn> > 0O, la opcidn correspondiente se usarsd v los datos
se leeran del nimero de unidad contenide en
IUNIT (n2. Lo= numeroz de unidad deben ser
entercos del 2 al 899, el numero 1 no. porque esta
reservado para el paquete bésico, se recomienda

usar diferentes hUimeros para cada opcidén.

Ademss de indicarse las opciones gque se utilizarin en el
modelo, olras indicaciones con los que debe contar el modulo BAS

son, por ejemplo:

ISTET que indica si =se salva la carga inicial. Esta debe
salvarse =i se calculard el abatimiento. Dandole el
valor de cero =i no se salvaran vy diferente de cero

cuando se desea salvar laz cargas iniciales,

TBOUND es el arreglo en el que se indican las condiciones de
la carga en cada celda de la malla, ez necesario
proporcionar un arregle para cada capa. Aqui se
cuentan con tres tipos de céldas, IBOUND < 0O, la celda
tiene carga constante, IBOUND = O, 1la celda es
inactiva y por ultimo =i IBOUND > O, la celda es

activa.

SHEAD es la distribucidén de carga al principio de 1a
eimul acidn Cun arreglo para cada capal.

Independientemente de gue se salve © no, estos valores
-

deben ser proporcionados para inicializar la solucidn.

-

=

~
o
13
o
»



PAQUETE DE FLUJO POR BLOQUE CENTRADO.

En el paquete de FLUJIO PORE BLOQUE CENTRADO (BCF)Y, se

culan las componentes de la conductividad de la ecuacién en

finitas la cual determina el flujo entre celdas

También calcula los términos que representan la tasa

e flujo por blogue cenirado.
La ecuacidn de fljo para cada celda en el modelo ecs

de la forma

CVijk-1-2 hi,jk-1 + CCi-4-2,5k hi-1,ik +
CRi,j~1-2x  hijax + C-CVijk-ssz -  CCi-1r2,3k -
CFi,j-1-2.k ~CCi+1.-2,j,% - CVi,jk+1.2 + HCOF4,j,k0 hi,jk +
CRuj+4,2,% hi,j+1,k + CCis1-2,5,k hi+a,jk +

CVi,jk+1,2 hi,jk+t = RHSLjk

.iionde los coeficientes CV, CR, CC son las conductividades entre
los nodos. Los coeficientes HCOF y RHE estan compuestes de
_términos de fuentes externas y términos de almacenaje.

La entrada al paquete BCF se lee de 1la unidad
especificada en TUNIT (1.

Para cada simulacidn, algunes de los datos que deben
Proporcionarse son: ‘

El tipe de flujo del acuifero C(ISS), si ISS es cero
indica que esta en estado transiente y diferente de cere en estado
estaciconario.

El tipo de capa (LAYCOND ,se debe proporcionar un valor
Para cada capa. Hay un limite de B0 capas., si no se utlizan todas
8¢ deja en blance las que no se vallan ha utilizar. E£i hay 40
Capas ¢ mencs ,se usa sdélo un archive, si son mas de 40 capas e
Utiljzan dos archivos. Los tipos de capas que se manejan son el

—CONFINADO C(LAYCON = 03, que indica transmisibilidades vy

'. Coeficiente de almacenaje constante para toda la simulacidn;

TV LAV AM Y g




| _NO CONFINADO CLAYCON = 1), varfa la transmisibilidad de las
pas Y Ppara la capa uno el coeficiente de almacenaje es
nstante; ¥

~Una coﬁbinacién de lot dos con LAYCON igual a dos o tres.

Ademas se debe proporciconar el valor de las condiciones

e anisotropia C(TRPY>, el ancho (DELRY y large (DELC) de cada

Hay otros datos que se deben incluir de acuerdo al tipo
Vde simulacién y al tipo de capa que se tenga, estos datos incluyen
especificaciones de transmisibilidad ¥ almacenandi ento,

_goraductividad hidraulica, la elevacidn del acuifero, etc.

PAQUETE DE POZOE.

«En un acuifero, se puede ltomar a un pozo recargandoe como
" una fuente de agua la cual no se afecta por la carga en el
acuifero. Un pozo descargando se teoma con una ta=za negativa. Para
" uylilizar este paquete (de Pozos (WELDD,cada pozo que haya en el
acuifero debe estar contenide en una celda y debe agregarse una
tasa de recarga al lado derecho de la ecuacidn en diferencias
finitas.

En esta opcidn se debe incluir una lista que contenga la
localizacién y tasa de recaga para cada pozo. La 'lista debe
contener cuatro valores: renglon, columna, y capa de la celda que
contiene a cada pozo ¥y la tasa 2 la cual el pozZze recarga el

acui fero.
PAQUETE DE DRENAJE.

En la opcidn de DRENATE (DRND la tasa a la cual el agua
Pasa por un dren en una zona saturada de un acuifere se aproxima

usando la ecuacidn

DLk = CDi,jkChisik—~dijkd = CDijkhi,jk—CDi,jkdi,jk

_—

-
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QDuik €s la tasa de flujo de agua en el dren [1%t™)

L
i

di,jx @ la carga en el dren (L]

CIh,)k es la conductividad en el acuiferc cerca del dren

(L%

El - coeficiente Cln,jk es la conductividad de la
interface entre el dren y el material poroso. El flujo en el dren
ge considera propercional | a la carga por encima del dren. Esta
écuacién isdl amente es valida cuande la carga en el acuifero es
mayor que la carga en el dren. Cuando la elevacién del dren es
mayor gue la carga en el écuif‘ero el flujo en el dren QDiik, e=
igual a cero. '
En este pacquete hay que introducir datos como el numero
de celdas que estan invelucradas con un dren CMXD_RND, y asi comoc
Lambiéﬁ%: el numerc de capa, el numerco de renglén, y la columna de

s cada célda involucrada con el dren.
PAQUETE DE RIOS..

los riocs pueden contribuir o drenar agua del acuifero
3 dependiendo del gradiente de la carga entre el rio v el acuifero.

El propésito de este padquete es simular los efectos de
filtracién a través de las orillas del rio scbre el nivel del
agua, '

Para simular los efectos de filtrracién del rioco en el

modelo, se agrégan términos a la ecuacidn de flujo para cada
celda.

El ric se divide en arroyos, cada uno de los cuales
debe estar contenido en una celda, ver figura 4.1. La filtracidén
del ric sobre el acuifero =e define entre cada arroyo del rio v la

celda del modelo que contiene al arroyo.

La entrada al pagquele de rios (RIVD se lee de la unidad

especificada en IUNITC4) vy para cada simulacidén se deben

Proporcionar datos como: numero de arroyos; el numero de capa,
renglon y columna de cada celdaeque contiene un arroyo, asi como

.12 carga del rioc y la conductividad de la orilla del ric.
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FIGURA 4.1. - Discretizacidén de un ric en arroyos.

PAQUETE DE EVAFPOTRANSPIRACION.

La evapotranspiracidén (ET) es el mecanismo por medio del
cual el agua se convierte de fase liquida a vapor. El paquete de
EVAFOTRANSFIRKACION CEVID, gimula los efectos de ET, donde 1la
fuente de agua ez un medio poresce saturado; por consiguiente,
primere trata con agua removida por lasg ralices de las plantas.

l.a tasa de ET determinada por el paquete depende de la
pPosicidn de la carga del acuifero, relativa a dos elevaciones de
referencia de ET dadas C(ET superficial y ET de extincidénd. Para un
node dadoe del modelo, la tasa de ET se considera dque es
proporcional al espesor saturado sobre la ET de extincidn dada. La
tasa de ET se expresa en términos de flujo.

Fara simular los efectos de ET en el acuifero, se agrega

una expreziédn a la ecuacidn ewm diferencias finitas para cada

i celda. f -




Para calcular los términos para la evapotranspiracién
et NEcCesario indicar si ET se calcularid sélo para la primera capa
o para todas, asi como la ET superficial y la de extincidn, y

algunos cotros datlos.
PAQUETE DE FRONTERAS DE CARGA GENERAL.

Una frontera de carga general (GHBEY consiste de una
fuente de agua fuera del area de modelade la cual suministra agua
a unz celda que se encuentra en €l &area de modelado con una tasa
propoercional a la diferencia de cargs entre la fuente y la celda.
La Ltasa a2 la que el agua se suministra a la celda i,j,k esta dada
por la expresion

Qiikm = CmCHBm - hi, kD
donde

%,j.k,m es lz tasa 2 la que el agua se suministra a la celdsa

h de la frontera m [Latd];

Cm es la constante de proporcicnalidad para la frontera m
(L™,

HBm es la carga en la frontera de la fuente m [L]; ¥

hi,jk es 'la carga en la celda {L].

La fuente de agua puede ser un ric y en este casoc la

constante de proporcionalidad es la condictividad de la orilla del

rie. 5i la fuente es un dren (es decir, una fuente negatiwvad

entonces la constante es una funcidn del material que rodea el
dren v el tamafic v espacio de los poroz del material del dren.
También puede ser una carga en el acuifero fuera del 4&rea de
simulacidén v en este caso la constante es la conductividad
hidraulica del material entre la carga conocida ¥ la frontera del
drea similada. El paquete GHB puede usarse para simular estos tres
casos. En los dos primeros casos, el paquete GHE tratarid con una
relacién lineal simple, que es mas restrici.ivc que en el paquete
de rios o el de drenaje que tratan copn dos relacicnes lineales. En
€l tercer caso, el paquete GHE no trata de tomar cambios en el
almacenaje del acuiferc entre ls carga de la frontera y el &rea

-

Simul ada.
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los datos para GHB, los cuales se deben almacenar en un

archive ¥ se deben especificarse por el usuarioc para cada periodo

de
locali'zacién de lz celda fronteriza (capa, renglén y columnad,

fuerza. iLa entrada para cada frontera consiste de la
carga fronteriza, ¥ la constante de propercionalidad.
PAQUETE DE RECARGA.

La infiltracién por precipitacidn generalmente ocurre
uniformemente sobre una gran superficie, por lo que es ]llamada
wrecarga distribuida superficialmente®. Esta se expresa en
' términos de tasa de fluje por unidad de area y se puede reducir a
unidades de longitud por unidad de tiempo, come por ejemplo:
cnm-seg, pulgadas-hora, etc. '

La tasa voluméirica de flujo en una celda es la taza de
infiltracidn por el 4rez de la celda. En forma de ecuacidn

Ltenemos:

ORCH =1 . % DELEJ_ »® DELCJ_

ik bk

donde I Ly €S la tasa de infiltracidn [L.'Ld}. Notese gue la tasa
. "r."

de recarga es independiente de la carga en la celda.

La tasa de recarga se almacena en un arreglo

bidimensional C(RECH)Y con un elemento para la localizacién de cada

celda.

lLa capa a la cual la que se aplica la carga puede

especificarse usando una de las tres opciones:

NECHOP 1, la recarga sélamente afecta la primera capa;

A

2, la recarga afecta la capa especificada en el arreglo

1t

indicador CIRCH) que se indica por el usuario; ¥y
= 3, la recarga afecta la primer celda activa en cada

columna vertical.

Lo tasa de recarga se lee como flujo volumétrico pof

Unidad de Area. Esta tasa se multﬁlplica por el 4rea de la celda vy

"SE obtiene la tasa de flujo volumétrice.




Sl se especifica la opcidn £, el arregle indicador IRCH

ambién s€ lee. El arreglce indicader debe contener para cada
elda: el numero de capa a la que se aplicara la recarga.

1 Si se especifica la opeidn 1, la celda apropiada estid en
Eel 1imite de la malla Ccapa 1D.

i se toma la opecidn 3, la celda apropiada es la primer
celda activa, la cual no debe estar debajo de una celds de carga
constante. i la primer celda acliva esti debajo de una celda de
carga constante la recarga no se aplica a ninguna celda porque se

considera que la recarga es interceptada por la frontera.
PAQUETE DEL PROCEDIMIENTO FUEETEMENTE IMPLICITO.

El procedimiento fuertemente implicitc C¢SIP> ez un
método para resoclver iterativamente un sistema de acuaciones
iineales simultaneas grande.

3

Come va se sabe, al tener un esquema en diferencias

finitas implicito para cada celda, tenemos que resclver un sistema
de ecuaciones lineales simultaneas, por lo que es necesario tener

un método para resolver este tipo de problemas.

& El sistema por resoclver puede escribirse de la forma:

hogl]

h=gq

i§ donde las des barras sobre A indican que es una matriz cuadrada.
La barra simple sobre h vy g indican que son vectores. Ademis estos
#l sistemas de ecuaciones que se obtienen de la discrelizacidn en
diferencias finitas tiene pocos elementos diferentes de cerc ¥y
ellos estan en siete diagonales. 7

El procedimiente EIP es un procedimiento iterative que

caleula una sucesidn de distribucliones de carga F‘, Fz. C e s N

que convergen a h, la solucidén de A h = §. Cada distribucidén de

carga consiste de un valor de carga para cada celda activa.

i

La experiencia muestra que si la ecuacidn en diferencias
4 finitas se resuelve en dos ordenes diferentes sobre iteraciones
alternantes, el ndmero de iteraciones necesarias para converger a

-
la solucidén es muche menor que si s&le se utiliza un  orden.



Una alternativa de orden para empezar es la primera

bol UMD . el ultime renglon y la uliima capa y proceder en forma

-

;ascendente en las columnas y descendiendo en los renglones y las
capa®-

' Basados en la experiencia se deben tener datos come el
pumer o de parametros de iteracion (C(generalmente cinco son
cuficientes), tomandos en cuanta que lz seleccidn neo altera el
ivalcr de la solucién, sdlamente la eficiencia del método; el
_parametro de aceleracidn CACCLD) que debe ser mayer dque cero vy
generalmente igual a uno, ¥y algunos otros que indiecan la forma de
archivar e imprimir loc resultados. Estos son necesarfios para la

entrada a este paquete.

PAQUETE DEL PROCEDIMIENTO DE SOBRERRELAJACION SUCESIVA.

& La sobrerrelajacidn sucesiva (SSOR) es una técnica para
resclver iterativamente un sistema de ecuacicnes lineales.
El paquele SSOR, en particular, resuelve las ecuaciones

en diferencias finitas asociadas a las celdas de la malla. Estag

ecuaciones tienen la forma:
2 I oeee o BT w cR i
Lik-1,2 i,j,k—1 i-4-2,3,k 1-4,j5,k Lj-1-2,k i L,j-1k
+ -V - CC - CE - CR
( L) k-12 1-1-2,1,k Li-1o2k Lj+dr 2.k
~ i m,l+4
- ¢ R A - HCOF, = JYh ",
i 2,5k 1,ik+i-2 L)k 1.3.k
teR W™ e BT e ey i
Ljrd 2k L jadk vea 2,5k 1es,5. k Lik+1,2 {,j,k+12
= RHS
i)k
donde
m ez el contador del paso del tiempo; ¥
-

L es el contador de la iteracidén-




Aqui tenemos una ecuacidn para cada celda de la malla.

Lo primero que hace el paquete SSOR es reducir el nimerco de

ecuaciones y resuelve simultaneamente sdlo esas ecuaciones que
representan todas las celdas de un mismc renglon en un bloque,

donde el blogque se identifica por sus numero de renglen.

La implementacidn del método de sobrerrelajacidén
sucesiva invelucra procesamiente de los renglones a un sdlo
tiempo, primero se reformulan las ecuacicnes para cada renglon vy
entonces se resuel ven las ecuaciones resultantes y asi se cobtienen
los cambios aproximados de éarga en cada celda del renglon.
Finalmente el cambio de carga debe multiplicarse por el factor de
relajacién w (que se encuentra entre cero y unod y agregarse a la
carga de la iteracidn previa para obtener el nuevo valor de la

carga.

Al final de cada iteracidn, el cambio de carga maximo
para la’ iteracidén se compara con un criteric de clausura. Si el
cambio de carga maximo es mas pedquefic entonces se dan  por

concluidas las iteraciones.

El numerc méximo de iteraciones en cada paso del tiempo
C(MYITERD, el parimetro de relajacién CACCL), el valor del criterio
de clausura C(HCLOSED para la convergencia; se necesitan come datos

de entrada al paquete SSOR.

CONTROL DE SALIDA.

El control de salida es una opcidn separada del paquete
bizsico (BASD. La entrada para el control de salida se lee de la
unidad especificada en IUNIT C12>. Si IUNIT (Ci2) es cero, los
datos del control de salida no se leen ¥y se usa el control de
salida por default. Bajo la impresién por default la carga se
imprime al final de todo el pericde de fuerza. Ademas =i las
cargasl iniciales se salvan (ISTRT # 03 el abatimiento se imprime
al final de cada periodo de fuerza. El formato de imperién por
pdefault para la carga y el abatimiento es 10Gi1.4.

v T
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En el caso de que se utilice la opcion de control de

‘galida, se tienen que indicar el formato en el cual las cargas y

el abatimiento se imprimiran C(IHEDFM, IDDNFM), asi como también se

debe indicar si se imprimiran los gastos volumetricos, el

abatimiento, etc.

PROBLEMA EJEMFLO.

Este problems ejemplo e para ilustrar la entrada vy
salida del programa.

El acuifero que se simulard consta de tres capas de
cimulacidn, como se muestra en la figura 4.8, la separacidén entre
cada capa es una capa .confinada.

Cada capa es un cuadrado de 7%,000 pies por lado y esta
dividida en una mzlla de 18 renglones y 15 colunas, que forman
cuadr;dos de 5,000 pies por lado. El flujo en las capas confinadas
gue separan a las capas aclivas no se simula, peroc los efectos de
estas en el flujo entre las capas activas se incorpora en el
término de la conductividad vertical CVCOUND.

El flujo en el sistema es infiltracidn por
precipitacién; el flujo hacia afuera del sistema es llevado por
tubos de drenaje, pozos de descarga y un lago que se representa
por una frontera de carga constante.

Al empezar lag cargas scon iguales a cero, el programa se
corrio para obtener una solucidn en estado estacionario.

El procedimiento que se utilizd para resoclver el sistema
de ecuaciones en diferencias fue el fuertemente implicito CEIPD,
con un criterio de error de 0.001, y el parémetro de aceleracidn
"de 1.0 ¥ el numers mAxime de iteracicones fue de 50, aunque

sSlamente 31 iteraciones fueren necesarias para terminar.
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CAPITULO V

CALIBRACION DE MODELOS

La ecuzcion diferencial que rige el flujoe de aguzs en dos

dimensiones, basadz en lz lev de Darcy ¥ en las leves de

REARAIRAE LT o

donde::
h = Elevecian del nivel del agua, desde un nivel arbitrarioc. [L]
q = Tésa de bombes o recarga por unidad de srea. [L-t]
Z = Almacenamiento del medic porosoe C(sin dimensiones).
T = Transmisividad del medie poroso [szt]
también:

T =K h’ acuiferoc no confinado

T =K D acuifero confinade
donde:
K = conductividad hidraulica [Lt]
h* = espesor del acuifero no confinado a tiempo t. [L]
v = espesor del acuiferc confinado. [L]

ademis de la ecuacrien diferencial se tienen las condicicnes

iniciales ¥y a la frontera

WY, Y. 03 = ECX,YD; con ¥X.Y € 80 5.2
5.2

RCX,Y,tD = nCX,Y,tD; con X,Y € 80; t > O

Zi se supone dque leos pardametros hidriulicos, es decir, K
Yy & =on conocidos, entonces la ecuacion (5.1 junto con (B.23 ¥y
{8, 2 determinan a hi(¥,Y,t) de manera tnica para t > 0. Este es a
ic que se le llama el problemz directo en aguas subterraneas, que

comunmente se resyelve por un método de simulacidn numerica,




Cuandec se recurre a uUn modelo de simulacidn se considera

Jﬁue datos come l2 transmisividad y almacenaje, son conoecidos en
ﬁada punto de le malla. Una ver resuelto el modelo de simulacion
_yb ces por diferenciss finitas o por elementic finitio, se¢ deben
heceT verificaciones pars ver si dicha sSclucidn concuerda con la
realidad del acuifero, este proceso de verificacion ez o lo que ce
je llamas CALIBRACZION del modelco.

Lz calibracion consisite en ajustar los daton de entrads
pasts que las cargas hidraulicasz caleuladas por el nodelo de

simulaclidn sean igusles & loz valeores de campo. Lz calibracidn

puehas veces se obtiene por simulaciones de prueba ¥y errvror v ose
pueds considerar como una forme de resclver el problema inverso.
Eztimar los valores de los parametiros hidraulicos de un
acuilers e una de las aplicaciones mas importantes del modelado
de adguas subterraneas. Esta aplicacion deseribe come resolver un
problema “de identificacion de parametros o preblemz inverso. El
problema de identificacidn de parameiros puede definirse como la
sclucidn de la ecuacion de flujo de agua subterréanes para los
valorez de loz parimetros, usando observaciones de la wvariable
dependiente Ccarga hidréaulicad, geomelria del acuifero v
condi ci ones 2 la frontera, es decir, en el problema inverso
dados wvalores medidos de h, digamos h*CXi.Yi,tjD, en un Dumero
finite de puntos CXL.Ytj v un numere finite de tiempos tj,
encontrar un conjunto particular de parametros, loes cuales, al
misme tiempe que no difieren mucha de (posibles) estimaciones

- ] ;. : *
previaz, llevan a una concordancia éptims entre valores medidos b

¥ valores caleculados de h,

En este capitulo, no se resuvelve ningun problema de
identificacidén de parametros, yva que son muchos leos métodos que
hazta la fecha =e han desarrcollade v el analizar exhaustivamente

el problema inverso, podria ser un tema para un eztudioc adicional.

£in embargo. e presenta una resefia de procedimienlos que utilizd

Khan (1553,
=1 h*CK,Y,tj ez el val or cbservade de la carga
hidridulica v hCY,Y, LD el calculago, ¥y son funciones continuas

conocidas de X,Y,1, entonces el problems inverso es continuo.
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con la condicidén de flujo preescrito

For la definlcion de Neuman (18735, (B 4D v (5. 8 forman
un praclems de valorez inicliales del tipo de Cauchy. Integrande

(B 40 entre X v L sujets a la condiciden de Cauchy (8. 50 obtenemos

L

1 - [ qix> ax 5. A

TCXD Foav
etz swlucion ez valida sdlamente =i gdhsdX # O parz todo Xe[O,L1,
de cuzlquier otra forma el prokblems Se dice que ez mal planteadeo.
OLras causac que provecan gue un problema sea mal planteado son:
1z escaser de informacién acerca de los datos de Cauchy, es decir
., =in embargo, en el caso particular cuandoe qg(¥>» = 0 para todo
Xel(0, Ly, TCXY puede determinarse come una constante, en el casc en
que L sez desconocida. Es decir, aungque el valor permanezca
desconocide, TCXY estarid dado por (5 6.

En (5. 40-(5.6) los datos de entrada al problema inverso
e considera sin error o completamente desconocido. Ahora vamos a
conziderar que el problema inverso sin error esta bien planteado ¥y
ademas TCXD Ccomo en (5. .6D) se comporta "bien’ en todo [O,L]. Sin
ernbargo, en lugar de tener informacidn completa acerca de hiX>,
2 v ., tenemos informacidn acerca de las cantidades f:CKD,
o (X5 oy C;, respectivanente v ce relacicnan con loz anteriores de

1z siguiente forms

RTCXI = RUXD + £CXD 5.7
ToXD = glXd o+ pCXD s 8
= L+ | 5. Q

donde £CX), 7lXd v pL, representan '‘ruido”™. Introduciendo estos
términos de ruido en (5.6 cbtenemos una expresidn exacta para la

transmisividad,

%0

w - 1 ) * . . .
T X = ——— 1 - [ g C(X) dx L10

dkl I"d X =




B b, G Al

Se considera gque el error en las estimaciones de 1a

' trasmisividad T(XD> esta dade por

»
el X3 = T X3 - TLXD 511

1 ceonsideramos la norms de cualquier funcion gl¥l,

flot¥5 ], definida come:

W]
=%
Al

leCXo ] = max falx> |
HE[O, L3

Entonces en el caseo hipoléiicoe cuando £0¥D) ez cereo en

tode [O,L] 12 norma de elX) satisface la relacidn

dh g L
flec %o | H E3 [p!_. -] e dx] “

x

@
[
(2

| l!'.

dh ! -
| (&) | <t - imeopd

donde || ¢ dhrax> ™

| es finite, ya gue (B . 43-(5.5) esta bien
planteado, implicando qQue en ausencia de errores en los dates del
nivel del agua, el error de estimacidn tiene una cola superior y
puede hacerse arbitrariamente peguefio controlando las n@gﬁstudes
de o v X2,
Como las magnitudes de eCXD dependén continuanente de
st magnitudes de i vy 7nlXd, el probklema inverseo permanece bien
rlanteado aun cuandae leos datos de flujo de la fronmtera v fuentes
¥r/o sumideros esten perturbados por ruida. Lo misme sucede cundo
el modele (5.42 es perturbado por ruide va que el efecto de tal
ruide e=s igual al de pl¥>.
Otra implicacidn de (5,100 y (5110 es que si
Efp} = E [nXd2] = © para taede ¥ € [O,L], entonces E [el¥2] = O,

. [ N *- ) H £ b3 -~
lo gue significa que T (XD es un estimador insesgade de TOXD.

En el cagso mas realista cuando £0X) no es identicamente
cera, lz situacidn quedas mucho mas dificil. Agqui la norma del
-

error de estimacidn satisface la relacidn

IIL!
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¥ tzambleén

ffc %o | 2 f-é " ]—1[ | g% "Tmmw’,uujim:x:-, dx’ 5. 14

donde Tran = min TCX2

XeE(O,LL)

El problemz inverso queda nel planteado cuando los datoes
del nivel del agua estan periurbados por rul dey. Fara wver
esto ez suficiente mostrar que =1 cambiamos cualquiers de los dos

: ey . *- -
numeros o v 7 slienpre podemos encontrar una funcidn b (X3 tal que

- [ RTCxD - BEXD = f etxD || 2 oo _—_—
Y aulh Inas ! -di I > 3
=y |

»_ e ) R
En efecto, &1 unc toma h CXJ = hiX> + o sen (w X3 vy
eztablecemos @ > fira, la relacidn de arribz se cumple. Este

implica que (5140 puede escribirse en la forma

1 L

ffe<xoql > [ " g-?— " + f3 ] [;; Toan = H!JL-I RS A" ] 5.17
) 3

Come 3 puede hacerse ar bi trariamente grande para
cualquier a. entonces de (5.17) la cota inferior en || e(X2 || puede
hacerse tan grande comoe Tmn. Esto significa que el problema
inverse es mal planteado en el sentido en que para cualquier hi{X2
gUX2, ., o ¥y Twin existe una funcidm h*C ¥3 tal que cuande TOXD

- i - — - - *- - - ] - - - - -
e UG 4005 .80 para hCX) v T UX2 satistace (G 4O-(E5. B para

- -

r*
‘,.l
nll

1

-
L

y -

CX2, unc tienen

o

| B x> - Rexo_f| < @ 5.18

i’




| TCX> - TCX> || > Trmn 5.10

En otras palabras, un cambic minimc en los datos del
nivel del agua pueden causar un cambico arbitrariamenie grande en
le tranzemicsividad cal cul ada, implicande que no depends
continuamente de los datos. Es eguivalente a decir que el problema
invereo es mzl planteado v Su solucidn puede ser inestable.

Debido 2 esto el métodc- directo es poce utilizadoe pzarsza

resclver el problema inverso.

El enfoque indirectio esecencialmentie e un procedimiento
de prubz v error. Loz valeores de £ y K son supuestos y el modelo
se resuelve cohociende la geometriz del acuifero ¥ la cargs
hidraulica. 7

La carga Hidréiulica obtenida por el modelo es comparads
con lz carga plezometrica ocbsevada, usandce una funcidn criterio
convefilente., Si el criteric se satisface , el procedimiente se da
por terminado; en cualquier otro case, se Propone  un  npuevo
conjunte de pardmetros v e repite el procedimiente hastz que
conver ja. Leos trabsajos dé Vermuri ¥ Karplus (18602, Haimes v otros
£1968), Labidie (16752, Neuman {18732, Kanh (19852, son ejemplos
de aproximaciones indirectas.

Los métodes indirectos difieren principalmente en 12
seleccidn del algoritmo vy la funcidn criterio. Varias funciones

criterio que han sido usadas son:

1.~ La minimizacion de unas funciones de (K - K2 v ¢& - &,
donde K ¥ £ son lz conductividad hidraulica v el
a2l macenaje, respectivamehte.r v 4 Y € sSon los
correspondientes pardmetros estimades. Como K vy £ =son

desconocidos, sdlamente la esperanza de la diferencia

Ppuede minimizarse si se dispone de suficientes

conocimiento,

La minimizacién de una funcién o funcienal de Z = [h(K,SD

- FCK,.S}], donde hE. S Y hCK, s con  las cargas

[‘0
1

- I3
piezométiricas calculadas y observadas, respectivamente.




Cuandce el segundo c€riterio se usa. La funcien que

utiliza es lz funcidn de minimos cuadrados, usande el criterio

minimos cuadrades, el objetive es encontrar F v £ v tambien

?nimlzar £, donde la ecuacion puede escribirse
3
i
:

% == J nk, 5 - RCE,SD J° de di B, 80 :
£

Zoma el problems inversce en  aguas  subterraneazs  es
jecreto Cla mayorle de las veces), e decir, las cargas
ﬁezcn@trlcas cson disponibles para puntos discrelos, lz ecuacion i
parse un numero N de observaciones sobre un periodo de

e, 200

[

Ed

ijempe T, puede escribirse como:

T N 2
z=3 YIWMEER - Rk,
1t=4 n=1

o
[
o

ALGORITMS DE AJUSTE.

En una aproxXimacidn indirecta, en una corrida del modelo
de simulacidén se requiere que en cada paso del tiempe se ajusten
loe pardmetro=. Como los modelos de simulacidn son costosos, se
requiere de un algoritmo de ajuste, para que se minimize el numerc
de evaluaciones de la funcidn.

Se pueden considerar dos tipos de algoritmos de ajuste,

uno que reguiere derivadas y el otro no.

Al gunos algoritmos usan dgrivadas de primer orden de la i
funcion objetive ¥ otros usan derivadas de segundcoe orden.
Los métodos sin derivadas se les llama métodos de
registro de optﬂﬂzééich, no requieren derivadas de la funcidn
obhjetive para determinar la direccidn de movimiente. La direccidn
de minimizacidén se determina por evaluaciones sucesivas de la
funcidén objetivo. -
En general, los métodos de registroe son mas lentos que
los que requieren derivadas. Pero, para funciones donde las

expresicones analiticas para la deriyada son dificiles o imposibles

Jide evaluar, el métode de regiistro puede” preferirse.



La funcion objetive ec muy compleja, ¥y =su derivacien

.puede ser imposible. Sin embargo, para un punte dado, se puede

éobtener numericamente. Ecto idincrementoa significativamente el
numerc de evaluaciones, en el caso de que se usen mélodeos que

reguieran derivadas.

La eficiencia de tres algoritmos fué presentads por 1.

Fhar crassd, pars umn acuifero hipotelico rectangul ar, con

fronteras impermeables como se muestra en la figura 8.1 Ca,b, v
c. El acuifere se divide en tres regiones de diferente
conductividad, esc no confinado vy de egspesor uniforme.  Ademds

cuenta con cince pozeos de bombeo.

o T — — ]
~ I—| nivel del agua
°
e
'Lﬁ
ta)
-
s Y
[=]
3 e
- o
K 3
b}
x sjefttafafaf—f=FuTu]e I
1o lv]=l=l=t=]-Inf=]lw 1=
= ittt b=V el in|x]n
stelele P lal_ Telalnla
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FIGURA B.1. - Acuifero ejemplo.

Ei acuifero sse modeld con diferencias finitas. Se:

determind la elevacidn del nivel del agua de 50 diaz, v e=steos

resultados se usaron como dato® histéricos para el problema

4 inverso ¥y se considerd
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- Para los tresc galgoritmos sSe empezd con un valer de

I conductividad igual en las tres regiones.

Y se obtuve:

- El algoritme sin derivadas convergld en tres iteraciones vy
e obt uvieron ninimas variacionesz €T los valorecs de 1z
conductividad de las tres regiones, en dos regiones e obluvo el
valor verdadero vy el otro difirid en 0.0=2 ftrdia v el valor de la

. . PR o = T .. e,
Tfuncion obletave fud de .7 ¥ 10 Cver figura 520

200
- K3
150 4
P Kz
-.(:3
g
3 100
&
K1
I
50
0 1 3
No. de Iteraciones
FIGUrA B.z.- Eesultados del algoritmo que no

utiliza derivadas.

~ Con el algoritmo de derivadas de primer orden no convergid

2rz nueve iteraciones y el valor de la funcidn cbjetive fue de

w o

.87 Cver figura S, 3D

- Y por ultimo, con el método de derivadas de segunde orden,
converge para cinco iteraciones v se obtuve una diferencia de
.1, 0.3, 0.01, para cada una de las conductividades de las tres
regiones ¥y la funcidén objetive tems el valeor de B .0 X 107 cver

-

figura 5. 45



De los tres algoritmos, el que nmo utiliza derivadas y
con el que wutiliza derivadas de segundo orden, Se obtuvieron
rezul tados muy buenos, en cambic con el algoritme con derivadas de
primer orden no converge. En un problemz para un acuifero grande
el numere de  evaluacicones de lz funcidn objetive e muy

importante.

2001
150 X
K2
m
e
T 100
-+
L2

},.
=

>

012545675

No. de Iteraciones
FIGURA 5. 3. - Regsultados del algeoritmo con derivadas

- .

de primer orden.

El modele inversco ceonsiste de un algeritme de ajuste v
una simulacidn de aguas subterraneas por diferncias finitas o bién
elemento finito, donde la funcidn criterio gue puede usarse es la
ecuacidn (5. 8D,

El énfasis e determinar los valores de los parametros
del acuifero, los cuales puden considerarse como simples
constantes en lz ecuzacidén de flujo. .

Determinar los parametros de un acuiferes con precision,
requiere del conocimiento exacto de las condiciones iniciales y a
la fronterz, tipo de acuifero, earga pliezeométrica v propiedades

-

fisicas del medic a través del medio poroso.
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En situaciones practicaslencontrar y determinar

parametros reales es dificil Cquiza impoesibl e

2001 L3
150

100 8

ft/dia

504

v 1 2 3 4 5
. No. de Iteraciones

FIGURA 5. 4. -~ Resultados del algoritme con derivadas

de segundo orden.

Clome: referencia para este problema que ha tenido un buen

lugar en el

-

nodel ado de acuiferos v debido a su inestabilidad

también se han presentado muchas técnicas de sclucitn, puede verse

el smriicule de I. Khan (1Q85) donde e aplica un modele inverso

ina acuifero rezl.

-

=




APENDICE A

Barg - - ., NDEZA

DEMOSTRACION DEL. TEOREMA DE LAX B% Een

DEPARTAMIHTL nr

AT AT

TEOREMA DE LAX:
contlistente para

Un esquemna urn problems de  velores
planteadoe pars una ecuacidn diferencial parcial ec

- r
1 ¥ sclo =1 estable ™’

in

e

DEMOSTRACION,

que la estabilidad del ezquema

Primeramentie probaremos
Decpues mostraremos gue un

del esquema.

implica la convergenciea
ezquems inestable s no convergente.

()

Frobaremos que la estabilidad implica canverdencisa donde

consideraremos que hay una constante Cr tal gue

I “ C bk ;
v Yy IgL h Al

I

aig
le™ 1

O =< nk = T.

=t =T ¥
primera parte de la demcsiracidn asumiremc:z gue

parz O

Para la

la funcidn inicial para el escquema ez Tu . Entonces tenemos
L8]

- Oy _ o~ g2
"Uo- S|l = I |UOCEJ| dz,

lzjsmerh

Oque converge a cerc cusndo h tiende & cero. mando consictencis

oblenemas

: 3t e
eFEIE L ehey e ,
3 = (X1> en h v k

la notacién 1) significa que para cada ¢ el lado

izquierdo de CA.a22) tiende acero cuando h y k tienden a2 cero.



, 2 . o
Ahora considerenos la norme en L de ultin, -D) - Su

.Y
abtenemos la relacian
Rt .t " ;
- .- — [~ [y 1 - ... F z b . b
j juitr, X0 - bu'|‘ dx = j 'qu "o- gchﬂ)‘l‘ ,uotﬁﬁlf iy,
— 30 -
tr o
« e - u cen® o, A
O
i.t,| . h

Consideremosz el lado derechce de (A3 como une integral
cobre FE. Lomapde el intedgrande por  separadc, e decir, el

integrande es 1z funcidn "

@ e - genea™® e [£] = roh
- f,p’h =
Ie%gun GGCE)IZ ci [£1 > noh

Ademis para cads ¥, cuando h es sificientemente pequefic i
de tal forma que']fl < nsh, el integrando queda coma en la primera

parte v se saligflface gue

QEMT I o < 1507 S oy s -
|E- glh&D I = 9 'l:_‘ thE,‘J' LT

Dee CAZD tenemos la aproximacidn

)

'eq(z,)tn N gi'hs',::)nl T nk C Ol4> = OC15

Concluvendo que el miembro del lado derecho de (A3
converds aceéerco para cacda valor de § cuandoe h ¥ k tienden acero. De |
ecte modo tenemes €1 conjunte de funciones ¢n que estan en L*¢E> Y
tanmhien tienden acero en cada punto cuando h y k tienden a cero.

Fara poder continuar lo que tenemos que concluir es gque
la norme de estss funciones también tienden a cero, este 1o

[

obtenemos observando que -




N
%

PR N & |Gﬂc_::>|’ £ ce c_r:wz |GO({‘>|2

Ecicr muestira gque las funcienes ¢» estan  acotadsac

. ) 1. . ~
unif ormemente para una funcidon en LCEDY, estia cola ez 4C |w C{}lz
T! o )

Por el lecremaz de convergencia dominada de Lesbege, concluimos gue

Jooncade = f uctnd - g0l o,
-

-

converge =acero cuande h v k Lienden acero, ¥y de este mode ecs

convergeriie.
. < ; 4]
Ahora concideremos el caso donde v no es igual & Tu
i v I g : L ’ n i)
Frimeramenie de finimosz la funcidén mella w, que €3 la sclucidn
. e )
del ezduema en diferenciags con funmeidn inicial Tu . Enteonces

tenemos

fOctn, -3 - S0 = [Gctn, o> - S « 5" - =07

14

donde 12 norma de ultn, ) converge a cero. Por estabilidad tenemos

RN I Sl T TR N
I o o — o o
= LTHW - w “h = CTHTu - “h
. o . O
N
la  cual converge  acero. Esto concluye la primera parte,

mostrande que un esquemz estable es convergente,

Ahora  provaremos gue  un esquema consistente es no
Convergente i ez inegtable.
La demnstracién consiste en la construccidn de una

fTuncidn UOCXD tal gque el esgquem= ceon funcidn inicial Tuo no

. Converge a la sclucién de la ecuacién diferencial parcial. La
f Tuncion u (X> se construye como una suma de funcicnes w, (X0
t Yeterminadas come sigue. -

i el esguema es inestable entonces la aproximacidn




fgche.k ,hd | £ 1 + Cx Ad
nc  es valida pars cualquier constante € y para h y k

suficientemente pequefiacs . Entonces para cuale=zquier entero

positive M, exacsten vazlores de &M, hv ¥y kM tal que

folhy T, hm, kmd} = 1 + Miwm AT

v o [hw Fw < N. Com glh¥,k,h? ez una funcidn continua, existe un
el L] k]

numera M tal que

lg(hu £, hwm, kM}| 2 1 + 2 Mkm Al
para |& - £m] £ yM, y ademis podemos escoger M para que se
satistfags
.2
™ XM
v o oescoger hM v ks menor gue hM-1 ¥ kM-1 rTezpectivamente. Ahora

i - ] '
necesitamos un resultadoe crucial que repercule en la consistencia

del sistema.

i
2
3
4

LEMA: 51 el ésquema en diferencias finitas ez consistente,
entonces los intervaleos Ium = [FM-7MM, EMmM+tryv ] pueden tomarse de tal
forma gque sean disjuntos. '

Demostracidn:

Probaremos este lemza por induccidn en M. Para M=l sclamente
hay un intervaleo ¥ por lo tante se cumple.

Supongamos que pasra algun M el intervale IMm no puede tomarse
disjunto de IN con N mayor que M., Sea

J=U1In
. N<M
Nuestirea syposicidn para cuzlquier h ¥ k menor gue hwm-r1 ¥y km-1,

respectivamenie, la aproximascidn

—"]

[gChE, k, h)' = 1 + Mk A

pd.’ ra & = .I - DE' la consle Lel lci & dEl e que“la ara l [=8 ecUuac) é“l, de
p
hd Aa) se _‘-lgue que

-
gCh?, k, k) - e3¢32F

AZ
k

%
%)
o
e
W




para cada ¢ cuande h y k tienden a cereo. Como J e= un conjunto
compacto, existe la unidn de un numerce finito de intervales

cerrados, de tal Torma que

sup CCEY = €
L€

eyicste v ez finite, De CAlD también tenemos que
g ok £ R 18 0 Py .
e = &I w2 27T = 1+ Rk

para algun valor de K. Este implica,por (A7) para ¥ & J v por (ABD

para §  J. que
lgchE, k., bO] £ 1 + max(M, C+K)k

para h¥¢ hv-1 vy k ¢ kMm-1, lo cual contradice nuestra suposicidén de
cque el esquemaz es inestable. Por consiguiente, nuestra suposicidén
eg falsa v si ediste un &M € J tal gue (AS) =se cumple para algun
hM v kv suficientemente pequefios. Como J ez un conjunto cerrado v
g es una funcidn continua, existe un intervalo [&wm—7Mm, Em+rnm]

digjunio de J tal que CABD se cumple, Esto prueba el lema.

Ahora continuemos nuestra consiruccidn de las funciones
-2

. - . s 2
wMCX). Definamos los nimerssz pocsitivos o, Por o MM o= M g
entonces definimogs l1a funcidn W, por

o =i lE“fM[ < 1M,

LA
™
]
|._‘I
]

O cualquier otro caso.

Definimos nuestra funcidn inicial como la suma de las

o
funciones W, Sen o u (X3 = 2 WMCXD; mostraremocs gque u esta es L
o o
M4

Delbido 2 que log intervaleos Im son disjuntos, tenemoz que

E--
Ll

2 [~ " . 2 el L= B 2
! [u €% |%ax = Im[uocz;1 dg’=“21 !;lwucijl dz




- 2 - 2
- -~ -2 n
= 2 z ] M = o z M s —
M =
M= 1 M= 2

Z L.
I cual wuesira que v esta en LTCKD,
(4]

Ahores mostiraremos gque 1z solucion del ezsguems aplicado a

— Ll .
Tu no converge., Sea ¢ la solucion del esquema con
« ™

irnzetal. Dede un tiemps T, eccogemos un nivel de Lienpeo

valor de M tal que

-1
%*_fnkui'l' y ""H :,g

cdonde CT_ ez una constante que acota &

tenemos

z

_h"-—;;;“ = ultn, 3" = o7 - Tucen, D)

T h _— 2 . >
- S ] { k] e e s
= j jgthes™ - e i ,uo(ﬁjl
—ni-h
para h = hMm v ¥ en IM. tenemos gue

|ochEa™ - &2 = qgched |7 - c oz (1 o+ % MEm)"
eptonces
=" = ucin, o = J  Jeche” - eq“"k“l |Goc.g'3 |Z
tE—Emi=nmM
2
. " . Lz
- [(i + 3 Mi:n)' - C_T] x SNM
2z

A Mk o
(1 + 3 Mkm) CT

= = _ TE—

ecta Ultima expresidn la estimamos usando 1la
[

eSS s

funci én

noYy o un

™
1]

Entonces

desigualdad

c1 4+ X7 =1 + nX para X positiva. Emtonces por (AS) tenemos




-~

2 1 T-l T

LAl

Pugd - . - e — e A

||h.~u uCtn, 2" 2 2 [a"'_ nkM ] ] 2 gz —r—+0
Entonces So¢’ no convergse & ulter, -2 v por tal

squems

no s convergente.

Esio completa la

demoztrari én.

mot i ves

€]




APENDICE B
METODO DE ELEMENTO FINTO

En el metodo de elemento finite, unz regidn es dividida
=N subregliones, llamadac elementos, en donde la farms se deltermina
por los neodos (ver figura BiD.

L forma de laz subregion en la figurs ERl, e un
iriangule, sin embargo, pueden usarge otras formas. Fara problemas
e una dimensidén, log elementos son lineas; para dos dimensiones

los elemenites pueden ser tridngules o cuadrilateros, ¥ para tres
dimensiones pueden ser tetrahedrosz o prigmas.
El primer paso al aplicar el metode de elemento finito

e derivar una representacidn integral de la ecuacidn diféerencial

e

parcizl.
. Nodo
Elemento
Frontera del Acuifero
Figurz Bl.- Configuracidn por Elementoe Finito, mostrandoe un

nodo ¥ un elemento Ltipico.

Esto puedes realizarse por varios mélodes; dos de los mas

utilizados son

1.~ el m&lodo de cargaseresiduales

-

2. - el métode variacional




En el métode de  cargas residuales se trabajas
directamente con la ecuacidn diferencial v las condiciones a la
fronters, mientras que el métodes wvariacional ge utiliza una
funcional (une funcidn de una funcioen? relativae a lzg ecuaridn
diferencial parcial y condicicones & 1la frontera,

Fl siguiente paso es aproximar la variable independiente

[t

c

k]
-4

1z hidréulicaYl en términos de funciones de interpaolacioen. Las

M\

uncicnes de interpolacidn se les llamz funciones '‘base’ y =e

cooden parg satisfacer ciertos requerinmientos matematicos y para

1

farilitar el cidlculeo. Como los elementosm usualmente =on pequelios,
la funcidn de interpclacidn puede zproximarse por un polinomio de
orden menor, por ejemple, lineal, cuadréatico o cubico.

Una wvez que las funciones base vy la malla se han
especificado, la relacidn de la integral debe expresarse para cada
elemento como funcion de las coordenadas de Lodos los nodos de los
eleneg&os. Lo siguiente es calcular el valor de la integral para
cara elemehto, v se combinan con las condicicones a la frontera,
produciends un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden en el tiempo.

Eete sistema de ecuaciones diferenciales se puede
resolver usando técnicas de diferencias finitas, ¥y asi obtener un
conjunto de ecuacidnes algebraicas. En este punto se requieren

mélodos para resolver sistemas de ecuacicones lineales=. matrices.

En general, una ecuacidn mairicial puede resolverse
rumericamente por metodes
Directo
Iterativo

2 incluso por una combinacidn de los dos.

En loz métodos directos se realiza una secuencia de
operaciches, sclamente una vezr, que dan como resultadoe una
sciucidn exacte, excepto por errores de redondec.

Los meétodos iterativeos procuran una solucidn por un
proceso de aproximaciones sucesivas, hasta que un criterio de
error se satisface, ademas e debe tener en cuenta 1a

-

convergencia,




Algunos de los métodos directos son

ad.— Sclucidn por delerminantes.

Y. - Solucien por eliminacién suceziva de los teéerminos
desconocidos

).~ Enlucion por inversidn de matrices.

e acuerde con Narasinhan y Witherspoon € 7 el metlodo
directe mas utilizadas es el de eliminacidn sucesiva y sustitucidn

o

, 1z cual incluye el método de eliminacidn Gaussiana, Yy

i

hacia atr
el metodn de descomposicién de Cholesiy.

Los  esquemas  iterativos se utilizan para rescolver
cicstemacs con matrices grandes. Varicocsz esquemas e han
desarrollado, de leos més comunez los métodos de Sobrerelzjacion

Suceziva, Jacobi y Gauss-Seidel, elc.
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El modelade de flujo de aguas sublerraneas es una de las
muchase aplicaciones de la Metemstica. En estie irabajoe aplicamos
las técnicas del Analisie Numérico para recolver la ecuacidn
diferencial parcial de flujo que rige el movimiente de aguas
subterraneas ¥ asi enconlrar una solucidn aproximada.

La técnica numerica no ez la utnica forma de tratar este
problemz; se pueden utilizar melodos analitices, © usar enfoques
estadisticos y probabilisticos.

En esie trabajo se desarrollaron cuatro esquemas en
diferencias finitas para la ecuacidn de flujo. Los esquemas son:
Explicito hacia adelante.

Implicito hacis atras.

Implicito de Crank-Nicolson.

Implicito de Direccidn Alternante.

No son los Gnicos esqguemas que se pueden obltener, pero son los mas
utilizados para este tipo de problemas.

lLLes cuatro algoritmos se aplicaron a un  ejemplo

sintético de un acuifero. Para resolverlos se utilizaron programas

codificados en FORTEAN. En el caso de los métodos implicito hacia

atras, de Crank-Nicolson y de direcciones alternantes se utilizdé
una subrutina adicional, ya implementada, para resclver el sistema
de ecuaciones simulténeas que resulta de aplicar estos algoritmos.
Esta subrutina fug la de Sobrerrelajacidn Sucesiva.

Ademis de obltener log equemas en diferencias se
analizaron los aspectos de Convergencia, Consistencia v
Estabilidad., Se relacionaron los tres aspectos por medioco del
Teocrema de Laxw, el cual menciona que un esquema consistente es
convergente si v solo =i es estable.

Como  los cuatro esquemas son  consistentes  con 1z
ecyacidn diferencial de flujo, se analizd la estabilidad por el
metada de von Neuman.

los resultados de apdicar el m&todo de wvon Neuman

fueron:




- . : ] ; . z _
El esquema EXPLICITO es estable si At CAXYC < i en una

nalla cuadrada, vy At = 8(1/(AX132+1f(AXz)2)'1 pars una malle
rectangular.

- Parz los esgumas IMFLICITO hacia atrac, CEANK—N]COLEON s
DI RPECCI ONES ALTERPNANTES e cumple lza condicidn de estabilidad para
cualesquier valor del incremente del tiempoe v longitud de 1a
mailz.

Oirs opcidn que se present:z para resolver el problema eb
por medio del paquele MODFLOW, el cual presentz una serie e
opciones para mayor flexibilidad en el manejo.

El tema central del presente trabajo ez resclver el
problemns directo, el cual consicste en encentrar el wvalor de la
carga hidraulica del acuiferoc para diferentes tiempos conociendo
los parametros de Transmisibilidad T, y Almacenaje £

EFn el caszo de que se desconozcan los valeores de T yv £ vy
ce {egnga el valer de lz cargs hidridulica, se dice que s=e ha
planteado el problema inverso. El problema inverso ez “ mal
plantezde *, es decir que para pequefias variaciones en las
condiciones la sclucidn varia demasiade de la original, ademas
tiene solucidn no udnica e inestable..Este es un problema dificil
2l que £e le ha tratado de resclver de muy variadas formas y aun
sigue siendo un problema abierto.

Egste tipo de analisis puede ser aplicado a un acuiferco
real . Uno de leosz propositos de este trabajo era presentar
resulta@os de una aplicacidén al acuifero de 1la Costa de

Hermocsille, pero debide a la dificultad de obtener datoes

suficientesy confiables, no se realizd.
¥
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