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INTRODUCCION

El trabajo que.se desarrolla en esta tesis, tiene que ver con
el an&lisis de un modelo matemdtico para formular dietas para
animales, con el cual se da solucidén a un problema especifico. Este
problema forma parte de la actividad de un proyecto de formulacién
v evaluacién de dietas para camardn, el cual se desarrolla en el
Departamento de Matematicas conjuntamente con el Centro de

Investigacién Cientifica y Tecnolégica de la Universidad de Sonora

(C.I.C.T.U.S.).

El problema de disefio de dietas consiste en determinar las
cantidades de cada Ingredliente, de tal manera que se cumplapn los

requerimlentos nutriciocnales y el costo del alimento sea minimo.

El contenido nutricional de los ingredientes varia con el
tiempo, sin embargo, esta varlacién es despreciable; por lo cual
estos datos se consideraran fijos. En los ingredientes es muy comin
que varie su humedad, ya sea por el transcurso del tiempo, las
condiciones climatolégicas, etc. Lo que hace necesario tomar las
cantidades de los contenidos nutricionales en base seca y en
consécuencia los resultados del modelo estaran dados en esta misma
base. Como regularmente no se dispone de ingredientes secos, sera

necesario hacer la conversidén a base humeda.



Por otra parte, dependiendo de como se reguiera elaborar el
alimento, se manejaran dos opciones para el problema; una contempla
gque el alimento estandec deghidratado, cumpla con los requerimientos

y por otra parte, que estando himedo también los cumpla.

Este problema se le puede plantear como un Problema de

Programacién Lineal, mds aun, como un Problema de Programacién

Lineal con Variables Acotadas, pues tiene_ﬁ:;_i caracteristicas
40 BIBLIOTECA
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Entre 1los objetivoes de este trabajo, estd poner a - la
disposicién versiones revisadas del Método Simplex (Simplex
,;Revisado Forma Producto de la Inversa Y Simplex Revisado con
Descomposicién LU). Métodos que normalmente no se abordan en los
cursos de Ingenieria (incluso en la Licenciatura en Matemdticas) y

[y

que resultan indispensables al atacar Problemas de Programacién

Lineal (PPL) de tamafic considerable.

De utilizar el Método Simplex Normal en problemas "grandes":
es muy probable que los resultados estén bastante alejados de la
salucién verdadera; esto es porque en cada Iiteracién se wvan
acumulando “ﬁequeﬁos" errores que nos llevan a una solucién
incorrecta. También se presenta la Técnica de Variables Acotadas
derivada del Método Simplex, que como principal caracteristica,
para cierto tipo de problemas disminuye el nimero de restricciones

y variables, manejando implicitamente las cotas de estas tltimas.
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Al combinar 1la técnica de variables acotadas con el Método
Simplex Revisado, da lugar al algoritmo que nos lleva a‘la sclucidn
del problema de disefic de dietas de manera eficaz. Para esto se
presentan las principales subrutinas, que forman parte del programa
en computadora, que trabaja con este algoritmo. Las subrutinas
estan dadas en Fortran 77, ya que tradicionalmente este lenguaje es
usado por ser uno de los mas precisos en los cdlculos. Ademés estas

subrutinas se pueden utilizar, con sus respectivas modificaciones,

para el disefio de otros algoritmos.

Otro de los objetivos eg que gquienes se interesen en el disefio
de dietas para animales y estén familiarizados con la Programacién
Lineal, dispongan de este material. Pués se conoce muy poca

bibliografia en donde se abordan este tipo de problemas.

Como e]l método con el cual se pretende dar solucién al
problema es "El Metodo Simplex Revisado para Variables Acotadas con
Descomposicién LU ", la teoria que se presenta en este trabajo
contiene: El1 Método Simplex, El Métode Simplex Revisado (Forma
Preducto de la Inversa y Descomposicién LU), asi come El Método
Simplex Revisado para Variables Acotadas. Esta teoria se presenta

en el apéndice A, en los capitulos I, II y III.



El contenido de este trabajo es el sigulente: En el capitulo I
se presenta el material necesario, para que, conociendo el Método
Simplex, se pase a ver sus versiones revisadas., Este consiste de la
teoria de cambios de base, de la utllizacién de matrices
elementales, permutaciones y acciones para tener estabilidad
numérica en el algeritmo. El1 capitulo II contiene el Simplex
Revisade, asi como dos de sus versiones (Simplex Revisado Forma
Producto de la Inversa y Simplex Revisado con Descomposicién LU).
Ademas se hace la comparacién entre el numero de operaciones para
resclver sistemas de ecuaciones lineales (SEL), utilizando la Forma
Producto de la Inversa y utilizando Descomposicién LU. En el
capitulo III se desarrolla El Método Simplex Revisado Para

Variables Acotadas, que utilizando Descomposicién LU para resolver

~los SEL, nos da el método para dar solucién al problema del disefio

de dietas. En el capitulo IV se presenta el problema de forma
general, con las mismas caraéteristicas qgue el problema de interés.
Se plantea como un PPL con variables acotadas, se resueive con el
Método Simplex Normal (planteado de 1la forma anterior) con
paqueteria comercial y también se resuelve utilizando un programa
que trabaja el Método Simplex Revisado Forma Producto de la Inversa
para Variables Acotadas. Se manejan las dos opclones gque se tiene
para el problema. Por ultimo se da la interpretacidén de - los
resultados obtenidos. Se tiene un apartado para las concluciones,
ademas se agregan dos apendices: en el primero se da la tecria de

programacién lineal y el segunde contiene las subrutinas ya

mencionadas.
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CAPITULO |

CAMBIOS DE BASE, MATRICES ELEMENTALES, SU APLICACION A LA FORMA

PRODUCTO DE LA INVERSA Y A LA DESCOMPOSICION LU.

En este capitulo presentamos algunos aspectos de la teoria de

cambios de base, ya que el algoritmo del Método Simplex, es un

procedimiento en el que en cada iteracidn se genera una nueva base,

fAdemés, estos aspectos nos servirdn para abordar el Método Simplex

# Revisado. Como en este método es fundamental resclver sistemas de

ecuaclones llineales cuadrados, mostramos como construir matrices
elementales que al multiplicar por ellas realizen pivotajes. Esto
da pie para que apliquemos métodos-més eficientes que resuelvan
tales sistemas, como son los que utilizan la forma producto de la

inversa y la descomposicién LU.

Ahora, con el fin de darle estabilidad numérica al Método
Simplex Revisado, se ve como trabajar con las matrices elementales.
Esto es, se mostrard come construir y aplicar acciones, utilizando
permutaciones en los renglones. El pivoteo parcial es un técnica
que utliliza estas permutaciones buscande tener dividendos grandes
{en valor absoluto). En general no es suficiente éplicar sélo esta

técnica para obtener estabilidad [5]. Pero dadas la caracteristicas



del problema a resolver, solo abordaremos el pivoteo parcial.
Ademas damos una Justiflicacidén un tanto informal de porque tener
dividendos grandes (en valor absolutc)}, ayuda a reducir los errores

en las divislones y multiplicaclones que se realizan al aplicar

acclones.

Se supondra que se estd familiarizade con los conceptos
basicos de un curso de Algebra Lineal, a nivel licenclatura. Sin
embargo, se daran algunos conceptos bédsicos que se considera
importante que se aborden en este capitulo. Ademas conocliendo 1la
teoria del Método Simplex Normdl y el material de este capitulo,

estamos llstos para abordar el Método Simplex Revisado con sus dos

» versiones.

1.1 BASES

+

Recordemos la siguiente definicién, la cual es fundamentzl en la

teoria de programacién lineal.

Definicién 1.1.1: Una base paré R" es cualquier subconjunto de

. n
vectores en R® L.I. los cuales generan a R,

Esto es, que cualquier vector de R" se puede expresar en forma
unica come combinacién lineal de leos elementos de la base. El

- n
numero de vectores L.I. que forman una base para R - es n.




Definicién 1.1.2: Sea V € R" y las columnas de B una base para R",

entonces existe un conjunto unico de escalares al,az,a3,....a
n

tales que
n

1 2
V=aB +aB +,...,+a B
1 2 n

donde B = [ B' B%...B" ]

A las componentes del vector(ai, az, aa,...,a } se les llama las
n

coordenadas del vector V respecto a la base B y se denota por:

' Vi .
[}}3
Como V = a B1 + o B2 +,...,t « Bn, entonces se puede expresar:
) o
a1
V=8B .2
o

n

es decir V =B [V}B, de agqul que [V]B es solucién del sistema

B [VIB= V.
'Y ésta es:
-1
[V]B =B V.
Observacién : Para cambiar al vector V a 1la base B, basta

multiplicarlo por B .

Ejemplo 1.1.3: Supongamos que tenemos la base formada por las

columnas de la siguiente matriz:

t . para R
B=|-1 1
0 1



1
y deseamos cambiar de base al vector V = 2 {1, l.e. calcular [V]B.
3

Una forma de obtener B ' es utilizando eliminacién de

Gauss-Jordan, de tal manera que la matriz aumentada:

7]

se le tranforma por medio de operaciones elementales en:

[187].

. -1
Calculemos B "de esta manera:

i 2 3 1 2 3 i 2 3 1 2 3
B B -] e e B B B e e -
F 1+ 0o 1 i 1 o6 o0 1 o 1 1 0o o]
i Rz * Rl
-1 1 4] g Lo} 1 o |— o 1 1 1 1 o
| o 1 2 | o o 1| o 1 2 o o 1
1 2 .3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
# . B B e [ e B B B e L]
N ™ - H -
1 o 1 1 o 1 :
i R -R o 1 : 1 0 o
3 2 :
o 1 1 Tt 1 o|l—3 o 1t 1 i 1 1 o
I - o o 1| o 0o 1 i -1 -1 1|
1 2 3 1 2 3 t 2 3 1 2 3
B B - e e B B e e e
1 o 1 1 1 o o | -
R1 _ R3 i 2 1 -1
0o 1 1 i 1 o|l—>=} o 1 o i 2 2 -1
H R - R ;
o 0 1 i -1 -1 1}z 3 o ¢ 1 -1 -1 1
2 1 -
X -1
Asi B = 2 2 -1
-1 -1 1
2 1 -1 1
por lo tanto 1
vl = 2 2 -1 2] =13
B
-1 -1 1 3 0
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1.2 MATRICES ELEMENTALES

En el método de Gauss, para resolver sistemas de ecuacicones
lineales, se aplican operaciones elementales en los renglones para
realizar los respectivos pivotajes. En esta secclén mostraremos
como construir matrices que al multiplicar 'a otra matriz, le
realizan un pivotaje. Estas matrices, definidas mas adelante como
"Matrices Elementales", nos sirven para hacer el desarrocllo del
Método Simplex Revisado en la forma producto de la Inversa, asi

como el métedo basado en la descomposicién LU,

Como el producto de matrices no es conmutativo, necesitaremos

de la siguiente definicién:

Definicién 1.2.1: Si la matriz C = AB, se dice que C resulta de

premultiplicar a B por la matriz A, o que resulta de

postmultiplicar a A per B.

A continuacién presentaremos resultados donde interviene la

multiplicaclén de matrices, los cuales nos servirdn para construir

matrices que realicen pivotajes.

Sean A e M y BeH » para obtener el renglén j de AB, se
mxn nxr

premultiplica B por el renglén j de A , es decir:

[AB] = A B.
J ]



Para obtener el renglén ; de B, se premultiplica a B por a e:,

esto es:
Es claro de lo anterlor tomando a A = I.

Por otra parte si se quiere multiplicaf a2 un renglén i de una
matriz de mxn por una constante c, basta premultiplicarle por la

matriz identidad de mxm (Im) modificada con ¢ el lugar i-ésimo de

la diagonal.

Ejemplo 1.2.1: Consideremes la matriz A = e £ g k|,

multipliquemos por s al tercer renglén:

" Asi obtenemos

1 0 © b d a b c d
0o 1 0 e £ g h = e f g h
o o0 = i J k1 Si Sj Sk Sl

Ahora veremos come sumarle al renglén i, el renglén j de una
matriz de mxn. Esto es equivalente a premultiplicar por la matriz
identidad Im agregidndole un 1 en el i-ésimo rengléon j-ésima
columna. Esto es equivalente a sustituir en el renglén i de 1la
matriz identidad los vectores e1+ ej, los cuales extraen a los

respectivos renglones y hacen la suma, i.e.

(e+el)]A=eceA+e A=A+ A
i J i 3 i J

10



1 3 0
Ejemplo 1.2.2: En la matriz A = -2 2 4 sumarle al primer
5 1 3
renglén el tercero.
1 0 1 1 3 0 6 4 3
Asl tenemos: c 1 0 -2 2 2| =|]-2 2 =2
0 0 1 5 1 3 5 1 3

Construyamos una matriz que al multiplicar por ella realice un
pivotaje, combinande multiplicacién por un escalar y suma de

renglones, en el lugar de a, de la matriz:

Para hacer 1 en el lugar . multiplicamos por 1/4 al segundo

renglén.

1 0 © 1 2 -1 3 1 2 -1 3
BA = 0 1/4 O 2 4 o] 1 = lis2 1 0o 1/4
c 0o 1 -1 1 2 -1 2 3

en ésta nueva matriz al primeér renglén restemos dos veces el

segundo y al tercer renglén restémosle el segundo.

. 1 -2 0 1 2 -1 3 o 0 -1 &5/2
C(BA) = 0 1 0 172 1 0 174 = j1/2 1 0 174
0 -1 1 ~1 1 2 3 -3/2 0 2 -11/8

11



como C(BA) = (CBJ)A, entonces podemos construir CB que es la matriz

que realiza el pivotaje, guedando de la sigulente manera:

1 -2 © 1 0 0 1 -2/4 O
CB = cC 1 0 0174 0 = o} 1/4 0
0 -1 1 | o -1/74 1

Observacién: 51 en el i-ésimo renglén se encuentra el elemento

pivote, en la matriz por la que hay gue multiplicar se cambia la

i-ésima columna.

Definicién 1.2.3: Por una matriz elemental de mxm entenderemos a
cualquier matriz idéntica a Im excepto en una columna, las

denotaremos por E1

En general la matriz elemental que realiza un pivotaje en el

lugar aij de la matriz:

a2 a ...a ...a BIBLIOTECA
11 T2 7Ty e B DE CIENCIAS £"07AS
Do : : Y NATULLES
A= a _ a eo.a ...a BL SABER DE MI5 ALIOS
i1 iz i} in RARA MI GRANDEZA
a L a a ]
- ml m2 m]j mn
es la matriz E e H
° mxm
|" -3 /a E
1 1§ i3]
1 -a_ /a
.2) ]
“1/a
L1
1
..a 1
| mj/a1J 1 J

12




Ahora presentaremos dos métodos para resolver sistemas de .

ecuaclones, a saber se utiliza la forma producto de la inversa y la

descomposicién LU. -

-1
Enseguida veremos como se puede expresar a B~ como el producto

de m matrices elementales, a ésta se le conoce como forma producto

de la inversa.

1.3 FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA

Dada una matriz B de mxm invertible, existen a lo mas m
matrices elementales que relizan los respectivos pivotajes, de tal

manera gue:

EE _,...,EB = [P]
tot-1 1

donde [P] es una permutacién de la identidad y

R

. ~1 .
entonces si queremos conocer B W necesitamos conocer EtEt X .

. ' -1
vy 81 se desea tener a B con sus columnas ordenadas se necesita la
matriz de permutaciones, la cual al multiplicar por ella realiza el

cambio en los renglones.

La matriz de permutaciones es una permutacién de I
m

Supongamos que en la matriz A tenemos qgue intercambiar a el renglén
i por el renglén j entonces para censtrulr la matriz de
permutaciones, en I hacemos este mismo intercamblo. Para ordenar a

[A"'] 1a obtenemos:

A= [P] [ATY]

13



En lo que sigue, salvo en los ejemplos, no consideraremos a

las permutaciones para retomarlas posteriormente.

A continuacidn veremos como se resuelven los sistemas derechos

e lzquierdo utilizando la forma producto de la inversa (FPI)

1.- Consideremos el sistema derecho BX = b y supcngamos que:

B'=EF ,....E
£t t-1 1

entonces la solucién es X = EtEt 1”"’E1b’ esto es

premultiplicando a b por las matrices elementales en el orden
en gque aparécen.

2.- 5i el sistema es izquierdo como YB = C
la solucidn es Y = CEtEt—1""’E1’ i.e. postmultiplicando a

C por las matrices elementales en el orden contraric en que

aparecen.

Veamos un ejemplo de cada caso

Ejemplo 1.3.1: Consideremos el siguiente sistema derecho AX = b

2 1 1 Xl 4
1 -1 1 X | =
2
4 1 3 10
3

encontremos la inversa de A en su forma producto:

Multiplicande por una mairiz que realice el pivctaje en la primera

celumna obtenemos:

/72 0 0 2 1 1 1 1/2 172
E1A = 1~1/2 1 0 1 -1 1] = 0 -3/2 1/2
-4/2 0 1 4 1 3 0 -1 1
14




ahora en la segunda columna

1 1/3 1 is2 172 273
Ee(ElA) = 0 -2/3 O 0 -3/2 1/2| = -1/3
0 -2/3 1 o -1 1 273
y en la tercer columna
0o -1 0 2/3 0
E3(E2(E1A)) = 0 1/2 0 1 -1/3 i
o 372 o0 2/3 0
asi el producto E.EE A =
3 21
1 0 -1 [ 1 1/3 0 1/2 0 1
i/2 0 -2/3 -1/2 1 -1
0 /2] | 0 -2/3 1 ~-4/2 0 1
a -
= o 1
o 1]
por lo tanto la inversa de A es:
1 o -1 1 1/3 D 1/2 0
A'=EEE = 1/2 0o -2/3 o} |-1/2 1
0 372 0 -2/3 1 -4/2 0
2 1 -1
E3E2E1= -1/2 -1 1/2
-5/2 -1 3/2

y la solucidn del sistema estéd dada por X = E3E2E1b

15



Ejemple 1.3.

encontremos

EQ(E1A)

Es(Ez(E1A))

0 -1 1 173 0 172 0 0 4 -1
1 1/2 0 -2/3 0 -1/2 1 8] 1 =
o 372 0 -2/3 1 -4/2 0 1 10
2: Ahora resolvamos un sistema izquierdo YA = b
2 3 1
[y ,Y_ ,Y_1 2 3 -1 = f2, 1774 ,-1}
1 2 3
0 174 O

la inversa de A en su forma producto:

(172 0 0] [ 2 3 1 [ 1 372 1s2
=] -1 1 2 3 -1 | = 0 0o -2
| o 0 1] o 11 0 | | o /a4 O
|1 0o -1 1 32 1/2] [ 1 1/2
= 0 0 0 0 -2 | = 0 -2
o o 4)| o 1a of | o 0 |
[ 1 174 Q] " 1 1/2] [ 1 0]
= 0 -1/2 0 0 0 -2 | = 0 1
[ 0 o 1]| o 1 oj 0 0 |

ahora necesitamos multiplicar por la matriz de permutaciones:

entonces la

o
0 1|, de tal manera que P Ea(Ez(E1A)) =1

1 4]

inversa de A es: A '= P EEE y la solucién de YA = b

estd dada por Y=bb PE_E_E, Y= [2, 17/4 ,-1] PE_ E_ E
a 2 i 3 2 1
0 0O 1 174 0O 1 o -6 172 0
PE3E2E1= 0 0 1 0 -1/2 0 0 1 0 -1 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0 4 0 0

Y= 1[0,1,5]

16



La forma producto de la inversa es la mas natural para
trabajar el Simplex Revisado, pero en nuestro caso resulta mas
eficiente trabajar con la descomposicién LU porque el nimeroc de
En el método de descomposicién LU se puede

operaciones es menor.

expresar a B como el producte de una matriz triangular inferior por

una matriz triangular superior i.e. B = LU.

1.4 DESCOMPOSICION LU

En la descomposicién LU se necesita hacer pivotajes a una
matriz, aplicandole operaciones elementales hasta obtener una

“Imatriz triangular superior U. La matriz que realiza estos pivotajes

en la matriz

(a a _...a ...a |
11 12 1j in
A= a a ...8 ...a
i1 12 i in
a a .a a
- @m1 me m] mn -

es la matriz de mxm

1/a
R

-am_j/a]IJ

17
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ecuaciones lineales cuadrados.

triangular superior cuadrado.

si muitiplica a la matriz A obtenemos:

una matriz triangular. Este puede
triangular inferior.
Ejemplo 1.4.2 X1 + 2X2 + 3X3 - X
X -2 + X
2 3 4
5X_ -~ 3X
3
X
1 2 3 -1
; 0 1 -2 1
| lo expresamos como 0 0 5 -3
0 0. 0 1

18

1 0 . .0 [a a ...a
11 12 1]
0 1 . . . .
o} o] .1/a .0 .a
1] 11 12 1]
0 0 -a sa . ..t J a _ a .
- m) i) - ml m2 m]
] a .a
11 12 1]
et e .
all iz2 1
. . 0
e . :
a a .
L ml m2 0
esto es, convierte en 1 al elemento aiJ

El método de descomposicién LU parte de

ser

i

. d-
mn -

y pone ceros debajo de él.

los sistemas de

Definicién 1.4.1: Un sistema AX = b es trlangular cuadrado si A es

superior o

triangular

es un sistema

N R e



Un sistema triangular superior se resuelve con sustitucion

regresiva, es decir, se encuentra Xn luego X . hasta Xl.
-

Ejemplo 1.4.3: Consideremos el sistema triangular inferior

1 60 0 0O X1 1
> 3 0 ¢© X2 4
1 2 -1 0 X3 2
1 2 3 -1 X4 1

Como la matriz es triangular inferior, el sistema se resuelve
con sustitucidén pregresiva. Es decir, si la matriz es triangular

infericor de orden n se encuentra Xl, luego se encuentra Xa' asi

hasta X .
n

En la descomposicién LU la matriz B se puede escribir como:
B = LU
donde L es una matriz triangular inferier y U una matriz triangular

superior. Como veremos, para resover los sistemas, necesitamos

obtener U y L_i.

8i B = LU y queremos resolver el sistema derecho BX = b,

sustituyendo B y asociando

(L)X = b
L(UX} = b
entonces primero se resuelve LY = b y luego UX = Y. Si queremos

resclver el sistema izquierdo YB = ¢, i.e.

Y(LU) = ¢ (YL)U = ¢

entonces se resuelve primero XU = ¢ y luego YL = X.

19
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Observacion FResolver el sistema derecho BX = b, lleva a resolver

= Y, Los cuales scon

los sistemas derechos LY = b Yy UX
relativamente facliles de resolver. De lgual manera sucede para el

sistema lzqulerdo YB = ¢, gue equivale a resolver los slstemas

izquierdos XU = c y YL = X.
. . -1 :
A continuacién veremos como se encuentran U y L por medio
de matrices elementales, para después resclver un sistema derecho e

utilizande la descomposicién LU, Para lo cual

izqulierdo

utilizaremos los sigulentes resultados:

1.- Las matrices elementales para el método de Gauss son

triangulares inferiores.

2.- 31 Ay B son matrices triangulares del mismo tipe AB también lo

€s.

3.- 51 A es una matriz triangular inveriible entonces su inversa es

triangular del mismo tipo.

Para encontrar U premultiplicamos a B por matrices elementales

que pongan unos en la diagonal principal y ceros abajo de ella

salvo permutaciones en sus renglones. Por el momento supondremos

que no hay permutaciones, el caso en que éstas aparescan, se

trataran al final de este capitulo. En este caso U gqueda expresada

por:

E...EEB=1U
t 271



Para encontrér L} despe jemos B
B =(Et...E E)'U
por los resultados anteriores Et"‘E2E1 es una matriz triangular
inferior y su inversa (l'it..‘li‘?El)-1 también lo es. Entonces,

denotando a (Et...Ein)_1 por L nos gueda que

A continuacién veremos un ejemplo en donde dada un matriz B
-1
encontramos L ~ y U.

Ejemplo 1.4.4:

2 1 0
i Sea B =] -1 1
1 12

Aplicandeo la primera martiz elemental

172 0 O 2 1 o 1 172 0
EIB = 172 1 0 -1 1 4 | =0 372 4
-1/72 0 1 1 1 2 0 172 2

aplicando la segunda

i ©o 0O 1 172 0 1 172 0
Ez(E1B) = 0 273 0 372 4 1 =10 1 8/3
0-1/3 1 0 12 2 0 0 2/3
y la tercera
1 0 o 1 172 0O 1 172 0
E3(E2(E1B)) =10 1 0 0 | 1 83| =1}0 1 8/3] =U
0 3/2 0 0 273 0 0 1

de agui tenemos que EEEB=U vy L = EEE i.e.
3271 37271
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1 0 0 1 0 0 172 0 O 1r2 0 8]
-1 0 1 0 0 2/30 172 1 0 = 1/3 273 0
0 0372 0-1/31 -1/72 0 1 -1 -1/2 372

Aprovechando gque tenemos L-ly U resolvamos el sistema derecho-

2 1 0 X1 1
-1 1 4 X = 10
2
1 1 2 6

3

para esto resolvamos el sistema LY = b, cuya solucién es Y = L_lb.

Luego_resolvamos con sustitucion regresiva al sistema UX = Y. Asi
tenemos due

72 0 0 1 1/2

) Yy=|1/3 2/3 0o 1wl|=17
h 11723720 | 6 3

y resolviendo el sistema

1 1/2 0 X1 172
0 1 8/3 X2 = 7
0] 0 1 3
3
ja solucidn es:
X 1
1
X =1 -1
2
X 3

2 1 0 0
S | 2

[Y{,Yz.Ya,Y4] 1 1 3 =[8,1,2,3]
1 0 o 1

22



Encontremos U y L-l; aplicando la primera matriz elemental

E A=
1
172 - 0 0 D p 1 o o 1 /2 0 0O
-1/2 1 0 0 1 -1 2 0 -3/2 2 0
-1/2 c 1 0 1 3 o~ |lo 12 23 o0
-1/2 0 0 1 1 0 0 1 0 -1/2 0 1
j aplicando la segunda
EZ(EIA) =
1 0 o 0 1 12 0 0] 1 12 0 O
0 -2/3 0 0 0 -3/2 2 0 0 1 -4/3 0
0 /3 1 0 o 12 3 o |lo o0 11/3 ©
Sl o -1/3. 01 o -1/2 0 1 0 0 -2/3 1
0
aplicando ahora la tercera S i
e skt s o
— b +RA
E3(E2(E1A]) =
1 0 C 0 1 1/2 0 ©O 1 1/2 0 0
0 1 0 0 0 ~4/3 0 ) 1 -4/3 0
0 0 3/11 © 0 11,3 ol " |o o 1 o=V
0 0 2/11 1 0 -2/3 1 0 0 0 1
asi obtenemos U y L™t
1 o a 0 ] 1 0 o 0 1/2 0 0 o
» 0 1 0 0 0 -2/3 0 O ~1/2 1 0 0
L= 19 0 3n1 o 0 13 1 0O -1/2 0 1 0
0 0 2711 1 0 -1/3 0 1 -1/2 0 o 1
Como ya tenemos U resolvamos con sustitucién regresiva el
sistema XU = ¢, i.e.
23




1 1/2 0 0
G 1 -4/3 ©
[X1' Xz' Xs’ X4} 0] 0 1 0 = [8,1,2,3]
0 0] 0 1
y la solucién es [X1’ Xz’ X X4] = [g8, -3, -2, 3]
Ahora queda por resolver YL = X

[YI-,Yz.Ys,Y4] L = [8, -3, -2, 3]

- ~ _ -1
[Yf'Yz’Ya’Y4] = 8, -3, -2, 3] L

It

esto es IYf’Yz’Ya'qu {8, -3, -2, 3] E3E2E1

v la solucién es:

[2, 1, o, 3]

[Yf'Yz'Ya’Y4}

1.5 ACCIONES Y PERMUTACIONES

Al multiplicar por matrices elementales para realizar un
pivotaje sobre una matriz, la mayor parte de las operaciones
consiste en multiplicar por unos y ceros. Ahora, con el, fin de
ahorrar estas operaciones, en un vector llamade accidn se guardara
la informacién minima necesaria para realizar el pivotaje y se dara
el procedimiento para realizarlo. Esto es, vera como construir
acclones y como aplicarlas. Por otro lado, el uso de permutaciones
en los renglones es indispensable ya sea porque el candidato a
elemento pivote sea un cerc o por la necesidad de ayudar en

estabilidad numérica del algoriimo. Esto Ultimo lo tocaremos més

adelante.

24




A contlnuacidén veremos come construir acclones y como

aplicarlas, para lo cual haremos las sigulentes consideraciones:

S1 al vector b se premultiplica por la matriz elemental que

realiza un pivotaje en el elemento aij, el resultado es:

[ _311/315 17T b, ] [ b - (a1/ai]bjl ]
1 -a_/a )
SIS 2 b2 (az/ai)b1
'1'/al = :
-H . b /a
. . 1o
. 1 .
. . :
—amj/a 1 J bm by (am/ai )bl J
L lj . o L

el cual se puede descomponer como:

"b—(a/a)b' (b ] (a‘
1 1710 1 1
b - (a_/a )b b a
2 217 .2 2
b /a 0 -1 b /a
' R | . i
b - (a 7a )b b a
| m m i i_ _mJ L mo |

De esta igualdad se chserva que para obtener el resultado sdlo

se neceslta conocer, aparte del vector b, la matriz de mx1:

y el indice 1 del rengldn donde se realiza el pivotaje.




Definicién 1.5.1: Sea E una matriz elemental que, realiza un

pivotaje la matriz A, con elemento pivote au. Al vector de m+i

componentes

donde se guarda Informacion necesaria de E se le llama ACCION y se

denota por AC

En vez de decir que se va a premultiplicar por una matriz

5 elemental que realice un pivotaje, se dird que se va a aplicar una

accién por la izquierda due realice un pivotaje. Para esta

aplicacién se dan los siguientes pasos:

a) 1 = AC(1)

b) C = b(1)

c) D = AC(1+1) = 1/ai
d) F = D*C = bi/a1

e) Fl resultado se obtiene:

F

]

R(1)

para j # t calcular:

R(3) = b(y) - (F * AC(3a1))

26



Si postmultiplicamos a un vector C por una matriz elemental

que realice un pivotaje en el elemento atj' el resultado es:

E r -a /a
1 1 157 % ]
b 1t -a_/a
] - 2) 1)
A .. .
[cla---)cli'-lrcm] 1/?-1“ = [Cl"-.’-cl.'.-’cm]
g .
E ) 1
a . !
mj/a 1
L i1} J
*
donde ¢ = -c¢ca /a -ca /a-...+c /a -... —c a /a
i 11 4 2 2 i 10 mm

reduciendo la expresidn:

*
¢ =¢ /a -1/alca + c.a+...+c¢C a +c¢ a +C a
i 177 il 7171 2 2z 1-1 i-1 i+l 141 mm

De aqui que para obtener el resultado también se necesita conocer

la informacidén guardada en la accloén:

27




Asl se tienen los sigulentes pasos para aplicar una accidn

por la derecha.

a) 1 = AC(1)
b) H = C(1)
c) D = AC(1+1) = l/a1
d) F=H*D = ci/a1

e) Para obtener R(1} se calcula

= - N*
R(1) F DZ ac

E *1

y para obtener R(j) con j # 1 se iguala

R(3) = C(3)

Observaciénes:
“‘Jf"a) Para construir una accién se requiere una divisién.
b) Para aplicar una accidén que realice pivotajes se requieren m
productos, no impertando que se apliquen por la izquierda ¢ por
la derecha. En cambic si se multiplica por matriceé elementales

se necesitan a2m-1 productos ¥ m divisiones.

Cuando se desea implementar el uso de la ccomputadora, en la
solucion de SEL, no siempre se obtienen resultados validos. Esto se
debe principalmente a los errores de redondeo, por lo que se tiene

la necesidad de ahorrar cperaciones, en medida de lo posible.
Ahora veamos como el uso de permutaciones en los renglones

ayuda a proporcionar estabilidad numérica al algoritmo. Esta se

obtiene de la sigulente manera:
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Como las divisiones y las multiplicacliones son unas de las
operaciones que acarrean mas errores de redondeo, entonces con el
fin de darle estabilidad numérica al algoritme se tienen que
disminuir estos errores. Para tener errores mas pequefics en la
divisién lo que se tiene que hacer es tratar de que los
denominadores sean lo mas grande posible (en valor absoluto). Como
consecuencia de tener el error mds pequefio en la divisién
automaticamente en las multiplicaciones que se tienen que realizar,

también tienen error mas pequefio. Veamos como se justifica 1lo

anterior:

Recurramos al calculo de errores. La estimacién para el error

de la divisién estd dado por:

1 AX
_A[ ] - -
X Xa

De ésta férﬁula se observa gque entre mds grande sea el dividendo la
estimacién para el error de la divisién es mis pequefia y algo que
también nos servird para disminuir los errores en la multiplicacién
es que la divisién también es mis pequefia. Para concretar esto
ultimo veamos lo sigulente: supongamos que se multiplica (Y)(1/X)
donde 1/X se calculd con el X m&s grande, es decir tanto 1/7¥ como

A(1/¥} son lo mis pequefio posible. la estimacién para el error del

producto esta dada por:

A[mu/m] - m{wx] & (1/%) (AY)

29



Como A(l/x] y {1/X) son lo mis pequefio entonces la estimacién del

error de la multiplicacioén A[{Y)(I/X]} también es m&s pequefio.

Veamos ahora como se utilizaran las permutaciones en los

renglones para tener dividendos mis grandes.

Supongamos gue se realizard un plvotaje en la columna j y Eue
se va a pivotear en el lugar que ocupa aij, entonces como el fin es
tener el dividendo mas grande, éste se busca entre los elementos de
la columna j apartir del renglén i—-ésimo hacla abajo, es decir el

mis grande (en valor absolute) se calcula:

a,, =max{ 2. ]a1+1,J|,...,|am1|}

Ahora si este es el caso entonces se intercambian el renglén 1 y el

renglén k.

Observacién: Las divisiones y multiplicaciones que aparecen en
ambos grupos de pasos tienen el error mias pequefio siempre y cuando
se realice pivotaje parcial; esto es, fue se realice 1la

correspondiente permutacién en los renglones.

Como en cada paso lo mas probable es gue se tengan gque
permutar renglones, entonces es necesario introducir en cada paso
la matriz de permutaciones, la cual estard representada por la

accién:
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Observaclén: La caracteristica principal de esta accién es que

sélo la segunda y la tercera componente son distintos de cero.

El procedimiento para aplicar este tipo de accicnes serad una

rutina gue para cada J realice:

temp = alj, alj = akj, akj= temp

Donde temp es una variable temporal que guarda el valor al-1 para

poderlo asignar a akj'

Estas acciones se guardan en un archivo llamado “ETA"

(Elementary Transfomation Actlions) y para realizar piveotaje parcial

a una matriz A en sus m columnas el archive ETA queda de la forma:

ETA = Em P - E P E P

De tal manera que ETA aplicado a A da como resultado:

ETA( A ) =1
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En el caso de trabajar con descomposicién LU es féacll ver que

las acciones quedan de la forma:

y para aplicarlas, ya sea por la izquierda o por la derecha, se

aplican Jos mismos pasos solo que en donde aparece "para j # i" se

sustituye por "para j > 1".

) En los ejemplos que aparecen en este trabajo, utilizaremos las
matrices elementales en lugar de las acciones, ya que estas Gltimas

tienen mis sentide en la implementacidén computacional.
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CAPITULO il

SIMPLEX REVISADO FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA

Y SIMPLEX REVISADO CON DESCOMPOSICION LU

Fn este capitulo se presenta el simplex revisado junto con dos
de sus verslones, estas son: la forma producto de la inversa y la
descomposicién LU. En ambos se muestra como utilizar los célculos
de la etapa anterior, que se conoce como la actualizacién y por

Gltimo se hace una comparacién del nimero de operaciones en cada

método.

© 2.1 SIMPLEX REVISADO

En la mayoria de los PPL se tiene que el numero de varlables
es mucho mayor que el nimero de restricciones ?; > m). Esto hace
gue él trabajar con el Simplex normal queden muchas ceolumnas sin
entrar a la base, esto eé, nunca se realizé un pivotaje sobre

ellas, sin embargo, se realizaron operaciones scbre todos sus

elementos que realmente no fueron necesarias.

El método del Simplex Revisado es un procedimiento con el cual
se ahorran célculos, espacio de memoria. Por disminuir el nidmereo de
operaciones al aplicar acciones y por aplicar permutacicnes, se

reducen errores de redondeo.
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Las propiedades Primal-Dual (Apéndice A) aseguran que en cada
iteracién del Simplex Normal solo se requlere conocer una parte de

la matriz, esto es, el vector b, el vector de costos y la columna

pivote.

Estas propledades dieron origen al método Simplex Revisado, en el
cual C, Al y b se van calculando en cada etapa, es decir, se van

actualizando. Para actualizarlos es necesario resolver tires

sistemas de ecuaciones, éstos son:
BX = b BY) = a’ YB=Ct o YB=e

Como se vidé en el capitulo 1 dos formas de resolverlos es
uytilizando 1la forma ©producto de la inversa y utilizando
descomposicién LU. Como veremos con la FPI en cada iteraciodn
también se puede actualizar B! aplicandole una matriz elemental,
en el caso de utilizar descomposicidén LU, si la k-ésima columna de
B es la que sale de la base se requiere aplicar m - x + 1 matrices
elementales para actualizar U y las mismas sirven para actualizar
L,

Ahora veremos de donde se obtienen tales sistemas:
Consideremos el siguiente PPL

Min C'X
sujeto a AX = b

con X = 0
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Suponiendo que tenemos una solucién basica factible tomemos
B c { AI, AZ,...,An } tal que B forme una base que da una solucién

basica factible, es decir, A = [ B | N ] entonces a2 AX = b la
expresamos COmo BXB + NXN =b con XN = 0 y una seclucién del
sistema BXB =b es:

-1

X =B'Db
B

Por otra parte supongamos que tenemos la tabla del simplex
[~ [=][x]+]

Donde AJ es la columna pivote. expresando a las columnas en la base

B, nos queda:

[s2w 1] [=] o]

En el lugar en donde estaba inicialmente la columna j aparece ahora
y) = B'A! que es la solucitn del sistema
BY) = A’

En el apéndice A de la teoria de programacion lineal definimos

7 =CiY +Cz2Y +...+ CuY
3 B 1} . B 2j B mj
z =c-vy!
3 B
z =ctBA
3 B

C; B_1 para calcular todos los ZJ. Los

il

Asi basta conocer Y

coeficlientes del vector de costos son:

Z -C =cBal-¢C
3y Ty B 3
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se tiene que conociendo Y = C; B que es la solucién del slstema
YB = C'
B

se pueden calcular los coeficientes del vector de costos.

Estos coeficientes también se pueden calcular de la siguiente

manera:

Consideremos la siguiente matriz

al convertir a aU en uno y cerc a —cJ el renglén de costos nos

C=C+ (cj/alj)R1 donde Ri es el rengldn 1.

Y el renglén 1 cuando la matriz estd en la base B se obtiene

e, [B“A‘ BA% ... B“A“] elpat . L

t -1 s 2 . t
donde elB es solucién del sistema YB = ei

Entonces en cada paso necesitamos resolver los sistemas:

BXé =b sistema derecho
BYJ = AJ sistema derecho
YB = C; o YB = e; sistemas lzqulerdos

vyt i 3t

el




Una forma de rescolverlos es utilizando eliminacion de Gauss-~Jordan

-l ,
en cada uno, otra manera es encontrande B~ y la sclucién de cada

sistema queda:

X =Bb , .,
B e BIBLIOTECA
v = gl \@@ﬂ DE CIENCIAS £70T4
Y RATUIALLS
Y=C B o ¥=eB SRNcimE

Veamos como se va modificando la tabla en cada iteracién. la

tabla inicial del simplex es:
N

~

Despﬁés de elegir al elemento pilvote sabemos automiticamente
que vector sale de la base y cual entra, de tal manera gque pasamos
de la base I a la base B, suponiendo que se actualiza el vectof de
costos y el costo mas positivo es c; entonces la parte de la matriz

que necesitamos conocer para eleglr la nueva base es:

4 +

ct B!
B

Similarmente si pasa de B 2 B la nueva tabla es:

w
>
[ o]
s
o

]
- YeS
=5 5]
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Considerando la tabla completa del! Simplex, y al pasar a la

base B, la tabla 1lnicial:

N | B i 1 | b

< it i o0 i oz
o B i

BN o1 Bt BT
ctBN-ci o icts! Z
B N:
De agul se observa que: )
1 b pasa a B! B 'b
0 z c; - Z

En cada iteracién se resuelven tres sistemas encontrando B“I,
égta también se puede encontrgr mediante eliminacién de
Gauss-Jordan, pero exlsten otros métodos mas eficienies y que
tienen ademads la ventaja que nos permitiran actualizar ﬁ-l de una
manera mucho mas sencilla, tales como la descomposicidén LU y la
Forma Precducto de la” Inversa. Ensegulida presentamos los pasos del

Simplex Revisado Iindependientemente de la manera en gque se

-1
encuentre B .

Para calcular el vector de costos se resolverd el sistema YB =

t - t N .
CB, ya gue el sistema YB = e, actualiza solo cuando se cambia a

m+1
una base adyacente. De ahora en adelante trabajaremos con el

sistema YB = C;

3R



el R i s

a)

b)

c)

d)

e)

f)

PASOS DEL METODO SIMPLEX REVISADO

Se resuelve el sistema YB = CB

Se calcula YN- CN y el maximo coefliclente , sl éste es negativo

se est& en el éptimo, si no ir al paso c).
Se elige al vector Al que entra a la base y se actualiza
resolviendo el sistema:
Se actualiza al vector b resclviendo el sistema:
BX =b
B

Se elige el vector AT que saldra de la base y se intercambia por

A {aqui es donde se realiza el cambio de base)

ir al paso a)

2.2 SIMPLEX REVISADC FORMA FRODUCTO DE LA INVERSA

Presentamos esta forma porque es mas fécil de entender y fué

la primera implementacién eficiente del Simplex, aunque tirabajar

con descomposicién LU es mas eficiente, como veremos méas adelante.
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En este método se resuelven los tres sistemas utilizando la

forma producto de la inversa, como se vié en la seccién 1.3 esto

-1
es, dado gque B se expresa COmo:

entonces la soluciodon a los sistemas es:

X = E ...EE Db
B t-1 21
vI=E ...EE A’

t-1 21
Y=Cc'E ...EE
B t-1 21

ACTUALIZACION DE LA INVERSA CON LA FORMA PRODUCTO

Si se pasa de B a B se pueden calcular facilmente

utilizando los cdlculos de la etapa anterior .

Consideremos la base B = [ Bl, Bz, cee s B" ] con matriz

: -1 : £ s k

inversa B ° , supongamos gue la columna no-bidsica A reemplaza a B"
: -~ 6_1

lo cual da como resultado B, Se desea encontrar B~ en términos de

B_1 » observando que Ak = BY ¥y que B' = Bei donde e es el i-ésimo

vector canénico con 1 en la i-ésima posiclién. Tenemos que:
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1k
2k

rk

mk

~-1 -1
Como queremos obtener B~ y ya conocemos B~ necesitamos calcular

1

M la cual obtenemos multiplicando por una matriz elemental gque

realice un plvotaje en la columna r con el 1 en el lugar de Yrk.

[ 1 - sz/Y B Y
1T - Y Tk ‘ 1 yl¥
2x/Y 2k
. rk .
EM = 17Y Y
rk rk
1 : 1
T Tmk/Y 1 Yk 1
| rk - L. "
EM =1
m
de donde: M=k
- | -1 -1.-1 -1
dado que B = BM entonces B~ = (BM) " =M B~ = EB

-1

! = gB

B =
-1 _
Yy comp B = Et-1' . 'E2E1

! se expresa como Bl=E (Et-i"'EzEx) de tal manera que:

B

X*=b =E (E ...EE)}Db

B t-1 21

S R j

Y =A'=E(E_...EE) A
=t o ot

Y =C =CE(E _...EE)



~

Observaclién: para obtener X; = b no es necesario aplicarle todas
las matrices elementales a b (la original) en cada etapa, sino que

aplicarle solo la Wdltima matrices elemental a la b de la etapa

anterior.

En consecuencia la base inversa de una nueva jiteracidén se

puede obtener premultiplicando la base Inversa en la iteracién
anterior por una matriz elemental E. Recordando que E se representa

por la accién que contiene la columna no unitaria en el lugar r.

En base a lo anterior tenemos los siguientes:

PASOS DEL METODO SIMPLEX REVISADD FORMA PRODUCTO DE LA INVERSA
a) Se calculan las primeras acciones que permitan expresar a B—1

-1_
como: B = Emrg—l"'E2E1'

~ t
b) Se calcula Y —((...((CB Em)Em—1)"'E2)E1)'

c) Se calcula YN - CN y el maximo coeficiente, si éste es negativo

ya se-esté en el 6ptimo, si no ir al paso d).

d)} Se elige al vector Al dque entra a la base y se actualiza con:

vi=sWE(E ...E(xa).. .
m m-1 2 1

e) Se actualiza al vector X; =b con :
XB = Eb

donde b no es la original sino la de la etapa anterior.



f) Se elige el vector A" que saldra de la base y se intercambla por
Al
g) Se calcula la accién que actualiza apartir de los valores de YJ

y se agrega al archive ETA.

h) ir al pasoc b)

Veamos un ejemplo en el cual se utilize el Método Simplex

Revisado Forma Producto de la Inversa, en donde obviaremos algunos

calculos y trabajaremos con matrices elementales por ser mas

apropiadas para seguir el ejemplo.

“Ejemplo 2.2.1 : MIN Z = -3 - SX,

Sujeto a: X1 + X3 = 4
2X + X = 12
2 4
3)(1 + 2){2 + }(!5 = 18
con X1 z 0
Iteracién C
inicialmente tenemos que:
x3 x1 B 1 0 0
XB = X4 XN - X2 E1= E2= E3= B=B" = 010
XS 0 0 1
4 1
t t
CB= {0,0,0] CN= [-3,-5] b = 12 N =

18 3 2
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b) Calculo de Y

0 0
Y=CEEE-=1{0,0,0ll0 1 0 |=100,0]
B3z 1
0 0 1
c¢) CaAlculo de YN - CN
1 0
YN - C, = [0,00]] 0 21 - [-3,-5] = [3,5]
3 2

como el maximo es 5, la variable que entra es X2

d) Actualizacién de A , Y2 = EEE A®

3 1
0
Y= EEE =} 2
321
2 )

N N O N

e} Actualizaclén de b

4 4
b = E3E2E1 12 + = | 12
18 18

buscando el minimo de los cocientes, se tlene que sale X4 de 1la

.%. base.

R e e

X, X 1 0 0O 1 0 0
— — 1 — ——
X = | % Xu‘{x} B=]0 2 0 E, =101/20
X 4 0 2 1 0 -1 1
5
4 1 0
C;= (0,-5,0] c;= [-3,0] b= 12 N=1}0 1
18 3 0




b) Calculeo de Y

1 0 0 1 0 O
Yy=CEEEE =10,-50]l01/20])|l0 1 0l=1l0,-5/2,0]
B 4 3 2 1
0 -1 1 o 0 1
c) Calculo de YN - C_
1 ©
YN - CN = [0,-5/2,0]] O 1 - [-3,0] = [3,-5/2]
3 0
como el méximo es 3, la variable que entra es }(1
d) Actualizacién de A' , Y! = E EEE A
4 3 21
1 0 0 1 6 0 i
Y=eeEEEA'lOo1/20]|lo 1 o||lo} =
4 3 21
o-1 1 0 0 1t 3
e) Actualizacidn de b
4 1 0 0O 4
b= E4 12 = 0 1/2 0 i2 =
18 0-1 1 18 6

buscando el minimo de los cocientes, se tiene que sale X5 de la

base.

X3 XS 0 1 0 -1/3
XB = Xz XN = X4 B=]10 2 0 Es = 1 0
X1 0 2 3 c 0 1/3
4 0
t t
C = [0,-5,-3] C"= fo,0] b = N =
8]
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b) Calculo de Y
1 0-1/31T1 o0 ©
Y=CEEEEE =10,-5-31|0 1 0O 01/2 ©
B S5 4 32 1
o o 13|l o-1 1

O QO e
QO = O
L < B

Y = {0,-3/2,-1]

c) Calculo de YN - CN

YN - Cc = [0,-3/2,-1] - (0,01 = [-1,-3/2]

Lol = B -]
[ T - )

como el méximo es -1, ya se esta en el 6ptimo y por lo tanto va no

se actualiza ninguna columna de A.

‘d) Actualizacién de b

i1 0 -1/3}| 4 2
tenemos que b = Esb =10 1 0 6 =16
0 0 1/3}] 6 2

y la soluclén es :

I X
3
XB= XZ =
X
- 1
con Z = c; X = [0,-5,-3] | 6 | = -36
2
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2.3 SIMPLEX REVISADO CON DESCOMPOSICION LU

Comc se ha mencionado antes y como comprobaremos mds adelante,
la descomposicién LU es un método mads eficlente para resolver
csistemas de ecuaciones lineales cuadrados y como ya se a visto en

el simplex revisado es fundamental resolver tres sistemas en cada

etapa, a saber:

By} = a’ YB = Ct

n
o

BX
B

Estos sistemas se resuelven como se mostré en el la seccién 1.4.
Ahora veremos como resuelve los sistemas aprovechando los calculos

~ de la etapa anterior, esto es, dado que los sistemas se resolvierédn
utilizando L-l, U y dade que la base B cambia en una columna, como
obtener £-1y ﬁ para resolver los nuevos sistemas.

Y

ACTUALIZACION DE LA DESCOMPOSICICN LU

Consideremos el sistema BX = b y expresemoslo asi

ks

[Bl, Bz,...,Bm} 32

-

X

il
o

Supongase que se pasa de B a B cambiando la columna K y come no

~

afecta el orden en que se coloquen las columnas expresamos a B como

1 g2 . .,B*', g*'', ... BB
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slempre y cuando en X; se realice el mismo reordenamiento, es

decir:

lLos indices de la variables basicas cambian de
[1,2,...,k,...,m] a [1,2,...,k-1,k+1,...,m,q]

E)l nuevo sistema a resoclver seréa:

X -
-
X!
.2
X
1 .2 k-1 k+1 m Xt
[B: BI aB s B ,.-.,B an ] k+1 =b
X,
R T
Ahora premultipliquemos a B por L) esto es
o
L8 = (L7} L7B%. ., L7BRTY, LB, L L7t BR, LB
y dado que L'B = U podemos expresar a L 'B como
LB =i . ottt LY =
(0 a B como B = IM) donde U' es la i1-ésima columna de U desde

1= 1,2,...,k1,k+1,...,n.

La matriz M toma la forma:

N

AR



f='[

A

donde en las primeras k-1 columnas hay unos en  la diagonal
principal y ceros debajo de ella, en las m-k+1 columnas restantes
hay unos en la dlagonal Iinmediatamente inferior y ceros deba jo de
ella. A la matriz M se le puede transformar en triagular superior
premultiplicandola por mk+1 matrices elementales que terminen de

hacer los unos en la dlagenal principal y les ceros en la diagonal

inmediatamente inferior, es decir:
U=E E ...E M
k

m -1

notese que estas matrices elementales son triangulares inferiores.

.|
Veamos ahora como obtener L 7

Despe jando M
) B_! BLIOT ECA
¥ ! 11 DE CIENCIAS LTAS
. o-1"m . bz YHAT UL g
i SABER DE M5 Rljos -
; como B _ LH entonces WARAHH;HAND'JA
B=LE . .E'E'uU
k m-1 m

donde las E;l son también {riangulares inferiores, asi que

LE:..E:IE: es triangular inferior y por lo tanto

L =1t E'EL y B=LU

kT Tm-1Tm

De donde se obtiene que:

esto es:
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Para actualizar el vector de costos es necesario resolver YB =

C; , para esto se resuelve XU = C; y se calcula Y = XL_l. Entonces

el vector de costos no basicos acualizado es: YN - CN

Para actualizar la columna que entra a la base es necesario
resolver BY? = A%, para esto se calcula Y = LAYy resuelve
uyd = vy

Para actualizar X% e} B se resuelve BXB= b, para esto se
calcula Y =L y resuelve con sustitucién.regresiva UX; =Y
donde b es el vector original. De la segunda lteracién en adelante

se le puede actualizar:

& X =X - YYbra )
B B k kg

Donde akq es el x—-ésimo elemento de la columna Yq, bk es la k~ésima
componente de b, ¥? es la columna A% actualizada y (bk/akq) es el
coclente minimo positive el cual refleja el valer de la variable

que acaba de entrar a la base,

Esta manera de actualizar se toma de la tabla que se construye
en la Jjustificacién de los pasos del método simplex normal, tiene
la ventaja de que no es necesario resolver un nuevo sistema, esto
se debe a que el sistema de donde se obtuvo ¥ ya esta resuelto.

Ademis es equivalente a aplicar a b, la accién que se utiliza en la

FPI para el pivotaje en la columna q. Pero aunque sea mas trabajo,

utilizemos solo la primera opcién que se da para actualizar. Veamos

s i

ahora como quedan los pasos del método:
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PASOS DEL SIMPLEX REVISADO CON DESCOMPOSICION LU

a) Dada B se calculan Uy L™ 'como:

U=EE .. .EEB y L''=EE ...EE

m m-1 m m-1

b) Se resuelve con sustitucidén regresiva el sistema XU C; luego

se calcula Y = XL ',

c) Se calcula YN - Ci y €l maximo- coeficiente, si éste es negativo

ya se estd en el optimo, si no ir al paso d).

{;d) Se elige al vector A9 que entra a la base y se actualiza

calculando Y = LAY y resolviendo UY? =Yy

e) Se actualiza al vector b calculando

Yy =L

y resclviendo

Ub =Y

f) Se elige el vector Ak dque saldra de la base, se Intercambia por

Al y el vector de indices de las varlables basicas cambia de

[(1,2,...,k,...,m] a [1,2,...,k-1,k+1,...,m,ql

g) se construye M = [ 1l ISR | Ll T b ]

s1



h) se calculan las m-k+1 matrices elementales que actualicen a:

U=FE E ...EM
m m-1 k
L™= E EL"?
o m-1

i) ir al paso b)

Utilicemos este método con el ejemplo anterior:

Ejemplo 2.3.1 : MIN Zz = -3X, - 5X,
Sujeto a: X + X = 4
1 3
. 2X + X = 12
2 4
3X + 2X + X =18
1 2 5
con Xl z 0
Iteracién O
inicialmente tenemos gue:
x3 X1 » 1 0 0
X =1 X] X = L'=E=E=E=B=U=]0 1 0
B 4] N X2 1 2 3
Xs ¢ 0 1
4 1 0
C;= 10,0,01 Cy= [-3,-5] b= | 12 N=|o0o 2
18 3 2

b) Calcule de Y, que es solucién del sistema YB = C;

. t . - s
Primero se resuelve XU = CB con sustitucidén progresiva

v luego se calcula Y =XL ™! =X EEE

52




1 0 0
X 1 0} = [0,0,0] entonces X = [0,0,0]
0D 0 1
0 0
y=xEEE=1[000ll0 1 0]|= [0,0,0]
0 1
¢} Calculo de YN - CN
0
YN -C ={(p,0,0}t0 21 - [-3,-5] = [3,5]

N

W

como el méximo es 5, la variable que enira es X2
d) Actualj 5 2 2 2 A2
ctualizacién de A, se resuelve BY AT

-1

Primero se calcula ¥ =L Az = EaEinAZ

. . . 2
después ge resuelve con sustitucién regresiva UY™ =Y

0 0
Y = E3E2E1 2 =] 2
2 2
1 0 O 0
2 2
0 1 0 |Y = 2 entonces Y- =
0 0 1

e) Actualizacidn de b, reselviende el sistema BXB= b

se caleula Y =L b =EEED
3 2 1

y luego se resuelve UXB= Y

1 0 0 4 4
Yy=0 1 0 12 | = 12
o 0 1 18 18
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1 0 0 4 4
0 1 0 XB= 12 entonces b = XB= 12
0 0 1 18 18

f) buscando el minimo de los coclentes, se tiene que sale X4 de la

base. Y Xé cambia a XB= X

g) Construccién de M.

h} Célculo de la matrices elementales que actualizan a U.

Como en el lugar 2,2 hay un cero introducimos una matriz de

permutaciones que denotaremos por E4.

s 0

E4 = 0 0 1 aplicandola a M
| O 0 | )
_ 0 -

ENM-=

4
b 0 -
[ 1 0 0]

¥ Eg = 1 0]

f 0 172)

asi tenemos que la matriz U actualizada es:

U=EEEEEHM
543 21

1 6 O 1 0 0O 1 0 O 1 0 ©O 1 0 0
=10 1 0 0 0 1 1 0 o o0 21} = 0 2
O o1wz2jlo 1 O 0 ¢ 1 0 1 2 0 O 1
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Actualizacién de la matriz L7

i 0 0 1 0 O 1 0 0 1 0 0O
1= lo 1 0floo 1{jo 1 o}l=}0 0 1
0 0 1/2 0 1 0O 0O 0 1 0172 0
iteracidén 1
Xa Xl 1 0 O 0
X = X = B = 0 0 2 U= 0
B s N X4
X c 1 2 ] 1
4 1 ©
c;= [0,0,-5] c;= [-3,0] b=|12 N=|0 1
18 30
b) Calculo de Y, se resuelve XU = C; con sustitucién
pfogresiva y luego se calcula Y = X L X E5E4E3E2E1
0
Xt1o o0 1] =10,0,-5] entonces X = [0,0,-5]
01720
1 0 0
Ef Y = XE5E4E3E2E1= [0,0,-5]1] G 0O 1 = [0,-5/2,0]
i 0 1/2 0
'éi c) Calculo de YN - CN
;
. 1 0
YN -C = 1[0,-5/2,01] 0 1| - [-3,0] = [3,-5/2]
3 0

como el médximo es 3, la variable que entra es X1
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d) Actualizacién de Al, se calcula Y = L™'A' = ESE4E3E2£1A1
después se resuelve con sustitucliédn regresiva uy! = v
1 1 0 O 1
Y=EEEEE|O = 0 o0 1 0 = 3
5 4 32 1
3 c1/2 0 3

1 0 C

0 1 2 Yl = 3 entonces Y1 =

0 o 1

e) Actualizacién de b, se calcula Y = L'
y luego se resuelve UXB= Y
S
: 1 0 0O 4 4

Y=10 0 1 12 = 18
01/2 0 18 6
0 0 4

2 |X= 18 entonces b = X =
B B
0 1 6
a f) buscando el minimo de los coclientes, se tiene que sale XS de
} la base.

base. Y XB cambia a X§= X

g) Construccién de M.




h) Calculo de la matrices elementales que actualizan a U,

1 0O 0
E6 = 0 172 0
0-1/2 1
aplicando E6 a M
1 0O O 0 1 1 0 1
EﬁH = 0 1/2 0 0 2 3 = 0 1 3/2
0-1/2 1 0 1 0 0 0 =-3/2
1 © 0
y E7 = 0 1 0
Q 0 -2/3

asi tenemos que la matriz U actualizada es:

) 1 0 1
U=EEM=|0 1 3/2
T 6
0o 0 1
la matriz L' actualizada es:
1 0 © 1 0 0 1 10 O
L™=l 0 1 o0 0 1/2 0 0 0 =10 0 1/2
o 0-23 | 0-1/21 01/2 0 0 -1/3 1/3
i Iteracién 2
X, X 0 1 1 0
X, = | %, X, = X, B=|o0o 2 of u=lo 1
X, 0 2 3 0 0
0
t t
c.= 10,-5,-3] C = [0,0] b = N=]0
6 1



b) Calculo de Y, se resuelve XU = C; con sustitucién

-1

progresiva y luego se calcula Y = X L
1 0 1 1
X 0 1 372 = [0,-5,-31 asi X = [0,-5,9/2]
0 0 1 |
[1 0 ©
Y = [0,-5,9/2]] 0 ©O 1/2 = [0,-3/2,-1}
| 0 -1/3 1/3
Y = [0,-3/2,-1]
c¢) Célculo de YN - C, -
0 0
YN - CN = [0,-3r2,-1] c 1 ~ [0,0] = [-1,-3,2)
1 0

como el maximec es -1, ya se esta en el 6ptimo y por lo tanto ya no

se actualiza ninguna columna de A.

e) Actualizacién de b, se calcula Y =L b

y luego se resuelve UXB= Y

1 0 0 4
Y = o 0 172 12 =
0 -1/3 1/3]]| 18 2
I 0 1 4
0 1 372 Xﬁ =9 asi XB= E =] 6
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y la solucidn es :

I X
3
X = =
B 2
2
- 1
con Z = C_ X = [0,-5,-3] () = -36

2.4 COMPARACION DEL NUMERO DE OPERACIONES

En esta seccitn se obtilene el nimero de operaciones
( muitiplicaciones y/o divisiones que son las operaclones que
necesitan mds tiempo de cdlcule ) que se requieren para resolver,
utilizando la forma producto de la inversa asi como la

descomposicién LU, los sistemas

BX_ = b BY) = aJ ¥YB = C

CALCULO DEL NUMERO DE OPERACIONES PARA LA FPI

s . -1
Como se vidé en la seccidén 1.3 los pasos para obtener B~ son

los siguientes:

1) Se extrae 1la primera columna de B y se construye Ei,

entonces aqui se tiene una operacidn.




2) Se extrae Bz, se le aplica E1 y con el resultade se

construye Ez' aqul se tienen m+l operaciones.

3) Se extrae Bs, se le apllca E1 al resultado se le aplica Ez

y con el resultado se construye Ea' asi continGa hasta

llegar a m.

De aqui deducimos que el cédlculo de operaciones en cada paso

es:

1) B'— 5 ETA— AC 1
2) BB— EIBZ-———» AC m o1
& 3 3 3
3) B—b E1B — Ez(E1B )l—— AC m m 1
m) B—— EiBm... E _1(Em_2(...(Eiﬂn)...])e——e‘AC m m om... 1

Asi tenemos gque el nimero de productos para encontrar 1la

inversa es:
mim-1} + m{m=-2) + ... + m

m+m ({(m1lm2)

|

m+m (mz—m]/z

It

m+ {ma—mz)/z

m3/2 - m2/2 +m

Ya que se tiene la 1inversa, para resclver cada sistema se

. 2 . .
requieren m~ operaciones, ya que aplicar una accién 1lleva n
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operaciones y se apllican m acciones, asl que para resolver los tres

sistemas se requleren 3m° cperaclones. Por lo tanto el nlmereo iotal

de operacliones es:

/2 - m/2 4 m 4 3m° = m/2 4 5m/2 +m
CALCULO DEL NUMERO DE OPERACIONES PARA LA DESCOMPOSICION LU
Veamos cuantas operaciones se necesitan para obtener U y Lt

1)} Para obtener u? hacemos U1= e1 Yy con B1 se construye la

primera accién, lo cual requiere una operaciédn.

2} Para obtener ¥ a B® se le aplica la primera accién y se

construye la segunda accién, para lo cual se requleren m y

1 operaciones respectivamente,

3), Para obtener v’ a B’ se le aplica 1la primera y segunda

accion y se construye la tercera acclidén. y esto lleva m,

m-i y i1 operaciones.

m)} Para obtener U a B" se le aplican las m-1 acciones, para
lo cual se requieren m , m-1 ,...,2 operaciones, a la
iltima componente de este resultado se intercambia por un 1

y se construye la m—ésima acclén, para lo que se requlere

una operaciodn.




Lo que da un total de:

1 BIBLI CTECA
+m o+ 1 DECIENCI S 2 a8
+m o+ (m-1) + 1 o YA L
+m+ (m-1) + (m-2) + 1 RARAMI 08
;m+{m-1) + (m=-2) + ... + 2 + 1

= (m-1)m + (m-2){m-1) +. ..+(m-K)(m-(k-1)) +...+ (1){2) + m

m-1
= Zmz—zkm+m+k2-k'+m
k =1
= (m —1)m2 —mf{m -1im + (m -t)m + {m -1)(m)(2m-1) - {m -1)m + m
2 ) 2

= (m —1Y{m)(am-1) + (m ~1)m + m

6 2

3

=m + m +m = m + 3m
3 2 3 2

Con este numero de operacicnes obtenemos a U y como ya se sabe
’ -1 ' .
también obtenemos a L ~. Ahora calculemos el nimero de operaciones
que se necesitan para resolver los sistemas:

Consideremos al sistema

BY! =

que para resoclverse a su veZ se resuelven los sistemas
= al .
LX = A \'4 UY' = X
Para resolver el primerc se aplica una accién con m productos,
luego la segunda accién con m-1 productos y asi sucesivamente lo

que da un total de m(m+1) . Para resolver el segundo se obtiene el
2

valor de la Gltima variable, el cual multiplica U" , de donde se
obtiene el valer de la pentltima variable, para lo cual se

realizaron m-1 operaciones, el valor de la antepentultima varlable
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se obtiene de manera similar, para lo cual se utilizan m-2, y asi
sucesivamente. Por lo tanto para resolver el sistema
BY’ = A’

se requleren:

m(m+1) + mim=-1) = me

2 2

Los deos sistemas ‘que faltan se resuelven con el mismo nimero de

operaciones. Por lo tanto el nimero total para resolver los tres

sistemzas es:

3 2
m + 3m + 3m
3

2

Comparando este numero con el obtenldo para la forma producto

de la inversa

m/2 + 5m/2 +m

es clarc que trabajar con descomposicién LU resulta mas eficiente.



CAPITULC 1l

METODO SIMPLEX REVISADO PARA VARIABLES ACOTADAS

En la mayoria de los problemas practicos de Programacliédn
Lineal las variables est&n acotadas, en algunos casos esto se debe
a una disponibilidad limitada de recursos, en otros casos por
cuestiones técticas o politicas se acotan las variables y en otros,
como en el caso de las dietas, es muy natural que se tengan
restricciones de minime y méximo en log nutrientes, las cuales dan

origen a variables de holgura con cotas superiores e inferiores.

* En este capitulo presentamos la forma general de los problemas
con variables acotadas y como se resuelven de tal forma que no se
incremente significativamente él ndimero de variables.. Para esfo
presentamos los aspectos principales como lo son: la definicién de

solucién basica factible, el criterio de optimalidad y no

acotamiento, el criterio de pivotaje y la actualizacién.

La forma general de un PPL con variables acotadas es:

Min Z = C'X

b

Sujeto a  AX

con L=X=1U

et et

donde las componentes de L y U pueden ser positives ¢ negativos,

incluso @ 0 -m.
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En lo que sigue supondremos que las componentes de L y U son

finitas, los casos de © y -w no se trataran pues el problema a

resolver no lo requiere.

El método mas directo de manejar las restricciones L = X = U

consiste en Introducir vectores de holgura X1 y Xz gue hagan:
X+X =U vy X-X =1L
1 2

Pero esto incrementa el nimero de restricciones de m a m +
2n y €l nimero de variables de n a 3n. Lo cual nos indica que usar
esta forma seria mucho esfuerzo computacicnal. Cofi la técnica de
variables acotadas se mantiene el nimero de restricéiones y las
variables se manejan implicitamente de manera similar como lo hace

o)
el método Simplex normal para mantener las restriciones X = 0.

3.1 SOLUCION BASICA
Acontinuacidén damos la definiclén de solucién basica factible

la cual es una extenclén de la definicidn original.

Definicién: Sea el sistema AX = b, donde A es una matriz de

mx¥n de range m , entonces el vector X es una solucién bésica

factible del sistema si1 A se descompone en
A=[B}N1]H2]

Donde B tiene range m y ademds se cumple que:

B

L sx=B"[b-N L -N U ]sU
B B 1 N1 2 N2

L. =X y U =X
N1 N1 N1 Th2

65



B es la base, xxz Y X“I son las varlables no basicas en sus limites

superiores e Inferiores respectivamente.

Observaciénes: S1 una variable es no baslca entonces esta en
su cota inferlor o en su cota superior. Si tomamos Lh= OQya UB= w,

entonces tenemos las restricciones usuales de no negatividad Xé =0

Suponiendo gque se tiene una soluclién basica factible veamos

como gueda la expresion de Z con el fin de mejorar su valor.

Asi como X se descompone en:

X=FX|L |U]
B N1 N2

Iy
“de la misma manera el vector de costos C se descompone como:

-

c=c|c|c]
B ' N1 N2

Entonces una expresién para 2 es:

z2=c%-= [c lc. | ¢ ] L l=cx +c L +C U
B N1 N2 K1 BB N1 N1 N2 N2
sustituyendo el valor de XB en el cilculo de Z tenemos

— -1 — o
Z2=C, B [b N L, "N Uuz] * Cus LNl * Chz Uz

y reagrupando

- -1 _ -1 _ _ -1 .
Z = CBB b (CBB N1 cm]LNl [CBB Nz CNz ]U'N2 (2)
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en donde notamos que
CB'N -cC y CBN-C
B 1 N1 B 2 N2

dan los valores de ZJ- CJ de las variables no béisicas en sus

cotas Iinferiores y superlores respectivamente.

De lo anterior obtenemos que:

f
z=CB"b—Z[z—c]L+2lc—z]U (3)
B IS ] I PUR N I
2

) J € R € R
Donde R1 es el conjunto de indices de las variables no basicas en
sus cotas Inferiores vy R2 es el conjunto de indices de las
variables no bésicas en sus cotas superiores.

5

Como se ve Z gqueda en terminos de las variables no basicas,

veamos como hay que modificarlas para mejorar el valor de la

funcién objetivo.

Si Xj = Lj es la variable que entra a la base, ésta solo lo
puede hacer aumentande su valor y si 2j - Cj >0 para J e R1
entonces el valor de Z disminuiria, de aqui que para entrar a la
base se requiere que 2j - Cj parg J e R1 sea lo mas positive con el
fin de reducir a Z “lo mis posible”. Si XJ = UJ entra a la base,
ésta solo lo puede hacer disminuyendo su valor y si Cj - Zj >0
para J € R2 entonces el valor de Z disminuiria, de aqui que para
entrar a la base se prefiere que Cj - Z sea lo mis positivo

J

posible. En base a lo anterior se concluye el siguiente:

67



3.2 CRITERIO DE ELECCION DE LA VARIABLE QUE ENTRA A LA BASE

El indice k de la varible que puede entrar a la base se
determina como aquel en donde el costo de la varlable corresponda
a:

M = max ( Ml, Mz) (4)
donde

M =max ( Z -C) ¥y Mz =max ( C -~ 2j ).
J ER J jERZ

1
S1 este méximo es positivo, entonces Xk es la variable que
entra a la base. Si este maximo es no positvo entonces tenemos el

- siguiente teorema.

Teorema de optimalidad.- Si M = 0 entonces la solucién actual es

éptima. Donde

M = max M1 =max (Z -C), M2 =max {(C -2 )
JeRr J J €R, J

Esto es inmediato ya que si M = 0 entonces:
Zj - CJ = 0 para toda j & R1

CJ - Zj = 0 para toda j € R2
fijéndonos'en (3) vemos que Z ya no puede decrecer més lo cual

indica que la solucién actual es éptima.
La wvariable que puede entrar a la base modifica su valor de

manera restringida, ya que un cambio en su valor obliga a que 1las

variables basicas también se modifiquen y se debe asegurar
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que las variables Xk Yy X; se mantengan dentro de sus cotas, es

decir:

L=X=sU 'y L*sX sy
k k k B B B

Por lo que es necesario considerar el incremento o decremento
de ésta wvariable. A continuaclén presentamos estos casos con su

respectiva actualizaclén.

3.3 INCREMENTO DE XK APARTIR DE SU VALOR ACTUAL LK
Y SU ACTUALIZACION.

Sea Xk = LNl + Akek, ésta representa que 1la variable con

indice k aumenta de valor la cantidad Ak_(iniqialmente Ak = 0). Las
Hvariables restantes no basicas est&n fijas y los valores actuales

de XB y Z al sustituir X£‘= L+ Akek en {1) y {(3) se obtiene:

Ni

X* =B 'b-B N (Im+re) - BN U
B 1 k k 2

B'»-B'N Imi -B'N Um2-B'Nea
1 . 2 1 k k

X -B'Nea
B 1 k k

_ L.k
y como Niek = A
X2 = X - BAMA
B B k

donde A" es la columna del vector que entra a la base y como
Yk = BﬁlAk entonces X; se expresa:
X2 =X -A ¥ (5)
B B k
Esta ecuacién (5) nos dice como cambia XB al aumentar Xk. Es

decir X; cambia a XB mencs el incremento en la variable por el

valor de la columna actualizada.
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Por otro lado, al sustituir en 2 a Xk = Lm + Akek se obtlene:

é=CB}3_1b-Z(Zj—Cj]Lj Z(Z-—C)U Z(Z-C)eﬂ
) €R, 1 €R, 3 €R,
= E: { 2 - C }e A
jER

Z - (Zk - Ck)Au

Asi obtenemos la ecuacidn que nos dice como se modifica Z al

aumentar Xk.

=Z- (2 -C)la (6)

Fijandonos en (6) se ve que es conveniente aumentar Ak tanto
come sea posible. Sin embargo, cuando Au crece las varlables

basicas se modifican de acuerdo con la ecuacién (5). El incremento

Au estd limitado como sigue:

Que las variables basicas actualizadas cumplan con:

1) L: = X2
- B

A
<
H

2) X°
B

y que la variable gue entre a la base cumpla con:

3) X =U
k k
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Primer caso:

Sea D1 el valor de Ak para el cual una variable basica alcanza

su cota Inferior. Recordande que LB = X; = XB- AkYk se obtiene:
k
= p—
AkY XB LB

k —
es decir, Ale = Xﬁi LBi para 1 1,2,...,m

X -1L
Si v‘l‘ > 0 entonces A= 21 B

[

Al igual que en el método simplex normal, tomamos a D1 como:

Xy = Ly k X - L "
D = min BBl Y. >0} = r B s1Y:>0 (7)

1= 1= Yk

i

-

Ahora, si Y: s 0 para toda 1, entonces Ak puede crecer

arbitrariamente sin alterar la desigualdad y por lo tanto D1 = 0,

Segundo caso:

Sea D2 el valor de Ak para el cual una variable basica alcanza

su cota superior. Dado X; = Xb* AkYk = Ué se tiene que:

YA =U-X
k B B
UBi - X%x
Si Yk < 0 entonces A = —————: de manera similar tomamos a D
i K _y* 2
i
COmo:
Usr 7 % K Upr = %5 X
D, = min —— | Y <0} = ol siY <0 (8)
1= 1< n nYT —Yt T
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Ahora, si Y: z 0 entonces Ak puede crecer arbitrariamente sin

alterar la desigualdad y en consecuencia D2 = w,

Tercer caso.- Sea D3 el valor de Ak en el que Xk alcanza su cota

superioer Uk . Este valor es claramente:
D =0 ~1L (9)

De estos tres casos se determina el valor méximo de Aé.
Se toma entonces el minimo de éstos tres para asegurar gque se

cumple gque la variable que sale de la base se mantenga dentro de

sus limites y que la variable gue entra no exeda de su limite

superior, esto es:

A = min { D,D,D } (10)
" 1 2" 73

ACTUALIZACION CUANDO LA VARIABLE NO BASICA CRECE.

Para actuallzar los valores de la funcién objetivo y las
variables basicas, a Z se le refplaza por Z —(-Zk4 Ck)ﬁk y a X por

XB— YkAk, es decir, de acuerdo a las ecuaciones (5) v (6],

Si Ak esta dado por D3, entonces no se hace ningln cambis de
base ¥y X; sigue siendo variable no basica, sclo que ahora estd en
su cota superior. &i Ak esta dado por D1 o Dz' a la r—-ésima
componante del nueve vector XB se remplaza por Lk o por UL, para
reflejar el valor de Xk, el cual acaba de entrar a la base. En este
caso Xk entra a la base y Xr sale de ella. Donde el indice r se

determina de acuerdo con:
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a) la ecuaclén (7} si Ak = D1' en cuyo caso Xr se va a su cota
inferior; esto se deduce de la ecuaclén (5).
b) la ecuacién (8) si Ak = Dz’ en cuyo caso Xr se va a su cota

superior; esto se deduce de la ecuacioén (5).

3.4 DECREMENTO DE XK DESDE SU VALOR ACTUAL Ui

Y SU ACTUALIZACION

Para este caso se tiene que Zk - Ck < 0, queremcs disminuir a

X lo mas posible, entonces X = U - Ae, en donde A =z 0.
k k X k k k

Similarmente al caso de incrementar Xk' al sustituir Xk =y - Akek

en (1) y (3) se obtiene:

- X* =X +A Y (11)
B B k

Z2=2 + Zk - C‘k)Ak (12}

De acuerdo a la ecuacién (12) se ve gue AiidebemSérwlb«més

grande posible.

El incremento méximo gque puede tomar Ak esta dado por la

ecuacién (10), en donde D;’ EE y D3 estan especificados como sigue:

Dado que se debe cumplir que
L=X"=U
B B B

por la ecuacién (11) y por las mismas razones que en el caso

anterior D1 Yy D2 estan dados por:
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( min { X1 Loy YK 0} _"pr "Br si Y: <0
p =4 FrERL -Y* (13)
1 i r
| o _ si Yi 20
([ min { Vs %5, RV N 0} _ Usr™ %5 51 Y: >0
D = 1 1 = m ""‘Yk 1 _Yk‘ (14)
2 1 r
[ siy =0
\ i

Con el fin de que la variable Xk ne sea menor que su cota

inferior D esté dada por (9}.

ACTUALIZACION CUANDO LA VARIABLE RO BASICA DECRECE.

! Para actualizar los valores de la funcldén objetive y las

variables basicas, a Z2 se le remplaza por Z + ( 2%— CL)Ak y a }%

por Xﬁ + YkAk, es decir, de acuerdo a las ecuaciones (11) y (12).

Si Ak esta dado por D3. entonces no se hace ningin cambio de
base y X& sigue siendo variable no bésica, solo qué ahora esta en
su cota ifferlor. Si Ak esta dado por D1 o] Dz' a la r-ésima
componente del nuevo vector XE se remplaza por L}, para reflejér
el valor de Xk, el cual acaba de entrar a la base. En este caso X&
entra a la base y Xr sale de ella. Donde el indice r se determina
de acuerdo con:

a) la ecuacién (13) si Ak = D1’ ern Ccuyo caso Xr se va a su cota
inferior; esto se deduce de la ecuacién (11).
b} la ecuacién (14) si Ak = Dz,'en Cuyo <caso Xr se va a su cota

superior; esto se deduce de la ecuacién (11).
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3.5 PASOS DEL METODO SIMPLEX REVISADO CON VARIABLES ACOTADAS

Partiende de que se tiene una SBF.
a} Se resuelve el sistema YB = CB
b) Se calculan ZJ- CJ =Y N1 - C§1 para J € R1 Yy

ZJ- Cj =Y Nz- Chz para j € Rz

c) El indice k de la varible que puede entrar a la base es aquella
que corresponde a M = max ( Ml, Ma] donde

M1 =max ( 2 - CJ) y Mz =max ( C~- Z ).

]
J € R1 j € Rz

Si M es negativo ya se estd en el é6ptimo, en caso contrario ir
&y
al paso d).

d) Se elige al vector A gue puede entrar a la base y se actualiza
resolviendo el sistema B Y* = Ak,

e) se elige A = min { D, D, EB}, donde D y D, se calculan de

1 2

acuerdo a las ecuaciones:

SiM=M
!
xBi - LBI X xr‘ LBr k
D1 = 1fi?< Yk Y]l >0 = si Yr >0
== i r
D. = min B e Y <0} = HEI—:—~EE si Y <o
2 1< 1= m -y* ! -Yk T
1 r
L o
75

R A

T W

=



ey

D = min B‘k Bloyk col="_B gy co
Voys is g ~Y] Y
Uy, ~ %5 X Upr =~ %5 K
D = min : YO >0 b= s Y >0
1 k T
1% 1< m -Y
i r
D =U - L
3 k Kk

Si Ak = @ la solucidén es no acotada.

f) Z vy XB se acualizan de acuerdo a las ecuaciones:
a) si M = M1
X" =X-A Y y Z=2-(Z -C)A
B B k X k' Tk
si A=D entonces X =U
X 3 k k
sino X =L + A
k kK k
L siA=D
r X 1

r U siA=D
r 4 2

b) si M=M .
XB=XB+AkYk y Z=2+0(2 -C)a

si Ak= D3 entonces Xk = Lk

g) Ssi Ak= D3 entonces no hay cambio de base, pero Xk cambia de
regibn de R, a R o de R aR.
1 2 2 1

Si A=D oA =D entonces X sale de la base y X enira a ella.
4 1 k 2 r k
h) Se actualiza B sl es necesario

i} Ir al paso a)
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Enseguida mostraremos su Implementacién con un  ejemplo
pequefio, pues el obljetivo es llustrar como se trabaja con las cotas
de las variables (cuande no hay camblo de base). De hecho esto se
da en la iteracién d, en la iteracién 1 se cambila de base y en la

iteracién 2 se sabe que se estd en el oOptimo.

Ejemplo.- Min Z = X - 2K

s.a. X + % + X =5
1 2 3
2X + X + X =7
1 2 1
con
0= Xl = 3
0<X =4
2
0=X =5
& 3
-
0 = X4 =7
Iteracién 0O .
Inicialmente tenemos
X3 5 Xl ' i 0
X = = X = B:B-z =1
B X4 7 N1 X2 o 1
. N 1 1
CB = [0,0] C%l = [-1,-2] N=
2 1
a) Resolver YB = C;
Yy =1 [0,0] = [0,0]
b) Calculo de Zj - Cj
. 1 1
YN - C = [0,0] - {-1,-2] = 11,21
1 N1
2 1
c) M= Ml = 2 que corresponde a XZ

la cual podra entrar a 1la base.
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d) Actualizaclon de AZ

SIRER

e) Calculo de Az

1 i ’ 1
D = w

2
D =4-0=4

3
A =D =4

2 3

f) Actualizacién de XB y 2.

: Z=0-4(2) = -8
o

g) No hay cambio de base y X2 pasa a N2 es decir, X2 =

t - - - - -— - - - - - - - - - - - - -

Iteracién 1 .
X, 5 R
L=1x]|~ o= X X [Xz] B =
4 7 4]

1
vt o[- = 1"-_='_
(0,0} Cy = [F11 N [ J Cpz = [-21 N

(@]
n

a) Resolver YB = C;

Y =1 [0,0] = [0,0]

b} Calculo de Zj - Cj

. [ 1

W -C. = [0,0] - [-11 = [1}
| 2
t ] 1 .

\ma -C, = {0,0} . - [-2] = {2]
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cl] M= M1 = 1 gque corresponde a Xl

la cual podra entrar a la base.

d) Actualizaclén de Al

_ 1 -0 3 -0 _
D1 = min { T s > } =

D = w
2

D =3-0=3
3

A =D =1
1 1

f) Actualizacidn de XB y Z.
2} 1 1 0
3 2 1

Z=-8-1(1) = -9

gl X1 entra a la base y X3 pasa a N1

h) Actualizacién de B
1 ) 1 0

X& 1
XB = x!|= XN1= [X3] XN2= [XZ]
4 1
¢t = [-1,0] ct =10] N= ' ¢t = [-2] N=
B ’ Nt 1 0 N2 2
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a) Resolver YB = C;
Y = [-1,0] = [-1,0]

b) Calculo de Zj - CJ

1
t
W -c o= [-1,0] - 0] = [-1]
0
t 1
W, - G = (o) |- f2) = ()

X =1
1
X =4
i3 2
X =0
3
X =1
4
. con 2 = -9,

Si se desea tener mias ejemplos, plantee un problema y utilize

el programa dado e el apéndice B.
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TEORIA DE PROGRAMACION LINEAL

En este apéndice se presenta la teoria de programacidén lineal
necesaria para comprender el algoritmo del Método Simplex y a la
vez se sientan las bases para el Método Simplex Revisado.
Empezaremos sefialando las caracteristicas que tlenen los problemas
de programacion lineal (PPL), dando los conceptos bésicos. Después

- : R .
pasaremos a ver los principales resultados de la teoria de

convexidad y puntos extremos, los resultados fundamentales de

programacién lineal, resultados de sistemas de ecuaclones lineales

(SEL) y por tultimo veremos el algoritmo del método simplex, la

justificacién de sus pasos y las condiciones de optimalidad.
A.1 INTRODUCCION

Ensegulda presentamos parte de la notacién, asi como las

diferentes formas en gque se pueden presentar los PFL y la

clasificacién de las soluciones.

Los problemas de programacién lineal se representan por el

modelo siguiente:
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Maximizar {o Minimizar) Fix ,x_,...,x ) =sCX+CX+...+CX
1'72 n 171 27z n'n

Sujeta a las condiciones:

a X +a X +...+a x =){z)(=} b
1t 1 12 2 lnn()[)()i

a x +a_x_ +. ..+a x [=)x=)(=)}Db
2171 2272 2n’n 2

. - .

amlxi * amzxz *oeet amnxn (=) (2)(=) bm

Con x ,x ,...,x =20
i 2 n

A la funcién F se le llama "funcién objetive", al vector

(C1‘C2""’Cn)t se le llama mvector de costos", a las varilables
XI,XZ,...,X; se les llama "variables de decisién"
a . a _...a
11 12 in
3] A la matriz .
a_ " a
ml m2... mn

se le llama "matriz de restricciones" y a sus coeficientes se les
llama "coeficientes tecnoleogicos", al vector (bi,bz,...,bh)tse le
llama "vector de requerimientos”™. Ahora considerando a los
vectores como matrices de nxi lo anterior lo podemos representar

en la forma matricial de la sigulente manera:

Min (max} f(X) = C'X
sujeta a AX (s)(2)(=) = b

X =0

Donde A es la matriz de restricciones, C el es vector de costos, b

es el vector de requerimientos y f(X) es la funcién objetivo.
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En este problema se trata se encontrar un vector X gque cumpla

con las restricciones y que a su vez mlnimice o maximice la funcién

objetivo segin sea el caso.

Como Max f(X) = -Min (- f(X)) trataremos Unicamente el casc de
min 2=f(x).
Definicién A.1.1: Un problema'de programacién lineal se dice que
estd en su forma general cuando es expresado de la forma:
Min (o Max) 2 = C%X
sujeta a AX = b
Xz 0, b0
Definicién A.1.2: A un PPL escrito de la forma
2 Max Z = C'X
sujeta a AX = b
con X = 0
se dice que estd en forma estandar.
Definicién A.1.3: Cuando un PPL esta escrito como
Min Z = C'X
sujeta a A X =2 b

con X =0

se dice que esta en forma candnica.
Observacidén : si el PPL estd en su forma estandar o canonica no se

pide que el vector b = 0.

La siguiente definicién nos sirve para transformar un PPL que

estd en cualgquiera de las tres formas en un PPL a la forma general.
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Definicién A.1.4: Por una varlable de holgura entenderemos a una
variable gque se agregue a una desigualdad para transformarla en
igualdad, estas variables pueden ser positivas o negativas y esto

solo depende del signo con el que se agregue la variable.

Ejemplo A.1.5: Considere las siguientes desigualdades:
(1)’ 3X+Y-22s4

Esta puede ser transformada en:

3X + Y ~ 22+ W = 4,

Donde W =4 -3X - Y + 22, W es variable de holgura positiva.
“ae

En el casoc de que la desigualdad sea de la forma:

(2) X +Y-22=214

Se puede transformar en:
+Y-2Z2-W=4 .

Donde W= -4 + 3{ + Y - 2Z, W es variable de holgura negativa.

la representacién en la forma general es muy importante ya
que los paquetes computacionales para resclver un FPPL manejan
internamente esta forma, esto se debe a que un PPL expresado en la

forma general se reduce a resolver sistemas de ecuaciones, tema

que veremos mas adelante. .

Ahora se mostrard que dado cualquier PPL se puede llevar a la

forma general utilizando las siguientes reglas:
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REGLAS PARA LLEVAR UN PPL A SU FORMA GENERAL

1.~ 51 en alguna restricciédn aparece un término b1 < 0 , se

multiplica por {-1) tenlendo cuidado de cuidar el sentido de

la desigualdad Ejemplo si tenemos una restriccién de la

forma:

multiplicande por (-1} la restriccién nos queda

-a X-a X-...-a X {=,=21}-b
1171 122 in'n 1

2.- G1 tenemos alguna restricciéon de la forma :
a X+a X+...+a X =b con b =0
111 12 2 inn 1 i

se agrega una variable de holgura positiva X#¥i = 0 para

transformarla en la siguiente:

a X+a X +...+4a X + X =b
11 1 iz 2 in n nt+}l i

3.- Si tenemos una restriccién de la forma:

a X+a X+...+4d X = b con b= 0
111 j2' 2 jn n j

agregamos una varilable de helgura negativa Xn+jz 0 para

transformarla en:

a X+a X+...+a X - X = b
3171 sz 2 nn

] nt) j
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Ejemplo A.1.6: Considere el sig. PPL

MAX F = -3X + 8Y

1]
V%)

sujeto a 5X + 2Y
X-4Y + 272 = -4
2X + 3Y z 6

XY=0

Transformado a la forma general gueda:
Min F'= 5X - B8Y
sujeto a 5X + 2Y
X+ 4Y - Z - W
2X + 3Y - H

con X,Y,Z, Wy H

Ejemplo A.1.7: Considere el sig. PPL

Max F = -2X + 6Y

sujeto a 3X - 4Y = -7
4 + 5Y = 9
-3 -Y =2
con X,,Y= 0

Transformado a la forma general queda:

*
Min F

= 2X - 6Y
sujeto a -3X + 4Y =
4 + 5Y + Z =
-3X - Y - W=

con X,Y,Zy Wz0

115



Observacién Al agregar variables de helgura llevamos nuestro

problema a espacios de dimensién mayor.

A.2 CONVEXIDAD Y PUNTOS EXTREMOS

En esta seccldn presentaremos un resumen de la teoria de

convexidad utilizada para Jjustificar el algoritmo del Métedo

Simplex. Uno de los aspectes mas importantes de dicha teoria es que

la regién factible K es un conjunto convexo. Se definen los puntos

extremos, los cuales vienen a ser los vértices del conjunto convexo

K v que a su vez estadn intimamente relacionados con las posibles

soluciones de los PPL,

Definicién A.2.1: Sea A & Rn, se dice que A es convexo si para dos

vectores cualesquiera x1 y X, que pertenecen a A, el vector:

X = ax, + (1—a)x2

también pertenece a A para a € (0,1).

En otras palabras en un conjunto convexo el gegmento de recta

que une dos puntos cualesqulera del conjunto pertenece también al

mismo conjunto,

En el siguiente dibujo veremos que X = ax1 + (l-a)x2 estid en

el segmento dque une a X, ¥ X,

X=x_+alx -x)

X 2 1 2

1
X
alx -x ) ax - ax
1 72 2 1 2
X
2 . = ax + (1-a)x
—3 1 2.
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Ejemplos de conjuntos no convexos: '
’ “ e

W'l
* Proposicién A.2.2: La interseccidén finita de conjuntos convexos es

Ejemplos de conjuntos convexos: Zfi:iiijiii:::i::::>
aj b)

también un cojunto convexo.
' Para su demostracién, ver la referencia {8]
Observacién : Los siguienies conjuntos son convexos,

b

C={stnle

C= {% e R" | Ax

v
o

A
o
e i i

C= {x e R" | Ax

C={xcRnle<b

C={xcRnle>b}.

Definicién A.2.3:Consideremos el PPL en su forma general.

i} Al conjunto K = {x € Rl Ax = b, x = o} se le llama regién

factible.
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Observaciénes: a) Como conclucldn de lo anterior la regién factible

(X) es un conjunto convexo.

b) Si la regién factible es no acotada el PPL puede

o no tener &ptimo.

El siguiente dibujo muestra una regidén factible no acotada de un

PPL.

Como la funcién objetivo es lineal tenemos que:

> =

2 = 2 = .., 57 obien 2 =z Z =z .,..z2 27
1 2 n 1 2 n

segin sea el caso el PPL puede o no tener dptimo.

Proposicién A.2.4: Si la regién factible es no wvacla y acotada

entonces el PPL tiene soluciédn.

Para la demostracién de esta proposicién consultar 1la

referencia [6]

Ahora se veran los conceptos de puntos extremos vy

combinaciones convexas, cuya Trelacidén es f{fundamental para la

teoria de la Programacion Lineal.
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Definicién A.2.5: Sea A ¢ R* un conjunto convexo, diremos que X es

un punto extremo o vértice de A sl no existen X1' Xz e Ay t e

{0,1) tales que X = tX1 + (1—t]X2.

Lo puntes extremos siempre estan en la frontera de

Observacién
los conjuntos convexes, ya que s$i un punto esta en el
interior del conjunto convexo se puede expresar como
combinacién lineal de cotros dos puntos del conjunto.
Definicion A2.6: Sean x},xz,...,xm € R" diremos que
X=hX +hX +...+h¥
11 2 2 o m
con h z0 1=1,2,...,my h+h+, ..+h=1
i 1 2 m
es una combinacién convexa de X X, X .
n

x.:i.'!
De la teoria de conjuntos convexXos se tiene el sigulente
resultado: Si A ¢ R” convexo y x € A, entonces x se puede expresar

como una combinacidén convexa de los puntos extremos de A, Si se

desea su demostracién ver referencias [5], [8].

A.3 RESULTADOS FUNDAMENTALES DE LA PROGRAMACION LINEAL

En esta secciétn se presentan los conceptos necesarios para

entender el teorema fundamental de la programacién lineal asi como

el tecrema que establece la equivalencia entre una solucién

factible basica y los puntos extremos, por ullimo se ve que el

6ptime de un PPL se encuentra en los puntos extremos de la regidén

factible K.
BIBLIOTECA
DE CIENCIAS 277 27A8

YRATLL LS

EL SABER DE MIS HUOS
FARA MI GRANDEZA
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Para demostrar los resultados requerimos de algunas

definiciones previas,

Definicién A.3.1: Cosideremos el PPL en su forma general,

1} X € K es una solucién factible bésica si contlene a

lo m&s m componentes positivas

ii) ¥ € K es una solucién factible éptima si minimiza a

la funcién objetivo.

iii} X € K es una solucidn basica no—degenerada si tiene

exadctamente m componentes positivas.

Definicidén A.3.2:

m

n m
n vectores en R, se dice que son

a) Sean Al, A%, ....A

o

& linealmente independientes (LI) si

n

E:alAi= 0 implica que a!= 0 para 1=1,2,..,n

i=1

51 existe al menos un al distinto de cero se dice qgue son

Linealmente Dependientes (LD).

b} El rango de una malriz es el nmimero méximo de renglones o

columnas LI.

‘Los siguientes resultados se necesitaridn para la demostracién

del teorema fundamental de la programacién 1lineal. Dichos

resultados se pueden consultar en [6].
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1 m
Sean A  1=1,2,...m vectores columna en R

a) g1 n>m entonces AI,AZ....,An son (LD) donde Ae R®
b} El1 sistema AX = b puede tener un numero infinite de

2

soluciones solo si Al, A ,...,An son LD, donde:

A= [ Al A% AT ]

c) Si el sistema AX = b tiene scolucién y AI,AZ,...An son LD
entonces tiene un numero infinito de soluciones.
e) Si A € men, existen a lo sumo " soluciones basicas
m

factibles no degeneradas.

~El sigulente tecrema es de suma Iimportancia dentro de 1la

teoria de P.L. ya que establece la relacién gque guarda una
S

~solucién déptima con una solucién basica o6ptima y a travéz de su

demostracién se aprende a construir las soluiones factibles

basicas. .

Teorema A.3.3 (Fundamental de la Programacién Lineal)

i1} Si existe una solucién factible, entonces existe una

solucidén basica factible.

ii} Si existe una sclucién factible éptima entonces existe

una solucién basica factible optima. .

Demostracidén: Sea X = (xl,xz,....x } una solucidén factible vy
n

A ,A,...A?. Las columnas de la matriz A de mxn del

sistema AX = bh, entonces

x1A1 + X2A2+...+ X A" = b
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lo gque hay que probar es gue existe una soluclién factible con a lo
mas m compenentes distintas de cero. Sin perdida de generalidad

supongamos gque las primeras k componenetes de X son distintas de

cero, entonces

X A + x A%+ x a5 =01 (1)
1 2 k

y se dan dos casos:

primer caso.- Los k vectores columna son L.I.. Puesto que el rango

de Aesm

k=r(A) =m
y se tiene que X = (x&,xzp..,xk,o,...,O) es una solucién basica

factiblg.

€?Segundo caso.~- Cuando los k vectores son L.D.. Entonces existen

al,az,...,ak no todos cero tales que

1 2 k _ ,
“1A + oczA +...+ ockA =0 2)

donde al menos una de las @ es positiva. Multiplicando [2].por un

escalar t y restando de (1) se obtiene:

;

1 2 Kk _
(Xl—tal)A + { Xz-taz)A +,... ¥+ (X#~takJA =5b {(3)

Ahora tenemos que X' = (X ~tee , X =t +,...,+ X -tee. ,0,...,0)
1 1 2 2 k k

51 t > 0 para los « negativos no hay problema pues

X1 - tai = 0 pero para los ooz 0 necesitamos que:
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o bien Xl gt . Si tomamos t = min{ X: / c:ci >0 }

¢4 44
i

*
entonces tenemos que X es una scolucién factible y se tendrd que

X —ta =0
i i

para al menos un fndice t+ y hay a lo mas ahora k-1 varilables

positivas ya que por lo menos se hizo un cero. Repitiendo este

procedimiento para elimlnar variables positivas, hasta tener k’

variables positivas donde las columnas correspondientes de la

matriz A sean L.I. y se tendrd que kX = m, por lo cual serid una

SEBF.

Sea X = (xl,xz....,,xn) una solucién factible 6ptima y gque k

"f_':) .
variables son posltivas al. igual que en a), si las k columnas

correspondientes son L.I. entonces se tendrd que k = m y la

solucién factible &ptima es 1a solucién bésica. Consideremos el

1,2 k

caso en (ue A ,A",...,A" son L.D. entonces como en a)} podemos

encontrar k' columnas L.I..

Sea X = (X ~to, X -ta_ +,...,+ X ~ta ,0,...,0) la solucién
1 1 2 2 k k

factible con estas caracteristicas, entonces también es factible

basica y lo que hay que ver es que también es optima.

Probaremos por contradiccién. Para t suficlientemente pequefio,
*
X es una solucién factible para valeores positivos o negatives de

t. El valor de la funcidn objetivo es:
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cx" = (CX-Cte,CX-Cta,..., CX-C te ,0,...,0)
1 1 i 1 2 2 2 2 k k k k

Supongamos que Cioc1 # 0 para algun 1 , t de magnitud
pequefia y singo aproplado podria llevar a ser c*x"mas pequefio que
C'X lo cual contradice al hecho de gque c'% es solucién 6ptima. Por

lo tanto Clta1 =0y CtX' es solucién 6ptima.

Observacién : Sean X1 vy Xz éptimos con X1 = Xé entonces cualquier

comblinaclén convexa de X1 y XZ es optima.

Conclucidén: Si un PPL tiene Optimo, entonces existe un vertice
donde se alcanza ese 6ptimo.
El siguiente teorema enuncia la correspondencia entre

las soluciones bdsicas factibles y puntos extremos; es decir, que

son equivalentes.
eéaéééfiguda
Teorema A.3.4: Sea la regién factible
AX = b
X=0
XO es un punto extremo de esta region factible, si y
solo si Xnes una solucidén basica factible.

Demostracién:

a) Si Xo es un punto extremo (vertice) entonces es una solucidn

basica factible.

Sin perdida de generalidad supongamos que Xo es de la forma:

Xo = (xi,xz,...,xp,o,...,o) con sz 0 para i1 = 1i,2,...,p. Para
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a’—_‘!‘)

probar gue Xo es una solucidn basica factible, basta demostrar que

{A‘ Az,....Ap} (4)

es Linealmente Independiente.

el conjunto de vectores

Supongamos que (4) es LD, es decir que exiten escalares

Al,Aa,..h no todos ceros tales que:
P

AAY A A, . AP =0
1 2 P

WA L,0,...,0) yv tomando a

consideremos al vector A = [Al,Az,... P

*
d = min { / Y, = 0 }

) yil

Asi los vectores Xo + 8A ¥y Xb - 6A son elementos diferentes gue

pertenecen a K tales que:

X0= [(XD + 8A) + (XO - BA)]/Z

lo cual significa que Hﬁ no es un punto extremo, contradiciendo asi

a la hipétesis. Entonces (4) son LI.

b) Si Xb es una SBF entonces X es un punto extremo de K.

Sea Xb = [xl,x .,xp.O,...,D) con p = m entonces

]

x Al + x A%+ . .+ x AP = b
1 2 P
donde (4) son LI. Supongamos gque Xb no es un punto extremo de K es

decir que exiten Y y Z elementos de K tales que:
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XOZ oY + {1"0".)2 con Y o= Z VY ae {0,1)
Esta relaclén y las condliciones de & nog aseguran que las ult}
mas

n-p componentes de Y y Z son nulos; con lo cual se tiene que:

y Al 4 y A%+ 4y A=
1 2 m
m

z A 4z A% ez A" =D
1 2

restando estas dos ecuaclones y lomande en cuenta que (4) es LI se

obtiene que: X =Y =

o Z , por lo tanto Xb es un punto extiremo de K.

A.4 RESULTADOS DE SOLUCIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

En la presente seccién presentaremos los resultados basicos de
£
la solucién de sistemas de ecuaciones lineales ya que dado un PFL

en su forma general, para resolverlo, en el fondo lo que se hace es

ir resolviendo sistemas de ecuaciones lineales.

Considemos el sistema de ecuaciones lineales:

a X +a x +...+a x =b
111 1272 in n 1
a ¥ +a x +...+a x =b
21 1 22 2 Zn n 2

a X +a x +...+a x =b
ml 1 mz2 2 mn n m

Al cual denotamos por AKX = b donde Ae M , X el y beM
mXI nxl mxl
n 1 1
m Al n X =mi b
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También por:
X1A1+X2A2+ ... +XA"=0b

donde Al es la i-ésima columna de A, 1=1.,2,...,n.

Observacién: Al plantear los PPL en forma general, casi slempre el

sistema resultante tiene mas varliables que restrlcciones.

METODO DEL FIVOTAJE PARA SOLUCION DE UN S.E.L.

Un S.E.L. de la forma: .

a x + a x +.,.+a x =b
1171 12 2 in n 1
a X + a_ X + ... +a x =b
2171 2z"2 2n' n 2
. (4)
a x + a x +.,.4+a x =6b
ml 1 mz2 2 mn n m

ge le llama sistema canénico y lo podemos expresar como:

donde:

A =1[a ] es la matriz de restricciocnes

m <n y ademds gue a = 0si 1 #) ¥y a:i— 1

Supongamos gue I

para i1 = 1,2,...m.

Notacion.- La matriz asociada al sistema {4) se le llama

matriz candnica y a las variables X1’X2""’x se les llama
m

variables basicas.
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Una solucién basica para este sistema seria:

Ahora veremos el procedimiento para transformar una variable
basica en una no-bésica y viceversa, asi como determinar un nueve

sistema canénice con una solucién basica de este nuevo sistema.

Si se desea remplazar la variable basica ¥ con 1 = p < m por
P

la variable no-bésica Xj con m+l = 3 s n en el sistema de

“ ecuaciones lineales (4) esto es posible hacerlo solo si abji 0

usando el método de eliminacién de Gauss-Jordan, con operaclones
elementales se logran los slguientes cambios, es decir se obtiene

un nuevo sistema canbénico con los siguientes coeficientes de las

variables Xi:

a
2t = _ ¥ e ) si 1#p
1] iy a P
rq
a
Pl
a' =
P} a2
Pq

es

a estas ecuaciones se les 1llama ecuaciones de pivoteo, ap
q

llamado elemento plvete, a la columna que contiene al elemento

pivote se le llzma columna pivote.
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Ejemplo A.4.1: Consideremos el sliguiente sistema se ecuaciones

canénico:

)]
-

X + ¥ + X - X

1 4 5 5
X2 +2X4'— 3x5+x6= 3
= -1

X-X +2X - X
3 Ta 5 6

La matriz aumentada es:

Sea X4 la variable pivote y a, = 1 el elemento pivote al

efectuar el primer pasc el primer renglén queda igual, luego
e} .

mﬁltiplicamos el primer renglén por (-2) y lo sumamos al segundo

renglén, multiplicamos al primer renglén por (1) y lo sumamos al

tercer renglén, asi cbtenemos: ' .

Cambiamos la varlables bédsica X1 por la variables no béasica X4 N
ahora la solucién bésica de este nuevo sistema es (0,-7,4,5,0,0)

gue también es solucidn del sistema anterior.

Tomamos ahora a XS como la variable pivote y I -5 como el

elemento pivote. Dividimos el segundo renglén por {-5) para obtener

un 1 en el lugar de a.-
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1 0 0 1 1 -1 5
2/5 -1/5 O 0 1 -3/5 7/5
1 0 1 0 3 -2 4

Multiplicando por (-1} a2l segundo renglén y lo sumamos al primero,
multiplicamos por (-3) al segundo renglén y lo sumamos al tercero

cbhtenemos:

/5 /5 0 1 0 -2/5 18/5
275 -1/ 0 0 1 -3/5 7/5
-1/5 3/5 1 0 0 -1/5 -1/5

Ahora en este nuevo sistema tomamos a Xg como variable pivote y

a, = -1/5 como el elememto pivote. Dividimos al tercer renglén

por (-1/5) (es decir multipligquemosle por -5).

K
B}

35 1/5 0 1 0 -2/5 18/5
2/5 -1/5 0 0 1 -3/5 1/5 ‘
1 -3 -5 0 0 1 1

Multiplicamos .al tercer renglén por 3/5 y lo sumamos al segundo,

multiplicamos~a1 tercer renglén por 2/5 y lo sumamos al primero.

i -1 -2 1 0 4
1 -2 -3 0 1 0
-1 -3 -5 0o 1 1

Aqui las variables bédsicas son ¥, X, X y las no-basicas Xi,

Xz’ Xa. La solucién de este nuevo sistema es X = {0,0,0,4,2,1).
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Observacidén :Con el método del pivotaje se logro transformar
una solucién basica X = (5,3,-1,0,0,0)} del sistema original en

una solucién béasica X = {0,0,0,4,2,1) de un nueve sistema

canénico; y por supuesto X' es una solucidén no-basica del sistema

original.

A.5 METODO SIMPLEX

Ahora con todo lo anterior podemos mostrar el métede simplex,

su justificacién y sus resultados Importantes.

Por resultados de la Programacién Lineal sabemos que X es un

punto extremo si y solo si es una solucién basica factible,

entonces el método Simplex, en lugar de probar cada punte extremo

de la regién factible, empleza con un punto extremo cualquiera y

mediante algunas operaciones elementales pasa a otros puntos

extremos garantizando paso a pasc que siempre decrecen o siempre

crecen los valores de la funcidén objetivo segin sea el caso, es

decir en direccién del 6ptimo. Para mostrar el algoritmo del

método simplex empezaremos dando un ejemple introductorio.

Ejemplo A.5.1: Consideremos el sig. problema de PL.

Maximizar Z = 2X1 + 3X2
Sujeto a X + 3X =12
1 2

25k + X =8
1 2

3K, + 4 =20
1 2

v
o

con X , X
1
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Lo expresames en la forma general:

Minimizar 2 = -2X - 3%
1 2

+
>
i

Sujeto a X1 + 3X2 12

Esto equivale a resolver el sistema

X +3X_ +X =12
1 2 3
2 + X_+X =8
1 2 4

3 + X +X =20
1 2 5

con Z 1lo menor posible y las variables no negativas

Lo anterior lo expresmos por la siguiente " tabla del Método

Y

n,

Simplex

B Al 21 A% At s b
KRR 3 1 0 0 12
s 2 1 0 1 ] 0 8

A
3 4 ) 0 1 0 20
5
A
2 3 4] D 3] 1 0
z

Donde los A' que aparecen debajo de B son los vectores de la base,
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= 0 se obtlene la sclucidén bésica

de aqui que si X1 =0 vy X?_

factible (0,0,12,8,20), entonces deseamos pasar a otra solucién

basica factible (otra nueva base) asegurando que Z decrezca lo mas

posible con la condicién de no evaluar en todas las soluclones
basicas factibles ya que se puede llegar a tener un numero muy

grande de estas. Inlcialmente tenemos que:
Z=-2(0) - 3(0) - 0(12) - 0(B) - 0(20) = 0O

Como deseamos otra solucién basica necesitamos que X1 o] X2 entren a

X, X o ¥X. La
<]

la bése y salga una de las siguientes variables 4 .

variable que promete reducir mas a Z es la varliable X2 ya que tiene

el coeficiente mis negativo {m&s positivo en la tabla).

2

Ahora para elegir al elemento pivote y saber cual vector sale

de la base, el Método Simplex escoje el subindice donde se alcanza

b
el minimc de los —-E-i- con a;.1j = 0 para asegurar due la
1)

solucién que se obtiene es factible. Esto es porque de no tomar el
minimo alguna de lag variables seria negativa, como. se verd mas

adelante en la justificacién de estos pasos.

Entonces en nuestro problema tenemos que:

Y
A~]

|
g

win | 12, 8 20
37 1 " 4
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Ast gque el valor maximo que puede tomar X2 sin salirse de la

regidén factible es 4 y el elemento pivote es 3.

Ahora hacemos 1 en el lugar del elemento pivote arriba y

abajo de él; obtenlendo la sigulente tabla del Simplex.

Az 1/3

A Z b
1/3 0 8]

A 5/3 o [-1/3 1

o
o vVl
Y avs T

w1t
‘a R

22 T
5 5/3 0 |-4/3 0

Y L8
e s
-12

o

Notese que A3 es el vector que sale de la base ¥y A4 es el
vector que entra a la base.

Con X1 0 vy X3 = 0 se obtiene la solucién factible
{0,4,0,4,4) y 2 toma €l valor de -12. Repetimos el procedimiento

para encentrara otra solucién basica factible la cual decrezca ain
mas a la funcién objetivo.

Ahora la variable pivote es X1 ya que si tomamos X2 esta
aumentara a la funcién objetive Z, es decir X2 ya no se puede

mover. Lo mas que puede valer X1 si salirse de K es:
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el elemento plvote es 573, como hay dos elegimos cualquiera
digamos el que esta en el lugar 2 Ahora haciendo 1 en en el

elemento pivote y ceros arriba y abajo obtenemos:

B VooaZ ] A% At 5 b
210 1 |25 1-1/5 | o o l16/5
] o |-1/5 | a5 | o o li2ss
A
S| o o | -1 | -1 1 0 0
A
0 0 l-as5 [-3/5 | 0 1 |-72/5 )

z

Como los coeficientes de 1la funcién objetivo son ahora no

‘negatives esto es:

Z = =-T2/5 + 0(x1) + O(XZ) + 4/5(0) + 3/5(0) + 0(x5]

y las variables son no negativas, entonces de entrar x3 'a) x4 a la

base incrementarian el valor de 2. Por lo tanto se estd en el

6ptimo.

Por lo tanto la seclucidén basica factible que minimiza a Z es:
12 16 72 .

—— , 0,0, 0) con el valor de Z = - s

A continuacién presentamos los pasos del método Simplex
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PASOS ALGORITMO DEL METODO SIMPLEX

Supengamos gque para el PPL existe una base de vecteres

candnicos i.e. una solucidn basica factible con la cual comenzar a

operar,

1.-Constirulr la tabla de la matriz aumentada.

2.-51 teodos 1los C (componentes del vector de costes) son
negativos ya se esti en el optimo si no ir al paso 3.
3.-Determinar la columna pivote que es la que tiene la entrada

mas positiva en el renglén de los Cj

4. -Determinar el elemento pivote; que es el elemento de la columna

pivote gque hace menor la razén entre los elementos del vector

b vy los de la celumna pivote.

5.-Con el método de Gauss-Jordan convertir el elemento pivote a 1

y hacer cerocs arriba y abajo de é1.

6.—Volver al paso 2.

Observacidnes: 1) Si en el pasc 3 al elegir los CJ hay dos con el

mismo valor ¥y que son los mas positivos se escoge

el primero gue aparezca.




2} S1 en el pasc 4 hay 2 relaclones mas pequefias

lguales se escoge la primera de ellas.

3) 81 en la columna pivote ne existen valores

positivos, el problema tiene solucién no acotada.

4) De no tener una base con la cual comenzar a

operar se implementa " La primera fase del método Simplex ". La
cual consiste en completar wuna base agregandc variables
) n
*
artificlales, introducir una nuweva funcién objetivo Z = z Xi, se
i=1

realiza lo que se llama "iniclacién" que consiste en tener ceros en
londe estan los costos correspondientes a la variables artificiales
(esto es para obtener al conjunto de vectores candénicos) y resolver

*
el problema de min 2 sujeto a las mismas resiricciones, con el fin

de que las variables agregadas salgan de la base. En donde la

funcién objetivo original se maneja como sl fuera una restriccién
miés. Una vez resuelto el problema se obtiene la base deseada, nos

» .
olvidamos de € y de las variables artificiales.
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A.6 JUSTIFICACION DE LOS PASOS DEL METODO SIMPLEX.

Considere un PPL en su forma general, agregadas m wvarlables

de holgura se obtlene la tabla:

Al A% Al A" v4 b
211 12 1) % 0 b1
a a .. 2 ... a 0 b

21 22 2] 2n 2
ail a12 v aiJ Ces ain 0 bl

a - | ... @& 0 b

mi mz2 ml mn m

--c1 -c2 - —cj B -cn 1 W

Supongamos due Al es la columna plvote y aU es el

elemento plvote, con a!j # D , haciendo 1 en aij y ceros arriba

y abajo de €l se cobliene:

Al G Al A" zZ b
* L ] 0 ' L 0

a, a, - S A b1- aIJ{bifalj)
* ‘ 0 * 0 b (b /

a, a, - ee B o~ aZJ bi alj)
. . .

a a eon 1 -1 G b /a
i1 12 in 1771
. . ' . ) '

a a ... O ... a 0 b-a (b/a )
ml m2 mnn mn mj 1 i}
* - O *

c, c, . e 1 W o+ Cj(bi/alj]
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La variable gque entra a la base es XJ y debe ser igual a bl/alj y

como blz 0 entonces debe cumplirse gue aIJ >0 , esto es que el

elemento plvote debe ser positivo para gque la nueva tabla de una

nueva solucién factible.

Para que ésto suceda se requiere que:

b -a (bi/alj) zQpara x=1,2,...,m

k k]
51 alguna akJ es negativa, no hay problema ya que bk = 0,

b1 =0 vy aiJ = 0. 51 alguna akJ es positiva se requlere que:

bk - akJ (bj/aijJ =0

lo cual es equivalente a decir

b b
k i
—_—
LrJ a
k} ij

Enténces se debe tomar el renglén pivote que haga minima la

relacién b /a .
11y

Asi el nuevo valor de la funcidén objetivo es:

*

W =W+c¢c (bra )
3 LI 3

Deseamos que la funcidén objetivo decrezeca lo mas posible.

bifaLj z 0 se escoge €l valor de la entrada -cj mas

positiva, entonces ésto nos garantiza que:

Como
&

W =W

es decir la funcién cbjetivo siempre decrece.
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Si ninguna de las entradas de la

funcidén objetivo es
positiva, con excepcién de la entrada del extremo derecho (la que

corresponde a Z2) se esta en el optimo.

A.T7 CONDICIORES DE OPTIHALIDAD.

Consideremos a un PPL en su forma general:
Minimizar Z = C° X
Sujetoa AX=Db

con XzZ0ybzo

Donde A es de mxn, m =n , C y X son vectores de nxl y b de mxl

i
Sea A la 1-esima columna de A, entonces lo anterior se
£

puede escribir:

Minimizar Z2=C X + C X +
11 2 2

+ CX
nn
‘Sujeto a A'X + A% + ... + A =D *x X
1 2 n
con X1 z0 1=1, 2, , I

Supongameos que B = [.Bl, Ba,

m
, B ] forman una base para
Rm, como m =

=n entonces B c A; si tomamos cualguier vector

Aj ¢ B, esite se puede expresar como una combinacién lineal de los
vectores de B, l.e.:

A=y B +yY BE+ ...
14 2

1=1
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Sustituyendo A en ** se tiene:

i 2 m 1 2 m
X (Y B+ Y B+ .+ YZIB )+ X (Y B Y B+ ¥ B")

+...+ X (Y gl+ v B2+...+ Yy B") =
n in 2n mn

) 1 X 2
( X1Y11+ X2Y1z +., .4 XnYin) B+ ( X1Y21+ X2Y22 ...+ XnYZH)B
+o..+ (XY + XY +...+ XY B =b

1 m1 1 m2 n m

n

entonces
X1 =XY + ... +XY
B 111 n in
Xz=XY + ... +X¥Y
B 121 n 2n
Am=XY + ... +XY¥Y
1 ml n mn
Ylj
Sea Y = : = [ Al ] entonces A’ = B Y y como B es
) B
Y;J
invertible
vyl = gl

Es decir Yj queda en lugar de AJ cuando la matriz B se hace

unitaria.

La solucién basica asociada a la base B es:

Sea C =(C1,C2, ... ,Cnmn)donde C1 es el costo de X i
B B ‘B B B B

El valor de la funcién objetivo para esia base sera:
-1
Z=CX ==CBB b

Los coeficientes de la funcidn objetivo en el lugar j-ésimo, al

hacer uvnitaria la matriz B, queda de la siguiente forma:
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-C +C1¥Y +C2¥ + ... +CnmY
3 B 1) B 2 B mj

} = + i .
definimos Z‘1 CBIYU + CBZYZ) + CBmYmj de aqui que

z =cyl
J B

La tabla final del Método Simplex queda:

Al A: L Al 1 B’ 'b
B; C 0..0
B Y} 9 1 9. o
B" 00 0..1
Z -C Z -C 00 O
11 3
Ssi A' es la columna i de B entonces C'1 = CBl y al hacer
unitaria a B, tenemos que Y = ej. lo cual implica gque Zj = CﬂeJ =
Iy
) = 0. esto es los coeficientes de la

Ci, luego 2 - C =C1 ~Cji
B J J B B

funcidén objetivo debajo de la base B son ceros.

»

Por otra parte, como Zj = CBYj CBB'lAj. solo hay que

conocer Y = CBB”1 para calcular todos los Zj.

»

Teorema A.7.1: Si 2 - C < 0 para las AJ ¢ B entonces XB es la

solucién 6ptima al PPL. en su forma general.

Teorema A.7.2: Si existe j tal que Z_1 - Cj >0y YIJ =0V i1, con
al menos uno distinto de cero, entonces la funcién a minimizar es

no acotada.

Para la demostracién de estos teoremas consultar referencias

f6]l v [7].
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A.B PROPIEDADES IMPORTANTES PRIMAL-DUAL

En esta seccidn presentamcs los resultadeos mas importantes de

la teoria de Dualidad; los  cuales, dependiendo de las

caracteristicas del problema, pueden ser usados para obtener

me jores soluciones.

Definicién :Dado un PPL en su feorma estandar

4

Max 2 = CX
s.a. AX =D
con X = 0. Se plantea el problema
Min W = b'Y
s.a. A'Y 2 C
Y =z 0. Al primero se le llama problema

Primal y al segundo problema Dual.

Observaciénes: a) El problema Primal tiene m restricciones y n

variables, el problema Dual tiene m variables y n

restricciones.

b} Los elementos del lado derecho del las
restricciones en un problema son iguales a los

coeficientes respectivos de la funcién objetivo

en el otro.

Teorema: Si la restriccién J-ésima del problema Primal, entonces la

variable j-ésima del problema Dual es irrestricta en signo.
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Cualquier solucién factible del problema Primal da un

Teorema:

valor de la funcién objetivo del problema Primal menor o igual al

valor que tirne la funcién objetivo del Dual en cualgquier soluclon

factible de ésta.

Teorema: Gi existe una solucién oOptima del problema Primal,
entonces existe una solucidén éptima del problema Dual y en ambas

scluciones los valores de las respectivas funciones objetivo

coinciden.

Para la demostracién de estos teoremas ver [1].
PRINCIPALES PROPIEDADES PRIMAL-DUAL

Propioedad I .~ En cualquier literacién de la solucién Simplex del
Primal o del Dual, 1la matriz formada por las columnas
correspondietes a las variables no basicas puede ser utilizada para

general los coeficientes de la funcién objetivo correspondietes a

la primera iteracion.

Propiedad II .- En cualquier iteracién, al actualizar el lado

jzquierdo, los coeficientes del la funcién cobjetivo en el Primal

estan dados por la diferencia entre los lados izquierdes y derechos

de las restriccicnes duales correspondientes.



Propiedad II1 .- En cualquler iteracién del Primal o del Dual, los

valores correspondietes de las variables basicas pueden obtenerse

multiplicando la matriz definida en la propledad I por el vector b

original.

Propledad IV.- En cualquier iteracién del Primal o del Dual, los
coeficlentes de las restricciones bajo cualquier variable pueden
obtenerse multiplicando la matriz definida en la propiedad I por el

vector columna que abarca los elementos originales de los

coeficlentes de la restriccion bajo la variable designada.

145



APENDICE B

El programa contempla el método de dos fases, al pasar a la
segunda fase elimina las variables artificiales. Es posible checar
en su corrida, que ninguna varlable artificial quede en la base, de
ser asi; existen dos maneras de atacar este problema: Una es
eliminando la respectiva restriccion y otra es construyendo una
accldén que saque a la varlable artificial de la base y Introdusca

una variable original.

En el programa y en las subrutinas se utilizan las siguieﬁtes

variables :

A : Matriz de los coeficientes tecnolégicos.

AA : Columna de A actualizada.

AC : Matriz de acciones, a éste se le conoce como ETA.

b : Vector b.

C : Matriz del los costos criginales de las dos funclones objetivo.
CN : Vector de costos no basicos actuallizados.

CS8 : Vector de las cotas superiores de las variables.

D : Vector de candidatos para Ak (D1’ D2 y Ds)'

IXB : Vector de indices de las variables basicas.
IXN : Vector de indices de las variables no-bdsicas.
IRP : Indice del renglén plvote.

#IRP1: Indice del renglén donde se calcula D1

IRPZ2: Indice del rengldn donde se calcula D2

JC : Indice de la variable que puede entrar a la base.
KF : Contador para la fase gque se ests trabajando.
MAXPIV : Nimero maximo de pivotajes.
NCN : Namero de columnas de la matriz N.

NNA : Nimero de variables artificiales. DE CIENCIAR 227
NR : Ndmero de restricciones. & Y HATU
NVO : Nimero de variables originales. BLSABER BE WIS HLIOR
Y : Vector solucién del sistema YB = Cg. AR
B.1 PROGRAHMA PRINCIPAL
- PROGRAM SRFPIVAC
C PROGRAMA ’*METODO SIMPLEX REVISADC CON VARIABLES ACOTADAS'

BIBLIOTECA

TAY

~
ihe
PR
b

C DIMENSION A(NR,NTV),AA(NR),C{2,NTV),CN(NTV},AC(NR1,MAXPIV),CS(NTV)

c *,D(3), IXB(NR), IXN(NCN),Y{(NR),b(NR)

DIMENSION A(11,30),AA(11),C(2,30),CN(30),AC(12,40),CS(30),D(3},1XB

*(11), IXN(19),Y(11),b(11)
NR=11

NVO=19

NVA=NR

MAXPIV=40

NTV=NVO+NVA

NCN=NTV-NR

WRITE(*,*)’NCN=',NCN

NR1=NR+1

CALL LEER(A,NR,NTV,b,C,CS, IXB,NVO, IXN, NCN)
NAC=0

KF=1
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|
i
i
!
]
s

e A i e ey

e

Z2=0

po s I=1,NR
5 Z=Z+C(KF, IXB(I))*b(I)
1 WRITE(*,*)'Z=",Z
PASO A)

10 DO 55 J=1,NR
S5 WRITE(*,*)'CIXB(’,IXB(J)," )=",C(KF,IXB(J)})
WRITE(*,*)’NAC' ,NAC
CALL APLICC(AC,NR1,MAXPIV,NTV,NR,C, IXB,NAC,KF,Y)
DO 555 1=1,NR
555 WRITE(*,*)'Y(",I,’)=",Y(I)
WRITE(*,*)'PASO A TERMINADO®

12 CONTINUE
e e e e PASO B)
DO 40 J=1,NCN
PP=0.
DO 50 K=1,NR
50 PP=PP+Y (K)*A(K,ABS{IXN(J)))
CN(ABS(IXN(J)))=PP-C(KF,ABS(IXN(J)))
WRITE(*,*)’CN{’,ABS(IXN(J)),' )=* ,CN(ABS{IXN(J)))
40 CONTINUE
WRITE(*,*)'PASO B TERMINADO’
L e e e PASO C)
CALL MAYOR{CN,NTV, IXN,NCN, JCP, GRANDE, IND)
1IF (GRANDE.LE.0.000001) THEN
-C THEN
o IF(KF.EQ.1) THEN
WRITE(*,*)’ PRIMERA FASE TERMINADA’
Z=0.
KF=2
DO 20 I=1,NR
20 =Z+C(KF, IXB(I))*b(I)
Z1=0,
I=0
DO 14 J=1,NCN
IF(ABS(IXN(J)).LE.NVO) THEN
I=1+1
IXN(T)=IXN(J)
ELSE
ENDIF
14 ' CONTINUE
NCN=NCN-NVA
DO 30 I=1,NCN
S=SG(IXN(I))
IF(S.EQ.~1.) 21=Z1+C(KF,ABS(IXN{I)))*CS{ABS(IXN(I)))
30 CONTINUE
Z=Z+Z1
GOTO 1
ELSE
WRITE(*,*)’! YA SE ESTA EN EL OPTIMO !’
GOTO 500
ENDIF
ELSE
ENDIF
1TAT



WRITE(*,*)’ COLUMNA PIVOTE',JCP,' GRANDE',GRANDE
: S=5G{JCP)
: IF(S.EQ.1.) M=1
IF(S.EQ.~1.) M=2
. "WRITE(*,*)’PASO C TERMINADO’
: o PASO D)
| JC=ABS(JCP)
CALL APLICA(JC,A,NAC, AC,AA, NR,NTV,NR1,MAXPIV)
WRITE(*,*)'PASO D TERMINADOQ’
o e PASO E)
CALL MENCR(A,NR,NTV,b,AA,JC,CS, IXB,D, IRP1, IRP2,CHICO,M)
WRITE(*,*)'D1= ’,D(1)," D2= ',D(2),” D3=',D(3)
CALL CDELTA(D, IRP1, IRP2,DELTA, IRP)
WRITE(*,*)’ PASC E TERMINADO'
! = o o e e e e e e e e e PASO F)
; : IF(M.EQ.1) THEN :
: DO 120 I=1,NR
] 120 b{I)=b(I)-DELTA*AA(I)
: Z=Z-CN(JC)*DELTA
- b(IRP)=DELTA
ELSE
DO 130 I=1,NR
130 b{I)=b(I)+DELTA*AA(I)
Z=Z+CN(JC)*DELTA
: b(IRP}=CS(JC)-DELTA
: ENDIF
: & WRITE(*,*)’PASO F TERMINADO’
e e s PASO G)

IF(IRP.EQ.0) THEN
WRITE(*,*)’NO HAY CAMBIO DE BASE’

WRITE(*,*)’LA VARIABLE',JC,” CAMBIA DE LA REGION’
IF(M.EQ.1) THEN
WRITE(*,*)’ 1 A LA 2
ELSE
WRITE(*,*)’ 2 ALA Y’
ENDIF
IXN(IND)=-1*IXN{IND)
" ELSE
WRITE(*,*) ENTRA LA VARIABLE’,JC
WRITE{*,*)
WRITE(*,*)'Y SALE LA VARIABLE’, IXB(IRP)
ITEMP=IXB{IRP)
IXB(IRP)=JC
IXN(IND)=ITEMP
IF(IRP.EQ. IRP2) THEN
IXN(IND)=-1*IXN{IND)
WRITE(*,*)'Y SE VA A SU COTA SUPERIOR’
ELSE
WRITE(*,*}'Y SE VA A SU COTA INFERIOR’
ENDIF
CALL CONST(AA, NR, IRP, JC,AC,NR1,MAXPIV,NAC)
ENDIF
CALL DAR(A,NR,NTV,b,AA,Z)
WRITE(*,*)’PASO G TERMINADG’
GOTO 10
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500 WRITE(*,")’ SOLUCION’

WRITE(*,*)’ BAS'
DO 11 J=I,NR

11 WRITE(*,*)'X[",IXB(J),"']1=",b(J)
WRITE(*,*)’ NO-BAS’

DO 17 J=1,NCN
S=SG(IXN{J))
ISS=S*IXN(J)
IF(5.EQ.1) THEN

i WRITE(*,*)'X[',ISS,"]=",0
i ELSE _
) WRITE(*,*)'X[',ISS,"']=",C5(ISS)
i ENDIF
: 17 CONTINUE
: WRITE(*,%*)’ CON 2 ="',Z
STOP
END

B.Z SUBRUTINA LEER

Esta subrutina inicializa los valores {con cero) y proporcina los
datos del problema. Con el fin ahorrar espaclo, la mayoria de ellos
estdn agrupados, debiendose presentar en forma vertical apartir de
~ia la columa 8 o en su defecto utilizar la instruccién DATA.

SUBROUTINE LEER(A,NR,NTV,b,C,CS, IXB,NVO, IXN,NCN)
DIMENSION A(NR,NTV), IXB(NR), IXN(NCN},CS(NTV),C(2,NTV},b(NR)
DO 999 I=1,NR '

DO 999 J=1,NTV

999 A(I,J)=0.
DO 888 [=1,2
DO 888 J=1,NTV
888 C(I,J}=0.

DG 224 I=1,NR
224 IXB(I)=I+NCN

DO 223 I=1,NCN
223 IXN(I)=I

A(1,1)=.7 A(2,1)=.054 A(3,1)=.011 A(4,1}=.065 A(5,1)}=3.546
A(1,2}=.573 A(2,2)=.101 A(3,2)=.008 A(4,2)=.141 A(5,2)=3.765
A(1,3)=.476 A(2,3)=.015 A(3,3)=.047 A(4,3)=.394 A(5,3)=3.615
A(1,4)=.452 A(2,4)=.07 A(3,4)=.103 A(4,4)=.117 A(5,4)=2.906
A(1,5)=.49 A(2,5)=.437 A(3,5)=0 A(4,5)=.034 A(5,5)=6.029
A(1,6)=.114 A(2,6)=.02 A(3,6)=.028 A(4,6)=.819 A(5,6)=3.864
A(1,7)=.112 A(2,7)=.033 A(3,7)=.025 A(4,7)=.807 A(5,7)=3.973
A(1,8)=.082 A(2,8)=.005 A(3,8)=.004 A(4,8)=.903 A(5,8)=3.985
A(1,9)}=.007 A(2,9)=.002 A(3,9)=.002 A(4,9)=.988 A(5,9)=3.998

D et A
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A(8,1)=0.

A(6,1)=.0495 A(7,1)=.0288 A(9,1)=-.0207
A(6,2)=.0068 A(7,2)=.0123 A(8,2)=0.  A(9,2)=.0055
A(6,3)=.013 A(7.3)=.007 A(8,3)=0.  A(9,3)=-.006
A(6.8)=.0731 A(7,4)=.0156 A(8,4)=0.  A(9,4)=-.0575
A(6,5)=.0019 A(7,5)=.0076 A(8,5)=.0305 A(9,5)=.0057
A(6.6)=.001 A(7,6)=.0033 A(8,6)=0.  A(9,6)=.0023
A(6,7)=.0003 A(7,7)=.003 A(8,7)=0.  A(9,7)=.0027
A(6,8)=.0002 A(7,8)=.0012 A(8,8)=0.  A(9,8)=.0001
A(6,9)=0 A(7,9)=0 A(8.9)=0.  A(9,9)=0.
A(10,1)=.0005  A(11,1)=1.075
A(10,2)=-.0141  A(11,2)=2.
A(10,3)=.0011  A(11,3)=1.098
A(10,4)=.0465  A(11,4)=1.428
A(10,5)=-.011  A(11,5)=3.846
A(10,6)=-.0046  A(11,6)=1.123
A(10,7)=-.0048  A(11,7)=1.123
A(10,8)=-.0018  A(11,8)=1.123
A(10,9)=0. A(11,9)=1.098 .
DO 124 J=1,10
124 A(J,J+9)=1.
DO 121 J=1,11
121 A(J, J#NVO)=1.
_ £S(20)=.31 b(1)=.31
CS(1)=.4429 S0 03 cS(21)=.07 b(2)=.07
CS(2)=.4549 Co(12)= 0 CS(22)=.05 b(3)=.05
€S(3)=.6513 o ote1s  CS(20)=.81618 b(4)=.81618
CS(4)=.4855 iy 1o0s  CS(24)=4.9805 b(5)=4.9805
CS(5)=.1602 (15 03 CS(25)=.04 b(6)=.04
CS(6)=.8079 o oo CS(26)=.025 b(7)=.025
CS(7)=.8079 (1) ooa7  CS(27)=.006 b(8)=.006
CS(8)=.8079 i o CS(28)=0 b(9)=0
CS(9)=.8261 U9 bags  CS(29)=0 b(10)=0
’ CS(30)=.9078 b(11)=.9078
DO 444 J=1,NR
144 C(1, J+NVO)=1.
DO 127 J=1,9
127 c(2,0)=1.
CONTINUE
RETURN
END

sistema: YB =

B.3 SUBRUTINA APLICC

Esta subrutina aplica las acciones por la izquierda, que se hayan
construido hasta el momento, al vector CB, es decir; resuelve el

SUBROUTINE APLICC{AC,NR1,MAXPIV,NTV,NR,C, IXB,NAC,KF,Y).

DIMENSION AC(NR1,MAXPIV),C(2,NTV), IXB(NR},Y(NR}
DO 20 J=1,NR

20 Y(J)=C(KF,IXB(J})
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DO 35 J=NAC,1,-1
: 1=AC(1,J)
f H=Y(I)
' D=AC(1+1,J)

F=H*D

PP=0.

DO 30 K=1,NR

IF(K.NE. 1) PP=PP+Y(K)*AC(X+1,J)
30 CONTINUE
35 Y(I)=F-D*PP

RETURN

END

it 4

B.4 SUBRUTINA MAYOR

El trabajo de esta subrutina es extraer el indice de la variable

que corresponde a M = max{beg}, extrae M, asl como la regién de

donde se extrajo. Para saber en que regidén se encuentra cada
variable, se toma en cuenta su signo, esto es; si la variable esta
en su cota superior el signo del indice es negative, de cambiar

regién se le cambia de signo.

SUBROUTINE MAYOR (CN, NTV, IXN, NCN, JCP, GRANDE, IND)
- DIMENSION CN(NTV), IXN(NCN)
B S=SG(IXN(1))
GRANDE=CN (ABS(IXN(1))}*S
JCP=IXN(1)
IND=1
DO 111 I=2,NCN
S=SG(IXN(I))
SS=CN(ABS(IXN(I}))*S
IF(SS.GT.GRANDE) THEN
GRANDE=5S
JCP=IXN(I)
IND=1I
. ELSE
ENDIF
111 CONTINUE
S=5SG(IXN(1})
GRANDE=GRANDE*S
RETURN
END

B.5 SUBRUTINA APLICA
Esta subrutina actualiza la columna pivote, aplicandole las acciones
por la derecha, es decir resuelve el sistema BY = Aj. El resultado
Sse da en AA. :
SUBROUTINE APLICA(JC,A,NAC,AC,AA,NBR,NTV,NR1,MAYPIV)
DIMENSION A(NR,NTV), AC(NR1,MAXPIV), AA[NR)

DO 70 I=1,NR
70 AA{I}=A(T1,JC)
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DO 80 J=1,NAC
1=AC(1,J)

| C=AA(1)

i D=AC(I+1,J)

i F=D*C

' AA(T)=F

g DO 80 K=1,NR
! IF(K.NE.1) AA(K)=AA(K)-F*AC(K+1,J)

85 CONTINUE

RETURN
END

B.6 SUBRUTINA MENOR

Esta subrutina calcula D1' D2 y D3 ,asl come en indice del

renglén en donde se encontrd, en caso de que alguna de ellas sea
infinita se indicara asignandole el valor de -1. Consta de 4partes
pricipales, en donde en cada una-estd un cicle para detectar algun
cociente positivo o negativo segin sea el caso. No se incluye la
opcién de solucién no acctada, por ser Imposible que ésta se

presente.

SUBROUTINE MENOR{A,NR,NTV,b,AA,JC,CS, IXB,D, IRP1, IRP2,CHICO,M)
DIMENSION A(NR,NTV),AA(NR),D(3),CS(NTV),IXB(NR),b(NR)

i 43 IRP1=0
: IRP2=0
; D(1)=-1.0
: D(2)=-1.0
: D(3)=CS(JC)
] IF(M.EQ.1) THEN
j DO 112 I=1,NR
; IF(AA(I).GT.0) THEN
] CHICO=b(I)}/AA(I)
! D(1)=CHICO
! IRP1=1
g EISE
i ’ ENDIF
i 112 CONTINUE
? DO 113 I=1,NR
IF(AA(I).CGT.0) THEN
C=b(I)/AA(I1)
IF(C.LT.D{1)) THEN .
D(1)=C
IRP1=I
ELSE
ENDIF
ELSE
ENDIF
113 CONTINUE
/ DO 114 I=1,NR
IF(AA(I).LT.0) THEN-
CHICO=(CS(IXB(I))-b(I1)}/(~1%AA(1))
D(2)=CHICO
IRP2=]
ELSE
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ENDIF
114 CONT INUE
DO 115 I=1,KR

IF(AA(I).LT.0} THEN
C={CS(IXB(I})-b(I)}/(-1*AA(I})

IF(C.LT.D{2)) THEN

D(2)=C
IRPZ2=I
ELSE
ENDIF
ELSE.
ENDIF
115 CONTINUE
ELSE

DO 116 I=1,NR’
IF(AA(I).LT.0) THEN
CHICO=b(I)/{-1*AA(1))

D(1)=CHICO
IRP1=I
; ELSE
ENDIF
116 CONTINUE
DO 117 I=1,NR

IF(AA(T).LT.0) THEN
C=b(1)/(-1*AA(I))

IF(C.LT.D(1)) THEN

!

) D(1)=C
IRP1=1

ELSE
ENDIF
ELSE
ENDIF
117 CONTINUE
Dd 118 I=1,NR

IF(AA(I).GT.0) THEN
CHICO=(CS(IXB(I))-b{I))/AA(I)

D{2)=CHICO
IRP2=]
ELSE
ENDIF
118 CONTINUE

Do 119 I=1,NR
IF(AA(I).GT.0) THEN
C=(CS(IXB(I))-b(I))/AA(I)
IF(C.LT.DP(2)} THEN

D(2)=C
IRP2=1
ELSE
ENDIF
ELSE
ENDIF
119 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END
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B.7 SUBRUTINA CDELTA

Con esta subrutina se escoge el valor de Ak, se sabe de donde

proviene (DI, D o Da)' Utiliza el hechc de que no se presenta el

caso de que Dly D2 sean infinitos a la vez.

SUBROUTINE CDELTA(D, IRP1, IRPZ, DELTA, IRP)
DIMENSION D(3)

P=D(1)*D(2)

IF(P.GE.0) THEN

c s BIBLIOET:‘EQA

DE CIENCIAS 2" JTAS

YRATU..LL5

IF(D(1).LE.D(2)) THEN :
C THEN EL SABER BE MIS FLIOS
DELT A=D( 1 ) RARA ME GRANDEZA
WRITE(*,*)'D1 < D2’
IRP=IRP1
FLSE
DELTA=D(2)
WRITE(*,*)'D2 < D1”
IRP=]RP2
ENDIF
ELSE
IF(D(1).GE.C.) THEN
DELTA=D(1)
WRITE(*,*)’'D1 < D2’
IRP=1IRP1
ELSE
DELTA=D(2)
WRITE(*,*)}'D2 < D1’
IRP=IRPZ
ENDIF
ENDIF

IF(DELTA.LT.D(3)) THEN
WRITE(*,*)’ (D1 O D2) < D3

ELSE
DELTA=D(3)
WRITE(*,*)'D3 < (D1 0 D2)’
IRP=0
ENDIF
RETURN
END

B.8 SUBRUTINA CONST

Esta subrutina construye la accion correspondiente, para lo cual
necesita la columna pivote actualizada.



SUBROUTINE CONST(AA,NR, IRP, JC, AC,NR1,MAXPIV,NAC)
DIMENSION AA(NR),AC(NR1,MAXPIV)
NAC=NAC+1
AC(1,NAC)=IRP
DO 300 I=1,NR
IF(I.EQ.IRP) THEN
AC(I+1,NAC)=1/AA(IRP)

ELSE
AC(I+1,NAC)=AA(I)
ENDIF
300 CONTINUE
RETURN
END

B.9 CORRIDA DEL. PROGRAMA

Por ultimo presentamos la corrida del programa anterior, con
modificaciones en la informacidn gue proporciona en cadg iteracién.
Se van indicando los indices de las variables que van entrando y
saliendo de la base. En caso de no haber cambio de base, se indica
a que regién cambia la variable; si cambia a la regién 1, esto
indica que se va a su cota inferior y si cambia a la regién 2,

indica que se va a su cota superior.
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ENTRA 5 SALE 28 VA
ENTRA 4 SALE 29 VA
ENTRA 19 SALE 21 VA
ENTRA 18 SALE 19 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 8 SALE 30 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 21 SALE 27 VA
ENTRA 17 SALE 5 VA
ENTRA 19 SALE 18 VA
ENTRA 27 SALE 17 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 13  SALE 23 VA
ENTRA 1 SALE 4 VA
ENTRA 18 SALE 21 VA
ENTRA 11  SALE 20 VA
ENTRA 14 SALE 24 VA
ENTRA 15 SALE 25 VA
NO HAY CAMBIO DE BASE LA
ENTRA 4 SALE 19 VA
ENTRA 10 SALE 26 VA
ENTRA 16 SALE 10 VA
ENTRA 3 SALE 16 VA
ENTRA 26 SALE 22 VA
ENTRA, 5 SALE 14 VA
. ENTRA” 6 SALE 26 VA
ENTRA 19 SALE 4 VA
ENTRA 10 SALE 3 VA
ENTRA 7 SALE 27 VA
PRIMERA FASE TERMINADA
ENTRA 17 SALE 6 VA
ENTRA 12 SALE 8 VA
! YA SE ESTA EN EL OPTIMO
SOLUCION
BAS
X[ 11]= .021898
X[ 19]= .001939
X[ 17]= .004690
X{ 13]= .518189
X[ 5]= .042951
X[ 151= .023227
X[ 10]= .016221
X[ 18]= .005773
X[ 7]= .340454
Xf 1]= .335146
X[ 12]= -037802
NO-BAS
X[ 4]= O
A 23= 0O
X[ 16]= .014000
X{ 9]= o0
X{ 8]= 0O
X[ 3]= 0O
X[ 14]=2.180500
X 6]= O
CoM Z = 7.185506E-001

A SU COTA
A SU COTA
A 50U COTaA
A SU COTA
VARIABLE

A 5SU COTaA
VARIABLE

A SU COTA
A SU COTa
A SU COTA
A SU COTA
VARIABLE

VARIABLE

A SU COTaA
A 5U COTA
A SU COTA
A SU COTA
A S5U COTaA
A

o R T S
[4s]
c

Stop - Program terminated.

INFERIOR
SUPERIOR
INFERIOR
INFERIOR
29 CAMBIA DE
INFERIOR
11 CAMBIA DE
SUPERIOR
INFERIOR
INFERIOR
SUPERIOR
10 CAMBIA DE
12 CAMBIA DE
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERICR
INFERIOR
INFERIOR
le CAMBIA DE
INFERIOR
INFERIOR
INFERIOR
SUPERIOR
INFERIOR
SUPERIOR
INFERIOR
INFERIOR
INFERTIOR
INFERIOR

INFERICR
INFERIOR
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LA REGION

LA REGION
LA REGION

1A REGION

-
3=

b

2

a)



£1]

[2]

(3]

[4]

[5]

[6]
[7]

(8]

[9]
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