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1.ssa de patztSticaa y	 EtE-E..	 crecen cuan q c	 nc.	 se itilican terninqs

tenl-an	 sentidd concrenc sa-a. El	 alun n o y zuancz no le la7

.-/nr1".UHItEL:	 jt	
L2L-07-JE*iOL•±.	 JL-1,117E.fl	 E

JE ------
	  -	 cuando se sborda un

.-me por' veZ	 primera, tiene el inconveniente
. de	 pus el lengua je que

raeulta socz domcrensible	 los alumnos porque	 perece

nin a 1.-=	 y E;,..,_.EriETZIE 	 11_15	 EllÇOS	 tienen,	 dicho

tnH c 	 -	 ner•:4n.n.-rfn.	 estunisnte ya que	 ,a-1

.i.neetro por	 ic oeneral	
comunica• resultados mstemáticos Ion

-mpstraziones muy. elaborader-

En base o. los aruu-e	 a“teiurmeni.e expue—i...-,	 en este

-abajo, se decidió usar el método intuitivo, como 	 consecuencia no

dan demostraciones	 ni	 definiciones	
Creo	 que	 una

a	 nivel	 intuitivo	 de	 un	 trama	
previa , a	 una

	 1-ación formal ayuda	 e la comprensión del Mismo.

Respaldan la importancia 	 del uso	 del	 método	
intuitivo

fPrentes autores. As	 WW. Sawyer dice	 el tipo
	 de libro

ni-Pma-prueha-teorema-prueba'explico en un sentido	 limitado	 las

temáticas al estudiante.	 El teorema 1,	 a l	 menos es seguido por la

deba del teorema 1, lo cual puede arrojar al guna	 luz	 sobre la

rma en que actúa el 	 teorema 1.	 Pero mucho quedó aún oculto. • ¿Cómo

cictió el escritor que el	 teorema 1	 debería	 ir	 primerb? ¿Cómo

i d i ó qué teoremas incluir y cuáles omitir? ¿Qué está tratando 
de

ter el libro?	 ileoaron	 a ser descubiertos

emes'? rué debe hacer el estudiante	 el	 6..sa	 descubrir otros

premse por .i • mi emo2 f También dice 'hay	 al menos	 cuatro etapa.

;!-E4. dominar un resultadu -e.--et1Lu

nn'han antiand P r y-ver claramente I n flu r-	 establece

el re‘stitod p . N O es suficiente memorizar cierte,s

palabre a. .	 flphipe.	 lo • que	 el	 resultado
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mu„t,7 cus rzte

	 	 = _=n	 r	 ,•

e;<pEriEMCL=_:. en

=Ph17-r 77 ;Je pUBPES hace r con e

	

uedes tsner aplieaelenes eq la	 ciencia

simplemente	 enndue	 a	 ntro.=	 reeultados

anh e r= =ante= de la ma emát ic a n gra. Debes saber

cuáles son éstos.

resultado,

htlya.	 tambien opina sobre el método intuitivo y d i c e

los . profespres . de matemáticas de todos lo e	grados puede

	

sumarse en esta exclamación ¡Enseñemos intuy endo!	 El matemático

	

NiSt! ikev afirma "=.1 deseo de estudiar teoría 	 (la	 que un

	

*udiante percibe- por primera vez, comenzando por 	 conocer los

=ment e= v e l 1 =nnuaje formal, estropea a mi modo de ver,	 muchos

os matemáticos", coincide el matemático M. Kline 	 que dice "en

primera discusión del cálculo. ee más apropiado	 utilizar el

	el enfocue riguroso porque ! una	 presentación

d ifícil' de entender y oscurece el i entendimiento".r'CSa Fe

Ademáe d e “tili e= r el metodo intuitivo, aqu` se usan elementos

cálculo de una variable y de geometría analítica en el	 estudio

eilculo de varias Variables porqúe muchos de los 	 problemas que

abordan se	 eden reducir a problemas del cálculo de una

able, e=ta red ge e in ee importante porque el cálculo d e una
j able,- es	 una temática donde el estudiante 	 tiene	 cierta

liaridad.	 • uso del cálculo de una variable	 = geometria

ilL1,_e en el estudio del cálculo de varias variables también es

ortants porque ayuua a dar imágenes geométricas	 de conceptos,

ue pe rmite poder predecir resultados sin necesidad de hacer

algebraicos y porque, en mi ooinión, permite un

so más natural a un estudin rt l‘ e evan7=dn H4=1

oque



El tercer aspecto	 que se le da importancia en este trabajo

e5 a la motivación de las def i ri r ion=s a través	 pro,Jlemes. Hacer

en rl===, pe rmite que el alumno tenga 	 reic erenciales concretes

los CD“;-=1-.., conduce en muchos casos a descubrir técnica=

=re resolver problema,,	 a entender porqué se incluyen ciertas

ondici ones en I ;,--a definiciones, informa al estudiante en qué

roblemas se pueden aplicar los conceptos	 y da	 oportunidad para

onvencer que: las definiciones no se	 construyen	 de	 manera

rbitraria �

	

Este trabado contiene cinco capítulo= y rí os apéndice= .	 1

trata cuestione= de geometría, éstas se pueden

lasific ar en tres grupos: a) un listado d= p roblemas d= álgebra

in=a1 y geometría analítica que serán de utilidad en el desarrollo

los si guientes capitulo=, este material se considera

ra el curso, idor,lo que no e desarrolla en este -Jrabajo; b) 	 una

-opuesta de graficacidn de superficies, en dicha propuesta se hace

	

r que puches de las g-áficas que son tratadas en lo = cursos	 de

lculo	 varias variables se 'pueden generar por medio 	 de

vimientos de rotación o traslación de curvas y/o contracciones del

pacio hacia los planos coordenados; c) un conjunto de conceptos

e permitirán reducir algunos problemas del cálculo de varias

	

riables a problemas de cálculo da una variable. El material 	 de

	

capítulo facilitará la comprensión del cálculo'a través de	 la

ometría.

El segundo capítulo se desarrolla a partir de cinco tipos 	 de
r

oblemas los cuales son resueltos . usando argumentos intuitivos,

lculo de 'una variable y geometría analítica. Es importante

calcar que lo anterior se utiliza tanto para motivar	 las

f iniciones de los principales conceptos como para encontrar	 las

cnicas que permiten la solución de los mencionados problemas.

Los problemas sobre razén de cambio y rectas tangentes a	 una

citie dan lugar a los conceptos de derivada parcial y derivada

sto

ra

te

rVa

reccional se reducen a problemas de cálculo de una variable; lo

smo sucede con los problemas sobre cálculos aproximados que dan



El co teptc: de plano tan:tente se estudia a partir del mismo pu=

ostuRie en g=u;ile4.r1e y del	 de recta tanoente a una curva. .En 	 el

endice 1 se hace una discusión más 	 sobre éste.

El concepto de gradiente es presentado en base 	 a	 un problema

pecia l sobre razones de cambio.

! e reolá de la cadena se enuncia _pero 	 no se	 demuestra,	 en-
rtud de ou= se	 necesitan	 más antecedentes matemáticos v	 má=s

urez mat=mátire por parte de los que se inician en el estudio riel

iculo de varia= variable =_; sin embaroo, 	 se dan argumentos fi=;(-^e

geométricos para convencer de su validez en el caso z = f(x,y),

= q(t), y = h(t).	 Se	 utiliza para resolver algunos problemas

i pcionados con funciones 	 R
e en R v también =n	 problemas	 de

imitación.

Finálmente,	 las	 secciones	 de	 máximos	 y	 mínimos	 y

ltipliradores de Ladrange se abordan a partir de problemas 	 de

timización.

El tercer capítulo consta de tres secciones. En las primeras

s se estudian las funciones de R en R n para n =	 en el contexto

1 movimiento curvilíneo pero se estudia más el movimiento en 	 el

-no por considerar que es más sencilla su geometría. Aqui se usan

ementos de cálculo de una variable, geometría analítica 	 y

umentos intuitivos tanto para ju=stificar porque es razonable	 que

(t)'r=presente la velocidad de una partícula cuando la posición de

misma está dada por r(t) cómo para resolver algunos problemas

re movimiento; sirven de ayuda para resolverlos, 	 los conceptos de

leraci-dn normal y tangencial.

En la última sección del capitulo se dan	 algunos	 ejemplos	 de-

c iones de Rn en	 para n,m = 2,3 y son útiles en el estudio 	 de

bremas de flujos, en el estudio del teorema 	 de cambio	 de
iables, etc.



temes del cuarto, capitulo ee estudian e partir d= prctimmaa

vc luma7mas, arcas u = r Ersiones olans, meses de reciones piares,

ren 4nfl==  	 prctiers de StreC11071	 tacional.

con	 =	 _ b lema_.dB volüm mnea.	 areas	 mases	 de reQZoTtee.

as se motiva el conc epto de	 a_ doble

par	 justiTicar	 técnica

permite su evaluar:1On. -rimero se plantean emas Hond= ==

crordena dr cartesianoy = continuación se =bordan

nos donde se ejemplifica oue me mea conveni ent e	el empleo del

tema coordenado cildndrico r ua e l rertm= i = no. Aqui, los protlemas

rpnrriRn,t-dc. cilíndricas te rerhicen
	 lms en coordenadas

tesianas.

Los problemas	 de masas de	 regiones	 sólidas	 atracción

	

acional son 1 medio para abordar el 	 concepto de	 integral

Se prsentan diversos tipos de	 problemas en	 donde es

saric elegir el sistema coordenado más eficaz. Para Justificar

técnicas que conducen a la solución de los problemas propuestos

ecurre al - cálculo de una variable y a la geometría analítica.

El tratamiento de las integrales dobles (triples) que 	 aquí se

de antecedente parael estudio del	 teorema	 de cambio de

able para integrales dobles (triples)	 y r=rmite valorar la

za unificadora de dicho teorema.

En el capítulo cinco se expone una introducción al estudio de

temas: integral	 de línea e	 integral	 u _rd= superficie. Estos

-eptos son' centrales en áreas de la física Corno en	 la mecánica de

os, e l 	electromagnetismo, etc. pero	 aquí sólo trataremos

os problemas sencillos de oeometría y física. Así, como primera

introdurimns el concepto de integral de linea del tipo fc f

se motiva por medio de problemas de áreas y se 	 hace	 ver que

l arias.

s integrales ses	 pueden calcular por	 medio	 de integrales
i

Luego por medio de un problema de hallar el trabajo que

za una tuerza 4 se introduc en inteorales dR, l a forma Stt H=.

.•-= de ejemplos se hace notar que Lf(x,y)ds = f_cf(x,y)ds pero
a	 .- é •..	 -/-	 mh-nInli=mA.q de	 mecánica



En 1.= -seaunda pafltia s	 estudA Ci	 CWICIEDtC	 OE ihtec r al	 Ce.

,Prficie rp tívánqp ic por- medio de dn :7bIETE	 7-5.11EX IS MEEa

=perdicia y a=i 	  ihteorsiss ce la	 E-M.E.

TrIE ablo se trstah sLpsrlicíssE 	 ce aE	-cm=	 o =

= ki (z,r)	 = hy.1). PoPtPrihrm,Phte ce ostu ,f iah	 lcc intPgreisP

'huherfi ri,= d‘-- la forme	 previamente motivad= phr Mar--io

un problema-.	 de hallar el flujoa	 t-s ves ce una superficie.

In f lu yó en la elección de los temas y problemas 	 que apuí	 se

tuen	 como cara Pi método S2cQLIOO CO. el tratamiento de	 lo=

=nc.= lo siguiente:

Prog ramas de calculo	 de varias	 varadas	 t1P,

instituciones del Estado O P Sonora..

Una coleccidn de PNámPn ,P -P TiarhiPIP= y plobsies que presentaron

los alumnos ove cursaron cálculo de varias variables en varía=

í nstitucionea del Esta rín na Ronnra.

M=h FP n es v textos de cálculo de varíes variables más usadas 	 en

el Estado.

Una colección de eí<ámenes Globales 	 sobre	 cálculo de varias

variables aplicados en algunas	 universidades de . los Estados
7r.

Unidos.

La experiencia como profesor ce matemáticas	 durante alrededor

15 anos en los niveles mediosuperior y superior.

La experiencia como asesor de matemáticas por más de 6 anos 	 de

la Licenciatura en Ensenanza de las	 Matemáicas	 del Programa

Nacional	 de Formación	 y Actualización de	 Profesores	 de

Matemáticas.

Los elementos que sobre la ensenanza de las 	 matemáticas	 he

adquirido como estudiante de	 una Maestr í a	 en	 Ciencias con

-=7 P-h il 4 adad en Matemática Educativa.

pr.

¿ Cuius for a New Centurv a	 tñiLp, not a fiLter/Mathemattcat

soc iattón of America. Ig8S.
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Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta

Ctanto en R2 como en R3D sabiendo que pasa por un

punto P y es paralela a un vector a.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta

Ctanto en R2 como en RaD dados dos puntos P y Q por

donde pasa.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta en R2

que pasa por un punto P y es perpendicular a un

vector n.

Hallar la ecuación de un plano, sabiendo que pasa por

un punto P y es perpendicular a un vector n.

g)	 Hallar la ecuación de un plano sabiendo 	 que pasa
.por un punto P y es paralelo a dos vectores 4a y b.

11)

	

	 Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta

definida por dos planos .

i)	 Hallar la distancia de un punto a una recta en R3.

•

jp

	

	 Hallar la ecuación de una esfera,dados su centro y su

radio .

k)

	

	 Se conoce el centro, el radio y un punto M de una

esfera E. Hallar la ecuación del plano tangente a la

esfera E en el punto M.

ID

	

	 Hallar la ecuación del lugar geoniétrico de los puntos

que equidistan del plano z=-p y del punto

FCO30,p)Cp>OD.

•m..)

	

	 Hallar la ecuación • del lugar geométrico de los puntos

cuya suma de las distancias a los puntos C-c,O,O) y

Cc,0,0) es igual a 2a Ca>c>0).

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos

cuya diferencia de sus distancias a los puntos

CO,c,O) y CO 3 -c,0) sea igual a 2aCc>a>0).

Graficar en R2 y en Ra una curva dadas sus ecuaciones

paramátricas. 	 -

PD Graficar en R
3 ecuaciones de primer y segundo grado



CURVAS DE NIVEL

Dada una función z = fCx,y) se pueden plantear los

siguientes problemas, uno inverso del otro: dado un punto

ca,b), hallar el valor de z que le corresponde y dado un valor

de z, digamos k, hallar el conjunto de puntos Cx,y) a los

cuales les corresponde el valor z = k. Nos interesa por ahora

el segundo de estos problemas.

Consideremos la función z = 2x + y. ¿Cuáles son los puntos

del plano xy a los cuales les corresponde el valor z = 2?. Es

claro que son los puntoS Ca,b) que satisfacen la ecuación

2x+y=2. Al conjunto de puntos del plano xy a los cuales les

corresponde el valor z igual a 2 se le llama curva de nivel :de

valor 2 de z = 2x + y y por geometría analítica sabemos que

forman una recta. Más generalmente, al conjunto de puntos del

plano xy a los cuales les corresponde el valor de z = k, donde

k es un número real, se le llama curva de nivel de valor k de
z- = 2x + y. También en este caso la curva de nivel de valor k

de z = 2x + y es una recta. En la figura 1 se muestran las

gráficas de algunas curvas de nivel de z = 2x + y.



Consideremos la función z = x2 + y2. Al conjunto de puntos
del plano a los cuales les corresponde el valor k se le llama

curva de nivel de valor k de z 	 x2 + y2 . Si k < O, no hay

puntos que satisfagan x2 + yz = k; si k = O, hay sólo un punto
que satisface x2 + y2 = O, éste es el CO,O) y si k > O, los

puntos de la circunferencia con centro en CO,O) y radio 71-1- son
los que satisfacen x2 + y2 = k.

Más generalmente, consideremos una función z = fCx,y) y un

número real k, al conjunto de puntos del plano xy a los cuales

la función z = fCx,yD les asocia el número k se llama curva de

nivel de valor k de z = f¿x,yD. Así en el caso de z = 2x + y,

las curvas de nivel son rectas paralelas de pendiente -2 y en

el caso de z = xz + y2 las curvas de nivel son circunferencias
concéntricas con centro en CO,O) y radio fi' si k > O, un punto
si k = O y el conjunto vacío si k < O.

El concepto de curva de nivel es útil cuando se desea dar

una representación geométrica de una función z = fCx,y) o

cuando se desea resolver 	 problemas de optimización, sin

embargo, en este capítulo se utilizará como una herramienta que

nos ayude a bosquejar las gráficas de algunas superficies. En

particular, veremos que se puede tener una idea de la gráfica

de una función z = fCx,y) si el conjunto de curvas de nivel de
dicha función	 son rectas paralelas o círculos concéntricos.

También es útil el concepto de curva de nivel para descubrir

que algunas superficies son de una misma clase, es decir nos

ayuda a clasificar algunas superficies como paraboloides

'hiperbólicos, paraboloides elípticos, etc.

ECUACION DE LA SECCION EN LA DIRECCION <a,b> EN UN PUNTO P DE

LA SUPERFICIE z = fCx,y) CON RESPECTO A UN SISTEMA COORDENADO

CARTESIANO BIDIMENSIONAL

-nbemos por geometría analítica que en un sistema de

coordenadas	 cartesianas	 tridimensional x2 + y2 + zz = 49
representa la esfera E con centro en CO,O,O) y radio r = 7 Cver



mitad de la esfera E, que es aquella formada por los puntos de

la esfera E cuya tercera coordenada z es mayor o igual que cero

Cver figura 3D. También sabemos que si bien en un sistema de

Figura 2 Figura 3

coordenadas cartesianas bidimensional y = 2x representa una

recta Cver figura 4D en un sistema de coordenadas cartesianas

tridimensional y = 2x representa un plano perpendicular al pla-

no coordenado xy. En la figura 5 se muestra una parte de dicho
plano.

111111/1111111x



mitad de la

la esfera E

Cver figura

esfera E, que es aquella formada por los puntos de

cuya tercera coordenada z es mayor o igual que cero

3). También sabemos que si bien en un sistema de

Figura 2 Figura 3

coordenadas cartesianas bidimensional y = 2x representa una

recta Cver figura 4) en un sistema de coordenadas cartesianas

tridimensional y = 2x representa un plano perpendicular al pla-

no coordenada xy. En la figura 5 se muestra una parte de dicho

plano.
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Consideremos en un sistema coordenado xyz la curva    

C: {

z=1:19
y=2x

semiesfera

2	 2
X - y que resulta de la intersección de la

z = y49 - x2 - y2 con el plano y = 2x Cfigura 6D y

encontremos la ecuación de la curva C con respecto al sistema

de ejes t - zm definido de la siguiente manera: que el eje

sea igual al eje z, que el eje t sea la linea que resulta de la

intersección del plano y = 2x con el plano coordenado xy, donde

hemos tomado como su dirección positiva la dirección del vector

<1,2>, que el origen del eje t sea CO,O,O) y que esté numerado

a la misma escala que el eje z * Cver figura 7D.

Figura 6
	

Figura 7

Para hallar la ecuación de C con respecto al sistema de ejes

t - z* tenemos que relacionar los puntos del plano xy con los

puntos del eje t. Como al punto de coordenada 1 del eje t se le

asocia con la parejaLl 		  2 ) , podemos decir que al punto
5 1,--ff 

con coordenada t del	 eje	 t se le asocia con el punto

cx,y) _ r t , 2t ] del plano xy Cver figura 8D	 De aquí que
5 /-9"



Figural8
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( at  ) 2

y/1se pueda escribir z =	 49	 y---g	 y como z=z* ,) - FI i
podemos concluir que la ecuación de la curva C en el sistema de

ejes t - z* es z* = 1/4 9 - t 2 .

Llamamos sección de una superficie z = fCx,y) a la curva que

resulta de la intersección de la superficie z = fCx,y) con

{z =	 ,algún plano perpendicular al plano xy. Sea C: bx -
fCx y)
ay = c una

sección de la superficie z = fCx,y). Supongamos que pasa por

PCxo ,yo ,zo)	 donde zo
 = fCxo , yo

D	 y bxo - ayo
 = c y que está

referida al sistema de ejes t - z* que se define a continuación:

el eje z es la recta {X=Xo y el eje t es la recta	 bx-ay=cw Y'Yo	
z = O ;

 •
se escoge como origen para ambos ejes al punto (x , y ,O)- seo	 o	 '
numeran con la misma	 escala	 con que	 se numeran	 los	 ejes

coordenados x,y,z; se	 elige la dirección del vector <0,0,1>

como la dirección positiva 	 del eje z* y la dirección del

vector <a,b,0>como la dirección positiva del eje t. A tal

curva C	 la	 llamaremos	 SECCION EN LA DIRECCION <a,b>

EN EL PUNTO PCxy	 DE	 LA SUPERFICIE z = fCx,y). Asío	 o

149 -
2 es la ecuación de la sección en la dirección

'D\



podemos seguir pasos análogos a los dados en 	 el problema

anterior para concluir que 	 la ecuación de la sección en la

dirección <a,b> en el punto PCx , y D de la superficie z=fCx,yDo	 o

está dada por z = f
[x

o 
+ 	 at 

42 + bz 
	 y + 	
	  o	 ir Ya + b2

ANGULO DE INCLINACION, PENDIENTE Y GRÁFICA DEL PLANO z=ax+by+c

En caso de que a = b = O la ecuación z = ax + by + c se

reduce a z = c : se sabe por geometría analítica que z = c

representa un plano que pisa por CO,O,c) y que es paralelo al

plano xy Cmuchos estudiantes al principio del curso creen que

la gráfica de z = c no es un plano sino un punto : el CO30,cDD.

	

Consideremos el caso en que a2	+ b2 > O. Es muy común

graficar un plano de la forma z = ax + by + c de la siguiente

manera: se hallan los puntos de intersección de los ejes

coordenados con z = ax + by + c, luego se unen los tres puntos

por medio de segmentos de recta y el triángulo que se obtiene

resulta ser la gráfica de z = ax + by + c. 	 Así, la gráfica de

z = -3x - 4y + 12 se muestra en la figura g.



Desde luego este procedimiento no funciona si se trata de

grafi car z = ax + by.

Ço. puede obtener información adicional sobre 	 el plano

z = ax + by + c y por lo tanto tener una mejor idea del mismo,

si encontramos el ángulo agudo que forma dicho plano con el

plano xy. Resolvamos, pues, el siguiente problema: Hallar el

ángulo agudo que forman el plano z = 2x + y y el plano xy.

Solución: Dibujemos las curvas de nivel de z = 2x + y. En la

figura 1 se han dibujado algunas curvas de nivel de z = 2x + y.

A partir de las gráficas de las curvas de nivel podemos

concluir que el vector <2,1> es perpendicular a dichas curvas

de nivel y apunta en la dirección en la que crece z. Con

esta información podemos hacer la gráfica del plano z = 2x + y

"visto como una rampa" y por lo tanto, hallar el ángulo que

estamos buscando. Para lograrlo, podemos hallar la ecuación de

la sección en la dirección <2,1> en el punto PCO,O) de z=2x+y.

Note que son iguales todas las ecuaciones de las secciones en

la dirección <2,1> en P Cx ,yo) de z = 2x + y si Cx ,y D eso	 o o
cualquier punto de la curva de nivel de valor cero. Dicha

ecuación es z* = YrI t. La gráfica de la sección en un plano
t - z* nos dice cómo se vería el plano o "rampa" visto "de

perfil". CVer figura 10).



A partir de la ecuación z = f t podemos concluir que el

ángulo agudo que forma el plano z = 2x + Sr con el plano xy es

igual a arctanYff 1-2 65°54'.

El mismo resultado se obtiene si se escogen los planos

z = -2x + y, z = 2x - y, z = -2x - y, es decir, el ángulo

agudo que forman tales planos con el plano xy es

A = arctanYI _.-9 65°64'.

Se puede demostrar, en general, que si el plano tiene por

ecuación a z = ax + by, forma con el plano xy un ángulo agudo

e = arc tan za + b2 . Es claro que los planos z = ax + by

y z = ax + by + c forman el mismo ángulo agudo con el plano xy.

Lo anterior nos permite saber que el plano z = 2x + 3y está

menos "empinado" que el plano z = 3x - 4y y a la vez más

empinado que z = x + y.

En geometría analítica plana se puede decir que las rectas

= Sx, y = -5x forman el mismo ángulo agudo e con la recta

y = O y. que el valor absoluto del coeficiente de la x de

cualesquiera de estas dos rectas nos da el valor de tane.

La discusión dada arriba sobre el ángulo agudo que forman

los planos xy y z = ax + by + c ayuda a decir que los planos

z = 5x, z = -5y, z = 4x + 3y, z = -2x - 4y y en general

z = ax + by + c, con a 2 + b2 = 25 forman el mismo ángulo agudo

con el plano xy Cen realidad hay un número infinito de

planos no paralelos entre si que forman un ángulo agudo de

medida e con el plano xy mientras que en el caso de las
rectas y = 5x y y = -5x, cualquier otra recta que forme un

ángulo agudo de medida e con la recta y = O seria paralela a

alguna de ellas dos). También aquí sucede que el valor

absoluto del vector que se forma con los coeficientes de la

x y la y de cualesquiera de los planos nos da el valor de la

tangente del ángulo e. Esto motiva decir que la pendiente de

z = 4x + 2y es <4, 3> y que el ángulo agudo que forma

z = 4x + 3y con el plano xy es igual, a arc tan l<4,3>1.



Mas generalmente, se llamará ángulo de inclinación del plano

z = ax + by + c al ángulo agudo que determinan los planos

z = ax + by + c y plano xy, que como ya se sabe es igual a

arc tan la z + bz y al vector <a,b> que se forma con los

coeficientes de la x y la y Cen este orden) se llamará

pendiente del plano z = ax + by + c.

GRÁFICAS DE ALGUNAS SUPERFICIES

a) Gráfica de superficies de la forma z = fCax+by+c) donde

f:02-4[1?

Los conceptos de curva de nivel de una función z = fCx,y) y

de sección de una superficie son herramientas importantes para

poder bosquejar las gráficas de funciones como z = fax + by + c,

z	 lax + by + cl, z = logCax + by + c), z = senCax + by + c),

Veamos un ejemplo. Bosquejemos la gráfica de z = I4x+3y-121.

La primera observación importante para lograr lo que se quiere,

es notar que el conjunto de curvas de nivel de z = 14x+3y-121

son lineas rectas paralelas CVer figura 11D. '



El	 hecho de que el conjunto de curvas de nivel de

z = I4x + 3y - 121 sean rectas paralelas de pendiente -4/3,

sugiere que TODAS las secciones en la 	 dirección	 <4,3> en

cualquier punto P de la curva de nivel de valor	 cero de

z = 14x + 3y - 121 sean IGUALES Y esto es efectivamente así

porque la ecuación de la sección en la dirección <4,3> en un
4	 3punto PCx. , y0D de z = I4x +3y -121 es z=14Cx0 +fftD+3Cyo+gt p -121

= 14x0+3y. - 12 + 5tI y	 si PCx y) es un punto 	 en lao
curva de nivel	 cero entonces la ecuación de la sección se

reduce a zm = 15tI porque 4x0 + 3y0 - 12 = O. Esto significa

que	 desde	 cierta	 perspectiva,	 la gráfica	 de la

superficie se vería como lo muestra la gráfica en la figura 12

y por lo tanto un bosquejo para z = 14x + 3y - 121 es	 como lo

muestra la figura 13.

Figura 12
	

Figura 13

En general, puesto que 	 todas las curvas de nivel de

z=fCax+by+c) donde f es una función de IR en IR forman un con-

junto de rectas paralelas, se puede demostrar que todas las

secciones en la dirección <a,b> en cada punto P de la recta ax

ax+by+c=0 de la función z = fCax+by+cD son iguales y ésta es

=CfV/a2+b2 tD, de aqui que sea posible bosquejar la gráfica

de z = fCax + by + c) usando el mismo mét.ndn



por último comentaremos que así como en geometría analítica

plana
operaciones", se considera la gráfica de y = x2 , como el
"cuadrado de la recta y = x", la gráfica de y = lx - 51 como el

"valor absoluto de la recta y = x-6", etc. así, es posible

2 como el "cuadradoconsiderar la gráfica de z = C4x + 3y - 12)

cuando se estudia el método de graficación "por

del plano z = 4x + 3y - 12", la gráfica de z = 14x+3y-121 como

"el valor absolUto del plano z = 4x + 3y - 12", etc.

b) Gráfica de una superficie de revolución

De nuevo los conceptos de sección y curva 	 de nivel son

herramientas básicas para poder bosquejar las gráficas de
z z

como z = x2 4- y
2

, z = logCxz 
+ y

z
) ,	 z = e

-Cx	 D

=+ y2 ,etcYX2

Veamos un ejemplo. Bosquejemos la gráfica de z = Tx z + yz .

L.4-primera observación importante para lograr lo que se quiere

es notar que el conjunto de curvas de nivel de z = 2 + y2
son circunferencias concéntricas con centro en CO30). CVer

figura 14).

funciones



=IX2 -1-Y,El hecho de que el conjunto de curvas de nivel de z

sean circunferencias concéntricas con centro en CO,O) sugiere

1:c2 + y2 se obtiene como la superficie quegráfica de zla

•
se 15D alrededorgenera al girar la curVa x=0

fz= IYI Cver figura

Figura 15 Figura 16

con

que TODAS las

punto CO,O) de z = lxz	
2

es as! poque la

a y b

secciones en cualquier dirección <a,b> en el

ecuación de la sección en la dirección <a,b>

reales	 tales que a2 + b2 O es

Y sean IGUALES. Y esto efectivamente

Esto significa que231=
.13.

2
+b2 2 +b2

» a	 tr+{ b	 = t2 =

del eje z Cver figura 16).

En general, puesto que todas las curvas de nivel de una

superficie de revolución con el eje z como eje de revolución,

forman un conjunto de circunferencias concéntricas con centro

en el origen, se puede demostrar que todas las secciones en la
dirección <a,b> en el punto PCO,O) de las superficies de la
forma z = fCx2 y2) con f:IR —4 IR, son iguales y ésta es

z le=fCtD, de aqui que sea posible bosquejar la gráfica de
z=fCx2+y2D usando el mismo método que se usó para bosquejar la

/-



c) Gráfica de superficies de la forma z = f(x) + gCy)

Estas superficies se pueden bosquejar, pensando que la

superficie z = fCxD + gCy) es generada por el movimiento de la

curva
(z=fCx)+gCyD
Y=0	

, que se mantiene siempre en un plano

perpendicul ar al eje y sin cambiar de dirección y que resbala

por la curva {x=0	 Así, se pueden bosquejar lasz=fCx.)-1-gCy)

gráficas de z=l+xz+y, z=yz-x2 ,	 z=seny+x2 , etc. Por ejemplo la

gráfica de z = rá-	-
1 xz está bosquejada en la figura 17.

Figura 17

d) Gráfica de una superficie que se obtiene a partir de otra
por medio de una contracción uniforme del espacio

En geometría analítica plana se resuelve el siguiente

problema: dada la circunferencia xZ+y = 1, hallar el lugar

geométrico formado por los puntos medios de los segmentos con
PY"ramr.c...



1;! x

Figura 18

en la circunferencia.	 CVer figura 18). Problemas similares

también se resuelven en geometría analítica del espacio. Con

respecto a estos problemas D. Kletenik en su libro Problemas

de Geometría Analítica.	 Editorial MIR. págs. 216-217 escribe:'

Consideremos ahora una transformación del espacio, /Lambida
dilatación uniforme Co contracción uniforme).

Tomemos un plano arbitrario e indiquémoslo con la Letra a.

Sea q un número positivo. Supongamos que M es un punto
arbitrario dé/ espacio, situado fuera del plano a, y quees
La base de La perpendicular bajada del punto M al plano a.



2	 2
y .4_ Z =

bz c2
se pikede obtener a partir de una

revolución mediante una contracción. Asi

Traslademos el punto H. por La recta Mhto a una nueva posición

de manera que se verifique la igualdad HoM' = qC11
o
11D y que

el punto. en la nueva posición, esté al. mismo Lado del plano a

en que se encontraba antes (figura 19 D. Hagamos lo mismo con

todos los puntos del esparto situados fuera del plano a; Los

puntos situados en el plano a los dejamos en su sitio. De este

modo. todos los puntos deL espacio, menos los que están situa-

dos en el plano a, cambian de posición; La distancia de cada

punto aL planoa se altera en una cantidad de veces determi-

nada, que es común para todos los puntos. EL traslado de_ los

puntos del espacio,

contracción

efectuado de /a manera descrita se 4./ama

a Co dilatación); el númerouniforme hacia eL plano

q es el coeficiente de contracción Co dilatación.).

Supongamos que se ha dado una superficie F: los puntos que

la componen se trasladan, como resultado de La contracción, y

en sus nuevas posiciones forman una superficie F'.	 Diremos que

la superficie F'	 se ha obtenido de La superficie F como

resultado de	 una	 contracción	 Co dilatación.) uniforme del

espacio. Resulta que muchas superficies de segundo orden Ctodas

menos eL parabaloide hiperbólico) se pueden obtener de las

superficies	 de	 revolución	 mediante	 una	 contracción

uniforme del espacio".

Podemos	 utilizar lo anterior para	 demostrar que el

elipsoide	 +
x2

2a

superficie	 de

xz	 z
z+	 +	 = 1 es una superficie de revolución,2a	 bz
	 . ia

hagamos ahora una contracción del' espacio hacia el plano

xy con x=x', y = y'	 = 
a— z' de donde resultay z c

Y
,z a 2+	 z'

b 	 cz

1

a
= 1 es decir

2	 ,2x'	 Y
az	 b2

z

c z

Lo anterior permite bosquejar la gráfica del elipsoide,

primero bosquejando la gráfica de la superficie de

revolución y después la superficie que resulta después de la

transformación Cver figuras 20 y 21).



Figura 20
	

Figura 21

De igual manera el poder bosquejar las superficies de

revolución z = a2
X
2 +aZy2 , z= 7 l

2x2+a2y2 permite bosquejar

las superficies z = a2 x2 + b2y2 , z = it a2x2 + b2y2 que se

btienen de los anteriores después de una contracción.

Es claro que en algunos casos no se puede identificar

rápidamente el tipo de superficie que se quiera graficar y se

necesite	 hacer un trabajo previo como lo muestran los

siguientes ejemplos:

i)	 Se desea graficar z = xy. Al graficar sus curvas de

nivel se identifica por geometría analítica plana que

estos se pueden obtener a partir de las curvas de

nivel de z = 1r Cx2-y2D después de una rotación de

ejes, esto significa que bosquejar la gráfica de z=xy

se reduce a bosquejar la gráfica de una superficie de

la forma z= fCx) + gCyD.

ii)	 El saber que y2
+2

2 = x2 es una superficie de

revolución Cun cono con eje en el eje x) ayuda a

identificar a z = VC2 - y2 como la mitad de un cono

y esto a la vez ayuda a saber que z = V(xy también

es una mitad de un cono.

i11	 Z = x2 + 2xy + y2 se puede bosquejar porque z=Cx+y)



KAFIC-44 DE UNA FUNCION i:1--7 DONDE : ES UN EJE NUMERICO
SOBRE UNA RECTA EN EL ESFACI(1;

los
valores d= I= funciones en subconjt_Inros es peciales del eepapic:

Ja ter
Y	 •

.:..	 haberse	 al lado	 sil, oi ts y	 c)t	 unicaoes	 Pe oi=tancia	 del.. .>4.„..: - . . 	 .
-••>")1Y:punto	 (4 - I 7)	 don-l= partir sabiendo que se está moviendo en

..	 ,
- . • . . . - -	 . .

,h	 la	 dil-ección-J-...4,	 12, 717›.1 •	 .:-. r7. - • • • . , . • . • , • • • • :,	 •,7,7,-,,,	 •	 ..,	 in	 ±
)	 •• 111

7, 1„,.... • s-.=	 sabe	 .-:= el vector ,-...nr,	 r- 5 7.--.? i en= maonit q d	 1	 y	 que
.--.	 ...* 

4-y	 ,	
4	 12.:	 :71271711a • Ounra	 del vector	 <4,	 -1, 5> ±	 <,;± 	 = h.	 •• 

:11" • - •-: '11 1) : • • • 	 _	 1.2,-	 ..„5	 •	 ,	 131• •	 inicial. en el	 origen, está sobre el	 punto que está A1	 '	 .,--•„-' r	 r

7	 :

:4.	 .

»	 •

y	 :
••••••••tcqn punto inicial 	 en	 el orioen, está	 en	 el	 punto que dista a 5
. 	.-.

).	
•• unidade= del ( 4,-1, 77) y	 sobre l a	 recta	 donde se	 mueve	 si

7	 •

.in secto;	 por último el vector t<f..*	 , 177	 , in.,-	 tiene t
rIr	 :

h.	 :-...•

: - . 1/hidade= de ma lonitqd y	 por lo	 tanto la	 ,punta del vector
á	 In4.-17) +

_L„:,	 1	 77	 !	 T.7"-	a -..	
,=0--	 =1	 ngnto	 33c=	 =eencuentra =1	 1=-=ctn des== d= hab=r== alado t unid-a.3e= 	 d =. 	.dis tancia del	 punto (4.-1	 7'1Ln anterior si rve oara	 concluir

qu e la solHción al p roblema p lanteado es:

	

4	 1 T	 _,a)	 7(4 ± r=,	 -1 + P=,3 +

t.i,	 ió	 1.:,

BIBLIOTECA
DECENCUSEXACTAS

YNATURALES

T(4 ±

con	 punto

una unidad
117Hde distancia del punto (4, -1,3) 

y =obre la recta donde se
nueve el insecto. Como el vertor 4	 125 	 tene13 -	 13

magnitud 5. entonces la p unta de l vector A 12 7,
<4,-1 

7(4 -". 
= 36

1 7") 
= 4

EL SABER DE lag 111/0s
IYARA NO GRANDEZA



•
tu	 ti

1 1

I
ii

t i

I

I	 I	 •

(ti

id
Li

11%ip	 11
ts-

1 .1

111	 "".n 	 Al r	 ti
O	 17.1	 • I•	 tu	 . 1->	 1	 njtu

u.)	 ,
1;1

II:.

c,1 iTt

1.	 O	 17(	 o

di	 til	
O'	 1:	 111	 11	 si(i4	 -o	 ni	 in	 1	 1	 Él:o	 E	 10 	 lb	 I..	 r• 1	 Id	 1/1	 1..1'	 01	 01	 :1C.1..	 iii	 -1 )	 01	 10a	 0	 1::,

	

t...	 di	 :'.7..:	 ti	 di

a	 -ti	
:	 I:	 . 1-4N	 ...	 11	 ..	 ni	 111	 01	 11	 N.--1	 i l'i	 C.:	 ,... I	 r-i	 1 -'	 1	 U	 la- 1 .	 0.1	 Id	 c	 id	 •,•1

10	 11)	 111	 +N	 ' O	 /1.1	 li	 A )	 -1	 0	 N.r)	
Iii	 ..,	 II	 'O	 (U	 n... id4.L.

	 (11
N	 -.1--.	 .11	 di	 di	 ti	 '...:	 di	 C.	 1":1

1 ti	 •	 U	 -diII-	 ni

ni	 ni	 C
_.i_.i .41ti)

E	 di
'Ti	 0.1

Ci

ai

Iii

:..	 1::	 I::	 01	 0	 >,	 '1:11 •. 4	 11:1di	 di	 •O	 I.	 ar	 - 1 .:.	 . .	 El	 al	 Edi	 (.1	 IP	 w,	 ii	 II	
el	 o	 ,.....----...,

tú	 ni....	 •	 ID•
t....	 N

ii	 al	 u

idi	 d

1.11t•ij	 1,1	 1.11
(Ti	 .C1	 11	 inIii	 tu

.4 .5	 1.	 111	 111	 1//11/	
0.1	 4-i

LII	 1)	
.0

1.111	 "I '	 "" •	 "11;1	 T:41

111	 • n•••

U

fi
o

N

N

O
Fi

1/4)-
N

U L
+ 01

el
L) 111
+

111
ni

">. L

(-1
7.1

1.'1

44

ni
0.

o

ti) .

	

E

rl	 11/	 0L11	 0	 al	 al	 ni
•

(ji	 7	 ..C.I	 di	 'O	 'o	 •iii	 3	 al"O	 I_	 ,	 O	
1,3..1	 1)

1,11	 "fi	 o	 it	 o	 ,:,	 .1). i..	 'o	 e	

i.-.)

4z
c	 9	 Lb	 11

O

U1	 'I

E	 0	
LE:.	 it.:J1	 11711_	 'o	 Itii:	 irldi

ni	 w	 li	 1:1;	
O

a	 fli	 ni	 u	 lb	 rz	 c.:

1:133	 'ti	 (11 . 	Cl	 (5	
U

I	 •P	 a

C).	 ,i.	 O 	 il(:31	 oU	 0_1
U

	

,	
di

:i	 IIn)	 U
wII	 o..	 r, rl 	 ,	 ti

Lb	 ul	 di	 li i	 O'1)

r	
1

ri	 . (1.11	 'CV: 	1.9.:	 GO	 Cl	
01	 O	 O

	

O	 Oni	 01	 :1	 0	 Ti
iiii	 U	 O	 la o

 1-1	 li

	

10	 9 	U :1	 5.	 ..Ciii	 0	 c	 niO	 e-IVI

	

o	 111
di

1.11	 --i

	

ID	 tu	 ii.liiii	

.	

(fi	 '1_
', u	 O	 >it	 I.

1_1

	

4.11	 >,	 111	 )111

,lOf.1	 ti)	 Oni11.	 4:	 a

iii	 1.1	 I.-	 al	 el.11	 .45.::	 	 N	 ill
di 10

al

,

	

'al	 tfi	 U1	 'o
Pi
	 tal	 al	 tr.14;

	 -ti
	 >,	 II

	

0.	 0

	

1	 ...4

	

ID	 .-•

	

..--1	 Id	 111	 a	
111-.71	 :>,	 11.

	

r .i	 c
z	 d/

	

,	 'O	 Cii

	

ai	 111	 0

	

La	 'o	 :301	 di	 >-,	 o0.1	 1.	 11

	

O	 E	 a 1 x	
U

CL

	

1:4	 111

	

1:11	
1	 j7Cilli: 	 iiitli1;	 41.111	 11	

11	 :.	 , •-1

11

	

-111)	 :1::::i	
ar

. 11.:1	 aliii

Zi	 E	 ri

L

	

lb	 (1.1;/	 0.1	 f:::i	 >	 a l	.;	 ricil..:1111

17.:	 O
:1	

r:

r11-17111 	 . i	 i n

	

., 4	 :j

U

_ 	 O	 eh	 a
,--1	 'C1	 III	 di	 /.11	

4 4

'1. 

11	 1/1
/Ir	 I	 r	 I)	 111	 t :

(.1

4	 1

O
N

111	 I 111

>f
g..	 9 -	 "Z:1	 11.1	 al	 ir.i	 dlt7:11	 .	 11	 ti	 dis.	 11.1	 di	 di	 In	 w	 t i)	 fi./	 o	 0j	 r,	 ,r)	 ,-1	 173	 ...1iii	 ..--,	 1, ;1 , 	-1	 1-.1	 N	 .p	 4 :-	 ..._.,	 .1+...

:Ti(A. 	 11
c-,	 i:	 -I '	 rei	

,..I

	

111	 0	 Ot.	

.	 1..	 .4-i	
O	

:: 	 .T.i	 0.	 U	 0	 FJ.	 U1	 r.1	 IT)

..,

‘:.:J	 I...1	 ,1	 I :i	 Ei	 1:,	
11.1	 di	 id	 •-•	 11	

di .	 • .-I	 11	 si	 . J..,	 o	 diNli	 - 	 -	 1 . ..1	 I_
tli	 i -	

di	 10	 id	 :-.5	 1.:1	 1.,̂ 	 O	 u	 . .-i	 m- .	 rrj	 O	 ti	 I,	 >	 iii. 	 E	 iii.	 -0	 'U	 ei
u 	LIal	 O	 all	 1. (1	 1)..	 1-!..	 ril	 P-1	 -1	 io .	 rt 	

Ti	 ' ,I	 c	 ..I-'	,--1	 ri	 (11	 0

	

,v,	 t.)	
ni	 .1.1 •	 •	 .• • 1-- C17,:i i.	 u ...	 .1 y	 •	 ..	 ni	 u	 O	 -w	 ID	 z	 •	 ....n 	 Ti	 fu	

I.?C 	 x1	 :	 .•	 .	 1.1	 11	 •- •	 .	 •	 •••	 (11	 .	 10. .	 E •	 :	 iii.! • • :	 I-••••• . 19 ri, •-•12n ••,i''••:. 	 -->•	 • ••:. 	 C - • ". ...	 '	 • • •-:..---	 Z ••'••••••'•	 .C...	 IV .	 .
1--) .	 . . 1.7.1	 n - ..0	 E 	 Ti	 E	 t.	 • -:.	 7	

n..1	 u	id . 	 	 .111.
.. •	 . • • •	 • •	 a. ...•	 ....	 O ' . i.	 11/ •	 .. ,•	 ti]ti].	 0	 .	 1.

ti	

'l• 7],.....!•,::1.:,•5	 ‘i",.:••••i•-•-••'•:-::1:E•i':•••:'•••• •• iti-Stii•-::1.114••••:::,!;:liP•:•••••,:•,/,!•-..;,,,,,,Ç,..-i514-.1.-	 .-..›..,--,Ilit,-,,,..ar,,x;:lir,4:,,,,,-:,..%,',9::4,(Ti,::,,v4ii:"E....:::,14.u,,I.:ti., 	 ..... ,:-.;..i.,,:in,,,/::r41:..w*...,''',..al 	 9,1<1„.:-4..,,.Q..,,..:	 ..- or.,..:
ca.. •	 ....

- ikitp„,..1v,„,,,J1 
.,,;4(1' ..:...	 ((f11\1111.01....1:114'	 . 11.1(.(141.119110	 7 12 1 '	 >4

11.411111.1141115:14;01t1.17(1411,.*4111111114.114. 9111'.:



.v.

	

:5.:tscen:	 12

Jjt.tn td 	 de	 n1,2:	
-Y	 -	 eSt

	

dE	 = CC-

llama  con Junto de nivel de valor k de w = 2x -4- ly -
•

.jclero que el conjunto	 de nivel	 de valor k 	 2x 4- 2y -E	 =
T esenta un plano p era c=da valor de

•

ri.:-:	 -	-	 -	 '	 - .	 2	 2	 2t T onsideremos ahora	 la	 tunción w = x --1- y 4- o . A,:-.•. con:unto
n•	 - 

se	 llama	 conjuT to	 je n,e1 te	 VEO-	 k be ,.. =	 x2„2-4,1-2.-,,•" • •	 •	 - 	 ,	 ..	 _	 2	 ,	 2 	 2

. k	 los puntos de	 la eStErS con centro en	 4.0.	 D. 0) y

	

2	 2	 2

Más	 oená, ,a144i',=, da:a	 una tuno-I r-1n w	 =	 y,	 z) un
ro real	 al conJuntr de ountos :bel	 espacio a los cuales

---

--501T22.obrresponde el valor	 = K == afama	 CONJUNTO DE NIVEL DE

4».En el caso de la función	 w = 2x 4- 2y + z, los conjuntos de
ivel	 son planos paralelos,	 tfldor, ri erbend'cu l ar=s al vector

012', 2, i>	 v	 d wen	 el	 caso	 e la	 función=x +	 .y -1-,-: •	 los

	

2 2	 2

r-Wconjuntos  de nivel d=7 -va1nr k son	 esfera= conc4ntricas con** _
centro en	 (0,0,0) y radio 1-7 , si k >0:

,., 1 conjunto	 vacío si k	 <	 C.

tá-•rl concert n de con junto de nivel de valor c se oued= de:ni:-

	

::7MI'L'en General	 para	 una	 ,--_—_,-.	 . 	 de	 7:" fl en EF--:: como el
—-- 	-	 .,7	 ':-..--;.=-= E : e"	 -	 X.	 =

. 	 _n tales
_

un punto si k =
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.	 t;	 7 =	 = 1-
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mí irnos	 de jfle funcion de O:Ce VerieZIZe

	

1,	 ..:,	 Ceptit'-110 ce d isruten nbs=rv=ndo el siou-iente
liji713.4-:

	

4	 k
el calcuic de una variable -\.? la	 geometría

analítica tanto para motivar las definiciones	 que e....

	

(::, 	 :---9J.,.. 	 invozucran en los pikobtemas de este capitulo como paraWYT-

	

: 	 encontrar Las fecnicas	 necesarias que permitan la'..). 	,.	 ,	 ..SOL UC10fl ("re Los mi,smos.

	

:	 n ,,,,J.,----

En	 este	 capítulo les de finiciones de	 1ns conceptos	 más

	

:	 ,h ortantea_ rgoi ralr,11,	 -fe funciones de Rfl 8 R (n	 = 2,3) == motivan

	

„i	 ytt. ir de :-'chic aun= en 
Inc textos tradicionales	 19eral se	

conceptos	 y
 _ _-	 _-	 .	 _ 	 las def iniciones de los

Plaés se pl antean pohl=ds donde =e involucran dichos conceptos.

	

,...;	 ;2PPObleMee sobre razón He cambio y rectas tangentes a una curva

	

.--	 ii--::-.-dan l u p a , 	 =	 lne rnn c sotin s de derivada parcial	 y den vade.

	

l'	 rl

7i..ilccion -I'L 0-;=,	 -er-1.—.-.,-, -,=.-, --o` . lemA,	 LIR ca lculc Ce	 Une	 var ials;	 lo- .51110-suc== -.-- ir, nrr_hl=ma= =9 ,5 -s c'--lculos aproximados OVE dan-1,

	

..10' al	 rCinC!=nt0	 d,=-- H17:=rencial. El concept° de	 piano	 tRnnr,t,r.,	 Se

-.'
-1?59 1 e 7 : rtir H.-=, ice	 c rincptos.	 de le p eom=tria analítica dzz i



.susi ón más cuidadosa sobre el concepto de plano tangente. También

util iza la geometría analítica del espacio y el cálculo de una

viable en la discusión de la definición y las propiedades del

to de gradiente. La regla de la cadena se enuncia pero no se
conceP
demuestra, aunque se dan argumentos físicos y geométricos para

dz
ustificar cómo hallar dt en caso de que z = fCx,yD, x = gCtD y

- hCtD. La regla de la cadena se utiliza para calcular la derivada

el diferencial y el gradiente de una función de R 3 en R.direccional,
También se utilila para hallar una relación entre las superficies de

nivel y el gradiente de una función de R
a en R.

estudian dos métodos para resolver problemas de

optimización. El primer método se obtiene con ayuda del cálculo de

una variable y de la regla de la cadena y nos permite determinar la

naturaleza de los puntos críticos de una función de Rz en R. El

segundo , llamado método de los multiplicadores de Lagrange > se

motiva con ayuda de la geometría analítica, el concepto de gradiente

y los conceptos de curva y superficie de nivel.	 1

1. FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES

Si bien las funciones que se estudian en el cálculo de una

variable son útiles para modelar muchos fenómenos, ellas no son

suficientes para representar todos los fenómenos que el hombre trata

de estudiar. Veamos algunos ejemplos de situaciones donde los

modelos matemáticos que se tienen que considerar son funciones que

se salen del campo del cálculo de una variable.

ap. En geometría elemental aprendimos que la fórmula para el área

de un rectángulo es el producto de la base x y la altura y,

esto es A = xy. El área A por lo tanto depende de dos

cantidades y si una de ellas o las dos varían_ A también

varía. La variable A es una función de dos variables x, y.

Notemos que x, y pueden variar sin depender el valor que tome

una del valor que tome la otra, esto es, no importa qué valor

asignemos a x, podemos asignarles a y cualquier otro valor, de

aquí que x, y sean variables independientes y A sea variable



B

IP

I y
xX

A
D

pendient e. Si queremos estudiar el comportamiento del área A

las dimensiones del rectángulo varían, debemos tratar a

una función de ambas variables.

por

'dimensiones x, y, es V = xyz. El valor de V depende del

valor que le asignemos a x, y, z. Si queremos estudiar el

comportamiento del volumen V cuando las dimensiones de la

caja varían, debemos tratar a V como una función de las tres

variables x, y, z.

Suponga que tenemos una lámina de metal tan delgada que podemos

representar l a como un rectángulo. Sea ABCD Cfigura- 22) este

rectángulo . Si aplicamos calor al lado AB, el calor se

transmitirá a lo largo de la placa. Si deseamos estudiar la

temperatura T en algún , punto P de la lámina, podemos

Y

Figura 22

ecificar, la posición de P introduciento coordenadas x, y por

tanto la temperatura T dependerá de x, y pero también variará

el tiempo t. Asi T es una función de tres variables
'dependientes x, y, t.

Existen muchos otros problemas en la geometria, en la física y
general en la ciencia que se modelan por medio de funciones de

de una variable y que se pueden atacar gracias a la teoría que

ha construido a costa de querer resolverlos.

Guando

A como

Sabemos geometria elemental que el volumen de una caja de
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DERIVADAS PARCIALES

	

,..	 .,.1,
'kj,,» -. • •'144o problema importante que se resuelva en el curso	 da	 cálculo

	

3	 hliyariaule es caca una función y = f()	 ha-liar 1a razón	 de

	

.,.•	 -..,19.•

	

'.,•	 :,,Ial•da y con respecto = x. En	 al n3= ri=	 les	 funcion= de	 do=	 oIvariables 
e--1 

pueden Considerar .../ric." razonesd'-=

	 cambio:,:'.anteli.

	

1 .	 ,
ASi. 

en 0.variablelculo de un= variable se plantean	 problema=	 como
-,

Pri i ante. Un in secto se mueve por un al ambra rect o y de loado. En

	

l'i.	 9.f".,-:1'..:•
V114 introducido un sistema coordanado :=:e- le ha aplicado	 calorilanbre y se sabe que en el punto x 	 la temperatura es	 T(...bü=e—x2.Illar: la v=1 - - 2 -ia d con cue'erece o uect-,--, la	 temperatura que

	

.Ç.	 is.,,,.... . , . : • : . 	 •

1.1e .,,,,e1 in =acto cuado esta en	 la Posición	 = 1	 y se m	 uueve nnn nei  

	

1 .	 :, T,iabativ=.

ti,ec de	 unidad lineal por secundo en la dirección a)	 Positiva

-,..uh.•.,obl.m- -„,....,  	
ucre una	 f unción da

	

de rez,'..n de cambio donde se 	 invol.1..ariablaa'as al	 a ip uiente:?.	 1
. 
.,1,.E, 

Un insecto Se un= p laca de metal tan deican= Qua

	

.	 ,	 pueda

	

l	 ....
	 considerada como un	 rec tnculo	 En; el se	 haintrnnlucidn un sistema nnornanado c-7 e,	 le aplica calcra	 l=

.!". 	..-•	 : l zin= y se sabe que en	 el	 p unto Cx)	 IR	 tampar=tura	 esde T (x,y)	 = 149 - 2- V2 . Hallar la	 velocidad	 con	 Que

	

.	 .

crece o decrece la temperatura que actúa sobra el insecto

	

»,	 1:

cuando asta ocupa la posición	 (2,3),	 =i recorre une unidad1 ineal nnr	 aár. " -m- -- --



direcci ón <0,-1>;	 e) la dirección	 <3,4>; fD la cur

y = x2 - 1, tomando valores crecientes de x; g) la cur

y = x3 - 5, tomando valores decrecientes de x Cfigura 25

Figur a 25

Un problema de razón de cambio donde se involucre una funci

tres variables es el siguiente:

En una región por donde se mueve un insecto, se ha intr'

ducido un sistema coordenado tridimensional y se sabe q

la temperatura T en cada punto PC x,y,zD es TC x y, z)
x2 +y2 +Z 2-25 . Hallar la velocidad con que crece o decrel

la temperatura que actúa sobre el insecto cuando és-

'posiciónocupa la   	 C 4, -1 , 3D si recorre  una unidad linea

por segundo y se mueve siguiendo a) la dirección <1,0,0:

b) la dirección < 0,1 0> ; c) la dirección <0 , 0 , 1 > ; d) .

dirección' <4 ,12 , 3> ; e) siguiendo la curva x = t + •

y = t 2 + 1, z = ta + 3, tomando valores crecientes de t.

Al revisar los' problemas que se acaban de plantear vemos que

bien en el caso del movimiento a través de un alambre es posib:
acercarse a x = 1 por	 dos distintas direcciones, en el caso dE
movimiento a través de la lámina de metal y en el caso dE

movimiento en el espacio es posible acercarse a un punto P de mucha

de

C 2)

formas diferentes y no necesariamente siguiendo un cami 1

rectilí neo.



	

esta sección estamos interesados en 	 resolver problemas de

cambio donde se	 involucran funciones	 de dos o tres

considerarán sólo las direcciones positivas de los

En cálculo de una variable además de	 resolver problemas de

	

cines de cambio también se resuelve el	 problema de hallar la

ción de la recta tangente a la curva y = fCXJ en un punto P de

e. En cálculo de varias variables además de resolver problemas de

	

'enes de cambio también se resuelve el	 problema de hallar la

ñ'criente de la	 recta tangente a una sección de	 una superficie

cx , y), aunque en esta sección sólo trabajaremos con secciones en

5 direcciones <1,0> y <0,1> de funciones z = fCx,yD.

Resolvamos pues, los problemas CID y C2) y trabajemoS sólo con

s' direcciones	 positivas	 de los ejes,	 los	 demás casos se

Onsider arán en otras secciones.

Solución al	 problema CID a). Que el insecto se mueva en la

	

t reolxón <1,0> y pase por C2,3) significa 	 que se	 mueva por los

juntos del plano xy de la forma Cx,3D. Si pensamos qUe , en el tiempo

= O el insecto está en el punto CO 3 3D entonces en el tiempo T=t

	

estará en el punto Ct,3) y por lo tanto 	 en el	 tiempo Tw=t la

temperatura T que actúa sobre el insecto será TCt) = 149 - t 2 - 9

- t 2 . Esto	 significa que la velocidad con 	 que varia la

temperatura en el tiempo t = 2 es

	

dtlt=2	 3-	 Procediendo de
dT	 1

1igual manera encontramos que la solución para C1D bD es - .

Más generalmente, si se considera el punto Cx , y) en lugar de
o

C2,3), siguiendo pasos similares, encontramos que la solución para
-x	 -y

C1DaD 	 o	 oes	 y para CID b)

i/I4	 29 - x - y 2

o	 o
2

	

— X	
2

 — y

	

o 	 o

Solución al problema C2)a). Que el insecto se mueva en la
dirección <1,0,0> y pase por el punto C4,-1,3) significa que se está
moviendo por los puntos del espacio de la forma Cx,-1,3). Si
Pensamos que en el tiempo T = O el insecto está en el punto



indicar que estamos considerando la

función únicamente de x, usamos las

de cambio

notaciones 
ei
--
aT
x o T y llamare=

razón

x

de T COME

estará en el punto Ct,-1,3)

actúa sobre el insecto ser

en el tiempo T* = t

la temperatura T que

lo tanto la velocidad con que varia la temperatur
dT
dt t=4

la solución para C2) b) es -2 y es 6 para C2) c).

0».-13) entonces

tanto. 	 .-.61- lo
_ 2 - 15,

TCtp-
t

en el tiempo

encontramos que

por

t = 4 es = 8. Procediendo de manera simila

generalmente , si trabajamos

mismo

2x parao

Más

lugar de C4,-1,3), siguiendo el

la solución para C2Da) es

con el punto Cx , y, z D eoo	 o
procedimiento, encontramos qu

C2)b) 2y y para C2) c) 2z .o o

Podemos decir que lo que realmente se hizo en el problema Cija

fue: dada la función T = 49 - x2 -: y2 
con x, y como variable

independientes, considerar cambios en el valor de x mientras y s.

mantenía fija. En este caso la función T se convirtió en una funció:

de sólo la variable x y la noción de razón de cambio instantánea 1

derivada se aplicó a T como función de sólo una variable. Par:

a esta derivada, la derivada parcial de T con respecto a x. Así par:

= 1/ 49 - x
2 - , y2 , ax -aT

VI4g - x2 - y2

puede hablar de la derivada parcial de T

. De manera similar SE

Con respecto a y cuy(

aT
símbolo es	 Co T 

Y
D.ay En este caso aT-- =

ay 
Y   

- x2 - y2

Ya que en el actual proceso de diferenciación en el que estamos

interesados no es mas que una derivada ordinaria, no necesitamos

conocer nuevas técnicas para calcular derivadas parciales: tenemos

solamente que recordar que al calcular una derivada parcial cor

respecto a x, y es tratada COMO una constante.

La noción de derivada parcial se puede extender fácilmente a

funciones de tres o más variables. Así , si consideramos la funciór

del problema C2) T = X2 y2	
Z
z 25, podemos considerar la razór

de cambio de T con respecto a x o con respecto a y o con respecto a

Si deseamos hallar la razón de

l as variables

Encontramos entonces que

independientes,
aT =
ax 2x,

las

cambio de T con respecto a una de

otras dos deben mantenerse fijas.
aT	 aT= 2yay	 y	 = 2z.



También la noción de diferenciación se extiende a derivadas de
3= x

y z = 4xy y podemos
Y
	 preguntarnos por la derivada

cla' 1 de z con
da parcial

ri
eguntarnos por

"resentida  por

derivadas

es una función de

Y
Y

preguntar nos por

ya que Zy = 4xy,

az	 aznotación ax

	

	asi como z y z
Y 

para lasay 
parciales de z. Para las segundas derivadas

notación correspondiente:

a2 z	 a2z 	 a2
Z 	azz

IYX
2
	 ,	 , ---- y

OyOx axay	 2
ay

se debe entender que primero se halla az
ax y luego

azparcial de	 con respecto a y. En la notación

z se debe entender que primero se halla z y después la derivada

parcial de z	 con respecto a y.

Interpretación geométrica de la derivada parcial

azQueremos saber qué significa geométricamente á;z. (x
o 	 y ), sio

se sabe que z = fCx,y) está definida en una región del plano en la

que está el	 punto	 (x	 y). Para lograr lo que nos proponemoso	 o
consideremos la sección C	 en la dirección <1,0> en el punto CO33)

de la superficie z = V/ 49 - x
2 - y

2 y tracemos una recta 1	 tangen-
te a C en el punto P C2,3,6D Cver figura 26CaDD. Sa quiere saber

cuál es la pendiente de la recta 1 . Sabemos que la ecuación de la

Sección C es z = 1/ 40 - t2 Cver fig. 26CbDD y por el cálculo de

ri superior.
2

3X	 2Y

Si consideramos la función z 2xy2 , tenemos

ambién

arcial
en nuestro

de z con
x

respecto a y. Esta

z Y
YY

parciales

la

z
yx

respecto a x que se indica	 por z . Asi laxx
de z	 con respecto a x es z	 = 6x. Podemos

x	 xx
la derivada parcial de z con respecto a

Y
en este caso z = 4x. Hay sin embargo, otras

YY
que pueden ser

x y y podemos

ejemplo z
x y

derivada parcial

= 4y.

derivada parcial se

4y. De igual

de z

consideradas.

preguntar por

manera podemos

con respecto a x Cz D yxy

Ya que
x

la derivada

indica como

Y

Hemos usado la

primeras derivadas

parciales existe la

En el caso de azz

aYax
se halla la derivada

una variable la pendiente de 1 es dz%

dt
se tiene la sección C en la

1
= -	 . De manera simi-

t=2
dirección <0,1> en el puntolar, si.



.............

Figura 26Ca)	 Figura 26CbD

C2,0) de la superficie z = y49 - x2 — y2 y se traza la recta 1 tan-
2 

1gente a Cz en el punto C2,3,6D encontramos que su pendiente es --2'

Más	 generalmente, si	 en lugar	 de	 C2,3,6)	 se escribe

x , Y. , ' ilg - x 2 — Y	 y	 se considera la sección C en lao	 o	 o2	 j	 3

dirección <1,0> en el punto CO, y) de la superficie z=1/49Yx2 	 2
0

entonces	 se puede	 concluir,	 haciendo pasos similares, que la
-x

pendiente:de la recta 1 tangente a C en P es 	 o	 . De
;	 1	 3	 .	 a

manera similar,

en el punto Cx , OD de la superficie z = 1/49 - x2 — y2 y se traza
o

la recta 1 4 tangente a C4 en el punto P encontramos que su
-Y

pendiente es 	 o

1:19 - x - y2	 2
o	 o

V19 - x - y2	 2
o	 o

si se considera la sección C en la dirección <0, 1>4

Por lo tanto podemos decir que en el lenguaje de la geometría

y) representa la pendiente de la recta tancente en el nnnto



estuvo dada por

de
o
, )9•

la superficie z = fCx,y). Un significado similar es el de

la definició n de derivada parcial

si queremos dar una definición de derivada parcial con respecto

.1. de una función de dos variables z = fCx,y), ésta debe ser

ecuada en el sentido de que refleje lo que queremos y lo que

jr-emos es que la derivada parcial con respecto a x de z = fCx,y)

nos dé el valor de la pendiente en el punto
o

x	 Yo)

X;'-XfCx0
>y0

)) de la sección C en la dirección <1,0> en el punto,y,Y, 0- o
0) y) de la superficie z fCx,y,) y también nos dé el valor de lao

razón de cambio de z = fCx,y) oocón respecto a x en el punto Cx y).

Decimos esto porque cuando se halló la pendiente de la recta

angente en el punto x y . 19o	 o	 de la sección en la•

-dirección <1,0> en el punto CO, y D de la superficie z = 1/19-x2o	 -Y
2

149 - x - Yo
2

cuando se halló la razón de cambio de la temperatura

49 - x2 - y2 con respecto a x en el punto Cx. , y D.

Para poder dar la definición que se desea, 	 sirve el recordar

cine en el cálculo de una variable se presenta una situación similar:
lae razón de cambio de y = fCx) con respecto a x en x = x y lao
pendiente de la recta tangente a y = fCx) en x = xo es la derivada

de y = fCx) con respecto a x.

Por lo tanto lo único que tenemos que hacer es adecuar la
definición de derivada del cálculo de una variable a esta nueva
situación, En cálculo	 de una variable se tomaban dos puntos

PCx,fC )<D ) y Q (x + h, fCx + h)) sobre la curva y = fCx), se hallaba
pendiente mCh) de la recta que pasaba por estos puntos

[MC/-0 - fCx+10 - fCx)
Cx+hD - x	 y finalmente la pendiente m de la recta

tangente a la curva y = fCx) en el punto P está dada por lim mCh).
h40

En este caso si queremos hallar	 la pendiente de la recta
tangente a la curva C en el punto P(x . 	 y , fCx . Y )), tomemos otroo	 o	 o	 o
Puntn do	 1._	 . k	 -,	 4-

az	 oCx, y)
-x

Ox
igual respuesta se

obtuvo

la



de la recta que pasa por P y Q está dada por

f(x. +h, Yo) - f(xo , Yo)
y la pendiente m de la recta tangente a

Ch)'
curva C en el punto P está dada por lim mCh). De aqui que la

h40
definición que escogeremos para derivada parcial con respecto a x de

z = fCx.y' será:

una función de dos variables. 	 La derivada parcialDEFINICION. Sea f

respecto a x en (x , y) está dada poro	 o

ef
f(x 

o 
+ h, 

yo
)  - f(x , y )

O	 O
077).7 (x , y ) = Lim

Trabajando de manera análoga podemos llegar a la definición de

derivada parcial con respecto a y de una función z = fCx,	 y) en un

Of	
f(x y + k) - f(x , y)

O. O	 O	 O
747.7(X	 y) =1- img./y	 O	 O

k4C)

Se puede hacer una discusión parecida a la anterior 	 para

definir la derivada parcial con respecto a x de una función

w = fCx, y, z)	 en el	 punto	 (x 
O , 

yo , z ), para	 obtener

o	
f(x + h, y	 z ) - f(x , Yo ,  z )ar

	

	 0	 0	 0 (x. , y, z ) = Limo h.0

de f con

h--->0

punto (xO , yo) y se obtiene

Definiciones similares podemos hallar para

xOf,
, Yo , zOz o	 o

af
73‘; (x.' Y., z o) y para

C

3. DERIVADA DIRECCIONAL

Podemos ya resolver problemas de razón de cambio instántanea de

z = fCx, y) en el punto Cx , y) cuando Cx, y) toma valores en lao
dirección de alguno de los ejes x o y. Ahora nos proponemos hallar
la razón de cambio instántanea de z = fCx, y) en un punto Cx ,y )

O O
cuando C x, y) toma valores a lo largo de una recta que pasa por

xo , Yop - Veamos primero un problema particular.

Un insecto se mueve en linea recta en la dirección <3,4) sobre

una Pl aca de metal plana que está sobre un plano coordenado xy. La

temperatura T en al	 rn+ C.-



la temperatura se mide en grados y las distancias en

tímetros . Calcule la velocidad con que el insecto siente que

ece o
n decrece la temperatura cuando pasa por el punto C2, 3) si se

eve con una rapidez de 1 cm. por segundo.

Si acordamos en decir que en el tiempo t = 0 el insecto está en

3) entonces tenemos que decir que en el tiempo t el insecto está
3 4,

n c2,3D + t -q1 ' 11' es decir, en (2 + 5
-.t., 3 + 1t).

or lo tanto en este punto la temperatura es T=1/1 49-(2+:t)2+(3+1
t)

7
6-7.2t-t . Calcular la velocidad con que cambia la temperatura

en ca, 3) equivale a encontrar la derivada de T con respecto a t y
3.6+t	 3¿valuarla en t = 0. Como T'Ct) - 	  y T'CO) = -1 entonces

1/36-7.2t-t2

3solución al problema planteado será -1 grados por segundo.

El problema de hallar la razón de cambio 	 instántanea de

z = fCx, y) en (x. , Yo) cuando Cx,	 y) toma valores a lo

largo de	 una recta que pasa por 	 (x ,	 y) lo podemoso	 o
plantear también de la siguiente manera. 	 Un 'insecto se

mueve en línea recta en la dirección <a,b> sobre una placa

de metal plana que está sobre un plano coordenado xy. La

temperatura z en el punto Cx,yD está dada por	 z=fCx,yD,

donde la temperatura se mide en grados y las distancias en

centímetros. Hallar la velocidad con que el insecto siente

que crece o decrece la temperatura cuando pasa por el

punto (x	 y) si se mueve con una rapidez de 1 centímetroo	 o

por segundo.

	

Acordemos en decir que cuando él insecto está en (x, 	 y) el

	

. 	. 
lempo t = O, así, 	 en el tiempo t el insecto estará én 	 el_ punto

_C3)

at	 bt x + 	 	 y
o

7a + b 2
	 ../L2	 132

Y la temperatura que siente el

x

nsecto en este punto es z = f(xo	 	   y +
at	 bt 

-h2 
+ b 2	

o	
l'/a2 + b 2

calcular la velocidad con que crece la temperatura 	 en
y 	 está dada poro	

dzi
dt	 En las	 siguientes páginas

t =0

Por

o tanto



) Yoz (x ,x o

aremos una expresión ipara dz	 , en términos dedti t=0
z x (xo	 ) Yo

o)'

Veamos ahora un problema de geometría. Encontremos la pendiente

1 «9. r ecta tangente en el punto PC2, 3, 6D a la sección C en la

_ecci ón <3,4> en C2,3) de la ' superficie z = 149 - x 2 - y2'

En las figuras 27CaD y 27Cto se muestra la curva C situada en

espacio y después se muestra cuando se toma como marco de

eferencia a los ejes t - z *. De acuerdo con lo que vimos en el

ítulo	 anterior,	 la	 ecuación	 de	 la	 sección C es

136 - 7.2t - t 2 .	 Las coordenadas de P con respecto al plano

zm son CO 3 6), ya que las coordenadas de los puntos del espacio

con los puntos del plano t - z * , están relacionadas por las ecuacio-
3 4

es Cx, y) = C2, 3) + t(I,

ecta tangente a C en P es

Ren
solvamos ahora un problema más general.

Consideremos la sección 	 C	 en la dirección <a,b> en el

	

punto (x y) de la superficie z = fCx,	 y);	 tracemos lao	 o

recta 1 tangente a C en el 	 punto P(xo,	 yo ,	 f(xo , yo)) y

encontremos la pendiente de 1.

Por lo visto en el capítulo anterior la ecuación de la sección

está dada por	 z* = f fxo	
at	

Y. ++ 	 	 Las

./aZ+b2	 y/	

bt	  

]a2+1)2

oordenadas de los puntos del plano t - z * están relacionadas con

s coordenadas con respecto al 	 espacio	 xyz	 por medio de las

	

cuaciones Cx, y) = ( ox +	 	 , yo +
at	 bt	

)i/ez+bz

las	 coordenadas de P(x,	 y,

	

o	 o

y z = z*. Por lo tanto la pendiente de

dzi 3
dtl Ut=0

C4D

V(a2+b2
fCx., Yen

especto al plano t - z * son (O, f(xo , yo)), de aqui que la

dz
endiente de la recta 1' tangente a C en P sea dt	 Más delante

//aremos una expresión para 
dz* en términosdt 

t=0      

2m , por lo tanto

t =o

de

y)o



la definición de derivada direccional

Ahora nos proponemos dar una definición 	 de la	 derivada

	

ccional de z = fCx,yJ en la dirección <a,b> 	 en el punto (x , y )
o	 o

Queremos que signifique
dt
dz1

	

donde z =f x + 	
2

	

o	
at , y +

	

o	
bt 1

t- O	
+b

2	 2
+b2 i112.

Qué' fue la solución tanto del problema de razón de 	 cambio

	

im:fenteado en C3D como del problema de hallar	 la	 pendiente	 de la
r
rectatangente discutido en C4).

dz
Como di representa la derivada de una función	 real de variable

	

eal,, será de utilidad recordar tanto el 	 concepto	 como el

	

significado geométrico de la derivada de este 	 tipo de funciones.
También nos servirá trabajar con la gráfica de C con referencia al

espacio tridimensional y al plano t - z*Cver figuras 27CaD y 27Cb)D.

Figura 27C a)

Como queremos que la interpretación geométrica de la derivada
direccional de z = fCx, y) en la dirección <a, b> en el punto

(x0 > Y ) sea la pendiente de la curva C de C4D con respecto alo
si
stema t - z definido en C4D, tenemos que escoger dos puntos P y Q

solar e C dinamos prn	 cm\

Figura 27C b)



h Z*(h))

o

P(0.1*(0))
zst
p(0, z.(0))

Figura 28CaD
	

Figura 28CbD

La pendiente de la secante PQ que denotaremos por mCh) es igual a

z ChDC+ z COD

h - O	 y	 la pendiente	 de la recta tangente es igual

lim mChD o sea lim z*ChD - z*COD

h40	 h40

Ahora solamente tenemos que traducir las coordenadas de P y Q

Cque están escritas en el sistema t-z*) al sistema de ejes x, y, 	 z.

P(0, z*CO)) seria P(xo ,	 y. ,	 f(xo ,	 yo)), 0151(h,	 z*CO)) seria

	

[x + 	
/ 2 

ah	 	
, yo +	

bh 

/ 2
	 	 , f (	

V

x +	 	 	 	 Y 4'
	 Z1

o	
]Ya + b 2 ya + b 2

i 

ah

a2 + bz
la 

bh

2 
± b

Y la longitud	 h es la misma	 en ambos	 sistemas. Por lo tanto	 la

e:qmesión para limz*Ch) - z*COD en el	 sistema de ejes x, y, 	 z
h40	 h

será:

Yo+  
bh 

f(>co 	 Yo)
Yl 

ah

a2+b2
lim
h40

Ya podemos dar una definición de derivada direccional, sólo que en

lugar de escoger un vector arbitrario <a, b> nos conviene escoger un
vector unitario para que nuestra definición resulte más compacta.

h



H/C/ON- flo.a f una función de x, y	 y A = <a, b> un vector

tar
i o

' 
entonces la derivada direccional de f en la dirección A

X_ 
y.) denotada por

f(x + ah, y + bh) - f(x, 	 )

	

DAf(x , Y ) = Lím 
o o	 oo

" h-›0

	cálculo de	 una variable	 se	 usan	 técnicas	 de derivación	 para

aliar la derivada de	 una	 función	 sin necesidad de	 obtenerlas

rectamente de la definición. Nosotros también veremos cómo hallar

derivada direccional	 por	 un camino más	 rápido	 que	 el que nos

reporciona la definición.

Veamos un problema de razón de cambio donde se involucre una

	

nción de tres variables. 	 Consideremos el problema C2) d) planteado

Ateriormente.

	

Cuando el	 insecto esté en C4,	 -1, 3)	 siente una temperatura

goal a 1. Después de t segundos de haber pasado por C4, -1, 3) se

encuentr a a t unidades de C4, 	 -1	 3) y siente una temperatura igual
2	 2	 2

T =1	 134 +	 + (-1 + ---t]	 + (3 + --t] - 25 = t 2 + 2t + 1.13	 13	 Por
12	 3

tanto la razón de cambio de T con respecto a t en t 	 = O	 es

= 2. A la razón de cambio de T = t 2 + 2t + 1 con respecto	 a
It=0

t en t = O también la llamaremos razón . de cambio de	 T = x
2
+y

2
+Z

2
-25

	

'en C4, -1, 3) en' la dirección <4,	 12,	 3>.

	

./... puede planteal- un 	 problema	 más general	 si	 se considera	 a	 o

w = TCx, y, z) en lugar de T = x2+y2+z2-25, (x ,	 y ,	 z ) en lugar de
o	 o	 o

C4, -1, 3) y <a,	 b, c> en lugar	 de	 <4, 12,	 3>, en cuyo caso	 la

temperatura que siente l el insecto después	 de	 haberse	 alejado	 t

unidades de distancia de (x , 	 y ,	 z ) es

	

o	 0	 0

w = T(x	 +o	 , Y. +	 ,	 z +o

	

Ya	 + b + c
2

Y1
2 
+ b2 + c2 la

2
 + bz + c 2	 1

at _	 bt	 ct 

	

/2	 2

por lo tanto la velocidad con que aumenta o disminuye la temperatura

que actúa	 sobre el insecto cuando ocupa la posición (x , y , z )

	

o	 o	 o

DA o of (x , y) está dada por

está dada por dz1
dt t = 0 

A la razón de cambio de T con respecto a t en t = O que se

acaba de encontrar también le llamaremos derivada direccional de



la definición	 de derivada direccional para

variables. Sin embargo escribiremos una

El probl ema que acabamos de resolver sugiere Un camino para

9
_ar a la definición de derivada	 direccional de una función de

5 variables.	 No lo vamos a	 seguir, pero es similar al que

19
imos cuando dimos

a- función de dos

INICION.	 Sea f una función de x, y, z

unitario, entonces la derivada direccional de f en la

A en (x , y z ) denotada por D f(x ,y ,z ) está dada poro	 o	 o	 A	 o o o

f(x + ah, y + bh, o + ch) - f(xo,
, y, z ) = Lim

o	 o

O	 O h40

Yo , o ) 

y A = <a, b, c> un

método para hallar la

de	 tres	 variables

calcular la derivada

Aunque la definición nos proporciona un

'delivada	 direccional	 de	 una	 función'

es arrollaremos después una	 técnica para

direccional de manera más rápida.

c-Y
PLANO TANGENTE

Consideremos

ella, digamos

Zx + 3y + 6z = 49 es la

'Plinto P.

la superficie Si z = 1 49 — x2 — y2

PC2, 3, 6). Sabemos por geometría

y un punto P

analítica que

ecuación del plano tangente a S en el

Sean C la sección en la dirección <a, b> en el punto C2, 3) de

la .:superficie S y 1 la recta tangente a C en el punto P. Se desea

saber qué relación existe entre la recta tangente 1 y el plano
tangente 2x + 3y + 6z = 49. En el caso
se obtiene una sección C cuya recta

particular <a, b> = <1, O>,

tangente a C en P tiene por

1ecuaciones paramétricas a x = t + 2, y = 3, z =--3t + 6. Estas
ecuaciones satisfacen la ecuación 2x + 3y + 6z = 49, por lo que
podemos concluir que la recta tangente 11 está contenida en el plano
tangente a la superficie Si en el punto P.

En el caso particular <a, b> = <0, 1>, se obtiene una sección

en P tiene por ecuaciones
= _ 1a

mntenida en el plano tancent=.

parametricas a	 2, y = 3t + 3,

tangente L está
2

o	 n

+ 6. Aqui también sucede que la recta



n el caso general, la recta t tangente a la sección C en la

ción <a, b> en el	 punto C2, 3) de la superficie Si tiene	 por

.ones	 paramétricas	 a	 x = at	 + 2,	 y =	 bt +	 3	 y

a--1 b)t + 6 que también satisfacen la ecuación del plano5	 2
2y. 4. 6z = 49, por	 lo	 que se puede concluir que todas las

5 tangentes a la superficie S en el punto P pertenecen 	 al

tangente a la superficie S en el punto P.

En lo sucesivo se estará interesado en superficies que tengan

os tangentes no perpendiculares al plano xy en cada uno de sus

os, En cada caso, al igual que la superficie S que se acaba de

'clerar el plano tangente a. una superficie S en un punto P de

estará formado por el conjunto de todas las rectas tangentes a

el punto P. En el apéndice 1 se hará una discusión sobre el

pto de plano tangente.

La discusión sobre el plano tangente a la superficie Si en el

o C2, 3, 6D sugiere un camino que nos permite hallar la ecuación

plano tangente a una	 superficie S	 z = fCx, y) en un punto

I:, z) de ella. Hallemos, pues, la ecuación del plano tangente

superficie S z = fCx,yD en el punto P(x . , y. , f(x. , y.)).

'Como el plano tangente a S en el punto P contiene todas las

as tangentes a S en	 el punto P, debe	 contener la recta	 t

~te a la sección C	 en la dirección <1, 0> en el punto P de la

erficie z = fCx, y) y también debe contener la recta t tangente2

	

la' sección C2 en la	 dirección <0, 1> en el punto P	 de	 la

rficie z = fCx, y).	 Como las ecuaciones paramétricas de t 	 son
ll
	 *

+ x

	

o y = yo , z =	 1(xo. Y.) t + f(xo'	 yo) y las de 1
z
 son

	

X
0

, y = tl, 4- yo , z =	 [--eyfiCxo , yo )] t	 + f(xo , Yo) entonces	 la

	

yación del plano que 	 contiene tanto	 a 1	 como a	 t es,	 por

	

s	 á

analítica,ometria anaca,

	

z =	 [1(x o , yo	 o1	 x(x - ) + [x o	 o	 o. Y )1(Y	 Y-	 ),44.,. 
(x. yo), que es la ecuación del plano tangente a S en P.





NCIAL DE UNA FUNCION

esta sección se motivará el concepto de diferencial para

de dos o tres	 variables por medio del concepto de

al de una función de una variable. Se usará el concepto de

al de funciones de dos o tres variables para hallar valores

	

os. Se darán	 argumentos	 geométricos para hallar una

analítica	 para la	 diferencial de una función de dos

5 , posponiendo el encontrar una expresión analítica para la

ial de una función de tres variables hasta cuando se estudie

de la cadena.

cálculo de una variable se usa el hecho de que una recta

que pasa por P(xo f(x o)), tangente a la curva y = fCx) en

. "mejor aproximación lineal" para y = fCxD cerca de x parao
LCx +Ay°	 - LCx D	 es la mejor aproximación lineal parao	 o

fCx +Ax, y +Ay) -o	 o	 fC>c ,o

ecuación y = LCx) de la recta tangente es

LCx) = f'Cx J Cx-x ) + fCxo	 o	 o

LCx +AY)	 - LCx D = Ef'Cx

	

o	 o	 o

Y e f(X)

Y^ L(X)

a	 Xo	 Xo+ AX

igura 30. En	 la figura, AQ Figura 31. En	 la figura, AQ
representa a fC(x +AxD-f(x )D :representa a fC(x +AxD-f(x )Do	 0	 0	 .
Y RT al diferencial dv



•	 f ( X, Y)

AZ

TR

fOUI,Y0

) ]Ax se le llama diferencial dy de y = fCxD en x = x conoo
tinto Ax. Si se usa dx con el mismo significado que Ax resulta

f ,cx ) dx. En las figuras 30 y 31, se da una interpretación
o

ri ca para la diferencial dy de

Usemos, ahora, el concepto de diferencial de una función de una

una función de una variable.

bl
para hallar un valor aproximado de

Lz = fCx +Ax, y 1-LyD - fCx
o o	 o Y )

z = fCx,y) = xz + y2

Par a lograr lo que se desea, consideremos únicamente los puntos

plano xy que están en la recta que pasa por

Ax , y+Ay) y los correspondientes valores fCx,y). 

Luego, construyamos un sistema de

(xo Yo) Y

asociados a

ejes S-zm des. Ver figura 32.

f( Xo+AX, Yo +AY)

)(0, Yo)	 (MH-AX,1H-AY)

la

x +Ax, yo+Ay)

del vector

(x.+Ax,y +Ay),
o

' Se numeraron

siguiente

Figura 32. El segmento RQ representa a Az.

manera: en la recta que pasa por (x , y ) yo	 o
seleccionemos como dirección positiva, 	 la dirección

con punto inicial en (x , y) y punto final en
o

numeremos dicha recta con la misma escala con la que

los ejes xyz y asociemos al punto (x , y) el número
o	

.

hemos definido un eje numérico, que llamaremos eje S. De

las coordenadas S de los puntos del eje S con las

cero. Así,

aqui que

coordenadas Cx,y) de los puntos del mismo eje S, están relacionadas



de las ecuaciones

SCAxD	 SCAyD -= x + 	  , y — y +
o	 o

A>cD 2 +C Ay) 2 YC ApcD 2 +C AyD 2

valores de z asociados a los puntos- del eje S los

os por medio de z x Ces decir hacemos z = zxD, entonces, ya se

raducir las coordenadas Cx,y,z) de los puntos de la figura

oordenadas CS,z D. Así, el punto P tendría coordenadas

y»; Q tendría coordenadas V ADC 2+CAyD 2 , fCxo +Ax , Yo 1-AY)] ,
a po que es la sección en la dirección <Ax,Ay> en P(x , y)

o	 o
superficie z = fCx,y) =. x2 + y2 tendría por ecuación Cver

3 del capítulo ID a

z = S2 + 2S o
C A.50 + y 

o
C AyD

VIAxD z + CAy)

2	 2X + yo
o

hemos reducido el problema de trabajar con una función de

iables a trabajar con una función de una ,variable. Veamos la
33, donde hemos trazado una recta tangente en P a la curva PQ

os dará una idea de cómo calcular un valor aproximado para

AUpgáZ

T	

nn••+nn••
a 4_4

fi
3 (juma+ <AY)*

IR

Sto
Sr (a) (AY)

Figura 33. El segmento RT representa a dz_.



ar,

concepto de diferencial del	 cálculo de una variable y la

33 nos sugieren que RT es la "mejor aproximación lineal" para

áz, que en la figura 33 está representada por el segmento RQ.

RT - 
z

 dS	
]AC

AS = Yax,D2+CAyD2
tanto

RT = 2x CayD + 2y CAy)o	 o

	

yo-j	
az

) Ax	 [55 Cxo , YolAYLL 

2 + y2

Por lo que podemos decir que CID es un valor aproximado, usando

enciales, de Az. A CID le llamaremos la diferencial de z= x2-1.y2

,,y ) con incrementos Ax y Ay.o

Ahora, queremos hallar un valor aproximado de

Az = f(x.+Ax yo+Ay) - f(x. , y.)

una función z = fCx,y), usando el concepto de diferencial de

variable. Será de utilidad 	 la	 figura 34, donde están

asentados los puntos de la recta	 que pasa por (xo , Yo) y
Ax, yo+Ay) y sus correspondientes valores de z asociados a

os. Se quiere hallar un valor aproximado para Az 'representado en

figura 34 por el segmento QR y será la medida del segmento RT,

f(x,r)

Xo, Yo )
	

(Xo+4X, Yo+ Ay)

5=0

Z = x



da por el cálculo de una variable, la que se escogerá como

proxi mado para Az y le llamaremos, la diferencial dz de z =

en (x y) con incrementos Ax y Ay.o

- al cul ar emos la longitud  del segmento RT, utilizando el hecho

e la recta PT tangente a la curva PQ en P está contenida en el

tangente a la superficie z = fCx,y) en P. Por lo que la

Lud de RT será igual al incremento sobre el plano tangente a la

fici e z = fCx,y) en P. Así, si

Vil@ , yo)] Cx - xo 
p +

ax o 	 [-ey--(Xo , Yo )1 C Y-Yo ) + f(xo , yo)
af

ecuación del plano tangente a z = fCx,y) en P entonces

RT = z*(xo+Ax, yo +Ay) - z*(x0 Yo)

l a

raí-
= 1.9-7<c x.	 ayY )] Ax 4-	 o , Yo )1AYo 

Lo anterior nos ayuda a dar la siguiente

Sea z = fCx,yD. Se llama diferencial dz de

z = fCx,y) en (x , y) con incrementos Axo	 o

dz 4,-(x , olAx +ax	 o y	 p1(x
ay o Y )1AY-o

a f

y Ay e

Si le damos el mismo significado a dx y Ax y hacemos lo mismo

ara dy y Ay, entonces la diferencial dz de z	 fCx,y) en

con incrementos Ax y Ay toma la siguiente forma
(x0 Yo)

dz= [fro , y .)] dx +
[

(pc y ldy.ay o o

AW f(x.rfax,u+sr, ze+sz)
-ir
d w

HE 
f ( Xo, Yo, Z )

( 1944.)

5'0
(x0+ax,w+snwesn
s n pea )2 lar Ott (Az )t



Pdo
e. Para ello auxiliémonos de la figura 35. Vemos, a partir

figura 35, que estamos ante una situación que es similar al

os rnroponemos hallar una aproximación para Aw = f(x +Ax.o

z+aZ) - f(x o , yo ,  z ) donde w = fCx,y,z) = x
2 

+ y2 + z 2 ,o 	 o
el concepto de diferencial de una función de una

effia de hallar una aproximación para Az =f(x+Ax,y+Ay)-f(x0 
o

,y)o	 o 2 2
'z=fCx,y)=x +y , sólo que ahora, tenemos que definir un eje S

recta que pasa por (x , y , z ) y (x + Ax, y +Ay, z +Az),o	 o	 o	 o	 o	 o
rl una función z% = fCS) para la curva PQ y una ecuación z =fCSD

	

la. recta PT tangente a la curva PQ en P. No	 haremos estos

porque seria sólo repetir lo que se hizo cuando se halló una

Ximación para f(x o
+ Ax,y0 + Ay) - f(x. , y0) siendo fCx,y) = x2 + y2

zse puede ver la sección 6 del capitulo I para ver cómo se halla

cuaci ón z = fCSD'para la curva PQ).

Por el cálculo de una variable, la longitud del segmento RT es

mejor aproximación lineal para RQ Cver figura 35). De aqui que la

tjitud de RT	 representa	 geométricamente lo que	 llamaremos la

	

er ncial dw de w = fCx,y,z) = x
2 + y2	 + z2 

en (x ,	 y ,	 z ) cono	 o	 o
mcrementos Ax, Ay yAz.

Después de hallar las ecuaciones de la curva PQ y de la recta

ngente PT con respecto al sistema de ejes S-z
* de la figura 35

encontramos que

ox	 o
	  (X

o yo	 z ó] Ax 	(xo,	 z °)]ey +[tzf (x. , Yo , zo)]Az

donde

	

w = fCx,y,z) = x
2 + y2 	

Z
2

5	 7
Con ayuda de la regla de la . cadena que se estudiará más delante

	

y el concepto de diferencial de una función de una 	 variable, se

odrá encontrar que

kpo,- yo, z o) Ax +  ay (xo , yo , z) Ay +[	 (x
o 	 yo ,  Z o)]AZ

	

S la "mejor aproximación lineal" para Aw,	 donde w = fCx,y,z). A dw
e llamaremos la diferencial	 de w =	 fCx,y,z) en (x ,	 y ,	 z ) con

	

o	 o	 o
ncrementos Ax, Ay y 117'-
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Utilicemos los conceptos de diferencial para funciones de dos y

variables para resolver algunos problemas sobre valores

orados.

Calcular el volumen del material necesario para fabricar un

rcjlindrico de las dimensiones siguientes: Cver figura 36) radio

or del cilindro Ro ;  altura interior del cilindro H o ; espesorf-

las paredes y del fondo del vaso, K.

f

Figura 36
SOLUCION: Vamos a dar	 dos soluciones, la exacta y la aproximada.
ara hallar la solución exacta encontremos el 	 volumen del cilindro

interior y el volumen del cilindro exterior 	 y restemos el volumen
menor al volumen mayor.	 Así,	 tendremos que el	 volumen del material
necesario para fabricar el vaso es

nCR +K) 2C
	 +10 - nR2 H = nC2R H K + R 2K + H K2 + 2R K2 + KaD

o	 o	 o	 o	 O O	 O	 0	 O

Demos ahora una	 solución	 aproximada para el volumen del
.	 .

cilindro exterior -volumen del 	 cilindro interior. Sabemos que el
volumen de un	 cilindro	 circular	 recto	 de	 radio R y altura H es
K R 1-1)	 = rrRZH. As í	 queremos	 hallar	 un	 valor aproximado para
VCR +K,H +K]-VCR ,H D y el valor aproximado lo da dV, que es igual a

O	 O	 O O

{av
e ° ,H ) dR + —(R ,H ) dH, peroaV

aH o	 o
OV	 av	 2WR o ,H) = 2nR o H 

o	 aH,	 o,H) = nR o 	 y dR = dH = K

Por lo tantO dV = 2rrR H K + nR 2 K = rr(2R H K +R2K).
o o	 o	 o o	 o



2 h1 Ah
r

comparamos los valores exacto y aproximado que hemos

ado, dando a R el valor de 4 cm, a H = 20 cm y a K = 0.1 cm.,

que el valor exacto del volumen de material necesario para

ár el vaso es 17.881n y el valor aproximado es 17.6n. Como

está entre el 98% y el 99% de 17.881n, podemos decir que dV da

-or aproximado con un error menor del 2% del valor exacto.

Vamos a resolver otro problema. El radio de un cilindro

lar recto se mide con un error máximo de 2% y la altura se mide

error

1e en el

ION: dan

ilindro

máximo de 4%. Estimar el porcentaje máximo de error

volumen calculado de V debido a estos errores.

r, h y V el radio, la altura y el volumen verdaderos

y sean Ar, Ah y AV los errores de estas cantidades.

1 S 0.02 y 14:11/ S 0.04. Se quiere estimar el máximo
Az-

que

posible

	

levi	 IAVI	 IdVI .

	

de --	 y sabemos que	 Como V=nr 2
h,

	

dV 2	 vl - V
hAr + nr

2Ah, por lo tanto	 = _Ar + -Ah, asi
V	 r	 - h

2
r
	  + 	  - 2C0.02) + 0.04 = 0.08

Por lo tanto

` mádamente 8%.

el porcentaje máximo de error de V es

¡gura 37. Interpretación geométrica de la diferencial de una



P: -

aquélla que al proyectarse sobre el planoexiste y que es

GRADIENTE

ara
- fcx, y) usando argumentos geométricos. Vamos a abordarz -

problema del gradiente para funciones particulares de tres varial

y el caso

después de que veamos la regla de la cadena.

Resolvamos el siguiente problema. Considere al conjunto 2

todas las rectas que están en el plano n, z = 12 - 2x - 3y y

pasan por PC1,2,4). Si un insecto está en P ¿sobre qué recta e

debe moverse el insecto para que suba por la recta de má>

pendiente? Podría uno pensar que posiblemente no existiera tal re

pero de la figura 38 podemos decir que en un plano, tal recta

es perpendicular a las curvas de nivel del plano.

Nos proponemos	 definir el concepto de gradiente, prim

funciones de la forma z = ax + by + c y después para funci'

del gradiente para una función w = fCx,y,z) lo atacare



P el caso del plano ir, z = 12 - 2x - 3y, los vectores <-2,-3>,
en general k<-2,-3> con k X O son vectores perpendiculares a

cur vas de nivel del plano rt, por lo tanto podemos concluir que

cx , y) se le dan valores en la dirección k <-2, -3> con k > O,

	

T-;/-alores de z crecen	 más rápidamente que en cualquier otra

ación. ¿Qué podría decir de los valores de z, si a Cx,y) se le

alares en la dirección <2,3>?

Hemos
	 concluido	 a	 partir de, la figura 38 que todos los

Lores de la forma k<-2,-3> con k > O apuntan en la dirección de

Xim° crecimiento de z y que son perpendiculares a las curvas de

yel del plano. Hay un vector de la forma k<-2,-3> que queremos

ilegi ar con un nombre porque tiene dos propiedades más que no

nen los demás. Sabemos que el ángulo agudo que forma el plano

12 - 2x - 3y con el plano coordenado xy es e = arctan IfT
	demás sabemos que si	 el	 insecto sube por la recta 1 de mayor

endiente , z está creciendo a la máxima velocidad posible y ésta es

gual a	 la pendiente	 de	 la recta 1 cuyo valor es Yrzi. Pero

-9:1744<-2,-3>11, de donde podemos decir que: <-2,-3> tiene cuatro

ropiedades importantes.

1D Apunta en la dirección de máximo crecimiento;

2D Su magnitud da el valor del máximo crecimiento;

3D El ángulo agudo que forma el plano z = 12 - 2x - 3y con el

	

plano xy es arctan	 11<-2,-3>ii;

4D Es perpendicular allas curvas de nivel del plano z=12-2x-3y.

En los siguientes renglones le vamos a dar un nombre al vector

<-2,-3>.

	

Consideremos un caso	 más general. Supongamos que un insecto

está en un punto P(x , y , z ) del plano z = ax + by + c y queremos
o	 o	 o

saber por cuál de todas las rectas del plano z = ax + by + c que

Pasan por P debe moverse el insecto que se mueva por la recta 1 de

máxima pendiente. La figura 38 otra vez nos ayuda a concluir que la
royección sobre el plano xy de la recta 1 es perpendicular a las

curvas de nivel del plano z= ax + by + c, pero cualquier vector de
a forma k<a,b> con k X O es perpendicular a las curvas de nivel de

= ax + by + c, por lo que concluimos que z crece más rápidamente
•	 •	 -



•

+ c en la	 recta <x,y> = <x + ta, y + tb>, t	 R.. 	 . 

emos z = aCx +	 ta) +	 bCy +	 tb) +	 =	 t(a2	 izó +
o	 o

	

bYo	 c) y podemos decir que	 z crece	 si t	 es positivo,

eoe 51	 es negativo y no cambia de valor si 	 t =	 O. Este

hado nos ayuda a decir que z crece más rápidamente si 	 damos

res a Cx,yD en la dirección <a,b>.	 Como ya sabemos que z crece

	

rápidamente en la dirección <a,b>, es	 natural que	 nos

	

guntemos	 por su valor, esto es,	 que hallemos	 la	 derivada

reccional de z = ax + by + c en (x o , yo) en la dirección <a,b>; es

ir que hallemos

a
	  h	 + b

C -	 ax +by +c
Vía2 + b2	 Via

2 + b 2 r oo

h

cual es igual a 7/a2 + b .

Revisando lo que acabamos de hacer podemos observar algunas

opiedades del vector <a,b>:

1. <a,b> es perpendicular a las curvas de nivel de z = ax+by+c.

lá. Dado un punto P de z = ax + by + c, crece más rápidamente en

la dirección <a,b>.

3. Y La derivada direccional en la dirección de máximo

crecimiento es 11<a,b>II

Por otro lado ya sabemos que

4. El ángulo agudo que forma el plano z = ax + by + c. con el

plano coordenado xy es e = arctan Yla2 + b2 =arctan11<a,b>H,

propiedad que nos motiva a decir que 11<apb>11 	 es	 la

"pendiente" del plano z = ax + by + c.

Esto significa que el vector <a,b> es un vector especial en el

sentido de que nos ayuda a resolver algunos problemas relacionados

con el plano z = ax + by + c, por lo que lo distinguiremos en la

siguiente

DEE NI C1 ON.	 Dada la función z = ax + by + c y un punto P(x , y ),o	 o
<a,b> lo llamaremos GRADIENTE de z = ax + by + c en el

Plinto P(xo	 o, y) y lo denotaremos 7z(x , y ).
o	 o

X + by

el ( o

al vector



Ahora nos proponemos motivar la definición de gradiente de una

i ón z = fCx,y) en un punto PCx,y).

Supongamos

eboloide

que un insecto está en el punto C1,1,2) del

z = x
2 + y2 y queremos saber en qué dirección debe

serse para que ascienda	 por la curva de máxima	 pendiente.	 Por
diente a una curva C en un punto P, se entiende, la pendiente de

recta tangente a la curva C en el punto P. Como el plano tangente

= x2 + y2 
en C1,1,2) nos da todas las rectas tangentes a todas

curvas contenidas en z = x
2

	

+	 y2 y que pasan	 por C1, 1,	 2)

onces, la recta	 de	 máxima pendiente contenida en el plano

gente al paraboloide 	 z	 =	 x2 + y2 en C1,1,2),	 será la recta

gente a la curva de máxima pendiente. Por lo tanto, si de todas

5 rectas del plano	 tangente, se	 halla la de máxima pendiente,

tonces se halla la curva de máxima pendiente. Así, como el plano

a z = x
2
 4- y

z
agente	 en C1,1,2) es z = 2x + 2y - 2 entonces

a'2> nos da la dirección	 Cen el dominio de z) en la que debe

verse el insecto para que	 se mueva sobre la recta de	 máxima

endiente, así que si	 se mueve por	 el paraboloide,	 comenzando en

;-1,2) en la dirección <2,2>, se estará moviendo por la curva de

xima pendiente. Note que aunque para un plano z = ax + by + c, el

adienCe tiene el mismo valor en cualquier punto P, no sucede lo

smo para cualquier punto P en el caso del paraboloide.

Sabemos que si una superficie z = fCx,y) tiene plano tangente

en•un punto P(x	 yz ) de ella, su ecuación seráo	 o	 o

	

, yol(x - x 
o
) +	 o yo )1

[--( x
o	 (y - yo) + f(x. , yo), así queax	 ay 

az	 az

el problema de hallar la dirección en que debe moverse un objeto que

está en la suPerficie en el punto (x
o , yo , z ) para que ascienda por

la curva de máxiMa pendiente es equivalente Cpor argumentos análogos

a-"los dados en el problema anterior y que no queremos repetir) 	 al
problema de hallar la dirección en que debe moverse un objeto que

está en el plano tangente a la superficie z = fCx,y) en (x Y ,	 )o	 o	 o
l'ra que ascienda por la recta de máxima pendiente, de donde podemos

af 
xo	 --(

af
que <---( , yo),ax

	

	 x o , yo )> da la dirección en la que seay 
mover un objeto	 que	 está en el punto P(x, y, z )	 de	 la

	

.	 o 
o

Super ficie z = fCx,y)	 para	 que ascienda por la curva de	 máxima
Pendi ente. Lo anterior da lucrar 	 a la siauiente citn•finirirSn

qpncluir

"debe



CLON	 Si z = ax + by + c es la ecuación del plano tangente

superfi cie z = fCx,y) en P(x., Y., f (xo , Yo)) entonces el

<a,b> lo llamaremos el GRADIENTE de z =fCx,y) en PCx.,Y0) YDr

denotado por 7f(x ,yo o

acuerdo con la definición anterior si la superficie z =fCx,y)De 

plano' tangente	 en	 P(x.,

>9= 18-5-(< 5c. ' Yo) ' c"(>co' Yo)]'
(af	 af

yo, f(x,	 y ))	 entonceso o

Ahora resolvamos un problema donde se involucre el concepto de

rádiente de una función de tres variables.

En cierta región en donde está un insecto, se ha definido un
•

Mema coordenado tridimensional y se conoce que la temperatura T

n cada punto PCx,y,z) es TCx,y,z) = x
z 

+ y
2 

+ z
z 

- 25. La velocidad'

¿,'que crece la temperatura es máxima en la dirección en la que se

a mover el insecto, hallar dicha dirección, sabiendo que parte

C4,-1,3) y recorre una unidad lineal por segundo. También,

aliar la magnitud de la máxima velocidad.

Cabemos que en el tiempo t* = O, el insecto está en C4,-1,3)Y

que si se mueve en la dirección <a,b,c>, en el tiempo t

Vie_ZA-b2 +c2 

t estará

por lo

tanto la temperatura que actúa sobre el insecto en el punto P será

TCt) = 14 4.

2+b 2 +c2

at
2

+b +c	 //a2+b2+c2

 el pun o P = [4
2 2 2 

,-1	 /3
at	 bt	 ct

bt

la
2+b 2

+C
2 lá2+b Z +c

	 1[3 + 	 	 25
ct 

t
z 
+ 8a - 2b + 6c 't + 1.

2 2 2Y/a +b +c

Por lo tanto, la velocidad con que crece la temperatura, en la
di rección <a,b,c> cuando t = O Ces decir en C4,-1,3)) es

8a - 2b + 6c

2	 2 • 2+b +c

CAD
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= <8, -2, 6> •
ya24.192±c2

CProducto punto de dos vectores)

= Cil<8,-2,6>II C1) Ccose)

Ce es el ángulo que forman los vectores <8,	 6> Y

<a,b,c>D.

De donde se concluye que CAD toma su valor máximo si e = O es

ecir, si <a,b,c> =	 k<8,	 -2, 6>, con k > O.	 También se puede.e2‘

-clui r que la magnitud de la máxima velocidad es	 Ii<8,-2,6>I1=1

Si bien cualquier vector de la forma k<8,-2,6> con k > O, nos

la dirección de máximo crecimiento de la temperatura, sólo la

nitud de uno de ellos nos da el valor del máximo' crecimiento, a

er: <8, -2, 6>.

Hay otra propiedad	 que tienen los vectores de la forma

- 2, 6>: son perpendiculares a la superficie de nivel de

x2 
+y

2 + Z
2 

— 25 que pasa por C4 -1, 3D en dicho punto.

Esto significa que el vector <8, -2, 6> tiene ,3 propiedades:

Da la dirección de máximo crecimiento de T en C4, -1, 3D.

Su macnitud da el	 valor de máximo crecimiento de T en

C4, -1, 3D.

3) Es perpendicular a la superficie de nivel de T = x 2+y2 +z 2-25

que pasa por C4,-1,3D en dicho punto.

Si en lugar de TCx,y,z) = x2 +y2 +22-25, tenemos w = TCx,y,z) y

9
yo , z o) en vez	 de C4, -1, 3D, se probará 	 en la siguiente

4	 .eCClón, con la ayuda de la regla de la cadena, que hay un vector
que tiene las siguientes propiedades:

1D Apunta en la	 dirección de máximo crecimiento de w en

(x ,y ,z )o o o
2) Su magnitud da el	 valor de máximo crecimiento de w en

(xO 'Yo .z o)
3D Es perpendicular,	 a la superficie de nivel	 de w = TCx,y,z)

que pasa por (x , y ,	 z ), en dicho punto.o	 o	 o

1	 <a,b,c>



A t al	 vector lo llamaremos gradiente	 de w	 = TCx,y,z) en

'
z o o

. 
Ya se conoce una expresión para	 el gradiente de una

nhcion	 = fCx,y) en un punto P, veremos en la siguiente sección
11.-

e hay una expresión análoga para el gradiente de w = TCx,y,z) en

punto P.

LA REGLA DE LA CADENA

En el cálculo de una variable se resolvió el siguiente problema:
dylar -- si y = fCu) y u = gCx), usando la regla de la cadena, así
dx

llegó a que
dy = dy du. dx du dx. Suponga que z = xz + yz , donde x, y Sor

ariables independientes y a la vez x, y 	 son	 funciones de la

	

viable t, digamos x = 2t + 1, y = t 2 + 1. Podemos	 preguntarnos por

, porque z puede ser expresada en términos de t,	 así z = C2t + 1) z

ct +	 1) z y de aquí podemos obtener 	 d" Ahora, suponga quedt
= x

3 
+ y3 , con x, y variables independientes, y a la vez x, y

únciones	 de las variables independientes s y t,	 digamos x = st,

= al + t; con los datos dados podemos escribir a z en términos de s

	

az	 -az
t, a saber z = Cst) + C2s + tD 3 y encontrar as y at •	 Existe undz

eorema, que nos dice cómo obtener dt en caso de que z = fCx,y) sea

, na función de dos variables independientes, con x, y funciones de

a variable t Cque le llamaremos regla de la cadena para z = fCx,y),

= gCt), y = hCt)); también hay un teorema que 	 nos dice cómo
az	 azbtener .971- y »u cuando x = fCx,y) es una función de las variables

independientes x, y donde tanto x como y son funciones de las

ariables independientes s y t Cque le llamaremos regla de la cadena

para z = fCx,y), x = gCs,t), y = hCs,t). Estos teoremas nos permiten

di
	 az	 az

allar más rápidamente a ar. 
en el primer caso y a y Tau en

az	 az
Segundo caso, pero bien podemos hallar a	 y Tiau en el caso de que

	

conozcamos explícitamente a z = fCx,y), x = gCs,t), 	 y = hCs,t), sin

que conozcamos la regla de la cadena, aunque tardemos unos minutos

más en hallarlas. La fortaleza de la regla de la cadena descansa en
el hecho de que es una herramienta que nos permite hacer 	 demostra-

ones donde se involucren a funciones como z = fCx,y), x = gCs,t),

y= hC s,t), aunque no conozcamos qué expresión analítica particular

Puedan tener ellas. Concretamente la regla de la cadena la vamos a



cuando necesitemos:

Hallar la derivada de una 	 función	 yCND dada en la forma

implícita gCx,y) = O, en términos de las derivadas parciales

de z = gCx,y).

az	 az
Hallar las derivadas parciales 	 yy -557. de una función zCx.y)

dada en la forma implícita gCx,y,z) 	 = O, en términos de las

derivadas parciales de w = gCx,y,z).

Hallar la razón de cambio 	 instantánea de w = fCx,y,z)

CobserVe que es un caso general),	 en la dirección <a,b,c>

en el punto P. CAntes habíamos hallado razones de cambio,

solamente para casos particulares). Esto	 a la vez nos

permitirá dar definiciones de los conceptos de gradiente y

diferencial para una función real con tres variables.

Hallar una expresión para la primera y la segunda derivada

direccional de una función z = fCx,y) en un punto P en la

dirección <a,b>, lo que nos permitirá hallar un criterio

para encontrar los valores máximo y mínimo de una función

n real con dos variables.

5. Estudiar los multiplicadores de Lagrange.

Enunciemos pues la regla de la cadena para un caso particular y

después para el caso general y aunque no haremos una demostración de
ti

ella, si daremos argumentos físicos y geométricos para justificar que

=. fCx,y), x = gCt), y = hCt) entonces dz	 az dx	 az dyJE

Queremos hallar,	 usando argumentos físicos y geométricos dz
dt'

z = fCx,y), x = gCt), y = hCt). En la figura 39 Están repre-

sentados: la superficie z = fCx,y), la curva en el plano xy de ecua-

ción vectorial	 171. Ct) = <gCt),hCt)>, la imagen bajo la función

= fCx,y) de /---> Ct)	 de ecuación vectorial

Y	

4
r Ct)	 = <gCt), hCt), f(gCt), hCt))).

Y un punto P(gCt), hCt), f(gCt), hCt D))..	 .	 . o

= ax dt 4- ay dt



Figura 39

Supongamos que illkt) describe el movimiento de una partícula y

interesa conocer su velocidad en el punto P, es decir en el

po t = t . Su velocidad está dada poro
7-'Ct D = <g'Ct D, h'Ct D, f'(gCt ), hCt D)).

o	 o	 o	 o	 o

está representada	 en la figura 40	 por medio del vector

Pero PC/ = 1-51 +	 donde 151 es igual	 a la proyección P'R' de

obre el dz plano xy y RQ es la proyección de PQ sobre el eje z, es

dtt=to
=	 Cver figura 40).



Figura 40

or otro lado, por ser pa tangente a la curva 7CtD en P, FI está

'plano tangente a z = fCx,y) en P. Como P y Q son las imágenes

o el plano tangente de P' y R' y se sabe que P' = (gCt ), hCt ))

hallar otrahCt ) +o
Como la

= CgCt o 
D + g'Ct o),

esión para el vector Pó.

fCx,y) en P es z = [gCt. D,ax
a f

h'Ct )),	 podemoso
ecuación del plano tangente a

hCt o	 o	 ayDiCx-gCt )) +	 [--.(gCt o 
D,hCt o 

1af
o

hCt D) + fCgCtD,.	 o	 o

C A, , C) son:

las coordenadas A, B, C, dehCt )),entonceso



g'Ct D
o

+ h'CtoD

gCto),

anto

af
hCt o 

))]g'Ct o D+HgCt 
o 
), hCt 

o	 o	 o
))1h'Ct D+f(gCt D. hC t o))uy 

'Ct o 
D,htCt 

0 
D,[g.f<gCt 

o 
),hCt 

o ))]g'Ct 
o	

+	 --c5 .(D	 afdx	 gCt o D,hCt 
o Dlh'Ct o

D>

otra forma del vector i-'Ct 
o D, de aqui que

[___CgCt D,hCt o	 o
Dlg'Ct D	 +	 [---(gCt 

o	 o 
D,hCt Dlh'Ct D.

ex	 o	 ax
Of	 ar

to significa que si z = fCx,y), x = gCtD, 	 y = hCt) entonces

	

dz  Of dx	 ar dy

	

dt	 ex* dt	 ay dt.

a lo que se quería llegar.

	

Si w = fCu,v),	 u	 = gCx,y) y	 y	 =	 kCx,y)	 donde f es

ciable y g y k tienen primeras derivadas parciales continuas,

es:

	

aw	 aw au	 aw dv
ax = du ex + ay dx

	

aw _ aw au	 aw dv
17 - 1a 17 + 57 17

Si W es una función de n variables u , u ,...,u donde cada

	

i	 2	 n
Una	 función de	 m variables	 x1 , x 2 ,...,x	 que tiene primerasm
das parciales continuas,	 entonces w es una función Ccompuesta)

x	 • • >x y

	

aw	 aw au	 aw	 au	 aw	 au

	

1	 2	 n—
ex	 au ex	

+	 + 
du	 ex

	

1	 1	 t 

+	
2	 t	 ni

= 1,2,...,m.

En el caso de	 que m =	 1	 y que u , u2 ,--.,mt	
dependan de una

n
ble t, w se puede escribir como función de t y

	dw	 aw du	 dw	 du	 aw	 du
_

	

1	 2	 n
+

	dt	 du dt	 du	 dt	 du	 dt
t	 2	 n

du
1	

at

eu

dt
utilizamos	 en lugar	 de	

í
porque se acostumbra usar el

010 a para hacer	 notar	 que se está derivando 	 una	 función que

	

ende de más de una variable y u	 es una función de una variable.
du	

1

	

mi smo podemos decir de dt2
	 etc.)



	

ga que z = x2y,	 x = t 2 , y = t 3 . Usar la regla de la cadena
dz

encontrar dt.

dz = az dx + az dy

	

dt ax dt	 dy dt

C2xyDC2tD +C x2DC3t 2 D = C2t 5D C2tD +C	 C3t2D =7ta.

nga que z	 x
2
 + y

a
,	 x =rcose, y = rsene. Usar la regla de
az az

adena para encontrar ar , Y de

	

az az ax	 az ay

	

dr ax dr	 ay ar

= C2>OCcoseD+C2yDDseneD

= 2r

az az ax ± az ay

	

de dx de	 ay ae
C 2xD C -rseneD +C 2y) C r coseD

= C2rcose0C-rseneD+C2rseneDCrcoseD = O

nga que z = fCx2
 
- y

2
, e ' ) , usar la regla de la cadena para

az
lar	

az
yax ay

Hagamos u = x2 - y2 y y = ex Y . Así,

	

az az au	 az &Y

	

ax au ax	 av ax

	

az	 a-z= --C2xD + —(yexy )
au

	az dz au	 az ay
dy du ay  dv

=

	

ÜZ	 aZ
= —

8L/ 
C250 +	 Cxe

xy
 D

iA qué razón está cambiando el área de 	 un rectángulo si su

	

ngitud es de 15 cm.	 y se incrementa 3 cm/seg, mientras que su

ncho es de 6 cm: y se incrementa 2 cm/seg.?

Representemos por x la longitud del rectángulo en cm,

	

ancho en cm,	 por A el área del rectángulo en centímetros

y por t al tiempo en segundos. Sabemos que:

d>c	 dy _

	

dt = 3 que	 2 cuando x = 15, y = 6.

Queremos hallar dA— fr.



dA _ aA dx aA dy	 dx	 dy	 dy
+ x	 = 3y + 2x.

dt	 dt	 ay dt	 dt x dt	 dt
dA = 3 . 6 + 2 . 15 = 48.
dt

d
Iremos y , donde yCx3 está dada 	 implícitamente por

dx
términos de las derivadas parciales de z = gCx,y).

= gCx,y) entonces podemos preguntarnos por
dz
dx porque 2

de X. Y pero a la vez y depende de x. 	 Así

dz _ az x az dy _ az	 az dy
dx	 ax x ay dx	 8x	 ay dx

= O porque gCx,y) = O. Por lo tanto

si zisp- � _0. jb-c. = -(
az /fax) / (az/ay).az	 dy _ 

Hallar dy donde y = fCx)	 está dada implícitamente 	 por
dx

3x2 + 2y = O.

az	 az
N: Hacemos z = 3x

2+2y, aquí	 = 6x y ay-- = 2, por lo tantoax 
dy _ _6x = _3x. Esta solución la podíamos haber obtenido
dx -	 2 -
más fácilmente si despejamos a y, así y = -

.3.xz , de donde2
dy = - 3x.
dx

yemplo: Hallar d-- donde y = fCx) está dada implícitamente pordxxy
e	 - e

az
ON: Hacemos z = xeY + yex

 - e
xy , , aquí 7537 = eY + ye x - yexy

az	 xy,	 dy =	 e +ye

	

Y	 x	 n,
= xey+ ex - xe , de donde	 -

Y ay	 dx	 y x 
-ye 

xyxe +e -xe

de despejar a y para luego hallar dydx

Si una función z = fCx,yD de dos variables independientes está
azen forma implícita por cCx,y,z,D = O, podemos hallar az y

dx	 ay
necesidad de despejar z de gCx,y,z)	 = O) en términos de	 las

vidas parciales de	 W = gCx,y,z). Así, hagamos u = x, y = y,

fCx,y). Aquí tenemos una función W de las tres Variables u, v, z

z funciones de las dos variables x, y.

lo tanto:
aw aw au aw ay aw az
ax	 du 45x± ay 8x	 az dx'
aw

= O, de aquí queax
O 

= aw au aw Jay
du ax ay ax

aw az51 55z , pero como u = x, y = y,

en

pero como gCx,y,zD = O entonces



w	 ew	 aw az	 aw
O = ax 1 +
	 CO) + az	 de donde si	 = O

a	 ay	 ax
az	 aw	 aw

= De manera similar encontramos queux	 orz

(—aw
Y

az
amos a resolver un problema donde necesitamos encontrar ax Y
rar la ecuación del plano tangente al elipsoide

az
ay

2Xz 2
_ 	 Z = 1 en el punto P(x , y , z ).
a2	 bz	c2

	

0	 0	 o

Yxz	 2
per;: go-a W = -- + -- + 

zz-- - 1, y encontremos
a2 b2 C

z

aw	 aw	 aw aw 2x aw 2y	 aw	 2z
ax ' ay Y az ax a

z' ay
b

2 	 az	
c

2

	

—_ = -- -- = —_ , 	 = __,

e

az = --(2x/a
z
)/(2z/c

2) = -(xc2/za2) y

yc/zb2). Como la ecuación de un plano tangente a z = fCx,y)

dada por z = f(xo 	 o	 xy ) + Cx- )a-L.Cx o , y
o
 ) +o ,3x 

ión del plano tangente que buscamos es:

af

(y-y o (3y)—yo) 	 yo), la

z = zo + (x-X0) - 	
a
2 )

2 ]

+ (Y-Yo) - 0
bz	 j 

1

amplificando y reacomodando términos se expresa en la forma

xx	 YY0	 zzo	 o--- +	 + _-_ = 1.
az b

2
c

2

Ahora queremos resolver unos problemas que habíamos dicho que

bordaríamos después de estudiar la regla de la cadena. Estos

	

hallar expresiones para	 la derivada direcccional, la

encial y el gradiente de una función z = fCx,y,zD.

Comencemos con hallar una	 expresión para la derivada

ccional.

Un insecto se encuentra en una región en	 la que se ha

ducido un sistema coordenado x,y,z. En el punto Cx,y,z) la

Pr atura es w = TCx,y,z). El insecto se mueve en línea recf tan 1,



at por loy
o 

+
bt	 ctz + 	

o
2 ,2 2
+0 +c Yia

2
+b

2
+O

2 Yaz+b z +c 2

	

Segundo. En el tiempo t = O está en el punto (x , 	 y ,	 ). Hallar
o	 o	 o

	

es decir, hallar la velocidad con que crece	 Co decrece) la

,eratura que actúa sobre el insecto en t = O. También se puede

"hallar la razón de cambio de T con respecto a t en L

tic/0N: Se sabe que en el tiempo t = O el insecto está en el punto

z ) Y queo
en el tiempo t está en el punto

temperatura que afecta al insecto en el tiempo t será:

-4	

Y	

i+b +c
	 o +	 	

Va
2 +lo 2 +c2

bt	  z + 	
o

l

	

o	 	 	

a +b +c
z	 2	 2

	

ct	

[	

+	 	
at

TCt) = T x
2 2	 2

aquí que la razón de cambio de la temperatura con respecto al

effipo en t = O es
,

cat	 dx + &T az1
t=0 

= V._

	

ax dt	 az • citit..0

	

= ric In 1	 	 a	 	 +(
 [
	 P) 	

b
21C 	 1
Oz

[ PD--C

	

aT I 	 caz .
yia2+b2+c 2	 J	 .1,2_4_1:,2_,_c2

	8T	 aT	 aT

	

--CPD,	 --CP)> • / 	 a 	 b 	 b

	

ax	 ay	 8z

	

(x , y	 ,	 z )•

	

o	 o	 o

	Si consideramos a w = TCx,y,z) 	 como una función, no como una

expresión que da el valor de.la temperatura en el punto Cx,y,z) y t

como un valor numérico, no como una cantidad que representa al tiempo,

dtle=c, le podemos llamar la derivada direccional de w = TCx,y,z) en

ka dirección	 <a,b,c>. Por lo	 tanto	 podemos	 decir que	 CAD nos

proporciona una técnica para calcular derivadas direccionales de una

función de tres variables.

A partir de calcular la derivada direccional de w = TCx,y,z) en

Y ,	 z )	 en	 la	 dirección	 <a,b,c> surge	 de manera	 naturalo	 o
Preguntarse	 por	 la	 dirección <a,b,c>	 en la	 cual la	 derivada
direccional	 de w = TCx,y,z) en (x /	 Y	 z ) es	 máxima y cuál es elo	 o	 o
valor de esta derivada direccional máxima.

Vá
2+b 2 +c2

via2+1:124.c2
)/.3

2
+b

2
+C

2
tia

2 
+b

2 +c 2

Como ya se sabe que la derivada direccional de w = TCx,y,z) en

Y	 z 1 en la dirercirín (a h r", cc



	

<
p)' '11(p)

r 
121-cpp> , < 	 a 	 b	 b
	  , 	 , 	 >ay	 aZ

via2+12,24.c2
la

2 +1) 2 +C
2

la2 +b 2 +c 2

ducto punto de dos vectores)
OT	 OT

	

= II< P),-- 	 • 1	 cose

	

ay	 --Caz
OT

(e es el ángulo que forman los vectores

<
	 -

	

!CPD. 
ay-'
12111( PD 411CPD> y <	 	

a b b 
	 > )az

1.9.2+bz+c2	 Via +b 2 +c 2	iia2+b2+c22 

concluye que CAD toma su valor máximo si O = O, es decir,

	

aT	 aT	 aTk<	 --CPD, --( PD >, con k >	 O. También	 se puede

	

ax	 ay	 az
recluir que la magnitud de la máxima velocidad es
aT	 aT	 aT

<--CPD,á5,-CP3c61-CP)>I1 ya	 que el	 máximo	 valor se	 obtiene cuando, OX
se = 1-

Si se

wel de w = TCx,y,z) que pasa por (x o ,	 yo , z o ) se encuentra que el

	

aT	 aT	 aT
ator <--CP),--CP),--CPD > es perpendicular a dicho plano.	 Cse deja

	

ax	 ay	 az
ta problema como ejercicio).

aT	 aT	 aT

	

Esto significa	 que el	 vector <--C PD ,--C 129,--CPD >	 tiene lasax	 ay	 az
sApirgui entes propiedades:

	

Da la	 dirección de	 la	 derivada direccional máxima 	 Co da la

dirección de máximo crecimiento de T en PD.

Su magnitud da el valor de máximo crecimiento de T en P.

	

Es perpendicular a la superficie de nivel	 de w = TCx,y,z) que

pasa por P en el punto:IP,

OT	 aT	 aTlas tres propiedades anteriores del vector <--CPD,--CPD,--CPD > yax	 ay	 az
definición de gradiente de z 	 = fCx,y)	 nos permiten ver que es

15T	 ;aT

	

razonable definir a	 como el	 gradiente	 de una función
ax'	

aT .-->
ay'	 az	 •

t TCx,y,z).

	

En la	 sección	 dedicada al	 concepto de	 diferencial quedó

donde se

halla la ecuación del plano tangente a la superficie de

Pendiente el hallar una expresión para la diferencial de una función

w fC x,y,z). Se deja como ejercicio hallar dicha expresión.



Imp Y MINIMO DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sí
s decir

se nos pregunta por el valor mínimo de z = Cx-1) 2 + Cy-2)2,

basándose en el álgebra que es cero y que se alcanzamg 
0 x = 1, y = 2. Desde luego que también se puede resolver el

lema si tenemos conocimiento de la representación geométrica de

ecuación. De igual manera podemos decir que el valor máximo de
2

X 
2 

- y

de resolver si tenemos como únicas herramientas al álgebra

geometria analítica, pero que son más fáciles de resolver por

del cálculo diferencial. Vamos_ a plantear algunos de estos

remas pero antes demos algunas definiciones.

DEFINICION 1: Se dice que una función f de dos variables tiene

es 9. Pero existen problemas que resultan muy

Y)o	 oximo relativo en el punto si existe un circulo con

	

o en (x , y ) tal que f(x , y) 	 fCx,y) para todos los puntoso	 o	 o	 o
) del interior de dicho circulo.

DEFINICION 2: Se dice que una función f de dos variables tiene

mínimo relativo en el	 punto (x	 y) si existe un circulo con

	

0	 0

ro en (x. , yo) tal	 que f(xo , yo) S fCx,y)para todos los puntos

) del interior de dicho circulo.

DEFINICION 3: c:e dice que una función f de dos variables tiene

extremo relativo en (x , 	 y) si f tiene un máximo relativo o un
O	 0

iMo relativo en (x , y ).o	 o

DEFINICION 4. 	  dice que una función f de dos variables tiene

máximo absoluto en el punto (x0
,	 yo) si f(xO , yo)	 fCx,y) para

a pareja Cx,y) que esté en el dominio de f. De modo similar, f

ne un Mínimo absoluto en el punto (x. , y.	 .	 .) s i f (x ,	y) S)	 fCx,Y)

a toda pareja Cx,y) que esté en el dominio de f.

Hay una	 diferencia importante	 entre el concepto de	 máximo

ativo y el de máximo absoluto.	 Para que f(x,y) sea un	 máximoo o 
oluto se requiere que la desigualdad f(x,y) �fCx,y)	 sea	 válidao o 
a todos los puntos Cx,yD del dominio de f. En cambio, para que

ga un máximo relativo en	 (x ,y ),	 la desigualdad f(x ,y)�fCx,yD

	

o o	 o o
amente necesita	 ser	 válida para	 los puntos que estén	 en el

eri or de algún circulo con centro en (x ,y ). Podemos decir algoo o



	

sucesi vo usaremos los términos máximo y mínimo 	 en lugar

mo relativo y mínimo relativo.

	

método para determinar los valores máximo y mínimo de	 una

ób de dos variables es similar al que se usa para funciones de

ariable. Consideremos una superficie z = fCx,y) que tiene

tangentes en cada punto de ella y supongamos que en ( x , Y )

	

o	 0

	un máximo f(x o , yo). Si cortamos a la superficie z	 = fCx,y)o

:*medio del plano y = yo
, se determina una curva C de ecuaciones

Como f(x ,

	

y ) es un máximo, entonces la	 desigualdado	 o

	

yo) k fCx,y) se satisface para todo punto Cx,yD del 	 interior

lgún circulo con centro en (x o , yo), en particular se satisface
o

	los puntos del interior de dicho círculo pero 	 que tienen

'acta y = yo . Por lo tanto f(x, yo) es un máximo de la función
o

y), la cual es sólo función de x. Por la teoría de los máximos

nimos para funciones de una variable f X debe valer O en (xO , yo).

tos similares demuestran que f debe valer O en (x , y ).
Y	 o	 o

	Con argumentos análogos, podemos demostrar que	 si	 una

erficie z = fCx,y)	 que admite planos tangentes en todos 	 sus

tos tiene un mínimo en (x ,
O

Y )0
entonces tanto f como f valen

o al evaluarlos en (x , y).o	
o

Podemos, por lo tanto, concluir que si se nos da una función•
fCx,y) que admite planos tangentes en todos sus puntos y s e nos

de encontrar	 los extremos relativos de z	 = fCx,y), entonces

'gibemos buscar todos los puntos (x ,	 y ) tales que hacen que tanto

	

O	 0

	como f valgan cero, a tal es	 puntos les llamaremos puntos
Y

1. ti cos o puntos estacionarios. Ya que	 la	 ecuación	 del plano

angente a z	 = f C x, yD en un punto	 (x ,	 y ) cualquiera es
o	 o

	(x-x 
o 
)f 

x 
(x

o , yo)  + Cy-y o 
Df 

y 
(x 

O
, yo)	 f(xo , yo) entonces

es la ecuación del plano tangente a z 	 fCx,y) en

f(xo , yo)), en caso de que en (x ,	 y ) la función z =fCx,y)

	

o	 o

lcance un valor máximo o un valor mínimo;	 es claro que z = f(x ,y )o o
es un plano paralelo	 al plano coordenado	 xy. Esta situación

geométrica es análoga a	 la que se presenta en	 el cálculo de una

variable cuando se buscan los valores máximos y mínimos de una
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deriva.ble y = fCx): si en x = x, la curva y = fCx) C pcD tiene unJ

un mí ni mo , entonces la recta tangente a dicha curva en

x )) es paralela al eje x.
o

Veamos algunos ejemplos sobre máximos y mínimos.

pLO 1: Hallar los máximos y mínimos de:

z = x2 + y2

z = 9 - x2 - y2

c) z = x2 - y2

CLON:

Si z = x2 + y
2

,	 Z	 2x y	 z
Y
	2y, de donde se concluye que

el único punto crítico es C O 3 0). El valor de z en CO,O) es z =

o y si Cx,y) x CO,O), z>0; por lo tanto la función alcanza un

valor mínimo en CO30).

Si z = 9 - x
2 

- y2 entonces z = -2x, z = - 2y, por lo tanto
Y

el	 único punto crítico es CO,O). El valor de esta función en

CO,O) es	 z = 9. Y si C >c, yD	 x CO,O) z < 9,	 por lo tanto la

fcanción alcanza un valor máximo en CO,O).

Si z = x
2 

- y2	entonces z
x 
= 2x, z = -2y,	 por lo tanto el

Y
Único punto crítico es CO,O).	 El valor de esta	 función	 en

CO,O)	 es z = O pero para los punto del eje x diferentes de

CO,O), z es positiva y para los puntos del eje y distintos de

CO 3 0), z es negativa. Por lo tanto la función evaluada en su

punto crí tico no alcanza un extremo r el ati vo Debido a la

apariencia de esta superficie cerca del punto C O , 0, OD , este

punto se llama punto silla de la gráfica.

CVENTARIO:	 En la	 función de],	 inciso a) z =	 O es un	 mínimo

	

absoluto y un mínimo relativo. En el caso de la función  del	 inciso

z = 9 es un máximo relativo y un máximo absoluto. De la función

del inciso c) podemos aprender la siguiente lección: el hecho de que

o	 o
de dicha función. En el cálculo de una variable se presenta una si-

uación análoga: f'Cx)	 O no implica que fCx) sea un extremo
o	 o

x y) sea un punto critico de una función z =fC>c, yD no es sufí -
o

--iente como para garantizar que f(x , y ) sea un máximo o un mínimo

elativo.



es un mínimo, si

•
2

x

o	 o
, y ) no

x , yo)

2
o

No se puede

si

2
ZCX ,	 y )o

	

Z(X ,	 y ) z	 a2
ZCX ,	 y )r	 o	 .1	 o	 o

2ay

es máximo ni

y

aX a y

mínimo,	 si

O	 >	 O;

ax2

a2
ZCX

o
Yo) 

n2 LrZX o 	 y 
o )

2
O;

[

Y2 ÜX 49y

asegurar que,f(x
o
, y.) sea extremo relativo

xo , Yo) 	
z z ( x o , Yo)	 	 [.0

z
z

	(

xo,o
2

ay' axay
= O.

STRACI DN. Los problemas que se acaban de resolver nos sucieren

ámino	 a seguir	 para	 lograr lo	 que nos	 proponemos. Hallemos

iendo x = x + at, y = y	 + bt, z = fCx,y) y el	 vector .a.,b>o	 o

rio. Así,

dz _	-az dx	 az dy az	 az 
dt	 ax dt	 ay dt	 741;Ca	 fely

b.

	dt	 ox	 o o	 ay	 o
az	 azclaro que dz lt=0	 -c(--	 es igual	 a cero porque	 x ,y )	 ,y )=O

o

ser Cx y ) un punto crítico de z = fCx,y))o	 o

	d z
z a

2
2 	 aZ

Z 	 O
2

2
,

- 
O

2
 Z a2 

+	 b + 	  ab +	 b
2

dt 2
ax

z 	 ayax.	 axaya 	
ay2

a
z
z

-	 az
z por ser	 z	 fCx,y) una función polinomial Cesteayax	 axay

lo vamos a aceptar	 sin	 demostrarlo),	 por lo	 tanto si A

	

2
2	 a 2

Z	 _2Z_Pesenta	 a	
O ,
	 y 

o	 aMay
),	 B	 a	 	  Cx

o 
y

o
)yC a	

‘x, yo)

	

2	 2o 

	

OX	 ay

donces 	  se puede escribir de la siguiente manera:
dt 2

d
2

Z

	

= Aa
2
	2Bab + Cb 2

Ht 2 1+ =	 n



amo A, 19 y C representan números fijos y a y b varían de tal

que a 2 + b = 1 podemos considerar a Aa
z + 2Bab + Cbz como un

las variables a y b.

-A a
2 

I- 2Bab + Cbz = A(a + 
Á
bB
-)

2 	AC A Jos. 
b

2

concluir que:

Si A > O y AC - B
2 
> O entonces Aa2 2Bab + Cbz > O

Si A < O y AC - Bz > O entonces Aa2 
+ 2Bab + Cbz < O

para todo a y b tal que a	 b2 = 1.

significa que f(x ,	 y ) es.un mínimo si	 A > O y AC - B2 > O
o	 o

x , y ) es un máximo si A < O y AC - B
2 

> O.
o	 o

n caso de que:

á)	 A > O y AC - 92 < 0 entonces Aaz + 2Bab + Cbz
 puede tomar

valores positivos en alguna dirección y valores negativos

en otra. Así, en la dirección <a,b>=<1,0>, Aa 2
 2Bab + Cb2

S es positiva y en la dirección <a,b>-<	 A 

es negativa.B2 -4
2 

-I- B
2

A < O y AC - 92 < 0 entonces Aa2 + 2Bab + Cb2 puede tomar

valores positivos en alguna dirección y negativos en

otra. Así, en la dirección <a,b> = <1,0>, Aa z+ 2Bab T Cbz

es negativa y en la dirección

posi ti va. 

-B	 A 
> es

1J1112 	 82
	 /A2
	 82 

A = O y AC - B2 < O entonces Aa 2 + 2Bab + Cb2 puede tomar

valores de distinto signo. Como A =0 y AC - 13 2<0 -> B x 0,

así que si C X O; Aa2
 2Bab +Cb toma valores de distinto

signo en las direcciones <  C 
	 B
, 	 ›. <  C
	 -8
 . 	 >

i/ 13 2,c2 12.,c2	
il 8 2 4-c 2 19'4-C2

y si C= 0, Aa2+2Bab+Cb2 toma valores de distinto signo en

las direcciones 1	 1	 1	 1 
<	 > Y <	 ›.

	

Y2 YE	 YE -VE

De 3a), 31a) y Sc) se puede concluir que si AC - B 2 < 0 entonces

'Y ) ni es máximo ni es mínimo.
o

y



último, en

AC - B
2
 =

z=fCx,y9.

Z=1-X
4 
-y

4 
.

caso de que:

O, no se puede decir nada acerca de la función

Tomemos por ejemplo a z = x
4
+ y

4 
, z = x

4 
-y

4

En estos casos AC-1192= O para (x ,y ) = CO,OD.
O O

Y

en z =x
4

+y
4

, zCO,O) es un mínimo, en z =x
4 -y4

ni mínimo y en el caso z=1-x
4 -y

4
Si n embargo,

zCO,O) no es máximo

zCO,O) es un máximo.

LO 4: Hallar el punto del plano 3x + 4y - z = 26 que está más

cercano al origen.

ION: Si Cx,y,z) es un punto del plano, su distancia al origen

/2
= yx + y

2
	 z2 , pero la terna Cx,y,z) que hace que D2 tome

lor más pequeHo, es la misma que hace que D tome el valor más

eHo. Por lo tanto hallaremos la terna Cx,y,z) tal que hace que

± y
2 + z

2 sea mínima. Como z = 26 - 3x - 4y entonces

w = x
2
 + y

2 C26 - 3x - 4yD z

Hallemos los puntos críticos de w.

w = 20x + 24y - 156
X

W = 24x + 34y - 208
Y

unica pareja que

eorema que nos

4D

hace w = O y w = O es C3,4D. Vamos
y

permite saber qué clase de punto

a utilizar

crítico es

w = 20
xx

w = 24	 w = 34.
xy	 yy

- [W C3,4D] 2 = 2034 — 24z
xy

teorema anterior	 nos asegura que en C3,4)

tanto, el punto del plano buscado es

o [w C3,4D][w = C3,4)]xx	 yy
itiva y w = 20, el

= 104 es

XX

P.nZa su valor mínimo. Por lo

4,-1).

NENTARIO:	 Este problema

pidamente por los métodos de 1

jetivo era ilustrar el irtéteds-

s der ivadas parciales.

lo pudimos haber resuelto más

a geometría analítica, pero nuestro

de tratar tales problemas mediante

HPLO 5: Hallar las dimensiones de una caja

n'su parte superior, que tenga un volumen

rectangular,

de 32 cm3
 y que

abierta

requiera
!` menor canLirind nnc;Klc,



ION: Sean x,y,z las dimensiones de la caja, donde z representa

tur a y sea S el área lateral de la caja. S desea hallar el
mínimo

,xyz = 32.

ecsr:

de S = xy + 2xz + 2yz, con la

Podemos, entonces, escribir a

condición de que

YS como función de x,

64 64S = xy +	 + --
Y

ntremos los puntos críticos de S.

ces

S = y - 64 , S =
x	 2	 y

X
el único punto critico	 de

64x
Y

S es C4,4). Estudiemos la

raleza de este punto critico. Como

S
XX

128
, S	 = 1,

xy
X
3

1S -	 28
YY	 ay

°riges S C4,4) = 2, S C4,4) = 1 y S C4,4) = 2, de aqui que,
YY

3 >OySxxC4,4) = 2 > O. Por

esta sección S tiene un mínimo

dimensiones que buscábamos son

xx	 xy

C4,4)] [ S C4,4)] - [ S C4,4)].
2 

=
YY	 xy

tanto, por el teorema enunciado en
cuando x = 4,	 y = 4. Las

4, y = 4, z =2 y S = 48,

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

ativo

Los problemas de máximos y Mínimos que hemos resuelto los

emos dividir en dos clases. Mallar los extremos relativos de

+ y , es un problema de extremo Libre Cnote que en este caso,

to x como y pueden tomar cualquier valor real). Hallar los

remos relativos de z = x2 + y2 sujeto a la condición

1)2 +Cy-1D 2 = 8, es un problema de extremo restringido Cnote que

.2

este caso, los únicos

t'ellos que satisfacen

valores que pueden tomar la x y la y son

la ecuación Cx-1) 2 +Cy-1) 2 = 8). En esta
Ccján nos limitaremos a resolver problemas de extremos

strinoidos.



os probl emas que vamos a resolver en esta sección son:

Hallar los extremos relativos de z = fCx,y) sujeto a la

restri cción Co condición) gCx,y) = O.

Hallar los extremos relativos de w = fCx , y , z) sujeto a la

restri cción gCx,y,z) = O.

Hallar los extremos relativos de w = fCx,y,z) sujeto a las

restricc i ones gCx,y,z) = O y hCx,y,z) = O.

uchos de los problemas de máximos y mínimos que se plantearon

cul o de una variable tienen la forma del problema del inciso

ara resolver el problema del inciso a) en cálculo de una

ble procedíamos de la siguiente manera: de gCx,y) = O,

ejábamos- a y, obteniendo digamos, y = hCx), este valor de y lo

¡tíos para escribir a z = fCx,y) como una función de solamente la

ble x. Por ejemplo el problema de hallar el rectángulo de mayor

ue se puede inscribir en un círculo de radio R, se reduce a

trar el valor máximo de z = fCx,y) = xy, sujeto a la

= M-x
ficción x

2	
y
z
 = R

2
. De x

2	
y
2 

= R
2 
obtenemos y	 2 , y

xi/R2-x2 que	 es una función de una	 variable.

almente que en ciertos problemas es difícil despejar a y y en

casos	 es imposible despejarla. co la sección anterior

vimos problemas de máximos y mínimos que tienen la forma del

ema del	 inciso b). Por	 ejemplo el problema de calcular el

finen máximo posible de una caja rectangular de superficie total A

, se reduce a encontrar el valor máximo de w = fCx,y,z) = xyz,

to a la restricción 2Cxy+xz+yz) = A. De 2Cxy+xz+yz) = A obtene-
.

z = CA-2xyD/Cax+2y) y de aquí w = xyC A - 2xyD/C2x+2y). También

iertos problemas de este tipo se presenta la dificultad y en

	

s la imposibilidad de escribir a z explícitamente 	 como 'una
gión de las variables x y y, y en caso de poder escribir a w

O una función de x y y, y hacer uso del método estudiado en la

	

ción anterior para hallar los extremos relativos de w 	 permanece

al gunos casos) el inconveniente de las complicaciones de tipo
ebr aico. Para los problemas de extremo restringido es más

r5illo el método de los muitipLicadores de Lagrange.



	

Evaluar a z = fCx,y)	 en gCx,y) = O, significa geométricamente,

uar a z = fCx,y) en puntos que pertenecen a una curva Cno a una

Por ejemplo cuando se pide hallar 	 los extremosrficieD.
ti vos de z = xy sujeto a la restricción x2

 + y2 = 25, se tiene

evaluar a z	 xy no en los puntos del interior del circulo, sino

los puntos	 que satisfacen la ecuación x
z

+	 y
2 

= 25. Evaluar

CX,Y 23 en gCx,y,z) = O, significa, geométricamente, evaluar, 
= fcx,y,z) en una región que forma una superficie. 	 Por ejemplo,

ndo se pide hallar los extremos relativos de w = x + y + z sujeto

a restricción x2 + y2 + Z
2 

= 25, se tiene que evaluar a w=x+y+z,

los puntos de la esfera hueca x2 + y2 + z2 = 25 y no en la esfera

	

ida. Por	 último evaluar a w = f Cx,y,z) sujeta a las

fricciones	 gCx,y,z)	 = O y hCx,y,z)	 O,	 significa,

métricamente, evaluar a w = fCx,y,z) en una región del espacio

forma una curva. Por ejemplo, cuando se pide hallar los extremos

ativos de w=x2+y2+z2 sujeto a las restricciones x + y + z + 1 = O

x - y + z + 2 = O, se tiene que evaluar a w = x2 + y2 
+ z2 en los

toa2que están en la intersección de los planos x + y + z + 1 = O

x - y + z + 3 = O que, como se estudi¢ en geometría analítica, es

a recta.

	

Vamos a	 resolver primeramente, algunos problemas de extremos

	

stringidos,	 utilizando	 solamente métodos geométricos. Esto nos

	

por	 un lado, a conocer la interpretación geométrica del

todo de los	 multiplicadores de Lagrange y por otro lado' nos

ugerirá cómo escribir en forma compacta una ecuación que contiene

solución. En la discusión de estos problemas las curvas de nivel

las superficies de nivel jugarán un papel importante.

JEMPLO 1: Hallar los extremos relativos de

rttricción Cx-3) 2 + Cy-3) 2 = 2.

SOLUCION: Para	 resolver	 este problema, -tapicemos -	el plano xy

Uti lizando rectas de la forma x + y = k, una para cada valor de k,

estas rectas son las curvas de nivel de valor k 	 de z = x + y) y

Lego dibujemos la circunferencia C Cx-3D 2+Cy-3) 2= 2. Ver figura 41.

z	 x + y sujeto a la
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Figura 41

Cómo las rectas con las que tapizaMos el plano son rectas de

endiente	 algunas de estas rectas no cortan a C, dos de ellas

on tangentes a C y algunas tienen dos puntos en común con C. De la

ometria analítica sabemos que x + y = 4 y x + y = 8 son tangentes

C, si 4 < o k > 8, x + y = k tiene dos puntos en común con C y si

< 4 ó k 8 entoncesx+y=kyCno tienen puntos en común. Como

stamos interesados en evaluar a z en los puntos que cumplan con la

pndición Cx-3) 2 + Cy-3) 2 = 2, nos tenemos que limitar a estudiar

os valores	 de z en los puntos de intersección de las rectas de

Pendientes,-1 que son tangentes o secantes a C. Para tales puntos

odos los valores de z = x + y están en el intervalo cerrado [4,8].

sto significa que el mínimo valor de z es 4 y el máximo es 8. El

valor 4 lo toma en el punto de intersección de la recta tangente a

y = 4,	 este punto es C2,2).

El valor 8 lo alcanza en el punto de intersección de la recta

angente a C x + y = 8, tal punto es C4,4).

',EJEMPLO 2: Hallar los extremos relativos de z = x2 + y2 sujeto a la

restricción x
2 
+ Cy-3) 2 = 1.



N. Para resolver este problema "tapicemos" el plano xy por

e circunferencias de la forma x
2 

+ y
2 

= k, una para cada

eal no negativo de k, Cestas circunferencias son las curvas

01 de valor k de 2 =x
2

+y
2
) y luego dibujemos la circunferencia

_3J2=1 Ver figura 42.

Figura 42

Como las curvas de nivel que dibujamos son circunferencias

ntricas con centro en el origen, 	 algunas de estas

erencias no cortan a C, dos son tangentes a C y otras cortan

n dos puntos. De la figura 42 se deduce que las circunferencias

y = 4 yx
2
+y

2
= 16 son tangentes a C,	 que las circunferen-

+ y2 = k con 4 < k < 16 cortan a C en dos puntos y que las

unferencias x
2

Y
2
 = k con 0<k<46k> 16 no tienen puntos

pmún con C. Como estamos interesados en evaluar a z en los pun-

que cumplan con la condición x
2 + Cy-3) 2

 = 1 nos tenemos que li-

a estudiar los valores de z en los puntos de intersección de

circunferencias x
2
 + y

2 = k tangentes o secantes

os todos los valores de z = x
2

y
2 están

ado C4,16]. Por lo tanto el valor mínimo para z

a C. Para tales

en el intervalo

= x
2

+ y2 es 4 y

ázimo 16. De la figura 42 concluimos que el valor 4 lo alcanza

0.2-1



mb.

O 3: Hallar los extremos relativos de w = 2x + 2y + z sujeto a

ricci ón X2 + y2 + z2 = 16.

ON: Como ahora queremos encontrar los extremos relativos de

ación w = fCx,y,z) sujeta a una restricción gCx,y,z) = 0,

s que trabajar con superficies de nivel, en este caso son

de la forma 2x+2y+z=k, los cuales son perpendiculares al

<2,2,1>. Así, tapicemos el espacio tridimensional por medio

mjános de la forma 2x + 2y + z = k, uno para cada valor real de k

-..,ego dibujemos la esfera E con centro en el origen x2+ y
2
+ z 2=16.

geometría analítica se obtiene que las superficies de nivel de

k = ± 12 son tangentes a la esfera E, que las superficies de

con valor de k, tal que -12 < k < 12 corta a la esfera y que

-12 ó k > 12, la superficie de nivel de valor k no tiene

en común con la esfera E. Como queremos evaluar a w =2x+2y +z

puntos de la esfera E, tenelmos que encontrar los valores que

en los puntos de intersección de los planos 2x + 2y + z = k

tangentes o cortan a la esfera E. para todos estos puntos

ores de w están en el intervalo cerrado E-12,12]. Por lo tanto

or mínimo para w es -12 y el máximo 12. El valor mínimo se

a en C-8/3,-8/3,-4/3) y el máximo en C8/3, 8/3, 4/3).

Y
z

O 4: Hallar los extremos relativos de w = x + Z
2 
sujeto

2

restricciones x + 2y - z - 6 =0 y 2x - y + z + 1 =0.

ON: Ahora notemos que estamos ante un problema de hallar los

os relativos de una función de la forma w=fCx,y,z) sujeto a

estricciones, una gCx,y,z) = O y otra hCx,y,zJ = O.

ricamente, esto significa que queremos encontrar el cuadrado

distancia que hay entre la recta L determinada por los dos
, dados y el origen. En este caso las superficies de nivel son

s de la forma x
2 

+ y
2 

+ z
2 

= k, es decir esferas concéntricas

ntro en el origen. Como las ecuaciones paramétricas de la

L determinada por los dos planos son x = -t + 1, y = 3t + 2,

-1 , podemos obtener por medio de la geometria analítica que la

la entre dicha recta y el origen es t. Asi, si tapizamos al
2 2 2O tr idimensional por medio de esferas de la forma x +y +z = k,



k < 6 no tienen puntos en común con la recta L. si k = 6.

la curva de nivel x
2 + y

2 
+ Z = 6 es tangente a L en

y las superficies de nivel de valor de k con k > 6 cortan a

L en dos puntos. Como queremos evaluar a w en los puntos de

u, tenemos que estudiar los valores de , w en los puntos de
2 2 2Sección de las esferas x +y +z =k que son tangentes o cortan a

a todos estos puntos los valores de w están en el intervalo

lo tanto el valor mínimo para w es 6 y lo alcanza en

_1), también podemos decir que w no tiene valor máximo_

Revisemos los ejemplos que.acabamos de discutir, para encontrar

ropiedad algebraica Csi es que la hay) que tengan los puntos

fueron soluciones. En todos los ejemplos que estudiamos,

coincidencia geométrica: en los ejemplos 1 y 2 las

s de nivel que pasan por los puntos solución son tangentes a la

C que

por los

pl di? 3,

ión, son tangentes a la superficie E que representa a la

representa la restricción dada y las curvas

demás puntos de la curva C no son tangentes a C. En el

las superficies de nivel que pasan por los puntos

de nivel que

- icción dada y las superficies de nivel que pasan por los demás

os de E, no son tangentes a la superficie de restricción E. En

jemplo 4, la superficie de nivel que pasa por el punto solución

angente a la recta L que representa a las dos restricciones

as, en cambio las superficies de nivel que pasan por los demás

os de L, no son tangentes a la recta L.

Sabemos que si z = fCx,y) entonces VfCx
o' yo

) es perpendicular a

el puntode nivel fCx,y) = f(x., y) en.0 (x , y ). Así que,
o	 o

una curva de nivel C de
1

gCx,y) = O son tangentes en

eta L que pase

z = fCx,y) y una curva restricción

cierto punto P, podemos encontrar una

C como a C . Como
1	 2

entonces 7gCPD, es

por P y que sea tangente tanto a

, Y) = O es una curva de nivel de z = gCx,yD

r , el gradiente de z = gCx,y) evaluado en P, es perpendicualr a

P y por lo tanto perpendicular a L, por otro lado 7fCPD, es

gradiente de z = fCx,y) evaluado en P, es perpendicular a

lo tanto perpendicular a L, esto significa que los

7fCPD y 7gCPD son perpendiculares a L en P, esto es, WCPD



bién sabemos que si w = fCx,y,z) entonces Vf(x , v ,z ) es
o	 o o

ular a la superficie de nivel fCx,y,z) = f(x , y ,z ). Asi
o	 o o

una superficie de nivel S de w = fCx,y,z) y una superficie

oión S gCx,y,z) = O son tangentes en algún punto P, podemos

rar un plano T que pase por P y que sea tangente tanto a S

s . Como gCx,y,z) = O es una superficie de nivel de w =

z) entonces VgCP) es perpendicular a Sz en P y por lo tanto a

otr o lado 7fCP) es perpendicular a S en P y por lo tanto a

mo tanto VgCP) como VfCP) son perpendiculares 	 a T, podemos

que dichos vectores son colineales, es decir, 	 existe algún

X tal que VfCP) = XV9CP).

Mora, sea w = fCx,y,z) y C una curva determinada por las

icies gCx,y,z) = O y hCx,y,z) = O. si C es una tangente a la

icie de nivel S fCx,y,z) = f(x
O
 , y 

o 
,z 

o ) 
en P(xo, y o ,z 

o)
ces existe una recta L que pase por P y que es tangente tanto a

a S. Ya que VfCP) es perpendicular a S en P, es decir, ya que

es perpendicular al plano tangente T a S en 	 P y L está

ida en T podemos concluir que VfCP) es perpendicular a L. Como

,z) = O es una superficie de nivel de w = gCx,y,z) que pasa

entonces VgCP) es perpendicular a gCx,y,z) = O en P, es decir

es perpendicular al plano T que es tangente a gCx,y,z) = O en

ro como L está contenida en T. podemos concluir que VgCP) es

ndicular a L. De manera similar, ya que hCx,y,z) = O es una

erficie de l nivel de w = hCx,y,z) que pasa por P, podemos
2

luir que VhCP) es perpendicular a L. El hecho de que los

ores VfCP), 7gCPD y VhCPD sean perpendiculares a L implica que

n en un mismó plano y que por lo tanto cualquiera de ellos pueda

escrito como una combinación lineal de los otros dos, asi para

) existen dos números X y p tal que WCP) = XVgCP) + pVhCPD.

Todo lo anterior nos invita a que evaluemos los gradientes de

una de las funciones involucradas en los ejemplos anteriores,

os puntos solución, para investigar si la contraparte algebraica
congruente con los hechos geométricos encontrados.

En el ejemplo 1, las funciones que involucramos son fCx,y)=x+y

9Cx ,y) = Cx-3) 2 +	 Cy-3) 2-2, los puntos solución fueron C2,2) y
4)	 cn	 ,



<2x-6,	 2y-6>.

<1,1> y 7gC4,4)

esto implica que VfC2,2) = C-1/2) VgC2,2). Como

= <2,2> tenemos 7fC4,40 = C1/2) 7gC4,4).

por lo tanto VfC2,2)	 = <1,1>	 y

ejemplo 2, las funciones

+ y2 y gCx,y) = x2 4- Cy-3) 2

anto VfC0.2) = <0,4>

= C-2) VgCO 3 2). Como

VfCO34) = 4 VgCO34).:

que se involucran son

Los puntos solución

2y> y 7gCx,y) = <2x,2y- 6>,

= <0,-2>, esto implica que

VfCO 3 4) = <0,8> y VgCO 3 4)	 <0,2>,

2) y CO 3 4). Aqui VfCx,y) = <2x,

y VgCO32)

ejemplo 3, las. funciones que se manejan son

= 2x + 2y + z y gCx, y , z) = x2 + y
2 + zz - 16, los puntos

n fueron C-8/3, -8/3,: -4/3) y C8/3, 8/3, 4/3). 7fCx,y,z) =

VgCx,y,z) = <2x,2y,2z>. Por lo tanto VfC-8/3,-8/3,-4/3) =

y VgC-8/3,-8/2,-4/3) = <-16/3,-16/3,-8/3>, esto implica que

8/3,-4/3) = C-3/8)7gC-8/3,-8/3,-4/3). Como VfC873,8/3,4/3).=

y Vg<8/3,8/3,4/3) = <16/3,16/3,8/3>, podemos concluir que

8/3,4/3) = C3/8)7gC8/3,8/3,4/3).

el ejemplo 4, las funciones con las que trabajamos son

z) = x2 4- y2 + z 2 , gCx,y,z) = x + 2y - z - 6 y hCx,y,z) =

+ z + 1. Hubo solamente un punto solución, el punto C1,2,-1).

VfCx,y,z) = <2x,2y,2z> entonces, VfC1,2,-1) = <2,4,-2>, de

y,z) = <1,2,-1>, obtenemos VgC1,2,-1) = <1,2,-1> y de VhCx,y,z)

‘71,1>, se obtiene VhC1,2,-1) = <2,-1,1>, Como WC1,2,-1) es

ndicular a la recta L de ecuaciones paramétricas x = - t + 1,

3t + 2, z = 5t - 1 y también lo son VgC1,2,-1) y VhC1,2,-1),

significa que el vector VfC1,2,-1) se puede escribir como una

inación lineal de VgC1,2,-1)), VhC1,2,-1), es decir, VfC1,2,1)=X

2,1) + pVhC1,2,1) para ciertos números reales X y u. 	 En este

podemos decir que WC1,2,-1) = 2 VgC1,2,-1) + O VhC1,2,-1).

esto que hemos discutido nos permite plantear los siguientes

Teorema 1: Si f(x,y) es un extremo relativo de z	 = f(x,y). 0 

eto a la restricción Co condición) gCx,y) = O entonces Vf(x,y). .

79(x. ,y ) para algún número X. CAqui se supone que z 	 fCx,y) y

gCx,y) son diferenciables].



eorema 2: Si f(x o ,y o ,z 0)
"

es	 un	 extremo	 relativo	 de

cx, y , zD	 sujeto	 a	 la restricción gCx,y,z) = O entonces

Y, Z0)=X Vg (xo , Yo , z o )	 para algún número k. [ Aqui se supone

fc y,z) y wi = gCx,y,z) son funciones diferenciables.]

leoroma 3: Si	 f(x., z )o	 o
es un extremo relativo de

	

y a z) sujeto a las restricciones	 gCx,y,z) = O y	 hCx,y,z) = O

7f(xo o o	
o	 o	,y,z)	 X 7g(x, y ,z ) + p Vh(x, y ,z ) para

	

o	 o	 o o
números	 X-	 y P . [ Aquí se	 supone que w = fCx y,z),

gCx,y,z) y wz = hCx,y,z) son funciones diferenciables.]

Demostrac ión dei Teorema Y:	 De gCx,y) = O,	 podemos decir que

	

te una función y = fCxD Ces decir	 "despejamos" a la variable y

Cx,y) = O), así que z = fCx,y) la podemos escribir como función

o
lcanza un extremo relativo entonces dz/dx = O. Como dz/dx =

,/x) + Cdf/dyDCdy/dxD, entonces en aquellos valores de x en los

la función z tiene un extremo relativo

ftf/c/xD + 5f/ay) Cdy/dx) = O, 	 de donde

dy _	 Caf/axD 
dx	 C Sf/e3yD

gCx,y) = O, Cag/axD + C8f/ayDCdy/dxD = O, de donde

dy _	 Caa/(9x.D
dx	 Cag/ayD

CID y C2D se concluye que

af/ax _ arg/ax
af/ay ag/ay

de la igualdad de estas fracciones

af/dx. = X C,39/5x)

af/ay = X Cag/5yD

para algún número X. Estas igualdades, se pueden escribir en forma

más compacta por medio de

7fCx,y) = X 7gCx,yD

que es la ecuación que satisfacen los puntos de la curva gCx,y) = O

en la que z = fCx,y) alcanza un extremo restringido.

ces

OS

ólo la variable x, por el cálculo de una variable, si en x = x

CID

C 2)

Demostración (9,0 2. Teorema 2:	 De gCx,y,z) = O, podemos decir

que existe una función z = f Cx,yD Ces decir "despejar - a la



como función de las dos variables x y y, por el cálculo de

nciones de dos variables, si enx = xo y y = V w alcanza'o	 un

relati vo , aw/ax = O y aw/ay = 0. Como

aw= af af az
Ox Ox Oz Ox

aw = af af az
ay ay Oz ay

en aquellos valores de x y y en los que la función w tiene

remo relativo se cumple

C
af	 ar 8-z	 n
dx	 dz Ox

af af az = °
Y 57	 57 

lado, de gCx,y,z) = 0, obtenemos

C4)
ag Og Oz 

- oOx Oz fax

	

ag	 ag az _

	

Y • -5}-,	 79-1	 - 
O.

De C3) y C4) despejamos a az/ax y az/ay y obtenemos

Cdf/dx0 _ C Og/Ox)	 COr/Oy) _ C Og/Oy)
C Of/Oz)	 C Og/Oz) y	 COT/Oz)	 cag/azp

es

tro

aqui

Of _ raf/az1 dg Of _ (afvaz] Og
Ox	 1.0g/azi (Ox ' ay	 1.0g,Ozi Oy

hacemos X = Caf/Oz)/COg/OZD, tenemos

df	 Og af _ ag af	 ag
ax =	 ax ' ay	 ay Y az	 7.1

ref.-az-1 ag
ag/azj az

Stas tres igualdades se pueden combinar en una ecuación

VfCx,y,z) =	 VgCx,y,z).

pe es la ecuación que satisfacen . los puntos de la curva gCx,y,z) =0

la que w = fCx,y,z) tiene un extremo restringido.

Demostración det	 Teorema 3:	 Nos limitaremos a hacer la
demostración para el caso particular en que la intersección de las

Uperficies gCx,y,z) = O y jhCx,y,zD	 = 0 es una recta L. Supongamos

l'es , que P(x,	 y, z ) es un extremo relativo de w = fCx,y,z).	 . o
est ringido a la	 recta	 L que tiene	 por ecuaciones paramétricas a

= at + x , y = bt + y , z = ct	 + z . Como w = fCx,y,z) se puedeo	 o	 o
scribir en función de la única variable t, los extremos relativos



moa + Caf/ayDb + Caf/dzDc	 =	 VfCx,y,z) • <a,b,c>.	 Por ser

z ) un extremo relativo Vf(x , 	 y ,z )	 <a,b,c> = O, esto
o	 o	 o	 o

ifI ca que Vf(x o , yo ,  z 
o
) es perpendicular a L. Como gCx,y,zD = O

na superficie de nivel 	 de w
1	

gCx,y,zD	 y está definida en un

	

to de L que contiene a P(x ,	 y ,	 z ) podemos calcular dw /dten	 o	 o	 o	 1
	w = gCx,y,zD y x = at + x ,	 y = bt	 + y , z = ct + z . Así

s.	 o	 o	 o
dt = cdg/a5ID a + Cag/ayDb + CagyazDc = VgCx,y,zD • <a,b,c> pero

, y , z) • <a,b,c> = O para todos los puntos del segmento de L que

tiene a (x o , yo,  z o
) porque gCx,y,z,)	 = 0 para estos	 puntos. En

ticul ar se cumple que Vg(x o ,	 yo ,	 z ) es perpendicualr a la recta.
De manera similar podemos ver que 711(x , y , z ) es perpendicular

	

o	 o	 o
Como los vectores VTCPD, VgCP) y VhCPD son perpendiculares a L,

onces dichos vectores pertenecen a un mismo plano, de aquí que

lquiera de ellos se pueda escribir como una combinación lineal de

.otros dos, así VfCPD = X VgCPD + p VhCPD para ciertos números X

Vamos a aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange

a resolver los problemas	 que resolvimos	 por los métodos de , la

emetría analítica.

1. Hallar los extremos	 relativos de	 z	 = x + y sujeto a la

restrIcclon
z
 + Cy-3) 2

 
= 2.

OLUCION: Aquí fCx,y) = x + y, gCx,y) = Cx-3D 2 + Cy-3D 2-2.	 Queremos

allar Los puntos (xo , y.) que cumplen con g(xo , yo) = O y Vf(xo,y0)

	

X Vg(xo , yo) donde X representa un número. 	 Como VfCx,yD = <1,1> y

gCx,y) = <2x -6, 2y -6>,	 debemos	 hallar	 valores de	 X	 tal que

= k <2x-6, 2y-6>, es	 decir 1	 = XC2x-6D y 1=XC2y-6D por 19

= 1/C2y-6D es decir 2x -6 = 2y -6 de aquí x = y, pero

ebido a que se debe cumplir la restricción 	 gCx,y) = O,	 tenemos,
2Cx-3D 2 = 2, Cx-3D2 = 1 y de aqui	 x = 2 ó x = 4. Por lo tanto los

Pares ordenados que son candidatos a ser puntos donde fCx,yD tenga

	

gxtemos relativos son C2,2D y C4,4).	 Por la naturaleza del problema

C2,2) = 4 es un mínimo relativo restringido y fC4,4D 	 = 8 es un
Máximo relativo restringido. 	 Aunque no	 necesitamos hallar los
valores de x para hallar los extremos relativos podemos decir que un

calor de X es -1/2 v el otro 1/2.



Hallar los extremos relativos de z = x z y 2 sujeto a la

restricción x
2 
+ Cy-3D 2 = 1.

Aquí fCx.y) = x2 + y2 y gCx,yD = x
2 

+ Cy-3) 2-1. Queremos

las	 parejas Cx,y)	 tales que gCx,y) = O y 7fCx.yD = X

para cierto número X. De < 2x,2y> = <2x,2y-6>, 2x = X2x y

= k.C2y-6D,	 C2x3XC2y-6) = X2xC2)0, kx = O. Si X. x 0, x = O. De

, y) = 0 y x = O, obtenemos Cy-3) 2 = 1 y de aquí y = 2 6 y= 4.

or lo tanto posiblemente sean 'extremos relativos 	 restringidos

= 4 y fCO 3 4D = 16. por las características del	 problema en

2), z = fCx,y)	 alcanza su valor	 mínimo y en CO,4) alcanza su

lor máximo.

Hallar los extremos relativos de w = 2x + 2y + z sujeto a la

restricción x2 
+ y2 + Z2 = 16.

LUCION: Aquí fCx,y,z) = 2x + 2y + z y gCx,y,zD = x
2 +y2 + z

2 - 16

aremos encontrar las ternas Cx,y,z) tales que cumplen con gCx,y,zD

1,0 y ,VfCx,y,zD =	 X 57gCx,y,zD para	 algún número X. De <2,2.1> =

2x,2y,2z>, 2k = 2/x = 2/y = 1/z, y = 2z, por lo tanto 4z 2 + 4z 2 +

= 16, 9z 2=16, z = ±4/2. Por lo tanto, los puntos donde probable-

Pite fCx,y,z) tenga extremos relativos restringidos 	 son C-8/3,-

-4/3D y C8/2,8/3,4/3). Aquí 	 también de la característica del

bblema fC-8/3,-9/3,-4/3D = -40/3 es un mínimo relativo restringido

C8/3,8/3,4/3) = 40/3 es un máximo relativo restringido.

4. Hallar los extremos relativos de w = x2 + y2	
Z
2 sujeto a

las restricciones x + 2y - z - 6 = O y 2x - y + z + 1 = O.

Aquí fCx,y,z) =x2 + y2 + z2 , gCx,y,zD= x +,2y - z - 6 y

!)Gy,z) = 2x - y + z + 1. Queremos hallar los puntos 'que cumplan

on a) 7fCx,y,zD = X.VgCx,y,zD + phCx,y,z) para ciertos valores de X

P. y con b) gCx,y,zD = O y hCx,y,zD 	 = 0. Así

<2x,2y,2z> = X<1,2,-1> + p <2,-1,1>, es decir

2x = X + 2u	 2y = 2X - m;	 2z = -X+p, de aquí,

2y + 2z = X. y 2x + 4y = 5X 	 lo que implica que x = 3y + 5z.

gCx,y,z) = 0 y hCx,y.z) = O tenemos

5y + 4z - 6 = O Y

5y + 11z + 1	 = O



=-1 es solución de este sistema de ecuaciones por lo que

= 1. Esto significa que en C1,2,-1) fCx,y,z) probablemente

extremo relativo. Por las características del problema,

irnos que en C1,2,-1), fCx,y,z) tiene un mínimo relativo y éste

,2,-1) = 6.



la trayectoria de un proyectil es curvilínea Cno

:rectilínea) entonces el vector aceleración es distinto de _gro.

2ara convencernos de esto. debemos darnos cuenta que las

pendientes de las rectas tangentes varian Cver fi gura 46), pero

como el valor de las pendientes de estas rectas tangentes está

dado por v'Ct)/x - CtD concluimos .que y'Ct),-x'Cl..) es 	 variable.

este obli ga a que en ningún intervalo de tiempo, x'CtD. y'CtD

sean simultáneamente constantes.	 Esto significa	 que en

cualqui er intervalo de tiempo x'Ct) varía o y'CLD varía o ambas
dx'Ct.D, av'Ct

CL	
D

Varían y de aqui podemos concluir que ó 	  o  -.	
O ambas

CL

no son idénticamente igual a cero; Por	 lotanto en el

movimiento curvilíneo siempre al menos una 	 componente de la

aceleración es distinta de cero Caún cuando la rapidez del

proyectil sea constante).

Figura 46

'tiernos dicho que la dirección del vector aceleración por lo

general no es i taneente a la trayectoria_ Esto sucede por

ejemplo cuando se lanza un proyectil desde un catión inclinado

un ángulo A con respecto al suelo, si suponemos des preciable la

resistencia del aire Cver fi gura 47D. La única aceleración oue

actúa es causada por la fuerza con que la tierra atrae al

objeto. y está diri gida siempre hacia abajo en todos los puntos

de la curva. esto ec a =O y a =-9.8j



Figura 47

	

Otro ejemplo que nos permite 	 comparar al vector velocidad

	

con el vector aceleración en . el	 movimiento curvilíneo, es el

movimiento de una partícula a lo largo de una circunferencia.

T :as ecuaciones paramétricas de 	 una circunferencia de radio

	

son x = Rccse. y =Rsene. Sin	 embarco. estas ecuaciones he

especifican el movimiento hasta que establezcamos como varía e

Con el tiempo t. 	 Sea w la velocidad angular de la carticula P

en el tiempo t	 Por definición w es devñt, esto es. w es

razón de cambio de e con respecto al tiem po en redí cenes por

unidad de tiempo,	 para cualquier	 unidad de tiempo que se use.

Luego e es el número de radianes que recorre P. en el tiempo t.

Si w es contante. e=wt. Así, si w =3 y la unidad de tiempo es el

segundo. e=3t y en 2 secundes e cambia en 5 radianes.

	

Supongamos que w es constante.	 así e=wt y las ecuaciones

carametricas de la circunferencia de radio R C yer ricura -:20

son x=Rcos wt. y = R sen wt. Por lo tanto la ecuación vectorial

cue describe al movimiento es

	

= R coswt i	 T R Senwt j.

per lo tanto

= -wRsenwtí T wR cos wt

	

Ecos • t 	- w itsenwt3

!a'
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Figura 48

Como 12.CtD .V"CtD	 concluimos que el vector de posición

r(7.‘tD y el vector velocidad -\1"Ct) son perpendiculares, es decir

vct-% es tangente a la circunferencia.

4	 4Como aCtD = C-w2 RDrCtD, concluimos que el vector de posición
4, 	 4
J-Lt.) y el vector aceleración	 aCtD son colineales v además de

->,
dirección opuesta. De esto se deduce que ai.t) no es tan gente a

la UrayecLoriá.

Para este caso particular,	 calculemos d2s/dt 2 V q atrg,	 tí.	 Como

dsvdt = ISI*CtD1 = w R,	 a s/dt	 = O y OZCtl = w2R, por lo tanto2	 . 2 	 , 2

a s/at X ÍI aCtj

El significado físico del	 hecho de que la aceleración es a

lo rargo de PO es que el movimiento circular sólo puede suceder

Si hay una fuerza	 que continuamente empuja al cuer po en

movimiento hacia el 	 centro. Esta situación física ocurre por

e j emplo cuando se ata a un extremo de un hilo una piedra y se

le hace girar. La mano 	 debe	 ejercer una fuerza, que	 por la

secunda lev de Newton del	 movimiento implica una aceleración

hacia el centro para mantener al objeto girando en fórma

circular. "_Además, Ya que la macnitud de la aceleraci	 2ón es w 

eS la macnitud de la aceleración ancuiar. la  aceleración debe

zer mayor si la velocidad an gular se incrementa. Esto, 	 cambien



corno sa función aCt: describe la posición de la partícula en

cci ón nori=ontal y la función hCt) describe 	 posición en

	

ección vertical. podemos usar una expresión vectorial c	 e der 

actamenté	 misma	 infgrmación que proporcionen

p.=.rame ricas de la trayectoria. esta es:écuaciones

= oCtDi r h(t:ki

donde :'í.	 representa un vector con punto inicia 	 ei	 _c.-a;

punto final en	 el punto P-CaCtD. hCtD:. ver f e 	 así

varia. el punto final de	 1-uando	 --)Ct•	 describenho la

Figura 43

tra yectoria de la partícula. A rCt:") le vamos a llamar vector de

posición de la partícula en el tiempo t o simplemente	 ce

posición.

Queremos pues. encontrar la velocidad y la aceleracion 	 de

una partícula conociendo el vector de pos ición	 01=7

cálculo de una variable. sabemos que si y = fcts es la ecuación

que 'describe la posición de una partícula que se mueve en linea

recta. la derivada de fCUD con res pecto a t nos da la velr--irid

de la Partícula en el tiem po t; no podemos aplicar el mismo

procedimiento a rCtJ. porque r 7.J no es una f rIC en Cyje	 Orne

valores numéricos sino vectores- sin embarco.

variable nos sugiere que investiguemos si

calculo de unz,

Lim



At	 AL

CxCt+AtDi yCt+AtDj) -,(xCt)i+ycL
At

una cantidad aue sirva para representar realmente la

una oarticula en cualquier punto de la trayectoria1. 0claac Lite

scrita pcn rttj. Recresentemos a ( ItCt.+At)-7-Ctlj)/At per medio

a7Ctln/At v a Lim	 D/At por medio de cintCLD/dt. Hagamos

= xCLDityCt y escribamos a ClD en términos de las

omponentes de 17-1CLD.

rCt-i-AtD4CtD

xCt+AtD-xCLD.	 yCt+ALD-yCID.
At	 1 T	 At

AxCtS.	 AyCtD,
At J'

g, r/dt = L im AliC	 _	
±

	

ID	 dxCLD.	 dvCt)
 -

át->0	 At	 dt.'	 dt

aqui que podemos	 calcular	 a dr
->
CtD/dt por medio de sus

emponenLes. Ya dimos el	 primer paso que nos ayudará a

hyesti gar si Cl)	 representa	 realmente la velocidad de una

titula que sigue una trayectoria 7CLD: escribimos a C l ) en

érminos , de las componentes de	 La figura 44 muestra el

Si gnificado	 geométrico	 de 1---)CtD, 7Ct+AtD.	 AFI'CLtALD,	 AitCt

tt5 ArD. AxCt) Co ¿>0 y AyCLD Cd Ay).



	

esta representada por el	 vector con punto inicial en P

pun to final en C? , cuando LA tiende a cero,	 se aproxima a

pr.)r	 trabajo del cálculo de una variable	 sabemos p,,le

tuerca PQ se aproxima a la recta tancente a la curva en F.

an z.o	 drc,,,la dirección de	 dt es	 a Lan nla de l? recta,u 

la CUY-3a en P. asi urCt,--c,t tiene la dirección cc.rrecr.a para La

eloci dad del objeto	 en movimiento.	 Conociendo	 en:_ences

	

podemos hallar las	 ecuaciones paramétricas de la.

recta tancente a la curva descrita por el objeto en movimiento,

puesto Que, conocemos las coordenadas del 	 punto Pe:Ct.),y(

un vector paralelo a l a recta tangente dado

Ahora falta calcular la magnitud de diktD/dt y ver	 s ésta

nos da	 valor de la rapidez con Que se mueve el objeto en el

tiempo	 antes de calcular la magnitud de d-kt:"),-dt recordemos

un procedimiento para -numerar" una curva C que nos a yudara a

lograr nuestro objetivo. Esto	 puede hacerse	 de	 la siauien e

manera:

Se selecciona un punto cualquiera de La curta 2 para

que sirva de punto de referencia.

Pac:c a:	 Partiendo del	 punto de referencia, se eta _„-rie

sentido sobre /a curva como el sentido coStic.

Pwócr 3:	

otro como el sentido negativo.

Si PCx,y) es un punto de La curva, sea s	 on‘:t _>_rd

de arco, "con	 signo”, sobre C desde	 el cuntc de

referencia hasta P, donde s es posttiva si P está

el sentido positivo a partir del punto de referencia.

y es ne •ativa si P está en el sentido n~ctun. 14.'r

ftura 45.

s1.4 st5

s- 3 	 sr6

s

sr I

PUNTO DE REFERENCIA
sr



Por medio de este procedimiento se determina un punto

- de la curva. cuando se da un valor de s. Por ejemplo, s=2:

, t ermina el punto que está a dos unidades sobre la curva en el

envido Positivo a partir del punto de referencia v s=-3

oetermina el punto que está a 3 unidades sobre la curva en el

ent.ido neaa ivo a partir del punto de referencia.

Si tenemos una función de una variable t. donde t representa

e l , tiempo. que nos da el valor de s para cada valor de t y el

envido positivo de la curva la 'escogemos.de tal manera que s

crece cuando t crece, entonces Ids/dt1 nos da el valor de la

rapidez de la partícula en el tiempo t.

Si la curva C está definida por el vector de posición

7C litD =xC tDi * yCiDj, el cálculo de una variable nos dice cuál es

á, función de una variable que nos da el valor de s para

Cualquier valor del tiempo t. Esta es:

s = S i(x'CiD) (y'CTD)2 dT
o

par lo tanto, por el teorema fundamental dei cálculo de una

variable

ds
dt, 

=	 [ XIC t.)] 2 +	 v'Ct:)] 2

por otro lado la magnitud del vector drt..t)/ct =	 Dj

es

	

arLtD1	 /
	 2

dt	 -	
x'CtD]	 y'CtD] 2

por lo tanto

ds _

I

ji dílktD 

	

I	

11

dt I	 -	 I dt
4_

Lo anterior significa que la magnitud de drCtD/dt nos da el

valor de l a rapidez con que se mueve el objeto en el tiempo t.

	

Hemos pues, llenado	 a	 la conclusión de que orCtSzdt es una

cantidad vectorial oue proporciona el valor de la velocidad del

hielo en movimiento en	 el	 tiempo t; así tenemos derecho de

	

mar a arLuJ/cr el	 vector velocidad en el tiempo t y darle un

rlool o. El Simbolo para 0rCt},dt sera \/C T....). indicaremos las



	

„ponentes dei vector	 Por:

+ v Ct)j

	

t..	 entonces
dt

C	 Cuando tratamos clreL,criente con

las	 ecuaciohes	 ca am	 idas x=0( t) y	 v =hlt -.). sabemos d.ue

d'Y	 representan	 las	 componentes	 horizontal
át
rsspectl yamente	 de la	 velocidad, esto también eEita con 	 ido

en:

	

cirCtJ	 dxCt.)	 dvCtD.+
rit	 at	 di

componentes horizontal v vertical d e la aceleración son
,2
a VL _. J

4 t
2 dt 2

vectorialmente	 en

definimos el vector aceleración como:

d rCt)	 a xCt) -
dt 2 dt 2

.4	 r>,Si denotamos or ( t)./di por vCt) entonces

¡C ) = d keliCtD _ d2xCtD, c YCLp i	 - a CtDi + a Ct)j
.2

d	 dt 2 	
Ct.

t	
_ :‹	 y

2	 .
d 2XCt p 	 d yCt) 

donde a Ct. -.) - 	 	 a Ct) -
dt z Y	 dt 2

La magnitud de
a r(ti está dada por

t 2

i d rCt2.	 / a
2 xC'	 2''	 d2ytp 2

dt at

Esto se puede

calculando d
2
s/dt

2
 de

2
ds _ /[dxCt) -1 	reivCt-j1 2
dt	 dt	 dt

Este hecho implica que la magnitud del vector aceleración no

es la derivada con respecto al tiempo de la	 rapidez

Veremos más tarde t! .e a s/gi no es mas aue una componente del

vector aceleración.

n hecho importante es oue el	 ve	 acelerón
.2

) Por	 Lo peneral no es _.ingente

cap

Las

d2xCtD Estos hechos pueden Ser	 e:‹presados

terminós de la derivada de (E)

Co.)

pero esta maanitud no es 	 a S .c1L.
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FUNCIONES VECTORIALES

Éste capítulo contiene los siguientes temas:

Movimiento en el piano

Componentes tanaencial v normal de la aceleración

latinos ejemplos de funciones de R n en Rm para n, m = 2. S

En las primeras dos secciones de este capítulo se estudian

amente las funciones de 	 en R2 en.el contexto del movimiento

partícula en el piano. En la primera sección se da una

Picación de porqué es	 razonable que r , 
C:.7 represente la

idad de una partitura	 cuando 7-CtD es la o rifl,Ition de

:cu-a en el tiempo t. En la primera sección se estudian algunos

°articulares de Movimiento curvilíneo y en la secunda se ;al la

nformaci ón acerca del movimiento curvilíneo con a yuda de inc

éptos de aceiaración tangencial y normal. Los tipos de

iento que se consideran en estas secciones son tales que

D �<0,0> para todo t. Finalmente, en la tercera sección s e dan

píos de funciones ,de R n en Rm para n. mi = 2.3 que surgen del

o de la geometria.

MOVIMIENTO EN EL PLANO

Si una partícula s e mueve en un plano y se nos pretunta
•	 aceleración que tiene dicha part í cula en

alcün punto de su trayectoria v el único dato cue se nos da

que siguió una trayectoria que tiene por ecuación a y = z es

imposible saber el	 valor • de tales cantidades, en cambie, Si ce
nes informa que la trayectoria que siguió

dacta por las ecuaciones oárametricas x =

re presenta el tiemnc, . C	 nrIrirrrinc, h i ar ,

partícula' esta-

=	 donde t



emplo de mcvimiento que aunque el obleto se mueve a

de un circulo con rapidez 	 constante. esta act-a.ndo una

Es esta aceleración la que continuamente cambi::

direcci ón de ; movimiento y que si deja de existLr, el objetc_

-e movería en línea recta

COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION

Si una partícula se mueve de tal manera que su trayectoria

curva y para - la cual conocemos las ecuaciones zarametricas
.	 •

como funciones dei tiempo. ya podemos calcular la ma gnitud y la

dirección de la velocidad y la ma gnitud y la dirección dé la

aceleración.estasObtuvimos	 cantidades calculando las

componentes de la velocidad y la aceleración en las direcciones

de los ejes x, y. En el movimiento curvilíneo la dirección del

movimiento está a lo lar go de la tanaente a l a curva. pero

como va hemos señalado. debe haber alguna fuerza actuando aue

continuamente cambia la dirección del movimiento, poi-Que de no

existir esta fuerza, e l movimiento sería en linea recta. re

aquí que la fuerza que cambia la dirección del movimiento debe

empujar al objeto en una	 dirección diferente a la diretccór

tangente. Para estudiar tales movimientos, es útil saber qué

sucede en la dirección de la tan gente	 qué esta actuando cara

causar la desviación de esta dirección. 	 El saber que el vector
•

aceleración esaCt) = a i r a j no nos dice cuánto de Lay_

aceleración actúa a lo lar go de la tangente y cuánto no.

Reconsideramos	 primero	 al vector tangente. Las ecuaciones

paraMetricas aue hemos usado aquí 	 para estudiar la velocidad y

la aceleración han sido	 funciones de un parámetro t cde

r epresenta al tiempo. Sin embar go, cuando un punto ? se mueve a

lo largo de una curva, su posición puedelser esnecificada por

lalonaitud de arco s que ha	 recOrrido desde un punto de

referenria al aue se le asi gna s =0. Por lo tanto el vector de

posición desde	 origen	 hasta P se convierte en una función

qas v las componentes del vector de 	 posición san de aua._

manara funciones de s. Esto



Si el objeto se mueve de P	 hasta Q, it-CsD cambia a rtsásD
..

(ricura 49"). Por lo tanto

	

->	 ->
_

	

ár	 rCs	 ásD-r-)CsD

	

As	 ás
.->	 d/-

ds
!	 nr

podemos ahora definir or zds como	 = Lim
ás->0 LI

ditCalculemos la magnitud de
ds	

Si PCsD = xCsDi	 -	 ;

función del tiempo t, entonces

4-‘ 

cii- CsD dxCsD	 ds,	 dvCs) ds.
ds	 dt +

ds dt

dt	 ds	 +	 dt	 dsds	
ds ditCsDds dxCsD.	 dyCsD  

dt

o tanto
.4	 4

01 = Ili ,	
r, = 1 •c-1!

i ar 1
at

Idt1 = ldsi
i 1:1 '

pero como	 entonces	 diz)i

Encontremos l a dirección de di--I'Zds. La dirección de	 dr--> /ds es

'Ir
el límite de la direccióncero,Cuando ás se aproxima a 	 Q175-7

'-1se aproxima a P. Así que el vector arzds es paralelo a la recta

tangente en	 P.	 Veamos más sobre	 la dirección de ar/ds Cver
4	 4fisuras	 53),_yy SOD, c.	 r0)	 Cs+ásD - rCsD, para ás > O.	 tiene la

->
rCs+.6,․) - res) dirección del vector P-Z,	 como As	 > O,	 tambiénAs

tiene la dirección del vector 1.5 .	 rCs+AsD - r-Cs),4 , para ás<u,
->`

 rCs-As-3 - r(---tiene la dirección-del vector QP, 	 como ás ( O,
ás

tiene la dirección del vector 	 Esto significa que la

dirección de drZds es la del vector tan gente a la curva en P y

que apunta en la• dirección en la que crece s. Vamos . a denotar

al vector un i tario dit/ds por medio del símbolo t.



L.a direccion dei vec tor a se es pecifica por Cver	 cura 51)

ngula o medido tal como se hace en tri gonometria. Entoncesa.

puede variar desde 0 a 300.

cs_u + vts, . entonces:
_

a = drts_,	 _ dxCsD.	 +	 dvCs-.)
1	 	

as	 ds	 as	 -
avector L tiene la	 misma	 dirección	 que la del vector

..	 .aay ,	 ar	 ur	 ds	 ds
3olocidad y o dr/tzt porque: dt =	 Efu y au es positiva porque

eccoaeremos que s crezca cuándo así lo ha ga el tiempo t.

Figura 51

?ara determinar la aceleración que obliga a que un objeto en

movimiento sobre una curva se desvíe del movimiento rectilíneo.
a(p r i mero estudiaremos la razOn de cambio de

Como t es un vector unitario, siempre es posible e=scribirlo
aen la forma	 = cos91 * senói, donde 0 representa la direczion

del vector

COmo dt../d0 = Cesen0Di + Ccose)i, 	 podemos ver	 oue relación-1
ahav entre as/d0 y i. Como ai.dó 	 = Cesen0Di	 Ccos0pi

rosCáea0°Di	 senCó+g0°)j; concluimos que di/d0 es	 un vector

que tiene una dirección i gual a 0 + gO° y además es unitario
.2	 .poroue : idtzdó i j = 1sen ó -'- cos 20 = 1. Por	 io tanto. podemos

obtener el vector atvC0 a ?partir del vector	 i. girándolo ",;0° ena

sen:_ido contrario al de las manecillas 	 r-a	 reio i	 11',er

9ura 521) A esta vector lo Vamos a repre--,ar:nr rs 

, ---..

COMO



Figura 52

Vamos a	 escribir la aceleración	 aLt) en términos de 	 los

vectores	 y Etl. Los vectores	 i y N nos servirán como vectores

unitarios de referencia, asi 	 como nos sirvieron los vectores

unitarios i v j cuando estudiamos la velocidad y la aceleración

las direcciones horizontal y vertical.

4
Si el vector de posición	 rCt)	 es rLt) =	 yC

entonces sabemos Que el vector 	 velocidad es GCt) = grLtiz. at-

Por la regla de la cadena podemos escribir

drrsJ	 ds	 ds
ds	 dt	 dt .„ U  J

V	
_`leamos un caso particular para ver que 	 	 por

dt
oulo que podemos escribir	 sin necesidad de especificar
ct

parámetro del que depende u.	 Sea u=C3cost)i-rCSsenCj.

La aráfica de &ti) es una circunferencia de radio 3 con centro

en el oriaen y orientada en sentido contrario a las manecillas

del 'reloj.	 Para cada valor de	 t. sea s la longitud del arco

subtendido por el án gulo t _figura 53). es decir.	 s=3t á L=s/S.

Ahora

nuCsD
dt

3 [-sen(I)1-1-CI) i	 [COS(1-- )1 dt^3

r-sen(Hz-
L

ds ,
at

rs1	 ds
cosk..,r)

07. 



er0

c-jr-IC.:-" se 0;:ede .c-scriblr en	 función de 7_,	 peroue s=lt y

AS1	 -	 e I 	 • S:	 ""	 [1: OS (.
.15

L

	 e.n	 -r1Le. OS	 -	 dt

El vector aceleración

Eidura 53

está dado por	 cA,./cit_

= a%
. 	d

aCt:

por Lo Lanto

CC	 az. dt
[ds

ds]t	
a_

+[i	 r..)at	 Ot Ct

2
CA S a.	 osot

-I-1
2	 dt dt

dt
ai	

= direro como	 -e-
as
e--dt.	 as at

Por lo tanto
a s	 ds z di4

=	 4-a
2	

1	
OS

dt
Podemos	 escribir al

•	 4a	 en	 términos	 de	 i y recordando

Cy	 . Asil de d17-'as obtenemos:

..:_iai	 di uw	 co
e--

as	 clvD GS	 dis

aue



Y

KN

)II

= 	

	

a 2 s 	 _ds,z dé
(á—))

dt2

,remos expresado al vector aceleración en términos de dos

	

omponentes per pendiculares.	 El	 primero,	 2 s/bt . está. a lo
z

irgo de la tangente y tiene la maanitud de la aceleración a lo

arao de la curva. La segunda componente está a lo _arao de 1

..tiene maanitud.

dO rCi_5.12

(.7s \ata'

La cantidad	 Cds/CtD2	 es simplemente el cuadrado de la

rapidez instantánea	 C f_D	 del objeto	 a lo lava° de la

cur va y la cantidad dp-a- proporciona el 	 valor de la curvatura'

de la curva. Si representamos a dóxds por K y a ds/dt por v, la

aceleración puede ser escrita como:

.z
C S

	- 	 + kv2 N
. 2
at

o en términos del radio de curvatura R =

	

= Ca 2SVcit 2D 	 C V2/RA =	 i ± a N.
T	 N

Deberíamos ver también que la componente normal Cv 2,1-:CD está

dirigida hacia el lado cóncavo	 de la	 curva. Ya que v2 es

positiva. la dirección de Cv
2
xRDN o CKv

2 ->
DN depende de K. Dos

lu,ztrar i cnes pueden convencernos que la componente normal st_.á

realmente dirigida hacia el 	 lado cóncavo de	 la curva. En la

fi gura 54, s es	 positiva hacia arriba. El vector unitario

_anuente t como ya lo hicimos notar posee la dirección en la

que crece s y 11 una dirección mayor en 90 0 en sentido contrario

de las manecillas del reloj a la dirección de T.



,r -a g rura Co/ds es negativa en P porque 6 decrece cuando
-t

V 14 tienen direcciones apuestas. es

lada concavo de la curva

Zonsideremcs la figura 55, aqui s crece hacia 	 ,:Ha. c_,

3 .
pcLor tancente 1 tiene la dirección en la aue crece s	 y4 está

1 r i ei do g0 3 en sentido contrari o al de las manci I 1 as
a.e;o1 con respecto a I.

Figura 55

Si l objeto se mueve en	 la dirección	 en	 cue s crece.

entonces 0 es creciente v por lo tanto dcb/ds es	 nositiva. ue

acui que KJ .1 está otra vez dirigida hacia el lado cóncavo de

curva.

El hecho de que el vector aceleración en un punto 7-- sea el

mismo si e=ta expresado en términos de los vectoresiy i o en
.términos de los vectores i y N.	 nos sirve para	 calcular ,‘

4	 ,..
valor de a . Así como a =a i i- al=as-raN, entonces

N	 x	 Y-	 T	 N

ecir

cC e. Por lo tall]..o

apunta hacia el

N
2	 2 2	 2=a +a =a +a
X	 y T N

eleM010.

v de aqui a = I
.2	 2
 -a

•lieamoS un

EJEMPLO Supongamos que un cuerpo se mueve a lo largo de

curva cuyas ecuaciones par ametr i cas son

sent-tcost. Encontrar a	 ar  N

X = COS I: ±	 senu. v

La ecuación vectorial que re presenta al ;•V1	 rl “,r-7



or lo tanto

= CtcostDS + Ctsent:l

= C-tsent + costDi + CLCost-rsent:/j

01,10 ric ,/dt =	 = t y de aoui, a = d2szdt2

12
2	 1	 2

y a = 4.	 - a =	 C-tsent+costD+Ctcost+sentD2-i =
•

N

La expresión para 	 a en términos de los vectores	 v
4

uestra más claramente que la expresión para a en términos de

los vectores i y i, un hecho fundamental acerca del movimiento

ittrvilineo . Uno tiende	 a pensar que la	 primera derivada	 dei

valor algebraico y de la velocidad, esto es dv/tit o d 2s./dt 2 ,

a aceleración total o resultante. Sin embargo , un cambió en

a dirección	 de la	 velocidad también	 implica oue	 haya

aceleración. Esta aceleración apunta hacia el lado cóncavo de

la curva y nuestro resultado para a nos dice cuánto es	 esta
N

aceleración normal.	 Esta cantidad a	 también se llama
N

aceLeración centrípeta. Ya que la aceleración normal o

centrípeta se	 presenta en	 el movimiento	 curvilíneo, alguna

fuerza debe producir esta aceleración.	 Además, en vista	 de

que a = Cd2s/dt 2it +	 CKv2 J N, mientras más grande sea	 la

curvatura de l a curva en un punto o más grande la velocidad a

:lo largo de la curva,	 a debe ser más grande y por lo tanto de
N

acuerdo a la segunda	 ley de Newton sobre el movimiento.

Tuerza oue produce esta aceleración debe ser mas grande.

Utilicemos el valor de	 a en términos de los vectores 	 N.

para calcular	 el valor	 de	 v para	 que	 un	 sátelite entre	 en

órbita circular. Supongamos que la	 órbita	 de un satélite	 es

circulan, el centro de su trayectoria es el centro de la tierra

y que orbita r metros desde el centro de la tierra. La oacnitud

de la fuerza gravitacional ejercida por la tierra es:
GMmF =

2
r

donde M es la masa de sa tierra y m la masa del satélite.

magnitud de la	 fuerza	 centrípeta requerida para mantener	 al
; satélite en su tra yectoria circular es:

nIV
2



el radio	 ce curvatura es r. Para cue	 -z¿ttel

nanezca en su	 ,,--.At_caria circular, entonces toda	 Cc.eria

avitaciona l debe :ser usada para ejercer la tuerza

qucrica. Esto es.

mv 
2

2

=

Este resultado	 nos; da la velocidad a la cual 1:11 zatelite

ebe orbitar	 esta á una distancia r del centro de la '_i.e;-,

Una barticula	 también puede describir una curva en e,•

espacio tridimensional. Recordemos de una curva O definida por
, r

tina función vectorial , rCtD =	 fCtD, gCt),	 >, se obtiene

e manera similar	 a como se obtiene la gráfica de una curva

definida por una función vectorial ri_tJ = <fCtD•	 oCtD>. `'leamos

v2 .

un ejemplo.

EMPLO.	 Trazar

rCt)=<cost. sent,

curva que tiene la ecuación vectorial

para t	 O.

.
SCLUCICH:	 las ecuacicnes paramétricas dé la curva 	 ri =da son

2	 2
Y- =COSt. V=Sent, z =t, de donde concluimos que x 	 -	 =1.

esto sionifica que todos los puntos de la curva están e .e:
2 2

cilindro	 circular	 recto x r v =I. Esta	 crma rul 	 005

ayudara a orar loar la curva, también nos a yudara el	 calcular

valores de x. y, z para algunos valores es pecíficas de t.

u	 a/-4	 artAl	 rt	 571/4	 317/2	 7g,r4

'	 17/2	 O	 -V-2-/2	 -1	 - "/.:,, 2	 .t./	 ^/1/2

	

V; O -/2/2	 1	 1"2772	 O -Y7%2	 ' -' 1	 0
-	 1
c• 1

3	
rT/4	 n,-2	 317:4	 g	 5g/4	 '3T ,'z	 7g/4	 2 7.

un dibujo' de la curva se muestra en la 'ricura Za.	 Se	 ..t nuede--

imacinar	 como	 un	 triángulo rectángulo	 isósceles cue se

-enrolla-	 en un cilindro. En el triángulo ABC de	 figura

el	 cateto AB se debe -enrollar - alrededor de la circunferencia

de radio 1	 v centro	 en CO.C.I.GD que	 está en	 plano

A locaLizado en Ci



Figura 55

En este caso, la hipotenusa determinará sobre el ciii ndro

la curva C que deseábamos traficar.

EJEMPLO:	 Trazar la curva cuya ecuación vectorial 	 ES

rCt: = <. , t2 	t.3>

SOLUCION:	 Las ecuaciones paramétricas de la curva son x = t.
+ 2

N,	 = t a , de dónde concluimos que y = x2 , es decir los

puntos de la curva están en el cilindro parabólico 3= x a

figura 57 muestra un dibujo del cilindro y una porción de

curva de t = O a t = 2.

ricura 57



endose en un sistema	 coordenado de tres	 dimensiones.

si	 =	 _;l c.:	 hC tD >	 la ecuaclon ved t or al

cribe el	 movimiento de una partícula en el espacio. dond .i., a

r wfle t ro	 es el tiempo. la velocidad de dicha barticuia en el

empo L esta dada por

	

= tt ' c tD =	 ‹f 'cu p • a'c tD, rlCt2/.

aceleración de la partícula en el tiem po t está dada por

Icts = - " C" UD	 <fCtD, d-CtD, hCtD>

molen es	 cierto que	 = <fCsD, dCsD,	 hCsD>, es

cuaci án vectorial de una	 curva	 C,	 donde s es	 el par ámet r c,

nal tud de arco, entonces	 ! r LsD !	 = 1 y que la aceleración

tD se 'puede escribir como

.2

a 'S	 3 • ,	 dS..,2„. u>,	 d.	 S 3	 V
2	 2

=	 I 1	 ç —) i(_ 19 =	 	  i ÷
, 2	

Ct	
2	 Rut	 dt

k'Z

LGUNOS EJEMPLOS DE FUNCIONES DE R n EN t-Rm PARA n,m = 2, 3

En ceometria analitica plana se resuelve el broblema de dado

punto en	 coordenadas Polares; escribirlo en coordenadas

'artesianas	 y dado un punto en coordenadas cartesianas.

éScribirio en coordenadas polares.

Y
P bc,y)

77,411r,e)

Y

	 x

Fi gura 52

la r ígura 58 c e' ti ene que si r y e son l as coor denadas

¡Jalares de P entonces

= r cose

= r sene



G ue si Cx.y) son las coordenadas de P

/ 2 	 2
r ix	 m v

aro tan X	 si -x
x

n + aró tan	 si	 x <

O

O=
si x

-nv2	 si x
O.
O.

y
y

entonces

O
< O

BIBLIOTECi
DE CIENCIAS EXACTA<

Y NATURALESPI SABER bE MIS Hijos
NAPA MI GRAKIWZA

si Cx.y) = CO.0), e no esta definida.

De estas fórmulas de transformación, podemos definir dos

funciones de 2 en R2funcH	 c'	 a saber

fCr,e) = Cr cose, r sene0    

aro tanY

n + arctan

n/2
-n/2 

si x > O

si x < O

si x = 0,y>0
si x = 0,y<0              

y
f C	 =                

Que son realmente otra forma de escribir las 	 fórmulas	 de
".1)\
transformación para pasar de coordenadas polares a coordenadas

cartesianos y viceversa.

Sin embarco esta forma de escribir 	 estas trasnformaciónés

nos permite. no solo saber la transformada de un punto del

piano, sino también la transformada 	 de un conjunto de R2.

Veamos un ejemplo.

E TEMPLO:	 Sea fCr.e)	 = Cr cose,	 r sene).	 Hallar	 os

respectivos conjuntos que esta función asocia a cada uno de

los conjuntos dados.

recta .53=Tr/3 b) El segmento r =1 c) El rec-_rinouio definido



SCLUC :Wh El conjunto de la fi gura 5gaD se	 ísforma en la

C IIa Y., = Y:7;x. El conjunto de la fi gura 59bD se transforma da.0

la función en el círculo 	 unitario y el con unto	 de

5.;c5 se transforma bajo	 la función en el conjunto de culto
2	 2

Y) tajes que A < x e .! S 16 y x. y � G. En la figura ot, se

muestran geométricamente 	 los conjuntos dados 	 los conjuntos

asociados bajo la función dada.

Finura 60

Veamos otro ejemplo.

EJEMPLO:	 Sea A = Er .r ]xCe, e ] con OSe .e Sn/2 y etinam0s
1	 2	 1	 2	 1 2

fCr.e) =	 Cr cose. rsene). Determinar el conjunto imacen

B=fCAD.

SCLUCIGH:	 El conjunto 2 está formado por el conjunto de .untó
2	 2

tales que	 r
2 

5 x
2 
÷ Y	 < ry Ctane Dx < Y S Ctane l',x. Ver

1	 2	 1	 2

lloura 61
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Fi gura 61

En aeometría analítica, también se resuelve el problema de

dadas las coordenadas cilíndricas de un punto P en el espacio

tridimensional escribirlas en coordenadas cartesianas, asimismo

se resuelve el problema de dadas las coordenadas esféricas de

un punto P en el espacio tridimensional

coordenadas cartesianas. La solución a estos

igual que la solución del problema de pasar

polares a cartesianas nos conduce a definir dos

en U< .

escribirlas en

problemas, al

de coordenadas

3funciones de R

Figura 62

De .L a f cura 62aJ	 encontramos que

x = (-cose.	 y = r selle,

o escrita como una función de R3 en 3



a _lauro 521a) obtenemos

x = csendicose,	 y = pserxisene,	 z = pccsó

7--stas fórmulas	 de transformación	 las	 podemos e cscr	 'o': como
—función de	 en 73 , a saber3

una

Fro. e, 0) = Cosen cose. psencis sene.

con	 p 1-1 O. O S e	 2rr y O <	 <

Lác formulas que	 nos ayudan	 a	 obtener	 las	 coordenadas

rtesianas de un punto a partir de sus cobrdenadas
,-,2esféricas,	 nos ayudan a generar algunas; funciones de LN:

así.	 de FCr,e,x) = Cr cose, r serle, z),	 cocemos	 obtener

rCe-cD = Ccose,Sene, zr) que se consigue al ob loar que r teme

un valor constante.	 en este caso se tomó 1-1 = 1.	 Otra función de

en R3 ,	 se consigue si hacemos	 a e ' constante,	 dictamos

a = n/4, a saber	 FCr,z)	 = ((1/1/2)r,(Y/2)r, z).	 De idual	 manera

de	 r: C p, e, O)	 = Cp senó cose,	 psen0 serie,	 pcosw)	 podemos

genera	 funciones	 ,	 de	 R z ne	 ,--3rt ,	 por	 ejemplo:

.e,0)=Csen0 cose,senp sene, cos0D, es una función que asocia a

cada pareja Ce, 9.5) con O S e < 2n y 0Scri<n.	 un punto de la
2 2	
2o)X +y	 =1.	 También FC p , =(C	 posé,	 psene	 C-/2-,v2)

definida parap> O y e S O < an, asocia a cada pareja Cp.e) un

/ 2	 2punto del senil cono z =	 x t y	 .

También	 las	 fórmulas para	 obtener	 las	 ceorllenadas

cartesianas	 a partir de	 las cilíndricas	 o las esféricas nióF;

a yudan a aenerar al afinas funciones de irc en Lic.: 	 como

ECr.e,z) = Cr cose.	 z)

FCr,e.z) = Cr sene,	 z)

FCp.e,p) = Cp senócose,	 o senp sene)
= Cp sentase, p cosen)

Veamos alcunos ejemplos donde se muestre la interpretación

geométrica de algunas de las funciones que acabamos de definir.

ESEMPLn:	 De la función FCr.e,z)	 = Cr	 cose,	 r=ene,.e). que
s i rve	 para	 pasar	 de	 coordenadas	 cilíndricas	 a	 coordenadas

cartesianas,	 encuentre la ima gen de

a -)	 coniunto de puntos Cr.e,z) 	 = Cr cose, rsene.	 tal que

r	 =	 donde	 r	 es un numero	 real posi i vo	 íe i"

ae

esfera



b) El conjunto de puntos Cr,e,z) tal que	 donde k

rjjavryzvarian en todo :ie.

El conjunto de puntos Cr,e,z:. , tal que z

fijo y r, e toman cuales quier valor real.
SCLUCION:

a) Ver figura 63.

. donde

e

Pláno r = k Esfera con centro en

el origen y radio k

Figura 63

La misma esfera le corresponde al conjunto de puntos

'PD

Cr,(9,zD del piano r = k, con OSG<2n y -kS.7.:Sk.

Ver figura 64.

=lana c. =



hubleramos deseado encontrar la imanen del con -Joto de

puntos Cr.e.z) tal que r 	 > O. e = k y z e t?.. la solución at-

ce obtenaria seria	 parte del piano obtenido que -.e

es-T. a en el primer actante y en el octane que esta. en

parte inferior del primero, incluyendo los punLcs del eje z.

Ver finura 65.                        

•                                     

Piano z = k
	

Plano z = k

ricura 65

La misma imagen se obtiene para ei	 conjunto de puntos

tales aue r > O, O <	 2n v z =	 k un número real fijo.

Veamos otro ejemplo.

EJEMPLO: Encuentre la imanen bajo la función

FCp.e.OD =Co serió cose, osema serie, ocos.?5)

de los siauientes conjuntos:

� :5 -- conjunto de puntos Cp,e,OD tales que o = 	 número71

positi vo Í Ho. O S	 ¿ti y O< 0 < a.

O) El conjunto de punto Cp.e,0 -.) tales que e = n, ke:G.2r1 pero

fijo. pl0 y SOSn.

El conjunto de puntos Cp,G,OD tales que 0 =

fi lo. p	 O y 3 	 e.	 2n.

al' er fidura 66.



Rectángulo p=k, 0�e<2n O < á < n

:r icura 66

Esfera x2
T Y

2
-i-.2:

2
 = k 2

iDDÇ') .Ver figura 57.

a porc'án del olano e = k Semioland V = CLankDx

0

1111,1111111111111 11, 11111



r fi g ura 68.                                                                                          

sK                                          

,/                                           

/ 2	 2
1.,,aporciÓn del plano e = K.	 Seminoco z = tanCCrt , 2D ak)	 ix -

p O. O S e < 2g

Figura 68

La ecuación para el semicono no es válida para 0	 9

para 0=0, la imagen sería la	 parte no necatival del aja z;

para 0 = a, la imagen seria la parte no positiva del 	 ele	 z.

otro caso particular diferente a los semiconos se obtiene para

= a/2, en este caso, la imagen sería el plano z = O._
2	 -3

Podemos plantear más problemas para funciones de R	 en	 ¡X

similares a los que planteamos para funciones de 1.K	 en 7.y .r3

Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO: Sea fCe.z) = _cose.	 seno. z). Hallar la 'macen para

a) el conjunto de Ce,zD tales que e =	 k un número fijo en

E0,2^3 y z en R.

El conjunto de Ce,z) tales que z = k. k un número real

y e e 0,217).

S(iL/Ir:ION:

a) Ver ricura ¿SG



Figura 70

fx = cosk

y = senk

b) Ver figura 70.

=	 0Se <2n

Segmento de recta Circunferencia
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CAPITULO IV

INTEGRALES MULTIPLES

Este capitulo contiene los siguientes temas:

Volumen bajo una superficie

Una aplicación de la integral doble en física

Integral doble

La integral doble en coordenadas cilíndricas

Integrales triples en coordenadas rectangulares

Integrales triples en coordenadas cilíndricas

integrales triples en coordenas esféricas

En este capítulo se estudian los conceptos de integral doble e

tegral triple. Se dedican las primeras cuatro secciones al

cepto de integral doble y las últimas tres secciones al concepto

integral triple. El estudio de estos conceptos se motiva por

dio de problemas. Así, primeramente se halla el volumen de un

lido en la primera sección y la masa de una lámina en la segunda

cción para después pasar a la definición de la integral doble en

tercera sección. En la cuarta sección se plantean algunos

oblemas y se muestra que para obtener su solución resulta más

nveniente trabajar con un sistema de coordenadas cilíndricas aue

n un sistema de coordenadas rectangulares. El concepto de integral

iple se motiva hallando la masa de un sólido en la sección cinco.

la secciones 5 y 6 se plantean algunos problemas sobre fuerza de

racción gravitacional que dan lugar a integrales triples pero

nde resulta más conveniente utilizar el sistema de coordenadas

li ndricas Csección seis) o el sistema de coordenadas esféricas

sección siete) que el sistema de coordenadas rectangulares.

Para justificar la técnica de integración repetida que permite

l cular las integrales dobles y triples que en este capítulo se

antean se dan argumentos de carácter intuitivo. Rgc. dan aroumentos

soMetricos para reducir los problemas de integrales dobles en



denadas rectangulares.	 También se dan argumentos geométricos

reducir problemas de integrales triples en coordenadas

ndricas o en coordenadas esféricas a problemas de integrales

les en coordenadas rectangulares; esto permite preparar el

eno para la demostración del teorema de cambio de variable para

grales Cdobles o triples) que da un tratamiento único a los

lemas planteados en los diferentes sistemas de coordenadas y no

amientos distintos a dichos problemas como en este capitulo se

VOLUMEN BAJO UNA. SUPERFICIE

Comencemos con la superficie z = 25 - x
2 - y2. Este es un

paraboloide que se abre hacia abajo y que tiene su vértice en

CO30,25).

La superficie corta al plano xy en un circulo; esto se puede

afirmar porque cuando 	 z = 0, los puntos de la superficie

satisfacen la ecuación x2 + y2 = 25, que es la ecuación de un

circulo en el plano z = O. Hay, por lo tanto, un volumen

-acotado por la superficie y el plano xy. Encontremos, pues,

el volumen acotado por	 la superficie z = 26 - x
2 - v2 y el

plano xy. Ya que la superficie es simétrica con respecto al
plano xz y al plano yz, la porción de volumen en el primer

octante es una cuarta 	 parte del volumen total que deseamos

hallar, así que primero encontraremos el volumen de esta cuarta

parte Cfigura 71). Notemos que está acotada por la superficie,

el plano xz, el plano yz y el plano xy.

Para obtener este volumen seguiremos el procedimiento que se

usa para obtener el área bajo una curva. Cuando se quiere

hallar el área bajo	 una curva, primero se halla una

aproximación para el área por medio de una suma de rectángulos

y luego se hace que las anchuras de estos rectángulos tiendan a

cero, mientras tanto, se incrementa su número para cubrir el

área tanto como sea posible. En el caso del volumen los

rectángulos serán reemplazados por columnaS con secciones



Figura 71

dividamos el intervalo CO 3 5] del eje X en j partes iguales Ax y

él intervalo [0,5] del eje Y en j partes iguales Ay Cfi gura 72).

Figura 72

En cada punto de subdivisión sobre un eje dibujamos líneas

'Paralelas al otro eje, así queda cubierta la cuarta parte del

circulo que están en el plano xy por medio de cuadrados. No

toda el área del cuarto de círculo está cubierta por cuadrados

que estén completamente dentro de este cuadrado. Consideraremos

solamente aquellos cuadrados que estén totalmente dentro del

` `cuarto de círculo y asignamos un número a cada uno de ellos

desde 1 h2ta l	 rifr, mflA,



úmero. Asi del i-ésimo cuadrado o cuadrado típico escogemos un

pun to Cx,y,OD.

Enseguida consideremos el valor de la función z=25-x2-y2
en

x.y ,OD y denotémoslo por z . . La cantidad z AxAy es el
L	 L

Volumen de una columna Cfigura 72) con base AxAy y altura z

Figura 73

Esta columna es una aproximación para el volumen que está

bajo la superficie z = 25 - x 2 - y
2 

pero a la vez directamente

arriba del i-ésimo cuadrado. Que la columna es solamente una

aproximación resulta del hecho de que la superficie de la cima

de la columna está en parte por arriba de z = 25 - x 2 - y
2 

y en

parte por debajo.

Ahora formamos la suma:

Cl)	 S
1 

= z
i
AxAy + z 

2
AxAy + + z kAxAy

Esta suma es una aproximación para el volumen que estamos

buscando.

Nuestro próximo paso es decrecer el tamaHo de Ax que permite
rn r-^ -1	 7



iguales y hacemos lo mismo con Ay. Por lo tanto, habrá un

número algo más grande de cuadrados AxAy que estén

completamen te dentro del cuarto de circulo de la figura 72 y,

de hecho, este nuevo conjunto de cuadrados cubrirá más porción

del cuarto del circulo que la que cubrió el conjunto anterior.

Numer emos otra vez los cuadrados, digamos, desde 1 hasta 1,,

donde C es el número de cuadrados que 	 acabamos de formar, y

escogeremos algún punto Cx i , yi3 OD en cada cuadrado. Sea z el

valor de z en cada Cx,y,CD. Formamos la suma

C2D
	 S = z AxAy + z AxAy + .	 + zidxAy.

La suma S2
 es una mejor aproximación para el volumen que

estamos buscando que la suma S ya 	 que los cuadrados más

pequeños AxAy cubrirán más porción del cuarto del círculo y

porque cualquier columna con base AxAy y altura z se aproxima

más al volumen bajo esa parte de la superficie que está sobre

AxAy.

Podemos continuar el proceso haciendo a los Ax aún más

pequeños para que el intervalo CO 3 5] del eje x .quede dividido

en un número muy grande de partes iguales, lo mismo podemos

hacer con Ay. En el n-ésimo paso de este proceso tendremos,

digamos, m cuadrados y la suma

C3) S = z AxAy + z AxAy + z AxAy
m

Ahora hacemos precisamente	 lo que se hace en el caso de

funciones de una variable. Dejamos que el número de cuadrados

se haga más y más ' grande, asegurando cada vez un nuevo S y una

mejor aproximación para el volumen que estamos buscando. Así

-obtenemos una sucesión de sumas

1 2

Ya que las aproximaciones suministradas por los términos de

la sucesión parecen acercarse	 más y más al volumen bajo la

superficie, el limite de esta sucesión debe ser el volumen que

buscamos. Este limite, que es, lim S . está indicado por
n

C4D	 fi zdxdx o	 fi C25-x2-y2Ddxdy.
A	 A

La notación emplea dos signos de integral para mostrar que

estamos tratando con una función de dos variables. La letra A



minio de los valores de x, y que son considerados y que en el

esent e problema se refiere a la región determinada por el

arto de circulo que está en el plano xy.

El denotar por medio de C4) al limite de la sucesión formada

or los valores de las aproximaciones que íbamos encontrando

ara el volumen, no determina, por supuesto cuál es el volumen.

n C4) se tienen solamente símbolos y el problema del volumen

áo permanece. La técnica que resultó útil para hallar S fCx3dx
a

robó ser la antidiferenciación nos ayudará también aquí.

Supongamos que en la suma de elementos de volumen, cada

txty representa una columna, tratamos de involucrar sólo una

ariable. Precisamente, suponga que consideramos un conjunto de

uadrados que están determinados por un punto y de la

ubdivisión del eje y. Estos cuadrados están en una línea

aralela al eje x. CFigura 74).

z

Figura 74

De cada cuadrado escojamos un punto. Ya que cualquier punto



scojamos	 cualquier valor de x en cada cuadrado pero que el

alordeyseay_
t Asi todos los xt están en la línea y = yi_.

Estas elecciones fijan un x
t y un yi en cada cuadrado. Sea

2	 2
= 25

t	 1	 1

El volumen	 contribuido por las columnas que están sobre

estos cuadrados es

5D

'donde j es el

S = z AxAy + z AxAy	 z AxAy
2

número de cuadrados de la hilera. Ahora hacemos

Ax más pequeño, lo que hace que se incremente el número de

divisiones del intervalo [ 40,X 1, donde X es el valor de x sobre

la frontera x2 + y2 = 25 que corresponde a y L . Sin embargo,

mantenemos a Ay fija. Ya' que los z varían solamente con la
x, la sucesión de sumas suministradas por C5) es exactamente

de la misma clase que la que se construye cuando se trata con

funciones de una variable. Esta sucesión tiene un límite que

podemos denotar por:

C6)	 Lim S = fo
X C25 - x2 -y2 Ddx Ay.

j-Ko 3
(-)
-Aquí el intervalo de integración es el intervalo [C).X

donde x es el valor de x sobre el circulo frontera. Por

supuesto, x depende del valor yt que escogimos para mantenerla
fijo.

Reconocemos dos hechos importantes acerca de C6). Primero,

el valor de foC25-x
2-y

2
Ddx representa el área bajo la curva

determinada por la intersección de la superficie z=25 - x 2 - y2

y el plano y = yt , el área sombreada en la figura 74. Segundo,
'podemos calcular C6D, porque, ya que yt está fija y Ay es sólo

un factor constante, el integrando es una función de una

variable, esta variable es la x; la interpretación geométrica

de C6) es el volumen determinado por el cilindro parabólico

z = 25 - x2 - y?, los planos y = yL , y = yL - Ay, el plano xy y

el plano yz;	 Cfigura 3-5D que es una aproximación para el

volumen que está entre los planos verticales y = yL , y= yL - Ay.



Figura 75

-supongamos que el intervalo 10,52 del eje y queda dividido

en 7 partes iguales y que los puntos de división son

0=y ,y ,y	 y =5 el valor de Ay resulta ser	 5,una

aproximación para el volumen será	

7
o 1 2	 7

-14 5-y2 125-y 	 N25-y2
5	

a

S
7 
=-1 25-x2 -yi2

	7
Ddx - +5 C25 - x2- y2

z Ddx7 +S C25 - x2- vz Ddx-5 +
0	 0	 0	

-a	 7

1/25-y 2
-1/15-y

2 125-y2
45

f C25 - x2-y24	-Ddx1+1 C25
x2-y2Ddxl*SC25 - x2-y:Ddx.1

o

y podemos hallar el valor de esta suma porque sabemos que
5	 5	 •	 4

= 7' y2 = 2(0' ya = 3(0 y4 = 4(0'

y = 5(
7
) y y

s	 7
= 6(5); y podemos hallar la integral de cada

sumando. La interpretación geométrica para el valor de la suma

e las seis integrales definidas de funciones de una variable

s la suma de	 volúmenes correspondientes a ses pedazos de
5i lindros parabólicos de grosor Ay = 	 Cfigura 76D.



Figura 76

Si queremos hallar una mejor aproximación para el volumen.

dividimos al intervalo CO 3 57 del eje Y en más partes iguales y

repetimos el proceso anterior. En el caso de que dividamos el

intervalo [0,57 en n partes iguales, los puntos de 	 división

serán yo = 0, y 
1 
,y 2,	 5..,y = 5; aquí el valor	 de Ay es	 -,los

5	 5valores de los puntos de división son y =--- , y = 2(P.'n	 25
yi =	 rIC Una aproximación para el volumen está

dada por:

	

3/15-y2 	
-1/1 5-yz-1/C5-/

	

t	 t	 r, 
x

2 y2 i dx, 	5	
2 y27 

5	 5
n

52.-,fC25---x--4-. ,e
-1-.. -1-... +5 C25- 

2 -y2
Y	 Ddx

Fi-O	
i	 n	 ,

O	 O	 n-1

y podemos calcular cada una de estas	 integrales	 porque los

	

valores de y	 son fijos y tenemos por lo tanto

solamente integrales definidas de funciones de una variable. S

puede ser escrita también de la siguiente manera:



-i/25-y	 n
/	 z ]	 5

O

3

3— -y2x
n-

X

3
--:x) 11/2

Y
5-y:

O 

+. . . + [ [2 
5
n

2t
3  

.1[25x-

25 (25_513/1	 ±2r,±y, 3/2 53 r, +. . + [-2 (25-y2 13'213	 n-1

Sabemos que mientras más grande sea el valor de n, mejor

será la aproximación para el volumen que queremos encontrar.

ASí que, si el intervalo (0,5] lo dividimos en n partes iguales

y hacemos que n tome los valores 10, 10 2 , 10 3 ,	 10 4 ,... entonces

Ay se acerca a cero y
2 2	 2)2/3

Sn = 5(5-Y
2
1

2/3 Ay+...+ 5 25-yi.
2

se acerca a:	 25-y
2 D 2/3 dy que es el

o
3
2

ueriamos encontrar. El valor de la integral es:      

Y] 

5

 625 
5	 8

o

= 52 Z( 125-2y2)125
I8 Y

1875 arcsen 8

Mencionemos lo que hemos realizado. Nos dispusimos a

encontrar un volumen y vimos que puede ser expresado como el

límite de una sucesión de sumas de columnas 9ada una de volumen

zAxAy. Este limite se expresó por la integral doble yf zdxdy.
A

Para formar cualquier suma solamente numeramos los elementos

de área AxAy contenidos totalmente dentro del cuarto de circulo

en algún orden. Sin embargo, para a2AWA la integral doble

primero consideramos todos los cuadrados que estuvieron

determinados por un valor fijo de y. y = y. y sumamos las, 

columnas sobre estos cuadrados. Hicimos que Ax se aproximara a

cero, y obtuvimos el elemento de volumen f	 t(25-x2-Y5dxAy,
o

que pudimos evalúar porque Y. era un número fijo. La integral

es función de y . . Luego sumamos	 elementos de la forma

)/25 - y2.

Ay±.	 4._ [25_, 
Y 
2	 2/3

3	 n1) Ay

valor del	 volumen	 que



165 - Y 
I (25-x2-y5dxAy es una función de Y solamente.

del intervalo [(),5] del eje Y. Repetimos el proceso de hacer

decrecer Ay y sumar las integrales definidas que obteníamos. Ya

o

límite de esta segunda secuencia de sumas es

71 5 - y25
1 (1	 z dx)dy.
O o

En otras palabras, evaluamos la integral doble primero

integrando la función z con respecto a x, manteniendo fija a la

y y usamos como los límites de integración de esta integral a

cero y el valor de x correspondiente a cualquier valor típico

de y. Cuando integramos con respecto a y el resultado de la

primera integración, usamos como límites de integración a los

valores extremos del intervalo [0,57, que representa el dominio

de los valores de y. Así la integral doble fifAzdxdy fue

evaluada por dos integraciones ordinarias 'sucesivas, o por

integración repetida.

Por supuesto, pudimos también primero integrar con respecto

usando como límites de integración de la integral los

valores de y que corresponden a un valor típico x de x Cfigura

77). Luego integramos la función resultante de x con respecto

o asm   



125 Y
2

z dy)dx,; el	 símbolo	 de

a x, usando los límites de integración O y 5 para esta segunda

integral. Esto es pudimos haber evaluado

Y25 - y
2

5
1 (I	 z dy)dx
O o

Cuando uno escribe una integral repetida tal como

115 - y
2

z dx)dy ó
5

diferencial que está encerrado entre los paréntesis, dx en caso

Y15
5

1(1
o o

encerrada entre paréntesis y que tiene' como límites de

integración a los valores que están en función de y; el símbolo

de diferencial que está fuera del paréntesis, dy en el caso de

125 -5

fo o

2
Y

z dx)dy se asocia con la integral que está fuera del

paréntesis.	 Lo mismo podemos decir de los símbolos dy y

125 - y2

dx en f
	

z dy)dx esto significa que no es necesario
o

escribir los paréntesis en los casos anteriores.

Para ilustrar más la noción de una integral de una función

de dos variables y su evaluación por integración repetida,

encontremos el	 volumen bajo la superficie z = xy y que está

sobre el área comprendida en el primer cuadrante entre las dos'

parábolas y = x2 , y = 18-x2. La superficie es un paraboloíde

hiperbólico. Aunque es difícil graficarlo, es esencial darse•

cuanta que z es positiva, si x, y son positivas, por lo tanto

estamos seguros que la superficie está por arriba del plano xy.

El dominio de integración es la región del primer cuadrante

ilustrada en la figura 78.

- Y
2

z dx)dy se asocia con la integral que está
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Figura 78

La integral que deseamos evaluar es V =fi
A
zdxcly donde A es

el dominio ya descrito.

Para fijar A precisamente, debemos conocer donde se cortan

las dos curvas y encontramos que los puntos de intersección de

l 	 parábolas son C-3,9D y C3,9D. Integremos ff zdxdy por
A

integración repetida. Primero mantendremos y fija y tratemos de

integrar con respecto a x. Aquí se presenta una dificultad.

Debemos determinar ' el intervalo de integración para x, y para

hacerlo ast tomemos cualquier valor típico de y, y encontremos

el rango de x para este valor de y. Sin embargo, notemos_que el

rango de los valores de x es diferente a lo largo de AB en la

figura 78 de los que toma a lo largo de CD. Esto es, B está

sobre la curva y = x2 mientras que D está sobre la curva

y=18-x2. Podríamos ser capaces de vencer esta dificultad, pero

puede ser más fácil'eSquivarla integrando primero con respecto

a y y luego con respecto a x. Mantendremos, pues, a x fija y

encontremos el intervalo típico de los valores de y. Este es

ejemplificado por EF en la figura 78; vemos que y toma sus

valores iniciales sobre la parábola y = x 2 y los valores

finales sobre la parábola y = 18 - x
z. 

El conjunto de los

valores de x es de O a 3. Por lo tanto

2
3 1 O- x

V = Mzdxdy = f f
z xydydx



integramos con respecto a y, manteniendo x fija, entonces

32
V = 5 X Y-

{ 2o

18 - x2

}dX
2x

V = fa{xC 18 - x2
D 2

x
4

2	
x á- dx

a

= C162x - 18x 3 Ddx
o

Vemos en este ejemplo que aunque es posible en principio

evaluar la integral doble por integración repetida en cualquier

orden, puede ser más fácil hacerlo en un orden que en el otro.

Hay otro punto para ser recogido de este ejemplo. Supongamos

que el problema original hubiera sido encontrar el volumen

sobre toda el área entre y = x
2	

y = 13 - x2 . En este caso el

intervalo de integración para x seria de -3 a 3. La evaluación

3 ±63-x

5
2 xydydx daría cero. Este resultado es sorprendente porque,

-3 x
como encontramos al principio, el volumen sobre la mitad del

área ciertamente no es cero. La explicación radica en la

naturaleza de nuestra integral doble. La introducimos por medio

del concepto de volumen y el elemento de volumen fue z dxdy.

Ahora el área AxAy siempre se	 escoge con valor positivo

exactamente como Ax en la definición de la integral simple

siempre se escoge positiva. Luego zAxAy representa volumen

cuando z es positiva, si por volumen entendemos el concepto

geométrico puro. Sin embargo, vemos que la función z = xy es

negativa cuando x, y están en el	 segundo cuadrante y por lo

tanto la integral dOble a la negativa del volumen cuando z es

negativo. En nuestro ejemplo el volumen dado por integral

cuando z es positivo es compensado por el "volumen negativo"

cuando z es negativa.

o

729
2



A APLICACION DE LA INTEGRAL DOBLE EN FISICA

Notem os,

troducido

epresentar

a función z

arábola y =

primero, que La integral doble, que hemos

para representar un volumen, también puede

un área. Supongamos que la función z de x y de y es

= 1 y el dominio A es la región que está entre la

x2 y la linea recta y = x Cfigura 79). 

Figura 79

Entonces la integral doble 55 dxdy representa el
A

volumen

sobre el dominio A y acotado por arriba por el plano z = l. Sin

embargo, es igualmente correcto interpretar la intearal doble

como el área A del dominio de integración A, ya que el volumen

es realmente un cilindro con base A y altura 1. Luego el área

de la base numéricamente igual al volumen. Por lo tanto podemos

usar la integral doble para evaluar el área A y nuestro método

de evaluación es el mismo que para cualquier integral doble. La

intecm'al doble que específicamente represent a A es:
1	 x

A = I I dydx
O	 2

y el valor de esta integral doble, obtenida por supuesto, por

i ntegración repetida es 1

El uso de la integral doble para encontrar áreas no consigue

más de lo que se puede lograr	 con integrales sencillas. Una

aplicación importante es la de encontrar la masa de un sólido.

Con la integral doble podemos encontrar 1



están esencialmente en dos dimensiones, tales como discos

delgados. Por el momento consideremos discos que tienen una

distribuci ón de masa uniforme. Si un disco tiene masa total M,

área A y grosor t, tendrá un volumen igual a At, así que la

masa por unidad de volumen será Ku y la masa por unidad de área

será K . CYa que el disco es delgado, podemos ignorar el grosor
considerar la masa distribuida solamente sobre el área como

si no hubiera grosor. Este disco ideal es a menudo llamado

lámina. Sin embargo, es importante tener en mente que

;físicamente cualquier disco tiene grosor y que M es la masa de

un volumen).

La masa de un disco puede ser especificado de otra manera,

que es especialmente importante cuando la masa no está

'distribuida uniformente. Supongamos que la masa por unidad de

volumen de un disco cilíndrico de grosor t es M, entonces, la

masa de un volumen formado por un cilindro delgado, cuya base

es un cuadrado unitario y de grosor t es m • l • t, así que la masa

por unidad de área del disco es Mt. la masa de un elemento de

área AA es entonces MtAA.

La masa de un sólido puede variar de punto a punto. El

concepto de densidad se usa para representar esta variación de

masa de punto a punto. Para darle significado a la densidad en

un punto, pensamos en un pequeño volumen AV que contiene a

dicho punto Cpor ejemplo una esfera pequeña de radio r y con

centro en el punto en el lque estamos interesados) y de masa AM
AM

y consideremos el límite de la fracción xvi cuando AV se contrae
a cero pero siempre conteniendo el punto. Así obtenemos una

.función DCx,y,z), la densidad, que puede variar de punto a

punto. Así densidad significa masa por unidad de volumen en un

punto. En términos de esta función de densidad, la masa de un

elemento de un disco delgado de área AA y grosor t es

aproximadamente DCx,y,z) tAA donde Cx,y,z) es algún punto del

volumen que se considera. Ya que el disco es delgado, se puede

despreciar cualquier variación de la densidad sobre el grosor y

considerar solamente la variación sobre la superficie. Luego la

variación de la densidad sobre la superficie es una función de

x y de y solamente. Esta densidad cuantitativamente es

Y



DCx,y.zD t , porque D no	 varia cuando varia z en la situación

bajo discusión, acordaremos en hablar de densidad por unidad de

área y escribiremos DCx,y) en lugar de DCx,y,zDt.

Ahora encontremos la masa de un disco delgado con densidad

variable.-Si dividimos toda el área en cuadrados pequeños AxAy

y escojamos cualquier punto (x , , 9 en cada cuadrado, entonces

una aproximación para la masa del disco es:

DCx ,yDAxAy + DCx ,y DAxAy +	 + DCx ,y DAxAy.i 1	 2 2	 n n
Si ahora hacemos que Ax y Ay decrezcan pero tomamos todos

los cuadrados contenidos totalmente en el disco, obtenemos una

mejor aproximación para la masa. El limite de la sucesión de

sumas cuando Ax y Ay se aproximan a cero es la masa del disco;

este límite es denotado por la integral

fiA DCx,y)dydx,
donde A es el área del disco. Asi la masa se puede representar

por una integral doble si se conoce la densidad en cada punto.

Para hacer uso de lo que acabamos de discutir, encontramos

la masa de un disco circular delgado de radia a, si la densidad

en cada punto es directamente proporcional al cuadrado de la

distancia de ese punto 	 desde un diámetro fijo Cfi gura 80D.

Coloquemos el disco circular en un sistema coordenada con el

centro del disco en CO 3 0) y que el diámetro que fijemos esté a

lo largo del eje x. Entonces la densidad DCx,y) en cualquier

punto Cx,y) es ky
2 donde k es una constante. La masa de todo el

disco entonces está dado por:

M = ffAky
z
dydx



a

4 - ffo
z	 2

ya - x
ky2dydx.

donde A es el área del disco circular y M la masa de todo el

disco. Esta integral doble se evalúa por medio de integración

repetida

M
-a za - x

que la masa es la misma en cada cuadrante por:

a	 Vá 
2 

x2

f f 	 ky2dydx

ya

LA INTEGRAL DOBLE

Co introdujo la integral doble para representar un volumen

bajo una superficie y luego la evaluamos por integración

repetida. El concepto de integral doble es en realidad un

concepto analítico, esto, se aplica a funciones de dos

variables sin considerar su interpretación física o geométrica.

Además, la distinción entre la integral doble y las integrales

repetidas usadas para evaluarlas es muy sutil, pero se aclarará

a medida que avancemos. Comencemos de nuevo con el concepto de

la integral doble.

Suponga que tenemos un dominio bidimensional A Cfigura 81).

EL SAB , P Dl MIS 14I

HARÁ va . G•tANDE.

BIBLIOTUA
%PARIAMENTO E

T



•n•

Analíticamente, esto puede ser descrito como una colección de

parejas	 de valores Cx,yD.	 Podemos pensar que A es una región

del plano xy,	 pero la interpretación geométrica no es esencial.

Suponga	 también que nos han dado una función z = fCx,y) que

está definida para cada pareja Cx,y) que está en el dominio A.

Subdividimos el dominio A en subdominios AA de forma arbitraria

Canteriormente fueron cuadrados). Estos subdominios pueden

también	 ser descritos analíticamente especificando para cada

uno dé ellos las parejas que a ellos, pertenecen.

Denotemos el área de un subdominio típico por AA. El área es

un número. Tomemos en cuenta aquellos subdominios AA que están

completamente dentro de A y asignémosles un número

AA ,AA z ,...,AA . De cada	 subdominio escojamos una pareja

cualquiera	 YR- Sea z.=f(x.,y.).
L	 t	 T.

Luego introducimos la suma:

S1 = z AA 1 +z 2 AA 2 +...+z k AA 
k.

donde AA. se usa para denotar el área del subdominio AA..
n.	 i	 1

Dividimos el dominio bidimensional en pedazos de área más

pequeñas de área AA, otra vez tomamos en cuenta solo aquellos

pedazos o subdominios AA que están completamente dentro de A y

éstos se numeran de cierta manera; supongamos que hay Z de

ellos.	 De cada AA escogemos una pareja (c i, ,y) y otra vez
formamos la suma

S = z AA +z AA +
2	 1 1 2 2 +z(.'1

donde z = f(x.
I. •	 t

Continuamos este proceso de subdividir a A en subdominios AA

cada vez más y más pequeNos . y cada vez formamos sumas como S y
'

Sz. La única restricción sobre la forma 'de los subdominios AA

es que cuando se hagan Más y más pequeños es que el diámetro

Cla distancia más grande posible entre dos puntos cualesquiera

de AA) se aproxime a cero. Obtenemos así una sucesión de sumas

CID	 S , S ,...,S
1	 2	 n

y si esta secuencia tiene un limite, entonces este límite es lo

que se entiende por la integral de la función fCx,y) sobre el

dominio A. El lim S es denotado por juA fCx.y)dA o 51 .4 zdA.
n.op



Estrictamente hablando, hay una condición adicional en la

definición de la integral doble. Es posible hacer muchas

elecciones diferentes de los AA no solamente en la primera

subdivisión de A sino también en las siguientes subdivisiones.

Además, es posible hacer muchas elecciones diferentes de

sucesiones del tipo dado en C1). Para que la integral doble

exista o tenga significado, cada una de las posibles sucesiones

debe tener el mismo límite. Hay teoremas que nos dicen cuando

todas las posibles sucesiones tienen el mismo limite, pero no

los estudiaremos. Confiaremos en el argumento instuitivo de que

todas estas secuencias se aproximan al volumen que está arriba
. •

de A y bajo la superficie z = fCx,y).

A

se formó primero una sucesión manteniendo una variable fija Cen

este caso fue la y) y para cada yL se encontró una sucesión

cuyo límite fue igual a una integral sencilla, después se formó

una segunda sucesión donde los elementos eran integrales

sencillas y el limite de esta segunda sucesión se halló también

por integración sencilla. En consecuencia, el método de

integración repetida involucra dos secuencias separadas de

SUMAS y sus limites, mientras que la integración doble implica

tomar el limite de una sola sucesión de sumas. Asi las dos

nociones, la integral doble y la intearal repetida, son

diferentes.

Surge, entonces, la pregunta de cuándo una integral doble se

puede evaluar por integración repetida Co iterada). En el CASO

de las coordenadas rectangulares usamos un argumento geométrico

para justificar la evaluación en lo sucesivo de las integrales

dobles por integración repetida.

La definición de la integral	 doble : ofrece en principio un

método para calcularla. Dado cualquier dominio A y una función

fCx,y) se puede calcular los 	 miembros	 individuales de •la

sucesión CID y luego intentar 	 encontrar	 el limite	 de esta

sucesión. Sin embargo, este método no es práctico para calcular

las	 integrales	 repetidas.	 Cuando	 puisimos	 evaluar

(25-x2- y
z
)dydx donde A representaba un cuarto de circulo,



En la definición de la integral doble yfAfCx,yDdA o ffAzdA,

utilizamos	 x,y,z y en la	 figura 81 dibujamos	 a A en un

sistema	 coordenado cartesiano. Sin embargo, la definición es

realmente independiente del significado geométrico 	 de x.v.z.

Como la revisión de esta sección debería demostrarlo. De aqui

que deberíamos' ser capaces de 	 aplicar la noción de integral

doble	 a situaciones	 físicas y geométricas	 totalmente

diferentes.	 Veremos en la siguiente sección como 	 aplicar la

definición sin cambios, a una nueva situación geométrica.

LA INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS CILINDRICAS

En el trabajo con funciones de una variable se encuentran

muchos	 problemas que pueden	 ser formulados y resueltos en

términos de coordenadas polares de una manera má c- fácil que en

coordenadas	 rectangulares. Esto también es cierto para

funciones que involucran dos o más variables ya que sistemas de

coordenadas diferentes al sistema de coordenadas rectangulares

son más útiles para ciertos	 problemas Uno de éstos es el

sistema de coordenadas cilíndricas.

Este cist nma es en	 rea l dad el sistema de coordenadas

polares usual en un plano -el plano horizontal de la figura 8c-

al que una tercera dimensión,	 la dimensión z, es añadida. El

eje z es perpendicular al plano r-e y pasa a través del polo

del sistema coordenado polar. Así, cualquier punto del espacio

se representa en el sistema 	 de coordenadas cilíndricas por

medio de tres coordenadas -un valor de r, un valor de e, y un

valor de z- y éstas se escriben en el siguiente orden Cr,e.zD.

Las convenciones ya adoptadas para coordenadas polares se

aplican aquí	 sin cambio alguno y los valores de z,	 como en el

sistema	 de coordenadas	 rectangulares, puede ser positiva o

neaativa -positiva si el punto está por arriba del plano r-e y

negativa si está debajo.
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Figura 82

Una función cuya interpretación geométrica sea en

coordenadas cilíndricas generalmente toma la forma z = fCr,e).

Veremos como aplicar el concepto 	 de	 integral doble a tales

funciónes.

Si revisamos la definición de la integral doble ifA
 fCx,yDdA

dada en la sección anterior vemos que se aplica palabra por

palabra a z = fCr,9). Por A	 debemos entender ahora alguna

región del plano Cr,e) y los AA son subdominios de A. Solamente

para indicar que vamos a pénsar geométricamente en términos de

coordenadas cilíndricas, podemos	 escribir la integral doble

como ff fCr,eDdA. Sin embargo, si vamos 	 a usar coordenadas
A

cilíndircas, debemos expresar AA en este sistema.

Consideremos, entonces, una 	 región A	 en el plano Cr,e)

Cfigura 83) y dividámoslo en elementos AA que podemos expresar

en términos de las coordenadas r y e. Supongamos que en cuanto

a los valores de e que nos interesan, 	 son los de la región A,
que están entre e = a y e = p. Dividamos el intervalo Ca,(11 de

los valores de e en subintervalos	 escogiendo valores de e
entre a y p a saber, a, e	 ...0	 p.2	 9	 rn-i



Figura 83

De igual	 manera, suponga que estamos interesados en los

valores de r que están relacionados con la región A, los cuales

están entre r = a y r = b. 	 Dividimos el intervalo Ca,b1 de los

valores de r en subintervalos escogiendo valores de r entre a y

b, a saber a, r. r ,	 b. Dibujemos las líneas e = a.
z 3	 n-i

,	 = p, las cuales paran por el polo O, y dibujamos
2	 3
los círculos r = a, r = r ,...,r =b, que tienen el mismo centro.

2
el polo O. Este conjunto de líneas ' y círculos dividen la región

A en subregiones AA, una subregión típica es mostrada en la

figura 84.	 Consideremos solamente aquellos AA t que están

completamente dentro de A.



Para obtener una expresión para AA, 	 notemos que es la
L

diferencia entre dos sectores circulares. El sector más 'grande
1

tiene el área z(r i+Ar:12 te .L donde	 ár i = r L1 -r i. , y el, más
1 

pequeño es de área jrAe i. . El	 área AA es entonces. la
L

diferencia de estas dos cantidades, 	 esto es:

	

AA i = (1--,+ári) 2A	 1 z-	 te

= E [(r +Ar . )z - r 
21 AG

1= 2-[(Ar L )(r Ar L +r L )1AeL

Cr +Av +r )
= (Ar t) 	

2 t 	 ¿e.

+r +1)
2t
	 Ae.

= Ar rAe

	

= r

- 

ar,	 te,	 donde r es la media

aritmética de r yr.Cver figura 85).

Aqui nos restringimos al valor r en la expresión para AA

pero, como veremos en un momento,	 esto no es realmente una

restricción.

Para formar la suma S que nos	 lleva a la integral

ffAfCx,yDdA, podemos tomar cualquier punto Cr,eD = (x, y) de
cada AA. En el sistema de coordenadas en el que estamos

trabajando podemos tomar cualquier punto Cr,eD y bien podemos

tomar (r- >ej. donde e- también está en la	 i-ésima subregión
t

AA. Exactamente como se usa la notación dxdy para indicar que

nuestros elementos de área son AxAy,	 así se usa la notación

rdrde para indicar que nuestros elementos de área son r.Ar AG.

Escribimos entonces HA fCr,e)dA como fillfCr,eDrdrde.
Deberíamos notar que el factor r en el integrando proviene

del elemento de área.

La expresión ff

	

AfCr,eDrdre es	 una integral doble. Surge la
pregunta de cómo evaluarla. Podemos presentar argumentos

geométricos análogos a los que se presentaron cuando evaluamos

C25-x2- v2)dxriv nra



evaluada por integración repetida. La esencia de los argumentos

ser ía	interpretar fi,fCr,e)rdrde como un volumen bajo la
superficie	 z	 = fCr.e) y	 mostrar que	 el mismo	 volumen es

obtenido primero sumando todas las columnas que pertenecen a un

mismo r = r , lo cual nos conduciría a una inte gral sencillat -
con respecto a	 e. y	 luego sumando - elementos que resultan de

esta integración pero ahora tomando en cuenta la variación de

r. Sin embargo,	 no necesitamos este argumento. Probamos aunque

por medio de argumentos geométricos intuitivos, que la integral

doble IrS fCx.yDdxdy	 puede ser evaluada por	 integración.) A
repetida. Este ar gumento, si confiamos en la intuición, muestra

que cualquier expresión analítica tal como f r fCx,y)dxdy puede

ser evaluada por inteoración repetida. Ahora ff fCr,e)rdrde esA
una expresión	 analítica	 como MfCx,ypdxdy.	 De hecho

SWCr,eDrdrde	 es	 precisamente/ del	 mismo	 tipo	 que

MfCx,yDdxdy, donde fCr,e)r juega el papel de fCx,yJ y drde

juega el papel de dxdy. Por lo tanto si ff fCx,yDdxdy puede ser
evaluada por	 integración repetida,	 también	 se puede

MfCr,eDrdrde.

Por supuesto, para evaluar STA fCr,e)rdrde, si primero
integramos con respecto a r, debemos encontrar los valores

extremos para r que corresponden a un valor típico e y luego
encontrar los valores extremos para G. Si	 los valores extremos

de r son r	 y r 2 , que son funciones de e; y si los valores
extremos de e son a y p, entonces el valor de ffAfCr,eDrdrde

estará dada por la integral repetida
p r2CeD

f f	 fCr,e)rdrde.
a r Ce)

pero, si primero integramos con respecto	 a e y	 luego	 con

respecto a r,	 tendremos que evaluar:
fi e Cr)

2

f
a
f
e C r )1

fCr,e)rdrde

donde e y e2 son los valores extremos de e y ambas son
funciones de r.



M k
77/2 2acose

in	 r 2drde

Consideremos un ejemplo. La densidad de un disco circular

del gado de radio a en un punto P, es directamente proporcional

a la distancia que hay entre P y un punto fijoO que está en la

rontera del círculo. Encontrar la masa del disco.

Introducimos un sistema de coordenadas polares con el punto

o del disco como polo y el eje polar como diámetro del disco

Cfigura 86). La ecuación del círculo es r = 2acose. Ya que Ya

densidad en cualquier punto Cr,e) del disco es directamente

proporcional a la distancia que hay entre Cr,e) y 	 O,	 la

densidad en Cr,e) es DCr,eD=kr. La masa del disco es el 	 límite

de la suma de los elementos de masa krAA cuando AA se aproxima

a cero. En otras palabras,

M = ffAkrdA

donde A es el área del círculo. Ya que estamos 	 usando

coordenadas polares 	 -

M = if krrdrde
A

Figura 86

Notemos que esta integral es de la forma fi fCr,eDrdrde
A

donde fCr,eD es kr. Si mantenemos e constante, entonces para
cualquier e típico, r varía desde O hasta 2acose. El ángulo e
varía desde --

2
 hasta 

I
. Entonces la integral es:



ne'z

a
-71/2

s 2acoser
}de,M = k

La integración con respecto a r nos da:

11/2
8a.k	 32M - 	 	 cos a

ede = --ka
2

.9
-nez

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS RECTANGULARES
•

Las ideas que se han discutido relacionadas con la

integración de funciones de dos variables pueden ser extendidas

a funciones de tres o más variables. Nos limitaremos a

funciones de tres variables. La motivación para trabajar con

intearales de funciones de tres variables no es hallar

volúmenes Caunque éste es un caso especial. como lo es el

hallar áreas para las integrales dobles), y es que hay una gran

cantidad de aplicaciones las cuales se originan del hecho de

que los objetos físicos son tridimensionales. Así, la atracción

gravitacional y la masa de un cuerpo son propiedades de los

cuerpos y el cálculo de estas propiedades requerirá el uso de

las integrales de funciones de tres variables.

/ IEncontremos la masa de semi-esfera CsólidaD z = 125-x 2 -yz

Cfigura 87D sabiendo que la densidad en cada punto P de ella es

directamente proporcional a la distancia que hay entre el plano

coordenado xy y el punto P, es decir pCx,y,z) = kz, donde ;k es

Un número positivo. Por la simetría con respecto a los planos

xz y yz de la semi-esfera y la masa, necesitamos únicamente

encontrar la masa de la parte del sólido que está en el primer

octante. Denotemos por V la región que está en el primer

octante. Ya que la semi-esfera está definida para los valores

de x que están en CO 3 5], dividamos dicho intervalo en a partes

iguales e introduzcamos los planos x = Ax, x =



Figura 87

De igual manera dividamos al intervalo CO, 5] que corresponde a

los valores que toma y en a partes iguales e introduzcamos los

planos y = Ay, y = 2Ay,..., y = aAy. Hacemos lo mismo para los

valores de z que están en CO, 5]. La introducción de estos

planos, divide a V en cubos pequeños	 cada uno de volumen

AxAyAz. Numeremos a los cubos que quedan completamente dentro

de V, digamos desde 1 hasta k. La masa de cualquier cubo está

dada aproximadamente por zá_xáyáz donde z es la coordenada en

z, de algún punto que esté en el i-ésimo cubo. Por lo tanto la

cantidad

S = z AxAyáz + z 2
AxAyáz +	 + z AxAyAz

es una buena aproximación para la masa de la región V_

Si hacemos que disminuyan los valores de Ax, Ay y Az pero

incrementamos el número de divisiones de los intervalos en x, y

y z respectivamente, obtenemos una mejor aproximación para la

masa de dos maneras. Primera: cuando los cubos son más

pequeños, crece el número de cubos que están completamente

dentro de V y por lo tanto, llenan más	 parte de V. Segunda:

145



como cada cubo es más pequeño, la elección de z que representa

	

densidad del	 cubo es más exacta. Supongamos que hay Z de

est os cubos. Entonces la suma:

S = z AxyAz = z AxAyAz +
2	 1 

A	
2	

+ zzA>cAyAz

es una mejor aproximación para la masa en el primer oclante.

Como en el caso de las integrales 	 dobles, obtenemos	 una

sucesión de sumas

í	 2

	Tomaremos el	 limite de esta sucesión como la masa de la

y vamos a simbolizar a este limite por la intearal

iffvz dxdydz.
Para evaluar	 esta integral usaremos 	 integración repetida.

Escojamos una columna de cubos pequeños, tales que las medidas

de la base de la columna sean Ax y Ay, que se mantendrán fijos

y que tengan como valores extremos a 	 x. • x. y y.	 y,
1-1t-1

respectivamente. 	 Ver figura 88.



De cada cubo de la columna, escoja el punto (x,y . ,z.) donde

z cambia de cubo a cubo. Ahora consideremos la suma:

(z Az)AxAy + (z Az)AxAy +	 + (z Az)AxAy.
12

Si mantenemos a Ax•y a Ay fijas y hacemos que la magnitud de

todos los intervalos z se aproximen	 a cero, el límite de la

sucesión Que formemos será

Ax Ay fzdz

y los limites de integración de la integral son los valores

extremosclezerilosvaloresfijosx. , Y.. 	 Para un par típicoL

de valores	 fijos x , y, el conjunto de los valores de z

'es de O a i25-x2 -y 2 . Por le tanto AxAyfzdz se convierte en

• Y25-x2 -v2
AxAyf z dz	 . Ahora debemos sumar todas estas cantidades

0
sobre el dominio de los valores de x, y. Este dominio es el

cuarto de círculo en el plano xy. Para tomar en cuenta la suma

1/15-x2-y2
de elenílntos tales como AxAyf z dz	 sobre el cuarto de

O

1/15-x2-y2
circulo tenemos solo que reconocer que AxAyf z dz	 es de la

o
-7125-x2-y2

forma FCx.y)AxAy donde 1--Cx,yD = f z dz	 Por lo tanto, el
O

limite al cual nos conduce la suma de los elementos

1/25-x2 7y 2

AxAyf z dz	 cuando Ax y Ay tienden a cero es la integral
O

doble fi FCx,yDdxdy, donde A es el cuarto de circulo. En vista

de nuestro método para evaluar integrales dobles y ya que la

ecuación del cuarto de circulo es x2 + y2 
= 25, HAFCx,y)dxdy

5-125-y2	-1115-x2-y2
se convierte en 5 5	 f	 z dzdxdy.

o o	 o

La discusión del concepto de la integral triple y su
.

evaluación por integración repetida trató con la integral
triple particular ffivzdxdydz. La situación general es aquélla

en la que comenzarnos con alguna	 función u = fCx,y,z) y nos
conduce a la integral triple IffvfCx.y,z)dxdydz, donde V es
algún dominio tridimensional. Suponga que la integral triple va



a ser evaluada, integrando primero con respecto	 a	 La

frontera de V consiste de una o más superficies. Se buscan las

superficies que acotan los valores de z. Estas superficies

deben ser expresadas en la forma z=fCx,,,,D. En nuestro ejemplo

las superficies acotadoras fueron z =126-x2 -y2 y z = O.	 Después

debemos determinar el dominio de los valores de x 	 y. Este

debe incluir todos los valores de x, y que dan los valores de

z. Dicho de otra manera, el dominio de los valores	 de	 x,

consiste de los pies de las perpendiculares desde todos los

_puntos Cx,y,zD de V al plano xy. En nuestro ejemplo el	 dominio

de los valores de x, y fue un cuarto de un circulo.	 La

evaluación de la integral doble que quedó, sobre el dominio de

los valores de x, y se haCe exactamente como hemos evaluado

las integrales dobles.

En el caso especial cuando fCx,y,zD = 1, la integral triple

se convierte en fifvdzdxdy, y esta integral representa el

volumen de la región V.

E4EMPLO. Encontrar la masa de la porción dél cilindro y
2

-1.z
2=4

que está en el primer octante y está acotado por x=0,	 y=0,

z =0 y el plano x+2y=6 y en el punto Cx,y,zD del	 volumen

descrito tiene densidad z. CVer figura 89).

(x.10)

Fi gura 89



SOLUCION. Ya que la masa es densidad por volumen, la masa de

cualquier elemento de volumen AV es zaV o záxiáyáz. La masa

total está dada por la integral triple fli vzdxdydz donde V es

la porción del cilindro descrita en el . planteamiento del

problema. Determinemos los límites de integración. .Si tomamos

cualquier punto Cx,y,zD de V y mantenemos fijas a x y a y,

tomará valores desde O hasta 1/4-y, el valor de z sobre la

superficie del cilindro. Si ahora pensamos en que y está fija,

los valores que x toma están entre O y 6-2y, y, por último,

para cualquier x, z, la y toma valores entre O y 2 ya que el

volumen en cuestión está acotado por la derecha por el

cilindro. Así llegamos a la integral repetida

I2 4-2y	 4-y
2

2 6-2y t2 74-y2

S	 zdzdxdy = f f
0	

dxdy
0 o	 o	 o o

2 6-2y

	

= 2 10 10	 C4 -y
2
Ddxdy

6-2y
2

= fC4-y
2
Dx	 dy

	

o	 , O

f2 C4-y2DC6-2yDdy = 12.
o

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS

hemos introducido	 la noción	 de la integral triple

ncoritrando la masa de un objeto particular y trabajamos en el

istema coordenado rectangular. Sin	 embargo, la noción de

ntegral triple es un	 concepto	 analítico que no depende de

interpretación geométrica alguna.

En términos analíticos, el concepto se define como sigue:

Suponga	 que	 tenemos una función u	 = fCx,y,zD y un dominio.

	

ridimensional V que puede ser 	 especificado por las ternas

x,y,zD que lo componen. Podemos ahora dividir este dominio en

ubdominios áV de forma arbitraria y consideremos aquéllos crue

	

stán completamente dentro de V. 	 Suponga que hay m de ellas.



<s. 1 os vol úmenes de estos 	 subdorni ni os por medí o de AV ,

LIV . Cada vol umen es, por supuesto, un número. De cada

escojamos una terna (x.,y . zp.
1	 1.	 x.

u	 f(x , v z ).

r-->s	 formamos  la suma

S = u AV +u AV +... +u AV
1	 1	 1 2 2	 m m

o a disminuyamos el	 tamaño de	 1 os subdomi ni os AV e

me n t amos	 el número de ellos de tal manera que llenemos

	

como sea posible	 el dominio V. Entonces formarnos una

suma del mi smo tipo que S . Continuando este proceso
t

mos una sucesión de sumas

	

1	 2

m°

	

	 c3r mamos nuevas sumas requerimos  que el diámetro de
C 1 a distanci a más grande posible entre cualquier  par

.reas  de	 Ay	tienda	 a cero. El	 11 mi te de la sucesión

_ _	 , S ,	 . es, por	 definición , la	 integral triple de f

el	 dominio V, este 1l mi te se denota

fffvfC x, y,z)dV o XIV
v
udV.

y1_;c ici ertos puntos dé carácter teórico que se consideran en

r esebtaci ón completa del concepto de la integral triple.

de ellos se mencionaron en el	 caso análogo de la

doble. Si n embargo, no detallaremos más, en esta

r_scp c: i ón del concepto.

de nuestro trabajo anterior	 que uná interpretación

	i ntegral triple,	 es aquélla en	 la cual x, v, z son

r etadas como coordenadas cartesianas rectangulares y las

á ni	 cubos . Consideremos otra interpretación. Hemos ya

a_cicb	 un segundo sistema coordenado	 tridimensional , éste

sistema ci líndrico, para tratar al gunas integrales

-	

Consideremos una	 integral triple en coordenadas

ri cas.

de comenzar a	 resol ver un problema donde usemos

nadas ci líndricas, debemos disponer de un detalle. Para

fCx, y, zJdV cuando x.y,z son	 los val ores de las

nadas cilíndricas r, e y z debemos saber como expresar el

de vol umen	 AV en términos de	 r e, -z. La figura  90

a tal elemento típico con base ABCD y cima EFGH. Notemos

ee determina este elemento.



cuando usamos coordenadas rectan gulares. dividimos el

ter val o que for maban 	 los valores de	 x del dominio de

	integración	 V por medio	 de planos paralelos al plano

Hicimos lo mismo con los intervalos que se forman al considerar

el conjunto	 de valores	 de y y el de valores de z, y como

consecuencia, el volumen V quedó dividido en cubos pequeños. En

el caso de las coordenadas cilíndricas vamos a hacer una cosa

análoga . Consideremos el intervalo formado por el conjunto de

valores de r entre los	 cuales se locáliza el volumen V y

dividamos este en subintervalos Ar. Así si los valores de r

están entre a y b, introducimos las superficies r = a, r=a+Ar,

r+2Ar,....r=b. Estas superficies son cilindros cuyo eje común

	

es el eje z.	 Las caras ADHE y BCGF están, sobre tales cilindros.

Ahora consideremos. el intervalo formado por el conjunto de

valores de e entre los cuales se encuentra el volumen V. Si los

	

valores que	 toma e están entre e=a y	 e= 5, dividamos el

intervalo en subintervalos Ae e introdUzcamos las superficies

	

G=a+Ae,	 e=a+2Ae,...,e=n. Estas superficies son semiplanos

verticales que se extienden desde el eje z. En lá figura 90 las

caras ARFE y DCGH del elemento AV están sobre dos de tales

semiplanos. Finalmente consideremos el intervalo formado por el

conjunto de los valores de z entre los cuales se extiende el

dominio de integración V. Si los valores de z están entre c y

d. dividamos este intervalo en subintervalos Az e introducimos

las superficies z = c, z 	 c +Az, z = c	 2Az,...,z=d. Estas

superficies son planos perpendiculares'al eje z. Las caras ABCD

y EFGH Cde la figura 90) están en dos de tales planos.

Las tres	 familias	 de superficies, llamadas superficies

coordenadas, que usamos para dividir el volumen . V en elementos

AV, son las análogas en el sistema de coordenadas cilíndricas

de las tres familias de planos usados en el sistema coordenado

rectangular. la razón para escoger lás superficies que se

describieron en el párrafo anterior, es que por este modo,

seremos capaces de llevar 	 a cabo la evaluación de nuestra

integral triple en coordenadas cilíndricas.



Figura 90

Conocemos ahora la forma geométrica de nuestro elemento de

volumen AV, pero no tenemos una expresión para el volumen.

Cuando discutimos la inteoral doble en coordenadas cilíndricas

se encontró que un elemento de área tal como ABCD está dado por

rara°, .donde r es el valor de algún punto que se encuentra en

dicha área. Por lo tanto el volumen de un pedazo pequeño de

corteza cilíndrica desde ABCD hasta a EFGH es AV = rArAGAz. Por

lo tanto la integral triple XIXvfCx,y,zDcIV expresada en

coordenadas cilíndricas se convierta en XXX
y
fCr.e,z)r drdedz.

¿Cómo vamos a evaluar tal integral triple? la respuesta es,

por supuesto, integración repetida_ Como en el caso de las

coordenadas rectangulares, podemos dar un argumento burdo para

demostrar que la integración repetida realiza la clase de súma

que la integral triple demanda. Considerando todos los"

elementos AV que se determinan fijando r y e pero dejando que u

de iffyudV varíe cuando varíe z. podemos formar una suma

fCr,e,z DLz+fCr,e,z DAz+...+fCr,G.z DAz,1	 2



donde los Az llenan el conjunto de valores de z correspondiente

a una elección de valores típicos fijos r y e. Ahora, los Az

los hacemos más pequefibs, pero escogemos más para llenar el

conjunto de valores de z y formamos una nueva suma. El límite

de esta sucesión de sumas cuando Az tiende a cero es una

2
integral sencilla de la forma S fCr,e,zDdz, donde z y z son

funciones de r y e. Este paso reduce la integral triple

LISvfCr,e,zDrdrdedz a una integral doble en las variables r y

e, que puede ser evaluada por integración repetida primero con

res pecto a una variable digamos e y luego con respecto a r. El

resultado de las tres integraciones tomará en cuenta todos los

elementos de la forma f(r ,e,z)drdedz los cuales entran en la

integral triple X.f.r vfCr,e,zDr dr dedz. Esta es la clase de

argumento que se usó en el caso de la integración triple en

cordenadas rectangulares para demostrar que ellas pueden ser

evaluadas por integración repetida.

Consideremos un ejemplo del uso de /fi fCr,e,z)rdrdedz.

Encontraremos la atracción gravitacional que un sólido

determinado por los cilindros r = a, r = bCa < b) y los planos

z = O y z = h, que tiene densidad D por unidad de volumen,

ejerce sobre un cuerpo situado en el origen y que tiene masa 1.

La figura 91 muestra la cuarta parte de este sólido. La

partícula de masa 1 está ' en O. Consideremos un elemento de masa

AM. La fuerza con que AM atrae a la masa unitaria puede ser

considerada como la suma vectorial de una fuerza horizontal y

una fuerza vertical. Sin embargo, para cada elemento AM habrá

otro . al mismo nivel y diametralmente opuesto cuya fuerza

sobre la masa unitaria contrarresta la fuerza

que ejerce AM. Por lo tanto necesitamos solamente

la componente vertical de la fuerza que ejerce cada
GAM

2

mostrado en la figura 91y d es la distancia OP, que en

coordenadas cilíndricas es	 z2 
. Ahora.

GAMz .

d
homogéneo, entonces como AV	 rdrdedz y AM = DAV = Drdredz,

horizontal

horizontal

considerar

elemento AM. Esta componente es 	  cosa, donde a es el ángulo

tanto la componente verticas es

/ 2

Ya

=

que el cilindro es

Cosa Por lo

51=



donde D es la densidad constante. Luego la fuerza vertical
total es:

GDzrdrdAdz
V	 2 2)3/2Cr +z )

Figura 91

Para evaluar esto por integración repetida, escojamos el
orden dodzdr. Cuando z y r se mantienen constantes, e varíadesde O a 2n. Luego cuando r se mantiene constante, z varia de
O a h. Fi nalmente, r varia desde a hasta b. Así llegamos a:

S S S
b h 2n

Wzrdrciedz 
a o

que es igual a

2nGOLP -a	 + h 2 + la +
/2  

fff

O
(r 2 +Z 2 )

 3/2
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INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS ESFERICAS

Aunque al principio pudimos formular todos nuestros

problemas de intearación triple en coordenadas rectangulares,

podemos ver de la sección anterior que algunos problemas son

más	 fácilmente formulados	 y resueltos	 en	 coordenadas

cilíndricas. Además, la inte gración puede ser más simple en

este sistema que en el sistema rectangular. Ventajas similares

son	 ofrecidas por otro sistema coordenada tridimensional: el

sistema de coordenadas esféricas.

Este sistema para describir la posición en el espacio es una

modificación del sistema de longitud y latitud. La localización

Cfi gura 92D de cualquier punto P está descrito por la distancia

p de P desde un punto fijo O, por el ángulo e que forma la

proyección OQ de OP con respecto a una linea fija OU en un

plano horizontal y por el ángulo O que OP forma con la línea

fijavertical OV. El ángulo e es comúnmente llamado la longitud
de P y O la colatitud, porque es el complemento del ángulo

latitud en el sistema de lon gitud y latitud. Para describir

	

todos los puntos del espacio,	 debemos variar p desde O a m; e
debe variar de O a 2n y p desde O hasta n. Las coordenadas de

un punto se escriben en el orden Cp,e,OD.

Figura 92

Para identificar las figuras representadas por ecuáciones en

coordenadas esféricas y recíprocamente para escribir la

ecuación de una figura dada, es útil conocer la relación entre
•



las coordenadas rectannulares y las coordenadas esféricas_ Si

el sistema rectangular tiene su origen en O Cfigura 93), si la

dirección positiva del eje x está a lo largo de OU y si la

dirección positiva del eie z está a lo lar go de OV. es fácil

relacionar las coordenadas esféricas y rectanculares de

cualquier punto P. Podemos ver de la figura 93 que 00 = psenO

Figura 93

y, -por lo tanto, que

x = p seno cose, y = psen0 seno, z = pcosq5.

Recíprocamente, si hallamos x
2
+y

2+2 2 	
obtenemos p=ix+y

2
TZ

2
,

de z=pcos ‘p obtenemos cos0 =— y de la figura tenemos dué +anG=Y.

Al trabajar con	 coordenadas esféricas deberíamos también

tener presente que aún una ecuación 	 en una o dos variables
puede representar una-superficie si la ecuación se interpreta
como una figura en tres dimensiones. Así la ecuación p	 5,

representa la la esfera con centro en el origen y radio 5.
Para	 trabajar	 con	 integrales	 triples	 cuando	 la

interpretación geométrica del	 integrando y el volumen	 están

en t érminos de coordenadas esféricas, 	 debemos dividirj	V	 en

elementos de volumen AV que son más simplemente exnresados en

ese sistema coordenado. Como 	 en el . caso de las	 coordenadas

cilíndricas, estos	 elementos están	 determinados por las

superficies	 coordenadas.	 esto	 es,	 las	 superficies

p = constante, A = constante y 0 = constante. Las	 superficies

p = p son esferas con centro en O y radio p. Las	 superficies

e = constante son semi planos que comienzan a lo iarco de toda



la linea vertical OV. Cfigura 93). Las superficies e =constante

son semi conos excepto cuando 0 = 0, O =	 á O = rr.

Para ver cuál es la forma del elemento de volumen AV

tracemos el volumen AV acotado por las superficies

1
<p 

2 ),
	 e = e

1
, e = e 

2 . 
Ce 

1 
<e

2
)	 y 0= cl:)

1
,

CVer fi gura 04).
=

p= 0 › P=P2'

01C	 2).

V Z

Figura 94

El volumen de la región esférica elemental áV que acabamos

de describir, es igual a
3

(32 
3

Pi
C OS cb -coS4,

z
) C 

2 -e1 D.

Figura 96



Para ver	 esto, encontraremos el	 volumen de	 una región

Liceramente más simple, que es aquella situada por encima de un

sernicono y dentro de una esfera, como se muestra en la finura

g-c. El radio de la esfera es p y el ángulo del cono es cb, como

se muestra en la figura 95. 	 Sea a la altura a la cual el cono

cor ta a la esfera. El	 volumen de esta región consta de	 dos

partes- La primera es el	 volumen de un cono de altura a y cuya

base es b = psenÓ, obsérvese que a = pcos0. El	 volumen de
1

este cono es	 entonces' igual a .5nCpsen0D
2
pcos0. La otra parte

encuentra debajo de la cúpula esférica y se puede obtener

como un volumen de revolución de la curva x
z 
+y =p

2
 , haciendo

que x varíe entre a y p,	 así el volumen de la cúpula esférica

1
f rtCp

2
-x

2
)dx = n[p x - 5xa

a
a

a3

3
1 3

p
a
- pea +	 = 3 

p
9
- p

a
COSIS	 —

3
F) POS

3
 .

.Sumando los dos volúmenes y observando crie cos0=cos Ocos0,

encontramos gue el volumen de la región situada encima del cono
2	 2

 -y dentro de la esfera es igual a 5 np
3
	Inp

a 
cos0.

	

El volumen de esta región situada entre los ángulos 0 y	 ,
-	 2

_
se obtiene por sustracción 	 y es igual a	 -np

3
Lcosib 1 -cos0 2D.3	 . 

Considerando solamente la parte ubicada entre lás esferas 	 de

radios p y o2 ,. obtenemos un volumen también por sustracción y

2	 ,
hallamos --nCp

3
 -p

3
Ccos0-gos0). Finalmente, 	 debemos	 tomar	 la3	 2	 1.	

i	 2

parte situada	 entre los ángulos e y ez , o sea que debemos
e	 e—

tomar la fracción 
2 

2n	  de este último	 volumen- En esta

forma PbtenemoS precisamente el volumen deseado de la región

esférica elemental AV.

3p
2
 Cp - p), para algún p entre p y p. Nuevamente por el

2	 i	
i	 2

teorema del valor	 medio cose2 - cos& = C-Sen(755Ce -	 diD. Por
1	 .2	 .i

tanto, el volumen de AV es igual a
-2
p sen � Cp - P ) C 0 - o p ce - e).2	 i	 2 2	 2	 1

Asi cualquier integral	 triple iffv fCx,y,z)dV, cuando las

variables tienen significado geométrico en coordendas esféricas

Usando el teorema del valor medio encontramos que p - p
3 

=
1



se convierte en

triples se evalúan por integración repetida, la
fi;vfC 19)9, 15DP2sengódPded �

. Estas integ

ustificación

r al

es del mismo tipo a la ya dada en los casos de las coordenada

rectangulares y cilíndricas.

Consideremos un ejemplo para comenzar a familiarizarnos con

el uso de integrales triples expresadas en 	 coordenadas

esféricas. Consideremos el sólido V Cfigura 96) que está

determinado por la región que está entre dos esferas que tienen

su centro en el origen y que son de radios R v R , con R <í '	 2	 1
R . Supongamos que M es la masa por unidad de 	 volumen	 del
2

sólido V. Considere también un cuerpo de masa 1 que está en el

interior de la esfera de radio R y que está localizada 	 en

Q(C,0,0D. Demostraremos qUe . la atracción gravitacional 	 que

ejerce el sólido V sobre'la masa unitaria que está en Q es

cero. El hecho de que vamos a trabajar con esferas nos sugiere

que el sistema más adecuado a usarse es el de	 coordenadas

esféricas. La fuerza de atracción que un elemento del casquete.

en, -digamos P, ejerce sobre la masa unitaria 	 puede ser

Figura 96



nsiderada corno el vector suma de una fuerza 	 hoviront.,	 una
ai. la clic el casquete es simetrico	 crin	 respec-,c

ye, r_ ¡Cal. lel fuerza	 grat'i taci onal cue. c	 e emer U	 eer-ce,

reccion	 horizontal	 se	 contrarresta	 ocr	 dIrocción.

horizontal	 del elemento	 colocado sime tr i cament	 a

aue el elemento Y por	 lo tanto todo el casuuete pu•
j lamente una fuerza vertical sobre la masa unitaria en

Debernos.	 por lo tanto. demostrar que la componente ierLI

de la fuerza gravitacional ejercida por el cascuete es cero.

Construiremos	 unaformaintegral	 triple	 de

ft/. v fl:p,e,c6Dp2sencpdpded0 para representar la suma 	 tota l de bac
óomponentes verticales de cada uno de los elementos de volumen
¿V del casquete. La atracción ejercida por cualquier 	 elemento
de volumen	 en el casquete.	 di gamos	 la del elemento ,Igico
localizado en P. es GMAV/d 2 donde d es la distancia QP. Esta
atracción está diric da de Q a P. La componente vertical de la
fuerza de atracción es	 GMAVcosa. donde u	 es el	 ángulo en .1-t

d 2
z5 

en t re OP y	 el eje vertical. Si las coordenadas de P Son
pcosd)-c

Cp.e.OD, entonces Cfigura 97) cosa = 	 .	 Entonces d
com ponente vertical de la fuerza ejercida por el elemento AV es
GMAVCpcos0-c) Debemos expresar a d en coordenadas esferlcas.

o
Para. hacer esto notemos que

d 2 = nu * H K	o d=Cpcosch-c)2 + Cpsen95D 2 
= p	 c

2
- core cos

Fiaura 97



Como	 la	 componente vertical de	 la fuerza de atracciün
GMLIVCpcosó - cl)

r C1 da	 Por	 LA/	 =
z
senoliptieti0.

2	 2
= p	 -c-:„OCCOSO.	 la forma de esta componente en coordenadas

GMCocos ó - c)c	 es:	 	  p
2
senco zwrseip,J5.Si	

22	 3/ 2
Cp +c -2pc cosóD

,.=lementos deben	 ser sum¿--IdoR sobre el volumen gel .L:asquete

esférico.	 Este volumen se describe cuando e varia de O a 2r.

varía O a n.	 y p varía de R a R. Por lo tanto la intearai Que
12

deseamos. es:
R

	

2	 77. 27GMCpcos0 - ci jo
2 
sen0

_
f	 f f	 	  de dá dp.
R	 o	 O :	 C p 2 ±(7.- 2 -2p-- raso) 3/ 21

	

Comenzaremos	 a integrar con res pecto a 0 porque de esta

manera vamos a encontrar pronto el valor de la inte gral triple

así :

GMCPcos0 - c)p 2 sená ocosOsend - c senáco = GMp2 S '
o Cp2 +c 2

-2pc cosOD 3/2
o	 Cp

2
+c 2

-2pc cosá) 3 /2

21 n pcosOsen0 csena5 = IMp d0
o Lp +c -2pc coscó) 3/2,	 2	 2

o
o	 3/2Cp2+c2

-2pc ccs0J

= G•o2
n	 á 0	 	 n-2pc cossen	 	 1	 2pc senoS 	 dd, - 

as
X 	

3/2
, 2 2  

p	
d01

o -2cCp2+c2-2	 3/2 c cos00	 'o Lp +c -cc ros05p	 	 j 

-
72 2.	 . 

pc sen2 2Cp +c isen0-2pc cosOsen07C + D2	 á,	= GM0 f	 '30
__

	

o	 -2CCp2 ±c 2
 -cpc cosco)

rt. 2pc seno

ap o dq5

cp 2 2	 3/2O p +c _aric
cos03

2 2	 2 2senáC0 +c -¿pe cosOD - Cp +c )senai
o	 .-2cCp22 -2p cosá) 3/ 2 dcb

2pc sencb
p2 +c 2 _20c c cs 3/2

2.	
Tiseno	 Cp2-1--c2sc,n0-

2 2
0	 	 d	 ±

2	 2CY,..> Pi 	 o	 c.
„
 p tc —Cpc7:  

E:cie S eii b 1  

2	 3/2
-	 O'S q.>_)     



-
1_,1110

_2	 2	 2	 21

2
2	 2 cc

Q	 j

o =

2 2 _	 . 2
uso	 e!e 	e! heCh0 deq ee p o -cre co-1c& = O . e-i pccii t_ , ..-3, y

2	 2 __,

12 ue '-p i-c -cpc: %	 = p-c, por la definición	 %e raiz euadrad

DOSiti Va v porque por hi pótesis p > c.

No hay necesidad de llevar a cabo las inteoraciones en cue

271, 3

R
2 a 2 fi

5 1 -G4Cpcos0-c.ip sená
: 2	 2	 3 • 2

R O O	 Lp C. criOC COSIDJ
1

dedcbdp con respecto apye porque

ya que el	 integrando es O, el resultado es 0. Consideremos un

ejemplo más sencillo. Encontremos el volumen acotado 	 por las
a_

asieraso = a, p = b y el cono 0 = a	 CO <	 .	 vol umen
•	 ;	 2

de este cono está	 dado por

2 1T a

5	 S p
7
senOcipdOcie

O	 O

2 ft	 a , 3	 3
o -a=

o
sen0d0d49

-a 2	 3- .
=	 	  Cl-cosai 2n = -n Lb -a )CL-cosaD.

3	 3
o
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CAPITULO V

EGRAL DE LINEA E INTEGRAL DE SUPERFICIE

rulo contiene los siguientes temas:

de línea

de superficie

capítulo se estudia primeramente la integral de línea.

estudio de este tema con problemas sobre áreas para

ofinición de la integral de linea del tipo fifCx,yDds ó

ds Y ver que estas integrales se pueden reducir a

	

dinarias.	 Después se plantea un problema de hallar el

realiza una fuerza para llegar a manejar integrales de

forma "cP-T ds. Enseguida se ve la conveniencia de

acidnes paramétriéas para las curvas C donde ei parámetro

cesariamente el parámetro longitud de arco y se calcula

hecho por una fuerza donde las ecuaciones paramétricas

en en función de un parámetro t cualquiera. Después de
,jemplo donde se ve que el valor de la integral de linea
general de la curva C de integración y de ilustrar por

de	 ejemplos	 que fcfCx,yDds = fl-c fCx,yDds pero que
.dr-› , se resuelven algunos problemas de mecánica dondeHc

era el concepto de inte gral de linea.

	

segundo lugar	 se estudia el concepto de integral de

e motivándolo por medio de un problema de hallar la masa de
erficie y asi obtener integrales de la forma fsGCx,y,zDds.

Se	 manejan	 superficies	 S de la	 forma z = fCx,y),

LZD ó x =hCy,zD. Después vemos que estas integrales se pueden

a integrales dobles para poder evaluarlas. Posteriormente se
las integrales de superficie de la forma f r ñ ds,

énte motivada por medio de un problema de hallar el flujo a

Pe una superficie.



S seS-z* tal como se hizo en el capítulo II. Al numerar el eje

TEGRAL DE LINEA

9.,-olvamos algunos problemas que nos conducirán a la definición

l concepto de inte gral de linea.

	

.gLEHA I.	 Consideremos la curva C determinada Qflr l a

	

tersección	 del paraboloide z = x
2 	 y2

 con el plano x

ncontrar el área de la región A que está sobre el plano Y = x,

	imitada por	 la curva C ,e1 segmento	 de recta C que une los

.tos CO 3 0,0) y C1.1,0) y la recta perpendicular al plano xy

e pasa por C1,1,0). Ver. figura 98.

x

REGION A EN EL ESPACIO XYZ	 REGIDN A EN EL PLANO SZs

Fi gura 98

SOLUCION: Antes de resolver el problema, notemos que r=s

esencialmente un problema de cálculo de una variable Cencontrar

1 área bajo una curva) y que se puede reducir a un problema de

cálculo de una variable, si se introduce un sistema de ejes

encuentra que los puntos del plano xy están relaciónados con

puntos del eje s por medio de lá ecuación vectoriallcs



	

1	 1 
=	 <	 ,	 	 >, de aquí que la ecuación de la curva C con

	

-,/	 2	 -/,--_-	
1

	

sato al	 sistema de ejes coordenados s - z% está	 dada por....
sz y el	 segmento de recta C se traduce en el 	 intervalo

del eje s. Por lo tanto el área que se quiere 	 encontrar

Yi

	

dada por	 s2ds=C2/3D1/2-7. CDespués veremos que el área
o

htrada se reoresentará por medio del símbolo
cCx2 r v2 ds

.5-e lee "la integral de línea de x + y 2 Sobre C de CO,O) a

D p •

	

ELENA 2.	 Hallar el área de la región que se 	 encuentra
e el cilindro x2 + yz = 9 y que está limitada por la curva

eterminada
tZ

2 
+ y2= 9

 = o
por el cuarto de circunferencia con

O
2

xy

y la curva C que se determina al asociar el

a cada punto de la curva C. Ver figura 99.

de • •
be 0 • o • •••• • Sé•a. • •• • ••• • • ••• I1. Ot• • N • • • • ••	 ••

• •••• • b• • • II lb .14 •• •
•••n ••••••0•4•444.•• sl•• •••	 ••• • el • •••

Id! ••••	 be • I • • • •4 •
••1: 411. • • • • fle,••••••: • •

..gni :AV. 7.911.7). •n•••••
••••• • dia... e. • • • • •• • •• • •• • • • • •• 4 • •• • • I.* • n •• lb •,•••
ft Si

▪

 :	 i

▪

	n: • 

Figura 99

valor de

SCLUCinN. De nuevo estamos ante un caso que se puede reducir a

un problema de cál cul o de una variable sólo que ahora tenemos

que introducir un sistema de ejes s 	 donde el ej e .7-* sea



onde P ( x,, Y, ) es el punto

enot emos por as ,longitud

la recta  que es perpendicular al	 pi ano xv, que pasa por C 3 0 .

el eje a no va a ser otra cosa mas que la

enderezada" para que la re gión	 md tada por las curvas C

está sobr e un pi ano. C £n el problema anterior no se necesitó

"ender ezar - la correspondiente curva C por ser ya un segmento

de r ec tá) ;	 endereza:' - la cur va	 C. matemáticamente Si g ni fi ca
que la podemos

coor denados y

numerar con la mi sma escala que ti enen l os ejes

esto es posi bl e lograrlo  por que conocemos l as

ecuaciones par amétr cas de C en t ér mi nos de la 1 ongi t ud de arco:

s, a saber,	 x = 3cosC 5/3) , y	 i ."-= 3 senC 5/3) ; así	 al Punto
cscosC sx3D , 3senCs73DD del	 plano xy, se le asocia el número

real s y de aquí	 se concluye que: 1 os valores de s están en el
intervalo  [
	

377-,2] y 1 os valores de z* en función de s están
dados por 7' 3E = 27 sen	 CosCSx3D . Por lo tanto el área de
l a región acotada	 por las curvas C y C está dada por

1- 81 senzC sv3D 5 cpsCs/SD ds = 31
o

	 1	 _

Más del ante ver emos	 que el	 área que acabamos , de hallar, se-

por el símbolo f xy2ds queepr esent ar á	 se lee "l a. integral de

inca de xy2
 sobre C de C3, OD a.. CO33D").

Resol vi mos	 dos problemas sobre áreas par a motivar la

definición de integral de línea  que enseguida damos:

Definición de integral de linea para una función z=fCx,v).

supongamos que tenemos una f unción  = fCx, y) que está definida

obre una curva C que está dada par amétri cemente por x = xCs).

= y-C s) , con aS s	 b donde s es la longitud  de arco. Sean A

9 1 os puntos	 de	 C determinados por l os val or es a y b

eSpec ti vamen t e del	 parámetro s. Di remos que l a direcci ón
osi ti va de C	 aquella determinada por el crecimiento del

arámet r o s.	 Tomemos , una	 partición	 del intervalo  E a, b3

1 i oi endo

< s	 = b.
N

de C en	 subar ccs PP = s
L,-it 1	 Z

en C corres pondiente a	 S,

del subarco o 7	 Ai-tor a
i Z-I . e»

a = s<s: s
o	 1.	 2

o nos 1 1 eva a una división

scodemos punto Q, (	 v, ) en cada P, Ir, como se 1 usitr a   



Figura 100

en 145. figura  100. Para cada Z,	 evaluamos	 la» f unción f en

multiplicamos este número por As, y formamos l a suma
1-4

2 f(c ”	 As.

L.=1
Por definición, la integral de línea de z	 fCx,y) a lo largo

de la curva C es el límite de esta suma cuando el número de

subarcos tiende a infinito y la longitud de cada subarco tiende

a cero:

LfCx, ds =
n->C0

cada ds¿->o

2 f(xc
„ y j Lsz.

-
Z=1

Como conocernos las ecuaciones paramétricas de C en térmi nos

<:de la longitud de arco s, podemos evaluar la integral de línea,

reduciéndola a una integral definida ordinaria:

rcfC x, y) ds =	 f [ >tis) , y-Cs) ds

Ahora definamos la integral  de 11 nea de una f unción

Cx, y, z -_-) a lo largo de una	 curva C en el espacio. que es

similar a la integral de l ínea  para una función de dos

vari ab l  es.



Supong amos que tenernos una curva C en tres dimensiones Cver

	

gura 101: cuyas ecuaciones paramétricas son x= xCs0, 	 y= vCsD,

zCsJ donde s es la lon gitud de arco con a S s S b. Sean A y

	los puntos de C determinados por los valores 	 a y b

r espectivamente del parámetro s. Vamos a escoger como dirección

positi va de C aquella	 determinada	 por el , crecimiento del

parámetro	 Supongamos	 además que tenemos una 	 función

fCx,v,zD definida en cada	 punto de la curva C.	 Tomemos

una Particion del intervalo Ca,bJ, eligiendo

	

a = s	 s	 s <	 < s = b

	

o	 i	 2

Figura 101

to nos lleva a una división de C en subarcos P
1-1 1P = S, donde ‹.

x , , Y-6,	 . z
.t..) es el punto en	 C correspondiente a	 S, .

notemos	 por As 1 la longitud del subarco PtI. PZ 	Ahora
cogemos	 un punto 01(x1- , y,	 zt) en cada P P

1 como lo11 
estra la figura 101. Para cada 1, 	 evaluamos la función f en

Y- 

P	 z- J y multi plicamos este número por As, y formamos
'	 4.

suma
N

.
‹,



X

or	 definición. la integral de línea de fCx, N,, ,zD a lo largo de

es el límale de esta suma cuando el número de subarcos tiende

infini to v la longitud de cada subarco tienda a cero:

• -Y'` 	 =	 lim	 fe.t.cz, yz , z
N4W

4=1
cada Lsp->o

Para evaluar 1S integral de	 línea necesitamos conocer la

urva C. Como ya tenemos definida a la curva C, pódemos reducir

a integral de linea a una integral definida ordinaria:

5cfCx.y,zDds = 5	 fUxes,), yCs), zCsD1 ds.

Veamos un ejemplo de una integral de línea que a la vez nos

a a ayudar a que concluyamos que el valor de la inte gral de

'inea puede depender de la curva C de integración.

TEMPLO. Evaluar feCx	 yDds

?	 A lo largo del segmento de recta que une el ori gen con el
.punto C1,1D. Ver figura 102.

A lo largo de la trayectoria mostrada en la figura 103.

Fi guraa 103



las ecuaciones parametricas de la r ecta	 están dadas por

-va
X S,	 y =	 s con O S s S y,	 donde s es l a longitudc	 2
de arco medido	 desde el origen. Por lo tanto

Y-27

feCx+y)ds =	 sds =

Ahora integraremos la misma función fCx,yD=x+y de CO301)

C1,1)	 a lo largo de otra trayectoria como lo muestra la

fi gura 103. Aquí	 dividirnos la integración en dos partes.

•	 una a lo	 largo	 de	 C y otra a lo largo	 C	 Sobre C:1	 .	 2	 1
tenemos x = s,	 y = O, O	 s S 1. de donde x + y = s.; por

tanto

Cx + y)ds =5 s ds = 1/2.o

.Las ecuaciones parametribas	 de C2	son x = 1. y = s con

S	 1, donde la longitud de arco es medida desde C1,0/. De

	

aqui que x + y = 1 -r
	 y por lo tanto.

Cx + y)ds =-1 Cl+s) ds	 3/2
o

2

Sumando los resultados para los dos se gmentos encontramos

fc Cx + y)ds = jrc Cx + yDds + fc Cx + y)ds = 1--- + 2 = 2._.
2 21	 2

Por lo tanto la integral de linea puede	 depender de

rayectoria de integración.

Ahora queremos estudiar integrales 	 de línea donde	 se

involucren funciones	 vectoriales, esto nos obli ga a	 que

diseutambs el concepto de función vectorial.

Sabemos	 que	 una	 función de	 una variable,	 generalmente

escrita como y 1=- fCx),	 es una regla que nos dice cómo asociar

dos números x,y;	 dada la x.	 la funcuón nos dice el valor de Y
2que se le va a asociar.: Así, 	 por ejemplo, si y = fCx) , =:	S,

entonces calculamos el valor de Y elevando al cuadrado el valor

de x y luego sumando 3.	 Asi.	 si x = 4. y = 4
2 

-4- 3 = 10.

En el capítulo 11 vimos ejemplos de funciones de dos y tres

ariables como s = fCx.yD y w = fCx,y,z) que también son recias

fe:

nos dicen qué número asociar a una pare la ordenada en el



,--->

—1—>

o de z = fCx, y) y qué número asociar a una	 terna ordenada

en el caso de w = fCx,y,zD.

	

funciones y = fCx.D, z = fCx,y). w	 = fCx,y.z) son

iones escalares. La generalización a funciones vectorialec.

directa. Una función vectorial Cen tres dimensiones: es una

e la ave nos dice cómo asociar un vector con cada punto

v.z1L Un ejemplo es la velócidad de un fluido. Reoresentemos

c ta función por medio de vCx,v,z), la cual especifica la

aoidez del fluido así como la dirección del flujo en el punto

	

; 	 -
Dc,v,z1). En general, una función vectorial PCx,y,zD especifica

na magnitud y una dirección para cada punto Cx,y,z) en alguna

egián del espacio: Podemos representar gráficamente una

unción vectorial por medio de un conjunto de' flechas Cfigura

)4). una para cada punto Cx,y,z). la direcctóri de la flecha en

punto cualquiera es la dirección especificada por la función

ectorial y su longitud es proporcional a la magnitud de la

unción.

Figura 104

emulo de una función vectorial Cen dos dimensiones: es

rCx,y) = ix + iy,

se ilustra en la fi gura 105. Esta función a cada oun

asocia el vector de posición



Figura 105

Estamos ya en posibilidades de comenzar a estudiar Problemas

integrales de línea donde intervengan funciones vectoriales.

olvarnos un problema de trabajo,	 que es un caso más general

los que se estudian en cálculo de una variable.

Una partícula se mueve de un punto ACá ,a ,a ) a un punto
1 2 9

,b ,b ) a través de una curva C de ecuaciones naramétricas
1 2	 3
D = <xCs), vCsD, zCsD>, a 5 s	 b, donde s es el parámetro

gitud dé arco, en cada punto P de la curva actúa una fuerza

D. Hallar el trabajo que realiza P sobre la partícula que se

/id de A a B siguiendo el camino C.

UCION. Sabemos aue si una partícula se mueve desde un punto

'asta un punto W en línea recta v la fuerza P'que actúa sobre

partícula es constante Cfi gura	 105). entonces el trabajo

/7n51 -.rizado por r sobre la partícula es	 En  el caso del



Figura 106

problema que deseamos resolver, C puede no ser recta y

puede no ser constante, sin embargo, el saber hallar el trabajo

para	 el caso en que	 C sea un segmento de recta	 y	 r sea

constante nos va a ser de utilidad.

Supongamos que para s = a la partícula está en A y para s=b

da. partícula	 está en B. Tomemos una 	 partición del	 intervalo

ia,bl	 eligiendo

a = s < s< s = b
0	 N

es	 -›to	 nos lleva a una división 	 de C	 en N partes A	 =	 rCs ),
0

P =rCs 5,...,p	 = r Cs. ), P	 = r Ls ..) ,,,, B = ri... z.,. i	 y por
1	 1	 L-s.	 -i L 	 1	 N

lo tanto en N subarcos.	 CVer figura 107).

Finura 107



Por lo tanto, una apro>cimac ón para el trabajo realizado por

l e largo de C es

N

{7(s. ) -	r(s )] •	 p(s ))
L-1

L=1

Sabemos, por otro lado que

	

rCs + As) - rCs)	 4
r'Cs)As

Hallemos una a proximación para el trabajo realizado oor	 en

arco P P Ci = 1, 2, ..., N). Esta a proximación la
1 - 1 L

logr amos considerando cue la partícula se movió por el segmento

de recta r r Que a lo lardo de este seamento estuvo

-tvamdo una fuerza r CP D que se mantuvo constante en dicho
t —1

sedmento.

de aquí que

r(s ) - r(s	 )	 r(s ) (s - s
1-1 )1.-1 

y por lo tanto una aproximación para el trabajo realizado por r
a lo 11.árdo de C es

[
 ('t-1	

r) Ast-i
1=1

donde	 As = s - • 
€	 L	 -±

Si N tiende a	 infinito y	 la longitud de	 los subarcos

P P =As	 tienden	 a cero entonces se	 tiene	 una meor
L-1 i	 i	 I	 •

aproximación para el trabajo realizado por r, por lo tanto, el

trabajo realizado por Fj desde A hasta 2 es

N

T = %..1 R1	 r 
r4

	r(s )) 	 r (s
L —1	

,

I-	
ás = 5 F(7CsD)	 : 	-..SJOS

N-YÚJ

	

	 a
i =I

L.S .0
t

COMENTARM

gCsD representa a una función real de variable real y por lo

tanto calcular	 el	 valor	 de	 se	 reduce al cálculo de una

integral definida ordinaria.

EJEhTLO. Hallar e l 	trabajo	 realizado por	 x. y)	 -

sobre un cuer po que se mueve desde AC2.0) hasta SCO320 a través
2de la circunferencia 2%.	T	 r	 = 4.eR sentido contrario =L

miento de las manecillas	 dei reloL

el

aObserve que si hacemos gCs) = t(rCs)) • r'Cs).



'c:OLUCION.
.'ción vectorial= <2,

;parámetro s es la longitud de ar

-cos
z s	 4,

= 2sená-> y ICs) = r CsD = <-senE
2'

 cosr,->.

el cuerpo tiene

2sen	 O	 s	 n,

co. F(rCs)) = <Cacos

por ecua-

donde el
s,2

,csen->
2

Por lo tanto

La trayectoria que siguió

a rtsi	 cosa,

fc	 1 ds = I <4cos	 2senl'> •	 sena. COSr2 OS

77

= f Coz
2 
=)(sen -2)+ 2 sen 

2
Ces

2
}es =

En muchos de los problemas donde se necesita calcular el

trabajo hecho por una fuerza 	 es dificil hallar la ecuación

vectorial de la trayectoria seguida por una partícula en

términos del parámetro longitud' de arco s o la expresión que se

ncuentra para rCs) es muy complicada, sin embargo como se vió

n el capítulo III resulta relativamente más fácil, hallar la

cuación vectorial de una trayectoria en términos de otro

arámetro que no sea la longitud de arco.

;,EJEMPLO. Una partícula A se mueve desde el punto PCO,O) hasta

punto Q1C1,1,D a través de la curva y2 = x3. Hallar dos

uac4ones vectoriales para la trayectoria seguida por la

rticula A. Una de las ecuaciones escribirlas en términos de

longitud de arco s.

Luczav. itCeD = • <t 2, t 9>; O < t s 1 es una ecuación

ramétrica para la trayectoria seguida por la partícula A.

ra hallar la ecuación vectorial en términos del parámetro

ngitud de arco s, hagamos

S -51/41	 9T4 dT

—
1 

[C427
gt23 3,2

donde

8) 2/3
rCsD - C27s + 8D4	 -

O < s < 1
— 27

[27s	 8) 2 /3	 41 3/2

[13-1/175 - a].

9	 27

e ejemplo nos muestra que tenemos que buscar una expresión

a hallar el trabajo que realiza una fuerza. cuando la

ación vectorial de la trayectoria está escrita en términos

parámetro Cdigamos t) donde t no sea la longitud deotro



co	 cpor cierto que en	 mecánica se utilizan ecuaciones

ctori ales en términos del	 parámetro t. donde t re presenta el

'emP° cara describir la trayectoria seguida por una particula

novi mi en Lo)

Enr-OntreMOS DUeS una exoresión gue nos dé el valor del

fanajo hecho por una fuerza r al mover una particula a lo

rgo de la curva C de A a 9, donde la curva C está descrita

or la ecuación vectorial 7<+_D = <xCtD, yCt,), zCtD> donde t es

tiempo 'con	 UZ y	 rCo..) =0g. Subdividamos C como lo

radi ca la	 figura 10S.	 Imagine a r4 actuando sobre la partícula
. =e .	 a P , dos puntoS de subdivisión consecutivos de C. ElL-1.	 t	 .

abaj o AT . realizado es aproximadamente igual al producto de

á componente tangencial de P a lo largo de C multiplicado por

longitud del arco P	 P.
1-1 i-

_

El L-PN

P

I	 ∎Z(T(4))
II 	 i.

s
:),<.....r 11 ti )

1	 - P
t 
1
1	 (X (t, r(t:), z(4))

i -1

Fi aura 108

Corno i a il ongitud del arco

	

P P =ás	 y [x'CtD 2] ÷ Ey' Ci.D]	 zCt)] 211-1	 I

entonces

Ls =Y [ :-c Z +
 r	 , e , 2	 , %, 2L y LH, i] ÷[ z' ChJ3

r a un t e[ t	 . t ] C per el teorema del valor	 medio par a
-1	 t

intecral e=-).	 Como	 suoonemos	 Que	 el	 valer	 de	 r4



p ronmadamente el mismo para todo te( t. 	 , t.] , tomemos a
L —1	 L

como el valor de ha a lo	 largo del arco P P. El
L	 i-1	 1

act or tangente a la curva C para t	 = t
* 

es	 r'Ct D =	 <x'CL.),
, * 

L	 i	 L

, (t ), z'Ct )> Por lo tanto
é

,-r'C t,

a componente de 1-a a lo largo de C es he"é 
Ct.*:D 	

l 
L 1 é,r-Ct

*
2,U

L	 il

valor acroxl mado para AT es
y

r'Ct* )
Y AT. ›.-.. (r). CtifD)	 	  As

1. 	 *
I r'Ct DI	

iL 
L

ero As. =	 'Ct*D] 2 ±[y.Ct
+e
D]

2
 +Iz'Ct +E D] 2 At	 = Ir

4
 'Ct :

+e
Dil At,

L

por lo tanto

ré 'Ct * 
Di AT ----- h(r-> et.* )) • 	  IR . c t 3,D II ALY	 Y	 é 	 ,	 t	 1.

 II	 r'Cti)ii

= 14(t 'CttED) • 7- 	 ,'Ct*D At
1-1	 ,	 ,	 i.
aquí que el trabajo hecho por! sobre la partícula que se

movió sobre C desde A hasta B está dada por

T = f r(t'Ct))	 •,r 'Cc) dt.
EJEMPLO.	 Hallar el	 trabajo realizado por Cx,y)

'Sobre un cuerpo que se mueve desde AC2,0D hasta BCO 3 2) a través

ie, la circunferencia .)‹2 +	 y2 =	 4,: en sentido contrario	 al

Movimiento de las manecillas del reloj.

SOLUCION. Una	 ecuación vectorial	 para la	 trayectoria seguida

por el objeto está dada por réCtD= <2:cost,	 2 sent> con OS t<

Por	 lo	 tanto	 P(7Ct)) = C4 cos ?tDi + C2 sent)j y	 =

-2 sent,2cost>, de aquí que

11/2	 7Z2

Y(/tCt)) . R Ct)	 t=f <4 cost, 2 sent> • <-2 sent. 2ccst>dt
u

Ti/2

=f. [C-8 ces
2
t, sent)+4 sent cost]dt= -1..

COHEATARIO f. Sabemos que si un cuerpo se mueve desde un punto

hasta un punto 2 de una curva C que esté en el espacio y

z.
X



lasos dos ecuaciones vectoriales para describir el caminó
vide por dicho cuerpo, a saber: 7(s) ,-. .c>ccs) , : y(s) , .: zCs_i.

.	 ..	 ,	 . 	 ..;

es el parámetro longitud . : -dé. - arco

t.) = -C<Ct) , yCt), t) , 7- Ct3 > con a � t < b, - donde ' 't ''' es ̀otra
arámetro ,eeneral l os intervalos

a. 
en	 [ s , s 2 ] y	 [ a , 'o] . san

stintos . sin embargo es importante hacer notar que el trabaje:-,- ...
écho por una fuerza /-. sobre dicho cuerpo está dado por:

2
P( -tCsi) • r 'Cs) ds

s

el parámetro longitud  de arco) y por

f	 Ct3) •	 C t.D dt
a.

t es otro parámetro).

-OHENTARI O 2. Hay una diferencia importante entre una integral

	

e linea de la forma fc fCx,y)ds y una integral	 de línea de

forma f 1,-(rCs)) • r' CsD ds, a saber:

fc fCx,y)ds = cfCx,yDds

fe (7	 4
CSD) • r C sD ds = - j. cP(itCs)) • r

4
	'CsD	 ds

Esto lo ilustraremos por medio de ejemplos:

EJEMPLO. Calcular fC 
Cx+y)ds y f	 Cx+yDds. C es el segmento de

recta con punto inicial en ACO 3 1D	 y punto final en BC1.3D. Ver

!gura 10g.

soLucroN. La ecuación vectorial de C está dada por

ricura Og



rCs>	 <-1 s,-ia:_ 	 sri>;	 O S s	 S -45,	 por	 lo	 tanto

	

,. 1	 2	 5LCx+yDds	 = L2 k. --_-_-	 s.-- s*1)ds -	 rY5 . Por otro lado. la
2

	

Y7.5	 il5 .ecuación vectorial	 de -C es rCs)-<1 --1 s.3- -2- s>:	 OS s	 o -)1z.).
Yró"	 Yff

pflr lo tanto

fleC <-1-`,0
1/S--

ds = f [ 1 -2s+ 3 -
o

EJEMPLO. Calculár ica 4-r(rcsD)

si_: está dada por rCs0 = <2

donde

,	 _
1- . CsJ ds y jic r(ItCs)) - r'tsDds

s	 s
cos 2=

' 2	 2sen -> con O S s < n,

A

Figura 110

PCx,yD= xi+yj. Anteriormente vimos glie f L-C.rtCsD)•it'CsDds= 3'
ahora-calculemos la otra integral. Lá ecuación vectorial para

4
-C es rCsD = <2 sen",	 	 cos-z con 0 <	 < rt, por lo tantoa'

r-ts.; cs = '<usen 2cos>

•

 • <cos 2 ,	 - sen2)0S=

: 4sen 
2 s5	 s .cos 

▪ 

- 2cosI	 =	 •
a

Resolvamos ahora un	 Problema donde se pone de manifiesto
una orooiedád del trabajo.

fe.	 ) •



EJEMPL O.

,asa M se

a	 L < b,

Principio del traba jo y la energía. Una partícula de
mueve a lo largo de una curva C descrita por rc tD
donde el parámetro t es el tiempo. Si la rapidez

-- !I de la Partícula en el instante t la simbolizamos por
medio de vC , su energía cinética está definida por	 Y e t).
Demos t r ar que el traba jo realizado por	 durante el intervalo
de f i emo  E a, b3 ,.es i dual 2-1 m	 Lb.) - 1 m vz c aD .

cOLUCION. En la solución de este problema vamos a ut i lizar del
campo de la física dos hechos relativos
momento t. -

r(7-›"Ct)) = m "etCtD 	 m
E. C. = 1 m	' C t

a una par ti c ul a en el

r "CtD CSegunda Ley de Newton).
CE. C. = Energía cineticaD•.

El trabajo realizado por
Ca,bl es

StriktD)4'Ct) dt=1 m 7-"ctD

durante el intervalo de tiempo

-›	 1r'CtDcit=1 m-2 f r 'CtD • r'CtD] 'dt
a

=I 
om 

1

—
a

r'Ct) 11 2» 	 = [�-rni	 Ir 'CtDlili

1	 1	 1. = 
2
--nn Ir 'CbD ial 2 -2- m ;r 'CaD ili 2 -= ,..1 my2 CbD -1, my

2 C b) .

	

d	 ,

fundamental del cálculo para integrales de línea

una	 variable	 se	 demostró	 que

Hay un resultado similar para integrales

y lo utilizaremos para resolver dos

	

TEOREMA Sea C una	 curva der i vabl e	 que une	 los puntos

Teorema

En	 cálculo	 de

f ' C>cD dx=f C. b.D -fCb).

de linea que demostraremos
pr: oblemas de mecánicía.

A(sci , yi ,z i )	 y	 B()C2 , Y2 / 1: 2)	 Y	 cuya
--›
r(t3=e Ct) , r CC , r CtD>, a < t	 < b

1.	 2	 3

f una f unción real y deri vabl e ,
contiene a la curva C, entonces

czea
que

ecuación vectorial

con rCa) = A y rCb) = B.
definida en una región 2

f [7r &ct))	 r 'Ct)dt
DEHOSTRAC I CN.

= f C.<	 y2,
2 •	 2 - f (x

a f	 ar	 Off r-9
Vf(1 'CL)) =

ay	 as -
•



af
ax

lo tanto j7f(rCt.)) • -r* 'CtDdt es igual

af	 af--{rCtD),	 ---(1-CtD» • <r'Ct),r'Ct).r'Ct)>dtay	 az	 2	 3

= f	 dt [ f(itCt))]*-
a

= [fC7CtD)1 = f(Cb)) - f(-1"Ca))
a

= fCBD - fCAD = f(x2 ,y2 ,z2) - f(x2,Y2,z

Por la regla de

r CtD entonces
3
dw _
dt

la cadena si w =fCx,y,z), x=

para w = f6tCtD) tenemos

r CtD , v=r t) y
2

H
rCtD)jr'Ct)+E-0-CtD1P'Ct) +[1--CrCtD)jr'CtD,ax	 ay	 az	 a

af	 af	 ar

af	 af 4= <--{rCt)),	 -L.--CrCtD)ax	 ay
Of 4---(rCtD)>-<r)CtD,r'CtD;r'CtD>

2	 3

= Vf("rtCt))•ItCtD

OHENWARIO.	 Este resultado nos indica que si una fuerza
Cx,y,zD es igual al gradiente de una

entonces el trabajo efectuado por PCx,y,z)
qUe se mueve desde un punto A hasta un punt

función escalar f,
sobre una partícula

o B es independiente
cual sea la curva Ce la trayectoria, es decir sin importar

Cuya ecuación vectorial es rCtD se cumple:
P6--)CtD) - "PCtD dt = fCBD - CA).

EJEMPLO. Potencial Newtoniano. Hallar el
la fuerza que ejerce una partícula de

trabajo que realiza
masa M sobre otra

partícula de masa m que se mueve desde un punto A hasta un
punto B.

SOLLICION. En la solución de este problema vamos a utilizar del
campo de la física un hecho relativo a la fuerza de atracción
entre dos cuerpos.

La ey de gravitación universal establece que la fuerza
que ejerce una partícula de masa M sobre una partícula de masa
m.

a)	 Está diri :Cida de m hacia M.
b
	 Su magnitud es GmM/r 2 , donde G es una constante y r es

distancia entre m y M.



1	 2

Introduzcamos un sistema de coordenadas con el objeto cd_

encontrar una expresion para E. Situemos a M en el origen y sea

*yi +zk el vector de posiciÓn de m. Entonces r =

es un vector unitario con la misma dirección que 7 con 10
la ley de gravitación torna la forma

GmM	 4
rL7i

Vil
3

GmM
, 2 2	 2, 3/2
c-C, +y

GmM pero corno r = 7f donde f r_x,y,z) = 	  concluimos que el
•

I<
2 ÷y2 

Z
2

trabajo T que realiza r, sobre m	 independientemente de la

trayectoria seguida por m es igual a

T = fCx2 , y2 , z2) - fCx , yl , zi)

GmM	 GmM

2	 2	 2	 y 2	 2 2
x +v -i-z	 x +y r•z

2	 2	 2	 1.	 1

#-rL X. y Cxi÷yj±zk)

si escribimos r en j ugar de
1.

2 2 2
x +y. +z

t
= 1 ,2 tenemos

T - GmM	 GmM 
r	 r

= GmM Cr-
1
2

A la función f(x.y,z) - 	 GmMse le llama potencial
/ 2 2' 2x +y +z

GmM'Newtoniano. En la física a la función f(x,y,z) 	 	  le
2 2 2x +y +z

llaman energía potencial.

EJEMPLO. Principio de conservación 	 de la	 energía mecanica.

Supóngase que un objeto de masa m se mueve a lo lar go de una
curva derivable C. dada por

r = rcit) = r CtDi + r Ct)j + r CtDk,
2	 3	

a	 t < b

bajo la influencia de una fuerza r. tal que	 = 7f cara alguna

función escalar f. Demuestre que para todo momento t la suma de

las energi as cinética y potencial de un objeto es constante.



	

L¿ I ON.	 Tomemos dei campo de la física tres hechos relativos
objeto en el momento t.

1 . (1CtD)	 znaCtD = m r"Ct)	 CReouncia Ley de Newton)

	

E.C.	 m	 17-) C	 1 2 = Energía Cinética)

	

E. P.	 -f(P).-C t))	 CE. P.	 = Energía	 Potenci al)
r lo tanto

	

+E. F-3 . ] = d-áT,	 m	 17- 'Ct.) II 2	 -	 f (7C t)

,	 1 rv , ct) 1 2] — 1,[f(ltct),]
m d	 •	 -rt 'CID	 - d	 f(7-CtD)dt

M [	
4•

ar 	 af ±.cr r CC)]= á-	 2 r"CtD -rr 'Ctl	 f — r'CtD+— r 'Ct)
ax	 ay	 z	 az 3

= m 1.1.1 "CtD - it 'Ct)	 VfetCtD)	 • It'Ct)

=	 [ni ;-. "CtD	 - Vf6->CtD)] . 7- • C t. D

=	 [PC17->CtD) - rOtCtD)].

= 0

de donde concluimos que E.C. 	 +	 es constante.

	

COMENTARIO.RI O.	 Debido a que se conserva el valor de E.C.
al evaluarla en cualquier momento t, cuando un objeto se mueve
bajo una	 fuerza P	 tal	 que	 =	 ; a I" se le llama fuerza
conservativa o campo conservativo. 	 A E. C. -I- E. P.	 se le llama
eneroí a mecáni ca.

INTEGRAL DE SUPERFICIE

Vamos a resol ver un problema que nos conducirá. al concento
integral	 de superficie.

EJEMPLO 1.	 Sea S la parte de la esfera x 2  + y2 
± z2 = 9 que.

	

está en el	 Primer	 octante	 y	 supongamos	 Que la densidad	 en
c ualquier	 punto	 PC >c , ly",zD	 es is C x , y, zD	 = >c2 	Encontrar	 la
masa de S.

,$)

de



oLuCZON. Lo primero que vamos a hacer es encontrar una

-oximación para la masa de S, esto lo podemos lograr de la

guiente manera:

	

) Ya que	 41	 dominio de la	 función z	 fCx,y) definida

implícitamente por x
2 

÷ Y
2	

Z
2 
= 9, consiste en la región

del piano xy determinada por	 las ecuaciones x	 O, y I--

	

/	 2
y S ig -x	 Cesto es un cuarto de círculo), dividamos el

intervalo CO 3 3] del eje x en tres parteS iguales, lo mismo

haaamos con el intervalo E0,3] del ele y: Cver figura 111).

En cada punto de subdivisión de cada eje dibujamos lineas

paralelas al otro eje, así queda cubiert,a la cuarta parte

del circulo que está en el.plano xy por Medio de cuadrados.

No toda	 el	 área del cuarto	 de círculo está cubierta por

cuadrados que estén completamente dentro	 del cuarto del

círculo.	 Consideremos solamente aquellos cuadrados que esten

dentro	 de	 la cuarta parte	 del círculo y asignémosle un

número a cada uno de ellos desde 1 hasta 4.

"31

Figura 111

/Encontremos el valor de la función z = 19-x2 -y2 en cuatro.

puntos Cun punto para cada cuadrado contenido totalmente en

el cuarto de círculo),	 digamos C1/2, • 1/2). C3/2. 1/2)....-
Cy---2, 3/2) y C372, J/CJ. Así obtenemos 4- puntos de la

superficie S a saber PC1/2, 1/2, 134/2D, P:aC172, 3/2.1
Vá-E/23, P C3/2, 1/2 -,,,-2á-,2)	 y P (- 3/2. 3/2, VT-5/2).

9	 -	 4



Finura 113

	

3 Hallemos los planos tangentes 	 a	 la	 superficie S en los

ountosPi,P2,Pa,P4 y el	 valor de la función densidad

pCx,y,z) en los mismos puntos:

v5ZP i :	 y +
2-	 2 I.	 '- g	 oC P D	 1 /4

6

z

1/2 
? 2::<	 a	 2

+ -y +	 pC P D = 1/4

P :
3	 1	 í26 

3	 �-x + a	 c	 - 9	 pCP = 9/4—y

3	 3	 -V15zP —y + = 9/4
4	 2 a	 :4

	3 Ahora vamos a considerar que el 	 valor	 de pCx,y,z) en cada

punto de aquella parte de S que está por arriba del cuadrado

No.	 1 Cliamémosle S) es aproximadamente igual a pCP) = 1/4

y que el área de SI	es aproximadamente igual al área de

	

1	 1	 15.71aquella parte del plano 1x + á-y +	 = 9 que está por

arriba	 del	 cuadrado No. 1,	 de	 dónde	 podemos obtener una

aproximación para la masa de S. 	 Procedemos de igual manera

cofi) aquella	 parte de S que	 se	 encuentra por arriba del

cuadrado No.	 m Cm = 2,3,4), llan1émosle S Cm = 2,3,4) y asi

logramos una aproximación para la masa de S Cm = 2,3,4) y

por lo tanto una aproximación para la masa de 5 :Pero cómo

podemos hallar el valor del área de aquella parte del plano

1	 1	 I5Z

	

Iy + 24z 	 9 que se encuentra por arriba del cuadrado 
•

No.	 1? La siguiente figura 112 : nos ayudará a lograr este

objetivo.

Pi aura 112

dY



De la figura 112 podemos ver que si se conocen Ax,Lv y e Ce es

el valor del	 ángulo agudo que forma el plano inclinado con el

plano xv entonces el área del plano inclinado es igual a
Lx 

AyLw=rájf

	

	 ya que Ax = Lw cose. .;hora , la fi gura 112 noscose
permite	 hallar una expresión para cose en términos de

vectores.	 Si n es el vector normal	 unitario que forma un

ángulo acudo con la parte positiva del eje z,

n•k cose	 n • k

InIlkil
De donde una expresión para el área del plano inclinado es

, donde	 n es un vector .unitario perpendicular al plano
n•ki
inclinado_ Con estos elementos podemos decir que el área del

plano mencionado que se encuentra por arriba del cuadrado No.1

es

1 x 1	 6

1	 151-
1 .-, á-,	 6 >•<0,o,i>1	

EZ

De aquí). que una	 aproximación para la masa de S sea .12--x
6

•
1	 .1

- YEZ6	 27	 27
y 	  son aproximaciones para las masas de S , S

2	 31E5	 21E5 2117.97
y S respectivamente, de donde una aproximación para la masa de

4
S es

3 r	 9  T  9 

a
6.38.

	

L1571- 	 YEU	 Y26.	 Yr£71

Si dividimos	 el intervalo [0,37	 del	 eje x en 12 partes

iguales y lo mismo hacemos para el intervalo [0,3] del eje y	 y
en cada punto de subdivisión de cada	 eje trazamos líneas

paralelas al otro eje,	 queda cubierta	 la cuarta parte dei

-círculo por cuadrados. pero sólo 22 están completamente dentro

del cuarto de círculo. Si realizamos las mismas operaciones que

hicimos para	 el caso anterior,	 encontrarnos una mejor

aproximación para la masa de S, esto es 14.49.

Si el intervalo  0. 3] del eje  x 	 se	 di vide en j partes

dual es px y el intervalo  0, 33 del eje  y en j par tes i guales

y . y en cada	 punto	 de	 subdivisión	 sobre un eje di bu j amos

i ncas	 paralelas	 al otro eje, cubrimos la cuarta par te del

círculo que está en el piano xy por medio de cuadrados.	 Wo todo

Brea	 del cuarto de	 circulo está cubierta de cuadrados ou.,,



14z = Gx Ay.

V6-X2-V2

ten completamente dentro	 de este	 cuadrado. Consideraremos

°l amente aquellos cuadrados que estén completamente dentro del

uarto de círculo y asi gnemos	 un	 número a	 cada uno	 de	 ellos

esde 1 hasta k, de modo que 	 cada	 cuadrado tiene un número

naco, así	 del i-ésimo cuadrado o cuadrado ti pico escocemos un

unto (x- p,L y	 luego encontramos	 el	 valor de la función

í 2 2
,Ig-x -y	 en (K.,	 Y) denotémoslo z , enseguida encontramos

	

t	 t
1	 2	 2

plano tangente a z = - 1/9-x -y	 en (x., y.,	 S.), este es	 x xL	 L	 • t	 L
•

VY +zz =g yel valor	 de	 la función densidad	 en
g l-	 t
,yz),	 éste es	 p(x , y. ,	z.) = x25c	 -	 El

	

L  	 i	
considerar que	 elc 

alar de pCx,y,zD en cada punto de aquella parte de S que está

arriba	 del 	 cuadrado	 i-ésimo	 CllaMémosle	 S)	 es
L

	ibroxj.madamente igualapue el área de S.	 es

	

t	 t	 t	 L	 ,	 i
proximadamente igual al área de aquella parte del plano x. x T

+ z . z = 9	 que está por	 arriba del	 cuadrado i-ésimo,	 nos

yuda a encontrar una aproximación para la masa de S
. 
ésta es

3x2

masa de S.   Ax Ay.       
/	 2 2

719-x
t

aquí que una aproximación para la masa de S es

3x2
t 

Mi 
2
	  Ax Ay.

-„/	 2	 2
1=1 79-x. -y.

L

Nuestro próximo paso es hacer decrecer el valor de Ax que

permite que el intervalo [0,3] del eje x quede dividido en más

partes iguales y hacemos lo mismo con Ay. Por lo tanto, habrá un

número algo más grande de	 cuadrados AxAy que estén

completamente dentro del cuarto de círculo de la fi gura 111 y,

de hecho; este nuevo conjunto de cuadrados cubrirá más porción

'del cuarto del círculo que la que cubrieron los k cuadrados.

Numeremos otra vez los cuadrados, 	 digamos, desde 1 hasta Z,

1. es el número de cuadrados	 que acabamos de formar, y

escocemos algún punto Cx.,yj en	 cada cUadrado y encontramos
t

que una aproximación para la masa de S es



La suma M es una mejor a proximación para la masa que
2

estamos buscando que la suma M ya que los cuadrados por ser

más Pequeños, cubrirán más porción de la parte del círculo.

también es cierto Que la parte de S que se encuentra

directamente arriba del cuadrado i-ésimo Cllamérnosle S) es mas

pequeña que en el caso anterior, por lo tanto si P . es un punto
L

de S- entonces p(P.) es una mejor aproximación para la
L

densidad deS, también la parte del plano tangente a S en
L	 t

p, que se encuentra directamente por arriba del cuadradot 
i-esimo. tiene una área que da una mejor aproximación para el

área de S, de aquí, que se obtiene una mejor aproximación paraS.,

la masa de SL y por lo tanto para S.

Podemos continuar el proceso haciendo a los Ax aún	 más
pequeños para que el intervalo [0,3; del eje x quede dividido
en un número muy grande de partes iguales, lo mismo podemos

hacer con Ay. En el n-ésimo paso de este proceso tendremos.

digamos m cuadrados y la suma

M =
n

m 
2X

2
L 

Ax Ay.         

1=1	 -x. -y.
2	 2
L	 L

Ahora hacemos precisamente lo 	 que se hace en el caso cie

unciones de una variable. Hacemos que el . núMero de cuadrados
•

e haga más y más grande, asegurando cada vez , un nuevo M v una
n

	e or aproximáciÓn para	 la	 masa que estamos buscando. Así

btenemos una sucesión de sumas

M M ,	 M

	

1	 2
Ya que las aproximaciones suministradas por los términos de

a sucesión parecen acercarse más y más a la masa de s, el

Imite de esta sucesión debe ser la masa que buscamos. Por lo

istc, en el capítulo IV
2

Lím M =Mn	 11-a   
27n dx dy -
2   

"A-X2 -y2
L 

Una manera de denotar a Lím M es
n

ffsx2
dS



de S es la parte de la esfera x2	 v
2 	

Z
2 
= 9 que esté en

2primer oc tante y x , la función de densidad pC x y , 	 = x2.

r 1 o que podernos decir que

La masa
2

de

	

ffs x2 dS fS	
3x d dS

	

R	 v
'	 2	 2

X -y •

c7

En general sea S una porción de una superficie de ecuación

	

-c x, y) y w	 oCx, y, z) una función escalar, supongamos que la

porci ón 	1 a aproximamos por medio de un poi i ecir á de N caras ,

ada una	 de	 I as cual es es tanaente a S en algún punto. C La

gura 114- muestra un poliedro aprOXi rnador para un octavo de

Sf er	 . Sea AS, el área de lacara i ésima y H (x- , y ,z ) 1 ast
coordenada s 	del punto en el cual la cara es tangente a la

superficie S, formemos el producto G(x . , y. z.) AS , hagamos lot	 t 
ismo para cada cara y sumemos los N productos

	

2 G(x.	 , z. )AS,

	

t.	 I.

=

Figura 114
	

Figura 115

Al límite  de esta suma, cuando el número de caras N tiende a

infinito y el área de cada	 cara tienda	 a cero, se le llama

INTEGRAL DE SUPERFI CE DE GC x, y, zD SOBRE S y se le representa
N

por medio de fis GC x, y, zD dS	 Lí m	 G( x. Z

N4 CO

CadaAS 40
ti

Para evaluar una integral de superficie, podemos proceder de

manera similar a como 1e hicimos par a resol ver el problema de

encontrar la masa de la octava par te de	 la esfera x
2 

V
2

-fr",'"
2
=9 .



es decir, la idea básica es relacionar el área AS con el área

LR de su proyección sobre el plano xy Cver fi cura ilED.

Haciéndole asi, veremos, que podemos expresar la inte gral de

superficie sobre S en términos de una integral doble ordinaria

sobre R, donde R es la proyección de S sobre el plano xv. No es

difícil relacionar AS sí recordarnos	 que A c: ( como el área de

cualquier su perficie plana) puede ser aproximada con el orado

de exactitud que se desee por medio de un conjunto de

rectángulos. Por esta razón sólo	 necesitamos encontrar la

relación entre el área de- un rectángulo y su proyección sobre

el piano xy. De las figuras 112 y 113 se obtuvo esta relación a

saber	 -

AR
AS = &R cose

k
paf	 aficy7c	 yy- -1'

/ af z df 2
(73 7.) ÷( 79-)7) +1

pero como n es un vector unitario

perpen cufiar a cada cara del poliedro aproximador de la

uperficie S,

n • K
/ ar z af z

=a).- 
+(---) +1 de donde ay

N

/y GC	
ar 2 af 2

ARX,y,k )AS. =	 z)
t	 t	 ax-1-	 1,	 I.	 I.

t =1	 i=1

y de aqui

af 2 af 2y,=) dS = SW(x,y, fCx,y)) 3 ( -
8

;2 m(575
)
 +1 dxdy

La discusión anterior está basada en la suposición de que la

:Superficie S está descrita por una función de la forma

= ffCx,y), en este caso una integral de superficie puede

1-sducirse a una integral doble ordinaria sobre una región' dei

xv. Pero puede suceder oue una superficie dada se pueda

describir mejor por una ecuación d e la forma y-= gCx,z p como se
nuestra en la fi gura 115aD. En este caso



	

1	 ao 2 , ac7 2	 .

	

ffs GCx.y,z) dS = ff-G(x,aCx,z),z) -5/1	
ax

(_.) ,- (t) oym,
z

donde R es una región en el plano xz. Similarmente, si 	 tenemos

una superficie descrita por x = hCy,z), como se muestra en la

figura 1161aD, entonces

f	 ah 2	
ah) 

2 
dVd z,iseCx, zDdS = Sy	 -nG(hCy,zD,y,z)Y1 + ( 4557) + ( -572 

donde R en este caso es una región que está en el plano yz.

f inalmente, una superficie S puede constar de varias partes y

puede entonces ser conveniente 	 proyectar partes diferentes,

sobre diferentes pianos coordenadas.

Figura 116aD	 Figura 116bD

Ahora plantearemos un problema que nos lleve a resolver una

ntegral- de superficie pero doride involucran funciones

'.éctoriales.

ROBLEHA. Considere una superficie S 	 en alguna región del
4

§pacio por donde fluye líquido; siendo vCx,y,zD la velocidad

el líquido en el punto Cx,y,zD. Encontrar el volumen de

iquido que atraviesa a S por unidad de tiempo. Ver figura 117

OLUCION. Si nos preguntan por la cantidad de liquido qúe

za una área /IR perpendicular a la dirección del flujo en un



Figura 117

empo At, diremos que si la velocidad constante del líquido es

entonces la cantidad de líquido que pasa por AS es igual al

°lumen del cilindro de la figura 118aD, ésta es
e),	

PlAtAS. .Por

o tanto la cantidad de líquido que fluye por AS por unidad de
.

1 Ni 11\-
erpendicular a AS, sino	 que forma un ángulo	 e	 Cver figura

2b) entonces la cantidad de liquido que pasa 	 por AS en el

empo At es preciSamente el	 volumen del paralelepípedo de la

gura	 118b) Este volumen 	 es	 CAS cose) livIlAt pero como
1-›

bse	
ven
	  donde n es un vector unitario perpendicular a la

IN1

	

de	 área scA-, entonces el volumen del paraleleplpedo es
4 4

(v • 1 II de donde la cantidad de líquido que pasa

or 4S en el f.iempo At es AS v•n.

Ahora, Consideremos la. superficie S por la que está fluyendo

líquido. Aproximamos la superficie por medio de un poliedro.

Por lo cue acabamos de ver, la cantidad de liquido que pasa por

4 cara	 i-ésima es y(x	 V	 z.),	 Z	 •	n(x	 y.. z	 . Aqui , por
L	

‘

supuesto  (x L . yc z) son las	 coordenadas del punto	 que está en

TA i-ési_ma cara tangente	 a	 S y n(x.,	 ess el vector
L

Unitario	 normal a la i-exima cara. Sumando sobre todas las

aras y tomando el límite obtenemos

lempo es Pero si el flujo del líquido no es

ara



Fi gura 118a)
	

Figura 118b)

	

cantidad de liquido que pasa por S	 por 1

(unidad de tiempo	 j = 1M _,n dS.

	

En general, si 1Cx,y,zD es una 	 función	 vectorial a la

ntegral de superficie fl-s	
4

P • n dS le vamos a llamar ;EL FLUJO

DE P A TRAVÉS DE S aun cuando P no represente la velocidad de

uido.

OMENTARZO 1. Estas integrales ya las podemos calcular, porque

P•A es una función real en tres variables.

OHEÑTARIO 2. Al plantearse el problema de calcular una

ntearal de superficie de 	 la forma	 f	 P • 7, dS, debe de

especificarse cuál de los 	 dos posibles vectores unitarios

normales a S debe tomarse, 	 aunque	 cuando la superficie sea

cerrada Cesfera, elipsoide,	 etc.) se hace la convención de que

-se escoge el vector unitario normal que apunta hacia afuera de

la superficie S.

EJEMPLO r. Calcular ffs 	 A dS, donde F Cx,y,z) = iz - jy + kx

y S es la porción del plano x + 2y	 2z = 2 acotada por los

planos coordenados y el vector normal 	 n a S forma un ángulo

agudo con el vector k.

2
SOLUCION. Según los datos que se dan,	 n	

i + 
3
j + 2k de donde

r• n = Ciz - jy +	 (1 
+ 2j + 2k ) -

	

z 	
o
7-7Y	 -X, es decir3	 3	 3

	

ffs 'ñ 
ds=fss(z - 2y	 2

	3
	 223ds.

aPcmo reducimos úna integral de superficie de la forma ff -n dsr 



una de la forma fS GC- x, y, z) dS Y estas últimas ya las

cabemos maneiar, llegamos a que

2fj',-; (2 - :',I, + 
2	

-
:-5d, _	 dJI,-x - I ÷ 177) dxdyc	

y , 1
c

donde R es la proyección de S sobre el plano	 xv Cver r i cura

11 9

Figura 119

NOTACZON. Cuando S sea una superficie cerrada vamos a utilizar

los símbolos fIsGCx,y,z.DdS o lySr.•Ft dS.

EJEMPLO 2.	 Calcular	 el	 flujo	 del	 campo	 vectorial

tCx,y,zDxi+yj+zk a través de S donde S es el	 cilindro_ circular

recto de altúrá Fi, R el radio de la base y su eje es el eje z.
I

Ver figura 120.

Figura 120



	

OLIJCI ON. Queremos encontrar Ifs l- -• n	 dS. De acuer do a la
convención para	 tomar	 n, debe	 apuntar hacia afuera dei
bi lindro. Como S se compone de la superficie lateral S de la

superior	 S y de	 la base inferior S del cilindro,2	 3

tes- • n	 dS	 ffs 
A 4debemos calcular	 f's	 • ndS	 y ff

9	
y tueco

2
1.smar estas cantidades,

(1 - fj P . R ds=SIG (xi+yj+zk) . (xi 	
Y1	 	()k )dS

1,412	 2-I- y
2	 2

ff	 Y  dS
/2	 2

	

X	 y
2

	

= ffs R
	 R ffs dS = RCárea. de S) = 27-1R2H.dS

1

CaD	 dS=	 (YA +yj +2k) • k dS	 = jis zdS2	
2

ffs EldS = H 	 dS
2	 s2

C3) ffs n dS= jirs (xi +yji-zk) • C -k) dS
;7 .	 3	 3

nR2H

= nrs C-zDdS
3

= ffs OdS = O
3

De CID y C3) concluimos que LE P • riciS = 2nR2H.

base



APENDICE I

EL CONCEPTO DE PLANO TANGENTE

En algunos cursos de cálculo con geometría analítica se defir

el concepto de recta tangente a una curva y = fCx) en un punt

(x ,y ) de ella como -la mejor aproximación lineal- de y = fCx) eo o
x = x eh el siguiente sentido:o

DEFINIC1ON 1. LCx) es recta tangente a y = fCx) en P(x fCx )) s.o	 o
LCx) pasa por P y dada cualquier otra recta KCx) que pase por P.

existe á > O, tal que

I fCx)	 LCx) I 5 I fCx)	 KCxDI para lx-xo l < 6.

También se define el concepto de derivada de una función y ='fCx-D

en x = x
o
 y se observa que la pendiente de la recta tangente Cen el

sentido `de la definición 1) a la curva y = fCx) en Cxo ,	 fCxoDD

coincide con el valor de la derivada de y = fCx) en x = x o ; esto

perdí te dar la siguiente definición de recta tangente a una 	 curva

y = fCx) en un punto Cx0 ,	 fCx0DD que resulta equivalente	 a la

definición 1.

	

DEFINICION 2. L Cx) es recta tangente a 	 la curva

D-PCxo ,fCxDD si LCx) pasa por P y Lin fCx LCx) 
- Oo	 .

;	 X - X

	

X 4 X	 O
O	

, 

Y = fCx) en

Por otro lado, en geometría analítica se resuelve el problema

de hallar la ecuación del plano tangente a una esfera en un punto P

de ella. Asi, se encuentra que el plano z = 7 es el plano tangente a

a semiesfera z = y49 - x2 - 5,2 en el punto CO, O, 7).

Con el concepto de recta tangente que se discute en el curso de

cálculo de una variable y el concepto de plano tangente que se

estudia en geometría analítica nos auxiliaremos para llegar a una

definición de plano tangente a una superficie z = fCx, y).

Del hecho de que z = 7 sea el plano tangente a la semiesfera

= 149-- X2 - yz en CO, 0, 7) se puede deducir que cada una de las
secciones en la dirección <a, b> Ca e + b2 O) en CO,OD de la



si	 <	 O, O)

O	 i Cx,y)	 C O , O)

superficie z = Y49 - x
2 

- y
2 

tiene recta tancente en CO, O, 7) y

todas estas rectas pertenecen a un mismo plano, a saber, el plano

= 7, esto es, se cumple que

lim
Cx, y) 4 CO, O)

a lo largo de la

recta ax + by= O.

para cada par a y b de números

149 - x2 — y
2 7

1Cx - O)
2 
+ Cy

reales tales que a2 + b
2 

> O.

Lo anterior sugiere que para que una superficie z = fex, y)

tenga plano PTCx, y) tangente en P(x O yo , f(xO , yo)) es necesario

que

17 Deban existir cada una de las rectas tangentes en cada una

de las secciones en la dirección <a, b> en el punto P de la

superficie z = rCx, y) Ccon a2 
+ b2 

> O).

2) Todas las rectas tangentes del inciso anterior estén en un

£D nismo plano. En otras palabras, todas las rectas tangentes a

las secciones en la dirección <a, b> en el punto P deben

formar un plano P TCx, y) tal que

fCx, y) - PT Cx, y)

-lim

Cx, y)	 (x , Y )o	 0
Ca lo largo de la recta

ax + by = ax + by)o	 o

-/Cx - x ) 2 
+ Cy - y )

2
o	 o

para todo par a y b de números reales tales que a2 + b2	 O.

	.Si estas condiciones tiene que satisfacer una	 superficie

	

z=fCx,y) para que tenga plano tanaente en un punto 	 P de ella

entonces podemos decir que

si Cx,y) x CO30)
z = jx + y

CO, O) si Cx,y) = CO,O)
Cl)

O	 si Cx,y) = CO30)

2

Z

2x
2
 -y

2

2	 2
x + y

si Cx,y)	 CO,O)

si Cx, y)	 C O , OD

si Cx,y) x CO,O)



tienen plano tangente en CO 3 0,0) porque la sección en la direcdi

,1> en CO,OD de cada una de las superficies de CID no es confin'.

x = O. CVer figura 121).

Figura 121.	 Gráfica de la sección en la dirección <1,1> en CO,OD

cada superficie de Ci).

En el caso

C2)

se puede afirmar

de la

z =

superficie

si Cx,y)

xY

/2Yx	 + yz '
O si Cx,yD

que no tiene plano tancente

x CO,OD

= CO,OD

en CO 3 0,0) porque la

derivable en x = O; su ecuación es z x = j 'II y su gráfica se muestra
sección en la dirección <1,1> en CO,OD de la superficie C2) no es

1

en la figura 122.

Figura 122. Gráfica de la sección en la dirección <1,1> en CO30)

de la superficie C2D.



Respecto a la superficie
2

si Cx.y) x CO30D
x2 ÷ y2

O	 si Cx,y) = CO,O)

se puede afirmar que tiene rectas tanaentes en todas las direccionE

porque todas las derivadas direccionales de C3D existen, pero de .1

ecuación de la sección en la dirección <a,b> en CO,O) de C3)

= ab
z t

donde a,b son números reales tales que a
2 + b2 = 1, se peed

piasen/a} que NO están en un mismo plano todas las rectas tangentes

por lo que se puede concluir que C3D NO tiene plano tangente

CO 3 0,0). De
2

xy

+ y4
si Cx,y) x CO,O) .

O	 si Cx,y) = CO,O)

se puede decir lo mismo que de C3): existen todas las derivadas

direi cionales en CO,O), es decir, tiene rectas tangentes en todas

las direcciones, pero, NO están en un mismo plano.

Ahora estudiemos a

(1 si Cx,y) cumple con Y = m
z
 y x x 0;

Z =

O en los demás casos

en este caso la ecuación de la sección en la dirección <a,b>

Cae + bz = 1 y ab X O) en CO,O) de C4) es

z CtD
si t =

a 2

si
a2

y la ecuación de la sección en la dirección <a,b> Ca 2+b2 =1 y ab =0D

C6) zCtD = O

xy

La gráfica de C5) se muestra en la figura 123 y la de C6) en 1¿

figura 124.



1,1

t = a-b2

Figura 123. Gráfica de la sección en la dirección <a,b> en CO30:

C4) para a 2 +b2 = 1 y ab x O.

Figura 124 .

	

	 Gráfica de la sección en la dirección Ca.,b> en CO,OD

de C4) para a 2 +b 2 = 1 y ab = O.

De las ecuaciones de las sedciones de C4) se puede concluir que

existen todas	 Las recta tangentes a C4) en CO,O,OJ y adem's todnc

estan en un mismo plano, a saber z = O. Sin embargo esta superficie

no tiene una propiedad que si tiene z = -A9-x2-y2	
razón por la

cual se descarta a z = O como plano tangente a C4) en CO,O.0). Esta

propiedad la serialaremos a continuación.



1 
z CtD - z co)

< e
t

•

z CtD - z*COD

t - O	 I 
<

La propiedad que tiene 2
49-x -y y no tiene C4D es 1.

Iguiente: para todas las secciones z*CtD de z = -49-x2 -y
2

se cumple

C7D
	

Dado e > O, existe 6 > O

que no depende de La

sección, tal que

si O < itl < Ó.

Del hecho de que z*CtD = X49 - t
2

sea la ecuación de la sección en

la dirección , ia,b> Cae + b2 >

afirmar que se cumple C7D en

si colisideramos las secciones

que, para la sección zwCtD en

se cumple que

OD en CO,OD de z = 149-x2-y2 se puede

el caso de z = 149-x2
-y . En cambio,

C5D de C4D Cver figura 123D se observa

la dirección Ca,b> Ca 2+b2= 1 y ab = OD

1.Dado e > O, existe 6 = '2_
I tal quea

si O < iti < 1—a21

pero el valor de 6 si depende de la sección porque el mismo valor de

6 no sirve para todas las secciones. Se sabe que z = )49-x 2-y
2

tiene la propiedad C7D y que (4) no la tiene. ¿Pero qué significa

que z = V49-x2
-y2 tenga la propiedad C7D?. Pues significa que:



C8D

Dado c > O, existe 5 > O

<

tal

e

que

149 - x
2

- y
z	

- 7

yz

Si O < 1/X2 
+ y

2	 <

decir, C8D no sólo se cumple para sucesiones Cx , y D tales
{ n	 n

que Cxn , y r? varíen a lo largo de lineas rectas sino. que Ce) se

cumple para culaquier sucesión que tienda a CO,OD y que cumpla con

	

O < Yx
2 + y2	 < 5. Una propiedad similar a C8D no la tiene lan	 n

superficie C4) ya que

zCx,yD - Oi

i
l
x
2 

+ y
z

1

para

valor

algunos Cx,y) tales que O< 1x
2 + y2 < 5 no importando que

tome 6.

Ya se vió que el pedir que existan las rectas tangentes a todas
A	 .
secciones de la superficie z = fCx,y)	 en	 un	 punto

P(x ,y ,f(x ,y )) y que todas estas rectas pertenezcan a un mismo
o	 o	 o o

plano P Cx,y) no asegura que z = fCx,y) se comporte en P comoT

=149 - x
2 - en CO 3 0,7) y como se desea que las propiedades que

tienen z = 119 - x2 - y2 y su plano tangente en CO 3 0,7) se cumplan

también en una superficie z = fCx,y) que tenga plano tangente en un

punto P de ella, definiremos plano tangente de la siguiente manera:

C g) DEFINICION:Sea z = fCx,y) una superficie y P(x , y , f(x y ))o	 o	 o	 o
un punto de ella. 	  dice que z = fCx,y) tiene un

plano tangente P Cx.yD en P si

i)	 Existen las rectas tangentes a	 las secciones

<1,0> y <0,1> en (x y ) de z = fCx,y).o	 o
i'D	 Si dado e > 0, existe 5 > O tal que

fCx,y) - PTCx,y)

las

< e

Si

1/(x-->c ) 2+CY-Y )2o	 o

0 < -4;<-0<o)2+(y-yo)2 < 5, donde P Cx,y) es

el plano que determinan las rectas del inciso i.



	

Si	 una superficie z = fCx,v) tiene un plano tanaente P Cx,y) el

punto P de ella se dirá que la función z = fCx.yD es derivable

en Cx , y D, también se dirá que P Cx,y) es la mejor aproximación

	

o	 o	 T

	lineal	 de z = fCx,yD cerca de 	 (xo ,y );	 por	 último, así como en
0

	cálculo	 de una variable,	 si y = mx + b es una recta tan gente a

	

= fCx) en x = x , se dice que m es 	 la derivada de v = fCx) en
o

= x ,	 también diremos	 que si	 z = ax + by + c	 es tangente a
o

	= fCx. y) en P(X ,y , f(x.yD)	 entonces diremos	 que <a,b> es la:
o oo o

derivada de z = fCx,y) en (x ,y ).
:	 o	 o

COMENTARIO

En cálculo de una variable se dice que una recta tangente a una

curva C en un punt6 P de C es, de todas las rectas que pasan por P.

aquella que mejor áproxima a C cerca de P. Esta idea se precisa en

la siguiente definición:

	

DEFINICION 1. Una recta L que pasa por 	 PCx fCx D) se llama recta

	

o	 o
tangente a la gráfica de y = fCx) en P si L da la

mejor aproximación lineal a y = fCx) cerca de P. Más

precisamente,	 una recta L = LCX)	 que pasa por P es

una recta tangente a la gráfica de y = fCxD en P si

dada cualquier otra recta	 k = kCx) que pasa 	 por P,

existe 6 > O	 tal	 que	 IfCx-D-LCxD1	 ffCxD-kCxDi si

ix-x	 < 6.0

Otra manera de definir recta tangente es la siguiente:

DEFINICION 2. Una recta LCx) que pasa por . PCx ,fCx )) se llama recta

	

o	 o
tangente a la gráfica de y = fCx) en P si

	

fCx)	 LC.x.D Lim 	  - O
x3x	 x	 x

o	 •	 o

En algunos textos se da la definición 2 y no la 1 y a partir de

la definición 2 dicen “a la recta LCxJ de la definición le llamamos

la mejor aproximación lineal	 de y = fCx)	 cerca de x = x	 pero,o
aunque sean equivalentes las definiciones 1 y 	 2, , a muchos

estudiantes que manejan la definición 2 no les queda claro la idea

de aproximación lineal que se da en la definición 1	 porque es más

elaborada, es decir la idea intuitiva de "mejor aproximación lineal"

que tienen muchos estudiantes está más cercana a la definición 1.

¿n;



La anterior discusión sugiere definir el concepto de pla

Lanmente a una superficie z = fCx,y) en un punto P(x ,y , fCx
O o

como la "mejor	 aproximación lineal a z . = fCx,y) cerca	 del pun

x ,y )" de manera	 similar como se definió recta tangente en
O O

definición 1 para luego ver que es equivalente a otra definición e

términos del concepto de limite, similar a la definición de rect

annente de la definición 2.

Pero si se definiera plano tangente como: un plano P Cx,y) quE

pasa por P(x ,y	 fCx ,y )) se llama plano tangente a la superficie
o o	 o o

Z =fCx,yD en P si dado cualquier otro plano P Cx,y) que pasa por P,

existe 6 > O tal que

ifCx,yD - PTCx,y)1	 S ifCx,yD - P Cx,y)i si VI Cx-x ) 2+ Cy-y 7 2 < 6.
o	 o

encontrararíamos que no seria equivalente la definición C9) porque,

dada la superficie z = x
2 

+ y
2

, su plano tangente (según definición

C97) z = O en (0,0,0,7 y un plano que pase por CO 3 0,07, por ejemplo

z = x, NO se puede hallar un 6 > O tal que

,	
Xx2 + y

2 
- 01 S ix2 + y

2 -
	 s	 2	 y2 < 6.

CSe deja al Lector la demostración)

Por lo tanto podemos concluir que no es posible, a partir de

una definición de plano tangente similar a la definición 1 de recta

tangente, demostrar que es equivalente a	 la definición de plano

tangente establecida en C97.



EJERCICIOS CAPITULO I

Grafi gue las si guientes ecuaciones

(dD	 z	 íx2 ± y2a) 2 = x2
 

+ y

APÉNDICE II

2 2bD	 9 - x
2 - v

2
eD z = Y9+x -y

c) z
	 2 ;	 2	 f)	 z = -1/(c	 Y2

Graficar	 = xy	 ri{:C2 -

Hallar el	 ángulo agudo que forma cada uno de los siguientes

planos con el plano coordenado xy.

z = x + 2y	 c)	 z = 3x y

z = x + y + 1
	 d)	 z = -3x - 4y

4.	 Dtescribir las gráficas de las siguientes ecuaciones:

a) z = senCx+2y)	 c)	 z = C3x+yD2

ID) z = t + y + 1
	 d)	 z =e

-9x-4y

.
	.

Describir las gráficas de las siguientes ecuaciones:
I	 :	 r 2	 z,

a) z = J. - 2y + x3 c)	 a 7 e--1,x	 + y j

bp Z = y + cosx	 d)	 z = Ln(x2 + y2)

Describir las gráficas de las siguientes ecuaciones:
•

2:-	
2	 2

z	 + Ya) z = 4x2 + 9y2	d)	 = 1
9

2

x6	 A-
Y 

z	 2	
Y 

2
— -

XbD	 +	 + Z
2 

= 1	 eD	 Z 2 	
4	 9- -- -	 - 01 

- 	 - 1	 f)	 z = 4x	 - y29 



EJERCICIOS CAPITULO II

La función z = fCx,y) está definida geométricamente en le

región i4, 107 x [3. 93. Ver. figura 125. 

(

Figura 125

Hallar Cgeométricamente) la imagen bajo la función

z = fCx,y) del segmento de recta c. Denotémosla fCc).

Hallar la ecuación del plano que contiene a fCc).

c) Halle lá ecuación de la curva fCc)

x-,y)
-SOLUCION: {z = fi

ara

= 5



a - La f unción z = f C >c, y) está definida geométricamente. Ver

ricura 126. 

X

Figura 126

Hallar la región del plano en la que está definida

Caeométricamente).

Hallar la imagen bajo la función z = fCx_ y) del seamento de

rect.a.c.

c) Hallar la ecuación del plano que contiene a fCc).

ti) Hallar la ecuación de la curva fCcJ.



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS,

Y NATURALES
EL SABER DE MIRADOR

RARA MIGRAN-DEM

a) Graficar	 125 " >C2 y
2

, sobre la re gión del plano

acotado por las curvas x = O, x = 5, y = O y y =

1 25 - x2
	

SOLUCION: Ver figura 127.

Figura 127

Dibuje la curva c que resulta de la intersección de la

superficie del inciso anterior con el plano x = 2.

Localizar el punto PC2.3,21/55.

Trazar la recta t tangente a la curva c en el punto P.

Hallar la pendiente de la recta C.

f) Hallar las ecuaciones paraméLricas de la recta 1.

a) Graficar z = y25- x
z 

- yz sobra la región del plano

acotado por las curvas x = O, x = 5, y = O, y = 125 -x
z



b) Dibuje la curva c que resulta de la intersección de la

superficie z =	 - x
2 

- y2 con el plano y = 3.

e) Graficar el punto PC2,3,2-11-5).

d: Trazar la recta i tan gente a la curva c en el punto P.

Hallar la pendiente de la recta 1.

Hallar las ecuaciones paramétricas de 1.

- a) Graficar z = g - x2 - y2 sobre la región del plano acotado

por las; curvas x = O, 	 = 3, y = O, y = Y9- X2	 Solución:
Ver figUra 128.

Figura 128

b) Dibuje la curva c que resulta de la intersección de la

superficie z = 9 - x2 - y2 con el plano x = 1.

cD Graficar el punto C1,2,4).



Trazar la recta t tangente a la curva c en el punto H.

Hallar la pendiente de la recta L

f) Hallar las ecuaciones paramétricas de 1.

Sea C la intersección de la gráfica de z	 l36 - 9x2 - 4y

con el plano y = 2. 	 Encuentre las ecuaciones paramétricas de

la recta	 tangente a C	 en el punto C1,2,M. Dibuje la .

superficie Cla parte que está en el primer octante), C y t

{

=
X

1 	 y

2 +4y	 azDada la curva	 Hallar	 --C-1,1).	 ¿Qué significax 
azgeométricamente hallar --C-1,1)?ay

ázDé una definición aritmética de o yo) si z = fCx,y), queax 
sea congruente con el significado geométrico que tiene. Hacer

azlo mismo para ---(x y).t'y O	
o

El volumen V, de un cilindro circular recto está dado por

V=rrr 2h, donde r es el radio y h es la altura.

Encontrar una fórmula para la razón de cambio instantánea

de V con respecto a r sí h permanece constante.

Encontrar una fórmula para la razón de cambio instantánea

de V con respecto a h si r permanece constante.

Supóngase que h tiene un valor constante de 4 pulaadas y

que r varia. Encontrar la razón de cambio instantánea de V

Con respecto a r cuando r = 6 pulgadas.

Supóngase que r tiene un valor constante de 8 pulgadas Y

que h varia. Encontrar la razón de cambio instantánea de y

con respecto a h cuando h = 10 pulgadas.

10.- Una placa de metal caliente se sitúa sobre un plano xy. La

temperatura en el punto Cx,y) ; está dada por T = 10 Cx2 + y2 
D

2
 .

Calcule la razón de cambio instantánea de T con respecto a la

distancia, en el punto C1,2) si empezamos a movernos

En la dirección del eje x;

En la dirección del eje y.	 Ver fi gura 129.

2
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Figura 129

11.- Recordemos de la física o de la química la fórmula PV = nRT,

que relaciona la presión P, el volumen V y la temperatura T de

un gas ideal dentro de un cilindro. Los números n y R son

constantes físicas, fijas en toda nuestra discusión. ¿Cuál 	 es

la razón de cambio instantánea de . la presión a medida que

aumenta el volumen, suponiendo que la temperatura se mantiene

fija, digamos T = To > O?

(interpretamos el resultado de la siguiente manera:
dP

Ya que n, R,T
o 	 dV

y V2 son, positivas, --CV,To D es

negativo para cada V. Por consiguiente, la razón de

cambio de la presión con respecto al volumen Cen una

temperatura fija) es negativa; es decir, la presión

disminuye a medida que el voluMen aumenta].

Demuestre que -. para un volumen fijo V , la presión aumenta a
dP,medida que la temperatura aumenta calculando -=,,AT. 	 yal 

verificando que es positiva.

12.- a) Si uCx,t) denota el desplazamiento, digamos en centímetros,

de una cuerda que vibra en un punto x de la cuerda en el



momento t.	 ¿Cómo se interpretarían físicamente las

a uCx,t) a	 0 uCx,t) ) y a uCx,tD,	
r

funciones
at	 at	 ax

b) Sea uCx,t) = 3sen 2x cosa-Et el desplazamiento de una cuerda

vibrante de longitud a estirada en	 x = O y x = a. ¿Qué

puede deducirse acerca de las puntas de la cuerda? ¿Cuál , es

la posición inicial de la cuerda? ¿Cuál es la velocidad

inicial de cada punto de la cuerda? ¿Cuál es la velocidad

en x = u para t = 3? ¿Cuál es la pendiente de la cuerda en

x = 71 para t = 3? Hacer dibujos mostrando la posición de la

cuerda en t = O, t = 1/4, t = 1/2 y t = 3.

3. a) Graficar V15 - x2 - y2 sobre la región del plano acotado

por las curvas x = 0,.x= 5,y=0yy= 115 - x2

	

Z = $5 -x
2
 -y

2
	 z = 1125-x2-y2

ID) Dibuje las curvas C :	 y añ	 1. x = 2	 4; = 3

c) Dibuje la recta l tangente a C1 en el punto PC2,3,2Y-3D1 

d) Dibuje la recta 1	 tangente a C2 en el punto PC2,3,2f3)2 

Hallar las pendientes de las rectas 1 y 1.

	

I	 2

Halle las ecuaciones paramétricas de las rectas t y 1.

	

I.	 2

g) Grafique el plano tangente a la superficie z=4-5 -x2 -y2

en el punto C2,3,2Y33.

II) Halle la ecuación del plano tangente a la superficie

z=125 -
2 2

4.- a) Grafique la parte del elipsoide 3x 2
 + 4y

2 + 8z2
 = 24 que 

!4

está contenida en el primer octante.Denotémosla con la

letra S.

LO Dibuje la curva C que se obtiene por la intersección de Sí
con el plano x = 2.

c) Dibuje la curva Cz que se obtiene por la intersección de S

con el plano y = 1.



Z= fcx.y)

CURVA Cz

CURVA C1

Z= f (x,y)

Y = Yo

Y

Z= f(X,y).

X= Xo.

Dibuje la recta 11 que es tangente	 a C en el puntc

C2,1 .1D .

Dibuje la recta 1 que es tangente 	 a C en el punto
2	 2

C2,1,1).

halle las pendientes de las rectas 1 y I
1 "	 2

Halle las ecuaciones paramétricas de las rectas

Dibuje el plano T tangente a S en C2,1,ID.

Hallar un vector normal al plano T.

j) Hallar la ecuación del plano T.

15.- La superficie z = fCx, yD está definida geométricamente en

una región R del plano xy. Ver figura 130.

Figura 130

a) Hallar las coordenadas del punto P	 que resulta de la

intesección de C 1 y C2 Solución: P(x	 y , f(x , y )).e
	o
	 o	 o



Dibuje la recta C tangente a C en P.
1

Dibuje la recta / tangente a C en P.
2	 2

azHallar la pendiente de la recta t . Solución: --{x ,aY o

Hallar la pendiente de la recta 1.
2

f p Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta Z 1
Solución: x=x, y= t +y

o o

g)

z = dyo)t + f(x0 , yo)

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta Z
2

11) Dibujar el plano tangente T a la superficie z = fCx, y) en

el punto (x , y , f Cx , Y».o	 o	 o	 o

1) Hallar un vector normal al plano T.

j) Hallar la ecuación del plano t
az	 az

	

Solución: z = --Cx-xo)	
—aỳ-(y-yo)

o) -4- f (xo Yo )-Ox 

	6. -`Hallar la ecuación del	 plano tangente a las siguientes

superficies.

a) z = 2x2  3y2 en	 C1,2,14)

ID) z = Ax + 6y en	 Cl , -1 ,1°)

z = 4x
2
 - 9y2	en	 C2, -1 7)

3x2 + 4y2 -+ 8z2 = 24	 en	 C2,1,-1)

e) z = 3sen Cx-2y)	 en	 Crr, 
71-, 3)

Calcular dz para cada una de las siguientes funciones:

y )-
o

-7 = x2

z	 rrr zh

aXV - y2

z	 LrIC xz + y
2
)

z = senx seny

e) z = e YY



- Calcular Llf v df para los datos f.x, y, Ax y ¿y indicados.

aD f C x,	 = xy, x = 2; y = 3, ¿x = 0. 1 , Ay = 0.2

bp fCx,y)	 = Ex 4- Sy. x = 3, y = 4, ¿x = 0.1,

fCx, yD	 < = 2, y = 1. Lix = 0.1, Ay =-0.2

d) f C x, yD	 x-Vv, x = 1, y = 4, Ax = 0. 1 , ¿y = 0.2

- Sea fCx,y) 3x2 - xy. Encuentre l a diferencial dr y úsela

para estimar ; el cambio en f cuando C x, yD cambia de Ci ,2D a

C1.01, 1.98D

Usar la di ferencial para	 hallar un valor aproximado para

fC2. 02,1.01) si f\x,y) =	 xy
	 V .

2

	- Use diferenciales para estimar	 1,26.98 136.04

x=2
- Dallar	

t7= 3
   1 a longitud   del segmento de la recta	 comprendido

2	entre la superficie z =	 4- Y y su plano	 tangente en el
punto Cl .1.2)

	

23.- Estimar el error máximo	 que se puede cometer	 al medir las
cantidades que se indican
al x

3
y

2

	

b) 3 	
j	 c xs

y

	

.	 2

Si x se mide con un error posible de un 3 por 100 y y con uno

de un 4 por 100.

4.- Las dimensiones interiores de una caja rectangular sin tapa,

	

construida de aluminio, son 3, 	 4 y 5 cm. Use	 diferenciales

para encontrar el val or aproximado del vol umen del material

necesario para construir una caja, si el grosor de las paredes

y el fondo es de 0.05 cm.

Si cada una de l as dimensiones de una caja rectangular  se

mi den con un error que no excede al 2%. ¿Cuál es el porcentaje

de error a proximado máximo en el val or del vol. umen?

3

C." s



BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES
EL SABER DE MIS TIMM

RARA MT GRANDEZA

- Dibuje en el plano t - z' la curva que resulta de la

intersección de	 la superficie z = x 2 + y2 
con el plano

y = 2x. El sistema de ejes t - z' está definido como sigue:

que el origen sea el punto CO 3 0,0); que el eje z' coincida con

el eje z, que el 'eje t coincida con la intersección del plano

coordenado xy con el plano y = Ex y que el punto C1,2.0) esté

en la dirección positiva del eje t.

- Dibuje en el'	 plano t-z' la curva que resulta de la

intersección de	 la superficie z = x2 + y
2 con el plano

y = 2x + 1. El sistema de ejes t -z' está definido como sigue:

que el punto CO 3 1,0) sea el origen de los ejes t y z', que el

eje z' tenga la 'misma dirección que el eje z, que el eje t

coincida con la intersección del plano coordenado xy con el

plano y = 2x + í y que C2,5,0) sea un punto en la dirección

positiva del eje t.

.- Dibuje en el plano t - z' la curva

{

z = 4x
z
 + 9y

2

X - y = 1

Origen de los ejes t y z': C3,2,0)

Dirección de eje z': la misma que la del vector k

Dirección'del eje t: la misma que la del vector

<-1, -1,0> ,

{7. xyla curva por y = -2x + 1

Ori gen de los ejes t y z': Cl, -1,0)

Dirección del eje z': la del vector k

Dirección del eje t: la del vector <1,-2,0>

- Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva del

Problema 26 en el punto C1,2,5)

Problema 26 en el punto C2,4,2CD

Problema 27 en el punto C2,5,29)

Problema 27 en el punto CO31,1)

- Dibuje en el plano t
'111



Problema 28 en el punto C3,2,72)

Problema 29 en el punto C1,-1,-1)

g) Problema en el punto C1,-1,-1)

hD Problema 29 en el punto C-3,7,-21)

COMENTARIO:	 En	 este	 problema	 usted	 encontró derivadas

direccionales.	 Asi,	 por ejemplo en el inciso e)

&y/centró la derivada direccional	 z = 4x
z
 + gy

z

en el punto PC3,21)	 en	 la dirección <-1,1>.

	

31.- Hallar la pendiente de la 	 recta	 tangente	 a la curva

{`-i aybx-ay+c=0 en	 el	 punto	 (x ,	 y .	 f(x , y ))	 Cse	 supone que
O	 0	 o	 o

bxo -'ay + c = 0j; tomando en cuenta que la curva está en-elo
plano t - z' definido de la siguiente manera: el origen de los

ejes t y z' es el punto (x . , y. ,	 O),	 la dirección positiva del

eje z' es la misma que la del vector k, 	 la dirección positiva

tdel eje t es la del vector <a,b,0>.

Hallar las'ecuaciones paramétricas de la recta bx-ay+c = O,

sabiendo que pasa por
	

(Xo	 yo)	 Y es
	 paralela al	 vector

<a,b>.

Hallar la	 ecuación del plano 	 tangente a	 la	 superficie

z = fCx,y) en el punto (x 	 y f(x : ,	 y )).o	 o	 o	 o

Hallar la	 ecuación de la	 recta	 tangente	 a la	 curva

t

z=fCx,y)
en el	 punto (x .	 y ,	 f(x ,	 y)), sabiendo que labx-av+c =0	 O	 o	 .o	 o

1	 1
curva está en el plano t - z'

Halle la pendiente de 	 la	 recta' tangente	 a	 la curva,

sabiendo que la recta tangente está en el plano t-z'.

2fy	 a	 b Solución: [ax-`x0'	 yo ) ] /	  +	 Pf X 1	 Y ) ]	 	
aY o	 o

2	 2 	 2

	

-17.9- 	 + b	 la	 + b
2

COMENTARIO:	 En otras	 palabras.	 el	 problema	 puede ser

	

planteado de la	 si guiente	 manera:	 hallar la

derivada direccional, de z = fCx,y)	 en el	 punto

(x , y) en la dirección <a,bi.0	 0

cti



Use el resultado del problema anterior para hallar la derivada

de f en el punto P y en la dirección indicada.

fCx,y) = x2 - 5xy + 3y2 	PC3,71),	 e =

fCx,y) = x9 	 ,_,
- 3x2 

y-y3
	PC1 -2D,	 e =

c) fCx,y) = x2 
lny

fCx,y) = x z cos 2y

e) fCx,y) = x e
3y

PC5, 1),

PC2, nx4),

PC4,0),

a

▪

 =

4
a = 5.1>

a -= < -1 , 3>

3.- Dibuje en un plano coordenado rectangular t - f los valores

Que 	se asocian a cada	 punto PCx,y,z) de la recta CcR3,

definida por las ecuaciones paramétricas x = 2t + 1, y = t -2,

Z = 2t + 3,	 bajo la función fCx,y,z) = x2 + y2 + z 2 . Que la

dirección positiva del eje t, esté dada por el vector <2,1,2>

Halle la pendiente de la recta tangente a la curva cuando

t = 0.

COMENTARIO:

	

	 En otras palabras usted encontró la derivada

direccional de fCx,y,z) = x2 + y2 
+ z2 , en el

punto C1,-2,3) en la dirección <2,1,2>

Hallar la derivada de f	 en el punto	 P y en la dirección

indicada.

fCx,y,z) = xy Z
2
	PC2,71,4),	 á = i + Ej - 3k

fCx,y,z) = x2 	 3yz + 4xy;	 PC1,0,-5),	 a- = 21 - 3j +

c) fCx,y,z) = z2dcY ,	 PC-1,2,3);	 a- = 3i + j - 6k

i) Un insecto está en el punto AC1,2,7) del plano P,

	

2=2x+3y-1.abemos que	 el plano P	 contiene un número

infinito de rectas que pasan por A.

¿En qué dirección debe moverse el insecto para que:

a)

	

	
Esté ganando altura sobre la recta C del plano P,

que pasa por A y que tiene máxima pendiente?

rz

2n
3
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b)	 Esté perdiendo altura sobre la recta f del plano P.

que pasa por A y que tiene máxima inclinación?

ci
	

Esté sobre una recta l del piano P. que pasa por A v

tiene inclinación cero?

CHay dos posibles direcciones)

37.-

ii) Hallar la tangente del án gulo acudo que forma la recta

del inciso i) a) con el plano coordenado xv.

iD Un insecto está en un punto A(x , y , z ) del plano P.
o	 o	 o

= ax + by + c. Sabemos que el plano P contiene muchas

rectas que pasan por A. Hallar la dirección en lo que debe

moverse el insecto para que:

aj	Esté ganando altura sobre la recta i de P que pasa

por A y que tiene máxima inclinación.

b)	 Esté perdiendo altura sobre la recta Z de P que

pasó por A y que tiene máxima inclinación.

Esté sobre una recta 1 del plano P que-pasa por A de

inclinación cero. CHay dos posibles direcciones).

ii) Hallar	 la tangente del ángulo que forma la recta del

inciso a) con el plano coordenado xy.

38.- Contestar las preguntas del problema 36 para los siguientes

planos, dado el, punto P.

z = Ex + 3y	 PC1,1,5)

z = -2x + 3y	 PC1,1,1D

c) z = 2x - 3y	 PCI ,1 , -1)

d] z = -Ex - 3y	 PC1,1,-5)

Un cuerpo está ,en el	 punto C1,2,4) sobre el paraboloide

z = g - x2 	 2
¿En qué dirección debe moverse para caminar

a) sobre la curva de máxima pendiente?

ID) Sobre la curva de mínima pendiente?



	

O.- Un cuerpo está en el punto AC1,2,5) del plano P, 	 z = 5. ¿En

qué dirección debe moverse el objeto para que se mueva sobre

la recta de

Máxima inclinación?

Mínima inclinación?

.- Hallar el gradiente de la función z = 9 - x Z - v2 en el punto

C1,2,4). Solución: Vz = <-2,-4).

- Hallar el gradiente de z 	 fCx,y) en P(x. , y. , f(x.	
0

	

,	 y)).

43.- Hallar el gradiente de las

indicado.

z = 2x2 
+ 3y2

z 4x2 + 6y2

cD- z = 4x2 - 9y2

z = 3senCx-2y)

z = 4 + 2x- 4y- x2- y2

f) z = X
2

+ y
2- 4x - 6y + 13

siguientes funciones en el punto

PC1,2,14)

PC1 , -1 10D

PC2,-1,7)

rtPCrr, 71- ' 3)

PC1,-2,g)

PC2,3,0)

en

en

en

en

en

en

44.- Una placa metálica se coloca en un plano xy de tal manera que

la temperatura T en el punto Cx,y) resulta ser inversamente

proporcional a la distancia de P al origen. la temperatura en

PC3,4) es 1000 . Calcula la razón de cambio de T en P en la

dirección i + j ¿En qué dirección a partir de P crece más

rápidamente T? ¿En qué dirección la razón de cambio es O?

- La función z = 3x -

xy definida por

y S C-1/2)x+ 6 y

valor máximo?

SUGERENCIA:

y ÷ 4 se evalúa en la región R del plano

las	 siguientes	 desigualdades: y S x,

Y	 O. ¿En qué punto de R, alcanza z su

Halle el gradiente de z, dibuje algunas curvas

de nivel de z y dibuje la región R.



as.- La función z = 2x	 y + 2 se evalúa en la región R definida

por las	 siguientes desi gualdades: y � 2x + 1, y S x + 5,
y5	 -3x + 33, y >	 -5x	 + 15'y y	 O. ¿En qué punto de R.

alcanza z su valor máximo?

aw	 aw47 - sea w	 u zsenv, u	 _yax - c ,	 xy . Hallar ax Y ay •

- Sea w = ua + uz
v - 3v, u = senxy,	 aw= ylnx. Hallar 	 y 

aw
ax y ay

49.- Sea r = ac2 + 3y - xy2 , x = u + v Lnt, y = vz - Lnut. Hallar

ar	 dr	 ar
au' c9V- f di:

dw50 . _ seaw=x9 - y3 ,x-  ,L 11 	 t+1	 . Hallar

Sea w = x2y3Z, x = 2t + 1 , y = 3t - 2, z = St	 + 4. Hallar
dw

Demuestre que si w = fCx,yD y x= e cose, y =er
sena, entonces:

..,2	 _20
2 w 	 az w 	 -2re	 , 0 N,	 0 VI,

•	  4-	 -	 t	 .1su: ..2	
Srex2

uy	 2 
+	

2
ae

3.- Demuestre que si w = fCx2 + y2D

<Sugerencia: defina u'= x2 + y2
D.

y(Z aw = oentonces

az azSea z = f<x2 - y2 , e
xy	

ax
D. Hallar — v

av

Demuestre que si w = f<u,vD u = gCx,y) y y = kCx,yD, entonces

2azw 	 a 6.1 c91.1 2	 O2 w 	 82 w „,	 au	 av_	 .
2	
	  t )	 + (

	 4- ciad ,/ Ox	 axax	 au
z
 ax

+ az wr	 +	 +
2

av.sz	 aw a
z
u	 aw a

z v

av
2 `axi 	au	 ay

dx ax2 •

	- Sea z = fCx.y),	 x = x	 + at, y =	 + bt. Hallar -- y d	 z
dz

o
dt 2



- El	 radio r de un cono está decreciendo a razón de 2 pies seo,

	

v la altura h está aumentando a razón de 3 pies/seg.	 qué

	

rapidez está cambiando el volumen cuando r = 6 pies	 v h = 10

pies?.

59. Dos carros salen de un mismo punto en el mismo instante. Uno

viaja directamente hacia el oriente a 60 km/h, mientras que el

	

otro viaja en forma directa hacia el norte a 45 km/h. 	 Después

de 4 horas ¿a qué velocidad está aumentando la distancia entre

los carros?

59.- La longitud y la anchura de un prisma rectan gular decrecen a

razón de 2 unidades/seg y 3 unidades/seg, respectivamente. ¿A

qué velocidad debe aumentar la altura si el volumen permanece

constante?

60.- 4,51„4 qué velocidad está aumentando el área de un triángulo si la

altura se incrementa a razón de 3 cm/seg, mientras que la base

aumenta a razón de 4 cM/seg?

Dada y = fCx.) en forma implícita por x3 - 3xy2 
+ y3 + 3 = O.

dy
dx

b) Hallar la pendiente de -la recta tangente a la 	 curva en

C1,2).

Dada FCx,y) = x
3 

- .9xy2 + y3

Hallar PFC>c,yD y VFC1,2D.

¿Se	 puede usar el concepto de gradiente, para hallar la

pendiente de la recta tangente a una curva gCx,y9 = O en un

punto P de ella?

Hallar la pendiente de la recta tangente 	 a la curva

Ax	 Bxy + Cy2 + Dx + Ey + = O en el punto P(x . , yo).

a) Use la regla de la cadena para hallar 	 la	 derivada

direccional de w = fCx.Y,zD en el punto (x , y . z ) en la
O	 O	 O

dirección <a.b,c> Ccaso general).

a) Hallar



Use el	 resultado del inciso	 anterior	 para hallar la

derivada direccional	 de w = fCx,y,z) en	 el	 punto
af	 af	 af

P 
o 
(x 

o 
,y 

o 
,z o ) en la	 dirección	 <7-491,:c	 CP 

o	 ay),	 CP o	 OzD,	 CP o)>

Ccaso particular).

Escribir	 las derivadas	 direccionales que	 encontró	 en los

incisos	 a) y b), como el producto punto de dos vectores P

y ?., donde el vector

= <211 CP ) 
af

CP ),	
df

CP )). y P (x , y , z ).
ax	 o ' ay	 o	 az	 o	 - o	 o	 o	 o

Utilice el resultado del inciso c) para escribir a 	 •en

la forma Cosa, donde a es el ángulo que forman

los vectores y

Lo que encontró en el inciso d) fue las magnitudes de las

derivadas direccionales en el caso general <a,b,c> y en el

caso	 particular	 <"
af 	 af	 af

CP ),	 CP D,	 CP D>. Relacioneax	 o	 ay	 o	 dz	 o
estas magnitudes por medio del 	 símbolo menor o igual CSD.

¿En qué dirección la derivada direccional 	 es máxima? ?En

qué dirección la derivada direccional es mínima?

f), Halle la derivada direccional en la dirección-
Of	 af

K	 P
ax	 o	 ay	 o
5.911 

C ), 	-- CP D,	 sr- CP oD>,	 K> O.az 

g) Halle las magnitudes de los vectores

aax
7
r	 af	 a{	 af	 af

<- CPo)  ay,	 CP o ),	 -7,- CP o	 axD> y K <-- CPo)  ay, -- CPo)
 az, 

pf 
CP o D>az• 

CK > C)).	 Relacione las magnitudes dé. estos vectores con la

¡derivada direccional de w en P	 en la dirección
o

COMENTARIO:	 Los resultados de los incisos	 e) y g) y la

definición de gradiente para las funciones de

la forma z	 = fCx,y),	 nos	 permiten ver que es
af	 afrazonable definir al 	 vector	 <df

ax ' dy ' az >
como el gradiente de una función w = fCx,y,z).

La abreviatura para j,,df
xax

	

af	 af

	

>
ay	 d

será 7f.

5.- Resolver nuevamente el problema 35.

<— CP D, — CP D,	 pf_ CP D>.
af	 af
ax o	 ay	 o	 az	 o
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66.- El potencial eléctrico V en el punto PCx,y,z) en un sistema

coordenado rectangular está dado por V = x 2 + 4y2	9z2 .

Calcule la razón de cambio de V en PC2, 71,3D en la dirección

de P al	 ori gen.	 Encuentre la dirección en la que la razón de

crecimiento de	 V	 es máxima en P. ¿Cuál es la razón de

crecimiento máximo?

57.7 Un objeto está situado en un sistema coordenado rectan gular de

tal manera que la temperatura , T en el punto PCx,y,z] está dada

por T = 4x2 - y2 + 16z. Calcule la razón de cambio de T en el

punto P-C4,-2,1D	 en la dirección del vector 2i + 6j - 3k. ¿En

qué dirección a partir de . P aumenta más rápidamente T? ¿Cuál

es la razón de cambio máxima en P?

68.- Dada z = fCx,y) en forma implícita por x a
Z - x2y + z3 28 = 0 -

Hallar taz

ax Y 
az
ay

az	 azHallar ---C1,2,2D y --C1,2,3Dax	 ay
cD Hallar la ecuación del plano tanoente a la superficie

zCx,yD	 en C1,2,3).

6	 Dado w = xaz - x2y 	 z3 - 28, hallar gRiCx,y,z) y 7WC1,2,9D.

¿Se puede usar	 el	 concepto de gradiente para hallar la

ecuación de un plano tan gente a una superficie w = Cx,y,z7 = O

en el punto P(x. , yo ,	 )?

Hallar la ecuación' 	 plano tangente: a la superficie
Axz+	 cyz 4- DxY l + Exy + Fxz + Gyz + Hx + Jy + Kz + L = 0

en el punto P (x , y, zo
o	 o	 o

Sea z = x
2 

+ y
z

a) Halle la ecuación de la curva de nivel de z que pasa por  

C3,4D

bD Dibuje la curva de nivel de z que pasa por el punto C3,40.

cD Halle la pendiente de la curva de nivel de z en C3,4).

Halle el gradiente de z en C3,4)

¿Qué se puede decir del vector gradiente de z en C3,4D y de

la curva de nivel de z que pasa por C3,4D?
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a) Halle la ecuación de la curva de nivel z que pasa por
[Recuerde que las curvas de nivel de

en el plano xy].

SOLUCION: fCx,y) = f(xo . y ).

(x ,Y )-O o
dibujan

de

z = fCx,y) se

Sea z = fCx,V)

b) Halle la pendiente de la curva de nivel fCx.v)=f(x . y )o -o en

(x	 y )o

Halle un vector que sea paralelo a la recta que es tangente

a la curva de nivel fCx,y) = f(x , y ) en el punto (x ,y ).
o	 o	 o o

Hallar el gradiente de z en (x , y ).
o	 o

Hallar el producto punto de los vectores obtenidos en c) y

¿Qué se puede decir de la curva de nivel fCx,y) = f(x , y)
o	 o

y el gradiente de z = fCx,y) en (x , y )?
o	 o

7 .-	 a W = x2 + y2 + z2

a..) Dibuje la superficie de nivel de W que pasa por C1,2,4).

Halle la ecuación de la superficie de nivel de W que pasa

por C1,2,4).

Halle la ecuación del plano tangente a la superficie de

nivel xz + y2 + z = 9, en el punto C1,2,4).

Halle el gradiente de W en C1,2,4)

¿Qué se puede decir del vector gradiente de W en C1,2,4) y

de la superficie de nivel de W que pasa por C1.2,4)?

.- Sea W = fCx,y,z)

Halle la ecuación de la superficie de nivel de W que pasa

por (x , y , z ).o	 o	 o	 -

Halle la ecuación del plano tangente a la superficie de

nivel	 fCx,y,.z) = f(x	 y , z ) en el punto (x	 y, z).000	 o	 o	 o

c) Halle el aradiente de W en (x, ,	 y.,

cao



2
x

+
2

— y

PC2,1)

PC3, 4D

PC-3,5)

2
a) fCx,y) Y

bD fCx,y9 = x
z

cJ fCx,y) = x
2

ciD f C x = xy PC3,2).

dD .; .Qué se puede decir del vector Gradiente de W en (x ,yo o
y de la superficie de nivel de W que pasa por (x, y , z )?

o	 o

75.- En cada inciso dibuje la curva de nivel C de f aue pasa por el

punto P, dibuje la recta tangente a la curva de nivel C que

pasa por P y dibuje también un vector Ccon punto inicial en P)

correspondiente al Gradiente de en P.

76.- Halle los puntos críticos de las siguientes funciones

a) fCx,y) = x2 + 4y2 - x + 2y

bD f9x,y0 = 5 + 4x - 2X 2 + 3y - y
z

CeD fCx,y) = x2 + xy + 3y + 2x + 3

dD fCx,y)	 x

▪ 	

Y
es

eD fCx,y)	 e
x
seny

.-,fCx, y) -= x

• 

+ y
9 1- 32x -

fCx,y-D = yx2 + Y3 - 4x2

hD fCx,y) = x
3 

— y
s

fCx,y0 = 1 - x4 - y
s

fCx,yl?	 x + 3y +1 5

Clasi fi que	 cada	 uno - de los puntos críticos del problema 76

como: máximo, mínimo, ni	 máximo ni mínimo de la 	 funci ón

correspondiente.	 SUGERENCIA: halle d 2z/cit 2 , en la dirección

<a, lo: usando la regla de la cadena, donde z 	 fCx,y),

x = x T at, y = y + bt y (x , y ) es punto crítico.
oo	 o	 o
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	- Sea z	 = fCx,y)	 una superficie que tiene planos 	 tangentes	 en

todos	 sus puntos.	 Sea <a,b> un vector unitario Clo que implica

que	 a	 y	 b	 no	 sean	 simultáneamente	 cero).	 Suponga	 que	 en

Cx ,y )-0	 0
z	 = fCx,y)	 tiene	 un	 punto	 crítico,	 es 	 decir

11/. = O.

= x
0

d z
z

+ at y y = y

8
2 f

o
dz

+ bt, halle	 valúela en t =
at7 

y

a2
f	 8

2 f 	 a2f
t	 = O.

O.

-(5X‘xo'Y0)

a) Si x

ID)	 Halle y valúe ,
dt 2

dx
2 ,	 en

dy
2 	

ax8y	 ayax

--dzf(x ,
0 yo) d

2
f .,zr

Ij'sSOLUCION: a
dx

z Cx ›Y +ID+o	 oa
(xO ,Y0lab+

-dy8x

;92
---Cx , y )ib2„.„0 2 	 o	 o	 •

Como las funciones z = fCx,y) que vamos a manejar son tales 

f	 &
2
f

podemos escribir la solución en laque
dxdy	 dydx

siguiente forma:

, y )jaz -4- 2 	 (x , y lab 	
o o	

(x0,3,01b2.
_02 f

ay
2 o	 o

-exey	 ex
azf

Acordemos en escribir A en lugar de
ax

2
 °

a2 f	 a2
f 

'
en lugar de	 (x , y)yCen lugar de 	 (x ,	 y ) para~y o o	

ay °
simplificar; entonces el valor de la segunda derivada en

t = O se puede escribir como:

Aa2 + 2Bab + Cb 2

Aqui A, B, y C representan a números 	 fijosyayb

variables tales que a2 + b2 = 1.

Demuestre que Aa2 + 2Bab + Cb2 > O, si A > O y AC	 B 2 >6. A
partir de este resultado ¿Qué puede decir de f(x ., y )?

o	 o

Demuestre que Aa 2 + 2Bab + Cb z < O, si A <	 O y AC-B2>0.

partir de este resultado, ¿Qué puede decir de f(x,	 y)?

	

o	 0
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Demuestre que Aa 2 + 2Bab + Cb2 toma valores	 de distintos

signos si A ) O y AC - 9 2 c O.

	

SUGERENCIA: Tome los vectores <1,0> y < 	
-B 

	

YA2 + 92	 YA
2

Aa 2
	. 2	 B.	 AC-9

2
 2que Aa + 2Bab	 Cb2 = ACa.	 o)	

( A )1)

	

f) Demuestre que Aa
z
 + 2Bab + Cb2 toma valores	 de distintos

signos si A < O	 y AC - B 2 < 0.

SUGERENCIA: Tome los vectores

-9
<1 , 0> Y < 	

A 

YA
2
 +

2
14

2 + 2

,cr) Demuestre que Aa2 + 2Bab + Cb2
 toma valores	 de distintos

si gnos si A = O y AC - 82 < O.

[Fíjese que A = 0 y AC - 9 2 < 0 -4 B x O]

SUGERENCIA:	 Tome los vectores.

<  C	 	 	 	  > Y <	 	
/2

C
2	

-5/1	

9

1
2	 .i. c2 l2
	 162 + c2

> para C x O y

para C x O y

<cos45o , sen¿So> y	 <cos136 o , sen 135 o> para C = 0.

hl' Basándose en los resultados de los incisos e), fl) y aJ,

¿qué puede decir i de fCx , y ) si AC-9
z'

< 0,	 sin importar
o	 o

qué valor real tome-A?

i) Demuestre que si AC-8
2
 = 0, no se puede	 asegurar que

f(x . y.) sea uni Mínimo relativo, ni que sea un máximo
o

relativo, ni que sea un punto silla.

SUGERENCIA: Utilice las funciones z = x 	 ya	 z = 1-x4
-y

4

4	 4
z = >c - y .

79.- En cada uno de los siguientes problemas, escriba solamente la

función de dos variables qué se necesita estudiar para

resolver el mismo.

a) Hallar el punto - del plano z = ax r by	 c, que está más

cercano al origen.
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bD Descomponer un número a en tres sumandos positivos de modo

que el producto de éstos tenga un valor máximo.

c• ¿Cuáles deben ser las dimensiones de una caja rectangular,

abierta en su parte superior, con volumen fijo V para que

el área de su 'superficie sea mínima?

Hallar las dimensiones de una caja rectangular, abierta en

su	 parte superior,	 con superficie A fila, para que su

volumen sea máximo.

Hallar	 las	 dimensiones	 de una caja	 rectangular de

superficie total A fija, para que su volumen sea máximo-.

f) Encuentre las dimensiones del paralelepipedo rectangular de

volumen máximo con caras paralelas 	 a los planos

coordenados,	 que se puede inscribir en una esfera
2	 2	 2	 2x	 + y + z	 = a .

a) Encuentre las dimensiones del paralelepipedo rectangular de

volumen máximo con caras paralelas a los coordenados, que

se	 puede	 inscribir	 en	 el	 elipsoide
2	 2	 2 2,Lx /a..D + Cy /5 D . + Cz /c J = 1.

hD, Encuentre las dimensiones del paralelepipedo rectangular de

volumen máximo que tiene tres de sus caras en los planos

coordenadas,	 un vértcie en el origen y otro vértice en la

.parte del plano x/a + y/b + z/c = 1, Ca,b,c > O) que se

encuentra en el primer octante.

80..- Halle los puntos	 críticos de las funciones obtenidas en el

problema 79.

Determine la naturaleza de	 los puntos críticos de las

funciones obtenidas en el problema 79.

Halle el máximo absoluto y el mínimo absoluto de f(x,yD =.xy,

sujeto a la restricción xZ + y2 = 8.

aD Utilizando las	 propiedades	 geométricas de	 las curvas de

nivel de fCx,yD y de la circunferencia.

b) Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange.



;7:3. - En cada uno de 1 os si guientes incisos.  bailarr 1 os valores

m3_:1 f!10 y mi ni me absolutos de 72
	

y
2
, si el dominio de z

se restringe  a la curva dada geométricamente. Ver figura  31

Y

2

1 2	 3 	> xo 0	 1	 2

A) B) C)

Fi gura 131

84. - Resol ver el problema 83 para	 = Log2C x2	 y2) .

85.- En cada uno de 1 os siguientes incisos,  hall ar 1 os valores

máximos y mí ni mos absolutos de z = 2x + y .4- 1 . si e l domi ni o

se restringe a la cuma dada geométricamente. Ver fi dura 132.



Y

2

B)

X

E)

X
I z 3

A)

0 1 2 3

Figura 132

Resolver el i problema 85 para z	 -112x + v + 1.

Hallar los valores máximo y mínimo absolutos de z = x
2

+ 
y2

sujeta a la restricción Cx -1)
2 + Cy - 1) 2 = 2

Interprete geométricamente este problema.

Si fCx,y) = x + Y
2 
YP,Cx ,Y3 = Cx	 1)2	 CY - 132 -

halle FCx,y)	 = fCx,y) T XgCx,y)	 donde X es un número real

distinto de cero.

Halle F(x.	 0y ), si se sabe	 que (x ,	 y ) es un punto queo	 o
pertenece a la curva en el plano xy, Cx-1) 2 + ( y-1)

2 = 8.

d) Halle la pareja Cx,y) en la que FCx,y.) 	 = fCx,y) +; 4

ti ene un extremo relativo.	 ¿La pareja que encontró

2s atisfac e la ecuación Cx - 1)	 Cy - iD 2 =

c)



e) Halle la pareja Cx,y) en la que FCx,y) = fCx,yD	 2gCx.y3

tiene un extremo relativo. ¿La pareja que encontró

satisface la ecuación Cx	 1)2 + Cy - 1) 2 = 8?

Halle l a pareja Cx,y) en	 la que FCx,y)	 fC.x. yD	 T C -1.r.D

x, y) ti ene un extremo relativo.  ¿La pare j a que encontró

satisface la ecuación Cx - 1)
2
 + Cy - 1) ` = 8?

e) Halle la pareja Cx,y) en la que FCx.y) 	 fCx,y) T	 C-3/2).

crCx, y) tiene un extremo relativo,  ¿La pareja que encontró

satisface la ecuación Cx - 1)
2
 + Cy - 1) 2 = 8?

¿Para qué valores de X.del - conjunto C-3/2,	 -1,-2, 2, zi )- se

cumple que el extremo relativo hallado, 	 satisface la

ecuación Cx - 1)
2
 + Cy - 1D

2
 = 8?

En el inciso f) se encontró que en C-1,-1),

FCx,y)=fCX. y) +C-1/2DgCx,y) tiene un mínimo relativo, esto
•

significa que existe un círculo con centro en C -1 . -1),

tal	 que la desigualdad FC-1,-1) 5 FCa,bD se satisface para

todos los puntos Ca.,b) del interior del círculo con centro

en C-1,-1), en particular 	 la desigualdad	 se satisface

para los puntos Ca,b) de la curva Cx - 1) 2 T Cy - 1) 2 = 8

que están en el interior del círculo con centro en C-1.-1)

Cver figura 133.). Pero FC-1,-1D= fC-1,-1)+ C-1/2)gC-1,-1)=

irc	 , -1 ) +C -1/2D -O = f C -1 , -1) también PCa., b) 	 = fC a.. h.:, si 

	  J                                



un punto que cumple con el par de requisitos de

el interior del círculo con centro en C -1 , -1) y

ser un punto que satisface la ecuación Cx-1) 2 + Cy-l) 2 = 8.

Por lo tanto fC -1 -1) S fC a , loD para todos los puntos Ca,b)

que cumplen con el par de requisitos antes mencionados.

esto significa que fC 	 -21) es un mínimo relativo de C x. y)

sujeta a la restricción Cx - 1) 2
 + Cy - 1)

2
 = e.

j) En el inciso g) se encontró que en C3, 3) , la función

FCx, y) = fCx,y)	 + C-3,-'2DgCx, , tiene un máximo relativo,

dé argumentos para justificar que f C 3, 3) es un máximo

relativo par a C x, y) restringida a Cx - 1) 2 + Cy - 1) 2
 = 8.

88. - Suponga que fCx,y) y gCx, yD son f unciones clif erenci abl es y que

C a , b) es

estar en

encontrado un número X distinto de cero tal que

fCx, y)	 X.c1C.xtyD tiene un máximo relativo en (x , y )
o	 o

C)Co y))

hemos

FC x

con g(xo Y ) = O.o Dé argumentos para justificar que

es:,, un máximo relativo para fCx,y) restringido a oCx,yD = O.

8 . - Demostrar que

números reales

SUGERENCIA:

3 /
X x x

z 3

posi ti vos

X + X + X
2	 3

3
si x_, x, x son

1	 2	 3

3 /
Halle el valor máximo de fCx	 D	 x .x .x

1 2	 3	 1 2	 3

sujeto a la restricción	 x + x	 = a.
2	 9

2+ x
a

2	 2
x + x

1	 2
9O.- Demostrar	 que

+ 
X3] 2 

si x , x ,
1	 2	 a

-X + X
1.	 2

33

son números reales positivos.
:	 •

g l . - Utilice el método de los multiplicadores de Lacr a.n ge para

resolver los problemas 80 y 81.

92. Sea C el arco

2z = 16-x2-y2.

{-x+v =

a) más cercano,

contenido en el primer octante de la curra

Encuentre los puntos de C

'o7.) más alelado del origen. Calcule la

di s tanci mínima y la distancia máxima del origen a C



EJERCICIOS CAPITULO III

En cada uno de los ejercicios del a) al o), dibuje l a gráfica

de la curva C	 trazada por el punto extremo del vector de

posición rCtj al variar t según se indica:

rCt. = 2i r t ;	 t > O

r---)CtD = <St	 4, 6t + 2>; t a 0

c) rCtD = <cos,	 sent>; O	 t S 2n

rCt) = <2Cost, Ssenti; O < t < 2n

/7)-CtD = <1-t 3 ,t>;	 t a O

i'l>"CtD .= e
t
cosi.	 i + e tsentj ; O < t < ir

4
g) rCtD = 2coshti + 3senhtj; t en R.

Encuentre las ecuaciones paramétricas , de las rectas tangentes

a las curvas definidas en los si guientes incisos, en el punto

correspondiente a t = 1.

r*Ct.D = <4.t 2 - 5. 2t + 3>	 t en IR

rCtD = <t 3 . t21>; t en R

cD rCt) = <et, e
-2t	 t en IR

rCtD = <Y17,3t	 + 4›; t a O

rCt) = <2sent, .post›; O < t < 22-r

fD iktD = < cost - 2, sena	 Si; 0 < t < 2n.

El movimiento de una partícula está descrito por el vector de

posición dado abajo en donde t representa el tiempo. Encontrar

la fórmula para	 la	 distancia viajada ;como una función del

tiempo comenzando en t = O.	 Halle también dsídt.

aD
2.St 1 + 4t. j

3senti 4- 3costj

= C2t+1)1 + CSt-2Dj



En cada uno de los ejercicios del a) al e), la posición de una

partícula que se mueve en el plano está dada por rCtD.

Encuentre su velocidad, su aceleración y su rapidez en el

tiempo t. Dibuje la trayectoria de la partícula junto con los

vectores corres pondientes a la velocidad y la aceleración en

el tiempo t indicado.

• 2a)	 = 2ti + C4t + 17j, t = 1

7->C1-2	 = C4 - 9t 2Di + 3tj, t = 1

c) rCtD = C2/1,D1 + C3,Ct+1DDj, t = 2

dD rCt.D = sent i + 4cos 2t j, t = n76.

2e: rCtD = 2ti + e
t 	

t = 1.

"ti 

*f> 41#: 'ky4C'e>.

s

Encontrar en los ejercicios del	 a) al d), las ecuaciones,

paramétricas de las curvas usando la longitud de arco, S como

parámetro. Usar el punto de la curva en el que t = O como

oto de referencia.

r
4

CtD = C3t-2)i + C4t+3)j; t en R

7CtD = C3cost)i + C3sentDj; O S t < 2if

c) rCtD = C3 + cost)i	 + C2 + sent)j; O < t < En

rCtD = C-
3 t

3
2

Di + C- t 2 )j;	 t	 O

	

Sea C la curva dada	 paramétricamente en términos de la

longitud de arco por

	

4	 S	 ,	

2

	

rCsD = Ecos	
2	 + 2sen C-D	 2-1-O < s < 4

Encontrar	 ly Ñ = 1JCsp

bD Trazar la curva y los vectores tCny2D y 1JCn,2D

	

Sea C la curva dada	 paramétricamente en términos de la

longitud de arco por
4JCs) = 5 s + 1Di	 + _
ff s - 2)j; O < s < 10

= tCsD	 v	 = RiCsDal Encontrar

Tramar la curva y los vectores TCsD y N CSJ.

c1D

J



	

G.	 Pruebe que si ursj
	 xCs) 1 + yCs)j y s = fCt) entonces

dliCs)	 dúCs)	 ds
dt	 ds	 dt

	

.	 Pruebe cue Ir  [fCtDrtCtD] =	 fCti	 ciCt) 
dt	

itcts OfCtD 
g dt	 donde4

rCtD =xCtDi + yCt)j y z = fCt)	 es una función real.

En cada uno de los ejercicios del	 a)	 al ci),	 rCti es el vector

de posición de una partícula 	 en	 el	 tiempo t. Encuentre las

componentes	 tangencial , y normal de la aceleración en

el tiempo t.

r
4 
CiD = t	 + CeL * 2Dj	 r

4 
Cb) = costi + sentj

rCt) = C2t 2 - 1Di + 5t.j. e)	 = coshti + senhtj



EJERCICIOS CAPITULO IV

Evaluar las siguientes intecrales repetidas:

3
2 1	 y	 3x-x

S 1 Cx±yDdydx	 cD	 X	 S	 1 dydx
3

O O	 o

i	 y	 b	 101	 /	

ydxdy	 d)	 ist-t 2 dsdt.
1/2 0	 O 0

Encontrar el volumen acotado por el paraboloide elíptico

z = 1-C :X2 ,/a.2D-Cy2
zbD y el plano xy.

- Evaluar fi C2xy-x27dxdy, donde A es el	 rectángulo acotado por
A

x = -1, x = 2, y= O y y = 4.

Evaluar fi 
A -Cy-2xDcixdy, donde A es el triángulo acotado por x=0.

y = O y y = 3x+6.

Encontrar el volumen que hay debajo del 	 plano x 1- y + z = g y

arriba del triángulo que está en el plano xy acotado nor y=0,

x = 3 y y = 2x73.

Encontrar el volumen que hay debajo del plano z = 2y y arriba

del área que está en el primer cuadrante acotado por x=3, y =

O y x2 + y2 = 36.

Encontrar	 el volumen que hay	 debajo del	 cilindro y = Z2 y

arriba	 del área que está	 en	 el	 plano	 xy	 acotada por

y = O y x2 + 9y = 9.

Encontrar el volumen que hay debajo de la superficie z = xy y

arriba del área que está en el primer 	 cuadrante	 acotada por

y = O. y = x y x
2 

4- y = 1

237



9.

	

	 Encontrar el	 volumen que hay debajo del plano z =x + yy

arriba del área que está en el primer cuadrante acotada Dor la

eli pse 4x2 	 2)12 
= 36.

Encontrar el	 volumen acotado por el oarabolo zT 4.7 	 15

y por el plano xz. Su gerencia: Tratar a v como _La variable

dependiente.

Encontrar el volumen acotado por el primer octante y el plano

+ 3y + 6z = 6. •

Encontrar el volumen que está en el primer oc :
tante, acotado por

el cilindro z = 4 - x2
, los planos coordenadbs y el plano

+ 3y = 12.

Describir el volumen representado por:

a x 	
Via

2 
- X

2 
dydx

a Ya z -+ y 
z

Cb)	 1	 C2a -x - yDdxdy
0 0	 0 0

14.- Reescribir las si guientes integrales de tal 	 manera que se

puedan realizar en orden inverso
,a72 (x-(x 2 ,a))	 a

Ca)

	

	 fCx, dycix	 Cb) f J	 fCx, yD dydx
22

( b/a)	 - X

a ,//a
2 	

X
2

Cc) f f C. x , yD dydx   
o	 z

- x 2,2

Encontrar el volumen de una de las cuñas cortadas del cilindro

x + y
2	 r 2

 por los planos z = O y z = mx.

Encontrar	 el volumen en	 el primer octante acotado por el

c i 1 i nciro X2 + y2	 9 y los planos y = O, -7 =Ovz = x

17.- Encontrar	 el volumen en	 el primer actante acotado por

su per f ci	 v
z 
= x. x +	 = 1, y = O y z = O.



- Encontrar el	 volumen en el primer octante acotado por las

superficies yz = x, x + y + z = 2,y=0yz= 0.

- Encontrar el volumen común a los dos cilindros x2 + y
2 = r 2 y

2	 2	 2
x = r .

Calcular	 por medio de inte grales dobles el área	 acotada por

cada uno de los siguientes pares de curvas:

CaD	 y
2 
=x

3
	y	 Y=x	 CeD xv=4	 y	 x ÷	 = 5

- Cb)	 x2+y2
=10 y	 y

2=9x	 Cf) y
2
=6+x	 y	 yz =4x

Cc)	 y2=x+1	 y	 x+y=1.	 Cg) y=2x-x2	y	 y=3x2- ax

Cd)	 y=9-x2 y	 y=x+7	 Ch) 4y=x3	 y	 y = x
S 

- Sx.

La densidad de un disco circular de radio a, en un punto P es

directamente proporcional a la distancia que hay entre P y un

diámetro fijo del disco. Hallar la masa del disco.

En un triángulo rectángulo isósceles la densidad en cualquier

punto	 P	 es directamente proporcional al cuadrado de la

distancia que	 hay entre	 P y el vértice del ángulo recto.

hallar	 la masa del triángulo.

La densidad en cualquier	 punto P de una lámina cuadrada es

directamente proporcional al cuadrado de la distancia que hay

desde P a una esquina fija de la lámina. 	 Encontrar la masa de

la lámina.

La	 densidad en cualquier	 punto P de un triángulo 	 rectángulo

isósceles es directamente proporcional a la distancia que hay

entre P y uno de los lados iguales del triángulo. Encontrar la

masa del triángulo.

26.- Encontrar la masa de una lámina acotada por x = O, x = 1, y = 0

e< si la densidad en cualquier punto P es directamente

proporcional a la distancia aue hav entre el 	 punto P y el ele

x.

Y Y

39



- Encontrar la masa de la lámina acotada por la parábola x2 = 15y

y la recta	 y = 4 si la	 densidad en cualquier punto P es

directamente proporcional a la distancia que hay entre P y la

recta y = 4.

7 - Hallar la masa en el primer cuadrante del circulo x2 
+ y2 = GO

si la densidad en un punto cualquiera P 	 es directamente

proporcional a la suma de las distancias desde P a los bordes

rectos.

Evaluar las siguientes integrales repetidas:

	

n	 acose	 it aCl+coseD •
Ca)	 I X	 senerdrde	 Cb)	 X 5	 r 2senedrde

o o	 o o
77.,, z a

-
	Cc)f ' 5	 r

4 drde
0	 acose

Encontrar	 el	 área que hay dentro delcirculo r = 2a cose

afuera del circulo r = a. .

•

Encontrar	 el	 área que hay dentro del circulo r = 1 y a la

derecha de la linea 4rcose = 3.

Encontrar el área que hay dentro del circulo r = acose y fuera

del círculo r = cose.

32.- Encontrar el área que hay dentro del cardioide r =1. + cose

la derecha de laslínea 4rcose = 3.
•

3a.- EncOntrar el área que hay dentro del círculo r = 1 y fuera de

la parábola rC1+coseD = 1.

.- Encontrar el área que hay dentro de la lemniscata r 2 = 2a2cos20

y fuera del círculo r = a.

35.- Suponga que la densidad en un punto cualquiera P de un disco

circular de radio a, es directamente proporcional al cubo de

la distancia que hay entre P y un fijo que está en la frontera

del disco. Escribir una expresión para la masa del disco

usando coordenadas polares.

Y

y a
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36.- En coordenadas cilíndricas la ecuación de la esfera de radio a.

si	 el centro de la esfera está en el polo, es r
2 
+ z 2 = a2.

Calcular el volumen en el primer octante.

37. Un anillo circular con radio  interior a y radio  exter or b

ti ene una densidad 	 en un punto cualquiera P que es

inversamente proporcional a la distancia que hay entre P y el

centro del anillo. Encontrar la masa del :anillo.

Hallar el volumen en el primer octante que está por : debajo de

la superficie elíptica 9r
2 	4z2 = 36.

Encontrar 'el volumen cortado de la esfera x2
 + Y2+ z 

2 
= 4a

2 
por

el cilindro Cx - a) 2	
y
2 = a2 .

Encontrar ; la masa de	 una lámina homogénea acotada por el

cardioide r = a Cl+senej

Evaluar las siguientes integrales repetidas:
2	 1 4

Ca.) 	 X X .f x
2
y
2
z dzdydx

1 0 2

2
1	 1-x	 1- y

Cd)	 X f	 zdzdydx
o	 o

a	 b	 c

Ce)	 X X X C X2 y
2 

+
2
Ddzdydx

o o
1	 1-x 2 - y

Cf)	 S S	

•	

xyz dzdydx
0	 0

1 12x-X2 2-2x
CbD	 X X	 X dzdydz

o	 o

	

1, 1	 1-x

Cc)	 X.X X x dzdxdy
2y o

42.- Expresar como una integral triple y evaluar lo siguiente:

a) El vol umen en el primer octante acotado por 1 os pianos

coordenados y el plano Cx/a) + Cy/b) + C.z/cD	 1.

OD El vol umen acotado por el par abol oi de y2 
+ Z	 =	 el

piano x = O.



c) El volumen en el primer octante acotado por las superficie s
x + 7- = 1. v +z = 1 . x = 0,y = 0yz= O.
2

dD El volumen de una de las cuñas cortadas del cilindro	 x
2

	

2	 z= r

	

Y 
	 por los pianosz=0yz = mx.

El volumen acotado por el cilindro x
2 + y2

= 4 y los planos

y +z = 4yz= O.

2El volumen acotado por el paraboloide y r y2 = 4ax,

cilindro parabólico y
z = ax y el plano x = 3a.

El volumen sobre el área común a las dos parábolas x = y

y = x
2 

y debajo de la superficie z = 12 + y - xz.

El volumen acotado por las dos paraboloides z = 8 -

y z = X
2
	 3yz.

2- y

El volumen acotado por el paráboloide z = 2x

cilindro z = 4 - y2.

2	 2+ y y el

Encontrar la masa de la mitad de la corteza esférica acotada

	

por x
2	 y2 + z

2 
= 25 y x2 + yz + z2 = g si la densidad en un

punto cualquiera P Cmasa por unidad de volumen) es el valor de

z en ese punto.

Los plahos x = 0,y = O, z = 1yx+y-z = 0encierran un

tetraedro. Suponga que la densidad en cualquier punto PCx,y,zD

es directamente proporcional a la distancia que hay desde P a

la cara z = 1. Hallar la masa del tetraedro.

.- Considere el sólido que consiste de la porción del cilindro

	

x2 
+ y

2	 az que está acotada por z = O y z = h, h > O y que

está a la derecha del plano xz. Suponga que la densidad en

cualquier punto es p = kyz. Encontrar la masa del sólido.

46.- Considere el cubo unitario acotado por los planos coordenadas.

	

x = 1.	 y = 1 y z	 1. Suponga que la densidad en un punto

cualquiera Cx.y,z) es p = kyz. Encontrar la componente en x de

la atracción gravitacional que el cubo e j erce sobre una masa m

en el origen.



Describa el volumen re presentado por la integral iterada

2
YX2
	 2

1	 + -/1 - x	 y

	

5	 5	 dzdydx

	

o o	 o

48.- Hallar la masa del 	 volumen del ejercicio 47 si la densidad en

cualquier punto P es inversamente proporcional a la distancia

que hay desde P al origen.

4g .— Encontrar el volumen acotado por las superficies z 	 O, az = XV

y x + y ,+ z = a.

Encontrar el	 volumen en el primer	 octante acotado por el

2	 2	 2y
elipsoide 

x 
-r	 Z— 1.

a
2

b
2

C
2

Encontrar el	 volumen sólido acotado por los paraboloides
1	 1 

elípticos z	 4 -x
2

 4
- — y

2 yz= 3X2 	—4 
y2.

Calcular la integral triple de fCx,y,z) = z sobre el volumen en

el primer octante acotado por y = 0, z = O, x + 2y = 6, x + y=2

y el cilindro y2 + z2 = 4.

Describir el volumen representado por la integral:

. 4	 116 - X
2

4

f S	 5 2 2 
dz dy dx

O	 O	 ( X +y )/4

54.- Evaluar las siguientes integrales:

77/4 COSO r

Ca)	 J	 f	 5
1	 í

1

z z
r z

dzdrde

2	 1	 2 •
Cb)	 S S £ zr

2 senG dzdrde
o o

2
n72 4	 71 a - 2:

C 2:")	 3 	 Cia	 r
2
)

1/2
rzdrdzde

o	 o



- Calcular	 la atracción gravitacional que la corteza cilíndrica

de densidad homogénea D determinada por los cilindros	 r	 a.

r	 b Ca < b) y los blanosz = Oyz = hejerce sobre un

cuerpo de masa 1 que está en CO,O.h + cD.

Calcular el volumen de la parte del paraboloide de revolución
2 + 2 

= 2z cortada por el plano z = 2_

=ncon ar	 la	 atracción gravitacional que un cona circular

recto, sólido, homogéneo de densidad D, con base de' radio a y

altura h	 ejerce sobre un : cuerpo de masa uno que está en el

vértice.	 Sugerencia: la ecuación del cono en coordenadas

cilíndricos es z = Ch/aDr.

Un sólido	 de	 densidad uniforme y de masa M por unidad de

volumen está acotado por el paraboloide xz + y2 = 4az o r 2= 4az

en coordenadas cilíndricas y el plano z = a. Demostrar 	 que la

fuerza de atracción que ejerce este sólido sobre un cuerno de

masa 1 que está en el polo es 2nGMa nt-Yff + 4Ln = Ls + Y1 pl.

Un sólido	 de	 densidad uniforme y de masa M por unidad de

volumen está acotado por el paraboloide de revolución r z = 4az

Cen coordenadas cilíndricas) y por el plano z = 2a. Demostrar

que la atracción que ejerce dicho sólido sobre una masa

unitaria que está en C.0,0.2aD es 4nGMaivC -LnC1 + - 1/Z D].

Calcular la integral triple de fCr,e.z) = r 2 sobre el volumen

acotado por el paraboloide r 2 = 9 - z y el planos= 0.

Calcular el volumen que hay dentro del cilindro r = 4cose

está acotado por la esfera r 2 + z2 = 16 y el plano z = 0.

Evaluar las si guientes integrales:
•

rt	 secd
a: f	 sen 2C dp dupda

o

Y

24-.4



7T/2	 arc lar'	 2	 ya
r_	 1	 X psen0 dp d0 de
0	 TT/4	 0

2n	 n	 5

S	 S	 S p 4
sen0 dp d� de.

o	 o	 o

usar coordenadas	 esféricas para hallar el volumen Que se
obtiene	 al	 cortar	 un cono circular recto con un ángulo

semivertical de 30
o
	Ces decir O = 30

o
D, por una esfera de

radio 6.	 El vértice del cono es e l centro de la esfera.

Hallar	 el	 volumen	 cortado del cono	 = 4 por l a esfera

p = 2a cos O.

Encontrar la masa de la esfera de radio R si la densidad D es

inversamente proporcional al cuadrado de la distancia desde el

centro.

4,1

Lin cono circular recto sólido de altura h y ángulo semivertical

a es de masa uniforme. Encontrar la atracción que ejerce sobre

una partícula	 unitaria localizada en su vértice. Use

coordenadas esféricas.

67.- Use el	 método usado en el ejemplo del capitulo IV para

demostrar	 que una corteza esférica con distribución de masa

Uniforme	 atrae a una masa unitaria externa al casquete, como

la atraería	 una partícula de masa icual a la masa de la

corteza esférica,	 colocada en el centro de la corteza.

;--45



EJERCICIOS CAPITULO y

Considere la curva C determinada por 	 la intersección de la

superficie Z =
2 	

V
2 con el	 plano y = 2x. Encontrar el área

de la región A que está sobre el plano y = 2x, limitada Por la -

curva C , el segmento de recta C que une los Puntos CO, O, O)

y CE, 4, 0,D y la recta perpendicular al plano xy que pasa por

C2, 4, OD.

Considere ra. curva C determinada por :la intersección de la1
superficie z = x2 + y2 con el plano y = Ex + 1. Encontrar el

área de la región • A que	 está en el piano y = 2x + 1,

limitada por la curva C 1 , el segmento de recta C que une los

puntos P CO, 1, OD y QC2,5,0) y las rectas perpendiculares al

plano xy que pasan por P y Q respectivamente.

Un alambre delgado se dobla en la forma de un semicírculo de

radio a. La densidad en	 el punto P es directamente

proporcional a la distancia de P a la recta que pasa por los

extremos del alambre. Encuentre la masa del alambre.

Encuentre la masa de un alambre de densidad 5 Cx, y, z,) = kz

si el alambre tiene la forma de una hélice C cuyos parámetros

son x = 3 cosí, Y = 3 sent, z = 4t. O < t < TI.

Evaluar fe Cx + 2yD ds suponiendo que

Ca) C consta de segmentos rectos que van de C2. 1) a C4, 10 Y

de C4, 1) a C4, 5D.

(b) C es el segmento recto que va de CE,	 1) a C4. 5).

E.	 Halle el trabajo realizado por	 + xz 2j t 2xyzx para

mover una part[icula de C-1, 	 á. -2D a Ci, 5 2) donde la

tra yectoria C consta de tres 	 segmentos	 de recta paralelos a

los ejes de las r. de las x y de las y, en ese orden.
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La fuerza	 que actúa en un	 punto	 Cx,v.zD de un cisterna

tridimensional es

r .-x, y ,	 +x)c

Calcule el	 trabajo efectuado por 	 rACx,y,zD sobre un ounto aue

se mueve a lo largo de la curva x=i, y = t 2 , z = t 3 de CO,O,C0

a C2,4,8D.

aD Calcule Ic Cx	 yD ds y	 Cx
3	

y) ds de donde C es-c;
curva	 x = 3t,	 y= t

a
,	 O < t < 1-

je
Calcule	 rédrr-dr,	 siendo PCx,yD = Cx+yDb)	 i + Ca-y7 j;

•C es el cuadrante de elipse x 	 acost, v= bsent, OS t

Mencione las condiciones que debe cumplir P para que el valor

de 1 rA .dr-› sea independiente de la trayectoria C.

1O. í Cil los incisos CaD - CdD determine si 	 Scr-dr
4
 es independiente

de la trayectoria o no. Si 	 lo es, encuentre una	 función de

potencial f para

aD	 = C3x2y+27i + Cx3 + 4y37j

bD PC.x,yD	 exi + C3 - ex senyDj

cD rCx, y) = 4xy3i
 
+ 2xy3j

d) rACx,y,zD	 = 8vzi + C1-6yz 3)].).	
C4x

2
-9y

2
z
2
)k

11. En los	 incisos Cal-CcD	 demuestre que
ScP

independiente de la trayectoria y calcule su valor.
CS.,1D

aD .1" 	 P•dlt	 r = Cy2+2xyDi + Cx2 + 2xyij
C -1 , 27

Ci, n/2)

1CO,OD
	 r•ar 	 r = CexsenyDi + Ce xcosyD I

c D r•dit P	 C axy3+2z 27i +9x2y2 j +C pc +1 D k
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Hallar la masa de S, siendo 3 la superficie del par

= 2 - Cx 2 	 v2) sobre el plano xy, y con den<_

cualquier punto PCx,v,z) igual	 cbD x2 _i_ y2
a Ca) 1,	 (

13.	 Evaluar fi uCx,y,z)dS,	 donde cCx,y,z) = x°-
superficie del cubo O	 x S 1, 0 < y	 1, 0 <

y;

< -1 •

•
2 ,2Ro>a S la parte de la gráfica de z = g - x -y en la cua

y sea rCx,y,z) = 3x1 + 3yi + 	 zk.	 Calculé el flujo

través de S, siendo n el vector unitario que apunt

arriba en el punto Cx,y,z) de S.

4
Calcule Sj"s 	 donde n es el vector unitario normal

apunta hacia arriba. Con P = xi + yj	 zk y S es 1
2	 2	 2superior de la esfera x

2	 y + z, = a .
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