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licar 1o conceptoz vy da  ocporiunidsasd  para

i~ . — = 4 = 3 =
niciones no S8 ConNsETruyesEn o= mansr

b £

=) pu c
3 gue guchas de las g-avicas que son tratadas en 1los  cursos  oe
E-icula = wvarias wvariables s2  pueden gensrar por medio =)

vimientos de rotacidn o traslacidn de curvas y/o contraccicnes del
ﬁ=paci5 hacia los planocs coordenados; o un conjunto de cenceptos
ie permitir reducir algunos problemas del calculc de wvarias
;:Piablez a problemas de cé%ésio g& una wariable. El1 material de

te capitulp facilitard la comprensién del cdlculo = través de la
‘ f

: El segundo capitulo se desarrolla a partir de cinca tipos de
2oblemas locs cusliss son resueltass'QEandQ argumentos intuitivos,
glcule de unz variable v geometﬁia analitica. Es importante
f#Ccalcar gue g anterior =se oatiliza tanto para motivar las

iniciones de los principales conceptos como para encontrar  las

n

nicas gue permiten lz2 sclucidn de los mencionados problemas.

" los problemas sobre razdn de cambilo y rectas tangentes a  una
g"'va gue dan lugar 2 los conceptos de derivada parcial vy  derivada
Areccional se reducen a problemas de caleculo de wurna wvariables 1o

A5mo sucede con los problemas sohre calculos  aprox ximados que dan



. L3
. -
- -
1 coantepto de plano tsngente se gsitudis a pariiy de]l mismd gus
e v e - 1
sstudia BN gEomElria ¥y oel o - L En =1
T =
dice 1 =E
Ei1 concento de gradiente es presentado =n bass & uwn gproblems

La regld de la cadens S sSnunciz - pero no s= demuestrs, =i

ud de Gua =2 necesitan mas  antecedentes matemiticos vy mas

urez matemitics por parts de los gue se inicizan en =1 sstudio del

plo de varizscs variables: =sin embargs, se dan argumentos fisicos

i

omatricos para convencer ge su valider sn el caso 2 = Flxev),

gi{$), ¥ = hi{ty. Sz utiliza para resglver algunos problemnas

lzrionadeos con funcicnes ds ﬁa en E vy +tambidén e2n problemas de
mizacidn. .

= de mANimos ¥ minimos ¥

=
tiplicadore= de Lagrange s=2 abordan a partir de problemas de

El te=rcer capitulo consta de tres secciones- En las  prim&ras
ia

= - - n -
= funciones de B en R para n = &,3 en 21 contexic

=

1 movimiento curvilineo perc se estudia més =1 movimiento en =1
; ' |
gono por considerar gue es mas sencilla su geometria. Agui se usan
ementos de cidlculo de uvna wvariable, oeomstria analitica  y
umentps intuitivos tanto para justificsar porgue es razonable gue
(t} represente la velocidad de una particuls cuando la posicidn de
) 5 \ ; ~
®isma os5ta dada por rit) como para resplver alguncs  pirroblemas
re movimientos; sivrven de ayvuda para res lo= conteptos de

Fleracidn normal vy tangencial.

Enr Iz ultima seccisdn del capitulo se dan algunos sjemplos de .

- 2

: n m ) i i .
Clones d=2 R en R paras n,m = 2,3 vy son dtiles en el estudio de

Fblemas de +lujos, en el estudic del teorema de cambioc de
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Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta
2 3 s
Ctanto en R como en R> sabiendo que pasa por un

punto P y es paralela a un vector a.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta
Ctanto en R® como en R’ dados dos puntoes P y Q por

donde pasa.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta en 4
que pasa por un punto P y es perpendicular a un

>
vector n.

Hallar la ecuacidn de un planc, sabiendo que pasa por

un punto P yfes perpendicular a un vector n.

Hallar la ecuacidn de un plano sabiendo que pasa

por un punto P y es paralelo a dos vectores P4 ¥ 3.

Hallar las ecuaciones paramétricas de una recta

definida por dos planos .
Hallar la distancia de un puntc a una recta en R,

Hallar la ecuacidén de una esfera.dados'su centro vy su
radio

Se conoce el centro, el radio y un punto M de una
esfera E. Hallar la ecuacidn del planc tangente a la

esfera E en el punto M.

Hallar la ecuacidédn del lugar geoﬂéthico de los puntos
que equidistan del plano z=-p Y del punto
FCO,0,pdCp>0d.

Hallar la ecuacién del iugar geomét}ico de los puntos
cuya suma de las distancias a los;puntcs C—,0,0> vy

Cc,0,00 es igual a 2a Ca>c»0).

Hallar la ecuacién del lugar geométrico de loz puntos
cuya diferencia de sus distancias a los puntos

C0,c,® vy CO,-¢,0) sea igual a 2alcra>0d.

: z 3 .
Craficar en R ¥ en R una curva dadas sus ecuaciocnes

param&tricas.

3 . .
Graficar en [R ecuacicnes de primer y segundo grado



CURVAS DE NIVEL

Dada wuna funcidn =z = f(x,¥D) se pueden plantear los
siguientes problemas, unc inverso del otro: dade un punto
Ca,bd), hallar el valor de z que le corresponde y dado un valor
de z, digamos k, hallar el conjunto de puntos C(x,y) a los
cuales les corresponde el valor z = k. Nos interesa por ahqra

el segundo de estos problemas.

Consideremos la funcidn z = 2x + y,  Cudles son los punﬂos
del planc Xy a los cuales les corresponde el valor =z = 27?. Es
claro que son los puntos Ca,bd que satisfaéen la ecuacidn

S2xt+y=2=. Al conjunto de puntos del plano xy a los cuales fes
corresponde el wvalor z igual a a.se le llama curva de nivelfde
valor-a de z = 2x + y y por geometria analitica sabemos que
forman una recta. MAs generalmente, al conjunte de puntos del
plano xy a los cuales les corresponde el valeor de z = k, donde
k es un numero real, se le llama curva de nivel de valor k de
£§= 2x + y. También en este caso la curva de nivel de valor k
de z = @2x + y es una recta. En la figura 1 se muestran las

graficas de algunas curvas de nivel de z = 2x + vy.




Consideremos la funcidn z = »x° + yz. Al conjunto de puntas
del planc a los cuales les corresponde el valor k se le llama
curva de nivel de valor k de z = x° + yg. Si k < O, no hay
puntos que satisfagan x>+ yz = k; 81 k = 0, hay sdélo un punto
que satisface x° + yz = 0, éste es el CO,00 y si k > O, los
puntos de la circunferen;ia con centro en €O, 0D v radic ¥ X son

los que satisfacen <+ yz = k,

Mas generalmente, consideremcos una funcidén z = F(x,y) y un

nimero real k, al conjunto de puntos del planc xy a los cuales

. la funcidn z = f(x,y) les asocia el ntmeroc k se llama curva de

nivel de wvaler k de z = fo,yD. Asf en el caso de z = 2x + vy,
las curvas de nivel son rectas paralelas de pendiente -2 vy en
el caso de z = xz + yg las curvas de nivel son circunferencias
concéntricas cén centre en 0,00 y radio ¥ k si k > O, un punto

si k = O ¥y el conjunto vacfo si k < O.

El concepto de curva de nivel es Util cuando se desea dar
una representacidén geométrica de una funcidén z = flx,y) o
cuandc se desea resolwver problemas de optimizacidn, sin
embargo, en este capitulo se utilizard como una herramienta que
nos ayude a bosquejar las graficas de algunas superficies. En
particular, veremos gque se puede tener una ldea de la grafica
de una funcidn z = flx,¥yD si el conjunto de curvas de nivel de
dicha funcién son rectas paralelas o© circulos concéntricos.
También es Util el concepto de curva de nivel para descubrir
que algunas superficies son de una misma clase, es decir nos

ayuda a clasificar algunas suberficies como paraboloides

;‘hipeerlicos. paraboloides elipticos, etc.

ECUACION DE LA SECCION EN LA DIRECCION <a,b> EN UN PUNTO P DE
LA SUPERFICIE =z = f(x,y) CON RESPECTO A UN SISTEMA COORDENADO

CARTESIANC BIDIMENSIONAL

Sabemos por geometria analitica gque en un sistema de

, , z 2 2
coordenadas cartesianas tridimensional x + vy~ + z© = 48

representa la esfera E con éentrc en C0,0,00 ¥y radio r = 7 (ver



mitad de la esfera E, que es agquella formada por los puntos de
la esfera E cuya tercera coordenada z es mayor o igual que cero

Cver figura 32. También sabemos que si bien en un sistema de

-

Figura 2 ‘ Figura 3

coordenadas cartesianas bidimensional y = @x representa una
recta (ver figura 47 en un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional vy =-8x representa un plano péfpendicular al pla-—
no coordenado xy. En la figura 5 se muestra una parte de dicho

planoc. '




mitad de la esfera E, que es aquella formada por los puntos de
la esfera E cuya tercera coordenada z es mayor o igual que cerao

Cver figura 33. También sabemos que si bien en un sistema de

—_—

Figura 2 ' Figura 3

coordenadas cartesianas bidimensional y = 2x representa una
recta (ver figura 43 en un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensicnal y = 2x representa un planoc pérpendicular al pla—
no coordenado xy. En la figura 5 se muestra una parte de dicho

plano. !




Consideremos en un sistema coordenado xyz la curva

y=2x

e 2 2
c- {2_ 49 = % Y que resulta de la interseccién de la

semiesfera z = Vﬁg'—Df -~ yz con el planc ¥y = 2x (figura B2 vy
encontremos la ecuacidn de la curva C con respecto al sistema
de ejes Lt - Zy definido de la siguiente manera: que el eje Z.
sea igual al eje z, que el eje L sea la linea que resulta de la
.interseccién del plano y = 2x con el plano coordenado xy, donde
hemoé tomado como su direccidn positiva la direccidn del vector

<1,2>, que el origen del eje t sea (0,0,00 y que esté numerado

a la misma escala gue el eje Z. Cver figura 72.

Figura B Figura 7
Para hallar la ecuacidn de C con respecto al sistema de ejes
- Z 0 tenemocs gque relaclionar los' puntos del plano Xy con los

punteos del eje t. Come al punto de coordenada 1 del eje t se le

asocia con la pareja ‘—5_, 2 ], podemos decir que al punto
7 5 ¥5

con coordenada t del eje t se le asocia con el punto

Cx,y): ) __t_’

] del planc xy C(ver figura 8D, De aqul qgue
= .

a2
O [



Figura, 8

/49_ t 2 _rat y®
se pueda escribir z = B + 5 y como z=z_,

podemos concluir que la ecuacidn de la curva C en el sistema de

é&es t —z_es z_ =+ 49 - t% . ' T

»* 2
[.lamamos seccidn de una superficie z = f(x,y) a la curva gue
resulta de la interseccidn de la superficie z = f(x,y2 con
. , Lz o= O, vd
algdn planco perpendicular al plano xy. Sea C'{#x - ay = e una
seccidn de la superficie z = f(x,y). Supongamocs que pasa por
_ _ - - N
PCx;,y;,zoD donde z = fo;,y;) Yy bxo ay, o X que esta
referida al sistema de ejes t - z, que se define a continuacidn:

el eje zZ, ©S la fecta {;:;i y el eje t es la rect% ;{§X;ag=c;_
Se escoge como origen para ambos ejes al punto (xg,Eyo,o); se

numeran c<on la misma escala con que se numeran los ejes
coordenados x,¥,Z; se elige la direccidn del wvector <0,0,1>
como la direccidn positiva del eje Ze Y la direccidén del

vector <a,b,0> comoc la direccidn positiva del eje t. A tal

curva C la 1} amaremos SECCION EN LA DIRECCION <a,b>
EN EL. PUNTO PCxo, y;) DE LA SUPERFICIE z = fCx,y>. Asi
z, = v4g - t* es la ecuacidén de la seccidn en la direccidn

. I it
<1 PN~ -




Podemos segulr pasos anialogos a los dados en el problema
anterior para concluir que la ecuacidén de la seccidn en la

direccidn <a,b> en el punto P(x , y D de la superficie z=f(x,yD
o j=]

estéd dada por z = fx

. at Ly o+ bt .
° /2 z e [z z
a + b a . + b
ANGULO DE INCLINACION, PENDIENTE Y GRAFICA DEL PLANO z=ax+by-+c

En caso de que a = b = 0 la ecuacidén z = ax + by + ¢ =se
reduce a z .= Cc : se sabe por geometria analitica que z = é
representa un planc que pasa por (0,0,c) y que es paralelo al
plano Xy (muchos estudiantes al principio del curso creen que

la grafica de z = ¢ no e=s un plano sino un punto : el €0,0,cd2.

Consideremos el casc en que a® + B® > 0. Es muy comin
graficar un plano de la férma Z = ax + by + c de la siguiente
manera: se hallan los puntos de interseccidn de los ejes
qpordenados con zZ = ax + by + c, luego se unen los tres puntos
ﬁér medic de segmentos de recta y el tridngulo que se obtiene
resulta ser la grafica de z = ax + by + c¢. Asi, la grafica de

z = =3x ~ 4y + 12 se muestra en la figura 9.




Desde luego este procedimiente no funciona si se trata de
graficar z = ax + by.

Se puede obtener informacidn adiciocnal scbre el plano

z = ax + by + ¢ ¥y por lo tanto tener una mejor idea del mismo,
si encontramos el Aangulo agudo que forma dicho plano con el

plano Xxy. Resolvamos, pues, el siguiente problema: Hallar el

Angulo agudo que forman el plano:z = 2x + y y el plano xy.
Solucidn: Dibujemos las curvas &e nivel de z = 2x + y. En lé

figura 1 se han dibujado algunas curvas de nivel de =z = 2x + y.

A partir de las graficas de las curvas de nivel podemos
concluir que el vector <2,1> esfperpendicular a dichas curwvas
de nivel y apunta en la direcéién en la que crece z. Con
esta informacién podemos hacer la grafica del plano z = 2x + y
"visto como wuna rampa" ¥y por lo tanto, hallar el 4&ngulo que
estamos buscando. Para lograrlo; podemos hallar la ecuacidén de
la seccidén en la direccién <2,1> en el punto PCO,0) de z=Ex+y.
Note que son iguales todas las ecuacicnes de las secciones en
la direccién <¢2,1> en P Cx_, y D de z = 2x + y si Cx_,y D es
cualquier punto de la curva de nivel de valor cero. Dicha
ecuacidn es Ze = Y5 t. La grifica de la seccidn en un planc
t - =z nos dice cédmo se veria el plano o “rampa" wvisto ‘'de

2
perfil". CVer figura 103.




A partir de la ecuacidn Z, = Y 5 t podemos concluir que el
Angulo agudo que forma el planoc z = 8x + y con el plano xy es

igual a arctany 5 = 65°54° .

El mismo resultado se obtiene si se escogen los planos
z = —@8x + ¥y, z = 2x - ¥, zZ = 2x — ¥, es deecir, el Angulo
agudo que forman tales planos con el planc XY es

& = arctany 5 =~ 65°54 " .

Se puede demostrar, en general, que si el plano tiene por

ecuacidén a z = ax + by, forma con el planc Xy un angulo agudo
& = arc tan ¥ a? + b . Es claro que los planos =z = ax + by
Yy Z = ax +‘by + ¢ forman el mismo &ngulo agudo con el plano xy.

Lo anterior nos permite saber que el plano z = 2x + 3y esta
menos “empinade’” que el plano z = 3x - 4y ¥y a la vez mas
empinado que z = X + ¥,

En geometria analitica plana se puede decir gque las rectas
? = Bx, y = -5x forman el mismo a&ngulo agudo & con la recta
y = 0 y que el valor absolute del coeficiente de la x de

cualesquiera de estas dos rectas nos da el valor de tane.

La discusidén dada arriba scobre el Angulo agudo que forman

los planos Xy ¥ £ = ax + by + ¢ ayuda a decir que los planos
z =8x, =z = -8By, zZ = 4x + 3y, =z = -3x -~ 4y Y en generai
z = ax + by + ¢, con a® + bZ = 25 forman el mismo aAngulo agudo

con el plano xy Cen realidad hay un numerc infinito de
planos no paralelos entre si que forman un Angulo agudo de

medida @ con el planc xy mientras que en el caso de las

rectas y = 8Bx y ¥y = -Bx, cualquier otra recta que forme un
Angule agudo de medida © con la recta y = 0 seria paralela a
alguna de ellas dosD. También aqui sucede que el valor

absoluto del wvector que se forma con los coeficientes de la

x ¥ la y de cualesquiera de los plancs nos da el valor de la

tangente del Anguleo ©. Esto motlva decir qde la pendiente de
= 4x + 3y es <4, 3 b a que el Angulo agude gue forma
= 4x + 3y con el plano xy es igual,ra arc tanl"<4,3>“.



Mas generalmente, se& llamard Angulo de inclinacidén del plano
» = ax + by + ¢ al angulo agudo que determinan los planos

z = ax + by + ¢ ¥y plano xy, gque como ya se sabe es igual a

arc tan a® + p? ¥y al vector <a,b> que se forma con las
coeficientes de la x ¥y la y (en este orden) se llamard

pendiente del plano z = ax + by + c.

GRAFICAS DE ALGUNAS SUPERFICIES

a2 Grafica de superficies de la forma = = fCax+by+c) donde
£: R—R '
Los conceptos de curva de nivel de una funcidn z = flx,yv> ¥

de seccidén de una superficie son herramientas importantes para

poder bosquejar las gréfiéas de funciones como z = Yax + by + c,
z = |Jax + by + ¢|, z = loglax + by + ), z = senCax + by + <D,
etc.

Veamos un ejemplo. Bosquejemos la grafica de z = [4x+3y-i2].

[.La primera observacidén importante para lograr lo que se gquiere,
es notar gque el conjunto de curvas de nivel de =z = |4x+3y—12’

son lineas rectas paralelas (Ver figura 11D.




El hecho de que el conjunto de curvas de nivel de

= !4x + 3y -— 18' sean rectas paralelas de pendiente —4.3,
sugiere que TODAS las secciones en la direccidn <4,3> en
cualquier punto P de la curva de nivel de wvalor cero de
z = |4x + 3y — 12| sean IGUALES. Y esto es efectivamente ast
porque la ecuacidn de la seccidn en la direccidn <4,3 en un
punto PCx .,y 2 de z =|4x +3y -12| es z*=I4Cx°+§L)+3Cy6+§t) -1z

= ]4x6+3y6 -12 + 54| y si PCx_, ¥y es un punto en la

curva de nivel cero entonces la ecuacidn de la seccidn se

reduce ‘'a =z

*
que desde cierta perspectiva, 1a grafica de la

= |Bt| porque ax_ Byo -~ 12 = 0. Esto significa

superficie se veria como lc muestra la grafica en la figura 12
y por lo tanto un beosquejo para z = (4% + 3y - 12| es comoc lo

muestra la figura 13.
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Figura 12 Figura 13

En general, puesto gque todas las curvas de -nivel de
z;fCax+by+c) donde £ es una funcidén de R en R forman un con-—
Junto de rectas paralelas, se puede demostrar que todas las
Secciones en la direccidn <a,b> en cada puntd P de la recta ax

ax+by+c=0 de la funcidn z = flCax+by+cd son iguales y ésta es

| Z =Crva’+b® L2, de aqui gque sea posible bosquejar la grafica

de z = fCax + by + <) usanda el mismo métoda 1+il11i+ard~ nara




por ultimo comentaremos que asi como en geometria analitica

'-plé.na cuando se estudia el mé&todo de graficacidn por

. . . 2
,operaciones', se considera la grafica de y = %, como el

—'.Cuadrado de la recta Yy = x'", la graflca de y = Ix — 5' coma el
";,ralor absoluto de la recta y = x-5", etc. asi, es posible
.econsiderar la grafica de z = (4x + 3y — 123% como el "cuadrado

. del plano z = 4x + 3y - 12", la grafica de z=[4x+3y-12]| como

."'el valor absolt_.:_fto del plano z = 4x + 3y — 12", etc.

p) Grafica de unja superficie de revolucidén

De nuevo los conceptos de seccidn y curva de nivel son

herramientas basicas para poder bosquejar las graficas de

) ' _ 2 2 .2 2
funciones como z = X + ¥y, z = loglx + ¥, z =

= HE + ¥y L, etc

Veamos un ejemplo. Bosquejemos la grafica de z = v¥x° + yz.

Ly primera observacidn importante para lograr lo que se quiere

z 2
—Cx +y 2
e ¥

r

es notar que el conjunteo de curvas de nivel de z = ¥* + yz
son circunferencias concéntricas con centro en (0,.0). CVer

figura 143,




. Lz 2
El hecho de que el conjunte de curvas de nivel de z =vx" +y
zsean circunferencias concéntricas con centro en (0,00 sugiere

que TODAS las secciones en cualqulier direccidn <a,b> en el

punto 0,00 de =z = v + yz sean IGUALES. Y esto cfecltivamente

asi pogque la ecuacidn de la seccidn en la direccidn <a,bd

es
con a y b reales tales que a® + p°> 0 es
a 2 b z
—_——t ] [—— fz
z = [ 2 Zt] [ 2 zt] = t* = [t.l Esto significa que
* 2% +b a%+b '

la grafica de z = 5+ yz se obtiene como la superficie que
se genera al girar la curva {i:_éyl Cver figura 15D alrededor

del eje z Cver figura 16D.

Yy

Figura 185 . Figura 16

En general, puestc que todas las curvas de nivel de una
superficie de revolucidn con él eje z como eje de revolucidn,
forman un conjunte de circunferencias concéntricas con centro
en el origen, sSe puede demostrar que todas las secciones en la
direccidn <a,b> en el punto PC0,0) de las superficies de la
forma =z = f‘sz_ + yz) con f:R — [, son iguales y ésta es
Z2,,=fCtd, de aquli que sea posible bosquejar la grafica de

Z=fC><2+y;D usando el mismo método que se usd para bosquejar la
=



&) Grafica de superficies de la forma = = fCxd> + gCyd

Estas superficies se pueden bosquajar, pensandoe que la

superficie z = fCx> + glyd es generada por el movimiento de la
=£ (> +glyd

curva {§=O W +gly » que se mantiene silempre en un plano

perpendicular al eje ¥y sin cambiar de direccidn y que resbala

por la curva {i:ng3+gCy). Asi, se pueden ~bosquejar las

graficas de z=l+x°+y, z=y o -x", z=seny+x:, etc. Por ejemplo la

grafica de z = %E'yz - x° esta bosquejada en la figura 17.

Figura 17

d> Grafica de una superficie que se obtiene a partir de otra

por medio de  wuna contraccién wuniforme del espacio

En geometria analitica plana se resuselve el siguiente
problema: dada la circunferencia xz+yz = 1, hallar el lugar

geométrico fermade por los puntos medios de los segmentos con

evt romAe an T3S o. L L —~ —_ -



Figura 18
en la circunferencia. CVer figura 182. Problemas similares
también se resuelven en geometria analitica del espacio. Con
respecto a estos problemas D. Kletenik en su libro Problemas

q$ GCeometria Analitica. Editorial MIR. pags. 216-217 escribe:

Consideremos ahora una transformacidn dél eépacio, i lamada

dilatacidn uniforme (o contraccidn uniformel.

Tomemos un plano arditrario e indiguémoslo con la letra a.
Sea @ un numero positivo. Supongamos gqQue M es un punto
arbitrario del espacio, situadeo fuera dJdel plano o, Yy gque H;es
la base de la perpendicular bajada del punto M al plano a.

Hl

Yo




Tras lademos el punto M, por la recta HH&, a una nueva pgostcidn
M', de manera que se verifique la igualdad HEH’ = qCHOH) Y gue
el punto, en la nueva posicidn, esté al mismo lado del planc «
en que se encontraba antes (figura 19 2. Hagamos lo mismo con
todos los puntos del espacio situados fuera del planc «; los
Puntos'situados en el plano o los dejamos en su sitio. De este
mode. todos los puntos del espacilo, menos los gue estin sitlua-
dos en el plano o, cambian de posicidn; la distancia de cada
punto al planoga se altera en una cantidad de veces determi-
nada, que es comtn para todos los puntos. EL traslado de los
puntos del espacio, efectuado de la manera descrita se ilamﬂ
contraccidén uniforme hacia el plano a Co dilatacidnd; el nGmero

g es el coefictlente de contraccidn Co dilatacidnd.

Supongamoé que se ha dado una superficie F: los puntos gue
la componan se trasladan,.como resultade de la contraccidn, y
en sus nuevas posiclieones forman una superficie F'. Diremos gue
la superficie F’ se ha obtenido de la superficie F como
nesultado de wuna contraccidén (o dilatacidénd uniforme del
é;pacio. Resglta gue muchas superficies de segundo orden (todas
menos el parabaloide hiperbdliced se pusden obtener de las
superficies de revoluctdn mediaonte una contraccidn

uni forme del espacio®.

Podemos wutilizar lo anterior para demostrar que el

2 2 2
elipsoidelxé + XE + %2 =1 se pYdede obitener a partir de una
a b C .
superficie de revolucidn mediante una contraccidén. Asi
x yz zZ s ok ; .
==+ = + - = 1 es una superficie de revolucidn,
at b a . i H

hagamos ahora una contraccién del! espacioc hacia el plano

a H
Xy con x=x', ¥y = y* y z = = z' de donde resulta
x.vz . 2 aZ 2 1 X;Z 32 Z:Z
R AR ~—z'" + — = 1 es decir + 2 + = 1.
z 2 2 2 2 2 z
a b < a a b c

Lo anterior permite bosquejar la grifica del elipsoide,
primero bosquejando la grafica de la superficie de
revolucidn y después la superficie que resulta después de la

transformaciédn C(ver figuras 20 y 212.



Figura 20 Figura 21

De igual manera el 'poder bosquejar las superficies de

, 2 2 2 2 f2. 2z, 2 2
“y reyvolucidn z = ax + ay , z = Yax +ay permite bosquejar

las superficies =z = a®d o+ bzyz, z = 'p/a.zx2 + bzyz que se

. ¢btienen de los anteriores después de una contraccidén.

Es claro que en algunos casos ho se puedse identificar

“ rapidamente el tipo de superficie que se quiera graficar y se

~necesite hacer un trabajo previo como lo muestran los

siguientes ejamplos:

id Se desea graficar z = xy. Al graficar sus curvas de
nivel se identifica por geometria analitica plana que
estos se pueden obtener a partir de las curvas de
nivel de z = é— Cx®-y® después de Una rotacién de
ejes, esto signifi.ca que bosquejar la grafica de z=xy
se reduce a bosquejar la grafica de una superficie de

la forma z= fCx> + gCy>.
iid El saber gque _yz-i-zz = x° es una superficlie de

revolucidén Cun conc con eje en el eje %) ayuda a
identificar a z = ¥» - yz como la mitad de un cono

¥y esto a la vez ayuda a saber que z = ¥ xy también

es una mitad de un cono.
11137 z = x° + 2xy + y® se puede bosquejar porque z=Cx+y32

-~
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usidn mAS cuidadosa scobre el concepto de plano tangente. También
Gtiliza la geometria analitica del espacic y el calculo de una
iable en la discusidn de la definicidn y las propiedades del

Ancepto de gradiente. La regla de la cadena se enuncia pero no se
e
2

smuestra. aungque se dan argumentes fisicos y geoméiricos para
e

dz
ustlflcar‘ cédmo hallar gL ©h caso de que z = flx,yd, x = gltd vy
hCtd. La regla de la cadena se utiliza para calcular la derivada
.d.LI"eC"”-‘:'nal el difer‘encial y el gr‘adiente de una funcidén de R” en R.
También se ut:.llza para hallar una relacién entre las superficies de

nivel y el gradiente de una funcidn de R en R.

Se ectudian dos mé&todos para resol ver problemas de
_;r__‘_optimizacj'én’ El; primer método se obtiene con ayuda del calculo de

-una varliable ¥ de la regla de la cadena y nos permite determinar la

‘E.“:"nat,uraleza de los puntos criticos de una funcidn de R® en R. El
;'ii:segundov llamado método de los multiplicadores de Lagrange , se
,mct.l.va con ayuda:de la geometria analftica, el concepto de gradiente

y los conceptos de curva y super'flcle de ruvel

1. FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES .

Si bien las funciones gue se estudian en el calculo de una

i variable son Gtiles para modelar muchos f‘enémehos, ellas no son
;'~suficient,es para representar todos lois if‘enémenos'que el hombre trata
-de estudiar. Veamos algunos ejemplos de situaciones donde los
_modelos matemticos gque se tienen que considerar son funciones que
| Se salen del campo del calculo de una v.iariable.

'aJ_f En geometria elemental aprendimc_i‘:séque la férmula para el Area
dee un rectiangulo es el producto dé la base x ¥y la altura vy,
esto es A = xy. El Area A 'por lo tanto depende de dos
cantidades y si una de ellas o las dos varian, A también
varia. La wvariable A es una funcidén de dos wvariables x, y¥y.
Notemos que -x, Y pueden variar sin depender el valor que tome
una del wvalor que tome la otra, esto es, no importa qué valor

asignemos a x, podemos asignarles a ¥y cualquier otro valor, de

aqui que x, y sean variables independientes y A sea variable’




ependiente. Si queremos estudiar el comportamiento del Area A

las dimensiones del rectangulo varian, debemos tratar a

cuando
éomo una funcidén de ambas variables.

Sabemos por geometria elemental que el volumen de una caja de
iﬁensiones X, Y. z es V = xyz. El wvalor de V depende del

alor que le asignemos a x, ¥, z. Si gqueremos estudiar el

comportamiento del wvolumen V cuando las dimensiones de la
aja varian, debemos tratar a V como una funcidn de las tres
variables X, ¥y, Z.

éuponga que tenemos una lamina de metal tan delgada que podemos
E;presentarla como un rectiangulo. Sea ABCD (figura =220 este
ectangulo. Si aplicamos calor al lado AB, el  calor s=se
iransmitird a lo largo de la placa., Si deseamos estudiar la

temperatura T en algin punto P de 1la 1liamina, podenos

Figura 22

;ificar, la posicidn de P intreduciento coordenadas %, y por
aﬁto la temperatura T dependeri de x, y pero también wvariara
el £iempo t. Asf T es una funcidn de tres variables

Pendientes %, v, L.

Existen muchos otros problemas en la geometria, en la fisica ¥
Jeneral en la ciencia gque se modelan por medic de funciones de
de una variable v que se pueden atacar gracias a la teoria que

ha construido a costa de querer resolverlos,
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direccidn <0O,-1>; e) la direccidn <3,4>; 2 la cur
y = xz - 1, tomando valores crecientes de x; g2 la cur
y = x° - 5, tomando valores decrecientes de x (figura &5
Y
4+ i
2_‘ ES
1+ ./ ¢+
i 1L 1 X
12 3 4
Figura 28

{5 Un problema de razén de cambico donde se involucre wuna funci

de tres variables es el siguiente:
En una regidn por donde se mueve un insecto, se ha intrm
ducido un sistema coordenado tridimensional y se sabe g
la temperatura T en cada punto Plx,y,z2 es T(x,¥y,zZD

x2+y2+zz—85. Hallar la velocidad con que crece o decre:
la temperatf;ra que actla sobre el insecto cuando és
ocupa la !poéicién C4,-1,3> si recorre una unidad line:
por segundo .y se mueve siguiendo ad la direccidn <1,0,0
b> la direccién <0,1,0>; <3 la direccidn <0,0,1>; d>

direcciaén’ <f4,12,3>; e) sigulendo la curva x =t + .

2 : 3

y =t + 1, =z =t + 23, tomando valores crecientes de t.

Al revisar los problemas que se acaban de plantear vemos gue :
bien en el caso del movimiento a través de un alambre es posibl
:acercarse a x = 1 por dos distintas direcciones, en el caso de
mMovimiento a través de la lamina de metal y en el caso de
Movimiento en el sspacio es posible acercarse a un punto P de much:
formas diferentes Yy no necesariamente siguiendo un camir

Fectilineo.



n esta seccidn estamos interesados en resolver problemas de

S de cambio donde sge involucran funciones de dos o tres

les Y se considerardn sdélo las direcciones positivas de leos

cor denados.

ﬁn Calculd de una variable ademds de resolver problemas de
"""es de cambio también se resuelve el problema de hallar 1a
clén de la recta tangente a la curva y = f(x) en un punto P de
En cidlculo de varias variables ademis de resolver problems de
nes de cambio también se resuelve el problema de ;hallar‘ la
ijente de la recta tangente a una seccidn de una superficie

‘Cx,y), aungue en esta sececidn sdélo trabajaremos con secciones en

irecciones <1,0> y <0,1> de funciones z = £Cx,yD.

Resolvamos pues, los problemas (10 y (20 ¥y trabajemoé sdlo con
. direcciones positivas de los ejes, los demis casos =

scideraradn en otras secciones.

‘Selucidn al problema C13 a5. Que- el insecto se mt;teva en la
ecdidn <1,0> y pase por (2,3 significa que se mueva 'por los
1t os del plano xy de la f‘omﬁa (x,3). Si pensamos que en el tiempo
0 el insecto estid en el punto (0,30 entonces en el tiempo T,=t

star4d en el punto (t,3) y por lo tante en el tiempo ’I‘*-——t. la

temperatura T que actiia sobre el insecto serd TCLD = A“Q -t -9 =

Y40 - t*. Esto significa 4que la veloclidad con gque varia la

; , _ dT _ 1 ' .
f,emperatura enl el tiempo t = 2 &S Tle=m = 3 Procediendo de
igual manera encontramos que la solucidn para (123 bl es - j;

2
Mis generalmente, si se congidera el punto Cxo, ¥ ) en lugar de
(=]

‘.7 CE 3) siguiendo pasos similares, encontramos que la solucidén para

8 —x —y
- (132) es ° y para C1> bd A
z 2 2 2
)/lg x_ Y, )/15—9 T
Solucidn al probl ema C22al. Que el insecto s mueva en la

i direccidén <1,0,0> ¥ pase por &l punto (4,-1,3) significa que se estai
- Movienda por los puntos del espacio de 1la forma Cx, —1.3D. =i

PensamOS que en el tiempo T = 0 el insecto estid en el punto




~1,32 entonces en el tiempo T* = & estarda en el punto <Ct,-1,3D

1o tanto la temperatura T que actdta sobre el insecto ser
or

_t% - 18, per lo tanto la velocidad con que varia la temperatur
TCLI ™ f = 4 es 9T
on el t1emPe - dt [t=4

que la solucidn para (2) b) es -2 y es B para (2> cl.

8. Procediendo de manera simila

" ancontramos
| lmente, si titrabajamos < 1 t . .

Mis generalmen i abajamo on e punto Cxo yo 203 =)
gar de C4,-1,3), siguiendo el mismo procedimiento, encontramos qu

lu
1a colucidn para C2lal es F_?xo, para (23>bd Eyo v para 2D C_h) Ezo.

Podemos decir que lo que realmente se hizo en el problema C(ila

pue: dada la funcién T = '\49 - —-Eyz con x, ¥ como variabhle
jndependientes, considerar cambios en el valor de x mientras vy =
mantenia fija. En este caso la funcidn T se convirtid en una funcidé:
de so¢lo la variable X y la nocidn de razdn de cambio instantanea .
derivada se aplicd a T como funcidn de sdlo una variable. Par:
indicar que estamos considerande la razdén de cambico de T com
funcién unicamente de X, usamos las notaciones T o T)c y llamaremo:

ax
a eﬁta deriwvada, la derivada parcial de T con respecto a x. Asi par:

T=~y’49—x2—'y2 . g-xz=-— X — - De manera similar s
/4Q—xz~y2

puede hablar de la derivada parcial de T con respecto a y cuyt

ar Jr v
8 simbolo es — (o T 2. En este caso — = — )
3 3y Y ey =

"AQ *‘xz - yz

Ya que en el actual proceso de diferenciacidn en el que estamos
interesados no es mas gue una derivada ordinaria, no necesitamos
conocer nuevas tLécnicas para calcular derivadas parciales: tenemos
solamente que rec&:rdar que al calcular una derivada parcial cor

respecto a x, y es' tratada come una constante.

La nocidén de derivada parcial se puede extender ficilmente =
funciones de tres o m&s variables. Asi, si consideramos la funcidr
del problems €2> T = x° + y- + 2> — 25, podemos considerar la razér
4 de cambio de T con respecto a x ¢ con respecto a y o con respecto a
Z. 51 deseamos hallar la razén de cambio de T con respecto a una de

d1as variables independientes, las otras dos deben mantenerse fijas.

= 2y ¥ gzz = 2z.

:: Encontramos entonces que g—;l;- = 2x, %



ambién la nocidén de diferenciacidn se extiende a derivadas de

. . . 3 z
superior Si consideramos la funcidn z = % + 2xy , tenemos
2 .
+ 28y ¥ z = 4xy y podemos preguntarnos por la derivada
Y
2] de =z con respecto a x gque se indica por =z . Agfi la
L & 3 X x
A ial de =z con respecto a X es =z = 8%, Podemocs
1:Vada Parcj. x P X X
g’untar'nos por la derivada parcial de =z con respecto a vy
v
i tada por z y en este caso z = 4x. Hay sin embargo, otras
resen P Yy Yy ’
derivadas parciales que pueden ser consideradas. Ya que =z
: ®

ién es una funcidn de x ¥y y podemos preguntar por‘; la derivada
;:chlal de z con respecto a y. Esta deriwvada parcial se indica como
X .

y- en nuestro ejemplo =z = 4dvy. De igual manera podemos

XYy .
b4 . - .
gguntarnos por la derivada parcial de z con respecto a x Cz 2 y
g . Y ; XYy

= 4dxy, Z = 4y. !
_ que zy Xy v Y. :
' do la notacidn fz__, iz_ asi com z z ar 1
. Hemos . usa Fe ¥ 3y L] " W v P a as

imeras derivadas parciales de =z. Para las segundas derivadas

~iales existe la notacidn correspondiente:

2 2 2 2

8’z a z 8’z =z
’ » Y

2 2

Ix ydx  axdy ay

&
S 2
En el caso de se debe entender que primero se halla gz; Yy luego
} Oy dx P
se halla la derivada parcial de = con respecto a y. En la notacidén

- ax
se debe entender que primero se halla z y después la derivada
Y x

parcial de z con respecto a y.
x

i’ﬁterpretacién geométrica de la derivada parcial

Queremas saber qué significa geométricamente % (x , ¥), si
X o (=}
- Se sabe que z = f(x,y) esti definida en una regidn del planc en la

’-_&Ue estd el punto (xo s yo). Para lograr lo gque nos proponemos

| consideremos la seccidn Cz en la direccidn <1,0> en el punto (0,3

———

'.de la superficie z = ¥ 40 - xz - y2 y tracemos una recta J.1 tangen—
te a CZ1 en 21 punto P1C2,3,53 Cver figura 28Ca)). Se quiere saber

Cuil es la pendiente de la recta lz' Sabemos que la ecuacidn de la

Seccidn C es z = ¥ 40 - t® Cver fig. 26CbD y por el calculo de
ung . ) dz _ 1 . . .
vVariable la pendiente de 1 es * = — = . De manera simi-
1 - 3
4t |[t==2
Si se tiene la seccidn C, en la direccidn <0,1> en el punto

lar,




ct P

L1

e — e — — —

& Figura 26Ca) Figura 26CbD

Ca O) de la superficie z = ‘)4»9 -~ x* - yz ¥ Se traza la recta l tan-

gente a C en el punto (2,3,65 encontramo=z que =su pendiente es -1§.

Mas generalmente, si en lugar de c2,3,682 se escribe
‘ ‘/ 21 l . .
F’[ 49 - xo -y, ] y se conslidera la seccidn C en la
dJ.reccz.én <1,0> en &1 punto CO, Y, J de la superficie zu-‘ég -7 - yz
_=J_entonces se puede concluir, haciendo pasos similares, que la
. —>
4 pendiente /de la recta la tangente a Ca en P es i . De

7/49-x2-y2‘
(=] =]

L Manera similar, si se considera la seccidn Cl4 en la direccién <0, 1>

L en el puntes (x , 0 de la superficie =z = ‘AQ - - yz vy se traza
Q
l_a recta l4 tangente a C4 en el punto P encontramcs que su
4

=]

'WILQ——xzﬂyz‘

=] <

. Pendiente es

Por lo tanto podemos decir que en el lenguaje de la gecmetria

0z
5'32{){ ¥ ) representa la pendiente de la recta tanagente en el ntinto



5 de la superficie =z = flx,¥). Un significado similar es el de

. 1a definicién de derivada parcial

gi quer emos dar una definicidén de deriwvada ‘parcial con respecto
de una funcidn de dos variables z = flx,y2, ésta debe ser
éda en el sentido de que ref‘le_je lo que queremos y lo que
er'emos ez que la derivada parcial con respecto a x de =z = flx,yd
-'(xo, yo) nos dé el valor de la pendlente en el punto
:._’yo,fcxo,yc,)) de la seccidn C en la direcc_lén <1,0> en el punto
l.yo) de la superficie z = flx,¥,0 ¥ también nos dé el valor de la
4n de cambio de z = f(x,y2 cdn respecto a X en el punto Cxo, yo)_

cimos esto porque cuando se halld 1la piendiente de la recta

_g'e.nte en el punto [xo, Yo ‘/49 - xoz - yoz ] de la seccidn en la

_éécion €<1,0> en el punte CO, yo) de la superficie z = 49— --yz .

az R :
dada por -=— (x, yJ) = ', igual respuesta se

ax f 2 2
49-—:(0 -y,

cuando se halld la razdén de cambio de la temperatura

—

49 - x* - yz con respecto a x en el punto Cxo r ¥ I,
o

Para poder dar la definicidn que se desea, sirve el recordar

razén de cambio de y = f{(x) con respecto a X en x = x vy 1la
[« R

pghdiente de la recta tangente a y = (>0 en x = x es la deriv:Txda;.

Por lo tanto lo tnico gque tenemos gue hacer es adecuar l a
def‘J. nici én de derivada del c<¢al cul o de una wvariable a esta nueva
‘_" _SJ. tuacidén, En cdlculo de wuna variable se tomaban dos puntos

‘_‘j__P(_x.f‘CxJ) y Q (x + h, fCx + h)) sobre la curva y = fCx), se hallaba

la pendiente mCh) de la recta que pasaba por estos puntos

Cimchy = LCx*h) - £Cx0
(x+h> - %

y finalmente la pehdiente m de la recta
f. tangente a la curva y = flx) en el punto P est& dada por lim mChD.
] h-»0
En este casoc si queremos hallar la pendiente de la recta

11"a‘-"lgta'-n’c.e a la curva € en el punto F’(x » Y fo ,» ¥ J), tomemos otro
(=]

Puntn e T A e -~ ~F R .- o L .



de la recta que pasa por P v Q esta dada por

f(xo+h’ yo) - f(xo' }’0)
h
¢ en el punto F estd dada por 1im mChl. De agui que la
h=0
que escogeremos para derivada parcial con respecto a x de

y la pendiente m de la recta tangente a

curva

;{éfinj_cic’m
z,_'_____ fCX;}’D sSera:
:';:;';bEFINfCION' Sea £ una funcién de dos variables. La derivada parcial

de f con hespgcto a x en (xo, yo) esti dada por

f(xo + h, yo) = f(xo, yo)
= )

¢, v) =lLim
h-0

~ Trabajando de manera andloga podemos llegar a la definicidén de

ae;-j_vada parcial con respecto a y de una funcién z = fC(x, ¥> en un
N ) af _ f(xo, Yo k) - fcxo' '_VO)

W punto (x ,» ¥ ) ¥y se obtiene ——(x , y ) =Lim .

[=] o ay =1 =) k30 k

Se puede hacer wuna discusidn parecida a la anterior para

LT

‘,de'fin}r la derivada parcial con respecte a x de wuna funcidn
. -

= £Cx, v, 2D en el punto (< » ¥ » 2> para obtener
.
3 af _ f~(x~:> M -h’ yo’ zo) B f\cxo’ yo’ zo)
3 "8'3; (x s ¥« Z ) = Lim kR )
e ° ° h-+0O
f Definiciones similares podemos hallar para 3y (x, ¥, z) ¥y para
o L= L]

 @f
Ecxo’ : yo’ zo).

| 3. DERIVADA DIRECCIONAL g

. i
i

P:Odel.hos va resaolver problema's de razdn de cambic instantanea de

‘z = fCx, ¥2 en el punto Cxo, yoD cuando Cx," vl) toma valores en la

' direcciédn de alguno de los ejes x o ¥. Ahora nos proponemos hallar
:la razén de cambic instAntanea de z = f(x, y2) en un punto Cxo,yoD

: Cuando Cx, yd toma valores a lo largo de una recta gque pasa por

:CXO:YQJ. Veamos primerc un problema particular.

Un insecto se mueve en linea recta en la direccidn <3,4> . sobre

Una placa de metal plana que estad scbre un plano coordenado xy. La
. = =

N —_-

temperatura T en ol rmimt e Oae 2 amd o2




1a temperatura se mide en grados y las distancias en

i..:netl"os Calcule la wvelocidad con que el insecto siente que
o o decrece la temperatura cuando pasa por el punto (2, 30 si se

'vé con una rapidez de 1 cm. por segundo.

Si acordamos en decir que en el tiempo t = O el insecto estiA en

Bich) entonces tenemos que declr que en el tlempo t el insecto esta
3

‘ CB 3+ 1_(5 . —-) es decir, en (& + gt, 3 + -——t)

: : 3 .2 4, .z
o ; — o il d
r lo tanto en este punto la temperatura es T=‘v/;g e St) +(3.+5t)

m Calcular la velocidad con gue cambia la temperatura

en CE, 3) equivale a encontrar la derlvada de T con respecto a t y

+t.
rla en t = 0. Como T'Ctd = ——oi3:8 v T'COY = -2 enténces
y_al ua 5

¥[36—7.8t—t2

-:a..- solucidn al problema planteado seri —g- grados por segundo.

El problema de hallar la razon de cambio instantanea de

z = fCx, ¥D en (xo, yo) cuando {x, ¥) toma wvalores a lo
&y .largo de wuna recta que pasa por (xo, yo) lo podemos
- plantear también de la siguiente manera. Un 'insecto se
mueve en linea recta en la direccidn <a,b> sobre una placa
de metal plana qué estid sobre un plano coordenado xy. La
Ltemperatura z en el punto (x,y2 estid dada por z=fCx,¥y2,
donde la temperatura se mide en grados y las distancias en
centimetros. Hallar la velocidad con que el insria-ct;o siente
que crece o decrece la temperatura cuando pasa por el
punto (xo, yo) si se mueve con una rapidez de 1 centimetro

por segundo.

Acordemos en decir que cuando el insecto estd en (x, y ) el
[=] (]

iempo t = O, asi, en el tiempo t el insecto estarid en el punto

[xo + at > y_o * bt ] y la temperatura que siente el

; /‘az + bz /az + bz i

B rnsecto en este punto es z = f[ko + %—ﬁ% > Yot ], por
va? + b® va? + b2

j 1© tante calcular 1la veloc:.dad con gue crece la temperatura en

; xo’ yo) esti dada por dz En 1las siguientes paginas

dt £ =0




i . dz .
- emos una expresidn para aftzo, en términos de zx(xo,yo) Y

;)’o)'
éamOS ahora un problema de geomeiria. Encontremos la pendiente

1;3; recta tangente en el punto PC(2, 3, 6 a la seccidn € en la

r’-e':c.:dcién ¢<3,4> en (2,3) de la superficie z = AQ - % - yz

En las figuras 27Ca) y 27C(b) se muestra la curva C situada en
espacio Yy despues se muestra cuando se toma como marco de

*
"itulo‘: anterior, la ecuacidn de la seccidn C es

férencia a los ejes bt - =z . De acuerdo con lo gque vimos en el

-/;ES——- 7.2t -~ tz‘. Las coordenadas de P con respecte al plano
- gson C0,B2, fa que las coordenadas de los puntos del espacio
'::'los puntos del planoc t - =z ' estan relacionadas por las ecuacio-
os C.x. vy = (&, 3 + t_(-g—, g-) y z = z. Por lo tanto la pendiente de

‘recta tangente a C en P es dz =3
‘ dt £=0

5

_ R%sol vamos ahora un problema mas general.

Consideremos la seccidn € en la direccidn <a,bh> en el

punto (xo, yo) de la superficie z = f(x, ¥2; tracemos la

recta £ tangente a C en el punto F’(xo, v, f(xo, yo)) ¥
Q

encontremos la pendiente de £,

S8  Por lo visto en el capitulo anterior la ecuacidn de la seccidén

 estid dada por z, = f [x + 2t Y bt ] . Las
o o
aZ+p? v aZ+b?
Foordenadas de los puntos del plano t -~ z, estan relacionadas con
FUS coordenadas con respecto al espacieo XxXyz por medic de las
cuaciones Cx, yd = [x ¥ a2t .y s ___ bt ] ¥
. (= o
aZ+p? 3_2+1:.2 ‘
: = 2z, por lo tanto las coordenadas de P(x, vy, f{x, v )
o < (=] [
eSpecte al plano t - Z, Son {0, f(xo, yo)), de agqui gque la
» dz*
éndlente de la recta ¢ tangente a C en P sea =T Mi=s delante
; _ t=0
2 c:{z.)‘e
Allaremos una expresién para —— en términos de z (x, ¥y ) vy
1 dt £ =0 x" o o

] '(xo, Y )




"e 1a definicidén de derivada direccional

Ahora nos proponemos dar una definicidédn de la derivada
iréccional de =z :'.fCX')’) en la direccidén <a,b> en el punto (xo, ¥
' dz

at t =0

mos gue signifique donde z=f [x +
<

- at oy bt }
i vaZ+p? )/61?4;;

) fue 1la solucidn tanto del problema de razén de cambio

: :quer e

teado en (33 como del problema de hallar 1la pendiente de la

X

icta tangente discutido en C4).

Como g% repres‘énta la derivada de una funcién real de variable

sera de wutilidad recordar tanto el concepto como el
.gnificado geométxfico de la derivada de este tipo de funciones.
También nos serviri trabajar con la grafica de C con referencia al

f:}é.spacio tridimensio‘nal ¥ 21 planoc t - Z*Cver figuras 27Cal y 27CbdD.

Figura 27Cad Figura 27C(b)

Como queremos que la inter pretacidén geométrica de la der ivada
_ direcci cnal de z = fCx, y) en la direccidn <a, b> en el punto
CXO, Y) Sea la pendiente de la curva C de (4) con respecto al

 Sistema t - z, definido en (43, tenemos que escoger dos puntos P y @

( Sob{"e C dlaamos:: POy, = ONY v OV R £ N " T T ol & T S L Lol e




Zs
P(0, Z0))

Figura 28Cad Figura 28Cbd

pendiente de la secante PQ que denotaremos por m(Chl? es igual a
z Ch) & z_COD |
* — v la pendiente de la recta tangente e= igual a

im mChY) o sea 1im ZxCh? = Z,L00

h-»0 h

Ahora solamente tenemos que traducir las coordenadas de P y Q

qgue estin escritas en el sistema t—z*) al sistema de ejes x, vy, z.

. 4 ah .Yy -+ __k.)..}.l__.__ ’f [x -+ ..._......_._%_.}1___. R v e ___t_lb___]
B ] o o o
+a® + b? 2% + b? 'Va_z + b° va® + b*
¥ la longitud h es la misma en ambos sistemas. Por lo tanto la

z Chy - =z CO2
2

'_expresién_'para I1im 2 en al sistema de ejes x, ¥, =z
1 h0 h

E Sera:

. £, w2 . yo+_Ef‘__ ] - < . ¥y D

f v a*+p® +aZ+p®

Iim '

-. h=0 - h

- Ya podemos dar una definicién de derivada direccional, sélo que en
'?_l_:}l_gar de escoger un vector arbitraric <a, b> nos conviene escoger un

2 Vector unitario para que nuestra definicidn resulte mids compacta.




:];J};CION- Sea f una funcidn de x, ¥y 0% A = <a, b> un vector

ario entonces la derivada direccional de £ en la direccidn A

yo) denotada por DAf(xo, yo) esta dada por

1

- S
‘M_O

f{x + ah, yo+ bh) - f(xo, yo)

(s}
D f(x, ¥ ) =Lim
A o o RO h
calculo de una variable se usan técnicas de derivacidn para

{1ar la derivada de una funcidén sin necesidad de obtenerlas
,’-'sd..c.:.tamente de la definicidn. Nosotros también veremos cdmo hallar
aeri vada direccional por un camino mis rapideo gque el gque nos

éporci ona la definicidn.

Veamos un problema de razdén de cambio donde se involucre una

ién de tres variables. Consideremos el problema C(2) dd planteado

ncuentra a t unidades de €4, -1, 3 y siente una temperatura igual

2 2 2
) 4 i2 3 _ .2
1;:1 tanto la razdn de cambio de T con respecto a ¢t en t = 0 es
4

2. A la razén de cambio de T = 7 + 2t + 1 con respecto a

I\

O también la llamaremos razén de cambio de T = x2+y2+zz-25

-1, 3 en la direg:cién <4, 12, 3>.

: Se puede planteal un problema mas general si se considera a
'w = TCx, y, zJ) en lugar de T = x2+yz+zz—'85, (xo, ¥Y,» z_) en lugar de
- [~}

“C4, ~1, 3D y <a, b, > en lugar de <4, 12. 2, en cuyo caso la

ts%mper-atur_a que siente’ el insecto después de haberse alejado t
: unidades de distancia def (Xo: Yo’. zo) es

at -. bt. ct ]

—

s ¥y * » Z

+ +
u o ~ (=]

- vaZ + b+ 2 ¥5% + B + o2 Va2 + b2 + e

. bPor lo tanto la velocidad con que aumenta © disminuye la temperatura

W=T[x
(=]

. QUe actuya sobre el insecto cuando ocupa la posicidn (<, ¥y, =z )
=1 < <

est4 dada por g%
‘ t =0
A la razdén de cambio de T con respecto a t en L = O que se

Ataba de encontrar también le llamaremos derivada direccicnal de




E1 problema dJque acabamos de resolver sugiere un camino para

ér a2 la definicidén de derivada direccional de una funcidén de
" yariables. No lo vames a seguir, pero es similar al que

ﬂuimos cuando dimos la definicidn de deriwvada direccional para
d _

‘funcion  de dos variables. Sin embarge escribiremos una

INICION. Sea f una funcidn de x, y, =z Yy A = <a, b, <> un

{or unitario, entonces la derivada direccicnal de f en la
eccidn A en (X . ¥ . zo) denotada por DAf‘(xo,yo,zo) esta dgda por

f(x + ah, ¥ + bh, z + ch) -~ f{x, vy, zZ)
} — Lj_m [« o < =] =] o
o' yo, Zo ) h
h-0O

Aunque la definicidén nos proporeciona un métode para hallar la
arivada direccional de una funcidn' de tres variables
arrollaremos después una técnica para calcular la derivada

-eccional de manera mas riapida.

el
PLANO TANGENTE

Consideremos la superficie S1 z = \[49 - xF - yz ¥y un punto P
ella, digamos PCZ2, 3, B). Szabemos por geometria analitica que

x + 3y + 6z = 49 es la ecuacidén del plano tangente a 81 en i

Sean C la seccidn en la direccidén <a, b> en el puntc (2, 3) de
a-superficie S v £ la recta tangente a C en el punto P. Se desea
aber que relac’:.lén existe entre la recta tangente ¢ y el plano
angente 2x + 3y + 6z = 48, En el casoc particular <a, b> =<1, O,

2 obtiene una seccidn C1 cuya recta 41 tangente a C.‘.;t en P tiene por

:yléuaciones paramétricas a x = t + 2, y = 3, =z 2—313-’(, + B. Estas
E_E_CUaciones satisfacen la ecuacidn 2x + 3y + Bz = 49, por lo que

"POdemos concluir que la recta tangente 4.’ estd contenida en el plano
‘tangente a la superficie S en el punto P
En el caso partlcular <a, b> = <0, 1>, se cbtiene una seccidn

2 N P tiene por ecuaciones parametricas a x = 2, ¥y = 3t + 3,

. 1
- = - z + 6. Aqui tambien sucede que la recta tangente 82 aeat s

-°0tenida en el plano tangente s 1a crrmmess




jon <a, b> en el punto (2, 30 de ka superficie S1 tiene por

énes paramétricas a x = at + &, ¥y = bt + 3 v
1 a—%— b)t + 6 que tamhién satisfacen la ecuacidén del plano
3

y + Bz = 49, por lo que se puede concluir que todas las

tangentes a la superficie S1 en el punio P pertenecen al

tangente a la superficie S1 en =1 punto P.

Eh lo sucesivo se estari interesado en superficies que tengan
" tangentes no per:pendiculares al plano xy en cada Vuno de sus
En cada caso, al iqual que :la superficie S1 que se acaba de
&_ierar' el plano tangent_e a. una superficie § en un punto P de
--éstaré formado por el conjunto de todas las rectas tangentes a
el punto P. En el apéndice 1. se hara una discusidn sobre el

pto de plano tangente.

La discusidn sobre el plano tangente a la superficie S1 en el
€2, 3, B) sugiere un camino que hnos permite hallar la ecuacién
ano tangente a una superficie S 2z = fo, ¥> en un punto
) zo) de ella. Hallemos, pues, la ecuacién del plano tangente

superfi_cie s z = f'Cx,y¥) en el punto P(xo, Y. > f‘(xo, yo)).

Como el planc tangente a £ en el punto P contiene todas las
: tangénteg a S en el punto P, debe contener la recta é’i
ente a la seccidn (:1 en la direccidn <1, 0> en el punto P de la
ri:icie z = ;fo, ¥} ¥y también debe contener :la recta Jz tangente
secciéxlﬁ C‘2 en la direccidn <0, 1> en el punto P de 1la

rficie z = f(x, ¥y). Como las ecuaciones paramétricas de 61 son

- = |of -
+ox Y=Y Az = [Fx{xo’ yo):lt. + f‘(xo, yo) ¥y las de 45'2 son
X,y = t, + ¥y z = gE(x y )it + f(x ¥ ) entonces la
Loe o' gy’ o o’ o
acién del plano que contiene tanto a 81 como  a 4!2 es, por

metria analftica, z = [-Z—fx—(xo, yo)](x - x ) + [%—(x , yo)](y - v )

(<,

o _‘/0), que es la ecuacidn del plano tangente a S en P.




Figura 2a

Pl ames

[ VR §




NCIAL DE UNA FUNCION

ééta seccidn se motivaria el concepto de diferencial para
de dos © tres variables por medio del concepto de
31 de una funcidn de una variable. Se usara el concepto de
al de funciones de dos o tres variables para hallar valores

os. Se daran argumentos géométricos para hallar una
n  analitica para la diferencial de una funcidn de dos
s, posponiendo el encontrér una expresidén analitica para 1la
igl de una funcidn de tres variables hasta cuando se estudie

“de la cadena.

walculo de una variable se usa el hecho de gue una recta

. gque pasa por P(xo, f(xo)), tangente a la curva y = £f{x0 en

"mejor aproximacién lineal” para y = f(x) cerca de x , para
(=]

e LCxS+AxD - LCx%D es la mejor aproximaciédn lineal para
f +Ax, + - . .
C X A Y. Ay f(xo yo)
ecuacidn ¥ = L{x0 de la recta tangente es
LCxO = £7Cx D C(x—x 2 + fCx D
o Q (=]
iuye gque

Llx +A%> — Llx > = [£’Cx 21Ax
(=] =] <

L(x) Y t Y= f(X)
r
fix) Yo L(X)
H s
1 1
- [} 1

I I
! i
I 1 -

- X

Xo +ax % 0 Xo  Xo+ AX

‘Figura 30. En la figura, AQ Figura 31. En la figura, AQ
epresenta a fC(x +AD—f(x )> .representa a £C(x +AxD —£(x IO
O o (=] (=]

HYIET al diferencial dv e P o e -



y1ax se le llama diferencial dy de y = f{x) en x = x can

(=]

x= . : . .
“nto Ax. Si se usa dx con el mismo significado que Ax resulta

£rox D [dx. En las figuras 30 y 31, se da una lnterpretaciodn
(=)

jca para la diferencial dy de ura funcidn de una variable.

s of

ysemos, ahora, el conceplo de diferencial de una funcidn de una
:le, para hallar un valor aproximade de
Az = flx +Ax, y +AyD - f(x, v )

o =4 o . o

z = ICx,yJ = <>+ yz

Para lograr lo que se desea, consideremos dnicamente los puntos
plano xy que estadn en la recta que: pasa por (x, YD) vy
Q (=]
',y +Ay) ¥y los correspondientes valores f(x,y) ascciados a
o

Ver figura 32. Luego, consiruyamos un sistema de ejes S—-zalé de

HX,Y) —_—
1 —+ —

AZ
f(Xo+AX, Yo+AY)

...l._

t{Xa,Yo)
&

s "

~
' kxo, vo) { Xo+AX, Yo+4Y) g X

Figura 32. El segmento RQ representa a Az.

l__a siguiente manera: en la recta que pasa por (x , Yy vy
(=] L= 2

(xo*‘ﬁx._y +Ay) seleccionemos como direccidn positiva, la direccidn
: (=]

del vector con punto inicial en (xo. yo) ¥y punto final en

(>_<°+Ax.yo+¢.y), numeremos dicha recta con la misma escala con la que

S@ numeraron los ejes Xyz ¥ asociemos al punto (x, y ) el numero
[w] <

| °°ro. Asf, hemos definido un eje numérico, que llamaremos eje S. De

;.“,aqm que‘ las coordenadas = de los puntos del eje S con las

' COocrdenadas Cx,¥D de los puntos del misme eje S, estan relacicnadas




de las ecuaciaones

. SCAD
o= X+ , y =y + SCAYD
e z z ° P P
Y{AXD +C AyD VéAxD +CAyD
valores de zZ asociados a los puntos. del eje S los
os por medio de Z Ces decir hacemos z = 2*3, entonces, yva se

raducir las coordenadas (x,y,z) de los puntos de la figura

ordenadas CS,z*D. Asi, el punte P tendria coordenadas

o)); Q tendria coordenadas ﬁéloaz+CAy32 , f(xo+ﬁx,yo+ij],
PQ que es la seccidn en la direccidn <Ax,Ay> en P(xo, y;)
uperficie z = flx,y) = x° yz tendria por ecuacidén Cver
'3 del capitulo ID a

CAxD + yOCAyD

z_ =5° +as A + %2+ v
% ®

-

Ve AsDZ + CAyd?

gf, hemos reducido el problema de trabajar con una funcidén de

iables a trabajar con una funcidén de una ;variable. Veamos la

S IJ fAX)% IAY)i

Figura 33. El segmento RT representa a d=_.



concepto de diferencial del calculce de una variable y la
3 nos sugieren que RT egs la "mejor aproximacién lineal' para

que en la figura 33 estd representada por el segmento RQ.

Z*
ldS ]AS
S5=0

AS = /CAxJ%c'Ay)z .

’

RT

1l

fo tanto ;
RT = EXOCAX_’) + ByoCAy)
_ {e= ' _ Je=
= [—_{ax X yq)] Ax + [F); (xo, yo)]Ay
2 2|
z = = y '

or lo que podemos decir que (1) es un valor aproximado, usando

nciales, de Az. A (13> le llamaremos la diferencial de z= x2+y2

+. .Y ) con incrementos Ax y Ay.
L o .

Ahora, queremos hallar un valor aproximado de

Az = f‘(xo+Ax y°+£1yt) - f‘(xo, yo) .

‘'una funcidn z = flx,y>, usande el concepto de diferencial de
apiable, Ser4d de utilidad la figura 34, donde estan
entados los puntos de la recta gque pasa por (xo, yo) v
s y°+Ay) ¥y sus correspondientes wvalores de =z asociades a

Se gquiere hallar un valor aproximado para Az representado en

fix,v)

4

4

{ Xo, Yo ) {Xo+ AX, Yo+ AY)



s por el calculo de una wvariable, la que se escogerid como
gprox_imado para Az v le llamaremos, la diferencial dz de =z =

en (X » yo) con incrementos Ax vy Ay.
. o

jcularemos la longitud del segmento RT, utilizando el hecho
J_'a recta PT tangente a la curva PQ en P estia contenida en el
£angente a la superficie =z = flx, y2 en P. Por lo que la
*tu.d. de RT serd& igual al incremento sobre el plano tangente a la

ficie z = f(x,¥) en P. Asi, si

ar af
= [e——(ax X yo)_] Cx xJ o+ [—-——(ay X s }’o)]CY Y03 + f‘(xo, )’o)
1a ecuacién del plano tangente a z = f(x,y) en P entonces

RT = z_(x +Ax, y°+Ay) - 2,00 ¥ )

= [%{xo, yo)]Ax + [—gg-(xo, yo)]Ay

.o anterior nos ayuda a dar la siguiente

CION. Sea =z

fCx,yD. Se llama diferencial dz de

It

=z fix,y) en (xo, yo) con incrementos Ax y Ay a

d=z 2[%{){0’ yo)]Ax + [%{xo, yo)]Ay.

.
.Si le damos el mismo significado a dx y AX y hacemes lo mismo
ara dy ¥ Ay, entonces la diferencial dz de z = flx,¥) en (x ,y )

(=] <
¢con incrementos Ax y Ay toma la siguiente forma

dz= [gi—{xo, yo}]dx + [%(xo. yo)]dy.

fix,y,z)

\
" o4 -

’

f (XotAX, Yot+AY, Zo+AZ)

(%Yo, 26} - (Xa+AX, Yo+AY, Zo+AZ)
s*0 - s-jtuf‘i- (av ¥+ (az)%




pr oponemcs hallar wuna aproximacidn para Aw = f({x +Ax,
(o)
z 2 2
- = = + +
+AZ) f(xo. Y o zo) donde w FCx,y,zd x Y =",
el concepto de diferencial de una funcidén de una
Para ello auxiliémonos de la figura 38. Vemos, a partir
_{gura 35, que estamos ante una situacidn que es similar al
. de hallar una aproximacidn para Az =f(x +Ax,y +Ay)—f‘(xo,y)
[=] [} <
fo,y)=x2+y2, sélo que ahora, tenemos gque definir un eje S
recta que pasa por (xo» Yar Zo) Y CXO+_ A, YO+AY> zo+Az),
una funcidén z_ = fCS) para la curva PQ y una ecuacién z =S
a recta PT tangente a la curva PQ en P. No haremos es’;os
porque seria sélo repetir lo que se hizo cuando se halld una
. . 2 2
i { + + — j = +
ximacién para f(xoj Ax,y AY) f(xo,yo) siendo fCx,yD x v

e puede ver la SEf.‘C:Cithr‘x 8 del capitule I para ver cdmo e halla

cuaciodn z_ = fCS ! para la curva PQ.

Por el calculoc de una variable, la longitud del segmento RT es

jor aproximacidn lineal para RQ Cver figura 38). De agui que la

itud de RT repreéenta geométricamente lo gque llamaremos la
2 z 2 : -

S - = - + :

;@gnclal dw de w flx,y,2zd X ¥y + Z en (xo, Y, zoj con

ementos Ax, Ay Y, Az.

Después de hallar las ecuaciones de la curva PQ y de la recta
gente PT con respecto al sistema de ejes S—z* de 1la figura 35

encontramos que

__zf(_ CXO’ yo, zo)]AX +[_g:fy— (xo’ yo’ Zo)]?y +[% (xo’ yo, Zo)]Az

w = flx,y,z3 = x>+ yz +:z2

Con ayuda de la regla de la-cadena que se estudiaria mas delante
y el concepto de diferencial de una func:Lén de una variable, =se

podri encentrar que '

1 ar ar ar
v = | —( —_ _—
. [6){ %o Yo zo)]Ax,-*[ ay CXO’ Yo Zo)]Ay +[ az (xo, Yor zo)]AZ
._ S la "mejor aproximacién lineal"”™ para Aw, donde w = f(x,y,z). A dw
e llamaremos la diferencial de w = fCx,v,z) en (x , Y » Z ) con
< o o

NCrementos Ax, Ay y Az.




¢ilicemos los conceptos de diferencial para funciones de dos vy

variables para resolver algunos problemas sgbre valores

Calcular el volumen del material necesario para fabricar un

jindrico de las dimensiones sidguientes: (ver figura 362 radio

r del cilindre R ; altura intericor del cilindro H ; espesor
o o

Fio
aé Paredes v del fondo del wvaso, K.

J

i
3
S S B

— ’__ K Ho
rx T AL
i
Figura 3B

S'OE.U(EION: Vamos a dar dos soluciones, la exacta y la aproximada.
k.a hallar la solucidn exaclz encantremos =1 volumen del cilindro
':t;erio_r y el volumen del cilindro exterior y restemos el wvolumen
n_;ehor al volumen mavor. Asi, tendremos que el volumen del material
ne&:esario para fabricar el wvaso es

nCR +KD%CH +K> ~ nR° H = nCBR H K + R°K + HK® + 2R KZ + KD

° o o o o o o o o .
Demos ahora una solucidn aproximada para el volumen del

ilindro exterior -volumen del cilindro interior. Sabemos que el

'ff:"_'volumen de un cilindro circular recto de radioc R y altura H es

Z-_VCR-H:’ = nRzH. Asi, queremos hallar un  valor aproximado para

:Q_VCE°+K,H +KD-VCR ,HD v el valor aproximade lo da 4V, que es igual a
o (=] [a]

- |av v

. R » + R

5}5( o HO) dR Eﬁ(Ro’Ho) dH, perc

o
R H ) = 2rR H , R ,H)Y =aR® y dR = dH = K
L= [« =] (=]

Lo (o]

Q|
32

v

P77 lo tants dv = @rR H K + nR’K = m(2R_H K +R°K).

o O




comparamos  los  valores exacto y aproximade que hemos
‘ado, dando a R el valor de 4 em, a H = 20 cm y a K = 0.1 cm.,
que el wvalor exaclto del volumen de material necesario para
ir el vaso es 17.881ln y el valor aproximado es 17.6n. Como
sta entre el 88X ¥y =l 989% de 17.881ln, podemos decir que dV da

+ aproximado con un error menor del 2% del valor exacto.

yamos a resolver otro problema. El radic de un cilindro
Tar recto Se mide con un error maximo de 2% y la altura se mide
n. error méXimo de 4%. Estimar el porcentaje miximo de error
fé en el vélumen calcul ado de V debido a estos errores.

.;N: Sean r, h y V el radio, la altura y el volumen verdaderos

llindro y sean Ar, Ah y AV los errores de estas cantidades.
| Ar |
r

‘que = 0.02 ¥y |§§l = 0.04. Se quiere estimar el maAximo

wposible de l%!’ Y Sabemos gque 7]%!, x lﬂxl. Como V=nr2h,
Ar + nrzAh, por lo tanto 2% = ?Ar + %Ah, asi
SAr + i’—{Ahl < z Jf“_' + 'ihl = 2C0.02> + 0.04 = 0.08

or lo tanto el porcentaje maximo de error de V es

madamente 82,

(Xo,Yo,0)
" L\J A (Xo+Ax, Yo+2y,0)

L Qura 37, Interpretaciédn geométrica de la diferencial de wuna



GRADI ENTE

Nos proponemos definir el concepto de gradiente, prim
'P';'ara funciones de la forma z = ax + by + ¢ y después para funci
. fCx, Y2 usando argumentos geométricos. Vamos a abordar

z =
?roblema del gradiente para funciones particulares de tres varial
: y ol caso del gradiente para una funcién w = f(x,v,z) lo atacare

después de que veamos la regla de la cadena.

Resolvamos el siguiente problema. Considere al conjunto 2
todas las rectas que estan en el plano n, z = 12 - 2x - 3y vy
pasan por PC1,2,4). Si un insecto esti en P Sobre c-:iué recta e
debe moverse el insecto para que suba por la recta de mix
pendiente'? Podria unco pensar que posiblémente no existiera tal re
pero de la figura 38 podemos decir que en un plano, tal recta

existe y que es aquella gque al proyectarse sobre el plano

es perpendicular a las curvas de nivel del planoc.

L=ax+by+c

o




~

caso del plane m, z = 12 - 2x — 3y, los vectores <{-3,-3>,
general k<-2,-3> con k # O son vectores perpendiculares a
de nivel del plano n, por lo tantq podemos concluir que
se le dan valores en la direccidn k <-2, -3> con k > O,

valores de zZ crecen mas rapidamente que en cualquier otra

JQué podria decir de los valores de z, si a (x,¥y) se le

alores en la direccién <2,3>7

Hemos concluido a partif- de,_ la figura 38 gque todos los
'or";es de la forma k<{-2,-3> con k > O apuntan en la direccién de
mo crecimiento de z y que son perpendiculares a las curvas de
1" 'del plano. Hay un vector de la forma k<-2,-3> que queremcs

iiiegiar con un nombre porgue tiene dos propiedades mas que no

“nen; los demis. Sabemos que el Angulo agudo que forma el plano
12 - 8x — 3y con el plano ceoordenado xy es © = arctan Y14
sabemos que si el insecto sube por la recta ¢ de mayor
"H:ieht,e, z est4d creciendo 2 la mAxima velocidad posible y ésta es

a la pendiente de la recta ¢ cuyo valor es 7Yl4. Pero

de donde podemos decir que: <-2,-3> tiene cuatro
iApunta en la direccidédn de maximo crecimiento;

Su magnitud da el valor del maximo crecimiento;

El angulo agudo que forma el planc z = 12 - 2x - 3y con el
plano xy es arctan ||<-2,-3>[}[; '

Es perpendicular allas curvas de nivel del plano z=12-2x-3y.

; }En los siguientes renglones le vames a dar un nombre al vector
B<2-3.

ConSJ.deremos un caso més general Supongamos que un insecto
.esta en un punto F’(x r Y, Z ') del plano z = ax + by + ¢ y gueremos
3 o <
:Sabel‘ por cual de todas las rectas del plano z = ax + by + ¢ que

Pasan por P debe moverse el insecto que se mueva por la recta ¢ de

méXJ-ma pendiente. La figura 38 otra vez nos ayuda a concluir que la
Proyecci én sobre el plano xy de la recta ¢ es perpendicular a las
“Urvas de nivel del plano z= ax + by + ¢, pero cualquier vector de
& forma k<a,b> con k # 0 es perpendicular a las curvas de nivel de

S

T ax + by + ¢, por lo que concluimos que z crece maAs r‘épidamente‘

Al (e e e e - - 1 e



w  + by t ¢ en la recta {(x,y> = <X§ + ta, ¥y + tbhd, t e R,
z = alx_ + tad + bly + tbd + c = t@* =+ b5y o+
+ ¢) ¥y podemos decir que zZ crece si t es positivo,
t es negativo ¥ no cambia de wvalor =i t = 0. Este
ﬂfﬁdo nos ayuda a decir que z crece mas rapidamente =i damos

es a (X, ¥2 en-la direccidén <a,b>. Comc ya sabemos que z crece

répidamente en la direccidn <a,b>, es natural que nos
uhtemOS por su valor, esto es, gue hallemos 1la deriﬁada
-gcional de z = ax + by + ¢ en (xo, yo) en la direccidn <a,b>; es

-}'que hallemos

, 2 z
ual es igual a Ya + b

Revisando lo que acabamos de hacer podemos observar algunas

i edades del vector <a,b’: ' ;

1. {a,b> es perpendicular a las curvas de nivel de z = ax+by+c.

%, Dado un punto P de z = ax + by + ¢, c¢rece mas rapidamente en
la direccidn <a,b>. )

35 La derivada direcciocnal en la direccidn de maAxci mo

crecimiento es [|<a,b>||

Por otro lado ya sabemos gue

4. El adnguleo agudo que forma el planc z = ax + by + c con el
planc coordenade xy es © = arctan ¥a° + b’ =arctan| [<a,b> ||,
propiedad que nos motiva a decir que |]<a,b>[| es 1a
"pendiente’ del plano z = ax + by + c.

Esto significa que el vector <a,b> es un vector especial en el
;Smﬁddo de que nos ayuda a resclver algunos problemas relacionados
?pon el plano z = ax + by + ¢, por lo que lo distinguiremos .en la

'? isiguiente ‘ :
fDEFINICION. Dada la funcidn z = ax + by + ¢ v un punto P(x , vy ).
al vector <a,b> lo llamaremos GRADLENTE de =z = ax + hy + céen 2&
Punto P(xo, yo) y lo denotafemos Vz(xo, yQ)




Ahora nos proponemos motivar la definicidn de gradiente de una
i6n Z T fCx,y2 en un punto PC(x,yD.

gupongamos gue  un insecto estd en el punto {1,1.20 del
.boloide A xz + yz Y gqueremos saber en qué direccidn debe
rse para que ascienda por la curva de mixima pendiente. Por
jente a una curva C en un punto P, se entiende, la pendiente de
acta tangente a la curva C en el punto P. Como el plano tangente

= &+ yz en (1,1,2) nos da todas las rectas tangentes a todas

curvas contenidas en z = x>+ yz ¥ gque pasan por C1i, 1, 22
onces, la recta de mixima pendiente contenida en el plano
gente al paraboloide z = &+ iyz en (C1,1,2), serd la recta
gente 2a la curva de mixima pendiente. Por lo tanto, si de todas
.‘.rectas del plano tangente, se halla la de mé&xima pendiente,
onces se halla la curva de maxima pendiente. Asi, como el plano
gente a z = x* +y® en (1,1,8) es z = 2x + 2y — 2 entonces

2> nos da la direccidn Cen el dominio de z) en la que debe

diente, asi que si se mueve por el paraboloide, comenzando en
1,2) en la direccidn (2,2>, se estard moviendo par la curva de
ima pendiente. Note que aunque para un plano z = ax + by + ¢, el

diente tiene el mismo valor en cualquier punto P, no sucede lo

Sabemos que si una superficle z = fix,y) tiene plano tangente

un punto P{x . Yo Z ) de ella, su ecuacidn seri
L= 2 (=]

[%zx{xo, yo)](x - x>+ [gf;—(xo, yo)](.y -y * f(x . ¥y ), asi que

',problema de‘ hallar la direccidn en que debe moverse un objeto que
‘S’Lé} en lg suﬁerfficie en el punte (xo, Y zo) para que ascilienda pof‘
2 curva de mixima pendiente es equivalente Cpor argumentos analogos
_.ios dados en ;el problema anterior Y que no queremos repetird al
Poblema de hallar la direccidén en que debe moverse un objeto que
: "-é en el plano tangente a la super‘ficie z = FC(x,¥) en (xo, v o, 20)

ara que ascienda por la recta de maAxima pendiente, de donde podemos

<

oncluir que <{=~(x , V¥ ), gf?(x , ¥ J» da la direccidén =n la qué se
R < < o =]

9be mover un objeto que estd en el punto P{x, yv , z ) de la
. (=] o (o]
Uperficie z = fc¢ xX,¥? para gque ascienda poer la curva de mAxima

Shdiente. Lo anterior da lugar a la siquiente definieridn



= ~T ON Si.z = ax + by + ¢ es la ecuacidn del plano tangente
superfiCie z = flx,¥D) en P(xo, Y, f‘(xo, yo)) entonces el

<a,b> lo llamaremos el GRADIENTE de =z=f(x,y> en P(xo,yo) Yy

plano  tangente en P(x , Y ., (x , VD)) entonces
la] (=] [+ <

cierta regidén en donde esta un insecto, se ha definido un

punto PU{x,y,z) es T(x,y,zd) = x>+ yz + z® - 25. La velocidad
crece la temperatura es maxima en la direccidén en la que se
a mover el insecto, hallar dicha direccidn, sabiendo que partie
C4,-1,32 ¥ recorre una unidad 1linéal por segundo. También,

lar la magnitud de la maxima velocidad.

fabemos que en el tiempo t = O, el insecto estad en (4,-1,3) y
e si se mueve en la direccidén <a,b,c>, en el tiempol t,* = 1t, estara
n el pinto P = |4 + a2t »—1

" bt fe
+— 3 + — |, por lo
'v'aL2+b2 +e? T‘az-i-bz +o? -faz+b2 +e?
anto la temperatura que actGa sobre el insecto en el punto P sera

2 2

L) = 4+__3t'______ e | o+ B +3+_._C..t:_,_.____35

2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ya +b +c¢ Ya +b +c Ya“+b 4

=tz+8a~8b+6c_t+1_

4 4 2
Ya +b  +c

Por lo tanto, la velocidad con que crece la temperatura, en la

direccién <a,b,c> cuando t = O Ces decir en (4,-1,3)) es

cas 8a - 2b + Bc

Sz 2 =z
a +b +c

réma coordenado tridimensional vy se conoce que la temperatura 'I‘



2b + 6C _ (g, a2, 8> - — X <ab,e>

- —~
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CProducto punto de dos vectoresd BIBLICIECA
DEPARTAMENTO DE
MATEMATICAS
= C]j<8,-2,8> || (12 Ccosed
(@ es el Angule gue forman los vectores <8, -2, 6> ¥y
{a,b,c>D.
De donde se concluye gque (A ftoma su valor maximo si @ = 0O es
ip, =i <a,b,c> = k<8, -2, &, con k > 0. También se puede

éluir que la magnitud de la maxima velocidad es [|'<8,—2,6> | ]=1/104..

gi bien cualquier vector de la forma k<8,-2,8> con k > O, nos
la direccidn de maximo crecimiento de la temperatura, sdélo la
iritud de uno de ellos nos da el valor del max_i.mo; crecimiento, a
er: <8, —a, B>..

Hay otra propiedad que tienen los vectores de la forma
. 2, B>: son perpendicul ares a la superficﬁie de nivel de

--xzﬁ+yz + 2% - 25 que pasa por (4 -1, 3D en dicho punte.

B

Esto mignifica que el wvector <8, -2, B> tiene 3 propiedades:
12 Da la direccidédn de maximo crecimiento de T en C4, -1, 3D.

2) Su magnitud da el valor de maximo crecimiento de T en

C4, -1, 3D.

3> Es perpendicular a la superficie de nivel de T x2+y2+zz—85

que pasa por (4,-1,3) en dicho punto.

" Si en lugar de TCx,y,zd = x2+y2+22—25, tenemos w = T(x,y,zd ¥
'yo, zo) en vez de (4, -1, 3]}, =se probard en la siguiente
ccidn, c_fon la ayuda de la regl;a de la cadena, gque hay un vector
'b,c> que tiene las siguientes propiedades:

1> Apunta en la direcciédn de miximo crecimiento de w en

(X .y _>z)

(=] (o) N

2) Su magnitud da el valor de miaximo crecimiento de w en
X o, N

3 Es perpendicular, a la superficie de nivel de w = TUx,vy,zD

gque pasa por (xo, Y, Z 3, en dicho punto.
<



A tal vector lo llamaremos gradiente de w = T(x,y,zJ) en

;;yo’zo)_ Ya se conoce una expresidn para el gradiente de una
';:ién z = f(x,¥y2 en un punto P, veremos en la siguiente seccidn
7 hay una expresidn analoga para el gradiente de w = T(x,vy,z) en
punto P.

LA REGLA DE LA CADENA

En el calculo de una variable se resolvid el siguiente problema:

1ar dy si y = fCud y u = glxd), usando la regla de la cadena, asi

dx
, llegd a gque g—-))-:- = g-% * j——i Suponga que z = xz + yz, donde x, ¥y sor

|

jables independientes y a la wvez x, ¥ son funciones de 1la

jable t, digamos x =2t + 1, ¥y = t? + 1. Podemos preguntarnos por
porque z puede sSer eXxpresada en términos de t, asf z = C2t + 1>%
ct? o+ 157 y de aqui podemos obiener g%- Ahora, suponga gque

3 . . .
<+ y , can %, ¥y variables independientes, ¥y a la vez X, ¥y

ciones de las variables independientes = y t, digamos x = st,

2% + t; con los datos dados podemos escribir a z en términos de s

, a saber z = cstd? + cas + td? ¥ encontrar g—sz— v g“ . Existe un
rema, gque nNos dice cémo obtener S—Z{ en caso de que z = f(x,¥) s=sea

funcién de dos variables independientes, con x, ¥ funciones de
variable t (que le llamaremos regla de la cadena para z = f(x,yD,
g(td), y = hCitdD; también hay un Lecrema que nos dice cdmo
== v —— cuando x = f(x,y? es una funcidn de las variables
dependientes x, y donde tanto x éomo ¥ son funciones de las

variables independientes s y t (que le llamaremos regla de la cadena

para z = fCx,y), x = gCs,t), ¥y = h(s,td. Estos teoremas hos permiten
d=z . gz az
valla i —_— i = i

r mas ripidamente a oo e el primer caso vy a Y & en el

qundo caso, pero bien podemos hallar a en el caso de que

_ g 7 3t
onozcamos explicitamente a z = fl(x,y2, x = gl=s,t>, ¥y = hC=s,L2, sin
AUe conozcamos la regla de la cadena, aungue tardemos unos minutos
f-"4s en hallarlas. La fortaleza de la regla de la cadena descansa en
; el heChO de que es una herramienta que nos permite hacer demostra-
_c.ion@S donde se involucren a funciones como z = fCx,y2, x = gls,tD,

y = hCs,td, aungue no conozcamos qué expresidn analitica particular

';;:PUedan tener ellas. Concretamente la regla de la cadena la vamos a




o - cuando necesitemos:

e

1. Hallar la derivada de wuna funcidn y(x0 dada en la forma
implicita glx,y? = 0, en términos de las derivadas parciales

de =z = glx,yD.

2. Hallar las derivadas parciales oz y gz—y de una funcidn zCx,yd

g
dada en la forma implicita glx,y,z) = 0O, en tLtérminos de las
derivadas parciales de w = glx,y,z).
3. Hallar la razén de cambio instantanea de w = flx,y,z0

C obser ve que es un caso general), en la direccidn <a,b,c>
en el punteo P. (Antes habiamos hallado razones de cambio,
solamente para ca:sos particularesl. Esto a la vez nos
permitira dar definicio'nes de los conceptos de gradiente vy

diferencial para una funcidén real con tres variables.

4. Hallar una expresidn para la primera y la segunda derivada
direccional de una funcidén z = f(x,y2 en un punto P en la
direccién <a,b>, lo que nos permitiriad hallar un criterio
para encontrar los valores maximo y minimo de una funcidén

&y real con dos varjiables.

5. Estudiar los multiplicadores de Lagrange.

Enunciemos pues la regla de la cadena para un caso particular v

spugs para el casc general y aungue no haremos una demostracidn de

_: _ _ dz _ 8z dx éz dy
—. flx,vd, x = gCtd, ¥ —’th,D entonces ar © &< Ot + 5y dt
dz
"d_t'p
lado z = fCx,y), x = gCtd, y = hCtd. En la figura 38 Estan repre-—

Queremos hallar, usando argumentos fisicos y geoméiricos

ént._adc?s: la superficie z = f(x,y2, la curva en el plano xy de ecua-—
én vectorial ?;CtD = <(gCtd,hCtd>, la imagen bajo la funcidn

= f‘Cx,yj de r?iCtD de ecuacidn vectorial

s

. Ctd = «<gCtd, hCtd, £{gltd, hltd)>
un punto P(gCt >, hCt D, f£(glt >, hCt 3)).
(=) o (=] o



. |

Figura 39

nteresa conocer su velocidad en el puntc% P, es decir en el
ot = £ ., Su velocidad estd dada por »
Lo :
2rCt D = <g’Ct D, h'Ct D, £’(gCt D, hit 2
(=3 < = [=] (=]

sta representada en la figura 40 por medio del veclior

ero PQ = PR + RQ, donde PR es igual a la provyeccidn P’R’™ de
Obre el plano xy y RQ es la proyeccidén de PQ sobre el eje z, es

: d=z
RQ = == ]
—6 T8 PO Cver figura 400.

o
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Figura 40

or otro lado, por ser FO tangente a la curva £Ctd en P, PQ esta

blaﬁo tangente a z = f(x,y) en P. Como P y Q =on las imAgenes

1 plano tangente de P’ y R’ y se sabe que P’ = (gCtoD, hCt 23
(=]

= (gCtO) + g’CtOD, tho) + h’CtoJ), . podemos hallar otra

ésién para el vector 56. Como la ecuacidn del plano . tangente a
fCx,yD) en P es z = Fﬁkgct J, hCt )]Cx—gct ) + FﬁkgCt J,hCt )]
. ax o o o ay ) o

--’thon) + f(gCt D, hCt J),entonces las coordenadas A, B, C, de



+ g’CtOD
-+ R'CL 2
o

¥ 6f H]
gct Y. tho))]g Ct03+[6—y(gcto), hCLo))]h Ct d>+r(glt >, hCt D)

[{o T
™
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o]
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o2
™
rf'
0

W
ER
i8]
™
n
0
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oy
[
fea
)

L
L
et
8]
™
c
o .
w
+
Q@
<P

gCt J,hCt D):Ih’ct. 3>
(=] o o

ar , of R
a-g(gCtoD,thoD):Ig ct D + [&(gcto),thOD)]h €t .

to significa que si z = f(x,y¥v2?, x = gltd, v = h(id entonces

dz _ of dx  of dy
dt ax dt dy d4dt’
a lo que se queria llegar.
Si w = fCu,vd, u = glx,y) ¥y v = kix,y¥) donde f  es

aw _ ﬁ iu_ + 8w v
ax du dx av o
Ow _ Ow du 3w av
ay du dy  @v 8y
Si W es una funcidn de n wvariables ui, uz,. .., donde cada
tal
na funcidn de m variables Xop Xyre..sX  que Ltiene primeras

s X Y
Sw aw au'1 ow du aw au
™
= + L. e
o<~ da = | Fu ax U 3%
| 1 T 2 L N T
1,2, , M
caso de que m = 1 ¥y que U s uz,-..,u dependan de una
. ™

., w se puede escribir como funcidén de t ¥

dw 4w du dw du dw du
1 2 n
= + oLt e
dt du dt au dt au dt
1 2 n
du au

1'. \ i 1
utilizames en lugar de —-— porgue se acostumbra usar el

1

at at ,

'53]50 @ para hacer notar que se est4d derivando una funcidn que

de de mAs de una variable v u, es una funcidn de wuna variable.

du
z

dt

M smo podemes decir de , ete.D



que z = x?y. x = t7, y = t? Usar 1la regla de la cadena

0z dx , 22 dy
dx dt  dy dt

31Q
| N

= CaxydCEtd+CxOc3t?y = cat®rcatd+ct®reat®H =7,

ga que z = 2+ yz, X Trcose, ¥ = rseng. Usar la regla de
9z

ar,” 38

9z _ 9z 5x , 5z %y

dr  &8x or 3y or

(2xDCcosal +(2ydIsend)

adena para encontrar

= (8x0C-rsengl+(2yd)(rcosad

1l

C2rcosaed(—rsene@)+2rsenedCrcosa) = 0O

onga gue =z = £ex” - yz, &), usar la regla de la cadena para

1ar 22 4 22
AT Y
Hagamos u = X - y; Y v o= e, Asit,

dz dz du + dz dv

Fia'd du dx v dx

R

A qué razdn esté;cambiandd el &area de un rectiangulo si su

ongitud es de 18 ecm. y se incrementa 3 cm/seg, mientras que su

Representemos por x la longitud del rectangulo en cm,
el anchao en cm, por A el 4rea del rectingulo en centimetros
dos y por t al tiempo en segundos. Sabemos que:

dx dy _ _ _
5C ° 2 ¥ que ST 2 cuando X = 138, ¥y = ?.

dA
Queremons hallar 72— ritand,s » = 18 <.~ =



dA _ 8A dx _ 3A dy dx dy . dy

o = e —_ . L = - —Z —. = 3 .
at " exdt T ayar  Yar T rar fra y + ex
9%15,8> = 3:6 + 2'15 = 48.
'_tremos g% , donde y(x) estid dada implicitamente por
en términos de las derivadas parciales de z = glx,yd.
dz
= gUx,y2 entconces podemos preguntarnos por I Porque z
de X, ¥ pero a la vez vy depende de x. Asi
' dz _ 0z x , fz dy 8z , 8z dy
dx Jdx x 8y dx dx gy dx
0 porque gCx,y) = 0. F%or lo tanto
éz dy az az
j - = L e = = e e .
si zy 0. 3% (Trexd / CToBY)
Hallar g% donde y = fCx estid dada implicitamente por

3x2 + 2y = 0.

_ z dz _ a8z .
Hacemos z = 3Ix +2y, aqui = = Bx vy & - 2. por lo tanto

g—i{- = —-S—x- = =3x. Esta solucidn la podiamos haber obtenido
mias facilmente =i despejamos a y, asi y = —gxz, de donde
= — 3x ;
Hallar %zr—c donde y = f(x) esta dada implicitamente por
- =0
Y X Xy 8z ¥y x Xy
Hacemos z = xe’ + ye - e 7, aqui v = e + ye - ye,
. 7 Y X_- Xy
Y _23‘_2_ = xol+ & - xexy, de donde g—i = - 2 1Ye "¥e
9y >ce5"+s-:=x'——><exy
. . 5 dy ]
de despejar a y para luego hallar T
Si una funcidn z = f(x,y) de dos variables independientes esta
‘en forma implicita por gix,y,z,) = O, podemos ballar gz}-c— g}zf—
mnecesidad de despejar z de glx,vy,z2 = 0D enl términos de las
éldas‘par‘cialef;\s de ¥ = gix,y.zl. Asi, hagamos ‘U = X, v = Vv,

TCx,y). Agqui tenemos una funcidn W de las tres variables u, v, =z

» Z funciones de las dos variables x., y.

8w 8w du, 8w &v | dw d=z -
= Fo et e e 3> , pero comoc glx,y,z2 = 0 entonces
ow ’
a2 = 0, de aqui que
_ 9w du dw av dw Iz
O =355 T avax T 5 ac PSFO COmO u = X v o=y,



dw 9z
- bl fhohbi el i 2 0O
— 1 + cCo> + : , de donde si

R 2

. oz az
mos a resolver un problema donde necesitamos encontrar % Y 3
.ar la ecuacidn del plano tangente al elipscoide
2 2 2
X+ X +Z =1 en el punto P(x , v , z )
2 2 2 o
a b c
2 2 22
ON: Sea W = — + Y o+ Z - 1, v encontremos
2 2 z
a b c
dw Ow  Gw Gw _2x 8w _2y ow _ 2z
ax ay 8z ax - 22 Sy K2 &z o2
gzx- = ~(ax a2y 2z c?) = ~(xc2za2) v
yéacﬂf). Como la ecuacién de un planc tangente a z = fCx,yD

_ o A Of N2t
fdada por z = £0<, ¥+ (X Jgdx, Y ot Oy IElx, v ta

n del plano tangente que buscamos es:

Cz , Cz
z =z, Oy C—az—] A C‘;‘]

. (=)
mplificando y reacomodando términos se expresa en la forma

1

: a b <
Ahora queremos resolver unos problemas que habiamos dicho que

yordari{amos después de estudiar la regla de la cadena. Estos
hallar expresiones para la derivada direcccional, la

ncial v el gradiente de una funcidén z = fCx,y,zd.

Comencemos con  hallar una expresidn para la derivada

ional .

Hn  insecte se encuentra en unha regidén en la que se ha
(. :
ducido un sistema coordenado %, ¥,2Z. En el punto C(x,y,z)} la

ratura es w = TCx,y,z). El insecto se mueve en linea recta an -



égundo- En el tiempo ¢t = 0 estid en el punto (xo, Y o, zo). Hallar

<

es decir. hallar la wvelocidad con que crece (o decreced la
e;atura que acttia sobre el insecto en t = 0. También se puede

vhallar la razén de cambio de T con respecto a t en t = O'.

bION: Se sabe que en el tiempo ¢t = 0 el insecto esta en el punto

y » Z ) ¥y que en el tiempo t estid en el punto
] o o
at bt ct
Y + —_—— z o ——
/ ° / z_ 2 ° fz2 =2 2
az+b2+cz a%+p” e a +b" +c

la temperatura que afecta al insecto en el tiempo t sera:

por lo

3

W +
o,

y Z

»

L TCty = T Xo + ___EE_____ yo + ___EE_____ o + __JEE____
'r'az+b2+c2 ?’az+b2+c2 Va2+b2+c2

gt | dx 9T 8z
< dt &z at Jt=o

aT a arT b a1 o
= [—(ax P)] + [——Caz PD] m— --—[—Caz P)] —-——————-2 = _
'\vfaz+bz+c::z Ya +b +c : Ya +bh +c
ar ar a b b

3T
(B—XCPD,—CPD,EECPD> < , >

>
3 z2 .2 2 2 .z =z S22 2 =2
-/a+b +c 1/a+b +c a“+b” +c
consideramos a w = T(x,y,zZ2 comoc una funcidn, no como una

mo un valor numérico, no como una cantidad que representa al tiempo,

Ei_tz =0 le podemos llamar la derivada direccional de w = T(x,¥y,z) en

cdireceién <a,b,c>. Por lo tanto podemos decir gque (A3 nos
oporciona una técnica para calcular derivadas direccicnales de una

f_.'-‘hcién de tres wvariables.

A partir de calcular la derivada direccional de w = Tlx, y,zZD) en
Y zo) en la direccidn <a,b,c> surge de manera natural

"éguntarse por la direccidén <a,b,c> en la cual la derivada
dj_*reCCional de w = Tix,y,z> en (xo, Y_» zo) es maxima v cﬁé.l es el

Valor de esta derivada direccional maxima.

Como ya se sabe que la derivada direccional de w = T(x,v.z) en

, 2 ) en la direccicdan (a h ~Y ac



<g}; T py, 2Lepy, flepyy « ¢ - i b , b N

' dy ' oz — -
vaZ+p4c? VaZip?rc? VAT

oducto punto de dos vectores)

H(——CP) ——CPD %CP))H +© cose
(© es el Anglo que forman los vectores
b
Gery Zepy  Tepy y (—— 2 S , > )
gx Sy K 2,2 =z 2 .2 z 2 2 2z
'\/a-t-b +c '>/~’<1+b +c a“+b" +c
donde se concluye que CAD toma su valor méaximo si & = O, es decir,
<a,b c> = k(——-CPD %PD %CP)} con k > O. También se puede
clUJ.r que la magnitud de la maxima velocidad es
aT oT

aT ' .
(P2, —LP),—(P3> yva Uue el maximo valor se obtiene cuando
ax ay az ’ l a=e,

Si se halla la ecuacidn del planc tangente a la superficie de

vel de w = T(x,y,z) gue pasa por (x r Y » 2 ) se encuentra que el

tor <————CP) 3‘)7“3) g-zT%PZ:') es perpendicular a diche plano. (se deja

a problema como ejerciciod.

Esto s=significa qgque el vector <%P),%CPD,%PD} tiene las

uien@es propledades:
Da la direccidn de la derivada direccicnal maxima Co da 1la
direccidn de médximo crecimiento de T en PD.

Su magnitud da el valor de miaxime crecimiento de T an P.

' Es perpendicular a la superficie de nivel de w = TCx,y,zD- gue

pasa por P en el punto P,

las tres propiedades anteriocres del vector <-——{PD %(PD %PD) b
a definicién de gradiente de z = f(x,yD nos permiten ver que es

Zonable definir a (gz g g} como el gradiente de una funcidn

—-TCx Y 2)

En 1la seccidn dedicada al concepto de diferencial quedd
endiente el hallar una expresidén para la diferencial de una funcidén

_: fix,y,2z). Se deja como ejercicio hallar dicha expresidn.



TMO ¥ MINIMO DE UNA FUNCION DE DOCS VARIABLES

©j se nNOS pregunta por el valor minimo de z = Cx—12% + Cy—a)z,
ors decir basandose en el Aalgebra que es cerc y que se alcanza
o x. =1, v = 2. Desde luego que también se puede resolver el
a si tenemos conocimiento de la representacidn geométirica de
r acuacidn. De igual manera podemos decir que el valor maximo de
a - xz - yz es 9. Pero existen problemas gque resultan muy
jles de resolver si tenemos como Unicas herrami;ent,as al Algebra
é geometria analitica, pero que son mas f‘écileé de resolver por
del cdlculc diferencial. Vamos a plantear algunos de estos

g:"29,1133 pero antes demos algunas definicicnes.

DEFINICION 1: Se dice que una funcidén f de dos variables tiene

ximo relativo en el punto Cxo, yo) si existe un ecirculo con

en (x , yo) tal que f‘(xo, yo) Z fi(x,y) para todos los puntos
(=]

del interior de dicho circulo.

moe relativo en el punto (xo, yo) si existe un circulo con
fro en (xo, yo) tal que f(xo, )ro) < flx,yd)para todos los puntos
) del interior de dicho circulo.

"DEFINICION 2: Se dice que una funcién f de dos wvariables tiere

xtremo relativo en (x , yo) si £ tiene un maximo relative o un
) o

o' relativo en (xo, yo).

‘DEFINICIDN 4. ZSe dice que una funcidn f de dos wvariables tiene
;%aximd absoluto en el punto (xo, yo) si f(xo, yo) Z fCx,y) para
2 pareja (x,y) que esté en el dominio de f. De modo similar., £
Ne un .minimo absoluto en el punto (xo, yo) si f(xo, _yo) < flx,vD
é‘.,toda pareja (x,y) que esté en el dominioc de f.

iHay una diferencia importante entre el concepto de maximo
ativo ¥y el de maximo abscluto. Para que f‘(xo_.yo) sea un maximo
luto se requiere que la desigualdad f(xo,yo)Zféx.yD sea vVvalida
2 todos los puntos (x,y) del dominio de f. En cambio, para que f
Ja un mAximo relative en (xo,yo), la desigualdad f‘(xo,y IZECx, ¥vd
Tente necesita ser valida para los puntos gue est.é; en el

rior de algtn circule con centro en (x ,y ). Podemos decir algo
. < (o]

e e mww e £



-} sucesivo usaremos los términos maximo ¥y minimo en lugar
Ae)

mo relativo ¥y minimo relativo.

] método para determinar los valores maximo y minimo de una
n de dos variables es similar al que se usa para funciones de
sriable. Consideremos una superficie z = f(x,¥2> que tiene
tangentes en cada punto de ella y supongamos que €n (xo, yo)

un maximo f(x , ¥ ). Si cortamos a la superficie z = flx,y2.
. o o ;

odio del plano y = y , se determina una curva C de ecuaciones
(=] :

Comoc f{x , y ) es un miximo, entonces la desigualdad
o o .

2 f(x,y) se satisface para tc:du::u?E punto (x,y2? del interior

los puntos del interiorr de dicho circule pero gue tienen
da vy = y . Por lo tanto f(x, y ) es un maximo de la funcidn
(=) (=] <

3, la cual es sélo funcidn de x. Por 'la tecria de los maximos

argumentos analogos, podemos demostrar que s i una
rficie z = f(x,yD que admite planos tangentes en todos sus

tiene un minime en (x , ¥ ) entonces tante f como £ valen
<o o P V4

Pademos, por lo tanto, concluir que £i se nos da una funcidn
f‘Clx.y) que admite planos tangentes en todos sus puntos y se nos

e enconbLtrar los extremos relativos de z = fl(x,y), entonces

como f valgan cero, a tales puntos les llamaremos puﬂtos
. y :

iticos "o puntos estacicnarios. Ya que la ecuacidén del plano

a =z = fCx,y) en un punto (xo, ¥ ) cualquiera es
(=] .
(xx)X (x, yv) + Cy-yO2f (x, ¥ + f{x, ¥ ) entonces
o x° © o o Yy © o o o
f‘(xo, yo) es la ecuacidn del plane tangente a z = fix,y> en

f‘(xo, yo)), en caso de que en (xo, yo) la funcidn =z =flx,yD
lcance un valor maximo o un valer minimo; es claroc que z = f(x(’),yo)
- plano paralelo al plano  coordenado xy. Esta situacidn
Jeométrica es anadloga a la que se presenta en el cdlculo de una

ariable cuando se buscan los valores madximos v minimos de una



. derivable y = f(x): si en x = x, la curva y = () tiene un
O
o un minimo, entonces la recta tangente a dicha curva en

);)) ec paralela al eje x.
eamos algunos ejemplos sobre maximos y minimos.

JO 1 Hallar los maximos y minimos de:

NI BIBLIOTEC

b +

A DE CIENCIAS EXACTAS
b2 z = g - X - Y o Y NATURALES
c) =z = o~ yz “ﬁfﬁi‘.&ff;‘;ﬁ’é’z‘.{“

TON:

< z = G yz, z = 2x ¥ zy = 2y, de donde se c_‘oncl uye que

el Unico punto critico es C0,00. El valor de z en CO,0) es z =
0y =1 C(x,y2> = C0,0, 2z>0; por lo tahto la funcidn alcanza un

valor minimo en CO,0).

iz =9 - x* - yz entonces z = -28x, z = - 2y, por lo tanto
x Y

el tnico punto critico es (0,00. El valor de esta funcidn en

CO,00 es =z = 2. Y si Cx,¥y> =2 (0,00 z < 8, por lo tanto 1la

ﬂ‘i‘_mcién alcanra un valor maximo en C0,0D.

=S oz = - yz entonces z = 8, zy = -2y, por lo tanto el’
nico punto critico es (0,03. El valor de esta funcidn en
0,02 es z = 0 pero para los punto del eje x diferentes de
CO,0d, z es positiva y para los puntos del eje y distintos de
0,0, z es negativa. Por lo tanto la funcidén evaluada en su
punto ecritico no alcanza un ext‘remo relativo. Debido a 1la-
apariencia de esta superficie cerca del punto CO,O',ODI, este-

punto se llama punto silla de la grafica.

En la funcidn del inciso ad =z = 0 es un minimo
olutea ¥y un minimo relative. En el caso de la funcidn del inciso
Z = 9 es un madximo relativeo y un maximo abscluto., De la funcidn
“incisoc ¢) podemos aprender la siguiente leccién: el hecho de que
: yo) Ssea un punto critico de una funcidn z =f{x,y? no es sufi-
nte como para garantizar que f(xo, yO) Sea un maximo o un minime
€ dicha funcién. En el calculo de una variable se presenta una si-

acidn analoga: f’Cx ) = 0O no implica que fC(x Y sea un extremo
o . o .



y ) es un minimo, si
o

z z z

(x - ¥) @ z(x_» ¥ ) Fz(x_ ., ¥ ) 2 Fz(x . ¥

: . —[ > 0y ———=- > 0

ay” ox 3y 3

(x » ¥ ) no es maximo ni minimo, si
r @ e
2 2 z

20,0 v  0EC<, v) [a 2(x_, yo>]z< N
woaa 2 : '

< 3y ox 8y

(xo’ yo)‘ azzcxo’ yo) _ [622 (xo’ Y ) ]2

Ix8y

no a seguir para lograr lo que nos proponemos. Hallemos

iendo x = x + at, y = vy + bt, z = fCx,¥) vy el vector <a,b>

L= <

dz _ 8z dx 8z dy 8z
+ = —“a +

dt  dx dt = &y dt = &x

Q’Jﬁ

d=z

: dt|t=0

Ser (x_,» ¥ ) un punto critico de z = £(x,yd)
o

laro que es igual a cero porqus -——(xo,y 3 =§E(x Y =0
. aX < 0«>‘ <
i

(=]

2 2 2 2 z
dz=é‘§az+gy:;xab+gxz ab+a§bz
dt?  ax : 9y ay
‘62 !

= axgy por ser z = {(x,y? una funcidn polinomial Fes’te

vamos a aceptar sin demostrarled, por lo tanto =si A
2 2 2
a3 a4 ‘

eSentaamE{x, ¥ ), Ba—-—m—E-—-(x,_y)yCa-c?—z(x, v D

PRC o axady o e (3‘}/2 ° o

se puede escribir de la siguiente manera:

dzz 2
= Aa® + 2Bab + Cb°
Ar 2 1+

Il
2



Come A, B ¥y C representan numeros fijos y a y b varian de tal

e que a® + p° =1 podemos considerar a A2® + 2Bab + Cb° como un

. 2
A a® + 2Bab + Cb° = Ala + EE)Z + A-£~A—B—b2

19 Si A> Oy AC — B > O entonces Aa® + 2Bab + Cb> > O
=) Si A< Oy AC - B> 0 entonces Aa® + 2Bab + Cb° < O

para todo a y b tal que a® +b% = 1.

‘significa que f(x , ¥ ) es. un minimo si A > O y AC — B » O ¥y
Q o
' , Yy ) es un mAximo si A < O y AC - B® > o.
o (=)

'n caso de gque: ,

2l A > O v AC - B® ¢ O entonces Aa® + 2Bab + Cb~ puede tomar
valores positivos £n alguna direccidn y wvalores negativos
en otra. Asi, en la direccidén <a,b>=<1,0>, Aa® 2Bab + Cb°
es positiva ¥ en la direccidn <.a.,}::>=<‘—B ' A >
es negatiwva. ¥£2 + Bi 1i2 + Bi

b, A < O y AC - B° < O entonces Aa® + 2Bab + Cb° puede tomar

valeores positivos en alguna direccidn y negativos en

otra. Asi, en la direccidn <a,b> = <1,0>, Aa + 2Bab + Cb°
. . ) -B A

es negativa ¥y en la direccidn {—m— , o > e=s

positiva. ' Viz + B? Viz + B?

cd A =0 v AC - B* ¢ 0 entonces Aa’® + 2Bab + Cb° puede tomar
valores de distinto signo. Como A =0 y AC - BXO » B = O,

‘asi que si C # O Aa’+ 2Bab +Cb° toma valores de distinte

. signo en las direcciones < S . B >, £ < , B >

Vs ] /-"-—'—‘—u
1/82+C2-BZ+C2 /BZ+C2 L2, 2

vy si C= 0O, Aa®+2Bab+Cb® toma valores de distinto signo en

las direcciones <—£—, Ll—) v (“—i—, -£~>.
Y2 2 R
De 32>, 3b) y 3¢) se puede concluir que si AC - B < O entonces

Y;) ni es maximo ni es minimo.



;- altimo, en caso de gque:
2

AC - B" = 0, no se puede decir nada acerca de la funcidn
z={(x,y). Tomemos por ejemplo a =z= e yd' s =z = ><4—y4 v
=1 ~—><4~y4. En estos casos AC-B°= © para (xo , yo) = C0,0D.

4 4. . <4 <4
Sin embargo, en z=x +y , z(0,0) es un minimo, en z=x -y ,

2zC0,03 no es maximo ni nmdnimo y en el casoc zzl—x4—y4,

zC0.0) es un maximo.

.ﬁg 4: Hallar el punto del plano 3x + 4y — z = 2B gque estid mas

cercano al origen.

ON: Si (x,¥,2Z0 es un punto del plano, su distancia al origen

-,42 + yz + z° ‘, pero la terna (x,y¥,z0 que hace que D° tome
‘or mias pegquefio, es la misma gque hace que D tome el wvalor mas
Por lo tanto hallaremes la terna (x,y,z) tal que hace que
+ yz + z° sea minima. Como z = 26 — 3x - 4y entonces

w = + vy o+ (BB - 3x — 4ydZ.
allemos los puntos criticos de w.
Z20x + 24y — 158
24x + 34y - 208

inica pareja que hace w = 0O vy wy = 0 es C3,4). Vamos a utilizar

eorema gue nos permite saber qué clase de punto critico es

w = 20 v = 24 w = 34,

. XK xy Yy
[w C3,40][w = C3,42] - [w €3,4)]% = 2034 - 24° = 104 es
: XX Yy xy
Sitiva y w = 20, el teorema anterior nos asegura que en (3,4D
: ¥

.nZTa-SLI valor minimo. Por lo tanto, el punto del planco buscado es

T had B0 NG

IENTARI O: Este problema lo pudimos haber resuelto mas
Pidamente por los métodos de la geometria analitica, pero nuestro
_'?tivo era ilustrar el méisds de tratar tales problemas mediante

derivadas parciales.

MPLO 5: Hallar las dimensiones de una caja rectangular, abierta
SU parte superior, gue tenga un’ volumen de 32 cm® Y que reguiera

Menor cant.i Aad reaci Rla Ae mataerdi Al ~m crr Paled —n o8 2o



ON: Sean X,v.z las dimensiones de la caja, donde z representa

tura Yy sea S el 4area lateral de la caja. Se desea hallar el

minimo de S = xy + 2Zxz + 2yz, con la condicidn de que
= 32. Podemcs, entonces, escribir a S como funcidn de x, vy
54 654
S = xy + — + —
Y ped

: < =y - _6_..‘%. . = = x - 6_4. .
H x 2 Y 2
| x ¥
es el Unico punto critico de S es (4,4D. Estudiemos 1la

leza de este punto critico. Como

s =2=,s_=1, s,_=3158
nges S C4,4) = 2, S (4,40 = 1 y S_C4,4> .= 2, de aqui que,
LT X Xy 2 Yy
€4,43]1[S 4,41 - [S C4.421° = 3> O y S C4,4> =2 > 0. Por
Yy Xy X¥

anto, por el teorema enunciado en esta seccidn S tiene un minimo

L4 -
cuando x = 4, vy = 4, Las dimensiones que buscibamos son

¥y = 4, z =2 y S = 483.

Los problemas de maximos y minimos gue hemos resusltc las
_‘:emos ‘dividir en dos clases. ‘Hailar los extremos relativos de
: 3+ y'z, es un problema de extremo libre Cnote gque en este caso,
\‘:"«O X como Yy pueden tomar cualquier valor real). Hallar los
Fremos relativos de = = XX o+ yz sujeto a la condicidn
+Cy—1)2¢ = 8, es un problema de extremo restringide C(note que
este caso, .los unicos valores que pueden tomar la x v la v =son
¢lios que satisfacen Jla ecuacidn Cx-137 +Cy—1)2 = 8). En esta
cidn nos limitaremos a resol ver problemas de extremos
Jf-r‘ingi.dc::.s.



problemas que vamos a resolver en esta seccidn son:
"Hallar los extremos relativos de =z = f(x,y) sujeto a la

restriccidén Co condicidnd glx,yd = O.

il

Hallar los extremos relativos de w fix,y,z2 sujeto a la

restriccidén glx,y,zd = O,

‘gallar los extremos relativeos de w fix,y,z) sujeto a las

restricciones glx,y,z2 = 0 y hix,y,z3 = 0.

culo de una variable tienen la forma del problema del inciso
resolver el problema del inciso ad en calculo de una
procediamos de la siguiente ﬁanera: de glx,y2> = 0,
jabamos" a'y, obteniendo digamos, y = ECXD, este valor de v lo

os para escribir a z = fi(x,¥y) como una funcidn de solamente la

e se puede inscribir en un circulo de radic R, se reduce a

el wvalor maximo de =z = f(x,y¥D = xy, sujeto a la
ccidn xz + yz = Rz- De X+ yz = R? obtenemos y- = z_xz s Y
Tz = 21 RZ-x* », que es una funcidn de una variable,

casos es imposible despejarla. En & seccidn  anterior
vimos problemas de miAximos y minimos que tienmen la forma del
lema del inciso b). Por ejemplo el problema de calcular el
n maximo posible de una caja rectangular de superficie total A
se reduce a encontrar el valor méximd. de w = fl(x,y,z2) = xy=z,
}o a la restriccidn 2Cxy+xz+yzd = A. De 20xy+xz+yzd = A obtene-
i = CA-2xyd(E2x+2y) y de aqut w = xylA - Z2xyd A2x+2yD. Tambléé
iertos problemas de este tipo se presenta la dificultad vy eﬁ
S la imposibilidad de escribir a =z explicitamente come ‘una
6n de las variables X ¥y y, ¥y en caso de poder escribir a w

Una funcidn de x ¥ vy, ¥ hacer uso del método estudiado en la

ién anterior para hallar los exﬁremos relatives de w  permanece
aléunos caszos) el inconveniente de las complicaciones de ﬁipo
ebraico. Para los problemas de extremo restringida es mas

€illo el método de los mul tiplicadores de Lagrange.



Evaluar a z = fix,y) en glx,y> 0O, significa geomélricamente,
ar a Z = fCx,y? en puntos que pertenecen a una curva (no a una
Lricied. Por ejemplo cuando se pide hallar los extremos
:ivos de z = xy sujeto a la restriccidn <+ yz = 25, se tiene
évaluar a z = xy no en los puntos del interior del circulo, =ino
1os puntos gque satisfacen la ecuacidn xz + yz = 25. Ewvaluar
#.Y:zj en gix,y,z) = 0, significa, geamétiricamente, evaluar
| fCx,y,z) en una regidén que forma una superficie. Por ejemplo,
ndo se pide hallar los extremos relativos de w = x + ¥ + Z sujetd
. restriccidn X2+ yz + z° = 25, se tiene que evaluar a w=sx+y+z,
os puntos de la esfera hueca o+ yz + z% = 25 ¥ nao en lLa esfera
ida. Por Gltimo evaluar a w = f (x,y,z) sujeta a las
tricciones glx,y.zd = O v hCx,y,z> = 0, significa,
métricamente, evaluar a w = flx,y,2) en una regidn del espacio
forma una curva. Por ejemplo, cuando se pide hallar los extremes

d 2 2z =z . , .
ativos de w=x +y +z sujeto a las restriccicnes x + v + =z + 1 = 0

x -y + =z + 2 =0, se Ltiene que evaluar a w = x? + yz + 22 en los
tod’que estdn en la interseccidn de los plands x +y +z +1 =0
2x -y +z + 3 =0 que, como se estudig en geometria analitica, es

recta.

Vamos a resolver primeramente, algunos problemas de extremos
tringido=, wutilizando soclamente melodos geométricos. Esto nas

udard, por un lado, a conocer la interpretacidn geoméitrica del

cdo de los multiplicadores de Lagrange vy por otro lado” nos
gerird cdmo escribir en forma compacta una ecuacidn que contiene
‘solucién. En la discusién de estos praoblemas las curvas de nivel

las superficies de nivel jugaran un papel importante.

LMPLO 71: Hallar los extremos relatives de z = x + ¥y sujeto a la
Striccidn (x—-35°% + Cy—BDz = 2.

OLUCION: Para resolver este problema, ‘“tapicemos” el plano Xy
tilizando rectas de la forma x + ¥y = k, una para cada valor de k,
8Stas rectas son las curvas de nivel de valor k de =z = x + y) vy

Uego dibujemos la circunferencia C Cx—3)2+Cy—3)2= 2. Ver figura 41.
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Figura 41

é%mo las rectas con las gque tapizamos el ﬁlano-son rectas de
;mﬁente ;1, algunas de estas rectas no cortan a C, dos de ellas
n’ tangentes a € y algunas tienen dcs.puntos en comin con C. De la
metria analitica sabemos que x + ¥ = 4 ¥ x + ¥y = 8 son tangentes
C, 2i 4 < ok > 8, x + y = k tiene dos puntos en comin con C y si
< 4 & kx 8 entonces x + y = k y C no tienen pﬁntos en comdan. Como
Simmm interesados en evaluar a2 =z en los puntos que cumplan con la
ndicidn Cx;332 + Cy—QDz = 2, nos tenemos que limitar a estudiar
é valores de z en los puntos de interseccidn de las rectas de
gmﬁentesiwi que son tangentes o secantes a C. Para tftales puntos
dos los_varores de =z = x + ¥y eétén en el intervalo cerradeo (4,8],
sto signilf‘ica que el minimo valor de z es 4 vy el mAximo es 8. El
Blor 4 lo toma en el punto de interseccidn de la recta tangente a

Xty = 4, este punto es (2,2).

El wvalor 8 lo alcanza en el punto de interseccidén de la recta

angente a ¢ x + y = €, tal punto es (4,4D.

JEMPLO 2. Hallar los extremos relativos de z = xz + yz sujeto a la

eStriccidn x° + Cy-3>% = 1.



N: Para resclver este problema ‘“tapicemos'"” el plano xy por

- ) 2 z
e circunferenclas de la forma x + y = k, una para cada

eal no negative de k, (estas circunferencias son las curvas
2,z : ; ; . .
] de valor k de z=x"+y 2 y luego dibujemos la circunferencia

_332=1 Ver figura 4&.

Figura 42

Como las curvas de nivel que dibujamos son circunferencias
ntricas con centro en el arigen, algunas de estas
ferencias no cortan a C, dos son tangentes a C ¥y olras cortan
dos puntos. De la figura 42 se deduce que las circunferencias
y? = 4 vy 32+ yz = 18 son tangenteséa C, que las circunferen=—
_xz +7y2 = k con 4 < k < 16 cbrtan a C en dos puntos ¥y gue las
nfereﬁcias o + yz = k con O < k < 4‘6 k > 168 no tienen puntos
un con C. Como estamos interesadés en evaluar a z en los pun-
ue cumplan con la condicidn o+ Cy—BDZ = 1 nos tenemos que 1i-
- a estudiar lds valecres de z en los puntos de interssccidn de
;rcunferehcias‘xz + yz = k tangentez o secantes a C. Para tales
todos los wvalores de z = VS yz estin en el intervalo
do [4,16]. Por lo tanto el valor minimo para z = x° + yz es 4 vy

Aximo 16. De la figura 42 concluimos que el valor 4 lo alcanza

PR R ] - Ea N



10 3t Hallar los extremos relatives de w = 2x + 2y + z sujeto a

: z 2 2
striccidon x + y + z0 = 16,

-7ON:  Como ahora queremos encontrar los extremos relativos de
Kuncién w = fix,y,z) sujeta a una restriccidn gilx,y,zd = O,
< que trabajar con superficies de nivel, en este caso son
s de la forma 2xtay+z=k, los cuales son perpendiculares al
-~ <2,2,1>. Asi, tapicemos el espacio tridimension#l por medio
nos de la forma 2x + 2y + z = k, uno para cada valér real de k
5 dibujemos la esfera E con centro en el origen s + y2+ z2=186.
geometria analitica se obtiene que lias superficies de nivel de
k = & 12 son tangentes a la esfera E, que las suﬁerficies de
con valor de k, tal gue —-12 < k < 12 corta a 1la esfera y dque
-12 & k > 12, la superficie de nivel de wvalor k no tiene
en comin con la esfera E. Como queremos evaluar a w =2x+2y +z
‘puntos de la esfera E, tenémos que encontrar los valores que
en los puntos de interseccidn de los plancs 2x + 8y + z = k
tangentes o cortan a la esfera E. para todos estos puntos
ores de w estin en el intervalo cerrade [-12,12]: Por lo tanto
pr'minimo para w es -12 v el mAximo 12. El wvalor minimo se

a en (—-8-3,-8-3,-4-3) v el maximo en (8.3, 8-3, 4-3).

/0 4: Hallar los extremos relativos de w = xz “+ y2 + z2 sujeto

restricciones x + 8y —~z — 6 =0 y 2x -~y + z + 1 =0.

ION: Ahora notemos gue estamos ante un problema de hallar los
os relatives de una funcidn de la forma w=fCx,y,z2 sujeto a
éstticciones, una glx, ¥,z = QO Y otra hCx,y,z2 = O,
ricamente, esto significa éue queremos encontrar el cuadrado
distancia que hay entre la recta L determinada por los dos
dados y el origen. En este caso las superficies de nivel son
As de la forma x + y‘2 + 22 = k, es decir esferas concéntricas
fentro en el origen. Como las ecuaciones paramétricas de la
L determinada por los dos planos son x = -t + 1, ¥ = 3t + =,
~1, podemos obtener por medio de la gecmetria analitica que la
ia ent.re diché recta y el origen es ¥8. Asi, si tapizamos al

b , , z 2z z
tridimensional por medic de esferas de la forma x +y +z = k,



"< k ¢ 6 no tienen puntos en comin con la recta L, si k = B,

. 2 2 2
1a curva de nivel x + ¥y + =z = 6 ez tangente a L en

ces
| ij y las superficies de nivel de valor de k con k > & cortan a
ta L en dos punics. Como queremos evaluar a w en los puntos de
£a L, tenemos gue estudiar los valores de w en los puntos de
Lccién de las esféras x{q3+222k que son tangentes o cortan a
.a todos estos puntos los valores de w estan en el intervalo
;D- por lo tanto el valor minimo para w es 6 y lo alcanza en

1), también podemos decir que w no Liene valor maximo.

é?isemos los ejemplos que.acabamos de discutir, para encontrar
opiedad algebraica (si es que la hay) que tengan los puntos
ﬁeron soluciones. En todeos los ejemplos que estudiamos,
famos una coincidencia geométrica: en los ejemplos 1 v 2 las
‘s de nivel gue pasan por los puntos solucidn son tangentes a la
¢ que representa la restriccidn dada ¥ las curvas de nivel que
por los demis puntos de la curva C no son tangentes a C. En el

o 32, 1las superficies de nivel que pasah por los puntos
Eén, son Ltangentes a 1la superficie E que reﬁresenta a la
lccién dada y las superficies de nivel gque pasan por los demas
s de E, no son tangentes a lg superficie de restriccidn E. En
emplo 4, la superficie de nivel que pasa por ei punto solucidn
‘ngente a la recta . que representa a las dos restriccioﬁes

v en cambio las superficies de nivel gue pasan por los demas

s de L, no son tangentes a la recta L.

Sabemos que si z = f(x,¥) entonces VfoE,yg) es perpendicular a
urva de nivel flx,y> = f(xo, XQ) en el punto (xo, yo). Asi que,
Una curva de nivel C1 de z = fCx,yD ¥ una curva restriccidn
(X,yD = 0 son tangentes en cierto punto P, podemos encontrar una
a . que pase por P vy que sea tangente tanto a C1 como a Cz. Como
Y) = 0 es una curva de nivel de z = glx,y) entonces Vgl(P), es
r, 2]l gradiente de z = glx,y> evaluado en P, es perpendicualr a
n P v por lo tanto perpendicular a L, por otro lado VFCPY, es
ir el gradiente de z = flx,y2 evaluado en P, es perpendicular a
en P y por lo tanto perpendicular a L, esto significa que los

ﬁOreS VECP) ¥y Vg(P> son perpendiculares a L en P, esto es, VCPD



mbién sabemos que si w = flx,vy,z) entonces VT(XO, ya.zo) es
jcular a la superficie de nivel fix,y,z) = f(xo, yo,zo)- Asi
L Una superficie de nivel Si de w = f(x,y,2z2 y una superficie
cidn S2 glx,y.z) = 0 son tangentes en algin punto P, podemos
ar un plano T gque pase por P y que sea tangente tanto a Si
52_ Como glx,y,z) = 0O es una superficie de nivel de wi =
2D entonces VglPJ es perpendicular a S2 en P vy por lo tanto a
h_y.f_-,tro lado VfCPD e perpend%cular a S1 en P y por lo tanto a
mo tanto Vg(P) como VIE(P) son perpendiculares a T, podemos

que dichos vectores son colineales, es decir, existe algin

A tal que VECP) = AVg(P).

ora, sea w = flx,y,z) y C una curva determinada por las
icies gi{x,y,zd) = 0 y hix,y,z2 = 0. si C es una tangente a la
icieg de nivel S flx,y,z) = f(x, ¥y .,z) en P{x, vy .z
L] (=] o . (=] (=] o

~es existe una recta L que pase por P y que es tangente tanto a
;a S. Ya que VI(P) es perpendicular a S en P, es decir, va que
:es perpendicular al plano tangente T a & en P y L esta

ida en T podemos concluir que VICP) es perpendicular a L. Como

= 0 es una superficie de nivel de W= glx,y.z2) gue pasa
entonces VgCP2) es perpendicular a glx,y.z2> = 0 en P, es decir
‘es perpendicular al plano T; que es tangente a glx.v.z) = 0 en

ro como L esta contenida en T;, podemos concluir que VglP) es
ndicular a L. De manera similar, ya que hix,y.z2> = 0 es una
ficie de' nivel de w, = h(x,y,z) que pasa por P, podemos
}hir que VhCP) es perpendicular a L. El hecho de que los
%Ees VECPY, VgCP)> y Vh(P) sean perpendiculares a L implica que
ﬁ en un mi sma plano y que por lo tanto éualquiera de ellos pueda
escrito comoiuna combinacidn lineal de los otros dos, asi para

) existen dos numeros A y p tal que V£CPD = AVQ(P) + uVh(PD.

Tode lo anterior nos invita a que evaluemos los garadientes de
2 una de las funcicones involucradas en los ejemplos anteriores,
02 puntos scolucidn, para investigar =i la conitraparte algebraica

tongruente con los hechos geométricos encontrados.

En el ejemplo 1, las funciones que involucramos son flx, ¥yl =x+y

9Cx,y) = (x-30° + Cy-30%-2, los puntos solucidn fueron C2,2) y

4) /i PRNMRERENSE F NP 1 ~ -~ — - -~



7 (2x—6, 2y-56> ., por lo tanto vEcz, 22 = {1.1> v
Vo —2,-2>, esto implica que V(2,2 = (-1.-2) Vglz,28>. Como
1,1> v ¥gl4.40 = <2,2> tenemos V(4,43 = (123 Vgl4,4D,

ejempla 2, lés funciones gue sSe involucran son
_-xz + yz y gix,y> = o+ Cy—3)2 - 1. Los puntos solucidn
‘23 y €0,4). Aqui VIOx,yD = <2x,2y> y Vglx.yd = <(2x,2y~ &>,
r;,'t,o VECe, 22 = <O,4>{ ¥y VglC0,20 = <0,-2>, esto implica qgque
¢-22 Vgl0,22. Comq: VEC0,42 = <0,8> y Vgll,42 = £0,2>,
gECO,4d = 4 VgCO,4d .

el ejemplo 3, las., funciones que se mane jan son
2x + 2y + zZ2 ¥y ng;,y,zD = & + yz + 22 - 16, los puntos
rn fueron (-8.3, —8/3,: -4/30 vy (8,3, Brs3, 4-3>. ¥Vilx,y,zd =
¥ Vglx,y,zd) = <2x,2y,722>. Por lo tante V{(-8-3.-8-3,-4-33. =

i

by 9gC-8.3, -8/8,-4/3) = (-16/3,-16/3,-8-3>, esto implica que
.-8/3,-4,3) = (-3/8)Vg(-8-3,~8-3,-4-3). Como Vf(8/3,8-3,4,3)=
"y Vg<8,3,8,3,4,3) = <16,3,16,3,8-3>, podemos concluir que
8,3,4-3) = (3/BIVgC8/3,8-8,4-3).

el ejemplo 4, las funciones con las que trabajamos son

x* + }’2 + 27, glx,y,2) = x + 8y — z — 6 vy hilx,y,z2 =

Ttz o+ 1. Hubo solamente un punto solucidén, el punto (1,2,-1D.
Ly Y.Z3 = <K2x,28y,2z> entonces, VIClL,Z,-13 = <2,4,-2>, de
= <1,2,-1>, abtenemes Vgll.=2,-12 = <1.,2,-1> ¥y de Vhix,y,zd
1,1>, se obtiene Yh{1l,2,-13 = <2,-1,1>, Como ¥VIf(l.,2,-13 es
:ﬁdicular a la recta L.de ecuaciones paramétriéas x = -t + 1,
3t + 2, z = 5L - 1 y también lo son vgli,2,-12 y Vhil.,2,-12,
significa que el vector V{(1,2,-13 se puede escribir como una
nacién lineal de VgCl,E,—lD'y Vhi1l,2,-12, es decir, VfCi,.8,13=7\
2,12 + pvnCi,2,1) para ciertos numeros reales A y u. En este

podemas decir que VI({1,2,-1> = 2 VgCl,E.-—li) + 0 Vh(1,2,-1D.

" esto que hemos discuti;io nos permite plantear los sigulientes

enas:

Teorema 1: Si f(x .y ) es un extremo relativo de z = £(x,vyd
(=) (=]

eto a la restriccidédn (o condicidénd glx,yd = O entonces If(x ,y )

: L= (=)

‘g(xo R yo) para algén numero A. [Aqul se supone que z = lx,y) v

glx,v) son diferenciablesl.



oremd &: Si f(Xo,y§,Zo) es un extremo relativo de
(%, Y»Z2 sujeto a la restriccidn glx,y,z>2 = O entonces
: z )=k Vg(x , ¥y , z ) para algun nUmeros A. [Aquil se supone
o o] © )

FOX, Y220 Y W, glx,¥,z2 son funciones diferenciables.]

eorema  3: Si f(x, v, z) es un extremo relativo de
< [} [

iy.Z) sujeto a las restricciones glx,y,z) = 0 y hix,y,z3 = O

ces YOO,y ,Z ) = A Vg(x, y .,z ) *+ p Vn(x_, vy _,z) para

os pumeros ANy u [Aqui se supone gque w = f{0x,y,2),

'ng,y,zj y W, = hix,y,z) son funciones diferenciables.}:

Demostracidén del Teorema I: De glx,y) = 0, podemos decir que
te una funcidn y = f1Cx} Ces decir “despejaﬁos“ a la var%able Y
(x,y) = 03, asi que z = flx,y) la podemos escribir como funcidn
&lo la variable x, por el cialculo de una wvariable, si en x = x_
canza utun extremo relativo entonces dz. dx = 0. Como dz /dx =
ax) + Caf raydldydxd, entoﬁces en aquellos valores de x en los
ﬁi# funcidén z tiene un extremo relativo )

&af/éxi + @ rdyd Cdysdxd = 0, de donde

dy _ Car g

€10 dx T catsayy '

glx,y2 = 0, Cdgrédxx> + (af 3yd(dy~dxd = O, de donde

dy _  Cda/é&oO
c2) dx Cagrayy

' (1) y (2> se concluye que

af /< _ dg/Ix
af /oy = 8g-3y

de la igualdad de estas fracciones
af /.
ar-say

“Para algun nuamero A. Estas igualdades, se pueden escribir en forma

A Cagrad
A Cagrayd

‘mds compacta por medio de
Jrlx,y2 = A VYVglx, y2
qUe es la ecuacidn que satisfacen los puntos de la curva glx,yd) = O

en la que z = f(x,y) alcanza un extremo restringido.

Demostracidn del Teorema &: De glx,v,z) = 0, podemos decir

i qUe existe una funcidn =z = fiCX,yD Ces decir "despejar” a la

- 4 ~- -~ 1
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' como funcidn de las dos variables x y vy, por el calculo de

\

E ciones de dos wvariables, si en X = x ¥y ¥ = v w alcanza un
© [a]

"é relativo, 8w/dx = O y dwrsdy = 0. Como

es en aquellos valores de x y y en los que la funcidn w tiene

remo relativo se cumple

af ar az af a a=
— + - e =0 - —_— = =
€3 ax gz ax Y ay = ay ©
o lade, de gi(x,y.22 = 0, obtenemos
ag dg 9z - ag dg gz _
4 ox 3z Yoy Tyt

De (32 ¥y (4D despejamos a gz 8x y Iz 8y y obtenemos

O /350 _ Cag/ O Car ayd _ Cag ayd
ot 8z0  Cag-dz> ~ Cof-azd  Cog-ozo

qui

I S 9992 | oy 5

er _ (ars8z) dg  or _ ([o£,8z) dg of _ (ar-oz) dg
T lagrez ] ax ' Oy Jg- 0z B

hacemos N = C8f/8z)Cdgr8z), tenemos

as tres igualdades se pueden combinar en uné ecuacidn
VECx,v,z2 = A YVglx,y,zD.
e'es la ecuacidn que satisfacen los puntos de la curva gCx,y,z) =0

a que w = fC(x,y,z2 tiene un extremo restringido.

-

Demostracién del Teorema 3: Nos limitaremos a hacer 1a
.mkmtracién para el caso particular en que la interseccidn de las
Nuperficies glx,v,zd = 0 v h(x,y,2) = 0 es una recta L. Supongamaos
€S, que P(x;, Y e zo) es un extremo relative de .w = f(x,y.,zD
ést»l”ingido a la recta L gue tiene por ecuaciones paramélricas a
= at o+ X, ¥y = bt + y s Z = ct + z_. Como w = fCx,y,z) se puede

SCribir en funcién de la unica variable t, los extremos relativos



wa + Caf/8ydb + C8fsdzdc = VI(x,y,z> -+ <a,b,c>. Por ser
Yo'zo) un extrema relativo Vf(xo, yo,zo) + <a,b,c> = O, esto
fica que Vf(xo, Y o zo) es perpendicular a L. Como gix,vy.z) = O

superficie de nivel de W= glx,y,z2 ¥y estid definida en un

e v, = glx,y,Z) ¥y x = at + X, ¥y = bt + Y, Z = ot + z_. Asi
= (3g-8x) a + (dgs3ydb + (dgrdzdc = Vglx,y,zd - <a,b,c> pero
y.z> <a,b,c> = O para todos los puntoé del segmento de L que
iene a (xo, Y+ zo) porgue gl(x,y,z,) = O,‘ para estos puntos. En
cular se cumple gque Vg(xo. Y.» zo) es perpendicualr a la recta
D_é manera similar podemos ver que Vh(xo, Yo zo) es perpendicul ar
Coma los vectores VICP), VglCP) v VhCPD sion perpendicul ares a L.,
nces dichos vectores pertenecen a un mi&Smo planc, de agui gque

quiera de ellos se pueda escribir como una combinacién lineal de

otros dos, asl VICP2 = A Vg(P) + p Vh(P) para ciertos ntUmeros A

Vamos  a aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange
e
a resolver los problemas que resolvimos por los métodos de 1a

metria analitica.

i. Hallar los extremos relativos de z = x + vy sujetoc a la

restriccion (x-32° + Cy—~3)2 = 2.

lII.UCION: Agqui fCx,y) = x + vy, glx,y?) = Cx—-33% + Cy—332—8. Quer'e‘mo;_:
llar las puntos (xo, yo) que cumplen con_g(xo, yo) = 0 ¥ Vf‘(xo,yo)
'?\ Vg(xo, yo) donde A representa un nimero. Como Vi(x,y> = <1,1> vy
Yglx,y> = <2x -8, 2y -6>, debemos hallar wvalores de A tal qu?
21> = N (2x-6, 2y-6>, es decir 1 = ACExB) y 1= AC(2y—62 pa::uri lcj:n
nto t/C(2x-6) = 1/C2y-B3 es decir 2x -6 = 2y -8B de aqui x = vy, peré
ebido a que se debe cumplir la restriccidén glx,y> = 0, tenemcs,
x-20% = 2, x-3° =1 y de aqui x = 2 & x = 4. Per lo tanto los
ares ordenados que son candidatos a ser pur:w.t.os donde f(x,y? tenga
Xtemos relativos son €2,2) y C4,4). Por la naturaleza del problema
(2,2) = 4 es un minimo relativo restringido y fC4,4> = 8 es un
¥imo relative restringido. Aunqué no necesitamos hallar los

alores de A para hallar los extremos relativos podemos decir que un

alor de A es ~1-2 v el otro 1.2.



2. Hallar los extiremos relativos de =z = x 24 v “ sujeto a la

restriccisén x° + Cy—S’Dz = 1.

UC1ON: Aqui fCx,yd = o+ yz vy glx,yd) = o+ Cy~3)2—1. Quer emos
contrar las parejas (x,¥) tales gue glx,yD = 0 y ¥flx,yd) = X
(x,y) para cierto numeroc A. De < Z2x,2y> = (2x.,.2y-6>, 22X = AZx ¥
: AC2y—-62, (2x0AL2y-6) = A2xC28y), Ax = 0. Si N # 0, x = 0. De
y) = 0y x = 0, obtenemos Cy—_-:3)2 =1 vy de aquf ¥y = &2 & y = 4.
lo tanto posiblemente sean extremos relativos restringi’dos
;';2) = 4 y £CO0,4> = 16. por laé caracteristicas del problema en

2y, z = flx,yd alcanza su valor minimo y en (0,43 alcanza su

lor maximo.

3. Hallar los extremos relativos de w = 2x + 2y + z sujeto a la

. . z 2 2
restriccidn x + y + z& = 16.

LUCION: Aqui fCx,y,2) = 8x + 2y + z y gl y,2) = x4y + z° - 186
emos encontrar las ternas (x,y,z) tales que cumplen con glx,y,zD
y_ﬁVf‘Cx.y,zD = AVglx.,y,zd) para algiun numeroc A. De <2.,2.1> =
ax,a;,82>, ZA = &2/x = 2y = 1sz, ¥y = 2z, por lo tanto 4z° + 422 +

16, 9z%=16, z = *4.3. Por lo tanto, los puntos donde probable-—
nte fx,y,z2) tenga extremos relativos restringidos son (-8-3,-
43> v (8,%,8-3,4-3). Aqui también de lz caracteristica del
oblema fC(-8-3,-8-3,~-4-30 = —-40-3 es un minimo relativo restringido

f(8-3,8-3,4,-3) = 403 es un maximo relativo restringido.
L

4. Hallar los extremos relativos de w = x>+ yz + z° sujeto a

las restricciones x + 28y -~z -8 = 0 y 28x — y + z + 1 = O,

OLUCION:  Aqui £Cx,y,z) =x + y° + z°, glx,y,2)= x +,8y — 2 - 6 vy
X y,zd =  2x ~ y + z + 1. Quere;nos hallar los puntos ;que cumpl an
N a) ViCx,y.z) = AVglx,y,z) + uhix,y,2) para ciertos valores de A
¥ con b glx,¥.2) = 0 y hCx,vy,z2> = 0. As{ |

(x,2y.22z> = A<1,2,-1> + p <2,-1,1>, es decir

2x = A + Z2u Ry = 2\ — U, 2z = —A+u, de aqui.

2V + 2z = Ay 2% + 4y SX lo que implica que x = 3y + S5z,

MO gCx,y,z) = O v h(x,y,z) = O tenemos
Sy + 4z - & = 0 ¥
Sy + 112z + 1 = O



=—1 es solucidn de este sistema de ecuaciones por lo que

= 1. Esto =significa que en (1,2,-1) f(x,y,z> prabablemente

‘un extremo relative. Por las caracteristicas del problema,



N E e
- - - -
- i - -

=i ia trayectoria de un provectil es curvilinesa (no
~t, 1. ineal enitonces el veclLor aceleracidn es distinlo de ceaeros,

Sara  convencernes de esto.  debemos darnos  cuenta  gue  ias

v

las rectas tangentes varian dver figura 485, pero

wndientes a2 |
come el vaior de las pendientes de estas rectas tangentes =sta
aco oor ¥ L)L concluimos que y'CLI-x'ItLd es variable
ésio obilliga a que en ningun intervalo de tiempo. =x*Tt>. Sces
cean simuitaneamente constantes. Esto significa gqua en

srualguier intervalo de tiempo x°CLI varia o y'C(t2 varia o ambas

L . ] N v dx’C{id> |, dy’'Cid | :

varian ¥y <de agui podemos concluir gque & I S~ G ambas
L=

no son  idénticamente igual a cero’ Por lo tanto en el

movimiento curvilineo siempre al menos una componsnie de la

aceleracidn es distinia de cero (aun cuando la raplidez del

f rigura 48

Hemos diche que la direccidén del vector aceleracién por 1o
féneral no es | Langente a la trayectoria. csto  sucede por
elemplo cuando se lanza un proyectil desde un cafdédn inclinado
un angulo A con respectoe al suelo. si suponemos desoreciable La
reziztencia del aire (ver figura 473, La ifnica aceleraclidn gue
la &g causada por la fuerza con gue la tierra atrae al

to. v esta dirigida siempre hacia abajo en todes los punios
de i1a curva. esto es a =0 Y oa =—5.83j

24 W
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Fiaurs 47

Stro ejemplo que nos permite comparar al wvector veloocidad

il

Ccon 21 vactor aceleracidn en el movimliento curviiines, &= @)

movimiento de una particula a lo large de una circunrarencia,

L20 ' ;e . - - ' ~ .
lLas ecuaclones Darame.riCas a= una CLlrZunI grencCl A d= TAadlo

TGSE, ¥ SRsend, Zin embargo. estas souUuationss o
especilican 21 movimiento nhasta que establezcamos como varia <
con el tlempo ., Ss2a w la velocidad anguiar de ia gparcicula F
2 21 Liempo bt . For definlcidn w es do-dil, esto &3, W €35 L1a
razoen de camblo de & con respecta al Ltiempo Sn CAadiangs pob
unldad de Liempo, para cualduler dnldad de tiempo guse S uie.
Luego & es =i numero de radianes gue recorre @ en 21

5l w es contante. &=wlL. Asi, si w=3 ¥ la unidad de fliempo es =i

szgundeo, ©=3L v =2n Z segundcs € cambia en 5 radianes.

Supongamos  Jgie W &S cohstante. asi &swh v las  ecuaclones

paramstricas de la clrecunferencia de radio R {ver figora 130

son xX=Kcos wi. ¥ = R sen wh. For lo tanto la ecuacidn vector:ial
Sue describe al movimienitio es

_’ i = T —— .

rCit: = E coswh 1+ ®E senwlt ).

o Lanto

[

- 2 ~ 2,
HiL L. = T SEOSWIL L T W mEenwl o
- - -
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Figura 48
~ > Do ' ' . L
Como rdt3+VCL> = O, concluimos gque el vecltor de posicidn
~ - PR S, ‘e . N
tZ v el vector wvelocidad V(L3 son perpendiculares. es decir

YCiL2 es tangentie a la circunferencia.
N

e P 2. * ; ’ it o2
Gomo alil = (~wRIr{t>, concluimes gue el vector de posicidn
. . . > , ‘ .
rit2 v el vector aceleracidén altil son colineales v ademas de
: i : ™ + ; 2- - 3 - .
direccidn opuesta. De esito se deduce gue alt) no =s tangsente a

la Lraveciorla.

- : L . 5 3 z2_ .., 2 aF o —
rara este caso particular, calculemos d s-dl v jaLLJQ. Comno
& 2 2 ., 2 §> z_ X
ds~gt = VL3 = w'R., d's-dt” = 0 y Haltd] = w'R, por lo tanto
Z L 2 HZr oo~ 1
d s dt” = fadtd
El Significado fizico del hecho de gque la acelasracidn =S a

T c
io rarbo de FJO es que el movimiento circular sdlco pusde suceder
g1 ha} una fuerza gque continuamente empuja al cuerso  an
movimiento hacia el centro. Esta situacidn isica ocurre por

elenplo cuando se ata a un extremo de un hilo ura pliedra v se

le hace girar. lLa manc debe ejercer una fuer=za. que DOr La

tegunda ley de Newhon del movimiento implica una aceleracian

tacia =1 centro para mantener al objeto wgirando en Torma

. . o . . . . . . z_

Clroular, Ademds,. va gue la magnitud de la acelaracion 2= ow =
h

¥ 25 La magnihtud de la aceleracidn ancular. la aceleracidan deps

ZFer mayoer sl la velocldad angular =2 1ncreamenta. Zzio., Lambiaen
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—amo L3 funcion glil describe la posicidn de 1a particula =n

horizontal v ola funcidén hill describe 1a posiocidn &n

cLGn VErTicar . podemos USar Una eXDreslan veotor Lar Jue de
Afen L la Mi =iid Iinroprmacian aue DOl Leans
iones param2iricas de la Lrayecloria. £sia s
> . R ey -
O = il - nlLs
FULY reDres2nta Ul vecoLor con pUnto iniclal o en L or Lgen
AUNT.e [inal, =en el punto PCgCLld, hIOL32 ., wver Tigurs <2, as:i
- o~ ) nd - - . . -
cuando L ovarza. el punto Final de r(tl va descriprendc la
: y
P
@
h(t))
L
x
-
o g0th

L
LS
i
8]
{ ]
e
fus
i
s
FL'
‘o
Fl'
ul

sremos pues, encontrar la veleccidad v la
articula concciende el vector de pozicidn rIud,

calculo de una variable. sabenos gue =i y = F{L2 =8 la acuacliog

e

M
[t
6]
r
i
g
I
i
3
jes
o
i
il
u

que describe la posicidn de una particula qu

a derivada 4de Ll con respecto a b nos da la velocidadg

de ia particula en =21 iiempo L no podemos aplicar =1 mlamo

T Fo.. - F oL .
DEDCERdLImlentda a0 O ¢ DOrgUe L mo 2s e ilNnal on gris i

embargo. 2L 4L Tulo de wuns

3

veclLores; i

0]

e
0
)
"
Ui
I_l
o

Valores numer

¢

variaolie nos sudiere gue nveslLlguemos si

-> ., V- = . ..
P . AL UL
L LaAm —
.. . FAN
AR AN



cantidad gue sirva para representar realmesnte la

riicuia en cualquier punto de la Lravecloria

&

idad de Una oS

ita ocor Touy. Reoresanitemos a (?Ct+At3~?Ct3)/5t Do medi o
ArCtI AL v & Lim ARCLD SAL por medio de ArCLy gL Aagamnos
AL O
MCLD1+yCL2 ] v escribamos a (12 en términcs e las
-
mpona—'}!’:t.es de r{iJ
ARCLY | FCL+ALY-RCLD
AL - At
: _ (xCLHALIL +VCLHALD §) — (XCLI1+yTid 1)
: - AL
L XCE+ALD —xCL5 . wCL+ALD —y( LD,
- at At -
, AxC L3> Ay( LD
; I X Y C R
tanto
L aRdt = Lim APCED _dxCHY . dvCid
L At dt - dt.  ~
AL +T

. : ; 2 ; P2 ;
aguli gue podemos calcular a drdi2osdt por medio de sus

MDONENTSS . Ya dimos ei primer paso gque nos ayudaria a

wwvestigar si J{iJ representa realmente la velocidad de una

!

. . >, s -
la gue sigue una travectoria rltl2: escribimos a (12 en

: _ . ‘ . 3 . :
érminos, cde las componentes de rCt3. La figura 44

. . ; . .2 > ..
=ignificado gecnstrico de rCt>, rdt+ALD, ArCL+ALD,

AxCLY) (o AxD vy AyCid (& Avd.
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esta cepresentada por el vector Con DURLO LALlol Al o@n T o

Unts finar en O, cuando At tiende a cero, O s2 acroxima s 5o

el irabajo del o ciailoculo de una variable.  sabemoss i La

~yerda ©l 3% aproxima a la recta tangente a la curva =n Fooopor
e " M

mva en F.oasl drdilsdt Liene la glrecclon corrsons Dara Lla
meldad del obielo  en movimiento. Conoclands  anuocnoess
Cnaodbt. podemos hallar las ecUuacionss  paraleloicas dée Le
La por el objeto zn movimisnoo,

o gue, conocemos las coordenadas del punto PCL,CLIY v

Lt
I

un veclor paralelo a la recta tangenie dado por << {L3 . ILDs.

)

- N , . 2. f .
Anora falta calcular la magnitud de drctl. db Yoover i &St

~
{1
M
=
o
q
fu
‘G
'—l .
[0}
T
t
Ip)
0
J
A
o
i
1]
D
g
C
0
<
13
T
' -
0O
G
T
¥
i
5
i
-

nos da 2l wval

piempo L. ant
crocadimiento para 'numerar" una curva & gue nos avidara a

grar nuastra objetive. Esto puede hacerse de la ziguiente

b 2 fFe seiecclona wn punto cualoulerg de Lo curwc J Sorae
sue sirua de punto de rejerencic.
G & Farliendo del puntc de rejerencia. s2  @ligs un

gent ldo sobre (a curva como el senitideo cosiiiuc v o=,
otro como el sentido negalivo.

Poss 3:  SU PCx.vD es un punto de la curuea. sSea = Lo
de arco. Tcon signo’”, scbre C desde =l puntc de
referencla Aasta F, donde § es opositiiwva 51 2 =ssia on
el sentido positlive a pariir del punto e refsrencico.

-

s negaliva sl £ esta en el sentido newative., Fer

‘.
T

[s
iy

Lgura «<5.

1.,

%

"

5

s:4d s

5=6
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Por medio de este procedimiento se determina un pcunte’
w3 de la curva. cuando se da un valer de s. For e ismglo,

stermina 2l punio dque esta a dos unidades sobre la curva en er

W

eniido positive a partir del punto de referencia v s=-

. - -

etermina el punto gue =2stid a 3 tnidades sobre la curva en el

<i tenemcs una funcidn de una variable L. donde t rzorssenta

i tlempo. aue nos da el vaikor de s para cada valor da LU oy el
entido positivo de la curva la escogemos de tal manera que s

rece cuarndo t crece. entonces gds/dtll nos da el wvalor de la

apidez de la particula en el tiempo t.

i ZL la curva C estad definida por el vector de posicidén

(Ld=xCtli + vt i, el calculo de una variable nos dice cual

o
]

o

a. funcidn de una variable gue nos da el wvalor de s par
vuaiquier valor dei tiempo t. Esta es:
i / .
—~ » TN z » 2
s = f L C Y. + (y'CTD) 4T
o
ogr lo tanto, por el teorema fundamental del cilculo de una

variable

, ,
= Y IxCd1® [yt ”

] , L . , > o~ _
por otro radeo la magnitud del wvector drdtil- -dt = x"{LZi+v’ L3

pn
= v [xCtd]% + [vced]’

|

Lo anterier significa gus la magnitud de d4drdid.,dt nos da el

o
+

‘ ds 1 _ )' a2 Ced
R -

vaior de la rapidez con que se mueve =1 objeto =n =1 tiempo *

oy - ' Nl ~ -
Hemos pues. llegado a la conclusién de gue drdbd./dt 2s  una

Cantidad vectorial gue proodorciona el valor de la wveloclidad del

sto en movimiento =n el Liempo ensmos  derscne de

i+

v asi
17 - - L - ek e D S T - P
ALanar a4 ars Lo Gre f-_-"l Ve rl ) Vel ocldad en el T.i em]‘:.o [T A& L N

S prim - S L L P T X
SlmDolo, EI S:pmbol oara driidsdt sera VOLd, Indicarsmos las

G
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’ c.slﬁpfﬁl"e“ oS Jdes Ved Uil SUT S Lor
GOLD = v Uy o+ v (L

respectivamente de ia velocidad, esto tambhlién 93ida SonLenido

R P ) .
arcio dxCL> 0 dydCLc
> - = - L+ = S
At 3T du
Las compbonentes horizontal v verilcal de la acelerasion son
2 - 2 :
d =Cuo g v(LD —_ \ . ; .
- W ————, £31cs hechos cuaeden Sar exnrasados
2 - ., 2 - i
At [a ki

vectorialmente en términbds de 1a derivada de (23, Z=wo 2=,

Aefinimos =i veclor aceleracidn como:

i+ =) = xUCEILey O
dt dt

y S
Jodl por YOLS entonces

denclamss 4rid
) ;
[ SR .ok 2 .- L2 -
£ 0= 4dVOLs d x>, | dyCt>, _ o~ e~
= = i+ =i = a f{tdi + a {2
. ., 2 s X h's .
at dt )
2. 2 .
_ - d"xCiL3 d yCt>
donas a ~tr = - v oa (> = )’2 ;
B 3 :
dt Y dat
.2'-}1,. -
. . LD :
magni tud de - eslid dada por
at
’ .
2 ; 2 2 2 .2
P i = S (a2 AT viD
- -
L odt 14 2 .2
' dt at
, . 2 .2 — . N
ero esta magnlitud no es ad s.dat cstbo Se ousds  wariiioar
. z 2

la derivada con respecta al tiembpo de la rapidez Jdso-dt.
i ) ‘ . 2_ ... 2 . ..
Jeremos mas tarde gue d 5.9l no es mas gue una  combonsnte del

VECTOr acslersocldn.

n necha imoortanie es aus ai NI TY acaLer alon
- R
N I AL . ; ; -
N » por 1o general No es Langente a la curia.
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FUNCIONES VECTORIALES

UCCION

ste capitulo contliene los siguientes temas:

omponent.es fLangencial v normal de la aceleraclion

(v

. RN . no m -
lgunos ejemplos de funciones de K en R paran, m = 2. 3

las primeras dos secciones de este capitulo se estudian
s . o 2 ; L. . :
amente las funcionss de R =n R en &l contexto del movimiszanto
particula =2n el planc. En la primera seccidn se da una
. . . X P~ . . .
ficacidn de porgug es razonable que (L2 represente LA
N . . . g .
idad de una pariticula cuando LS as  la

a en el tiempo t. En la primera seccicon se

articsulares de movimiento curvilineo v ean

informacidn acerca del moviniento curvilineo con avuda de los
de acelaracidn Ltangencial ¥ normal . Loz
iento gue se consideran en estas seccicnes son tales gue
s U2 para todo t. inalmente, én la tercera seccion s2 dan

v

. 3 — —~ M - s
de funcicnes de B en R para n, m = 2.3 gue surgsn del

la geometria. .

MOVIMIENTO EN EL PLANO

5i una particula se mueve en un plaho y Se 0os Dragunia oo
ra velocidad ¥ la aceleracion gue tiene dic

e
algun punito de su itrayectoria v =1 Unico date gue se nos da. e

: . ., , . . L 2
Jue siguid una bravectoria gue tiene por ecuacidn a v = K. es
imposicle saber 23 valor de tales cantidades, =n cambro, Si oSe

nos lnforma gue La Lravecloria Jdue si1guld la pariicila esta
dacia oor las ecdaclones parametricas ¢ o= glis, v o= Bl l donde o

Sorasenta 21 Liemper. I mewlirSmos Al Aar eI 0 2l osesemar esen en e ls
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Sorempio fde mevimlento dua aundgue 21 obleto s mueve s Lo
mges e un Ccircudio oon raplderz constanie. 2Sta Aaclwenadd  una

eSta aceleracion la gue continuamente Camdia _3

Tk

r\l

]
",
B
e
L
v
G
)

]

Vi

recoclidn del movimliento ¥y gue s1 o deia de exisilic, @1 obieba

moveria en linsa recLa.

COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA ACELERACION
Si una particula sSe mueve de tal manera gue sU Lravectioria

L 1l
ks

)

P

[\

5

M.
ot
]

}-l

0

W]

(]

curva vy para la cual conocemos las ecuacions

(19}
o)
ot
o
@~
QL
<
I_
)

comc funciones del tiempo. va podemos calcular la mac
. i

“direccidn de 1a velocidad vy la magnitud y ia direccicon de ia
aceleracidn. Chituvi mos estas cantidaées calcul ands Las
componentes de la velocidad v la aceleracidn en las dirscciosnes
‘de los £jes x. Y. En él movimiento curvilineo la dir=sccidn del
movimiento esta a lo large de la tangente a la curva. p=ro.
como ya hemcs sefalado. debe haber alguna fuerza actuands gue

continuamente cambia ia direccidn dei movimienio. porgues Jd2 no
existir esta fuerza, el movimiento seria en linea recta. De
agqui que la fuerza gue cambia la direccidn del movimients debe
smptliar a2l objetc an una direccidn diferente a la dirscoion
tangente. Para estudiar itales movimientos, es utll saber gque
sucede en ia direccicén de la tangente v gueée esta acLuands cara
causar la deswviacidn de esta direccion. El saber gue el vectar
Yy = ai o+ avj noe nes dirse culdnio de La

aceleracidn actda a ico largo de ia tangente » cuanio no.

—_ s

Feconsidera2mo orimeroc al vector tangente. Las ecuacionss

n

Carameiricas gue hemos usadc agul para estudiar la velocidad
ia aceleracion nhan =sido funciones de un parametrs 0 gle
rmzoresenta al Liempo. Sin embargo, cdando un punto P 52 musve a

O largo de una curva. su posicidn puede  ser especl{icaga oob

=

ia longitud de arco % ague ha recorrido desde un cunto de

~ .

rererencia al que se le asigna s=0. For lo tanic &) vecior ds

DTT1ICLOn ges
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et sSe muave de P hasta Q, r(s2 cambia a ris+Asl

L

Cfrigura 482, Por lo tanto
- =+ -
A rls+As3—r(s2
As As !
> L
. . s e dr . AT
podemas ahora detfinir dr-ds <como = = Lim —.
A
AS>0
-3
. . . . L dr — . .
Calculemos i1a magnitud de I - L rdsl = x(sDi + wigli vy 5 es
L o
funcion del tiempo L, entonces
P~ - 3 .
dris> _ dx(ss dsi L 9yCsd ds.
dt ds 4t gs~ at’
p . —>»,
_ d=s asz)i . 9vCso> .} _ ds driso
dat |Tds ds  J dt ~ ds

in:jr- | _ éds i 1dr er o como ﬁ' _ d_sl entoncas = o R
latl = jac| sy 0 F dat at| < == l@s; T
-—)

- . .. -3 . .. ‘ :
Encontremos la direccidn de dr-ds. La direccidén de dr-ds es

Cuando As se aproxima a cero. O

B8

el limite de la direccion

. R d N .
se aproxima a P. As!i que el vector dr-ds es paralelo a ia recta

. N N . e -
tangente en P, Veamos mas sobre la direccidn de dr-ds ver
& :

= . -~ S P =+ R . .
figuras 48 y 303,y 2.83. rl(s+As> - r{s), para As » O. tiene i1a
> > . .
. . . . : rées+Asd> — ris> | e .
direccidén del vector FG, como As > O, - - Ltamisl én
L
. . .o *—CE g > -~ » -~
tiene la direccidn del wvector PQ. rls+As) - rf(s3, para As<«C,
> = . .
\ . . R _— - rlsTAsl — oL
tiense la direccidn-del wvector @QF, coma As ¢ O, "
A=
Ltiene la direccidén del vecior FPO. Esto significa aue 1ia

. .. > .. .
direccion de dr-ds es la del vector tangente a la curva en P v
gque apunia =n la direccidn en la gque crece s. Vamos a denotar

. . > i . \ =
al wvector unitario dr-ds por medin del simbolo T.

! : ’
4 QIIO ﬂ (=
\] 1, [
v
\',V Y 7 qul\ 7
1' ) \5
<
P [
1 ‘(!\
+=0
o > o >
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. . . =% oA - . .
La direccion dael vecLor 1 se especifica por Jwver figura T13
ANCUL S @ medido Lal como Se hace en trigoenoimsir:Da. Zntonces

puedse valriar desde O a 360.

Cowno 050 = sk o+ wIED 1. entonces:
2 _ oFfCsl _odxdsy. | dy(sD
T T ds - as ds  °°
=L wvector T tiene la misma direccidn que La del Joeoctor

. > ;
ar _ dr ds v ds
al ds dt - dt
‘escogeremnss gque s orezca cuando asi lo haga ! Liempo ©.

£s DOSliiva DOorgus

=
Y

—-

Flaura 5i

ara determinar i1a aceleracidn gque obliga a gue un cbhieio =n

na curva se desvie del movimienio ractilinec.
I

novimienio sobre

C

orimers estudiaremos la razdén de cambio de 1.

Zomo T es un vector unitaria. Siempre es posible escribirio

2n la forma @1 = cosgl + sendi, donde ¢ representa ia dirscgion

Zomo d?/d¢ {—sengdli + Jcosgli, podemcs Ver gue el adlon

; . = . R - - . i~

hav s=snitre di-de¢ vy 7. Como dirsdeg = {-senddi. + C(cosdlj

. - - L . o 5 = .

ToslsprG0 01+ 5enl@+3070 j: concluimos gue dl.d¢p =3 un veclLor
. ) o .- - ~ O . . :

gue tLiene una direccidn iauail a ¢ + S0 v ademas 2% uniiario

£z z,
DOr U !de/d¢!g = Vsen'@ + cos 4 = 1. Por Lo tanto. ooden

6
{3

. . . . i e 2 E- 3 . Tt o
ChOLener el Veoldor Qi dd a Darwirnc del wvector 7. Jllrancood o 211

SNt LD canhrario al de las manecillas d=i UL, 1S
Uloura ZED A sEtie vesLor Lo vamos a reppresentar ool aedlo Jdel
3
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Figura 52

o s - .. >, . . L -
a eSCcriblr La acetferacl on act) (=1 Lé&rmlnes de 15
= o . . =% > . . — .
L y [N LOS VedclLoras i vy N nos servilran Ccomd vVecLol &S

Vamos

vecLores
unitarios de refsrencia,., asi como nos sirvieron los vecitores
unitarios i ¥ j cuando estudiamos la velocidad ¥y ia aceieracicén

en 14s direccicnes norizental ¥y vertical.

- - : Lol s > P - . S
Zi ei veclor de posicidén rct2 es rdi2 = (UL 3> + wliL o
L R
: o R - - . % : 3 ;'k,* - ’,—J',.&__
gntonces sabemos que &1 vecltor velocidad es VILY = driil.-di

s -
. drl=d A= ds
'-,'l = ———— s - — = —
as dt dt
e L, .
r . s duls> crpl LI
YEAMCE U Casc paritlcidlar tara ver Jue T = o . [alede
* " - an D 3N
ﬂ el
. eiu . . o .
io gue podemos escribir o sin necesidad de w=speciiicar =1
i b
. . -+ -» D o m
paramenro del gue depende U, Sea u=(3cost2i+{3sent2j. I=L=&60

, Y > ., - . - . ' .

La grafica de ult) es una circunferencia de radio 3 con ceniro
en =1 origen ¥ orientada en sentido contrarico & las mapscillas
del 'reioj. Para cada valor de L, se&a s la longitud del arco

subtendido por el dngulo L (figura 530, es decir, s=3L o L=s.35.

Ahora
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duds) _ . {_ __ .3 d s, . _ s, 4d .5, .
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Figura 33
D . C e o 5 . .
vector aceleracidn estd dado por dV-.di. por 1o Lanto
. .
RN dV _ d {ds =»
Al Ly = = = — - 4
dt di |dt
_ 14 (ds) = He &7
- e - L - T
di “tdau at - du
2 . .
d°s a ds at .
= 1 + —=—— :
L2 at 4dt
4t P
=X =
al di ds
COMQ = = 54— =
. a5 At
tanto R ;
, . =
- d s = | .ds. .2 di
a = 1~ C'—’ oy
- at ds
[ag
. > . . . . 2 .
escorioir & & en ierminos de 1 v N. recoraando
Asi. de dT-ds oDLensmos:
= ; i -
(S U & I tw o g e
B - Pl — - - ™
iz G Os as

iy

Jlie



> .
> d s 2 ds.z ,dd. o
2 = e 5D (DT
, 2 dt d=s
dt
expresadoe ai vecteor aceleracidn on término:s de Jdos
. . . —- . F 42 - ‘ .
peroendiculares, ©i orimero, d” soalTe o esna A Lo

la curva. La segunda componentsg esti a 1o largo de N

t.iene magnitud.

todo (ds)z ’
l ds “d ‘
: A v iaa w2 : N . : .
La cantidad Cds-dil es simplemente el cuadrado de la
. . : I LI ' ) -~ 4 .
apidez instantinea [v <t3 del objeto a 1o large de la

tyrva ¥ la cantidad deé-ds proporciona el valor de la curvatura

W]

e 1a Ccurva. 31 represenitamos a d¢gsds por K vy a ds.dt por v, 1

ceieracidn ousde ser escriia como:

> d = z >
2 =227 + BKv' N
at
2n términos del radio de curvatura R = 1-¥
- . 2. = 2z ., =, =
a = {d's~du 21 +CVxRDf3!=ai-i.-aN.

& T S

p . - - 2 2
Ceberiamos ver también gue la componente mormal (v . REIN esta
e , . — . - . . z
dirigida hacia el lado c<dncave de la curva. fa gue v oes

L. , L 2 > 2.3 .
positiva. la direccidn de (v ~EON o CKv' ON depende de EN. Dos

I

Ustracionss puseden convencernos Jque la componsents normal

reaimente dirigida nacia el lado céncavo de la curva. =Zn la

agura D4, s e8 pasitiva hacia arriba. =i wvector unifar:ic
Langente T como ya Lo hicimos notar posee la direccion en 1a
- x : - -~ -

due crece = ¥y N una direccion mavor en S0 en seniido convirario

de ras manecillas del reloj a la direccidn de T.
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-
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ors . 7 gsd

ura dosds es NEgAaliva en FPopordue b decrecs Cuahidd S

e LG tanto ©A4 v W Lignen direcclones oDUESLAI. &N
aounta hacia =21 ifado concavo de la ourva
deremes la figura 38, agul s crece hadla alda o, £l
R - 3 L VoA - .y o= - ] -~
Langente @ o dliene la direcclidn en la Jque creca 5 00 0w =254
2 : - : 1 1
oo gn s&ntido contrario a1l de 1as ias
=%
respecto & 1.
y
. I
: P
KN
T
F ']
'
¢ ¢
LA
0 k}” o 1
/
[ v
Figura 55
jelo Se mueve =n La direcoldén en ra Guae $ or@ile.

¢ es creciente ¥y por lo tanto de.sds es positiva., De

KN ests owra vez dirigida hacira el lado cdnocave de ia
]

gsta exoresads en térmings e los vecterss @0y oo en

de los wvecLores 1 ¥ N. DSOS S[Sirve Darada CalCl. & &o

i—a ) Jeamos un

Supongames Jdile Un cUerpo Se mueve a ia largo de s dna
cuUvAas ecuaciones paramebricas son X o= cosi - L S&nL. ¥y =
Lcost. Encontrar AL VoA

La =elaciaon wechorlal dUue ra2orssonta 4 SdvimlenT o s



ar Lo Lanto

F s e~ L -
YVOLZ = {icostli + C(ilsentil i

* - - ~ . : oy F Y A
altld = {~-tsent + costii + (lLcost-sentl)
- i e : 2 a2 .
ds-dt = GVILoHL dsodt = Loy de agul, & o= disedit o= g
H i . - = T
12 2 /. . ~ 2 - , w2,
y 2, = jay - oa = Y {~tsent+cost) +{tecast+sentd -1 = |
- N ! -

© I . . B . =3 ,
La eXpreslion para a en terminos de LO% veclLores E3 hd 8

Hesira mas claramente que la expresidn para a en tE@rminos de
los veciores i v i, un hecho fundamental acerca del mowvimiento

urvilineo. Uno itiende a pensar que la primera derivada del
\ X . . . , . e an 2 ..z
valor algepraico v de la velocidad., esto es dv-dit o dis.di™, =s
a aceleracidén total o resultante. Sin embargo . un cambio en
a direccidn de la velocidad también implica que hava
aceleracidn. Esta aceleracidn apunta hacia el lado cdneave de
la curva ¥ nuestiro resultado para a, nos dice cuants es esta

celeracidén normal . msta cantidad aN tamblén S liama

aceleracion centripeta. Ya que la aceleracidn normal o
cent#ﬁpeta se presenta en el movimients curviiines, alguna
fuer:a debe producir esta aceleracidn. Ademéé, en vista de
gue 2 = cd’=rdt®»T + xv®HR, nmientras mas grande sea la

to largo de la curva, a2, depe ser mas grande ¥y por lo Lanto de

la segunda ley de Newiton sobre el movimienis. 1a
produce esia aceleracion debe sarr mas  garandsa,

hi
<
14
¥
[
¥
)
i
]

Utilicemos el valor de 2 en términos de Lo
para caicular el wvalor de v para guUe un sSatelite enure 2n
Sriita circular. Supongamos gue la Srbita de un satdlite es
circﬁlan, el cenuro de su Ltravectoria s el centro de la tierra
Y aue orbita r meiros desde el ceniro de la tierra. La magnituad

la fuerza gravitacional ejercida por la tierra es:

- _ S5Mm
r - »
1 2
r
donde M es la masa de la tierra vy m la masa del saweliie. La

Magnitud de la fuerza centripeta requerida para mantener al

Salf@iite en su travecboria circular es:

— my




- F"S :
=1 radio de curwvatura s . Fara  drje =l L es
=Tt A BN SU LravelLloria circdiar, entonces Loda Lo [uerTa

3

C

ara 2jercer la fue

suvltacional delfe ssi usada

3

spacio tridimensional. Fecordemos de una curva O definida por

R . . N - B N . - ..
ina funcidn vecroriszsl; riitd = < £CL2, glCia, hiit> >, se wbitisne

e manera similar a come se obliiense la grafica de una curva

‘ : . . F s PR : :
definida por una funcidn vectorial rlil = LfCL3. glilisr. Yeamos

m
ll‘.
fes

Trazar Lz curva que Liense la ecuacidn wveoLor

oS t. Sent. Lo oDara o= i,

tn
i
-

) ; - s - N L% v o . 1 - e S
U IR I e LasS ecUuaciones Sarametrlcas a La U Y a A
A

. v=Esent, =Z=i. de donde conclul mos gue Wy =L

agnifica cue todos los ountes de la curwva ssian Ssn el

2 2 . - L L
ro circular racie x o+ ¥y =1 Eata informaciaon nos
vyudara a graficar la curva. Lampién nos avudaria =l TEI UL Ar

T4 T2 37T % T ST 4 372 TIT 4 =i

¥z 2 O —¥z2.2 -1 -z 2 ke /2.2 L
2.2 1 Yz .2 & ~vY2.z @ -1 -Y¥z.z W

T no2 R T ST 4 ‘af.z TTea =0

ibuic Ze la curva se& muesira en la ‘figura T6. Ze Le pueds
imaginar coma un Lriidngulo rectangulo isoscsies dque s
ila 2 Un o 2lilndro. Zn el triangulo ABS Ce La  Uigura S8

Lo AR 82 depe Tesnrolilar' alrededor de la aciroaniersncla

> Lov ocenwre  =n {0,007 que astd en 2wl pland X ooon
pado en Lo
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Figura 56
gste caso, ia hipotenusa determinara sobre =21 silindrao
l1a curva T que deseabamos graficar.
LO: Trazar la curva ouya ecuacidn vectorial e
z2 .3 ’ '
A A
ION: Las ecuaciones paramébricas de la curva son x = L,
2 3 . 2 .
v T = L7, de donde concluimes que ¥y = X, a3 decir los
i
. s Cae . , z .
‘puntos de la curva esiin en el cilindro parabdlico y= x. La

figura 37 muestra un dibujo del cilindro y una porcicdn de 1a

‘curva de L = 0 a t = 2.
Z

4




- = .
jendose €N un Sistema coordenado de Lres dimensicones.
SRDoo= il adn . nlLlY oes la 2ouaclon VEeCL S lal o ol
2l movimienis de una particula on el espacio. donoe 2l
Loes 2l Liempo. la wveiccidad de dicha pariticula en =l
esha dada por
F, A P N R,
Ll = TR = {5 CLD 0 gt dLd, mTILT
racicon de la particula en el tiempo L 2sta dada cor
> - _>.| g e Lo~ e v g ~
ali) = £ LD = LY, gtdid, ntlLin.
] T P o N :
s <Zlero aue s rds2 = J{flsd, gis3, RIsir: 23 ia
‘yacion veotorial de wria curva O, donde s es el parametro
'_ N Il . o s e '!_’yf._.‘-!l . - L T .-
ngrtud de arce, entonces [((r'ds3 il = 1 v gue la acsleracidn
L3 S22 puede sscribdir como
.2 . 2 2
+ d s =, ds.z, o d = = v
alil = Tiv (K N = I+ = N
- di 2 K
g dl
— - n — -
EJEMPLOS DE FUNCIONES DE R EN R PARA n,m = 2,3
En geometria analiitica plana se resuelve el probilema ds dads
11 CuUnLto  en coordenadas polares; esceribirio en coordenadas
fCariesianas ¥y dado un punto en coordenadas cartesianas.
escribirlo en coordenadas polares.
4Y [
' P (X,Y)
1](re)
{
1 Y :
I :
& ;l -'
o :
H——m x —-
4 -
cigura 53
La figura 58 se btiene gue si v & son laz coordenadas
Glar=s de P antonces
¥ = r coss
WoOE O o seng




sue 51 {x.¥D) son las coordenadas de P entonces
—_—
/2 2
o= Vo
- BIBLIOTE QY
are ban v 21w » O DEC!ENC{ASEXACTA‘
. Y . : bt
T + arc tanmn = sSi x < EL SABER BE i s YNATURALES
& = pYe “’m-\}"cmm)gz.
neoE 21 x = 0, v » O
al P 51 x = 0. y < 0O
Zwx.w2 = (0.0, & no esta definida.
De estas formulas de transformacidn, podemcs definir dos
. 2 — ,
funcioness de K7 en | a saber
for.e = {r coss, r sang)
are tan si = ¥ C
x I
- Sz 2 n + arctan %~ si % < O
flx, vl = <y , :
2 si x = 0,y>0
-T2 si x = O,v<C
que son realmente otra forma de escribir las f{Srmulas de

e

0o

los

transformacidn

Sin embargo esta

para pasar

i
de coordenadas polares a

cariesianas y viceversa.

forma de escribir estas trasnformacicones

nersite. no solo saber la transformada de un cunito  del
] . . . . 2
planc, sino también la transformada de un conjunto de R,
Veamos un ejemplo.
ZIiEMPLG: Sea fFCr.ed = r cOsSa, r sengd . Halliar ios
respecll vos conjuntos gue esta funcidn asocia a <ada uno de
conjuntos dados.
GT
Jke e
& =1/3 —_—
La recta $%a-.3 b ol segmento r=1 <) El recrangulo definido

(



- - - i
SGLLS IGM: i conjunte de la figura S5ad se iLransiorma @n ia

- .

cta v 7 Y3k, El conjunto de la figura 58b) se transrofima Dalo

Tuncidn en =2l oirculo unitario vy el cond

Se Lransiorma paio la funcidn en 21 conjunto dg ounitLo
I 4 el ,2 . 2 " A .. — P v . P — o~ .
Lales dgile 4 = X 7 VY R LD Y X, Y Z U, e la paigulra g e

tran geometricamente los conjuntos dados v los coniunios

¥
»

—= X

s otro ejemplo. :

2 Sea A = [r .r Ixfe, €1 con 06 .8 =Zn-2 vy delfinames
: L P4 1 z 71 2

5 = {r cose. rsenwl. Ceterminar el coniunto imagsn

7.
ION: El conjunic B =sid formado cor el conjunto de puntoes
2 =z 2 . 2 e . e e~ iy
aque r £ x + ¥y = r vy Crvang 2w £ v £ {itans 2w, Ver
1 2z 1 - 2
~




Figura 51

En geometria analitica, también se resuelve el'problema de
dadas las coordenadas cilindricas de un punto P en el espacio
tridimensional escribirlas en coordenadas cartesianas,., asimismno
se resuvelve el problema de dadas las coordenadas esféricas de

un punte P en el espacio tridimensional escribirlas en

cordenadas cartesianas. La solucidn a estos probiemas. ail
igual que la sclucidén del probliema de pasar de coordenadas

polares a cartesianas nos conduce a definir dos funciones de X

=3
en K .
z z
: & JP
.r:?:.zz’) (fe, 8)
| I} . I(X.Y,Z)
z s b i
i ! \ :
. ~ 5 /J?Y
-e x a—_j"\\ i ’//
\\\ : ,/
Y X A e e :E;}/
Figura &2
e la figura 82ad encontramos gus
X = rcocse. YOS, sens, =z = =

) . a -
como Una funcion de B en R

Q
i
Il
0
i
s
(-l
¥]



CESNPCosSE, Y = psengsends. P SRS,
foermulas de Lransformacidn las podemnos #38Tiblr coma
funcion de R oen . a saber
2, P2 = Igpsend cosd. gssend sens. SOSIEl
.0 2 el B v O s g <
formulas Jque nos ayvudan a oblensr Las coordenadas

s1anas de un punto a partir de sus coordenadas crlindrlcas

?eszericas, NoOs avwudan a generar algunaéé Tunciones de Tz =0
si. de Fir,&.xx) = {r coso, r send, zJ). vodemnds oabloner

= Tcosa, sane, =5 que.se consigue al obligar  aue 1 Lome
valor consiante. en este caso se tomd H = 1. Cira funcidn de

r", Se consigue si hacemos a € ' ¢

o
ns4, a saber FCr,zd = ((vz-2)r,(¥2-/2)r, z). De igual man=sra

Flp. 8, 3> = (p send cos8, psengd send, pcosad podamss
, 2 3 . ;
funciones - de R en R, Do =jempls

$o. o> =(send cozg,saeng send. cosed), es una Tuncidn gque ascocia a

ada par=eja Ce.@l) con O £ & ¢ Ern ¥y 02¢<m. un punhic de la esiera

2 2 Z s — - : o . P
; También Filp,8d=({v¥2-20p cose, CVa-zigsend. Yz 270)

efinida para o » Oy & £ 0 < &, asocia a cada par=ja {o0.57 un

punto del semiceono = = ¥ W o+ vy
Tambi &én ias

‘cartesianas a partir

Flp.e.$2 = (p sendcoss, o Seng sSongd
rlo. g, = (o sendcossS. o cose)

Veamos algunos ejemplos donde se muestre la intesrorstacidn
gecmétrica de algunas de las Tunciones que acabamos de delinir.
EIEMFLO: De la funcidén Flr.e,z3 = (r cosd. rseng.z2. Jgus
sirve para pasar de coordenadas ciiindricas a2 coordenadas
cartesianas., encuenire la imagen de

ar  Ei conjunto de puntos {(r.e,z) =

ro= ¥, donde « es un numers reali bosihive o o VoS v T



£l conjunta de puntos (r,e,z) tal que & = L. donde k ==
P 1 ~ PO Y 3 e - 1 e
it ¥ U ¥ I Varian n Lodd K.
i zonilunto de puntos (r,&,z2 btal que 2z = k. donde e
fijo v r, 2 toman cualesguler valor real
1 pm Tyt
A Loy
Ver [igura B83.
- -

T, M
N

< 'HJ-I
y
Fa
be
H
Plano r = k . Esfera con centro en

1

el origen y radio k
-

Figura &3

;ooea

La misma esrera le corresponde al conjunte de punios
(r.e,z2 del plano r = k, con 0fe<2m y -k<z=k.

b2 Ver [igura B4.




R
=i mubierames deseado encontrar la imagen del con unta de
—em (T m 5 == - = - - ~ 0 =3 = = i = R .
ouUNLSs Lr.2. .2, Lasr due o Z U e K ¥ Z < P LA SCLACIIN Iuie
se obtendria seria la parte del planco obb2nids gue s
SET A en 2l Primer octante ¥y en 21 oectante que esta en PN
carite inferior del orimero. incluyvendo los puntos o2l @le o
Ver filigura 595
F
r4
. _
> B ¥
r X
1
Flanoc 2 = K Plano = = =«
Figura 55
La mizma imagen s= obilene para &1 conjunio de puntos 53, 20
tales gue r 2 o, © £ S 4 28 v ¥ = K, K un ndmero real riio,
Yeamos oLro elempio
nIEMFPLC: Zncuentre la imagen baio la funcidn
Flp.S.92=Cs send cosd, psend send. ocospl
dez Los siguientes conjunics:
4% El conjunto de ountos {o,2.42 tales gque o = k. k un nlmerD
positive fijo. G = g an v O 2 @ = m.
o) £l coniunto de punto {po9.@3 tales que & = k. x={D5,27] perc
fiila. ozl vy OZgun.
=Z El conjunio de sunios (0,5,00 tales gus ¢ = K, kK=0D.010 osre
fije. o2 &G v 0 =2 s { Z2m.

PR SR L S
=TIV SR W

Ver I

igura S5&.
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biaVer figura 37.

La porcidn del olano @ = & Semiclanc v = CTLa




o))
Q)

~ Vel figura

0

¥
=

LaPporecidn del planoc & = k,  Seminoco z = tanClin 23 -k> Y ~¥

[P
&
[4
5

o=z O, 0
Figura 38
La ecuacidn para el semicono no es valida para ¢ = O o @ = i1

ara #=0, la imagen seria ia parte no negativail del =2je =) vy

0

ara % = 7, la imagen seria la parte no positiva del e} =.

}-s
i
{

g

ot.ro caso particular diferente a los semiconos se obliene para

@ T 1.2, en este caso, la imagen seria el plano =z = 0.

FPodemos plantear mas problemas para funcicones de ®? en B

similares a ios que planteamos para funciones de & =n w7

Veamos algunos ejemplos.

ESEMELD: Sea fCo.z) = (cos&. sene., . Haillar 1a imagen oara

a) el conjunto de {&.z) tales que 8 = k. k un ndmerc 'ijio =2n
0,27 v = en [R.

By El conjunto de &,z tales gque = = kK. kK un nUGmersa reni i
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X = CcoskK
Recta & = k Recta
= =senk
Figura 68
b> Ver figura 70.
4%
> Y
4] 2
: X

Fegmento de recita

=z = k, 055 <{Z2m

Figura

70O

Circunferencia



CAPITULO 1V
INTEGRALES MULTIPLES

TRODUCCI ON Ei SABE NE MIS
Y HARA M. CHaNT

BIBLHMTCA

Este capltulo contiene los siguientes temas: DHWMVﬂT

T
Volumen bajo una superficie
Una aplicacidn de la integral doble en fisica
Integral doble ‘
La integral doble en coordenadas cilindricas
Integrales triples en coordenadas rectangul ares
Integrales triples en coordenadas cilindricas

Integrales triples en coordenas esféricas

En este capitulo se estudian los conceptos de integral doble e
ntegral triple. Se dedican las primeras cuatro secciones al
'hcé%to de integral doble v las Gltimas tres secciones al concepto
e integral triple. El estudic de estos conceptos se motiva por
dio de problemas. Asi, primeramente se halla el volumen de un
¢lido en la primera seccidn y la masa de una lamina en la segunda
eccidn para después pasar a la definicidn de la integral doble en
tercera seccidn. En la cuarta seccidn se plantean algunos
‘oblemas y se muestra gque para obtener su solucidn resulta mas
onveniente trabajar con un sistema de coordenadas cilindricas que
n un sistema de coordenadas rectangulares. El concepto de integral
iple se motiva hallando la masa de un sdlido en la seccidn cinco.
la SeQCiones 5 yv 6 se plantean algunos problemas sabre fuerza de
atraccién gravitacional gue dan lugar a integrales triples pero
donde resulta mas conveniente utilizar el sistema de coordenadas
lindricas (seccidén seis) o el sistema de coordenadas esféricas

ecclidn siete) que el sistema de coordenadas rectangulares.

Para justificar la técnica de integracién repetida gque permite
lcular las integrales dobles vy triples que en este capitulo se
antean se dan argumentos de caricter intuitive. Se dan argumentos

“eométricos para reducir los problemas de integrales dobles en



aenadas rectangulares. También se dan argumentos geométricosg
reducir problemas de integrales Ltriples en coordenadas
indricas o en coordenadas esféricas a problemas de integrales.
éles en coordenadas rectangulares; esto permite preparar el
reno para la demostracidén del teorema de cambio de variable para
fegrales Cdobles o triples? que da un tratamiento Unico a 'los

5] emas planteados en los diferentes sistemas de coordenadas y no

tamientos distintos a dichos problemas como en este capitulo se

VOLUMEN BAJO UNA SUPERFICIE

C o 2 z
Comencemos con la superficie z = 2868 - x -~ ¥y . Este es un
paraboloide que se abre hacia abajo ¥y gque tiene su vértice en

C0,0,250.

La superficie corta al plano xy en un circulo; esto se puede

affirmar porgue cuandeo z = 0, los puntos ‘de la superficie
, . . 2 z - .

satisfacen la ecuacidn x + y = 25, que es la ecuacidn de un

circule en el plano z = 0. Hay, por lo tanto, un wvolumen

‘acotado por la superficie vy el plano xy. Enconiremos. pues,
el wvolumen acotado por la superficie =z = 28 - - :,f?' vy 2l
plano xy. Ya que la superficie es simétrica con respecto al
plano xz ¥y al plano vz, la porcidn de volumen en el primer
octante es una cuarta parte del volumen total gque deseamos
hallar, asi que primero encontraremos el volumen de esta cuarta

parte (figura 71). Notemos que estid acotada por la superficie,

el plano xz, el ﬁlano yz v el plano xy.

Para obtener etste volumen seguiremos el procedimiento que se
usa para obtenher el &area bajo una curva. Cuando se guiere
hallar el 4rea bajo una curva, primero se halla una
aproximacidén para el area por medio de una suma de rectangulios
Y luego se hace gue las anchui‘as de estos rectangulos tiendan a
cero, mientras tanto, se incrementa su numero para cubrir el
drea tanto como sea posible. En el caso del volumen los

rectangulos seran reemplazados por columnas con secciones

. - ’ 1 -~ 1 * A Ll - * -~ —
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Figura 72
En cada punto de subdivisidn sobre un eje dibujamos lineas
Paralelas al otro eje, asi queda cubierta la cuarta parte del

Circulo que estan en el plano Xy por medio de cuadrados. fNo

que estén completamente dentro de este cuadrado. Consideraremos
Sclamente agquellos cuadrados gque estén totalmente dentro del
Cuarto de circuleo y asignamos un numero a cada uno de ellos

deSde 1 hast.a ¥ e e e~ ~T T o~ [N, U | Lo .

toda el 4Area del cuarto de circulo estd cubierta por cuadrados.




ramero. Asi del i-ésimo cuadrado o cuadrado tipico escogemos un

Enseguida consideremos el wvalor de la funcidén 2:85—x2—y2 en

Ex,)n,O) y denotémosio por =z La cantidad z AxAy es el
L L L 1

volumen de una columna (figura 732 con base AxAy y altura =
L

Figura 73

Esta columna es una aproximacién para el volumen que esta
bajo la superficie z = 25 - 2 - yz pero a la vez directamente
arriba del i-ésimo cuadrado. Que la columna es solamente una
aproximacién resulta dél hechoe de gque la superficie de la cima
‘de la columna estad en ﬁarte por arriba de z = 265 - =< - yz ¥ en

Pparte por debajo.

Ahora formamos la suma:
L S1 = 21AxAy + zzAxAy + ...+ zkAxAy
Esta suma es una aproximacién para el volumen que estamos

buscando.

Nuestro proximo paso es decrecer el tamafio de quque permite

[l P ~1 Lt mma 1 - LSS ] RN ] . a
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iguales ¥y hacemos lo mismo con Ay. Por lo tanto, habra un
namer o algo mas grande de cuadradeos AxAy que esten

completamente dentro del cuarto de circulo de la figura 72 y,

de hecho., este nuevo cenjunto de cuadrados cubrira mas porcidn

del cuarto del circule que la gque cubridéd el conjunte anterior.

Numeremos otra. vez los cuadrades, digamos, desde 1 hasta £,

donde { es el numero de cuadrados gue acabamos de {formar, Yy
1

escogeremos alguin punto Cx ,y ,0) en cada cuadrado. Sea z el
L T

valor de z en cada (x ,y .0). Formamos la suma
1 1
_ca:r S2 = ziﬁxAy + ZZAxAy + ...+ zz.A.xAy.

La suma Sz es una mejor aproximacién para el volumen que
estamos buscando gque la suma S1 ya que los cuadrados mas
pequefios AxAy cubriran mas porcidén del cuarto del circulo vy
. porque cualquier columna con base AxXAy Yy altura z, se aproxima
mas al volumen bajo esa parte de la superficie que esta sobre
AxAY.

Podemos continuar el proceso haciendo a los AxX aln mas
pec}?aeﬁos para gque el intervalo (0,51 del eJ'e_-J x quede dividido
en un numero muy grande de partes iguales, lo mismo podemos
‘"hacer con Ay. En el n-ésimo paso de este proceso tendremos,
digamos, m cuadrados ¥y la suma

gk = =21AxAy+zzA><Ay-;- ... T Z AxAy
m

) ™
Ahora hacemos precisamente lo que se hace en el caso de
funciones de una variable. Dejamos que el numero de cuadrados
se haga mas y mas grande, asegurando cada vez un nuevo Sﬁ ¥y una
mejor aproximacidén para el volumen gque estamos buscando. Asi
chtenemos una sucesidn de sumas

SE.S ,...5 ...
LS 2

ial
Ya que las aproximaciones suministradas por los términos de
la =sucesidn parecen acercarse mas ¥y mas al volumen bajo la
superficie, el limite de esta sucesidn debe ser el volumen que

buscamos. Este limite, que es, lim 5 . estad indicado por
nsw -
C4d J‘J‘A zdxdx o] J‘J"AC =25 -x —yzD dxdy.

La notacidn emplea dos signos de integral para mostrar Jdue

‘ estamos tratando con una funcidn de dos variables. La letra A



minioc de los valores de x, y gue son considerados y que en el
“QSEnLe problema se refiere a la regidén determinada por el

arto de circulo que estid en el plano xy.

El denotar por medio de (40 al limite de la sucesidn formada
fmor los valores de las aproximaciones que Aibamos encontrando
.ra el volumen, no determina, por supuesto cuil es el volumen.
rn (42 se tienen solamente simbolos y el problema del wvolumen
n permanece. La teécnica que resultd dtil para hallar foCx)dx

robd ser la antidiferenciacidn nos ayudarid también aqui.

Supongamos qde en la suma de elementos de volumen, cada
143Ay representé una columna, tratamos de involucrar Sélo:una
riable. Precis?mente, suponga que consideramos un conjunto de
adrados que %stén determinadeos por un punto Y, de la
ubdivisidén del eje y. Estos cuadrados estan en una linea

paralela al eje x. (Figura 74).

{0.0,25)

)

Figura 74

De cada cuadrado escojamos un punto. Ya gque cualquier punto

T~ P




ccojamos cualquier valor de x en cada cuadrado pero que el

alor de ¥y sea y . Asi todos los x estan en la linea vy = vy .
i 1 1

el ecclones f'ijan un Xy un v, en cada cuadrado. Sea
L v

2 2
- X -y ..
1 18

valumen contribuido por las columnas que estian sobre

Sj = ziAxAy + ZZAxAy + ...+ zJ_AxAy

donde j es el numero de cuadrados de la hilera. Ahora hacemos
Ax mAs pequelio, lo que hace gue se incremente el nlmerc de
divisiones del intervalo [0O,x 1, donde X es el valor de x sobre
a frontera 2+ yz = 25 que corresponde 2 Y- Sin embargo.
@ntenems a Ay fijo. Ya que los z. varian solamente con la
» la sucesidn de sumas suministradas por (53 es exactamente
; la misma clase gue ia que se construye cuande se trata con
unciones de una variable. Esta sucesidn tiene un limite qué
odemos denctar por:

2

&5 Lim S = J‘Z:CEE - x
Jjroo

-—ny dx Ay.

Aqui el intervalo de integracidn es el intervalo [O,.x ]
‘donde x es el valor de x sobre el circuleo frontera. Por
: upuesto, x depende del valor Y, que escogimos para mantenerla

fijo.

Reconocemos dos hechos importantes acerca de (8). Primerao,

el wvalor de f;cCES—xz—yf)dx representa el Area bajo la curva
determinada por la interseccidn de la superficie z=235 - x> - y2
vy el plano y = Yoo el 4rea sombreada en la figura 74. Segundo,
podemos calcular (82, porque, ya que Y. estad fija v Ay es sdlo
un factor constante, el integrande es wuna funcién de una

variable, esta wvariable es la x; la interpretacidn geoméirica

de (B3 es el volumen determinade por el cilindro parabdiico
z = 25 - X% - y_z, los planos y = Yoo ¥ =¥ - Ay, el plano xy v
15

L
el plane yz; (figura 3-5) que es una aproximacidn para el

volumen que estid entre los planos ver‘il:.icales Y Y. YE YT Ay,
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Figura 75

‘%upongamos que el intervalo [0,5] del eje y queda dividido

en 7 partes iguales y que los puntos de divisidn son
S
O=vy Y Y y?=5 el valor de Ay resulta ser s UN2a
<
aproximacidn para el volumen sera

185—yj 25—yz : Vés“yz

2 3
_ - 5 2 2., B _ _ 5
S?~f085—x —y2dx = +J‘Oc25 - x'- yddxs +J‘Oca5 X =y ddxs +

Y25y ves-y. V25-y°
' z 2 = z 2z 5 L2z 5
£ | a5 - x —y4)dx,-?-+jOC85 - x —-ys)dx,—?-+be25 x -y Ddx

Y podemos hallar el valer de esta_suma porque sabemos gque

_ B _ 5 _ 5 T 4.
Y, T 7 ¥, T2 v, T 3G, v, 4Gz
Yo = 5(;) Y ¥y, = S(g); ¥y podemos hallar la integral de cada

umando. .La interpretacidn geométrica para el wvalor de la suma
de las seis integrales definidas de funciones de una variable
€5 la suma de volumenes correspondientes a ses pedazos de

ilindros parabdélicos de grosor Ay = g Cfigura 76D.
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Figura 786
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Sl queremos hallar una mejor aproximacidn para 1 wvolumen.
dividimos al intervalo [(0,3] del eje Y en mis partes iguales vy
repetimos el proceso anterior. En =l caso de gue dividamos el
intervaio [0,353] en n partes iguales,., los puntos de divisidn

seran y, = o, Y oY e Y T 5; aqui el wvalor de Ay es g,los

valores de los puntos de divisidn son Y e Y, = 2(;15-),- C s
Y, = 1(2).... Y= n(?—l). Una aproximacidn para el wvolumen esti
dada por:

ves-y? vas5-y: ves-y? )
. 'foc ESﬂxiyf‘)dx§+. . +féasnx3yf)dx§+. .. +foc 25— x° —yi_ibdxg

Y podemos calcdular cada una de estas integrales porgque los

-

valores de YooY e ay | SON fijos v tenemos por lo tanto

Sclamente integrales definidas de funcionss de una variable. S

™

Puede ser escrita también de la siguiente manera:
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Sabemos gque mientras mas Jgrande sea el valor de n, mejor

2 _,2)2ra . = _.2z2-3 = .2 23
= §[85 y_LL Ay+. ..+ 5[85 y‘,_] Ay+. .. +§- [85 yn__i] Ay
z-3

. e acerca a: f gCEB—yzD dy que es el valor del volumen gque
: o

5
5 , [
2 _.2.2r3 _ 2y o2 _ .2 1875 yvi _B2b
J;§(as y)day = z|g(1aes 2y )25 - y + g~ arcsen £ ==%"n
o
Mencionemos lo que hemos realizado. Nos dispusimos 2

encontrar un veolumen y vimos que puede ser expresado coma el
limite de una sucesidn de sumas de columnas cada una de volumen

zixhAy. Este limite se expressd por la integral doble IfAzdxdy.

Par;a formar cualquier suma solamente numeramos los elementos
de adrea AxAy contenidos totalmente dentro del c::uarto de circulo
en algun orden. Sin embargo, para evaluas J_a;' integral doble
primero consideramos todos los cuadradqs que estuvieron
determinados por un wvalor fijo de vy, y = Yy, ¥ sSumamos las
columnas sobre estos cuadrados. Hicimos que Ax se aproximara a
. | 25-y*
cera, ¥y obtuvimes el elemento de volumen J' L(ES—xz—yf)dxAy,

o
que pudimos evaluar porque y era un numero fijo. La integral
1

2z  funcidn de vy . Luego sumamos elementos de la forma
N

2
Y28 -y



intervalo [0,5] del eje Y. Repetimos el proceso de hacer

el

A z
FoAS I

que ‘[ * (ES—xz“y?)dxAy' es una funcidn de vy solamente,
1

ij limite de esta segunda secuencia de sumas es

2

- 25 ~- ¥y
f Qf z dx)dy.
Q o
En otras palabras, evaluamos 1la integral doble primero

integrando la funcién z con respecto a x, manteniendo fija a la
y y usamos como los limites de integracidn de esta integral a
cero y el wvalor de x correspondiente a cualquier wvalor tipico
de y. Cuando integramos con respecto a y el resultado de la
.primera integracidén, usamos como limites de integracidn a lds
valores extremos del intervalo [0,5], que representa el dominio
de los valores de y. As{ la integral doble jj;zdxdy fue
'ew@luada por dos integraciones ordinarias ‘sucesivas, o por

. integracidén repetida.

Por suptuesto, pudimos también primerc integrar con respecto

a v usando como limites de integracidn de la integral los

valores de y que corresponden a un valor tipico x de x (figura
L

773). Luego integramos la funcidn resultante de x con respecto

7 {0.5.0}

(xi ¥, o

ARG . . —
(x..0.0) =2 A)_ZA} - (x;, V25 - r;2. )

{5.0.00




x, usando los limites de integracién O y 5 para esta segunda

ntegral. Esto es pudimos haber evaluado

VéS - yz

5
J‘(f z dy)dx
[=] <
Cuandc  uno escribe una integral repetida tal como
¥25 - 3 Y25 - 7
5 5 ;
J‘(j z dx)dy & Il z dyddx, ! el simbolo  de
o < (o] [«

diferencial que esti encerrado entre los paréntesis, dwx en caso

ves - y°

]
de J~(j z dx)dy se asocia con la jintegral que esta
o <

encerrada enire paréntesis y gque tiend como limites de
integracidén a los valores que estian en funcidén de y: el simbolo

de diferencial que esti fuera del paréntesis, dy en el caso de

¥25 - 7

5
IJJ' z dx)dy se asocia con la integral gue estid fuera del
o o ’
paréntesis. Lo mismo podemos decir de los simbolos dy );
_ 2
- ¥E5 Y
dx en JR(J z dy)dx esto significa gue no es necesario
S (=]

escribir los paréntesis en los casos anteriores.

Para ilustirar mas la nocidn de una integral de una funcidn
de dos variables y su evaluacidn por integracién repetida,
encontremos el volumen bajo la superficie z = xy ¥y gue esta

-sobre el Area comprendida en el primer cuadrante entre las dos'
pardbolas y = x° s Y = 18-%~. La superficie es un parabololde
hiperbdlico. Aungue es dificil graficarlo, es esencial darse
cuanta que z es positiwva, =i x, Yy son positivas, por lo tanto
estamos seguros gque la superficie estd por arriba del plano xv.
El dominio de integracidnm es la regién del primer cuadrante

ilustrada en la figura 78.
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Figura 78
La integral que deseamos evaluar es V =fjAzdxdy donde A es

‘el dominio ya descrito.

Para fijar A precisamente, debemos conocer donde se cortan
:las dos curvas y encontramos gque los puntos de interseccidn de
-lg:,s parabolas son (-3,8) ¥y (3,89). Integremos ffAzdxdy por
integracidn repetida. Primero mantendremos y fija y tratemos de
integrar con respecto a x. Aqul se presenta una dificultad.
Debemos deter‘miné.r ‘el intervalo de integracidén para x, Yy para
hacerlo asi{ tomemos cualquier valor tipice de v, ¥ encontremos
el rango de x para este valor de y. Sin embargo, notemos gue <1
rango de los valores de x es diferente a lo largo de AB en la
figura 78 de los qtjjejtoma a lo largo de CD. Esto es, B esta
sobre la curva y = 'xz mientras que D estid sobre la curwva
y=18—><2. Podriamos ser capaces de vencer esta dificultad. pero
puede ser mas fécil‘eéquivarla integrando primero con respecto
‘a y v luego con respécto a %X. Mantendremos, pues, a x fija v
encontremos el intervélo Ltipico de los valores de y. Este es
ejemplificadoe por EF':en la figura 78; vemos gque Yy toma sus
-valores iniciales sobre la pardbela y = v ¥y los wvalores
2

finales sobre la paradbola v = 18 - x°. El conjunto de los

valores de x es de O a 3. Por lo tanto

3 tm-x°
Vo= IfAzdxdy = f f 2 xydydx
o 4




jntegramocs con respecto a ¥y, mantenliendo x fija, entonces

2

18 - x
3 yz
VvV = j {X a— 2 }dx
o e
a 2.2 4
- (18 - x2 x
V = f {x = - x = } dx
o]
: 3
_— . .3 _ 729
_ u_fc162x—18x3dx_--é—
o
Vemos en este ejemplo que aundgue es p;osible en principio

evaluar la integral doble por integracidn repetida en cualquier

:or'den, puede ser mis facil hacerlo en un orden que en el otro.

Hay otro punto para ser recogido de este ejemplo. Supongamos
que el problema original hubiera sido encontrar el volumen
socbre toda el Area entre y = <, y = 18 - x%. En este caso el

intervalo de integracidn para x seria de -3 a 3. La evaluacidn
E| i‘.aﬁ—xz L

J’ J' ” xydydx darfa cero. Este resultado es sorprendente porgue,
come encontramos al principio, el volumen scbre la mitad del
area ciertamente no es cero. La explicacidédn radica en la
naturaleza de nuestra integrai doble. La introducimos por medio
del concepto de volumen y el elemento de volumen fue z dxdy.
Ahora el 4area AxAy ;siempre fe escoge con valar pesitivao
exactamente como Ax en la definicidn de 1la integral =imple
siempre se escoge positiva. Luego zAxAy representa volumen
cuando =z es positiva,; si por volumen entendemos el concepto
éeométrico puro. Sinl émbargo, vemos que la funcidn z = Xy es
négativa cuanda =, y estian en el segundo cuadrante vy por lo
tante la integral doble a la negativa del volumen cuando =z es
hegativa. En nuestro ejemplo el volumen dado por integral

cuando =z es positivo es compensado por el "volumen negativo’

cuando z es negativa.



A APLICACION DE LA INTEGRAL DOBLE EN FISICA

Notem os. primero, que La integral doble, que hemos
Atroducido para representar un vol umen, también ouede
ébresentaf un area. Supongamos gque la funcidn z de x ¥y de v es
s funcidén z = 1 ¥y el dominio A es la regidn que esta entre la

arabola y = e v la linea recta y = x (figura 79.

Figura 78

Entonces la integral doble IIAdxdy representa el valumen
zobre el dominic A v acotado por arriba por el plano = = 1. Zin
mbargo. es igualmente correcto interpretar la integral doble
‘omo el Area A del dominio de integracién A, ya gue el volumen
s realmente un cilindro con base A ¥y altura 1. Luegoe el area
e la base numéricamente igual al wvolumen. Por lo tantO'podemcsr
sar la integral doble para evaluar el Area A y nuestro método
e evaluacidn ez el mismo que para cualquier integral doble. La
ntegfal doble gque especificamente represent a A es:
%

A = fihf dydx

o 2
Y el wvalor de esta integral doble, obtenida por supuestoa, por
integracidn repetida es %.:
Fl uso de la integral doble para encontrar Areas no consigue
mas de lo que se puede lograr con integrales sencillas. Una
aplicacidn importante es la de encontrar la masa de un sdlido.

Con la integral doble podemos encontrar 1a maca A= crrmsmee core



estan esencialmente en dos dimensiones, tales como discos
delgados. Por el momento consideremos discos gue tienen una

distribucidn de masa uniforme. 51 un disco tiene masa total M,

;area A vy grosor t, tendrd un volumen igual a At, asi que 1la
'masa por unidad de volumen sera %E ¥y la masa por unidad de area
sera %- CYa que el disco es delgade. podemos ignorar el grosor
y considerar la masa distribuida solamente sobre el area como

i no hubiera grosor. Este disco ideal es a menudoe 1llamado

jamina. Sin  embargo, es importante tener en mente gue

tisicamente cualquier disco tiene grosor vy que M es la masa de

un volumend.

La masa de un disco puéde ser especificado de otra manera,
ﬁue es especialmente importante cuande la masa no esta
ﬁistribuida uniformente. Supongamos que la masa por unidad de
volumen de un disco cilindrico de grosor L es M, entonces, la
masa de un volumen formado por un cilindro delgado, cuyé base
és un cuadrado unitario y de grosor t es m+l-t, asi que la masa

por unidad de area del disco es Mi. la masa de un elemento de

éré& AA es entonces MLAA,

La masa de un sdlido puede wvariar de punto a punto. El
concepto de densidad se usa para representar esta variacidén de
masas de punto a punto. Para darle significado a la densidad en
un punto, pehsamos en un pequeflo volumen AV que contiene a
dicho punto (por ejemplo una esfera peQueﬁa de radio r y con
centro en el punto e% el lque estamos interesados) y de masa AM
y consideremos el limite de la fraccidn %g cuando AV se contrae
a cero pero siempre ceonteniendo el punto. Asi obtenemos una
funcidn DOx,y,zD, lé.fdensidad, que puede wvariar de punto a
punto. "Asi densidad Siénifica masa por unidad de velumen en un
punto. En términos de esta funcidn de densidad, la masa de un
elemento de un discd delgado de 4&rea AA y grosor t es
aproximadamente DCx,y,z> tAA donde (x,y,z) es algln punto del
volumen que se considera. Ya que el disco es delgado, se puede
despreciar cualguier variacidn de la densidad sobre el grosor‘y
considerar solamente la variacidn sobre la superficie. Luego la
variacidn de la densidad scobre la superficie es una funcidn de

x y de y soclamente. Esta densidad cuantitativamente es




DCx,v,z3t, porgque D no varfa cuandoe varia z en la situacidn
bhajo discusidn, acordaremos en hablar de densidad por unidad de

drea y escribiremos DOx,¥) en lugar de DCx,.y,zItL.

Ahora encontremos la masa de un disco delgado con densidad
variable. - Si dividimos toda el area en cuadrados pequelos AxAy
y escojamos cualquier punto (xi, yg en cada cuadrado. entonces
una aproximacidén para la masa del disco es:

DCxi,y13AxAy + DCXé,yéDAxAy + ...+ Dan,ynDA%Ay.

Si ahora hacemos que Ax y Ay decrezcan pero tomamos todos
los cuadrados contenidos totalmente en el disco, obﬂenemos una
mejor aproximacidn para la masa. El limite de la sucesidn de
sumas cuando AxX y Ay se aproximan a cero es la masaédel disco;
este limite es denotado por la integral

j]; DCx, y2dydx,
donde A es el area del disco. Asi la masa se puede representar
por una integral doble si se conoce la densidad en cada punto.

Para hacer uso de lo gque acabamos de discutir, éncontramos
lg masa de un disco circular delgado de radic a, si la densidad
ég cada punto es directamente proporcional al cuadrade de la
distancia de ese punto desde un didmetro fijo (figura 80D.
Cologquemos el disco circular en un sistema coordenado con el
centro del disco en (0,00 y que el didmetro que i jemos esid a
lo largo del eje x. Entonces la densidad DXx,y) en cualguier
punto {x,y) es kyz donde k es una constante. La masa de todo el
disco entonces estid dado por:

M = fjAkyzdydx

i




donde A es el 4rea del disco circular y M la masa de todo el
disco. Esta integral doble se evalda por medio de integracidén
repetida

2 2

a a - 3 2
M = f f ky dydx
- a 2 2
a - x
a, vya gue la masa es la misma en cada cuadrante por:
z 2
a a - X

= j f kyzdydx.

LA INTEGRAL DOBLE

Se introdujo la integral doble para representar un velumen
bajo una superficie y luego la evaluamos por integracidn
repetida. El concepto de integral doble es en realidad un
concepto analitico, esto, se aplica a funciones de dos
vaﬁ%ables sin considerar su interpretacidn fisica o geométrica.
Ademas, la distincidn entre la integral doble y las integrales
repetidag usadas para evaluarlas es muy sutil, pero se aclarari
a medida que avancemos. Comencemos de nueve con el concepto de

la integral doble.

Suponga que tenemos un dominio bidimensional A Cfigura 813 .
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Analiticamente, esto puede ser descrito como una coleccidn de
parejas de valecres (x,y). Podemos pensar gque A es una region
del plano xy. pero la interpretacidn gecométrica no es esencial.
Suponga también que nos han dado una funcidn z = dx,y) que
estd definida para cada pareja (x,vy) que estia en el dominio A.
Subdividimos el dominio A en subdominios AA de forma arbitraria
Canteriormente fueron cuadrados). Estos subdominios pueden

tambieén ser descritos analilticamente especificando para cada

uno de ellos las parejas que a eillos pertenecen.

Denotemos el area de un subdominio tipico por AA. El area es
un numero. Tomemos en cuenta aquellos subdominiés AA que estan
complétamente dentro de A Yy asignémosles un ndmer o
AAi,AéZ,...,AAk. De cada subdominio escojamos una  pareja

cualqﬁiera (X ,v.D). Sea z =f({x.,v).
1 19 L - T .

Luego introducimos la suma:
S =z AA +z AA +. . . +zZ AA
: i 1 1 2 2 k k
donde AA, se usa para denctar el Area del subdominio AA, .
& * i L
Dividimos el dominio bidimensional en pedazos de Area mas
peguefas de area AA, otra vez tomamos en cuenta solo aguelles
pedazos o subdominios AA que estin completamente dentro de A y
éstos =se numeran de cierta manera; supongamos due hay { de
ellos. De cada AA escogemos una pareja (x,y.) vy otra vez
T 1 .
formamos la suma

S = z AA +z AA + ... + z AA
2 1 1 Tz 2 P4
donde z = f{x .,y
v L &

Continuamos este procesoide subdividir a A en subdominias AA
cada vez mas y mas pequefios 'y cada vez formamos sumas como S1 Y
Sz‘ La Unica restriccién sobre la forma de los subdominios AA
es que cuando Se hagan mAs y maAs pequelos es que el diametro
(la distancia mas grande posible entre dos puntos cualesquiera
de AA) se aproxime a cero. Obtenemos asi una sucesidn de sumas

1> 5, 8 ,...,8,...

1 2 n
¥ =i esta secuencia tiene un limite, entonces este limite =8 1o

que se entiende por la integral de la funcidn flx,yDd sobre el

domi mi - S
ominio A. El iiz S denoctado por fIA flx.y>2dA o IJA zdA.



Estrictamente hablando, hay una condicidén adicional en la
definicidn de 1la integral doble. E=s posible hacer muchas
elecciones diferentes de los AAL no solamente en la primera
cubdivisidn de A sino también en las siguientes subdivisiones.
Ademas, es posible hacer muchas elécciones diferentes de
sucesiones del tipoe dade en (13. Para que la integral doble
exista o tenga significado, cada una de las posibles sucesiones
debe tener el mismo limite. Hay Lteoremas gque nos dicen cuando
todas las posibles sucesiones tienen e# mismo limite, pero no
los estudiaremos. Confiaremos en el argumento instuitivo de que
todas estas secuencias se aproximan al volumen gque estiid arriba

de A y bajo la superficie-z = flx,y).

La definicién de la integral doblefofrece en principic un
método para calcularia. Dadeo cualguier aominio A y una funcidn
fCx,y¥? se puede calcular los miembros individuales de 1la
sucesién (1) y luego intentar encontrar el limite de esta
sucesion. éin embargo, este método no es practico para calcular
las integrales repetidas. Cuando guisimos evaluar
f}ACES—xz— yz)dydx donde A representaba un cuarto de circulo,
se formd primero una sucesidén manteniendo una variable fija Cen
este caso fue la ¥) y para cada Yy, se encontré una sucesisdon
cuyo limite fue igual a una integral sencilla, después se formd
una segunda sucesidn donde los elementos eran integrales
sencillas y el limite de esta segunda sucesidén se halld también
por integracidn sencilla. En consécuencia, el método' de
integracidén repetida involucra dos Vsecuencias separadas de
sumas ¥y sus limites, mientras que la integracidén doble implica
tomar el limite de una sola sucesidn de sumas. Asi las icic::is

nociones., 1la integral doble vy la integral repetida, son

diferentes.

Surge, entonces, la pregunta de cuando una integral doble se
puede evaluar por integracidn repetida to iteradad. En el caso
de las coordenadas rectangulares usamos un argumento geométrico
para jJjustificar la evaluacidn en lo sucesivo de las integréles

dobles por integracidén repetida.



En la definicidén de la integral doble ijfo,deA & fjAsz,
utilizamos X, ¥Y.Z ¥ en la figura 81 dibujamos a A en un
sistema cocordenado cartesiano. Sin embargo., la definicidn es
realmente independiente del significade geometrico de x.yv.z.
Como la revisidn de esta seccidn deberia demostrarlo. De aqgui
que deberiamos’ ser capaces de aplicar la nocidn de integral
doble a situaciones fisicas ¥ geométricas total mente
diferentes. Veremos en la siguiente seccidn come aplicar la

definicidn =in cambios. a una nueva situacidn geométrica.

LA INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS CILINDRICAS

En el trabajo con funciones de una vﬁriable se encuentran
muchos problemas que pueden ser formulados Yy resueltos eh
términos de coordenadas polares de una manera mas facil gue en
coordenadas rectangulares. Esto tambieén es cierto para
fu?giones que involucran dos o mas variables ya que sistemas de
coordenadas diferentes al sistema de coordenadas rectangulares
son mas dtiles para ciertos problemas. Uno de éstos ez el

sistema de coordenadas cilindricas.

Fate sigstema e=x= en realidad el ‘sistema de coordenadas

{

polares usual en un plano ~el planc horizontal de la figura 82-
al que una tercera dimensidén, la dimensidn z, es afladida. El
eje z es perpendicular al planco r- y pasa a travées del polo
del sistema coordenado polar. Asi, cualquier punto del espacio
se representa en el sistema de coordenadas cilindricas pdr
"medic de tres coordenadas -un valor de r, un valor de €, y un
valor de z-— v éstas se escriben en el siguiente orden C(r.o.z2.
Las convenciones ya adoptadas para coordenadas polares se
aplican aqui sin cambio alguno ¥y los valores de z, como en el
sistema de coordenadas rectangulares, puede ser positiva o
negativa -positiva si el punto esta por arriba del plano r—-g y

negativa si esta debajo.



P(r, 8.1}

Figura 82

Una funcidn cuya interpretacién geométrica sea en
coordenadas cilindricas genefalmente toma la forma =z = fCr,e),
Veremos como aplicar el concepto de integral doble a tales
funci%hes. ) .

Si revisamos la definicidn de la integral doble JJ;fo,deA
dada en la seccidén anterior vemos que se aplica palabra por
palzbra a = = f(r,2). Por A debemos entender ahora alguna
regién del plano €r.,ed y los AA son subdominios de A. Solamente
para indicar que vamos a pénsar geométricamente en términos de
coordenadas cilindricas, podemos escrikir la  integral doble
como jj; fCr,e)dA. Sin embargo, si vamocs a usar coordenadas
cilindircas, debemos expresar AA en este sistema.

Conzsideremos, entonces, una regién A en el planc (r,@d
Cfigura 83) y dividamoslo en elementos AA que podemos expresar
en términos de las coordenadas r ¥y €. Supongamos que en cuanto
a los valorés de © que nos interesan, son los de la regidn A,
que estAn entre ® = a y @ = 3. Dividames el intervalo [e,3] de
los valores de & en subintervalos escogiendo wvalores de o

entre o a saber, o, @ ,8 ,...,9 . .
y B abe 2z = m—1 3




-EJE POLAR

Figura 83

De igual manera, suponga gue estamos interesados en los
valores de r que estin relacionados con la regidn A, los cuales
estan entre r = a y r = b. Dividimos el intervalo [a.bl de los

valores de r en subintervalos escogiendo valores de r entre a vy

b, a saber a, rz, Ty o Tl b. Dibujemos las lineas & = o,
=

ez, 8 ,...,8 = 2, las cuales pagan por el polo O, y dibujamos

los circules r = a, r =r _,...,r=b, que tienen el mismo centro.

f | .
el polo 0. Este conjunto de lineas v circulos dividen la regidén
A en subregiones AA, una subregidn tipica es mostrada en la
L

figura 84. Consideremos solamente ! aquellos AA que estan
L

P

completamente dentro de A.




Para obtener una expresidn para AA_, notemos que @5 la
L
diferencia entre dos sectores circulares. El secltor mas grande
. 1 2 i .
tiene el Area Z{r +Ar ) A, donde Ar., = -r , y el mas
z L L 1 2 1 L L+t L N
pequefioc es de Aarea ér,Ae. El 4rea AA es entonces: la
L L L .

diferencia de estas dos cantidades, esto es: . s

21 z 1
AAL - ECFLJrArL) Ae_L =

1 2 e
=i(r. +Ar ) -~ r7lAe,
2 1 L 1
1

= —[(Ar)(r‘_+Ar,+r,)]Ae_
= L i oL i

(r +Ar. +rv )
1 = 1

CArL) = Ae‘L

(r +r +1)
T 1

= Ar{“_f§_“_'ﬁei

= Ar. ;Ae,
T L

= r Ari A9, donde r es la media
T ]

aritmética de royr. Cver figura 895).
1 .

+1

Aqui nos restringimos al valor r en la eipresién para AAL
pero, como veremos en  un momeéto, este no e=s realmente una
restriccidn.

Para formar la suma Sn que nos lleva a la integral
Jj;fo,deA, podemos tomar cualquier punte (r.e3 = (xL, yg de
cada AA{ En el sistema de coordenadas en el que =estamos
trabajando podemos tomar cualquier punto (r,6) y bien podemos
tomar (Ftdﬂ), donde éi también estad en la i-ésima subregidn
AA{ Exactamente como se usa la notacidn dxdy para indicar que
nuestros elementos de Area son AxAy, asi se usa la notacidn

rdrde para indicar gque nuestros elementos de 4rea son r A AS. .
1 1 1

Escribimos entonces Jj; fCr,o)dA como ffAfCr,eDrdrde.

Deberfamos notar que el factor r en el integrando proviene

del elemepto de Area.

La expresidén Jj;fCr,e)rdre es una integral doble. Surge la

pregunta de’ cdédmo evaluarlia. Podemos presentar argumentos

geométricos andlogos a los gque se presentaron cuando evaluamos

rr CES—}CZ—-VZ:)dxn'v S



evaluada por integracidn repetida. La esencia de los argumentos
zseria interpretar fj;fCr,e)rdrde coma un  volumen bajo la
superficie z = {(r.e) vy mostrar gue el mismo volumen s
obtenido primerco sumanda todas las celumnas gue pertenecen a un
mismo r = rt, lo cual nos conduciria a wuna integral sencilla
con respecto a &, y luego sumando elementos que resultan de
esta integracidén pero ahora tomande en cuenta la variacion de
r. Sin embargo. no necesitamos este argumento. Probamos aunque
por medioc de argumentos geoméiricos intuitivos, que la integral
doble JJ;fo‘y)dxdy puede ser eval uada por integracidn
repetida. Este argumento. si confiamos en la intuicidn. muestra

e cualquier expresidn analitica tal como fix, yldxd uedes
q A Y Yy b

ser evaluada por integracidn repetida. Ahora jj;fCr,eDrdrde es
una expresidn analitica como jj;fo,y)dxdy. De hecho

Jj;fCr,eDrdrde es precisamente/ del mismo tipo que

jj;fo,dexdy, donde f(r,.e>r juega el papel de fCx,y) ¥y drde
juega el papel de dxdy. Por lo tanto si JJ;fo,dexdy puede ser

evaluada por integracidén repetida, también se pueds

fjAf‘Cr , 9 rdrde.

Por supuesto, para eval uar jj;fCr,eDrdrde, =1 primero
integramos con respecto a r, debemos encontrar los valores
extremos para r gQue corresponden a uUun vaior tipico & vy Luego
encontrar los valores extremos para ©. Sl los valores extremnos
de r son r, ¥ r,» que son funciones de ©; vy si los valores
extremos de @ son a ¥y 3. entonces el wvalor de ijfCr,e)rdrde

estara dada por la integral repetida
3 PZCGD

fr,erdrde.
fa] r1CeD

pero. =i primero integramos con respecto a & v luego con

respecto a r, tendremos gue evaluar:
3 ezCr)

f{r,edrdrde
o eiCr)

donde e, Y ©, son los valores extremos de © y ambas son

funciones de r.



Consideremos un ejemplo. La densidad de un disco circular

:delgado de radio a en un punto P, es directamente proporcional
:a la distancia que hay entre P y un punto fijo0 que esti en la
;frontera del circulo. Encontrar la masa del disco.

Introducimos un sistema de coordenadas polares con el punto
io del disco como polo y el eje polar como didmetro del disco
(figura 882. La ecuacidn del circule es r = 2acose. Ya que a
:densidad en cualgquier punto Cr,8) del disco es directamente
proporcional a la distancia que hay entre (r,e y O, 1la
densidad en Cr,e> es DXr,a8)=kr. La masa del disco es el limite
de la suma de los elementos de masa krAA cuando AA sSe aproxima
a cero. En otras palabras,. |

M = J’J’AkrdA

donde A es el area del circulo. Ya gque estamos usando

coordenadas polares

M = jj;krrdrde

/////////// EJE POLAR
{1

Figura 88

Notemos gque esta integral es de la forma fjngr,e)rdrde
donde fCr.®> es kr. 3i mantenemos © constante, entonces para
cualquier © tipico, r varia desde O hasta Zacose. El Angule o

varia desde ~% hasta g. Entonces la integral es:

/2 Zacos€

M = k T r%drde



La integracidn con respecto a r nos da:

-2 ra 2acosa
M = k j {é— }de.
—s2 'O
&
5 T2
M = §E§E- cosgede = gékag.

-Mrz

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS RECTANGULARES

lLLas ideas que se han discutado relacionadas con la
integracién de funciones de dos variables pueden ser extendidas
a funciones de tres o mis variables, Nos limitaremcs a
funciones de tres variables. La motivacién para trabajar con
‘integrales de funciones de tres  variables ‘no ez hallar

voldmenes Caunque éste es un casco especial, como lo es el

™

hgllar Areas para las integrales dobles), y es gue hay una gran
cantidad de aplicaciones las cuales se originan del hécho de
que los ﬁbjetos fisicos son tridimensiocnales. Asi, la atraccidn
gravitacional ¥ la masa de un cuerpo son propledades de los
cuerpos vy el calculo de estas propiedades requeririd el uso de
las integrales de funciones de tres variables.

Encontremos la masa de semi—eéfera {(sdlidad =z = Vaé—x2~y2
Cfigu?a 872 sabiendo que la densidéd en cada punto P dé @lla es
directamente proporcional a la distancia que hay entre el planco
coordenado xy ¥ el punto P, es decir plx,y,z) = k=z, donae;k es
un numerc positivo, Por la simetria con respecto a los pianos
Xz v vz de la semi-esfera ¥y la masa, necesitamos Unicamente
encontrar la masa de la parte del sdlido que estd en el primer
octante., Denctemecs por V la regidn que estd en el primer
octante. Ya que la semi—esfera esta definida para los valores

de x que estan en [0,3531, dividamos dicho interwvalo en a partes

iguales e iLntroduzcamos laos planos x = Ax, x = Z2Ax,...,xalAx.



Figura 87

De igual manera dividamos al inter?alo {0, 5] que correspondé a

los valores que toma y en a partes iguales e introduzcamos los

planos v = Ay, v = 2Ay,. .., ¥ = aAy. Hacemos lo mismo para los
valores de z que estan en [O, Sl. La introduccidn de estos
planos, divide a V en cubos pequefios cada uno de volumen

AxAyAz. Numeremos a los cubos gque quedan completamente dentro
de V, digamos desde 1 hasta k. La masa de cualquier cubo esta
dada aproximadamente por ziAxAyAz donde z es la coordenada en
Z, de alguin punto gque esté en el i—-ésimo cubo. Por lo tantoc la
cantidad

51 = ziﬁxAyAz + ZZAxAyAz + ...+ zkAxAyAz

es una buena aproximacidén para la masa de la regidn V.

Si hacemos gue disminuyan los wvalores de Ax, Ay y Az pero
incrementamos el hﬂmero#de divisiones de lo=s intervalos en X, ¥
Y z respectivamente, obtenemos una mejor aproximacidn para la
masa de dos maneras. Primera: cuande los cubos son mas
pequefics, crece el numero de cubos que estan completamente

dentro de V y por leo tanto, llenan mas parte de V. Segunda:




come cada cubo es mas pequelio, la eleccidn de z que representa

l1a densidad del cubo es mas exacta. Supongamos dque hay < de

estos cubos. Entonces la suma:
5 = ziAxAyAz = ZZAxAyAz + ...+ zJAxAyAz

es Una mejor aproxXimaciodn para la masa en el primer octante.

Como en el caso de las integrales dobles, obtenemos una

sucesidn de sumas

Tomaremns el limite de esta sucesidn como la masa de la

regidn V ¥y vamos a simbolizar a este limite por la integral

triple i
d iz .

| fffvz xdydz

Para evaluar esta integral usaremos integracidn repetida.

Escojamos una columna de cubos pequefios, tales que las medidas

de la base de la columna sean Ax ¥ Ay, que se mantendran fijos

y que Lengan como valores extremos a x PRI Y oy, . Y.,
. - L L—1 1
respectlivamente. Ver figura 88.

@\




De cada cubo de la columna, escoja el punto (x .y ,z.) dondes
L L L

- cambia de cubo a cubo. Ahora consideremos la suma:

(zlAz)AxAy + (ZZAz)AxAy + ...+ (zZ AZ)AXAV.
3 n

=i manltenemos a Ax v a Ay fijas ¥y hacemos gque la magnitud de

todos los intervalos z se aproximen a cero, =l limite de la

gsucesidn que formemos sera

AX Ay jzdz

y los limites de integracidén de la integral son los valores

extremos de z en los valores fijos x . y . Para un par tipico
L L

de valores fijos x , y, el conjunte de los valores de =

’ r
e de O a YEfoz—yz. For lo tanto Axijédz se convierte en

o
VoS- —y*

AxAyf z d=z cantidades
@)

Ahora debemos sumar todas estas

sobre el dominio de los valores de x, Y. Este dominio es el

cuarto de circulo en e! plano xy. Para tomar en cuenta la suma

Y25-x2 -y

de eleméntos tales como AxAy z d=z
: O

YES—xz—yz'

circulo tenemos solo que reconocer gue AxAyf z d=

sobre él cuarto de

es de la

_ O
735—x2—y2
forma F{x.y)AxAy donde Flx,y2 = f z d=z . Por lo tanto. el
‘ O
Ilimite al cual nos conduce la  suma de los elementos
L
YO
VES"Xnyz

AxAyf z d=z cuando Ax y Ay tienden a cero es la integral
. o ‘

doble jj;FCx,dexdy, donde A es el ?Uarto de circulo. En wvista

de nuestiro método para evaluar intégrales debles y va gque la

ecuacidn del cuartito de circulo es x + y2 = 258, JJ;PCx,dexdy

Se convierte Ven f.f f z dzdxdy.

La discusidn del concepto de la ihtégral triple ¥ su

Y
evaluacidn por integracién repetida tratd con la integral

tripie particul ar dwdydz. La situacidn qgeneral es agusllszx
ple p yEdxdy g I

en la que comenzamo= con algunad funcidn u = f(x.y,z) vy nos

conduce a la integral triple foffox.y,dexdydzﬁ donde V es

algun dominio iridimensional. Suponga gue la integral triple va




a ser @evaluada, integrando primero con respecto a =, La
frontera de V consiste de una o mas superficles. Se buscan las

superficies gue acotan lof wvalores de =z. Estas superiicies

deban ser expresadas en la forma z=f{x.¥l). En nuestro ejemplo
’ PP A z 2 .

las superficies acotadoras fueron z=v23-x -y v z = 0. Después
debemos determinar el dominio de los valores de % . ¥. Este

debe inclulr todos los valores de »x, ¥ gque dan los valores de

z. Dichc de otra manera. el dominio de los valores de x. Yy

consiste de los pies de las perpendiculares desde todos las
puntos Cx,y.z) de V al plano xy. En nuestro ejemplo el dominio

de los valores de x, y fue un cuarto de un circulo. La

evaluacidn de la integral doble que gueda, sobre el dominio de

¥ se hace exaclamente como hemos eval uado

los valores de x,
las integrales dobles.
En el caso especial cuando f(x,y.z3 = 1, la integral triple

se convierte en fffvdzdxdy, ¥y esta integral representa el

volumen de la regidn V.

EJEMPLO. Encontrar la masa de la porcidn dél cilindro y2+22:4
que estad en el primer octante y esta acotade por x=0, =0,
z=0 ¥ =l plano x+2y=6 ¥y en el punto Cx,y.Z2) del vol umen

(Ver figura 893.

descrito tiene densidad =z.




SOLUCION. Ya que la masa eg densidad por volumen, la 7 masa de
cualguier elemento de volumen AV es zAV o zANAVAZ. La masa
total esti dada por la integrali triple fffvzdxdydz donde V es
la parcldn del <ilindro descrita en el planteamiento del
problema. Determinemecs los limites de integracidn. 51 Ltomamos

cualquier punto (x,y.zJ7 de V y mantenemos fijas a X ¥y a vy, z

tomara valores desde O hasta Vﬁl——yz, el wvalor de =z sobre la
superficie del cilindro. Si ahora pensémos en que y esta fija,
los valores gque x toma estan entre 0 y 68-2y, vy, por ultimo,
para cualquier x, z, la y toma valores entre O y 2 ya que el
" volumen en cuestidn esta acotado por la derecha | por el

cilindro. Asi llegamos a la integral repetida

> ,
2 S-2y d-y ooz 6—-2yzz ‘Mr*yz

o

ff ' j zdzdxdy = I f 2 g dxdy

a o o o o
2 S22y
_ 1 2.
= = j‘o fo Cd-y Jdxdy ,
& , &5-2y
1
= 5 [ ca-yPx dy
=
o .10

pd
= %- [ cay®Hs-2yddy = 12
O

INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS

hemos introducido la nocidn de la integral itriple
encontrando la masa de un objeto particular y trabajamos en el
Sistema coordenado rectangular. 5Sin embargo, la nocidn de
integral triple es un concepta analitico gque no depende de

interpretacidn geométrica alguna.

En teérminos analiticos, el concepto se define como sigue:
Suponga gue tenemos una funcidn u = flx,y.zd) v un dominio
tridimensional V que puede ser especificade por las ternas
Cx,¥.z) gue lo componen. Podemos ahora dividir =ste dominio en
subdominios AV de forma arbitraria ¥y consideremos aquéllos gue

estan completamente dentro de V. Suponga que hay m de ellas.




cemo= los wvolumenes de estos subdominios por medio de AV .

1
. AV . Cada volumen es, por supuesto, un numero. De cada
™m

= c o jamos una terna (x, ,v. .z ). Sea u, = f(x.v .=
= 1 1 L T | L
—ex= I[formamos la suma

5 = u AV +u AV +. L +u AV
1 1 1 2z =z m

m

oI AL disminuyamos =1 tamalleo de los subdominios /_\\/"L o
- mentemos el numero de ellos de tal manera gue llenemos
como sea posible el dominio V. Entonces Formamss  una
=uma del 'm_i_smc'n tipo que Sl. Continuando este proceso

e TS na stuceslidn de sumas

S,.5,....,5 ,...
1z -

™

mes formamos nuUevas SsSumas reguerimes que el diameilro de
.A'\J{, Cla distancia mas grande posible entre cualguier par
v oy Tras  de AVL) tienda a cero. El limite d4de la sucesidn
I \Sh,._.. es, por définicién . la integral triple de
e=1 dominio V, este limite se denota

J"J‘ffox,y,ZDdV o] .I'J"J‘VUdV.

~ f —lertos puntos de car‘écter tedrico que se ceonsideran en
y 1~ exsaentacidn completa del concepto de la in.tegral triple.
o= de ellos se mencionaron en el caso anidlogo de la
T~ =2 1 dob_le. Sin embargo, no detallaremos mas, en eesta

il dn del concepto.

Tme=mos de nuestro trabajo anterior que una interpretacidén
integral +triple. es aquélla en la cual x,v.z son
o .
T =t adas como coordenadas cartesianas rectangulares y las
e T cubos., Consideremos otra interpretacidn. Hemos va
= = Ao un segundo sistema coordenado tridimensional, éste
= .Sist;'ema cilindrico, para tratar algunas integrales
- Consideremnos una integral triple en coordenadas

<ir-icas.

e de comenzar a resclver un problema donde usemos
— i adas clilindricas, debemos disponer de un detalle. Para
f..!‘fvf‘Cx,y,deV cuando X,y,z Son los wvalores de las
o rradas cilindricas r, & vy z debemos saber como expresar el
iLo de valumen AV en Lerminos de r,e.z. La figura 90
= tLtal elemento Liplco con base ABCD‘ v cima ETSH. Notemos

== determina este elemenio.

AT g e e e e e




Cuando usamos coordenadas rectangul ares. di vidimos el
intervalo que formaban los valores de x del dominio de
integracién V por medio de planos paraleles al plano  yz.
Hicimos lo mismo con los intervalos que se forman al considerar
gl conjunto de valores de y y el de valores de zZ., ¥y como
consecuencia, €1 volumen V quedd dividide en cubos peguefios. En
gl caso de las coordenadas cilindricas vamos a hacer una cosa
anidloga. Consideremes el intervalo formade por el conjunto de
valores de r entre los cuales se loqaliza el wvolumen V vy
dividamos este en subintervalos Ar. Asi =i los valores de r
estén entre a ¥y b, 1ntroduc1mos las superfLCLes r = a., r=atAr,
r+2Ar, ... .r=b., Estas superf1c1es son ClllndFOS cuyo €je comun
es =1 eje z. Las caras ADHE y BCGF estén scobre tales ClllndrOS
Ahora consideremos- el intervalo formado por el conjunto de

valores de & entre los cuales se encuentra el volumen V. Si los

valores qﬁe toma & estan entre 6=a y =3, dividames el
intervalo en subintervalos Ags e introdﬁzcamos las superficies
e, ©ozatAs, o=o+2A8,...,68%03. Estas superfigies son semiplénos
verticales que se extienden desde =1 eje z. En la figura S0 }as
caras ABFE y DCGH del elemento AV eétén sobre dos de tales
semiplanos. Finalmente consideremos el intervalo formado por el
conjunto de los wvalores de z entre los cuales se extiende el
‘dominio de integracién V. Si los valores de z estan entre c ¥
d, dividamos este intervalo en subintervalos Az e introducimos
las superficies 2z = c, Z = ¢ + Az, =z = ¢ + 2BAzZ,... . .zZz=d. Esiaé
superficies son planos perpendiculares al eje z. Las caras ABCD

Yy EFGH (de la figura 902 estin en dos de tales planos.

Las tres familias de superficies, llamadas superficieg
coordenadas, que usamos para dividir el volumen V en elementaé
AV, =son las anilogas en el sistema de coordenadas cilindricas
de las tres familias de planos usados en el sistema coordenado
rectangular. la razén para escoger las superficies gque se
descfibier@n enn el parrafo anterior, ez que por este modo,
seremos capaces de llevar a cabo la evaluacidn de nuestra

integral triple en coordenadas cilindricas.



e’f}

Figura SO0

Conocemos ahora la forma geoméirica de nuestro elemento de

volumen AV, pero no tenemos una expresidn para el volumen.
Cuando discutimos la integral doble en coordenadas cilindricasg
se encontré que un elemento de area tal como ABCD estia dado por
rArAe, donde r es el valor de algun punto gue se encuentra en
‘dicha 4rea. Por lo tantoc el volumen de un pedézo pequeﬁb de
corteza cilindrica.desde ABCD hasta a EFGH es AV = rArAeAz. Por
lo tanto la integral tiriple ffffox,y,deV expresada Cen

coordenadas cilindricas se convierta en ffffor.e,ZJr drdeciz.

:CAdmo vamos a evaluar tal integral triple? la respuesta es,
< g P

por supuesto, integracidén repetida. Como en el caso de las
coordenadas rectangulares, podemes dar un argumento burdo para

demostrar gue la integracidén repetida realiza la clase de suma

elementos AV que se determinan fijando r vy @ perc dejando que u
de S5S udV varie cuando varie =z, podemos formar una suma
v

fCr,e,zljéz+fCr,e,223Az+...+fCr,e,z QA=
. ™

JUe la integral triple demanda. Considerando todos los -




donde los Az llenan el conjunto de valores de z correspondiente

a una eleccidn de valores tipicos fijos r y ©. Ahora. los Az

los hacemos mas pequefos, pero escogemos maAs para llenar el

conjunto de valares de z ¥ formamos una nueva suma. £l limite

de esta sucesidn de sumas cuande Ar tiende a cero es una

z

, Tz
integral sencilla de la forma J fCr,9,z)dz, donde z, ¥ z, son
z
1

funciones de r ¥y & Este paso reduce la integral triple

ffffor,e,z)rdrdedz a una integral doble en las wvariables r vy

&,

respecto a una variable digamos & y lusgo con respecto a r.

que puede sSer svaluada por integracion repetida primers con
El

resultado de las tres integraciones tomard en cuenta todos los
elementos de la forma {(r, .8 .,z )drdedz los cuales entran en la
T L L

integral triple fffvi‘Cr.e,er dr dedz. Esta es la clase de

argumento que se usd en el caso de la integracidn triple en

cordenadas reclangulares para demostrar que ellas pueden ser

evaluadas por integracidn repetida.

Jsrs5 ftCr,e.z)rdrdedz=.
H W

i

gravitacional que un sélido

= bfa ¢ b) ¥y los plancs

Consideremos un ejemplo del uso de

Efcontraremes la atraccidn

determinado por los cilindros r = a. r
z = O ¥y =z = h, gue tiene densidad D por unidad de wvolumen,
ejerce sobre un cuerpo situado en el origen y que tiene masa 1.

La figura 91 muestra la cuarta parte de este sdélido. La

particula de masa 1 est4 en O. Consideremos un elemento de masa

AM. La fuerza con gue AM aftrae a la masa unitaria puede ser

considerada como la suma vectorial de una fuerza horizontal v

una fuerza vertical. Sin embargo, para cada elemento AM habra

otro, al mismo nivel ¥ diametralmente opussto cuva fuerza

herizontal sobre 1la masa unitaria contrarresta la fuerza

horizonital que ejerce AM. Por lo tanto necesitamos =solamente

considerar la componente vertical de la fuerza que ejerce cada

M
elemento AM. Esta componente es —5 cosa, donde o ez el Angulo

d

mostrado =n la figura 9ly d es la distancia OF, que en

. . z z z
coordenadas cilindricas es v~ + z© . Ahora, cose = 2. Por lo

d

, . GAMz C e
tanto la componente verticas es -——= Ya que el cilindro es
3 I
fal

homogénsa,. entonces como AV = rdrdedz vy AM

)

~
1



donde U es la densidad constante.  Luego la

tatal es:

FF GOzrdrdedz

2, _z.3-,2
(r+z7)

X1

Figura @1
Para evaluar esto por

orden dedzdr.

integragidn repetida, 2SCojamos e]

Cuande z y r se mantienen'constantes, e wvaria
desde O a 27. Luego cuando r se mantiene constante, z varia de
O a h. Finalmente, pr varia desde a hasta b. Asi llegamas a:

b h oz ;
s o5 p Ghzrdrded>

(=3 Q < cr2+zz)3/2

dque e= igual a

h*‘—‘
anGD[b—a—néz + h® + v4% 4+ B2 J



INTEGRALES TRIPLES EN COCORDENADAS ESFERICAS

Aungue al principio pudi mos formul ar todos nuestros
Pfoblemas de integracidén triple en coordenadas rectangulares,
podemos ver de la seccidn anterior gque algunos probiemas son
mas fécilménte formul ados Y resuel tos en coordenadas
cilindricas. Ademas. la inpegracién puede ser mas simple en

este sistema gue en el =sistema rectangular. Ventajas similares

son ofrecidas por otro sistema coordenade tridimensiconal: el

sistema de coordenadas esféricas.

; Este sistema para describir la posicidn en el espacio es una
médificacién del sistema de longitud y latitud. La localizacidn
Cflgura 92> de cualquier punto P esti descrito por la distancia
p de P desde un punto fijo 0, por el Angulo & que forma la
proyeccidn OQ de OP con respecto a una linea fija OU en un
plano horizontal y por el éngﬁlo ¢ que OP forma con la linea
fijagpvertical OV. El Angulo @ es cominmente llamado la longitud
ge F v ¢& la colatitqd, porgue es el complemeﬁto del aAngulo

latitud en el sistema de longitud y latitud. Para describir

0

todos los puntos del espacio, debemos variar p desde O a o
debe wvariar de C a 21 ¥y ¢ desde O hasta [1. Las coordenadas de

un punto se escriben en el orden (p,,¢d.

1305
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Figura 22

rara ldentifiicar las figuras representadas por ecuacicones en
coordenadas esfeéricas Y recilprocamente parza escribir la

ecuaclidn de una figura dada, es Util conocer la relacidn sntre




“las coordenadas rectangulares y las coordenadas esféricas. Si
el sistema rectangular tiene su origen en O (figuraz S35, =1 ia
direccidn positiva del eje x esta a lo largo de OU ¥ =i la
direccidn positiva del eje =z estd a lo largo de OV, =5 fAcil
relaclonar las coordenadas esféricas Yy rectangulares de

cualauier punto P. Podemos ver de la figura 93 gue OO0 = osend

vie

Figura 93
& .
y,tpor lo tanto, que

X = p seng cos8, y = pseng sene, z = prosdé.

. : - Z z 2 fz 2 2
Reciprocamente, si hallamos x +y +z ., obtenemos p=¥x +y +z .,
(&)

X . —~ WV
=4 obtenesmcs cosep=—- ¥ de la Tigura Lenemos gue tane=§.

Al trabajar con coordenadas esféricas deberiamos (ambi<én
tener presente que ain una ecuaciédn en una o dos vaﬁiables
puede representar una superficie si la ecuacidén se interpreta
como una figura en tres dimensiones. Asi la ecuacidn p = 5,

representa la la esfera con centro en el origen v radio 5.
. . - i

Para trabajar con integrales triples cuando ; la
interpfetacién geométrica del integrando y el volumen V estian
en términos de coordenadas esféricas, debemos dividir V en
elementos de volumen AV que son mas simplemente expresados en
ese sistema coordenado. Como en elf caso de las coordenadas
cilindricas, estos elementos estan delermi nados Dor Las
suparficies coordenadas - . esto es, las superficies
= constante. & = constante v ¢ = constante. Las superficies
= p son esferas con centro en 0O ¥y radio p. Las superficies

= constanie son semiplancs que comienzan a lo iargo de toda




Las superficies & =constante

= .

la linea vertical OV. (figura 93).
son semiconos exceplo cuande ¢ = 0, ¢ = % S B
forma del elementec de volumen AV

Para ver cudal es la
tracemos el volumen AV acotado por las superficies p= P,y PTP_ .
: . e =e, 6 =06, (ac< P =B, b= CdH < ).
(p1<,02) 1 z ( 1 92) Y @ q'151 j vz i ‘2)
CVer figura $940,
| |
|
i
j
i 1
@’*}.
Figura 94
acabamos

El volumen de la regicn esférica slemental AV gue

de describir, es igual a
) a 3

P, pi

(gﬂfé—)Ccos¢;~cos¢EDCEE—Gu).

Figura 8995




Fara wer eesto, encontraremeos el volumen de una regiodn
jigeraments mas simple. gque es aguella situada por =ncima de un
semiconc v dentro de una esfera, como se muestra en la Tigurs
5. El radioc de la esfera es p ¥ el angulo del cono es &, comd
ce muestra en la figura 95 Z2a a la altura a la cual el cono

cort.a a la esfera. El volumen de esta regidn consta de dos

partes. La primera es el volumen de un cono de altura a y cuya

base 2S5 b = psend, obsérvese gue a = pcosgd. El volumen de
c s 1 2 ,

este Ccono es entonces igual =a §ﬂ(pse-nqb) poosg. La olra partis

se =zncuentra debajo de la capula esférica v se puede oblener
. ; z 2 2 .
como un volumen de revolucidn de la curva x +y =p , haciendo

que X varie entre a y p, asi el volumen de la cupula esférica

es

o ©
2 2z _ z2 1 a
fa:th X Jdx = n[p x 3 ] ‘a
3

3
_ a_ 2 a _ £ 3 3 1 3
_rr[—-p pa+§]—-rr[3p pcos¢-+§pcos¢].

' P . 3 2 N
LSumando los dos voltumenes y observando due cos @=Cos @cosg,
)

encontramos que el volumen de la regidn situada encima del cono

y dentro de la esfera es igual a -2— ﬂpa - §Ttp3CDSC§5.

El volumen de esta regidn situada entre los aAngulos gbi ) @2,
s . C . = 3. . -
se obtlene por sustraccidn y es igual 2 e Lcosg —cos@ .
i
Considerando solamente la parte ubicada entre las esferas de

radios P, Y £ obtenemos un volumen también por sustraccidn vy

hall amos gnc pz—'pj) C cos<;‘>1~cos qbZD . Finalmente, debemos tomar la

parte situada entre los Aangulos ez Y ez, o sea gque debemos
: e, e,
tomar la fraccidn 57— de este ultimo volumen. En esta

forma '‘obtenemos precisamente el volumen deseado de la regidn

esférica elemental AV.

Usando el teorema del wvalor medio encontramoes que ,oz - pj =
35°¢ p, — P2, para algin o entre p, ¥ p,- Nuevamente por el
Leorema del wvalor medio cosg, — cosg = C —seng) ( ¢, — &3. Por

tanto, el volumen de AV es igual a
»-2 —
sen ¢ - 30 — @ 2Cs - 52,
~ C £, CC"Dz Pt 1
A=l cualguler integral triple J“J“J‘v fix,v,z2dVY, cuanda las

variables tienen significado geom@&irico en coordendas esfdéricas



integr

ce convierte en fffvfcp,e;¢3pzsen¢dpded¢. Estas
triples se evaluan por integracidn repetida, la justificacién
es del mismo tipo a la ya dada en los casos de las coordenad;é
rectangulares ¥y cilindricas.

Consideremos un =2jemplo para ceomenzar a familiarizarnos con

el uso de integrales triples expresadas =n coordenadas

esféricas. Consideremos el sdlido V ((figura 3882 qgque esta

determinado por la regidn que estia entre dos esferas gue tienen

su ceniro en el origen v dque son de radios R v th con R <
h 1 1

EE. Supongamos gque M es la masa por unidad de wvolumen del

sélido V. Considere también un cuerpo de masa 1 que estid en el

interior de la esfera de fadio Ri vy que estia localizada en

XC,0,0). Demostraremes gque' la atraccién gravitacional gue

ejerce el sdlido V sobre’ la masa unitaria gque esta en Q es

El hecho de gue vamos a trabajar con esferas nos suglere
de coordenadas

cero.

que el sistema mas adecuado a usarse es el

esféricas. La fuerza de atraccidn que un elemento del casguete.

A R C b
en, ~“digamos P, ejerce scbre la masa unitaria puede ser

Figura 96




Lojerada Coma el vecLar suma de una STuerTa norioontoal o A

Mme 2]l casgueile 23 Slmelliod COaR P ot om0 s e

-racal. rTa gue =]l casao 5
Lical . la fuerza gravitacional oue &1 @lemento = o o
e loon horizontal se conLtrarresia oor ia g
izonial del slensnio colocado simdiricamente a4 ¢ N LA
el elemsnia v por iﬁ Lanio fLodo 21 casgueble DUsEen @ el Dar
slamente una fuerza vertical sSoore La masa unibtaria en O,
- 10 Ltanlo. demostrar gue la componenis seriiosl

a TusrZa gravitacional ejercida por el casguszie =

-

rie

iDL Qe Iy Torna

o+

Construlremoss una integral
: P . 2 " . ' . < soe s . -

fffvxtp,e,@Dp sengdedsdg para representar la suna Lobtal de 1a
componentes verticales de cada uno de ins zlementos. de volumen

AV del casquets. La atraccidn ejercida por cualguier elensenio

g Vvolumen =n €l casquete. digamcs la de: elemenio iipico
‘ . - VT - . - . . —_ ’
localizado en F. es GMAV.d” dornde d. es la distancia O3F. Esta
atracclidn esti dirigida de G a P. La componente vertical de Ja
GMAV
%

> osa, aonde o 25 el Anguio en
d

entT= OF y el eajJe wvertical. 2SI

fuerza de alraccidn es

az coordensmdas S © 0 S

[

- s - - OCOTh—C — R
o290, entonces Cilgura S5Y coza = — . EMTOMCES LA
i

componente vertical de la fuerza ejercida por el

GHMAVT pcosg—ocd ~ : , \ e s
3 . Debemos expresar a2 d en coordsnadas SEIErLcas.
o
Fara hacer esto notenos gus
2 2 e - .2 2 z 2
d” = RG + PRT o d=Cpcoss——rc2” + (psensd” = p+ =% Zpe cosw.

R

peos p—rc

Q

U Y



Como 1a  componente vertical de la fuersa de a6 Al i

} s 2 , GMAVC o= ~ 23
zigrcida Dor AV = pisensAoAsSig. ' - >
2 | ! . D =
b
.z 22 : : - e - . e
g T ot CCoCIosy. la forma de esta componente en coordenadas
. Gl ocosgd — <) ] ] e e -
welidricas =S - - O Send AooSid, oE LS
-2 A - B2
o o —2os cosdl
2iemenios  deben 3er sumados sobre el volwnen  del . Casgusie
cesierico. Este volumen se describe cuande @ varia de O oa 8. 8

varla O a . v p varia de B a EZ. For lo tanto la integral aue
. 1

desSeamos 5

2., .2 ,
CMCpcosg - c2p send
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CAFITULD ¥

rGRAL DE LINEA E INTEGRAL DE SUPERFICIE

5

ftuio contiene los siguientes tema

de linea
de superficie

ulo se estudia primeramente la integral de linea.

.

capit
estudico de esie iLtema con problemas sobre 4dreas para
: >

finicidn de la integral de linea del tipo J;fo,deS S
y ver qgue estas integrales se pueden: reducir a
-dinarias. Despugs se.plantea un problema de hallar el
realiza una fuerza B para llegar a manejar integrales de

~ > . S .
forma f;?*i ds. Enseguida =se wve la convenlencia de

esariamente el pardametro longitud de arco vy se calcula

hecho por una fuerza F donde las ecuaciones paramétricas

n en funcidn de un parametro t cualquiera. Después de

1 Zda la integral de 1inea

Jemplo donde e ve gue el valor
‘general de la curva € de integracidn y de ilustrar por
ie ajemnplos que foCx,y)ds = fwchx,des pero que

> s
Cﬁ‘dr, se resuelven alguncocs problemas de mecidnica donde
Ta el concepto de integral! de linea.

Segundo lﬁgar se estudia el concepto de integral de

e motivandelo por medio de un problema de hallar la masa de

perficie y asi obtener integrales de la forma f Glx,y.z2ds,
=

maneian superficies S de 1la forma = = flx,¥v>.

) & x =h(y.z2. Después vemos que esias integrales se pueden

integrales dobles para poder evaluarlas. Posteriormente se

B . o~ . N i : =% - .

las integrales de zuperficie de la forma f Fn ds,
=

Nte motivada por medico de un problema de hallar el fiuje a

de una superficie.




TeEGRAL DE LINEA

ool vamss aigunos problemas que nos conduciran a la delinicion

1 conceplo do integral de linea.

2l EMA £ Consideremos la curva Ci determinada por ia
., . . 2 Pt .
fterseccidn del paraboleide =z = 7 + ¥y con el plano x = .

~ontrar =l area de la region A gque estla sobre el plano v = =,

Nt oS CO,Q,OD v €1.1.03 v ia recta perpendicular al plano xv

P

e pasa por {1.1,03. Ver Cigura 388.

27N

—

X

REGION A EN EL. ESPACIO XYZ REGION & EN EL PLANO SZe

Figura 28

OQLUCION: Antes de resolver el problema, notemos gue =8
Sencialmente un problema de cialculc de una variable (encontrar
1 drea bajo una curval ¥ gus Ie puade reducir a un probl=zma de

dlculo de una variable, =i s introduce un sistemna de =j=s

5
1
-
]
7
4]
]
H

z% tal come se hizo en 2] capifulo IT. Al numer

o]
0
L

N

o)

ct

~t

fu

o

e

[
G

A
v

untos del plano xy estian relacionados con

cuntos  del eje s por medio de la  ecuacidn veoids




1 1 . . -
——, ——>», de agui gue la ecuacidn de la curva O con
s{—= I ] .

~
p
b

istema de ejes coordenados s - z% estid dada por
y &1 segmento de recia C se traduce en =] intervalo

el elie =s. For lo tanio el area que se guiserse encontrar

vz

z oy /S . .
por j s ds={2-33Y2. (Después veremos gque =21l Adrea
2

e . P 2, =z
se representarid por medio del simbolo J Cx° + v°3 ds
- 3
2

ey

L - . z . -
lee "ia Integral de linea de x° + v° sobre ¢ de C0.0) a

anl EMA 2. dallar el Arez de la regidén qua s& encuentra
L1 s 2 2 . . A
e el cilindro x + y = 389 y gque esti limitada por la curva
: ' z 2 .
‘ . . . , X+ y= 3
determinada por =] cuarto de circunfersncia con

=z = 0

= 0 vy la curwva Cx que se determina al asociar el val or de

‘xyz a cada punto de la curva C. Ver figura S9.

Figura 99

Le nuevo estamos ante un caso que se puede reducir a
2ra de calculo de una variable sélo que ahara btenamos

un sistema de =jzs s —- z®, donde =21 e



re un plano. JEn 21 proklema anterior ne se

renderezar’ la correspondiente curva C por ser wa un segmanto

=3

de rectald; Tenderezar’” la curva C. matemiabticaments significa
que la podemos numerar con la misma escala que btienen los =2jes
coordenados v esto es posible lograrlo perque conocenos  las

ecuzciones parameiricas de T en

®x = 3ecoslsrA3), v o= 3 sen(s~»3); asi. al punt

s}

(Scos(s,32, Isenis-33) del plano xy, se le asocia el nimero

aqui se concluye que los valores de s estan en el

intervalo [0, 3r- 2] y iIos valores de zx en funcidén de s estin

T san{s.-30 cos{5-3). Por lo tanto el drea de

dados por = = Z
a regidn acotada por las curvas C1 y C estid dada por
T2
J'81 zenZCs/3D% cos{s-30ds = 23_
=]

Mis delante veremos que el area que acabamos , de hal¢ar, sa

’:f] "
epresentard por =] simbolo f Av'ds. gue se lee "la integral

iinea de xy sobre C de C3,00 a CO0.30"™).

Resalvimes does  problemas sobre A4reas para  motivar ia

definicidn de integral de linea que snszeguida damos:

Definicidn de integral de linea para una funcidn ZF0CH. o
nemos una funcidn z = {Cx,¥) que estid definida

soprg una curva ¢ que esitd dada paramétricamente por x .= xCs).

Supongamos gue te

= 3y(s), con a £ s £ b donde s es la longitud de arco. Sean A

B los puntos de C determinados por los valores; a vy

respectivamente del parametro s. Diremos que la direccion

aquella determinada por el crecimiento del

arametro =, Tomemos ,una particidn del intervalo la.bl

a =3 <5 <5 < < s =D
. [ 1, Z ~
e o .
Lo nos lleva a una divisidn de <& en subarces P, PZ = =,
=1 i
donde P, C e Y, ) ez £l punto en € correspondiente a I,
notamos elate As ., la  longitud del subarco ; & oo Alvora
< ¥ - L i

- J =n ada P, F, coms se& llustira

ja recta Que e5 perpendicular al plano XV, gque pasa per (300,02
v =1 @2J& = N0 va a ser oilra cosa mas que la ourva C
endererzada’ para que la region ilimitada por las curvas < v O

términos de la leongitud de arco



N4

Figura 100
en lag figura 100. Para cada ¢, evaluamos la’ funcién T en

xfgyJ, mul tiplicamos este ndmero por As, vy formamos la suma
L7 . <

N .
z f(x&, y}D Asg
: £=1
Por definicidn, la integral de linea de z = f(x,¥v2> a lo largo

e la curva € es el limite de esta suma cuando =1 numero de
‘subarcos tiende a infinito v la longitud de cada subarco tiende

a Ccero:

n-=>00

N
J£Cxydds = 1im z £(x, ¥ bs,.
z=1

Cada Asz—>o

Como conoccemos las ecuaciones paramétricas de € en términos
de la longitud de arco s, podemos evaluar la integral de linea,

‘reducidéndola a una integral definida ordinaria:

o
[ fcx,¥> ds = f £l x(s), yCs>]ds.
< [=

Ahora definamos la integral de linea de una fFfuncidn
=T{x.¥.23 a ilo largo de una curva C en el egpacio. gque eg
imitar a la integral de linsa para una funcidn de dos

variapl es. . "



SUunongamoes Jgue tensmnos una curva C en Lres dimensiones (ver

1612 cuvas ecuacion=s parametricas son 3
J donde 5 es la longitud de arco con a £ s £ b, Zean A v

5 los puntes de € determinados or los wvalores a y b
: p , e
respectivamenie del paramsiro s. Yamos a escoger como dirscoidn

positiva de O aguella determinada por =21, crecimiento del
LD S, Zupongamos adeéemas gue tbLenemos  una funcidn

Tinida en cada punto de la curva C. Tomemos

una particion del intervaloe [a.b]. eligiendo

Figura 101

subarcos P, P,= £, donde
£-1 £

correspondi=nte a 3=,

2 a una divisidn de C en
P(x, . vy, . =, es el punto en C
& 4 £ 4 -

Denotemos por Asg

la longitud del subarco F“{f P, Ahora

_1 4,
escogemnss un punto Qlx, . ¥, . Z,) en cada P, P, como lo
i £ < £ 4—L 4.’

muestra la figura 1C1. Para cada £, evaluamos la funcidn  en



r defintcidn. la integral de linea de fCx,v,zd a lo largo d=

es =1 limte de esta suma cuando el numero de subarcos Liends

cinfinito v la longitud de cada subarco tienda a cero:

N
froxy,zd = lim ) £(x, v, 2z, As,
-:‘ ' i A £ <
N

Cada As o
4

Para evaluar la integral de linea necesitamos conocer 1la
urva C. Caomo ya tenemos definida a la curva C, poddemos reducir

a int=gral de linéa a una integral definida ordinaria:

o

jngx.y,zjds = j‘ tIxCs,>, yCsd, zCsd] ds.

Veamos un ejempio de una integral de linea gue a la vezr nos
a ayudar a que concluyamos que el valor de la integral de

nea puede depender de la curva C de integracidén.

JEMPLG. Zvaluar j;Cx + yids
A lo largo del segmento de rectia que une i origen con el
i

ggnto €1,13. Ver figura 102.

A lo largo de la trayectoria mostrada en la figura 103.

Y
au : . Qb
A
Ce :
i
N > X i
— - -
¥ <0.0% g, 1,09 _ %
Figura 102 Figura 103 .



3 las souacliones parameiricas de la recta  esitan dadas  por

Y vE ) - : it od
* = 5. Y = -5 S con C = s £ ¥2. donde 5 &s la longliud
de arco medido desde 1 origsn. Por lo tanto

Ve
j (x+ydds = ¥2 j sds = V2.
(o4 Q

5 Ahora integraremos la misma funcidn fdx,yd=w+y de {0,030 a

C1.12 a lo largo de otra trayectoria como lo muesira la

figura 102, Agui dividimos la integracidén en dos partes.

una a lo largo de C ¥ otra a lo large C . Scbre C
S = 2 . 1
tenemos x = s, ¥ = 0, 0 25 £ 1. de donde x + y = =. por
tanto :
i !
. ¢x + ydds =J's ds = 1.2.
< o
. _
Lag ecuaciones paraméliricas de C2 son X = 1, ¥ = S con

0 < s £ 1, donde la longitud de arco es medida desde C1.02. De
aqui que x + v = 1 + s v por lo tanto.

ol !

j;2Cx + ydds =j;C1+SD ds = 3.2

umanda los resultados para los dos segmentos encontramos

i w

Qp

fﬁ Cx + yids = j; Cx + ydds + je Cx + yids = +
1 2

Por lo tanto la integral de linea puede depender de la

trayectoria de integaracidn.

Ahora gqueremos estudiar integrales de linea donde se

involucren {unciones .vectoriales, esio nos obliga a gue

dizcutamos el concepto de funcidn vectorial.

Zabemos que wuna funcidn de una variable, gensraiments

‘gscrita como v = fUx), es una regla gue nos dice cémo asociar

dos numeros x.y:; dada la x. la funcudn nos dice el valeor de v
4

que se le va a asociar. Azi, por ejempla. si y = f(xD = wx -

w

entonces calculamos el valor de ¥y 2levando al cuadrado el valor

. . , 2
Ae x v luego sumandoe 3. 4si, s1 o w = 4, v = 47 + 3 = 18,

En 2l capitulo II vimos ejemplos de funciones de dos v Lres

D)
4]

Yariables comd z = T(x.¥vD v w = T(x,y,2) Jue Lambisn 3on recl

J=

que nos dicen gué ndmera asociar a una pareja ordzsnada =n =




~aso de = o= dx.y2 ¥y gue numero asocliar a una terna ordenada

cwL 2 oen 2l caso de w = flx, v,z

~ -

s funclones v = Cx.J, =z = flx,vyv), w = [{x,v.= son

L

Ol ones escalares. La generalizacidn a funciones veciLaoriales
oo wirecta. Una funcidn vectorial (en tres dimensiones’ &35 una
ta gue nos dice odmo asociar un vector con cada  ounbo
o v.zi. Un ejemplo es la velocidad de un fluido. Revrasentemos

. - ;s - + e ;
est.a funcidon por medio de vwix,vy,zd, la cual especifica la

nider del fluldo asi como la direceidn del flujo en el punito

-al

Lv¥L,Z2. En general, una funcidn vectorial fo,y,z) espacifica
tana madgnitud y una direccidn para cada punto (x,v,zZ> en alguna
regisn  del espacio. Podemos fepresentar gréficamente una

funcidn vectorial por medic de un conjunto de flechas (figura
134> . una para cada punto (x,y,z). la direccidn de la flecha en

1~

i DUIr

—- b}

rectnorial ¥ su longitud es proporcional a la magnitud de l1a

ot én,

v,

: Figura 104

wnomjenple de una funcidn vectorial Cen dos dimensionesX es

=2 . .
Flx,vd = ix + Jv,
w2 Llustra =2n la figura 1035, Esta funcidn a cada punto
S ) : N . R 4
<vL le asocla =]l vector de posicidn .




!
}
4
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Figura 105

Estamosz yva en poziblilidades de comenzar a estudiar oroblamas

£

de integrales de linea donde intervengan funclones vectoriales.
Pesol vamos un problema de trabajo, gue &s un caso mas general

que lo= gue se estudian en calculo de una variable,

Una particula se mueve de un punto Acaféz,aQE a un punto
b J),bg) a través de una curva C de ecuaciones paraméiricas
Csd = ulsd, vi=d, z(s3>, a € = = b, donde 5 es el parametro

LLud de arco, en cada sunto P de la curva actda una fuerza

3
i
-
ot

(P>, Hallar el trabajo que realiza P sobre ia particula que se

ovid de A a B siguiendo el camino C.

[

GLUCION. Tabemos due si una particula se mueve desde un punio

particuia o= constante (figura 10682. entonces =i fLrabajo

oodel

N

2alizado por F sobre la carticula s MW - F Zn =l ca




Y.

Figura 108

problema que deseamcs resolver, C puede noA ser recta v P
puede no ser constante, sin embargo, el saber hallar 2! irabajo
para el <caso en que C sea un segmento de recta ¥y F sea
onstante nos va a ser de utilidad.

Supongamos que para s = & la pariticula estd en A v para s=b

oy

1
la pariticuia estd en B. Tomemoes una particidn del intervalo

a = s <5 < ... ¢35, <% ... <8 =obh
o 1 L—1 L N
esto nos lleva a una divisidn de C en N partes A = ris D,
> . * g C - P g - :) —_ _}..-,—.. - 2
=ris D,..., = r =5, & o= r CsD,... B o= ri= i s <
1 pi.—:. 1—4 ’ t i : N ¥ P

lo tanto en N subarcos. (Ver figur;a 1072,

i

z'u
-

7]
Joor
G
[
)
Q_x
bes
Oy
~]



.. - . . =3
Hallemos una aproxXimacidn para el trabajo realizado opor & en

i arco FOP 1 = 1, 2, .... NJ. Estaz aproximacidon la
1—1 L .

ooramos considerando que la particula se movid por &l Segmenio

+ = rsi - 3 . L ] —y E— —

de rredea - Yo odgqQue a 10 largo de esie Sagligiio St uave

LT1 L

CP 5 que se mantuvo constantse =2r

Por o tanio, una aproWimacidn para el Lrabaio reaiizado
a lo largo de O es .
N z
-+ -3
E r{=) — r(s )] . }?[I‘CS )J
. L 1—1 i—
L=1 .
Sabemos, por obirao lado gue
= . i & -
r¢s + As2 -~ r{s> +,
 r’Csd
As
de aqul que
> g .
r{s> - r(= = r (s, s - 5.
c 1_:) ( L_'J.) C L"‘i) { T L—'i)

y por lo tanto una aproximacidn para el trabajo realizado por F
e

a lo largo de O es :
N . ‘
> -+
F (= - r'(s As
Y B[R, ) - Fres ) as
1=1
donde P - T
1 L L—d
Si N tiende a infinito vy la longitud de los subarcos
P =As tienden a cero entonces se tiene una me ior
[t SR L . :

\ o . : . L = . .
aproximacidn para €1 iLrabajo realizado por F, por lo tanto. i

trabajo realizado por P desde A hasta B es

N . R
3 (> -+ ° 4
—_— o N > ~ i N “—
T = lim E r[r(s )] s r’{s ) As = f F(r{s3) » p’C{sdias
11 L—1 |8 +
N=¥1) . a :
N 1=1
AS g
1 - :
- : S +
COMENTARIC, Cbhserve que =i hacemos gls2> = ﬁ(r(s;) - r’Csd.
aCs5 representa & una funcidén real de variable real ¥ por 1o

tanto calcular 21 valor de T se reduce al calculo de una

integral definida ordinaria.

e . 2. z

Lo MELG Hailar =1 trabajo reallzado por Flx.yd = <1~ wi,

Scbhre un cueroo gque se muave desde ATZ2.00 hasta BCOO,ED a fraves
) ) z 2 . .

de lz circunfersncia = - » = 4. =2n sentido contrarioc al



OLUC T ON. La trayectoria que siguid el cuerpo tiens por ecua-

. . > s = - .
cidn vaectorial a rdsd = (&2 2OS3, Zsen =», O =X 3 T ., donde ei
=
N LI " Y . 3. ? -+ ~ =.2 — =
arametro s es la longitud de arco. (ri{s2) = (Eco=z =) ,csen§>
o
2 = s =+ + s s X
4cos =, Esenz)y ¥ 10s) = r'ilsd) = {-senz, cos=). For lo tanto
= = = =
=2 " z2 S [~
= . s s s,
Fo- T ds = I 4cos’ =, 2senz) * {-senw. co=>> ds
fc o< 2 c> = b.::>
" z 3 s s =
= = =
= (4 cos I(sen =)+ 2 sen = cos — tds = —=.
[

Zn muchos de los problemas donde se necesita calcular =i
trabajo hecho por una fuerza F. es dificil hallar la ecuUacidan
vectorial de la trayectoria seguida por una particula en
érminos del parametro longitud de arco s o la expresidn que se

N > - . ..
‘encuenira para rds) es muy complicada, sin embargo coma se vid
en el capfiitule III resulta relativamente méas facil, hallar l=z
cuacidn vectorial de una trayectoria en términos de otro

parametro gue no sea la longitud de arco.

- JEMPLO.  Una particula A se mueve desde el punto PCO,0D0 hasta

el punto QC1,1.2 a través de la curva yz = x°. Hallar dos
v i

ecuacgones vectoriales para la trayectoria seqguida por la

foarticula A, Una de las ecuacliones escribirlas en términos de
la longiﬂud de arco s. |

OLUCION. TCLd = <t2, t3>; O -t = 1 es una ecuacidn
saramétrica para la trayectoria seguida por la particula A.
ara hallar la ecuacidn vectorial en términos del paridmetro

ongitud de arco s, hagamos

L
= fﬂﬁz + Tt 4T
o

=
= L [Cfl- + gt %% - 8:}
= f
de donde
273 273 a2
— —- A -
Teay = <C2!S + 32 1 X [27s + 8D 4] 5
g 27
COon '
0<s < i_[13:.vI3 - 8].

=

que tenemo= gque buscar una exprasidn
bara hallar el trabajo que realiza una fuerza, cuando la
PCiudcidn vectorial de la trayectoria estia escrita en términos

Stro parametro Cdigames LD donde L no sea la longitud des



e Cpor clerto que en mecanica se uUtilizan  ecuaclones
cioriales en términos del pardmetro L, donde t representa el

Lmoo Dara describlir la travectoria seguida por una particula

Cnoonlltemos puss Una expresidon gue nos dé =21 valor del

: [ N, o o~ . = N ! . R |
raba Jo Nechs Dor Uha IUSerTa o rooal o mover una partloula & Lo
SS1da descrina

Lroo e la curva S de A a B, donde la curwva O
-

or la ecuacidén vectorial rltd = b, yCtd, zCid> donds t oes

. . 3> - o~ 7 P ~
1 tiempo ‘con rCa> = D& v rC by =0B. Subdividamos O como lo
Fdica la Figura 108, Imagine a F actuando sobre 1a particula
P a P, dos puntos de subdivisidn consecutives de C. El

-1 L
rabajo AT realizado es aproximadamenie igual al producic de
L

componante tangencial de Falo largo de € multiplicado por

longitud del arco P P.
11

t — —
™ A - : -2 . LR SRS L - 2
PP =As = VO[O vt L] T ZCLl ]
L—-1 ot L
1
-1
NiLonces
P S v 2 ¥, 2 N
ds =¥ [0 3] 7+ v CL 3] T =i AL
L L - L L 3
- k53 n - - - - ..
un Lot L] Opor =l fteorsma del valor medios  sara
I L—1 L :
B — . . =
rales’ i TUDONSMNOS gue el valor e T =




Proxlmadamente el mismo para tedo telt Lt ] tomemnos a
L1 L
t¥Q) come el valor de F a lo large del arco P P . El
L » - x =1 s
or tangente a la curva O para L = L es r’Ct 3 = 0L D0,
L 1 L
2 *_
J, z'CL D>, FPor lo tanto
L L 5 .
x r’Ci 3
\ >
a combonente de Falo largo de C es ?(FCL_J) . —*—ﬁi-:z—~ hg
- - | Frit sl
1
in valor aproximado para AT es
: 1
E.3
Free
»> * L
AT, =~ B(Ect D) - —— As.
1 L
) | Frctia
T
4 é: * 2 > '* Z » > 2_| H'_’; € i
ero As = ¥ [ x Ctt)] [y’ Ci D] +[ =z CtLD] At o= e CtLDﬂ At
. L 11} ¥
psor lo tanto
.
Lo 2ty o
AT, x~ F(lct D) - - [Fret™f At
i L >, ¥ L L
I erct 5]
1

¢

= Btcely) - ?'th} At ,
an v
= aaui que el trabajo hecho por F sobre la particula que s=

movid sobre C desde A hasta B estid dada por
5 >

T = [F@Erctd) - 2rced dt.
a

JEMPLO. Mallar el trabajo realizado por BFCsx,y) = i

XL + wvi,
obre un cusrpo que se musve desderAéa,OD hasta B(O,2) a través

: . » . 2 2 , .
e la circunferencia x + ¥ = 4, en =entido contrario al

movimiento de las manecillas del feloj.

SOLUCION. Una ecuacidn vectorial para la trayectoria seguida

por el objieto =2sta dada por rCtd= (8;cost, &2 zent)> con G LX g.
. 2 -

C4 cos“tli + C2 sentdj y R'Ct3 =

For io tantao ?{?Ct)) =

{2 sent.2cost>, de aqui que

s 2 T2

fF(Fctd)y-Frcis di={ <4 cos®t. 2 sent>-<-2 sent. Zcostddt
(8] ’ . o

-2
~ 2 , . . . =2
:f [ (8 coz ™t sentd+4 sent cost]di= ~5. -
(=]
OMNENTARTISG 1. Sabemos que S1 un cuerpo =2 mueve desde un punto

hasta un punto B de una curva C que esté en el @ospacio vy



Tiamos doOs ecuacliones vectorialeg para describir

i do por dicho cuerpo, a saber:Fcg,

qui = xCsd yLS)

s = = donde s es el para : R
s 2’ L Metro longitud:ide
=dwCLS, wili zCLo cO = [ IR
3=l LD vl , 7> nooa L= D, donde " & 734
imetro, @n general leos intervalos . i Comy
ra-me \ > = H -v [ Sl. 32} ¥ [ a, D}
-t intmos. sSin empargo es imporiants hacer notar que =i trabéi;

= ] e 3

cho por una fuerza F sobre dicho cuerpo esti dado por:
=

2

3. >

[ FFcssy » 2resd ds

=3

1
~uando s s =l parametro longitud de arcod v por

)
J Frawd)y - Rrotd at
. a
~pando t es otro parametrod.

-OMENTARIO 2. Hay una diferencia importante entre una integral
e linea de 1la forma_j; fClx,vJdds v una integral de linea de
a forma jg?(?CsD) - ¥'Cs> ds, a saber:

L flx,ydds = Fix, ¥ods
A j I_C -i
ero

[, F@csd) » Fresd ds = - [ _P@csd) - Fresd ds
L .

Fsto lo ilustraremos por medio de ejemplos:
’

ESEMPLO. Calcular j; Cx+y2ds j‘ch+des. C es el segments de

ecta con punto inicial en ACO,1D> ¥y punto final en BC1.32. Ver
igura 108.

SOLUCION. La ecuacidn vectorial de C estid dada por

-,J
|_
fa)
-
1
W
i
O



Una propiedad de

. 1 2 , -
FCs3 = {—— 5,— sTi>; 0 = s = 5, por lo tanto
S v3
. - _ 1 e 5 = s
f Cxtvods = j:(—“ Ss.— s+1)ds = 575 . FPor otre lado. 1a
“ V= = .
. o o . —~ -+ 1 b ~——
scuaclan vectorial de -0 es r(=0={1 —-— 5.3- — g>; O0x 3 = 3.
¥ 5
For lo tanto
¥s -
- - ' . = ~ = = =
J_ ixevd ds = f [1 -~ -2+ 3 ~=27]ds =2 8
- X . >
~ > Vs /< .
- — : e . -~ ; . > A >, - .
EJEMPLO.  Caleular [ F(rdsd) - r'Csd ds j‘ F(rcs3) + r'isdds
‘ c < . = .
I TR g -~ .
=1 esta dada por risi = {2 cos = 2 sen §> con O = s £ 1,
dende :
Y Y ki
15 A 3
4
. B : B
:
c -c :
i
L
L
! - _—
A X A %
I
Figura 110 _
- 2, ) A . . : o o >, =
CH,¥I= xi+yvj. Anteriormente vimosigue j;r(rCsD)'r (sdds= -— =z
hora .caiculemos la otra integral. La ecuacidn vectorial para
. > . 5 S, : ,
C es rdsl = (&2 seng, 2 coszy» con O £ s £ 7, por lo tantc
= ;
. .
2 > , 2 s s s =,
F{risl)) - r'tsl ds = f dsen =, 2cos > * {Cos=, — sSen—ods=
T
= f [iseﬁz 2, cos = Zcost senood =
= L5l = -0 o OS.- 3 e MOE = =
o = = SETEE eEhEs 3
Resolvamoes ahora un opraoblema donde se pons de manifilssto

traisa |

(]



MHELO Frincipio del trabajo y la energia. Una particula de

_;E;”ll (-
b 1 o~ : A

masa m Se mueve a lo largo de una curva C descrita por rlid;

< L % b. donde el parametro t es el tiempo. Si la rapidezx
gﬁ’CL}ﬂ de la particula &2n &l instante L la simholizamocs por
§ . Lo~ - . P . . . 1 2., -
medio de v(iZr, su energla cingtica esta definida por & om v CLs

h ]
cemostrar gue el trabajo realizado por F durante el intervalo
) o . R Z., - 1 .

de tiemo [a.bl es iguaa > m v bl — 5 mv Cad

SCLUCION., En la solucidn de este problema vamos a utilizar

campo de 1a fisica dos hechos relativos a una particula en =1

momenta b,

1. F(RCtd) = m 2CLd = m FrCed (Segunda Ley de Newton).
= E.C. = % m ﬁ?’ct)ﬁz . CE.C. = Energia cinétical.

El trabajo realizado por F durante el:intervalo de 1iempo

[a.bl es
3 e > > ° 1
J RGP Ced)2 ced dt=[m Frctd » Frcedde=] mz[ 0 Ct>. rrCtd] dt
¢ g a a ’
o

° 1 I > . 2, 1 I y -'-'Iz 1]
j'm 5 Ciroct>y } dt = ﬁgm frrcisg ]

=

=4

- - mvoChl —= mvCb).

2
I
|

(o
VRS

mijrrcad |¥=

ik

1 NPT
émﬂr Chd |
Teorema fundamental del ‘cilculo para integrales de 1linea

n cadlaulo de uria variable se demosird LS

i1

J‘f’ijdx=beJ~beD. Hay un resultado similar para integrales
de linea gque demostraremos ¥ lo utilizaremos para resolver dos

problemas de mecianica.

TEOREMA. Sea C una curva derivable que une los  puntos
Al v .z ) v B(x ,.v .= ) ¥ cuya ecuacidn vectoriail ea
1 1 1 - 2 z z
-3 ~ . - R -
r(c)=<rut),rgjj,r3Ct3>, a £ L =2 b con rCald = A y rCbhd = B.
1

Fea f una funcidn real y derivable, definida =n una regidn R

gque contiens a la curva ¢, enitonces

 r’CLddt = (<. y =z - (=<, . Z ).
r*{tddtr IC(Z, Y, 2) L(xl Y, 1)
y .- at N & .
voorRceyy = <Aty L ERenyy sy,
; 3w v y= T

Rl e MR R Y e -




- lo tanto j;?f(?(t)) - Friiodt es igual

af_}J_ af-}, c'n?f'»# . - N - ] 4 \
L.) 3 C): ‘C * ’ i
CGAPCRD), GAFCED), FAFCEI)S = (r Ctd,r Cty o r ) Ctd)dt
AN DR S
= [ 5 ()]

i

b
f(?tt))J = FERCBY)Y ~ £(5Cald)
(=3

li

(BD — CAS = 1 (x, s - X, L Z
fCE fCAS I(<2 Y, 22) f(Az.yz. 2)

Por ‘ia regla de la cadena si w=f{x,v.zl), x= rictb. zzriCt) v
raCt) entonces para w = f(?Ct)) tenemos
dw of af » et :
—_ = -t. ! b4 ~ AP »
3T [qi{rc J)]F Ct)+[§§{rCtJ)]r2CtD +[§E{rCt)}]r3Ct3.
_ 8F.s.. . Of.» T L e,
= <5§(TCu3), §§{rCt3), 5E{rCtD)> (rict),rzcb},AECt)>
= VE(RCED)-TCLD
: H
OMEMBARI O. Este resultado nos indica que si una fuer=za

Cx,y.z) a&s igual al gradiente de una funcidn escalar r,
ntonces el trabajo‘efectuado por ?Cx.y,z) sSobre una pérticula
frque se mueve desde un punlo A hasta un punto B eg independiente

e la trayectoria, es decir =in importar cual sea la curva C
cuva =cuaclidn vectorial es RCLD se cumpl e:

J;ﬁ(?Ct)) - FrCtd db = £CBY - CAY.

JEMPLO. Potencial Newtoniano. Hallar el trabajo que realiza
a fuerza gque ejerce una particula de masa M sobre otra

articula de masa m que se mnueve desde un punte A hasta un

En la solucidn de este problema vamos a utilizar del
de la fisica un hecho relaztivo a la fuerza de atraccidn
dos cuerpos.

ey de gravitacidn universal establece que la fuerza F

que ejesrce una particula de masa M sobre una particula de masa

Estad dirigida de m hacia M.
— . L2 ,
Zu pagnitud es GmMoT . donde G es una constante v r ez la

distanclia enire m vy M.



introduzcamo:, . sistema 2 coordenadas con el obijsetos de=
=1
enConNimar una expresion para F.o Situemos a M en el oridgen v sea
“ - - —_ a T
F = xi T¥1 Fzk el vector de posiclon de m. Entonces = g
. _
I B . . . . oo =
- — &S un veclLor unlitarlo con la misuma direcclidn qus £ ocon Lo
que la lsy de gravilazcicon Loma la forma
&L GmiM -+
Flrd = = ————— 1
+, 3
fl_‘l
i
@ :
= _ GmM L
Flx.Y.25 = — (xil+yi+zk3
2, 2, _2.3-2

) : _ GmM I -
> —m———— gonclulmos gue 21

. —
pero como Fo= VI donde >
' : A2, =2, 2
X Ty =

trabaloc T que realiza F. sobre m independientamentse de 1z
trayectoria seguida por m =s igual a
T - f e ‘,f = — f W —_
C 2" Tz’ 2) ¢ RS /_s.)
GmM GmM
2, 2. 2 z 2z 2z
: '/:x.+v +z w/x+y iz?
oyt 2 "2 2 1 1 1
, A s o ;S o=z =z 2 : -
i =23criblmos r en iugar de X Ty i =1,2 tenemos
L 1 1 L
GrM GmM '
T = -
r T
s i
1
= GmMd (=— - —)
- r
2 1
- ]
i 1 :
= -GmM (- - =%
r
1 z
R ~ . ~ GmM .
A la funcién f(x.y,z) = se le llama potencial
_ f EINEE :
> T i i
4 SmM .
—_—— le

‘Newtoniano., En la fisica a la funcidn < y,z) =-
: : /

2 2z 2

XoFy tz

liaman energia potencial.

MPLO. FPrincipio de oonservacidn de la energia mecanica.

Supdngase qua un objeto de masa m se mueve a lo largo de Gna

curva derivahle C. dada por
- > . - - - .

r = rCt) = pr Jt31 + r CL2j + o
- i 2 3

i la Lnfluencia de una fusrza F o= gr cairra alauna

uncidn escalar . Denuesire gue para todo momento ¢ 1la sima

inetica Vv potencial de un objerLo es constante.



campo de la fisica tres hechos relatiwvos

.

-~ W "l" . -~ =
thiﬂm. Tomemos det

objeto en el momento t.

BPced) = mACtl = m FrCED (Segunda Ley de HNewtonD
E.Z. = %m I'F t)f{ CE.C. = Energia Cinétical
=7 = —£(rCtd) : (E.P. = fnergia FPotencial)
1o tanto
E.C.+E.P.]= Ele [lé m 7 ety )® ~ £ }
d

NV R=
o
ps

|32
O,
‘-4-

d -+, . 2, _d
— [} Lo r CtJ] at[}(rut))]

[91"'Ct)'r Ct% {——-r‘ Ct)+§—f:~r *CL -i-—ai rIChD
ay éz 3

s

= m rUCt) - RBrCE) - VEERCEd) -+ 2rCt)

1

[m Zrecty - Vf(?CtD)]v £rcid

i
fl

Befetd) - ?c?cu)]o £ Ct)

=0
e donde concluimos que E.C. + E.P. es constante.
OMENTARIC. Debido a que se conserva el valor de E.C. + E.P.

l evaluarla en cualquier momento t, cuando un obhjeto s mueve

se le liama fuerza

. =
bajo una fuerza P tal que P o= Vi, a F
conservativa o© campo conservativo., A E.C. + E.P. s& le llama

energia mecanica.

'INTEGRAL DE SUPERFICIE

Vamos a resolver un problema gus nos conducira. al concepto

de integral de superficie.

E T = 3 ~ 2° 2 z
cinHFELO 1. Ses 5 1la parte de la esfera x
octante ¥ supongamos que la densidad en

o= o= 2 - =t g s 1
¥ = X . cneonLitar La

estd en el  orimer
Cual quier punto Flx,y,z3 es plX,

~

hazag de =.

]

+ vh o+ 2" = 5 gqus



LUCION, Lo primesro gus  vamos a  hacer &5 encontrar una

oximacidn para la masa de 5, esto lo podemes lograr de la

quiente manera:

5 Ya gue =1l dominio de la funcidn = = §{Cx, ¥ def"inida
C . § z 2 2 o, .
implicltamente por X + Yy + z = 2, consiste en la regldn
del piliano xy determinada por lias ecuaciones x = 0. y = 0O,
- , . o
v = YE-x Cesto es un cuarto de circuled. dividamos o1
intervalo (0,31 del eje x en tres partes iguales, lo mismo

hagamos con el intervalo {0.3] del eje yi Cver Tfigura 11i).
En cada punto de subdivisidn de cada eje dibujames linsas
paralelas al oﬁro ej=o, asi gueda cubieﬁta la cuarta parte
del circulo'que ezta 2n =1 plano xy por ﬁedio de cuadrados.
No toda el area del cuarto de circulo;esté cubierta por
cuadrades que estén comp;etamente dent}o del cuartoc del
circulo. Consideremos salamente aquellos‘cuadrados que esten
dentro de la cuarta parte del circule y asignémosle un

nimero a cada uno de ellos desde 1 hasta 4.

&
0 I 2 3 LN
l Ea
il 2 f
I
il 4 |
2 vy
3 _.//
¥ :
X
Figura 111
Encontremos el wvalor de la funcidn z = ?@—xawg en cuatro

- puntos Cun punto para cada cuadrado contenido totalmente en
el cuarte de circuled, digames C1.2,. 1./2), (3.2, 1.2,
Cir 2, 372 vy (3.2, 3/2). hAsi obtenembs 4 puntos de ia
Superficie $ a saber r1c1/e, -2, Y342, PCi-E, 302,

YEGS20 PSCE/E, 1.2 ¥eb-22 v P4C3/8. 3.2, Y1I8-23.




iy Hallemos los planos tangentes a la superficie £ en los

puntos P, P, Ps' P4 v el valor de la funcidn densidad

olx,y,22 en los mismos puntos:

Pi ;}—_jx + i:y + gz = G pCPID = 14
Pz é—x + égiy + l/g:_z = g ,oC_PzJ = 1.4
P gx + é-y + l’égz = g Py = 94
P4: g: + gy zégz = g pC#4D = /4

Ahora vamos a considerar gque el valor de plx.v.z> en cada

punto de aquella parte de S que estid por arriba del cuadrado

No. 1 dllamémosle Sii) es aproximadamente igual a o(P > = -i.4
1

P

y que el A&rea de 5, es aproximadamente igual al 4rea de

agquella parte del planoc —18—34 + é—y + _—g—%z = 9 gue estid por
arriba del cuadrado No. 1, de donde podemos obtener una

aproximacidén para la masa de Si. Procedemos a;le igual manera
cof¥ aquella parte de S gue se encuentra por arriba del
cuadrado No. m (m = 2,3,4>, llamémosle Sm Cm = 2,3,43Iy asi
logramés una aproxXimacidn para la masa de Sm Cm = £,3,43 ¥
por 1o tanto una aproximacién para la masa de S ;Peroc cdmo

podemos hallar el valor del Area de aquella parte del plano

4 . . . :
é—x + }8—}/ + —-S-—-_z = 8 gue sSe encuentra por arriba del cuadrado
i

No. 17 La siguiente figura 112 nos avudarid a lograr este

objetl vo.

P — e e

7

Figura 112




-~ -

e la figura 112 podemos ver dgue si se conocen Ax, Ay v S, 185 &5

el valor del Angulo agudo que forma el plano inclinado con 21

plano  xy entonces =1 area del plano 1nclinado es igual &
Ax . .
AVAWSAY ———- yva gquUe AN = Aw cosg. Ahora, la figura 113 nos
- N o o1t~ R - .
permite hallar uha =2xpresidn  para  cose  en tériminos =]
vectores. Zi n s el wvector normal unitario gue forma  un

angulo agudo con la parte positiva del eje =z,

~
n,k— - N
cos® = ———— = N * K
| ST |
D=2 donde una expresidén para el area del plano inclinado es
Az . . -~ , . ' .
~=Z—, donde n es un vector unitario perpendicular al plano

ek
[
inclinado. Con esteos elementos podemos decir gue el a&rea del

P

planc mencionado que Se encuentra por arriba dei cuadrado No.li

- es
1 x1 _ B
1 1 v34 ¥34
G & & >7<0:0 1>
'De aquil, que una aproximacidn para la masa de-S1 sea %x—§—~*

2 T ¥34
& 27 =7 . , : -
: son aproximaclones para las masas de Sz, =,

) . ¥
4v286 =2VES 2¥18

vy S respecltivamente, de donde una aproximacidn para la masa de
B3 ° 2

S es

3 [ 1 1 g . g ] .
= + + —— * x~ B.38.
= T4 vEB YEB ¥Ig

Zi diwvidimos el intervalo [0.3] del eje x en 12 partes
ﬁguales ¥ lo mismo hacemos para el intervalo (0,31 del ejs ¥y v
en cada punto de subdivisidén de cada eje trazamos lineas
paraleias al otro eje, gueda cubierta la cuarta parie del
circulo ﬁon cuadrados. pero sdlo 22 estian completamentie dentro
del cuarto de circule. EZi realizames las mismas operaciones que
~hicimos para el caso anterior, encontramos una me Jjor

Aproximacidn para la masa de 5, esto es 14.49.

Si el intervalo (0.3] del eje x =& divide en j partes
lgusies Ax y 2l intervalo (0,317 del eje vy en } partes ifguales
Ay, v =2n cada punto de subdivisidn sobre un ej= dibujiamos

lineag caraielas = of.ra eje. cubrimos la cuarta parie des

1~

Circilo gue estd en el plano Xy por medio ds cuadrados. Ho todo

it

arsa del cuarto de circulo esisd cublerta de cuadrados ou




ten completamente dentro de este cuadrado. Consideraremos
2] amente aguellons cuadrados que esién completamente dentro del
Jérto de circuleo y asignemo= un nUmero a cada unce de 2llos
acde 1 hasta k., de modo que cada cuadrado tiene un ndmero

co, asi del i-ésimo cuadrado o cuadrado tipico escogemos un

(<. v.), luegce enconiramos el valor de la funcidn
L i
- 2 2 ‘ . . .
Y3—x Y en {(x, ¥y ). denotémoslo =z , enseguida encontramos
3 . . : . g
: 2 2z )
planro tangente a z = Y9-x ~y en (x., y.. )., este =5 xX
< i L L L
vv + ==z = @ y el wvalor de 1la funcidn densidad en
¥ : -
. 2 ' , .
Y,y .Z. ), éste es p(x, ¥y, Z.) = X . El considerar gue el
L L i L L L L

—

alor de pl{x,y.z3 en cada punto de agqueila parlte de 3 gue ests

(W]

arriba del cuadrado i-ésimo C(llamémosle S es

: L
roximadamente igual a o(x,y..z) = xf y que el 4rea de S es
proximadamente igual al area de aquella parte del plano X %+
+ z.z = 9 que esti por él‘riba del cuadrado i-é€simc, nos
uda a encontrar una aproximacidén para la masa de S,L esta es

3x_2

L

masa de S{_ L ———— Ax Ay.

i
fQ*xf‘a—yf?

L T
aqui gque una aproximacidén para la masa de I es

¥ 3>c',2 :
M, =5 ax b

Lz =z

L=1 v’g—xi ~Y
uestro préximo paso es hacer decrecer el valor de Ax que
ermite que el intervalo {0,3] del eje x quede dividido en mis
Sartes iguales vy hacemos lo misme con Ay. Por lo tanto, habra un
algo nmas grande de cuadrados AxcAy que astén
ompletamente dentro del cuarto de circulo de la figura 111 v,
e hecho., este nuevo coenjunto de cuadrados cubrird mas porcidn
el cuarto del circulo que la que cubrieron leos k cuadrados.
umeremo=s oltra vez los cuadrados, digamos, desde 1 hasta £,
onde £ es el numero de cuadrados gque acabarjnos de formar, v
escogemos alguin punto (x_t,yt) en cada cuadrado ¥y encontramos

Jue una aproximacidn para la masa de S es

o
)
SN

M = Z ——— e Ax Ay



2
uscando gue la suma M ya gue 1los cuadrados Dor sarc
1

ios., cubriran mas porcion de la parte del circula.

t ambi en 25 ciertn gue la parts de S qgue se encuentra
directamesnte arriba del cuadrado i-ésimo (llamémosle S0 =5 mas
A8 B

cegqueiia gue =n 21 caso anterior, por lo tanto si P es un punto
s L

de 5. entonces o(F.) e&s wuna mejor aproxXimacidén para  la
L 1
densidad de = . también la parte del bplano tangente a 5 en
L L
P, que se encuentra directamente por arriba  del cuadrado

i-ésimo. tiene una area gue da una mejor aproximacidén para el
Area de 5. de aqui, que s= obtienes una mejor aproximacidn para
) L

la masa de 3 v por lo tanto para S.
E

Podemos continuar el proceso haciendo a los Ax atin mas
pequeios para gue &l intervalo (0,31 del eje x quede dividido
en un ndmero muy grande de §artes iguales, lo mismo podemcos
hacer con Ay. En el n-ésimo paso de este procesoe tendremos.
digamos m ctradrados y la suma

2
3x.
L

m
: M =z ——t Ak Ay,
™
L=

1 TQ“X?—Y?
L L

Ahora hacemos precisamente lo que se hace en el caso de

9]

funciones de una variable. Hacemos que eL.nﬁmero de cuadrados
se haga mas y mas grande, asegurando cada vez un nuevo Mn Yy una
hejor aproximacidn para la masa gues estamos buscando. Asi
obtenemss una sucesidn de sumas
M. M., ... M ...
; 1 2 ™ .

Ya que las apﬁoximaciones suministradas por los términes de
la sucesién paréceﬁ acercarse mas Yy mas a la masa de s. el
limite de esta Sﬁcesién deibe ser la masa gue buscamos. For 1o
visto., en el capitulo iv

- 2
S

Lim Mﬁ = fj; —————— dx dy = .

n=>oo 2 Ve
¥9-x" -y,
L s

Una manera de denotar a Lim M es
n

2,
‘ﬁf W as
s

3y

suma M e3 una mejor aproximacidn para ia masa gue

Aﬁ:mgﬂ N

o




- 2 2 2
Z es la parte de la esfera x + ¥y + z° = 8 gue estd en
. 2 - . . - 2
primer octante ¥y x, la funcidn de densidad oCx.v,.zi = =,
+ lo que podemos decir gue
2 -
: o 2 3x =7
Lamasade::l‘ffxd3=fj— dd = — 7
= R /—;——2—1 X ¥ [t
Yo-x -y '

n general sea S una porcidn de una superficie de ecuacidn
*,¥y2 ¥y w = alx,y.z2 una funcidn escalar,. supongamos Cue la

S la aproximamos por medio de un poliedro de N caras,
Em

da una de las cuaies es tangente a 3 en algun punto. CJi.a

gura 114 muesira un poliedro aproximador para un octavo de

fera). Sea AS el 4rea de la cara i—ésima y (3 .v..z ) las
L . i L L L

ordenadas -del punto en el cual la cara es tangente a la

N
ZGCXL’YL’Zi.)ASL

A =1

h 4
-

Figura 114 Figura 115
Al limiite de esta suma, cuando el nimero de caras N tiende 2
infinito v 1 Area de cada cara tienda a cero, se le llama

INTEGRAL DE SUPERFICE DE GUx,y,z> SUBRE =S y s= le repressnta

E N
por medio de [f &ix,y,z> dS = Lim z G(x v .z ) AS
= K X L L L L
. Moo
=t
CadaAS »0
1

Para evaluar una integral de superficie, podemos proceder de
manera similar a como le hicimos para resoclver el problema de

encontrar la masa de la octava parte de la esfera o +v +z =3,




la idea basica es relacionar el area AS con =1 area
%

es decir,

AR de =u proyeccidn sobre =1 plano xy (ver filgura 1133.
8

Haciendoie asi, veremos. qus podemnos expresar la Lntegral de

superiicia sobre = en Larminos de una integral doble ordinaria

sobre =, donde ® es la proyeccion de S sobre el planc xv. Mo es
dificil relaziaonar AS =1 ecordamos que AS (como el Area de
18

cuailauler superficie planas pueae fer aproximada con el grado

de exaciitud que sg desee por media de un  conjuntc de
rectiangul os. For esta razon sdlo necesitamos enconirar ia
sobre

relacidn snire =1 drea de un rectangulo y su proveccidn
el plano xXy. De las figuras 112 v 1132 'se obtuvo esta relacidn a

saper
AR
AS = AR .cose = -
L i -
[riek |
afr ar N -
‘ 5 Gx T2 o S
pero como n = es un vector unitario

/(G5

perpen%%cular a cada cara del poliedro aproximador de la

bperficie =,

|Bek|= 1 af{)"' (5’1)2 de donde
N t N é
T af 2 Of.2 T -
E &% . ¥ = )AS, = z CEASATS ve (5D y) AR,
L= . 1=1 :
de aqul oo E2
f[aC v, 2> a5 = Jf.80ay, Ty ¥ (af 2y gff 1 dxdy

La discusidn anterior esti basada en la suposicidn de que la
forma

uperficie £ estd descrita por wuna funcidn de la

= £fCx,¥3, en este casc una integral de superficis puede

educirse a una integral doble ordinaria sobre una regicdn del
Plano xv. Pero puede suceder ague una superficie dada s= pusda

descripir mejor por una ecuacidn de ia forma vy = glx,zJ como s

Muestra en la figura 116a). En este caso




" - _ . r 5‘92 5912 e
; 3 ff;G\x.y,;) ds = jng(x,ng.zD,L) Y1l o+ (5; 1{55) dxaz,

donde E es una regidn en el plano xz, Similarmenite, si Lenemos

una superricie descrita por x = nlCy,zd, como se muestira en la

4 figura 116b). entonces

b - ~ _ - - - / ah 2 C?h 2ﬁ .
% D“SG‘_,:,y,LJdS = ffRG(h(__}f_.J_J,.},Z:H’l + (é—}g + (507 dvdz,

. donde R en este caso es una regidn que estia en el plano yz.
4 . Finalmente, una superficie 5 puede constar de varias ‘partes y

i puede entonces ser conveniente proyectar partes diferentes.

g P
7R

sobre diferentes planos coordenados.

BALE A aB e BT

o

Az

s,

e

Vﬁ_

<\

Figura 118ad Figura 118bJ
Ahora planfearemos un preblema que nos lleve a resolver una

ntegral- de superficie per»n  dorde involucran funciones

HEOBLEHA. Conzidere una superficie S en alguna regidn del

y

A . . - ; . ; > ;
Spacio por donde fluye liquido; siendo vix,y,z} la wvelocidad

liguide en el punto (x.v,.zJ. Encontrar el volumen de

{quido que atraviesa a 5 por unidad de Ltiempo. Ver figura 117

DLUCION. 3i nos preguntan por la cantidad de liquido que

Za utna area AS perpendicular a la direccidn del flujo en un




b Pl s kot Kot oLt e cmeaee on

Figura 117

empo At, diremos gqgue si la velocidad constante del liguideo es
entonces la cantidad de liquide que pasa por AS es igual al
o‘lurrﬁn del cilindro de la figura 118a), é&sta es ”?rﬂALAS . Por
tanto la cantidad de liquido que fluye por AS por unidad de
empo  es ”3”:18 Pero si el flujo del  liquido no es
pendicular a A=, sino que forma un Anguleo & Cver filigura

T

8p2 entonces la cantidad de liguido que pasa por A =n =i

empo AL 28 precisamente el volumen del paralelepipedo de 1la

Y >
gura 118bJ. Este volumen es C(AS cose> |[[|v|[AL pero como
V-3
& = —-—:—m,‘ donde R es un vector unitario perpendicular a la
vl

I

ara de Area AS, entonces el volumen del paralieiepipedo e=s

____v'n] H?"ﬁt%ﬂSAt?ﬂg, de donde la cantidad de ligquido gque pass

vl :

. : R > >
or AS en el tiempo At es AS ven.
shora, consideremos la. superficie S por la gue esti fluyends
liquido. Aproximamos la superficie por medio de un pcocliedro.
. : ) : > = o A - -
carz L-ésima es v(x. ¥, Z) * nC<, vy . zZIAS . Agui. por
L 1 L L * i L

Upuesto (x .Y .z.,) son las coordenadas del punto que esta en
L 1 A

C L. - -+ .
4 i-ésima cara tangente a & v n(x, v, =z} s &l veclor
L L L

Nitarie normal a la i-ézima cara. Sumando scbhre todas as

Aras y tomando el limiie obtenemos



Figura 1182 ' Figura 118bd
cantidad de liquido que pasa por S por - > ‘:a .
unidad de tiempo ' N jjév nods.
En general, =i {(x,y,2) es una funcidn vecterial a la

ntegral de superficie jj; B .3 dS le vamos a llamar EL FLUJO

iOHENTAEIO z. Estas integrales va las podemos calcular, porque

- B N
‘n es una funcidn real en tres variables.

OMENTARIO 2. Al plantearse el problema de calcular una
ntegral de superficie de la forma jj; F « R ds, debe de
specificarse cudl de los dos posibles vectores unitarios
ormales a S debe tomarse, aungue cuando la superficie sea
errada Cesferé, elipsoide, etc.) se hace la convencién de que
Se escoge =1 vector unitario normal gue apunta hacia afuera de
la superficie =.

EJEMPLO f. Calecular fI. F - B dS, donde FCx, v,z = iz - jy + kx

5 es la porcidn del planco x + 2y + 2z = 2 acctada por los

: . -5 .
blanos coordenados ¥y el vector normal n a S forma un angulo

agudo con el vector k.

i+ 2j + 2k

de donds

SOLUCION. Segun los datos que se dan, n = 3
. i + + ¢ = =2 =
= Ciz — jy + kD - (l gJ Ek) =z - %y + %x, es deciy

q
[
WY
<
!
n
e

[f, B as=[] & 2 " Eas.



ultimas ya las

a2 una de la forma =, y,z2adz v estas
=
sabemos maneiar, li=gamos a que
z - a2y + EX, - 2 - 3 1 1
e B 33 LY ey - L
= = R4 i = gy =
dJonde R O 2S la praovecclidn de S sobre &l plano xv (ver [igura
1193
Zz : Y
: !
R
' X
2

Figqura 113

&

NOTACION. Cuando £ sea una superficie cerrada vamos a utilizar

lo= simbolos jjéGCx,y,z)dS o j];?*g ds.
el Flujo del camnpo ve

S donde 5 es el cilindro. circular

-’
1

torial

9]

[

S IEHPLG 2. Calcular

.

2 . . . .
FCx,v,.z2dxi+¥j+tzk a travées de
recto de altura H, R el radio de la base y su eje es el eje z=.

.
Ver figura 120.

1




"

L UCION., Queremos  encontrar jj;f-n ds, De acuerde a la
. * . . .
“onvenclon  para Lomar n, debe apuntar  hacia  afusra del

~ilindro. Come S se compone de la superficie lateral 5., de la
1

superior Sz Y de la base inferior Sg del ciliindro,
. ~ale . 2.2 . .0 2. 2as I uscre
ebemos calcular jjg Fen ds jj; Fends v jfgr nak ¥y lusgo —
1 2
@stas cantidades.
- . . Xi o+ yi o+ Ok
[J, F-R AS=[_ Gcityj+ak) ( Y yds
1 1 2 2
X + vy

- JLES s
81/2 , 2 '
X+ Yy
2 .
2

. .
= fISi RIS =R _Usids = Rlarea de 5D = 2nR™H.

[fszfr’-ﬁ ds= [[_ (xi+yj+zk?-k ds = jjszzds

. 2z
=[], Hds=HjjS ds = 7R%H
2 . 2

03D jjssﬁ*o?l ds= [f Gd+yj+zk)-C—%> ds = [Jg ¢-=zd>as
3 3

=fj'SOds=o
3

De (13 v (3> concluimes que jj;?-ﬁds = 3mR°H.

Bl e e TP ——.



APENDICE T
EL CONCEPTO DE PLANO TANGENTE

En algunos cursos de calculo con geomelria analitica se defir
= I'Cx> en un punt

el concepto de recta btangente a una curva vy
= fCx) e

(x »y ) de ella como 'la mejor aproximacidn lineal”™ de y
[e o : .
x = X ej‘n el siguiente sentide:
DEFINICION 1. L(x? es recta tangente a y = £ en P(x , flx 2) s
Q o

L.C:-O pas‘:,a por P vy dada cualquier otra recta K(x gque pase por P,

existe 5 > 0, tal que

| £Cx0 < LG [ = | £GO = KGO para  [x=x_| < 6. _
También se define el conceptoc de derivada de una funcidn y = Il

Yy se observa gque la pendiente de la recta tangente Cen el

enx=xo
= (x> en C(x , fCx 23D
o o

sentido 'de la definicién 1> a la curva y

coincide con €l valor de la derivada de y = ‘fC:-O en x = xo; esto

perrﬁ te dar la siguiente definicidn de recta tangénte a una curva

iy = £fCx> en un punto C:.col, foO)) que resulta equivalente a 1la

definicidn 1.

CDEFINICION 2. L (xD es recta tangente a la curva y = fCxD en
PCx ,fCx D) si LCx pasa por Py Lim LoQTLEXO o

® o+ X
| o}

chﬁr‘ otro lado, en geometria analitica se resuelve el problema
de hallar la ecuacidn del plano tangente a una esfera en un punto P

de ella. Asi. se encuentra que.el plano z = 7 es el planc tangente a

1a semiesfera z = ‘/L/LQ ~ %% - y¥° en el punto CO, O, 7.
Con &l concepto de recta £angente gque Se disculte en el curso de
cilcule de una variable y el concepto de plano tangente gque se

estudia ‘en geometria analitica nos auxiliaremos para llegar a una

definicidén de planco tangente a una superficie z = Cx, yd.
Del hecho de que z = 7 sea el plano tangente a la semieslera
Z o= YAG - xo - yz en CO, O, 73 se puede deducir gque cada una de las

Fecciones en la direccidn <a, b> Caz + bz > 0D en C0,0D‘ de lLa



s
Ao 2 2 . - ~
superficie =z = Y48 - x° - y tiene recta tangente en (0. O, 3w

todas estas rectas pertenecen a un mismo plano, a saber, =1 plano

= = 7, esta &5, s cumple que

/
.. Yag - xF - V2 - 7
iim = = O
%<, e -
Cx, v2 =+ CO ) Véx S M2 4ty - o

a lo largo de La

recta ax + by= O.
i

) z z !
para c¢ada par a ¥ b de nimercs reales tales que a” + b" > O. :

Lo anterior sugiere dque para que uUna superficie =z = {ix, yD

tenga plano Prlx, ¥2 ltangenie en P(x, ¥y . f{x ., ¥y )) e necesaric
[=] O (=} =]

que
12 Deban exdistir cada una de las rectas tangentes en cada una
de las secciones en la direccidédn <a, b> en el punio P de la

superficie =z = flx, y> {con a® + p° > o03.

2> Todas las rectas tangentes del inciso anterior estén en un

ismo plano. En otras palabras, todas laz rectas tangeﬁtes a
b> en el punto P deben

w_n_]m
las secciones en la direccidn <a,

formar un plano P Cx, ¥ tal que

. lim
2
y> o (xo, yo} Vf{ XOD + Cy — yOD

i,
Ca lo largo de la recta
ax +'by = ax + by D

Q [

. 2 2
para todo par a y b de nimeros reales tales que a2~ + b~ > O.

'Sl estas condiciones tiene gque satisfacer una superficie

z=f(x,y) para gque tenga plano tangente en un punto P de ella

entonces podemos decir gue

2
< si Cx,y) = €O, 00 7—’5—‘5—? si Cx,y) = CO, 0D
z = by + Y z = ~ + oy
CO, 02 =i (x.y2> = (0,00 - ) si Cx,yd> = C0,0D
ci>
. z 2 8"2‘_' ’2 .
f " sl (x,¥yD = C0,00 2’\ yz siL Cx.yd = CO,00
AT T ¥ 2 F ARty

Cx,wd = CO,03

15
i

O 21 Cx.yd) = C0,00 8!




¥ tienen plano tangente en (0,0,0) porque la seccién en la direcci
,1» en CO.0G3 de cada una de las superficies de (1> no es contim

.eﬂ x = 0. (Ver figura 12135.

/2

1
¢

Figura 121. Grafica de la seccidén en la direccidén <1,1> en C0O,0D
-cada superficie de (1).
En 1 caso de la superficie

& ;
= . S si Cx,y) # CO,0)

si Cx,y> = C0,02

se puede afirmar gque no tiene plano tangente en (0,0,02 porgque la

. . : 1 P i
erivable en x = 0; su ecuacidn es Zye = §|tl ¥y su grafica se muestra
I

n la figuraflEE.

Figura 122. Grafica de la seccidn en la direccidn <1.1> en CG,00

de la superficie C2D.

—_— e i e e e



T g gt R
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Respecto a la superficie

4 2
: ?11_2. si Cx.yd = CO, 00
4 . 3 z = x" o+ y

O si Cx,yd = CO,0

ce puede afirmar gue tiene rectas tangentes en todas las direscciones

 Porque todas las derivadas direcciocnales de (30 existen, pero de I

|
4
Bl ocuacidn de la seccidn en la direccidn <a.b> en C0,00 de (3D

2z
' z, = ab't

i «

3 ) 2 2

qdonde a,b son ntmeres reales tales que a + b = 1, se pusd
observar que NO estdn en un mismo plano todas las rectas tangentes

k|
3
?por lo gque se puede concluir gue (33 NO tiene plano tangente e

#¢0,0.00. De

B z = X+ y .
:
{ O i Cx,¥yD> = 0,00

b
M
|

1
1 se puede decir lo mismo gue de (3):

tiene rectas tangentes en todas

existen todas las derivadas
1

1

| dird¥cionales en CO0,0D,
f las direcciones, pero, NO estin en un mismo plano.

es decir,

g Ahora estudiemos a
1 =i Cx,¥D cumple con y = v vy ox = O

-4
g C4d z =
- QO en los demis casos

en este caso la ecuacidn de la seccidn en la direccidn <a,b>

123 v la de (87 en 1l:

4 a® +b% =1 yab® 0) en CO,00 de (4 es
ff 1 si t = EE

s z (LD = a

E * b

k] si-t = ==

E 2

] a
.gi,y la ecuacion de la seccidn en la direceidn <a,b> Ca’+b° =1 ¥y ab =03
& en o0 es

?

gl

i - - -

1 B z L) =0 .

La grafica de (32 se muestra en la figura

Tigura 124.

=i R




Z*A.

¢

of =22
a

i

Figura 123. Grafica de la seccidn en la direccidn <(a,b> en (0,0l

C42 para a?+b® = 4 vy ab = 0.

ri

" H
’

——

Figura 124 . Grafica de la seccidn en la direccidn <a,b> en CO,0D
de (42 para a%+b® = 1 ¥y ab = 0.

De las ecuaciones de las secciones de (43 se puede concluir que

exitsten lodas las rectas tangentes a (4D en (0,0,00 vy ademods todas

estan en un mismo plano, a saber = = (. Sin embargo esta superficie

nao tiene una propiedad gque si tiene =z = ﬂr‘ﬂ.ggwxz-_-y2 , razdn por la

cuzl se descarta a =z = 0O como plano tangente a (40 en C0,0.082. Esta

propiedad la sefalaremos a continuacidn.



propiedad gue tiene =z = V49—x2—y2 Yy no tiene (43 es 1.

iguiente: para todas las secciones Z*Ct) de z= YZQ—K2~y2 se cumple

,

7o Dado & > 0O, existe & > O
gue no dependes de la

seccion, tal que

Z*Ct) - Z*COD

T { =&
si O < ]t[ < 6.
/ 2 . .
el hecho de que Z*CtD = Y49 - t sea la ecuaciodn de la seccidn en

‘la direccidn <a,b’ ca® + b5 > O en CO,00 de =z = V4Q—xz—y2 se puede

. /! '
afirmar que se cumple (7)) en el caso de z = 149~x2~y2 . En cambio,
si consideramos las secciones (5) de C4) Cver figura 1230 se observa
que, para la seccidn z Lt en la direccidn <a,b> ca®+b%= 1 y ab = 03

se cumple que

Dado £ > 0, existe & = g— tal que
z (> -z COD ¢ .
£ -0 <
_ 2
stoo < |t] < |=
a

pPero el valor de & s¢ depende de la seccidn porque el mismo valor de

& no sirve para todos las secciones. Se sabe que z = f49“x3—y2
tiene la propiedad (72 y que (40 no la tiene. /Pero gué significa

que = = 4Q—x2~y2 tenga la propiedad (737, Pues significa gue:




~

Dado £ » O, existe & > O ta] que

uperficie (42 ya que

s 1 :

z z
x+y]

ara algunos Cx,yd tales.que 0O 5+ yz < & no importando que

alor tome &,

Ya se vid gue el pedir que existan las rectasj tangentes a todas
1las Séeﬁ:c'ciones de la superficie z = fCx,yD en un punto
.FCxo,yo,f(xo,yo)) Yy que todas_' estas rectas pertenezcain a un mismo

planao F’TCx,yJ no asegura que z = f(x,y) se& comporte en P como

z='/49 - X - yz en C0,0,7) y como se desea que. las propiedades que

tienen = = :AQ ~ % - yz y su planco tangente en {0,0,73 se cumplan
‘también en una superficie z = f(x,y) que tenga plano tangente en un

"punto P de ella, definiremos piano tangente de la siguiente manera:

(9 DEFINICION:Sea z = f(x,y) una superficie vy P(xo, yo,f‘Cxo, yo))

un punto de ella. Se dice que z = flx,y> tiene un

plano tangente PTCx.y) en P =i

i3 Existen las rectas tangentes a las secciones
<1,0> v <0,1> en (xo, yO) de 2z = fo,‘y).

iid 51 dado £ > O, existe S > O tal gue

- flx,y) — P (x,¥)
T
< &

S Y +Cyy )7

—_—

Si 0 < /(:<—xo)z+(y—yo)2 < &, donde P_(x.y) es

el plano gque determinan las rectas del inciso 1.




Zi una superficie z = i(x,¥y) tiene un plano tangente PTCx.yD el
‘un punto P de ella se dirad que la funcidn z = fix,y) es deriwvable
en Cxo, yaj, también se dirad que PTCx,yJ es la mejor aproximacion
jineal de = = f(x,y) cerca de (xg,y;); por Ultimo. asi como en
écélculo de una variable, si ¥ = mx + b es una recta tangente a
y = flxd en x = x_ » se dice que m es la derivada de ¥y = [(xD en
X = X s también diremos que Sl Z = ax + by + ¢ es tangente a
z = fC(x.¥2 en PCify;. fO%.yéD entonces diremqs que <a.b> es la

derivada de = = fCi,yD en (x;,yol

COMENTARIO

En calculo defuna variable se dice que una recta tangente a una
“curva C en un punt% P de C es, de todas las rectas que pasan por P,
aquella que mejor éproxima a € cerca de P. Esta idea se precisa en
' la siguiente definicidn: '

" DEFINICION 1. Uha‘recta L que pasa por PngfC%R) gse llama recta
tangente a la grafica de y = fCx) en P si L da la

& me jor aproximacidn lineal a y = f(xD cerca de P. Mas
B precisamente, una recta L = LC(X) gque. pasa por P es
una recta tangente a la'gréfica de v = f{x) en P si
dada cualquier otra recta k = k(O gue pasa por P,

existe & > 0 tal que ]foD-LCx), = lfo)—ka) =i
fx—xal < 8,

Ctra manera de definir recta tangenté es la siguiente:

i ~
DEFINICION Z. Uné recta L(x> que pasa por?PCxo,fogD) se llama recta
tangente a la grafica de y. = f{x) en P si

£Cx & LCO
m —

Li = 0

XX x % x_
En algunos textos se da la definigié; 2 yno lal ¥y a partir de
la definicidn 2 dicen "a la recta L(xD dé la definicién le llamamos
la mejor aproximacién lineal de y = fCx cerca de x = x_ . pero,
aungque seanr_equi?alentes las definicicnes 1 v 2. a muchos
ieétudiantes Gue maﬁejaﬁ la definicidn 2 no les gueda claro la idea
‘de aproximazidén lineal que se da en la definicidén 1 porgue as mas

elaborada, es decir la idea intuitiva de “"mejor aproximacidén linsal’

Ue tiensn muchos estudiantes esti mds cercana a la definicidén 1.



La anterior discusidn sugiere definir el concepto de pla
ﬁangente a una superficie z = f(x,y? en un pUﬁto P(xo.yo, foo.yC
omo la 'mejor aproximacidén lineal a z = flx,y) cerca del pun
t%;>%)“ de manera similar como se definid recta tangente en |

definicidn 1 para luege ver que es equivalente a otra definicidn e

tarminos del concepto de limite, similar a la definicién de rect

iangente de la definicidén 2.

Fero =i se definiera planco tangente como: un plano PTCx,yD g
pasa Ppor FTxo,yo, foo,yo)) se llama plano tangente a la superficis
Lz =FUx, 2 en P si dade cualquier otro plano PKCx,yD que pasa por P,

Laxiste & > O tal que

[fCxyD ~ PTCx,yD[ = fix,yd - Pka,yJ[ si Vfo—x 5%+ Cy—yODZ < S

o
encontrarariamos que no serfa equivalente la definicidn (82 - porgue,
dada la superficie =z = x> yz, su plano tangente (segin definicidn
€agx2 z = 0 en C0,0,0,2 ¥ un plane gue pase por (0,0,02, por =jemplo
= x, NO se puede hallar un & > 0 tal gque

[xz + yz - 0of = [xz + yz - x| si D y2 < B

CSe &éja al lector la demostracidnl

Por lo tanto podemos concluir que no es posible, a partir de
una definicidn de plano tangente similar a la definicidn 1 de recta
L tangente, demosirar que es equivalente a la definicidn de plano

*tangenta establecida en (8.



AFENDICE 17

EJERCICIOS CAPITULO |

Grafigque las siguientes =cuaciones

- 2 oz . !z 2
ay =z = x + ¥y dd z = Yx© o+ oy
= 2 2 z 2
P = =9 - x -y el z = ¥Y89-x -~y

2 2 - z 2
cl) T = W -y o =YK -y

. : 2 2

Gralicalr z = XYy \'4 zT =YK =Y

Hallar el tAngulo agudo gque forma cada uno de los siguientes
planos con el plano coordenado xy. '
al) =z = x + 2y o) zZ = 3x + ¥

3% — 4y

B z = x ¥y + 1 dd

% . r ] s L] - i >
Pescribir las graficas de las siguientes ecuaciones:

3
i

ad z = senl(x+tZy)d (o] z = C3x+y)2
Y + y + 1 d> z =g Y

Describir las graficas de las sigulentes ecuaciones:

| : 2 2
3 ~(x o+ ¥y )

ad =z =1 - 8y + X oD z = e

o
[
™

Il

L.n(xz + yz)

b2 = ¥ f cosx d> =

M

Describir las graficas de las siguieniles ecuaciones:

2 z
2 oz o= 40+ Qyz dd izz - i-:jf" + é—- = 1
o2 yz - » 2 yz
e + 2L 4+ = - . - £ _ =
B3 B T z 1 el z ) 3 O
2 S y2 2 2
el zT - i T 5 T 1 5 z = 4x — ¥y



EJERCICIOS CAPITULO 1l

La funcidn z = flx.y) esta definida geomélricamente =n l=z

regidén (4, 101 x (3. 8). Ver. figura 125.

E .
! i
| i
! | T
i . . |
! | ] :
l l , . i
& ! | : !
S 5 | ! ° .
' l 'f ' }_ ’I r ol
. rd L
. N 4
4 _____{/ i L'
!
! ¢ |
37 A
X
Figura 1285
aJ Hallar Cgeomélricamented la imagen bajo 1la funcidén
z = fCx,y) del segmento de recta ¢. Denotémosia £CzD.

B) Hallar la ecuacidn del plano due contiene a £Ccd.

=) Halle la ecuacién de la curva el .
z = fix.yd :
5

" SOLUCTON: {v =

-




2.- La funcién =z = flx,¥d) estia definida geométricaments. Ver

figura 126,

B
e N I T,

2]
RS i

%

Figura:lES

22 Hallar la regidn del planc en la que esti definida

{geométricamentel.

B3 Hallar la imagen bajo'la funcidn z = flx. y) del segmento de
recta . c. -

J.Hallar la ecuacidn del plano gue contiene a {Ccl.

dl Hallar la ecuaclidn de la curva £lcd.




e 2 2 . .
3, - 22 Graticar =z = Vgé ~ > ~- v7, sobre la regidn del plano

;Lﬁ'.

acotade por las curvas x = 0, x = 3. y = 0 ¥ y =
25 - x® . SOLUCION: Ver figura 127.

BIBLIOTEC
DE CIENCIAS mcm’g ’
Y NATURALES

EL SABER h WIS BU0S
HARA MUGRANDETA

¥
-y g - Bt

1
I
|
L)
|
I

Figura 127

de la interseccidn de la

= 2.

Dibuje la curva < que resulta

superficie del inciso anterior con el plano x
Localizar el punto PC2,3,273).
Trazar la recta { tangente a la curva c en el punto P.

Hallar la pendiente de la recta £

Hallar las ecuacicnes paraméiricas de la recta {.

T z . . .
Graficar =z = ¥é5 - X - yz sobra la regidn del - plano

acotado por las curvas x = 0, X = 53, ¥

LTSN



2

el

superficie = = 8

Dibuje 1a curva c gque resulta de la interseccidn de la

- z z
superficie =z = Y85 - x - vy con el plano ¥y = 3.
Graficar el punto PC(Z,3.2Y30.

Trazar la recta ¢ tangente a la curva ¢ en el punto F.
Hallar la pendiente de la recta <{.
Hallar las ecuaciones paramétricas de <.

=3 - 3 - yz sobre la regidn del plano acotado

Graficar = =
/ 2 -
2, ¥y =0, v = ¥S—- x . Solucidn:

Il

por las; curvas x = 0O, =

Ver figpra 128.

I VML S mem et L fm mrh W T

s

Figura 128

Dibujs la curva ¢ gue resulta de la interseccidn de la

~ xZ - y2 con el plano x = 1.

Graficar el punto (1,2,4D.



d> Trazar la recta £ tangente a la curva ¢ en =1 punto P.
) Hallar la pendiente de la recta £

2 Hallar las ecuaciones paramétricas de <.

- . e . z
Zea € la interseccidn de la grafica de z = Véb - Sw = 4y

= 2. Encuenire las ecuaciocnes paraméitricas de

caon =l plano ¥y =
la recta ¢ tangente a C en el punto {1,2.¥113. Dibuje la

superficie (la parle gue estid en el primer octante>, T v {4
et 44 ' &z
Dada la curva {;"~l yh Hallar 5;(“1.1). LOuéd significa

geométricamente hallar gz(“l,l)?

D& una definicidn aritmética de gzz(x , ¥) si oz = fix,y), que
o =]
sea congruente con el significado geoméirico que tiene. Hacer

. 8=z
lo mismo para 5§(xo. yg).
El volumen V, de un cilindreo circular recto estid dade por
V=ﬂr2h, donde r ez el radic y h es la altura.

al Encontrar una {férmula para la razdén de cambio instantinea

de V con respecto a r si h permanece constante.

B> Encontrar una £érmula para la razdn de cambio instantanea

de V con respecto a h $i r permanece constante.

<

c) Supdngase gque h tiene un valor constante de 4 pulgadas

que r varia. Encontrar la razén de cambio instanténea de V

con respecto.a r cuando r = 6 pulgadas.

d> Supdngase gque r tiene un valor constante de 8 pulgadas v

gue h varfa. Encontrar la razdén de cambio instantinea de V

con respecto a h cuando h = 10 pulgadas.

caliente se sitla sobre un plano xy. La

Una placa de metal
T = 10 Cx° + vy~

temperatura en el punto (x,y2- estid dada por
Calcules la razdn de cambio instantdnea de T con respecto a la
distancia, en el punteo (1.2) =i empezamos a movernos .

a) En la direcciédn del eje x;

b2 En la direccidn del ejs y. Ver figura 124.
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Recordemos de la fisica o de la ﬁuimica la férmula PV
2l volumen V y la temperatura T de

= nRT,.

que relaciona la presidn P,
un gas ideal dentro de un cilindro. Los ndmeros n ¥y B son
constantes fisicas, fijas en toda nuestra discusidn. jCuldl es

la razdédn de cambio instanténea de: la presidn a medida gque
aumenta =] volumen, suponiendo que la temperatura se mantiene
fija, digamos T = T_> 07 R

[interpretamos el resultado de la siguiente manera:

Ya que n, R,T; Yy vZ san, éositivas, g%CV,T;3 eg
negative para cada V. Por conéiguiente, la razdén de
.cambio de la presidn con respécto a2l wvolumen Cen una
temperatura fijad es negativa{ es decir, la presion

disminuye a medida que el volumen aumental.
Demuestre que:para un volumen f1ijo VO, la presidédn aumsnta a

ar — -

medida fgue la  Ltemperatura  aumenta calculando 5T£V .10 v
(&3

verificando que es positiva.

Sl ulx,t5 dencta =1 desplazamiento, digamecs en centimetiros,

de una cuerda gue vibra en un punto x de la cuerda en =1



momento b, sCémo se interpretarian fisicamente las

) g uCx,t) g g ulx,t2 g ulx,t>
~r = 2 v . )
funciones 3t s EECat Iy e :

Y Zea ulx,.td) = 3sen 2x cos=2nt el desplazamiento de una cuerda
vibrante de longitud m estirada en x = 0 v x = . ;Qué

puede deducirse acerca de las puntas de la cuerda? ;Cuil es

la posicidén inicial de la cuerda?  Cuil es la velocidad

inicial de cada punto de la cuerda? _Cuil es la velocidad

i
en x = - para t = 3?7 ;,Cudl es la pendiente de la cuerda en

4
x = g para t = 37 Hacer dibujos mostrando la posicidn de la

cuerda en t = 0, Lt =14, t = 1.2 y t = 3.

ary Graricar 1%5 - & - yz » sobre la regidn del plano acolado

por las curvas X = O,,k =5, ¥y =0y ¥y = ¥eB - x

z = VéS -7 ~yZ z = 7£5~x2—yz
Y @2{ _

b> Dibuje las curvas C : { _
& . 1 x =2

y =3

<) Dibuje la recta ﬂ tangente a C1 en el punto P(2,3,2v 32

dl) Dibuje la recta-% tangente a.C; en el punto PC2,3,27 3D

e) Hallar las pendientes de las rectas ﬁ ¥ ﬁf

3 Halle ias ecuaciones paramétricas de las rectas i y Q{

g? Grafiqgue el plano tangente a la superficie zﬁféé —Z —y2

en el punto (2,32,273.

h) Halle la ecuacidn del plano tangente a la superficie

-

z;#ES - % —yz

2) Grafigque la parte del ellipsolide 3+ 4y2 + 82? = 24 que
2stid conitenida en el primer octante.Denotémosla con la

letra =.

b> Dibuje la curva T que se obtiene por la interseccidn de S

[\.))-k

con &€l plano x =

<) Dibuje la curva C_ gue se obtiene por la interseccion de S

4
con 2l plano v = 1.




dl) Dihuje la recta i que es tangente a Ci en el puntc

£2,1.12

22 [Dibuje la recta % gque es tangente a C2 en <! punto
2,1.,15

f2 halle las pendientes de las rectas 51 3 ﬂfl

> Halle lag ecuaciones paraméiricas de las rectas ﬁl N %.

h> Dibuje el planc T tangente a S en Ca,l.i).
17 Hallar un vector normal al plano T.
Jj2 Hallar la ecuacidn del plano T.

15. - La superficie z = Tlx,vyD estid definida gecmé&iricamente en

una regidn R del plano xy. Ver figura 130.

@‘v

: : F{X
CURVA Ci1: %Y.
: Xz Xo.

Z=1f(xy)
CURVA Cz

X*//// : Y= Yo

Figura 130

ad Hallar 1las coordenadas del punte P gue resulta de la

inteseccidén de T y C. Solucidn: F(x . ¥ . £, v D
o o (=} o



bl Dibuje la recta ﬂ tangente a Ci en P,

) Dibuje la recta-g tangen#e a C2 en P.

d> Hallar la pendiente de la recta ¢ . Solucidn: Ei{xo. y.J-
2) Hallar la pendiente de la recta-é.

7 Hallar las ecuaciones paramgtricas de la recta .
1

Soluclidn: x = x , y =1 + ¥y
O =]

az -
Sk YU+ LG, YD

i

=

g2 Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta %

hd Dibujar ei plano tangente T a la superficie z = f(x,¥2 en
el punto (. ¥y ., f{x . v .
o < (o] [=)

i3 Hallar un vector normal al plano T.

J? Hallar la ecuacidn del plano t

e 1 1 . - = — — .
Solucidn: =z F0Xx 2+ = (ymy ) ok 0k, y;).

B.-®Hallar  la ecuacidn del planc tangente a las siguientes

superficies.

a) z = ax’ + 3y’ en €1,2,14D
2 z .

b =z = 4x + By en C1,—1,102
z - 2

c) z = 4x -~ 8y en =,-1.73

A 3 + 4y° + 8z° = 24 en C2,1,-1)

2) z = 3gen (x—2yD en Cm, %, 3D

Calcular dz para cada una de las siguientes funciones:

=z 2
X+ axy -y

]

ad =z

bY z = ar’h

cd z = LnCx> + yzD
dd) = = senx seny y
>y

2) Z = o=




caicular Af v df para los datos f.x,v, Ax y Av lndicados.
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4> flx,y2 = x¥y, x =1, v = 4, Ax = 0.1, Ay = Q.2

<
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n
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Sea fCx.v) = 3x - xy. Encuentre la diferencial drf
para estimar. el cambic en f cuando (x,yD) cambia de (1,20 a

€1.01, 1.98)

Usar la diferencial para hallar un valor aproximado para

£Cz2.02,1.01> :S'i fix,yd = <+ Xy * v*

3 .
Use diferenciales para estimar 'y’éES.QS )éﬁ. O«

=2
I:jla.llar la longitud del segmento de la recta {y—:% comprendido
' .. 2 2 . ,
entre la superficie =z = X + ¥ ¥ su planco tangente en el

punto {1,1,23

Estimar el error maximo gque se Dpuede cometer al medir las
cantidades gque se indican ;

«<y? . fol) xaz"yzl 1 | c3 xsy

i % se mide con un error posible de un 3 por 100 ¥v ¥y con uno
de un 4 por 100. '

Las dimensiones interiores de una .caja rectangular sin tapa,
construida de aluminioc. son 3, 4 ‘v B em. Use diferenciales
para encontrar el valor apr‘oxim:ado del volumen del material
necesario para construir una caja, =i el grosor de ilas paredes

y 21 fondo es de 0.05 cm.

5L cada una de las dimensiones de una caja rectanguliar se
miden con un error que no excede al 2X. ;Cuil es el porcentaje

de error aproximado maximo =n el valor del wvolunen?

)
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.,— Dibuje en el planoc

7 la curva que resulta de la

-~ Dibuje en el plano t - =z
. .. . ~e o 2 z
interseccion de= la superficie z = x + ¥y con el plano
y = Ex. El sistema de ejes t - z' estid definide como sigue:

gue =1 origen sea el punto (0,0,0); que el eje =z’ coincida con

el eje =z, qus el 'eje L colncida con la interseccidn del plano

coardenado Xy con 21 plano ¥y = 2x y que el punto {1,2,.00 esté

en la direccidn positiva del eje t.

t—=’ la curva que resulta de la
: . oo 2 2 ‘
interseccidn de la superficie z = x + y  con el plano

y = 2x + 1. El sistema de ejes Lt -z’ esti definido como sigue:

que 2]l punto C0,1.0) sea el origen de los ejes't Yy z', que el

eje z’ tenga la misma direccidn que el eje z, gque el eje t

coincida con la interseccidn del plano coordenado xy con =1

plano y = 2x + 1 v gque (2.5,0) sea un punto en la direccidn

positiva del eje L.

& BIBLIOTECSA

. - . t _ y -
Dibuje jn el flano z' la curva DECIENCHSEXACTAS
z = 4x° + @y . Y NATURALES
<=y =1 oL paer e e
Origen de los ejes t v z7: (3,2,00
Direccidn de eje z’: la misma que la del vector k
Direccidn del eje t: la misma que la del vector
<-1, -1,0>
. , s zT = Wy
Dibuje en el plano t z' la curva por {; = By + 1

Crigen de los ejes t y z’: (1, -1,00

Direccidén del eje z*: la del vector k

Direccidén del eje t: la del vector <1,-2,0>

Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva del
a) Froblema 2B en =l punto (1,2,33
bY> Problema 26 en el punto (2,4,20
c) Problema 27 en el punto (2,5,23)

d> ﬁroblema 27 en 21 punto CO0,1,13




el Froblema 28 en =21 punto (3,2,72D
2 Problema 29 en el punto {1,-1,-1D
g3 rroblema 25 en el punio (1,-1,-13

n3 Froblema 29 en el punte C-3,7,-210

COMENTARIG: En este problema usted encontrd derivadas
direccionales. Asi, por ejemplo en el inciso el
: , , \ : - 2
encontrd la derivada direccional z = 4x + Qy
en =2i punteo FC(E,20 en 1la direccidn <-i,1>.

Hallar 1a pendiente de- la recta tangente a la curva

z=Cx, vd f , .
{bx—-ay-i-czo en :el punto (xo, Y, f(xo, yo)) [se supone gque

bx =~ ay + c = 0]; tomando en cuenta gque la curva esti en el
o o . .

plano t —- z’ definido de la siguiente manera: el origen de los

ejes v v z7 es el punto (xo, Y, 0}, la direccidn positiva del
eje z° es la misma que la del wvector k, la direccidn positiva

@gel eje t es la del vector <a,bh,Q>.

- - . A - - t
a’ Hallar las’ ecuaciones paramétricas de la recta bx—av+c = O,
sabiendo que pasa por (X . ¥y ) y es paralela al vector
] O
{a.bB>.

BY Hallar la ecuacidn del plano tangente a la superficie
z = flx,yd , ’ g :
®x,¥) en el punto (xo Yy, ffxq y;))

¢) Hallar 1la wecuacidn de la recta tangente a la curwva

z=f{x, y2 : .
{bxway+c=o en el punto (xo, Y o» f{*o, y;)), sablendolque la

curva esti en el plano t - z :

d) Halle la pendiente de la recta’ tangente a la curwva.
+

sabiende que la recta tangente esta en el plano t-z’.

. af a ar b
Solucidn: | A=< , ¥ J|l———mm—r + [z, ¥v )| ———————
g o o 5 > vy o o T
: - Ya © + b Ya T + b
COMENTARIO: En oiras palabras. el problema  puede ser
planteado de la siguiente manera: hallar la
derivada direccional de z = fCx.y> en el punto

(x, v ) en la direccidn {(a,br.
=) L)

~1

vy
‘..L



Use =1l resulitado del problema anterior para hallar la deriwvada

de I en el punto P vy en la direccidn indicada.

ad flx,vd) = - Sxy + Syz : PC3,-1D, e = g
BY £C3, YY) = X0 — 3% y-yv© : PC1, -2, 5 = 50
. z : 7 > .
) flx,y) = x 1lny : (5, 13, a = —-i + 43
. z 2 - > . .
dd flx,vD = x'cos'y ; PCz, mrd>, a = <5.1>
e) TCx,y) =3x e : PC4,0), 3 = <-1,3

- £ los valores

recta &:Rg,

Dibuje en un planc coordenado rectangular t

cada .punto Flx,v,zd de 1la
=2t +1, v =t -2,

+ yz + 'z%. Que. la

que se asocian a

definida por las ecuaciones paramétricas x

z = 8t + 3, bajo la funcidn £ix,y,zd = x°

direccidn positiva del eje i, esté dada por el vector <(2,1,2>

Halle la pendiente de la recta tangente a la curva cuando

t = 0, ‘

]

COMENTARI O En otras palabras usted encontrd la derivada

direccional de flx,y,zd) = x>

punto €1,-2,33 en la direccidn <2,1,2>

z - _=2 ,
+ Yy + =z, en eai

35.~ Hallar la derivada de f en el punto P y en la direccidn

indicada.

ar flx,y,zd = xyazz : PC2,-1,4>, . 2 =1 + =] ~ 3k
b)Y £Cx,y,zd = x° + 3yz + 4dxy; PC1,0,-35, 2 =2t - 3j + k
27V PC-1,2,2); 2 =31 + 5 - Bk

<) flx,y,z2) = =z ",

en el punto ACL,2,7) del plano P,

contiene un numero

3G~ i3 Un insecto esti
z=2x+3By—-1. Sabemos gque el planc P
infinito de rectas gue pasan por A,

LEn guéd direccidén debe moverse el inseclto para que:

ad ,Esﬂé ganando altura scobre la recta ¢ del plana P,

que pasa por A y gue tienes maxima pendiente?

It
fa
)



Esté perdiendo altura sobre la recta { del oplano F.

D_
W/

gue pasa bor A Y que tiene maxima inclinacidn?

Iy

Este sobre una recta ¢ del plano P. gue pasa por A v

0
W

tiene inclinacidn cero?
{Hay dos poszibies direcciones>
ii3 Halilar la tangente del angulo agudo gue lforma ia rescta
del inciso i) ad con el plano coordenado xy.
i) Un insecto estd en un punto Alx, v, =z ) del planao P,
2 [=] [=3 .
z = ax + by + c. Sabemos que el plano P contiene muchas
rectas que pasan por A. Hallar la direccidn en lo que debe

moverse el inseclo para qgue:

Esté ganando altura scobre la recta ¢ de P que pasa

ad
por A vy que tiene maxima inclinacidén.
ja) Esté perdiendoc altura schre la recta ¢ de P que
pasd por A v que tiene maxima inclinacidn.
iy
cD Esté sobre una recta { del planoc P que pasa por A de

inclinacidn cero. (Hay dos posibles direcciones).

iiJ Hallar la tangente del Angule que forma la recta del

inciso ad con el planc coordenado Xy.

Contestar las preguntas del problema 36 para los sigulentes

planos, dado eL punto P.

ad z = 2x + 3y . PCi,1,80 ;
by z = ~8x + 3y PC1,1,12 b

&) = o= 2x - 3y . PC1L,i,-1D

d) = = —28x -~ 3y > PCL,1, 52

Un cusrpo esti Een el punto C1,.2,42 sobre el paraboloide

2

_ . z — . , . .
zZ = 3 - K — ¥ . GEn qué direccidn debe moverse para caminar

W
W)
7

obre la curva de maxima pendienta?

> Sobre la curva de minima pendiente?




O.— Un cuerpo estid en el punto AC1,2,50 del plano P, =z = B. sEn
qué direccldn debe moverse el objeto para que se mueva sobre
la recta de

22 MAxima inclinacidn?

D) Minima inclinacion?
Hallar el gradiente de la funcidén z = 9@ ~ »x° - yz en el punto
Cl1,2,4>. Solucidn: Vz = {-Z,—-4>.
= f(x,¥) en P(x , ¥, f(x, ¥ )}~
(o) (o) (] o

.— Hallar el gradiente de z =

gradiente de las siguientez funciones en el punto

.— Hallar el
indicado.
- 2 z
ad z = 2x + 3y en PC1,2,143
b z = 4x° + By en PCL,-1,10)
i z 2 ' !
¢z = 4% - Sy en PC2,-1.,73
dd =z = 3senlx—2y> . en PCrm, g, 32
ed z = 4 + Z2x— 4y— x2~ yz en PCi,-2,890
PC2,3,0D0

£ z = x+ y2~ dx — By + 13 en

Una placa metalica se coloca en un plano Xy de tal manera que

la temperatura T en el punto (x.¥) resulta ser inversamente

proporcional a la distancia de F al origen. 1a temperatura en

PC32,40 es 100°. Calcula la razdén de cambic de T en P en la

direccidn i + J GEn gqué direccidn a partir de P crece mas

rapidamente T? JEn qué direccidn la razdn de cambio es OF

La funcidn z = 3x - ¥ + 4 se evalda en la regidn R del plano

xy definida por las siguientes

vy £ (-1.2)%x+ 6 y vy = O. sEn qué punto de R, alcanza =z 'su

desigualdades: y = x,

valor mazxd mo?

SUGERENCT A4: Halle el gradiente de =z, dibuje algunas curvas

de nivel de z v dibuje la region R.



La funcidn z = 2x + y +

2 se evaluda

en la region R

detf i nida

por las siguientes desigualdades: y < @x + 1. vy £ x + 5,
Yy £ =3x + 33, y 2 -8x + 15 v y Z 0. sEn gu& punto de E.
alcanza z su valor maximo?
- z 2 ., 3 - 2 4%
Sea w = usenv, U= x - 2y, v = xvy Rallar — v —
- - ax - 3y
— 3 2 _ ‘ 3w Sw
D2a W oF U ot uw - 3v, U = senxy, v = ylnx., Hallar — v —
: w7 &y
. z - z 2 Sr .
Sga v F X+ Iy - Xy, X = u + v Lnt, ¥y = v - Lnut. Hallar
gr  ar ar :
gu’ dv 7 at’ i
3 E| b t dw
Sea W = K~ vy, —_ — -
a Y x =L > Y I Hallar =1
Sea w = xXyvz', x =2t +1 , y =8 -2, =z = S + 4. Hallar
dw
dt’
Q'
Demuesire que =i w = f‘CK.yD Yy HK= a' cose, y=ersene, entonces:
z 2 2 2
8:+Q:_e~2r.(a:+a:}
F< gy ar ée
. . 2 2 , L Ow 3w,
Demuesire que si w = f(x + ¥y J entonces y{—(:ﬁz) 5 Q.
; . 1 :
. . > :
(Bugerencia: defina u = o+ v 2
. dz :
Sea z = £Cx° - yz, NE6Y Hallar gz Y o= :
8 3y o
Demuestre que si w = fCu,v) u = glx,yl v v = k_:Cx,yD, =ntonceas
*w _ 8w ICECIN (azw ‘ azwv) su  ov
avau Fw 8=
8:(2 auz B vEu aud 24 e
b} z : 2
av = ' 6}(2
o dz"‘.
Sea z = f(x.¥y), x = x + at, y =y + bt. Hallar —— y — 2.
o o dL dt2




Y]

:}‘:.

radio r de un cono estid decreciendo a razoén de £ ples-seg.

ElL
vy la altura nh esti aumentando a razdén de 3 pies-seyg. Jon gus
rapldez estid cambiando el volumen cuando r = 6 pies v h = 10
pies’

Uno

Dos carros salen de un mismo punto en =21 mismo instante.
viaJa directamente hacia &l oriente a 80 km~h, mientras gue @i

otro viaja en forma directa hacia el norte a 45 km-h. Después

de 4 horas ;a qué velocidad estid aumentando la distancia entre

los carros?

La longitud y la anchura de un prisma rectangular decrecen a

razdén  de 2 unidades~seg ¥y 3 unidades~-seg, respectivamente. A

que velocidad debe aumentar la altura si el volumen permanece

constantea?

60.-¢%A gue velocidad estid aumentando el 4rea de un triidngulo si La

altura se incrementa a razdn de 3 cm-seg, mientras que la base

aumenta a razdén de 4 cm seg?

’ : . 3
Dada v = f{x) en forma implicita por x

a’) Hallar gi
d

b3 Hailar la pendiente de -la recta tangente a la curva en

CiL,25.

Dada FCx,yd = < - EXYZ + Ya + 3.

Hallar VFO(x,yl) yw VF{1,22.

concepto de gradiente, para hallar 1la

LSe  puede usar el

pendiente de la recta tangente a una curva glx,¥2) = O en un

punto P de ella?

Eallar la pendiente de la recta tangente a la curva
z S

AT+ By + Cyz + Dx + Ey + F = 0 en =1 punte P(< , ¥ J.
(a3 [}

A

la regla de la cadena para hallar la derivada

direccional de w = fCx.y,z) en el punto (< . ¥
Iy

ar Use
., Z ) en la
o] oD

direccidn <a.b,c? Ccaso generalld.



b3 Use =l resultado del inciso anterior para hallar la

derivada direccional de w = f(x,vy.zd en el punta
af ar af

i x N ,z é i CP D, Rl R TNy

P .y, O) en la direccidn & > . 5y gpoj 3= Ll_oj>

Ccaso particular?.

scribir las derivadas direccionales que encontrd =n lo

N
W]

s
incisos a3 y b)Y, como el producto punto de dos vectores P

v &, donde el vector

. af ar af -
P o= G P 35 PO 5 CPO>Y P (k. v . oz).

ay o az
d) Utilice el resultado del inciso ¢ para escribir a B - 8 en

la forma ,]ﬁ]j ]]6[] cosa, donde a es el angulc que forman

los vectores B v 3.

2) Lo que encontré en el inciso d) fue las magnitudes de las
derivadas direccionales en el caso general <a,b,c> vy en el
at ar afr .
<5'><— cP 3, —a-y— CPoj [ 5‘2— CPOJ >. Felaciones

estas magnitudes por medic del simbolo menor

caso particular
o igual =D,

ENn qué direccidn la derivada direcciocnal es maxima? <2En

que direccidn la derivada direccional es minima?

£33, Halle la derivada direccional en la direccidén
or CPO>, K> O.

K <G P, S P

R

g0 Halle las magnitﬂdes de los vectores
of T e >

er ar
EECPOJ’ ECP) a CPD)yk{—é—i ;PD @CPOD’-??—E
CK > 0>. Relacionea las magnitudes de estos veactorss con la

, derivada direccional de w en P en la direccidén
(=)

o ¢py, L CP 3>

af
<‘5.—)-Ch CPOD’ qéd; o a=z

COMENTARIO: Los resultados de los incisos e v gJ y la
definicién de.gradiente para las funciones de

la forma z = flx,.y¥2, nos permiten ver gue es

ar af er
razonable definir al wvector <(1z © Fy 3= >
como el gradiente de una funcidn w = £lx,vyv,zD.
- ar af ar .
el = il s 7
La abreviatura para <8x © By - > seri Vr.

.~ Resclwver nuevamente el problema 35,




£l potencial elécltrico V en el punto POx,v,z) en un sistema
; . 2 z
coordenade reclangular estid dado por Vo= x5+ 4y + 9=

Calecule la razdn de cambio de V en P(2,-1.,3) en la direccidn
de P al origen., Encuenire la direccidn en la gque la razodn de
razin de

crecimisnteo de V a&s maxima en F. Cuidl =3 la

crecimnileanto mAxdimo?

Un objeto estia situado en un sistema coordenado rectangul ar de

tal manera gue la temperétura:T en el punto PUx,v,z) esta dada
por T = 1x” - Yy o+ 16z°. Calcule la razoén de cambio de T en el
punto FC4.-2,12 en la direccidén del vector 2i + B8j — 3k. iEn
gue direccidn a partir de P aumenta mas répidamente T7 Cual

g la razdn de cambio maxima en P7?

Dada z = f(x,y2 en forma implicita per oz - xﬁy +z° ~28 =0
. az az

a> Hallar = Y 3y
Hallar 9%¢1,2,3> y 22%¢1,2,3

I av

o)}
%? Hallar la ecuacidn del planc tangente a la superficie

z(x,y> en C1,2,30.

Dado w = 3z - v + z° — 28, hallar VWCx,y,zd y OWC1,2,3D.

= puedes usar el concepto de gradiente para hallar la

scuacidn de un plano tangente a una superficie w = (x.v.z22 = O

en el punto'P(xg. y;,.zo)?
del plane tangente: a la superficie
= O

Hallar la ecuaciodn
2 'z 2 o -
Ax '+ Bx + Cy + Dxy + Exy + Fxz + Gyz + Hx + Jy + Kz + L

en el punto PO (xo, Yo» zo)

z z
Sea Z = X T Y

: i
22 Halle la ecuacidn:de la curva de nivel de z gque pasa por

3,42

i

b) Dibui=s la curwva de nivel de z que pasa por el punta (3,40,

<3 Halle la pendiente de la curva de nivel de z =n (2,43.

d?) Halle el gradiente de z en (32,43

Lue se puede decir del vector gradiente de z en (3,42 v de

ta curva de nivel de z gue pasa por (3,427

N
0y
i



72.— Sea z = £ix,y

ad) Halle la ecuacidén de la curva de nivel de Z que pasa
‘ Dor

~

*’O,yo). [ Recuerde que las curvas de nivel de = = £lx,y) se
dibujan en el plano xy]. '
SOLUCION: fCx,vd = f(x ., ¥y ).

< L=

by Halle la pendiente de la curva de nivel f(x.y2=r(x . v ) en
=4 ©

(v ¥ ).
<o
c2 Halle un vector gque sea paralelo a la recta gue es tanéente

a la curva de nivel fix,¥D = f(x , ¥ ) en el punto (x .v¥v ).
o Lol Lo o

d? Halliar el gradiente de Zz en (x . yo).
(=)
€) Hallar el producto punto de los vectores obtenidos enicd y

<add.

=]

£2 s,ud se puede decir de la curva de nivel flx,vD = f‘(xo, ¥ o)

¥y el gradiente de z = f{x,¥> en (xo,, yo)?
‘A73.—iaw=-xz+yz+'zz ) ;

Dibuje la superficie de nivel de W que pasa por C1,2.4.

b) Halle la ecuacidn de la superficie de nivel de W gque pasa
por C1,2,43.

Halle la ecuacidédn del plano tangente a la superficie de

<l
nivel x> + y> +z = 9, en el punto C1,2,4D.

d) Halle el gradiente de W en (1,2,4D

A

2) ;Quéd se pueds decir del vector gradiente de W en (1.,2,4) vy

de la superficie de nivel de W gue pasa por (1.2,407

SBea W = fix,y,zd
Halle la ecuacidn de la superficie de nivel de W que pasa
por (< , ¥ , =z ).
[ ] o (=)
Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie de

nivel f{x.v,z2 = f(x , ¥, z }en 2l punto (x, v . z 3
. . O o D D o [« 2

Halle el gradiente de ¥ en (:x:.:, Y, zo).

0
[\
9]



G

.0)

dl) sQue se puede decir del vector gradiente de W en (x

de la superficie de nivel de W que pasa por (x ,
o < o

En cada inciso dibuje la curva de nivel C de I que pasa por el

punto P, dibuje la rescta tarngente 2 la curva de nivel C qu
sn F

M

W/

pasa por P y dibuje también un vector (con punto inicial

correspondiente al gradiente de en P.

ad flx,yd) = y© - x5 PE.w

\ - 2 z : ‘

R flx, vl = x + ¥y : PC3, 45

) flx.vd) = x° — vy : PC -3, 55
dd flx,y) = xy : PCR,20.

Halle los puntos criticos de las siguientes fTuncionas

a’ fix,yd = x +4y2—-x+2y

b fSOx,¥Dd =5 + 4x — 2:’{2 + 3y - y2

=

- - 2
fe) Fix,yd) = xX° + xy + 3y + 8x + 3

d> flx,y> = x + ¥

el flx,yl) = exseny
£ FCx, ¥y = % o+ y3 + 3Zx — 9y
D £l YD) = yxo + v - 4x

. 5 y

h flx, ¥l = x — ¥
12 fCx,vd =1 -~ =x* - y4

3D £Cx,yd = % + 3y H 5
Clasifigue cada :_Izno; de los puntos criticos del problema 76

ni maximnd ni minimoe de la {uncidn

COMmo . maximo, mi nimo,
correspondiente. ZSUGSERENCIA: halle dzi/dtz, en la direccidn
<a,br usandoe la regla de la cadena, donde =z = §£dx,vd,
S at, v = yo + bt vy (xo, yo)'es punto critico.

)
3
G’:



Sea z = {f{x,y) una superficie gque tiene planos tangentes en
todos sus puntos. Sea {(a,bk> un vector unitario (lo gue implica
que a vy b no sean simultineamente cerod. Suponga que  en
(x ,y ). =z = flx,v¥yd) tiene wun punto ecritico, =g décir

af « y =
sl o'/

a) 51 x = x +tat vy = vy +b£, halle—f—_/valﬁelaent,:O.
o @ dt :

2 z . 2 2
Z e 2 ; , g g s oL s %¢ en t = O.

b> Halle 5
dt ax av dxdy Sy dw

Ff(x .y |
SOLUCT ON:- ° ]a +L—;~(x 'Y )]ab+ ———{x .Y )}am )

axz vV ax

2
a°f 2
[;—;fxo* YDJJ’?’
Y

Como las funciones z = fix,y2 que vamos a manejar son tales

2 2 i
of = 21 » podemes escribir la solucidn en la

Axdy 8ydx

que
siguiente forma:

[—~(x v Y )]a + 2 ————Cx 'Y )]ab*'LT—{x » Y J]
Sy : %Y

Acordemos en escribir A en lugar de ?—-g{xo, yo}, B

2 : e .
en lugar de gzg—y{x , y) ¥y C en lugar de ——————(x. ' yo) para
o
ay”

simplificar; entonces el valor de la segunda derivada en

t = O se puede escribir como:

Aa® + 2Bab + Cb>

Aqui A, B, y C representan a nimeres fijos y a vy b

variables tales que _}a-z + b = 1.

<) Demuestre que 82"+ 2Bab + Cb” > C, si A > O y AC 8% 0. a

partir de este resultado (QuUé puede decir de <, v )7
. . o [=

Demuestre que 4a® + 2Bab + € < 0, si A < O Y AC-BS0. A

partir de este resultadeo, ;Qué puede decir de f(:{o, Y
- o

=027



. 2 2 . . :
Cemuesire gue Aa  + 2Bab + b tftoma valores de distintos

el
. : = —~ '-\2
signos si A > O v AC — B < O.
bl f= =Tyt T - ", _B ‘:\ ~
SUGERENCTA: Tome los vectores 1,05 v ( R >
- . , .
2 2 2 2
YA© + B YAT + R
2 2 2 AC-B7_ 2
que 4a° + 2Bab + Cb° = A(a + 7B)° + ()b

~ : W2z ~. 2 . P
> Demuestre gque Aa” + ZBab + Cbh™ toma valores de distinios
4 < Oy AC — B < O.

signos =i A

SUGERENCIA: Tome los vectores

1,00 v & B , A >
sz - B2 A2 - B2

qd Demuestre que Aa” + ZBab + Cb- toma valores de distintos

-g)
signos si A = 0 v AC - B ¢ O.
[Fijese que A = 0 v AC — B> < O — B = 0]
SUGERENCTIA: Tome los vectores.
c B C -B . .
ol p » ‘> y < ’ - > para C = O v
I TR ve® + & Véz + ¢
para O & O ¥ )
.<cos450, sen450> v <coslSS°, sen 135°> para € = 0O,
hJ Baséndose en los resultados de los incisos eJ, I3 ); a> .

. , , ‘ . 2’ ] .
squeé puede decir;de fi(x , v } si AC-B™ < O, gin importar
o Q

queé valor real tome- A7

. . 2
12 Demuestre que si AC-B" = 0, no se puede asegurar que

f(x . ¥y ) sea un’ minimo relativo, ni dJue sea un MAximo
o o :

relativo. ni gue sea un punto silla.
= x + v, zZ = l-x -~y ,

—_

SUGEREENCIA: Utilice las funciones z

z =x - ¥

cada uno de los siguientes problemas, escriba solamente la

7S~ En
estudl ar para

funcian de dos variables gqu& se necesita

resol ver =1 mismno.

a2 Hallar el punto del plano = ax + by + ¢, gue estia mas

cercano al origen.

3
)
)



b> Descomponer un nmero a en tres sumandos positivos de modo

Jque e! preoducto de estos tenga un valor maximo.

deben ser las dimensiones de una caja rectangular,

N
L)
N
C
p_j\
]._1
oo
W

de su superficie sea minima?

> Hallar las dimensicnes de una caja rectangular. abierta en

su parte superior, con superficie A fija. para que su

volumen sea maximo.

22 Hallar las dimensiones de una caja rectangul ar de

superficie Lotal A fija, para gque su volumen sSea méximo-.

Encuentre las dimensiones del paralelepipesdo rectanguiér de

£
vol umen maximo con caras paralelas‘ a los planos
coordenados, gque se puede inscribir en una esfera
NN yg + 2% = a2

g? Encuentre las dimensiones del paralelépipedo rectangular de

~ volumen maxima con caras paralelas a los coordenados, que

T =e puede inscribirc en el elipsoide
Cx2ra®> + (Yo + ¢z = 1.

hJ Encuentre las dimensiones del paralelepipedc rectangular de

volumen maximo que tiene bLres de sus caras en. les planos

coordenados, un vértcie en el origen y otro vértice en la

. parte del plano

¥a + y/b + zsc =1, Ca,b,c > O que se

encuentra en el primer octante.

Halle los puntos criticos de las funciones obtenidas en el

problema 7.

Determine la naturaleza de los  puntos criticos de las

Tunciocnes obtenidas en =l problema 73.

Halle el maximo absoluto v el minimb absoluto de flx,vd = xv,

; . . z 2
sujeto a la restriccidn x + y = 3,
a) Utilizando las propledades ygeométricas de las curvas des

nivel de flx,¥) v de la circunferencia.

by Utilizando el mélodo de los multiplicadores de Lagrange.

N}
v
O



maximo v minimo abscolutos de z = x

En cada uno de los siguientes incisos.

hailar 1oz valores

si el dominlio de =

restringe a la curva dada geomeélricamente. Ver figura I31.

————

I
]
i 3 1 jl
| 21 P
': 1+ ; : !
— e
R S L T ] -+ % + + + ———
3 X [s) 12 : X
D) E)

c)

rY

Figura 131

R
o)

En cada uno de los siguientes incisos,

Resolver el problema 83 para = = Longxz - yZD.

hallar los wvalores

maximos y minimos absolutos de z = 8x + vy + 1. si el dominio

se restringe a la curva dada geoméiricamente. Ver figura i3,



: : ) ) z
sujeta a ila restriccidn (x ~13% + Cy — 1> = 8

aJd Interprete geométricamente este problema.

b)Y Si flx.yd = 3 + yo y glx,yd = Cx — 127 + ¢y - 12° - 8

halle FCx,¥D = £Cx.vd + Aglx,yD donde A es un ndmero real
distinto de cero.

y;) es un punto gue

¢ Halle F(x . v ), si se sabe gque (<,
[=] (=) (=]

2

= 3.

- 2 -
pertenece a la curva en el plano xy, (x-127 + Cy—13

3 Halle la pareja (x, ¥) en la que Flx,vd = flx,¥d> + 4 glx.y>h

tiene un extremo relativo. sLa pareja que encontra
2 .
>

i -~ - LR 4“'-2 . 1 Piiyn]
satislface la ecuacidn (x — 12 + Cy - 1 = g7

A
AY Y
] | ;
I
§
! 1
]
x ! 3T
of ! : .
(] | !
5. X - S— AU I
ol 1 z 3 T
B)
Figura 132
Resolver el problema 85 para z = ¥Y8x + y + 1.
. 2 =z
“Hallar los valores maximo y minimo absolutos de z = X + ¥

R el T

e

e .
=




]
ot

i0
w

Jote
v

Halle 1a pareja Cx.y2> en la que FC(x,¥2 = lx,yd
tiene un extremo relatilvo. JLa pareja gue senconiro

C X C o . - z -
satisface la ecuacion (x — 137 + Cy — 137 = 87

co s . - ' - - 1.
Haile la pareja (x.¥2 en la gue F(x,yd) = [{x.v3d + (=20
[
glx,¥? tiene un extremo relalivo. lLa pareia que encontrd
R . 2 2 —
satisface la =scuacidn C(x — 127 + Cy - 127 = 87

= fCx.¥v> + (=2-23.

encontrd

C . v 2 2 .
satisface la ecuacion (x - 127 + Cy — 107 = g7
sPara gque valores de A.del” conjunteo {-3-2, -1i-2, 2. 4> se
cumple que .=l extremo relative hallado, =satisface ia
. : 2 - 2 :
ecuacidn (x -~ 107 + (y - 137 = g7 :

En el inciso 3 se encontrd que en C-1,-1D2,
tiene un minimo relativo, esto

FCx, yI=f0x.y) +C-1.2>glx, y)
—13,

significa que existe un circulo con centro en -1,
tai gue la desigualdad FC-1.-12 = FCa.b? se satisface para
todos los puntos Ca,bd del interior del circulo con centro
desiguéldad s2 satisface

= &8

en C-1,-13, en particular la
para los puntos Ca,bl de la curva (x - 15% + Cy - 1>%
que estin en el interior del circulo con centro en C;l,qlb
Cver figura 133.3. Pero FC-1,-13= f{-1,-1>+ C-1.22gC~1,-10=
fC—l,—lJ+C~1/8)-O = f{=~1,-12, también FCa,bd> = fla.bd si

T4 e 1R P —— .




S2.

Ca,b) es un punto gue cumple con el par de requisitos de

estar en el intericr del circulo con centro en (-1,-13 v

. . -~ .. - Zz -
ser un punte que satisface la ecuacidn (x-1237 + (y-107 = 8.

Por 1o tanto fC-1.-123 % Ca,bd para todos los puntocs Ca,hbd

gque cumplen con €l par de requisitos antses mencionados.
esto signilfica que TC-1.-1) es un minimo relativo de ©lx.vI

. C e - N 2
sujeta a la restriccidn (x — 137 + Cy ~ 127 =

j> En el ineciso g2 se encontrd que en (3,30, la funcidn

Flx,y2? = flx,y> + C-3.-2E)glx,y), tiene un maximo reliativo,
para Justificar gque §(3.3) es un maAxima

= 8.

de& argumentos

relativo para (x,¥v) restringida a {(x - 1% + Cy — 137

g8. — Suponga que flx,y) y glx.yd) son funciones diferenciables vy que

hemos encontrado un ndmeroe A distinte de cere tal que

fCx,¥y2 + Aglx,y2 tiene un maximo relativo en (x , v )
O [=]

Flx,.v2 =
con g{x , ¥y ) = 0. Dé argumentos para justificar que £f(x , v )
o o o o
es..un maximo relativo para f(x,y2 restringido a glx,yd = O.
3 X o+ x o+t X
— . . 1 2 "3
Demostrar que ¥ x X X = si x. X, X Sson
172 3 3 1 2 3
nimeros reales posiiivos.
3{
SUGERENCT A: Halle el valor maximo de fCx¢ ,xz,xaj =¥ x AR
. 1 i
sujeto a la restriccidn :Jci x4t X = a
i
2 2
X o+ X + x + X+ x4z
1 2 3 1 3
Lemostrar gue =z sl X . X_. X
: 3 3 1 2 3

son numeros reales positivos.

ULtilice el método de los multiplicadores de Lagrange para

resolver los problemas 80 vy 81.

arco caontenido en el primer octante de la curwva

2z 2
cz = 18-%x — .
{ N Y | Encuentre los puntos de C
LV

—
o

a) mAs cercano, DJ mas alejado del origen. Calcule

origen a

n.

is=tancia minima v la distanclia maxima del



EJERCICIOS CAPITULO il

W

En cada uno de loz sjercicios del al al @), dibuie la agrafica
punto extremo del vector de

de la wurva C trazada por el

. .. -3 - . . : )
posicidn r{t2 al wvariar L segdn se indica:

ad FCLd = 2 + tj: £ 2 O g
B) RCL) =<3t — 4, 6. + 2>; t = 0
) rCit> = <cos, sent>; O < 1 < 2n
dd FCLd = <2cost, Bsentd; 0 < t < 2n :
@) rCtd = <1-t,t>; t 2 0
- t . t ..
f2 rdtd = ecost i + esentj; O 2 £t = n
g> r(itd = 2coshti + 3senhtj; t en [R.
Ept - ;

las ecuaciones paramétricas de las rectas ftangentes
en el punto

Encuentre
a las curwvas definidas en los siguientes incisos,

correspondiente a £ = 1.

Fctd = <4t - 5. 2L + 3> t en R

—_
=/

By Fetd =<t £ t en R

£Cty = <et, 2. t en R

2

dy PCtd) = <¥L,3t + 4>; t = O

3, . .
el r(il) = {Bsent, 3Zcosts; O £ L = 21 i
> *CLy = <{cost - 2, sent + 3>; O £ L = 2.

El movimiento de una particula esti descrito por el vector de

posicidn dado abajo en donde Lt representa el tiempo. Encontrar

la fdrmula para la distancia wviajada como una funcidn del
tiempo comenzando en L = 0. Halle tamniédn ds-dt.

z. 2,
L71 + 4t j

aly rct> = 3

F o - : = ;
B) rlt2 = 3F=enti + 3costj

> - , s .
o) il o= at+l2i + (3SL-2D ]




En cada uno de los ejercicios del a) al e), la posicidn de una
i _}f b}

particula que se mueve en el plano estid dada por L2

Encuentire su velocidad. su aceleracidn y su rapidez en el

tiempo t. Dibuje la trayecioria de la particula junto con los

vaectores correspondientes a la velocidad v la aceleracidén en

el tiempo Lt i1ndicado.

a2 FPCtd = 2ti o+ cat® + 105, t

b)Y FrLd - Ca — ot®™i + 3tj., t =1

ey 2CLY = CBAdL + CECL410)j, t = 2
d) FCLY = sent i + 4dcos 2t j, t = nB.
ed FCt) = 2ti + e_ﬁj; t o= 1.

Encontrar en los ejercicios del ad al dd, las ecuaciones,

paraméiricas de las curvas usando la longitud de arco, S como

parametro. Usar el punto de la curva en el gque t = O como

i

oynto de referencia.

a) FCL) = C3L—2)i + C4t+3)j; t en R

b) FCt> = C3costdi + (3sentdj; O £

1A
Y
P

) FCEd = €32 + cost)i + {2 + sentl)j; O =t € 2

D ey =L i v (L eBH >0

: 3 2

Sea C la curva dada paramétricamente en términos de la

lengitud de arco por

: 2Cs) = 2eos C%Di + 2sen C;Jj, O <s < 4r

ia) Encontrar T = TQSD y N = Rcso

P2 Trazar la curva y los vectores Tcrm 2 ¥ NC 23
paramétricamente en términos de la

Sea C la curva Jdada

longitud de arco por

3 :
Fcsd = CE s + 121 + C% s — 23j; 0 £ s =210
aJ Encontrar 1 = Tcsd v Moo= Ncsd

b) Trazar la curva vy los vecteres 1¢sD v NIsD,




0

1.

Prusbe gue si dCsy = xCs) i+ y(s2] v s = f{t) enitonces
diCsd _ ducsd | ds
at d= t
4 drCLD Groes
5
Pruebs aue —— [TCLIrdt3] = fCt3 —= =+ rgti3 —7.  donda
: dt dt i
=¥ . . ~o iz
rCh2=xCtdi + (L2 v =z = (L) es una funcidn real.

—_ . . . . : . 3. . )
£n cada uno de los ejercicios del al al 43, rdtd =s <1 vector

de posicidn de una particula en el tiempo L. Encuentre las
componentes tangencial v normal de la acel eraclaon =

el tiempo t.

a> Fetd = t3 o+ C3t o+ 23 d>  RCtd = costi + sent.
-+ - 2 -~ —t > .. .
b rCtd = {2t - 131 + Buj el rcid = coshti + senht]

P



ﬂ
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EJERCICIOS CAPITULO [V

Evaluar las sigulentes integrales repetidas:

2 1 T/Zﬂ 33-(-:-'.3
ar f S (x+y2dydx <3 J Ia 1 dydx
a O G X —x
i Y . b 10t
BY f 0 ydxdy 4 5 s st—t? dsdt.
12 Oa O (e}

Encontrar el volumen acotado por el paraboloide eliptico

= 1—Cy3/azD*Cy2/b23 y el plano xy.

Z_

Evaluar ffAcaxyhxFDdxdy, donde A es el rectangulo acotado por
x = -1, x =28, y=0yvy =4,

oY

Eval uar ffACy—axjdxdy, donde A es el Lriangulo acotado por x=0.

¥y = 0 ¥y v = 3x+B.

Encontrar el volumen gue hay debajo del plano x + y + = = § vy

arriba del tridngulo gue estia en =21 plano xv acotado por v=0.
X = 3 v y = 2x73.
Encontrar =l volumen que hay debajo del plano z = 2y v arriba
del adrea gue esta en el primer cuadranie acotado por x=3, ¥y =
.2 2 e
O ¥y x + vy = Z8.
: . e z
Enceoentrar el volumen que hay debajo del cilindro y = =z v

arriba del &4rea que estid en el plano xy acctada por

v = 0 ¥ $ Sy = 4.

‘Encontrar el volumen que hay debajo de la superficie z = xy V¥
cuadrante acotada opor

arriba del Area gue estd en el primer

= 0. v = x ¥y x + v = 1.




15, -

Encontrar el wvelumen gque hay debajo del plano = L
arriba del area gue estid en el primer cuadranie acotada vor la

_ 2 z o~

elipse 4x + Sy = 35,
— . . - S B
cncontrar el volumen acotado por el paraboloide o +4z +8v = 1 &
vy por el plano xz. Sugerencia: Tratar a v cemo ia variable

dependiente.

acotade por el primer octante v =1 plano

Encontrar el volumen

ox + 3y + Bz 5.

Encontrar el volumen

= 4

< hond =

el cilindro

1=,

+3y

Describir el volumen

que estid en el primer octante., acotado por

A

2 :
¥, los plancs coordenados y el plano

s

representado por:

‘ {2z z
A 2 a2 Yal -y
L L] -~ L 0}
a2 S J Ya - x dydx Co J C2a —x — yidxdy
O o v ] a !
Reescribir las siguientes integrales de tal manera que se
puedan realizar en orden inverso
2
a~z - ~a a b L
- (o= >) , \ flx,w2dyd:e
Ca> [J fz flx. ¥d>dydx Cbd & s S - y
o] ¥ A Q (bra) Ya - = |
2 2
a a - x
Ccd & & fOx, y2dyd:x
e} z 2
Ya® - x"2 i

Encontrar el volumen

de una de las cuflas cortadas del cilindro

2 2 z
x + ¥ =75 por los planos z = 0 ¥ =z = mx.
Encontrar el velumen en el primer octante acotado por =l
S z 2 .
cilindro x + ¥ =8 vy los planos ¥ = 0, z =0 v z = X.
el wvolumen en =l primer cctante acotado por las

Encontrar’
o 2
uperiicies v

= X,

x +

[§]
an
)




volumen en el primer octante acotade por las

a. - Encontrar el

superticies yz =%, x +t+y +z =2, v =0y =z =0,

- . C z
2l volumen comin a los dos cilindros < + v = r° v

.~ Calcular por medio de integrales dobles el Area acotada por

cada uno de los siguientes pares de curvas:

Cad y2:x5 Y Y=x Celd xy=4 v ¥+ y = 5
Ch2 x2+y2=10 ¥ y2=9x CfD y2=54x v yzzéx
2 ' : . 2 2
Ced v o=x+l Y x+y=1 Cgl y=E2x—X h% Y=3EK — Bx
2 —- -3 3
Cdo y=8-x% Y Y=XFT Chy  4y=x v Yy = x - 3x.

La densidad de un disco circular de radio a, en un punto P es
directamente proporcicnal a la distancia que hay entre P v un
didmetro fijo del disco. Hallar la masa del disco.

& .

En un tridngulo rectingulo isdsceles 1la densidad en cualguier
punto P es directamente proporcicnal al cuadrado de la
distancia gque hay entre P y el véritice del angulio recto.

hallar la masa del triadngulo.

La densidad en cualquier punto P de una lamina cuadrada es
directamente proporcional al cuadrado de la distancia que hay

desde P a una esquina fija de la lamina. Enconirar la masa de

la lamina.
La densidad en cualquier punto P de un tridngulo rectiangulo

isésceles es directamente proporcicnal a la distancia gue hay

entre P ¥ uno de los lados iguales del triianguls. Encontrar la

masa del tridngulo.

.~ Encontrar la masa de una ladmina acotada por x = O, x =1, v = 0O

i}
0

A . T - ' .
v v = = =i la densidad en cualquier punto P es directamente
=je

proporcional a la distancia gue hay entre el punto P v el =

<.



i | T B8 e e

=8,

30.

31,

32.

33.

35.

.
%

=29,

Encontrar la masa de la lamina acotada por la parabola x = 18y

y la recta ¥ = 4 si la densidad en cualquier punto P es

directamente proporcional a la distancia gue hay entre P v la

recta y = 4.
Hallar la masa en el primer cuadrante del circulo V. yz = =5

si la densidad en un punto cualquiera P es directamente

proporcional a la suma de las distancias desde P a los bordes

rectos.

Evaluar las siguientes intégralés repetidas:
7 all+cosed -

1 acose _ . P
Cad S senerdrde cbd S S r*senedrde
[} O a Lo
-2 a ) .
Ceds - & ridrae : B
' le] acosd® T . - ’

Encontrar el &area <que hay dentfoadel circulo r Z2a cose y.

mfuera del circulo r = a.

Encontrar el &rea gque hay dehtto del ecirculo r = 1 ¥y a la

derecha de la linea 4rcose = 3,

Encontrar el Area que hay dentro del circulo r = 3cose® y fuera

del circuleo r = coss. 7
Encontrar el Area que hay dentro del cardicide r =1 + cos® v a
la derecha de la linea 4rcoses = 3.

Encontrar el &rea que hay dentro del circule r = 1 y fuera de

la paradbola rll+cosed = 1.

Encontrar el Area que hay dentro de la lemniscata r? = Eazcosae

y fuera del circulo r = a.

Suponga que la densidad en un punto cualgquiera P de un disco

circular de radio a, es directamente proporcional al cubo de

la distancia qﬁe hay entre P » un fijo que esiid en la frontera

del disco. Escribir una expresidn para la masa del disco

usando coordenadas polares,



|
i
3
L

38. -

39. -

40. -

En coordenadas cilindricas la ecuacidn de la esfera de radio a.

. . . . 2 2
sl el centro de la esTera estid en el polo, es r + =z =
Calcuiar =1 volumen en =l primer octante.

Un anillo circular con radieo interior a y radio exterior b.

tiene una densidad en un  punto cualquiera P que es

inversamente proporcional a la distancia gque hay entre P vy =]

centro de-l_; anillo. Encontrar la masa del ,anillo.

Hallar e! volumen en el primer octante que esta por‘-“ deba io de

Lo e a s 2 z

la superficie eliptica 9 + 4z = 36.
I

Encontrar ‘el volumen cortado de la esferg

el cilindro Cx ~ ad® + yz' = &%

2 2, 2 _
X + v+ =2 = 4a” por

Encontrar ' la masa de una lamina homogénea acotada por el

cardiolide r = a (i+sened
R‘ﬁ" i
Evaluar las siguientes integrales repetidas:
_ 2 1 4 5
ca> & & £ xy°z dzdydx
1 o 2
1 Bx—x"  z-z% .
> s S dzdydz BIBLIOTECA
o o o : EF/ DE CIENCIAS EXAcTag
11 1~% | ﬂ-mwsnnrmm YNATURALES
Ced Sor S x dzdxdy : M1 GRANDEZA
Q vy QO

a b c .
Ced & & £ x5+ v7 + z5Ddzdydx
o o o0 ?
1 1—x 2~y
CE> Sor S xyvz dzdyvdx

o 9 o
Expresar como una integral triple v evaluar lo siguiente:
a> El wvolumen en el primer octante acotade por los planos
coordenados ¥y =1 piano {xad + (y D> + (= el = L.
py El wvolumen acotado por el paraboloide 1/2 + 25 = w o+ i v el

ano » = 0.

ie]
=2

Y




=) El1 wvolumen en =1 primer octante acotado por las superficies
2

x +z =1. ¥y +z =1, x=0, v=0yz= =0,
4> El wvoluman de una de las cullas cortadas del cilindro xz +
z 2 .
vy = r por los planos z = O ¥ = = mx.
. . oy 2 2
ed) El volumen acotado por el cilindro X + ¥ = 4 v 1oz planos
y +z = 4 yv oz = 0.
PR , 2 2
f3 ElI wolumen acotado por el paraboloide v + = = 4dax, ei._
P 1o z
cilindro parabdliceo ¥y = ax ¥y el plano x = 3a.
‘ . . 5 2
g2 El volumen sobre el adrea comin a las des parabolas x = v v
z ’ . ~r s 2
v = x Vv debajo de la superficie z = 12 + yv — x .
. N Sz 2
h> El volumen acctade por las dos paraboloides z = 8 - x° - v
2 2
Yy Z = % + 3v.
- — . ‘ . v e 2 z
i> El wvolumen acotado por el paraboloide z = 2x + v ¥y el
C e 2 :
cilindro z = 4 — vy .
& ‘
Encontrar la masa de la mitad de la corteza esférica acotada
z 2 z - 2 2 2 . .
por x +y + =z =28y x + vy + z© = Q =i la densidad en un

punts cualquiera P Cmasa por unidad de volumen) es el valor de

z en ese punto.

Los planaos x = 0, v = 0, =z =1 y x + v — z = O encierran un

tetraedro. Suponga que la densidad en cualquier punto POx,v.z2

fu

es direcltamente proporcional a la distancia que hay desde F

la cara z = 1. Hallar la masa del tetraedro.

Considere el sdlido gque consiste de la porcidn del cilindro
z. 2 2 . . ; ;

* + ¥y = a gque estid acotada por z = O y z = h. h » O v que
estd a la derecha del plano x=z. 3Suponga gue la densidad en

cualguier punto es p = kyz. Encontrar la masa del sdlido.

Considers el cubo unitario acotado por los planos coordenados.
x = 1, v = 1 ¥y z = 1. 5Suponga gque la densidad en un punto
cualquiera Cx,y.2) es p = kyz. Encontrar la componente =n x de
la atraccidédn gravitacioconal aue 21 cubo ejerce sobre una masa

=2n el origen.

1)
B
)



A7. - Describa el volumen representado por la integral iterada
/ 2 /2 2
1+ Y1 - x xT o+ vy
So7 N dzdvdx
O O )

455, — Hallar la masa del volumen del ejercicic 47 si la densidad en
cualgquier punto P e=s inversamenite proporcicnal a la distancia
que hay desde P al origen.

49.—~ FEncontrar el volumen acotado por las superficies =z = &, az = xv
Yy x + ¥y + 2z = a.

50. - Encontrar el volumen en el primer octante acotade por el

22 22‘
elipscide — + Yo+ =1,
z z 2
a b c
- 51. - Encontrar el volumen sdédlide acoctado por los paraboloides
i - . 2 1 =2 2 i 2
- elipticos z = 4 X =gy y z = 3% Y-
52. - Calcular la integral triple de fi{x,y.zJ = z sobre el volumen en
el primer cctante acotado por vy = 0, 2z = 0, x + &y = 6, x + y=2
C 2 z
: y el cilindro ¥ + z = 4.
B3, — Describir el volumen representado por la integral:
. L
/—"—-"-—'-"—1
. 2
« V18 - x 4 .
J 5 g 2c:iz dy dx
s 8] (X +y )74 B
54, ~ Evaluar las sigulientes integrales:
TS a CosS8 r .
- L N - -
Cad J 5 5 dzdrde
2
O 1 1 roz
z i 2 .
Cha S 5 I zr sensg dzdrde
o o o
-
2 4 10 - =
- P 21,2 \
CJ 5 JSor 218 — r''3 rzdrdzds
(@] Q @]




Calcular ia atracecidn gravitacional dque la corteza cilinpdrica

de densidad homogeénea D determinada por los cilindros - = a.

r = b {a < b)Y v los planoms = = O ¥y Z = 1 =jerce sobre un

cuerno de masa ! gue estd en (0,0.h + .

=]l volumen de la parie del paraboloide de revolucion

Calcular
z 2 , L. _
<+ ¥ = 2z cortada por 1 plano z = 2.

Zncontrar la atracecidn gravitacional gue un cone circular

recto, sdlido. homogéneo de densidad D, con base de' radic a vy
aliura h ejerce sobre un ‘cuerpo de masa uno gque =stad =n el
veritlice. Sugerencia: ia  ecuacidn del cone en coordenadas

cilindricos es z = (hsadr. ,

v

.— Un =sdlido de densidad uniforme y de masa M por unidad de
z 2 z
+ v = dazr o = daz

7]

volumen esti acotado por <1 paraboloide x

en coordenadas dilindricas ¥y el plano z = a. Demostrar gus 1

fus

fugrza de atraccidén gue ejerce este sdlido sobre un cuerpo de
Z1 0+ v D3,

i 1
masa 1 que est4d en el polo es 2nGMa [1-v8 + 4Ln =

Un sdlide de densidad uniforme y de masa M por unidad de

= dx

M

volumen esti acotado por el paraboloide de revolucidn r

Cen coordenadas cilindricas) vy por e}l plano =z = Z2a. Demostrar

que la atraccidn que ejerce dicho sdlido sobre una masa
unitaria gque estia en C0,0.2a) es 4nGMal v2 —-Lnll + ¥2 D01,
; . " . ; ~ 2 . )
.~ Calcular la integral triple de {(r,&.,z> = r" =cbre ei wvolumen
. s 2 :
acotado por el parzboloide r” =8 — =z ¥ el planoc z = O
.- Caleular el volumen que havy dentro del cilindro ¢ = 4dcoss v
. - 2 2
estid acotado por la esfera r” + z =168 v el plano z = 0.

\

52. - Evaluar las sigulentes intedrales:
T T4 secd
ay J 7 I sen 2¢ deo deéds
Q Q a

]
i
I

e N S e



Tr2 arc tan 2 Yo

> 7 J S pseng do d¢ ds
o n/ 4 o
20 5,
cd S J S p seng dp do de.
o o fat )

usar coordenadas esféricas para hallar el  volumen aue S

cono circular recto con un Angul o
. - o . SR - -
semivertical de 30C Ces decir ¢ = 30 3., por una esfera de

centro de la esfera.

obtiene al cortar un

radio 6. El vértice del cono es el

Hallar el wvolumen cortado del cono ¢ =

=~

o = Z2a cos ¢.

Encontrar la masa de la esfera de radio R si la densidad D es

inversamente proporcicnal al cuadrade de la distancia desde el

centro.

et ;
P i
un cono circular recto sélido de altura h v Angulo semivertical

o es de masa uniforme. Enconirar la atraccidén que ejerce sobre

una particula unitaria localizada en su vértice. Use

coordenadas esféricas.

Use el método usade en el ejemplo del capitule IV para

demostrar gue uUna corteza esférica con distribucidn de masa
COmo

uniforme atrae a una masa unitaria externa al casquete,
a la masa de la

la atraeria una particula de masa igual

corteza gsférica,. colocada en el centro de la corteza.

1)
fES
Ul
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EJERCICIOS CAPITULO V

Considere fa curva < determinada por la inLerseccion de la
i

.. 2 z .
superficie Z = x + y con el planc y = 2x. Encontrar el area
de la regidn A gue esti sobre el plano ¥ = Z2x, limitada por la

C el segmento de recta C que une los puntos (G, O, O

curva C .,
v (2, 4, 0,3 ¥y la recta perpendicular al plano xy gue pasa por

=, 4, 0I.

i a A ! . . ” -
Considere la curva C determinada por :la interseccidn de la

2 z .
= % + y con el plano y % 2x + 1.

superficie =z = Encontrar el

1=

Area de la regiodn A que estd en el plano y = Zx +

limitada peor la curva Cl, el segmento de recta C que une los

puntos P CO, 1. O) y 2,3.0) y las rectas perpendiculares al

DL&DO Xy que pasan por P y Q respectlvamente.

£
D

Un alambre delgado se dobla en la forma de un semicirculo

el punte P es directamesn

fd
{

radio a. La densidad en

1/

proporcional a la distancia de P a la recta que pasa por lo

extremos del alampre. Encuentre la masa del alambre..

Encuentre la masa de un alambre de densidad & (=, v, z,J = k=zZ.

el alambre tiene la forma de una hélice C cuyos parametiros

z = 4t, O £ L = m.

si

son X = 3 cost, ¥ = 3 sent,

Evaluar j; {x + Z2y) ds suponiendo gue
Cad C consta Q= segmentos reclos que van de (2, 12 a

de C4, 12 a C4, 53.

Ch) C es el segmento recto que va de (2, 13 a (4. 55,

.y Y ., ~
falle el +irabajo realizado por =yz=" 1 + == j HYTH  para
mover una paltttlicula de -1, 2, —-23 a Ci, B. 23 donde la

travectoria C consta de

las =, de las x v de las v. =2n =2s5& o

los ejies de




1G.

11.

La fuarza gque actda en .z) de un zistema

tridimensional es

?Cx,y,z} =yl +z kK
. . 2 )
Calcule el trabajo efectuads por Flx.y,z23 schre un punto gue
z 3 ., .
= t z = L de {0,0.00

se nueve a

3 . - . . X
J; (x” + vy ds vy J;CCX + y¥) ds de donde & es ia

E]
curva w =3t, v =L, O =L £ 1.
= > . - - . - .
L) Calcule j‘r'dr v f F-drf, siendo fo,v): Cx+yd 1 + Jx—vwDdj;
[ - —C i - ’ :
- : . : . . o -~ T
C es el cuadrante de elipse X = agost, v= bsent. O£ & < .
H =

Mencione la= condiciones que debe cumplir a para gue el wvalor

Y -> . v ’ ¢
ae.j;?'dr sea independiente de la trayectoria C.

. . . . *>. . . .
,gn los incisos Cad — (d) determine si J;?*dr es independiente
g ) s

de la travyectoria o no. Si lo es, encuentre una funcidn de

potencial f para F.

a) BCx,yd = (3 y+2)i + Cx° + 4y j
by B, y) = &M 4 €3 - o senyd
c) ?Cx*yb.: 4xy3i + Exyaj

d) BCx,y.z) = 8wzl + C1-8yz Jj + C4x -9y 2k

» . .—}
los incisos Cad~Cel demuestre que j;?-dr =S

En
independiente de la trayectoria v calcule su valor. ;
C3,15 N
2D Fear ol Cy +2xydl + (7 + 2xydj
C-1.25
C1, 712D !
o , -
fe ), j 2-dr F o= CexsenyDl + CexcosyJJ
€5, a0
C—z.1,33 . o , . o
c3 f e ar P o= CBxy +28z D1 +Sx y  j+(dwz+1 2.

C1,0,22

[A})]
4
~l




-
i

= - (x* + yJ sobre el planoc X¥Y. ¥y <con dens

. - - - 2z 2
cualguier punto POxX,y,z2 igual a Ca> 1, bl 7 + v, (
Evaluar _rjggc X, y.z3ds, donde glx, v,z = x T y; C

superficie del cubo 3 £ x 21, 0 < v £ 1, 0 £ 2 £ 1
- 7 - 2 g 2 2
Sea 3 ia parte de la grafica de =z = 9 - x - en la cus
2 .

-
!

v sea rlx,y,z) = 3xi + 3yj + zk. Calcule el flujo
1

. . . > . - .
Lravés de &, siendo n = vector unitario gue apunt

arriba en el punto (x,y.z) de =.

- -+ . . Al
Calcule jjsﬁ°nds, doende n-es el vector unitario normal

apunta hacia arriba. Con Fo= i o+ yvi + zk v 5 es 1
. . ~ 2 2 2 2
superior de la esfera x + vy + =z, = a",
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