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INTRODUCCION

En el presente trabajo trato de dar un desarrollo del cálculo

iferencia l e integral en variedades , y los objetivos principales

on, el estudio de un teorema clásico del cálculo integral, como lo

s el Teorema de Stokes. El cuál se enuncia y se prueba en el

apitulo 6; este teorema nos relaciona la integral de una forma

iferencial sobre la frontera de una variedad diferenciable, con la

ntegral de la diferencial de la forma sobre toda la variedad;

demás establecer el teorema de De Rham, el cuál nos asegura la

xistencia de un isomorfismo entre el grupo de cohomologia

ímplicial de un complejo simplicial K, y el grupo de cohomología de

Rham de una variedad triángulable sobre el complejo K, esto se

desarrclla en el capitulo 8; para lo cuál previamente se da una

introducción en el capitulo 7 del estudio de homología y cohomologia

simplicial.

Para establecer este último objetivo el cuál es el teorema de

De Rham, se hace uso de la teoria desarrollada en los capitulos

anteriores y muy especialmente el estudio de formas diferenciales

sobre variedades y su diferencial exterior, la cuál es un operador

que nos da información de la forma geometrica de un espacio, y esto

nos lo muestra el lema de Poincaré, desarrollado en el capitulo 5

que establece condiciones para asegurar cuando una forma diferencial

cerrada es exacta, conceptos tratados en el desarrollo de este

trabajo, que al estudiarlos son sencillos, pero son de gran

importancia para un estudio posterior de cohomología de De Rham.
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CAPITULO O

PRELIMINARES

Este capítulo, que consta de tres secciones, tiene la finali-

idad de presentar algunos conceptos y resultados básicos que nos

erviran como base en el desarrollo de este trabajo. En la

rimera sección se dan algunas definiciones relativas a cálculo

iferencial e integral en espacios Euclidianos de dimensión finita;

sí como los resultados más importantes del cálculo que se

tilizarán en esta tesis. En la segunda sección, se define el con-

epto de espacio de Banach y resultados importantes relacionados con

1 estudio de ellos, además se dan algunas definiciones

resultados básicos sobre topologia, los cuales son de gran

importancia en el desarrollo del capitulo 1 y en general en todo

este trabajo. En la tercera y última sección, daremos algunas

definiciones de álgebra, las cuales nos permitirán en capítulos

posteriores definir conceptos de gran importancia, cómo lo son los

grupos de homología y cohomología símplicial, los cuales se

utilizan en los capítulos 7 y 8.

y



§ 0.1 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

FINICION 0.1.1

Sea n un número natural, y sea

{ X : X= (xl,...,xn) donde cada x' es un número real }, el

onjunto En , es llamado el espacio Euclideano n-dimensional.

La función Tri:Rn-----4 R definida por n' (X)= x i , donde X e En,

s llamada la í-ésima función coordenada sobre Rn.

OTA

A las funciones n i de la definición anterior, también se les

lama proyecciones canonices.

EFINICION 0.1.2

Una función f:Rn-----4 Rm es diferenciable en a E Rn si existe

na transformación lineal X:Rn---> Rm tal que:

lim E f(a+h)-f(a)-X(h) 	 _ o
/140

Obsérvese que h es un punto de En y f(a+h)-f(a)-X(h) un punto de Rm.

a transformación lineal X se denota por Df(a) y se llama la

diferencial de f en el punto a.

TEOREMA 0.1.3 (REGLA DE LA CADENA).

Si f:Rn--> Rm es diferenciable en a y g:Rm-----4 RP es

diferenciable en f(a), entonces la composición gof:Rn------> R P es

diferenciable en a, y:

D(gof)(a)=Dg(f(a))•Df(a).

DEMOSTRACION.

(véase [3])

0h11



OREMA 0.1.4

Si	 Rm entonces f= (f1,...,fm) donde f'= nio f 1=i=m
diferenciab le en el punto a e IR", Sí y sólo si cada f' lo es, y:

Df(a) = ( Dfl(a),...,Dfm(a) )
MOSRACION.

véase [3])

EOREMA 0.1.5

Si f,g:Rm-----4 IR son diferenciables en a c

D(f+g)(a)= Df(a) + Dg(a),

D(f •g) (a)= g(a)Df(a) + f(a)Dg(a)
i,además, g(a)* O, entonces se tiene que:

D(f/g)(a)= g ( a)Df(a)- f(a)Dg(a) 

[g(a)12

In, entonces:

EMOSTRACION.

(véase [3])

EFINICION 0.1.6

Sea f:Rm-----4 Rm y A c Rn . Se dice que f es continua en a E A

:

i 	 f(x)= f(a)

y se dice simplemente que f es continua, si lo es para todo punto

a e A.

TEOREMA 0.1.7

Sea A c IR". Una función f:A----4 Rm es continua sí y sólo si
para cada conjunto abierto U c Rm existe algún conjunto abierto

R n tal que flU)= VnA.
DEMOSTRACION.

(véase [3])



FINICION 0.1.8

Sea f.Rn------>RyacRn, el limite

f(al,...,a1+	 h,...,a")- f(al,...,an) 
h40

existe, se denota por Df l (a), y se llama la derivada parcial

a la variable x ispecto	 de la función f en el punto a.

Si D f(X) existe para todo X E Rn , entonces se obtiene una

nción	 R. La derivada parcial con respecto a x i de

sta función en el	 punto	 X, esto es, D (D
I
f)(X), se denota por

f(X). Obsérvese que en esta notación se cambia el orden de i y j.

1 siguiente teorema nos asegura cuando es posible la igualdad

i.if
 = D	 f.

EOREMK 0. 1. 9

	

Si D1 fyDf son	 continuas en un conjunto abierto que

ontenga al punto X E R; entonces

	

D	 f(X)= 
Di 

f(X).

EMOSTRACION.

véase [3])

EFINICION 0.1.10

La función D 
id

f se llama la segunda derivada parcial (mixta)

e f. Las derivadas parciales mixtas de orden superior se definen de

orina análoga. Evidentemente, el teorema anterior puede utilizarse

ara probar la igualdad de las derivadas parciales mixtas de orden

uperior en condiciones apropiadas. y en este caso el orden de

1	 es irrelevante	 en Dn ,..., ikf. Si f posee derivadas

arciales continuas de todos los órdenes, entonces se dice que f es

una función de clase C.



FINICION 0.1.11

Sea R= [al,b1]X•••X[an,b,] ( un	 rectángulo cerrado ) donde

	

,b i E R. Si f:R 	 R es una función Riemann integrable, entonces

odemos definir

	

bn bn-1	 bi

	

IR 	 I	
f(xl,...,Xn)dx1

	

an an-1	 al

a integral de f sobre R.

La definición	 de Sf también se puede extender a conjuntos

biertos, ( es	 decir Suf	 está bien	 definida ) donde U es un

onjunto abierto. La siguiente afirmación es cierta:

EOREMA 0.1.12 (CAMBIO DE VARIABLES)

Sea U c IR un abierto y sea g-:U	 > g(U) c IR una función

diferenciable, si f:g(U)----4 R es una función integrable entonces
n.�n

f = I f cg Idetg11•

	

g(U)	 U

En la expresión anterior detg' es el determinante Jacobiano.

(véase [ 3 ] ) •
R »»» o«
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TEOREMA 0.1.13 (TEOREMA DE FUBINI)

Sea f una función acotada cuyo dominio es un rectángulo

R=[a,b]x[c,d] y supongamos que las discontinuidades de f forman un

conjunto de medida de Lebesgue cero. Si

ff(x,y)dy existe para cada x e [a,b]

entonces



b	 d
f [f f(x,y)dyjdx existe	 a414,4
a c	 4>9.,4)%	 O

‘44".	 0 /

f

b d	
42,‹
ák

f f(x,y)dydx= j" f(x,y)dA	
et,	

é- 4-
*( 

/

a c	 R	
.//re, Q./‘

d b

nálogamente	 f f(x,y)dxdy= I f(x,y)dA
c a

sí, si todas estas condiciones se cumplen simultáneamente, entonces

b d	 d b
II f(x,y)dydx= f I f(x,y)dxdy = I f(x,y)dA.

a c	 c a

EMOSTRACION ( véase [3] )

§ 0.2 ESPACIOS DE BANACH, TOPOLOGIA

En todo lo que sigue, el campo base K es el campo real R. Se

suponen	 conocidas	 las definiciones	 relativas a los espacios

ectoriales y sus propiedades elementales.

DEFINICION 0.2.1

Sea E un espacio vectorial sobre K. Una norma sobre E es una

función II	 R que cumple lo siguiente:

i) 	 II X II	 0, V X E E

IIXII	 = o	 x=u

Hx+Y1 = lx1+11, V X,Y E E

iv). °XXI = IXIIIM InEEyVA E F_

Así un espacio vectorial normado es un par (E, 1•1).
DEFINICION 0.2.2

Sea S un conjunto no vacío. Una metrica sobre S es una función

d:SXS 	 R Tal que:

d(si ,s2 ) = O V s i , s 2E S

d(s 1 ,s2 ) = 0	 sl = s2

Y



i). d(s1,s2)	 = d(s 2 , s 1 ) V S 1 , s2e S ( Simetría )

) d(s1,s3)	 s d(s i ,s2 ) + d(s2 ,s3) ( Desigualdad Triangular )

í un espacio métrico es un par (S,d).

EFINICION 0.2.3

Sea E un espacio vectorial normado, se define la distancia

ntre dos "puntos', X,Y E E como:

d(X,Y) = dx—yo.

sí E es un espacio métrico (E,d).

EFINICION 0.2.4

Sea S un conjunto (S�o). Una familia Y de subconjuntos de S

s una topología para S si satisface:

). o, S E Y.

). Si4B	 Bn E B E Y.
11 1

iii). Si (B
a )CCEI	 Y entonces u BIX E Y.aEl

DEFINICION 0.2.5

Un espacio topológico es un par (S,Y), donde S es un

conjunto no vacío y Y una topología para S. Los elementos de 7 son

llamados conjuntos abiertos en S.

DEFINICION 0.2.6

Sea (S,d) un espacio métrico, parar>OyseSdefinimos

la bola abierta (Br (s)) de radio r y centro en s como el conjunto:

Br (s) = 
(
radio

 : d(s,s') < r }

DEFINICION 0.2.7

En cada	 espacio métrico (S,d), podemos definir una

topología en	 S llamada topología inducida por la métrica d,

topología métrica como:

Yd =lau { B c S : B es la unión de bolas abiertas
}

De esta manera quedan determinados los subconjuntos abiertos



un espacio métrico ( S,d ).

INICION 0.2.8

Sea A es un subconjunto de un espacio topológico S. La topología

elativa sobre A es define como:

5= {UnA:UEY }
A	

.

EFINICION 0.2.9

Sean (S,YT) y (T,YT) espacios topológicos y	 T una

unción, decimos que f es contínua en u E S si para todo V E YT tal

ue f(u) c V existe U E Ys con u E U tal que f-1 (V) c U.

ROPOSICION 0.2.10

La composición de dos funciones 	 continuas es una	 función

ontina.

EMOSTRACION.

( véase [1] ).

DEFINICION 0.2.11

Sean (5,7) y (T,YT) espacios topológicos. Si f:S----4 T es una

biyección, f y f-1 son continuas, entonces diremos que f es un

homeomorfismo, y que S y T son homeomorfos.

DEFINICION 0.2.12

Sea (S,7) un espacio topológico. Una familia B de subconjuntos

de S, es una base de la topología 7, si y sólo si:

). BcY.

i).YsESWEYtal quesEUexisteBEBtal que s E B c U

LEMA 0.2.13

Sea (S,Y) un espacio topológico y B c Y, B es una base de Y si

Y sólo si todo elemento de Y se puede representar como unión de

elementos de B. (véase [1]).



EMPLO

En el espacio topológico (R,7), tenemos que B T {(a,b):a,b E R}

2 
{(a,b):a,b E O}, son bases para la topología usual Y de R.

SERVACION 0.2.14

Todo espacio vectorial normado E es un espacio topológico

,Yd)•

EFINICION 0.2.15

Un espacio topológico (S,Y) es llamado segundo numerable,	 si

a topología 5 tiene una base numerable.

EFINICION 0.2.16

Sea { S I :i E I} una familia no vacía de conjuntos. El

roducto cartesiano S es el conjunto de funciones 	 u S1E1 1	 1E1 i

ales que f(i)ES V i E I.

La i-ésima proyección deal i S i es la función

S definida como p i (f)= f(i).
DEFINICION 0.2.17

Sea { (S I ,7 1 ): i E I} una familia de espacios topológicos. Para

cada i e I y cada V E Y1 se define V*= p-i l (V) y T= { C: para alguna

i E I y algún V E Y i , C= V*}. La topología producto en i fir I S es la

mínima topología de l y i S i que contiene a T.

EJEMPLO

La topología producto en RXR tiene como base todos 	 los

rectángulos abiertos, y por tanto coincide con la topología de.

RXR=R2 , que es la inducida por la metrica usual de R 2 . ( Y en

general la topología producto para Rn tiene como base la colección

de todos los rectangulos abiertos de IR" ).



FINICIoN 0.2.18

sea (S,Y) un espacio topológico y A s S. La colección { Ui}ici

cS y ieI, es una cubierta para A, siAÇuU1 . Además11

iremos que { U } iEI
es una cubierta abierta paraAsiU1 EY),1 

E I.

EFINICION 0.2.19

Sea (S,Y) un espacio topológico. Decimos que S es compacto, si

ara toda cubierta abierta {U a } aci de S existe una colección finita

e los Ua que cubren a S, es decir existen U
al •, .., U

Oen 
tales que

c U
I =1 OC1

EFINICION 0.2.20

Diremos que un espacio topológico (S,Y) es de Hausdorff si

adol dos puntos si , s2é S, si=s2 existen abiertosU,VEY

ales queséU, s2éVyUnV= o.

EFINICION 0.2.21

Sea (S,Y) un espacio topológico. Una cubierta { U a } para S es

llamada un refinamiento de una cubierta { Vi }, si para cada Ua
existe una V tal que- Ua c V1 . Un espacio topológico es llamado

paracompacto si cada cubierta abierta de S tiene un refinamiento

localmente finito de conjuntos abiertos, y S es Hausdorff.

TEOREMA 0.2.22 (Heine-Borel)

Un subconjunto A de Rn es compacto si y sólo si es cerrado y

acotado. (véase [1])

DEFINICION 0.2.23

Una sucesión en un espacio métrico (S,d), es una función

--> S tal que f(n) =sES ynENyla denotamos por

= {s

n nEN



INICION 0.2.24

Una sucesión {s. } ,EN en (S,d) converge a soE S si d e > o

iste ncE N tal que SnE Be ( S0 ) d n = ne lo cual denotamos sn o

S.

EFINICION 0.2.25

Sea (S,d) un espacio métrico y {s }
n nER 

una sucesión en S,

iremos que {s }
n nEIN

es una sucesión de Cauchy si d e > o 3 nc E N

al que d(s,,sm ) < e V n,m = nc.

Un espacio métrico S es llamado completo si toda sucesión de

auchy en S converge en S.

EFINICION 0.2.26

Sea E un espacio vectorial normado. Se dice que E es completo

' tqda sucesión de Cauchy converge a un elemento de E con respecto

la métrica inducida por la norma de E.

EFINICION 0.2.27

Un espacio de Banach, es un espacio vectorial normado que es

completo respecto a la métrica inducida por la norma.

OBSERVACION 0.2.28

Si el campo base es R, se dice que el espacio de Banach es

real, si es e se dice que el espacio de Banach es complejo.

EJEMPLO:

Los espacios Rn con n E N con cualesquiera de las siguientes

normas son espacios de Banach:

-71/2 , MMI= [ 11 (X ) 2j	 g = 1 Ixi I ,	 lx1 = sup lx I
1=1	 1	 1=1	 1=1,..,n

OBSERVACION 0.2.29

donde X E Rn

EXF es un espacio de Banach sí y sólo si E y F lo son

(véase [1])



x2 -y2 )xl -y1 )+ ( x2 , x2+y2,

= f(X1 ) + f(X2).

(x1,

). f(XX) = af(X).

JEMPLO:

La función f:R2---4[123 dada por f(X) = (x,x+y,x-y). f es una

ransformación lineal.

En efecto, sean Xl= ( x1 ,19, X2= (x2,y2)ER2ykERentonces,

X1+ X2 = (x1+x2 , y1+y2 ) y kX= k(x1 , y1 ) = ( kx1 ,ky1 )

de modo que

f(X 1 +X 2 ) = (x1+x2, [x1+x2 pl( y/+y2 ),	 [x +x 3--fir +y I)
2	 1 2

INICION 0.2.30

Sean E y F espacio de Banach y f:E---4 F una función. Se dice

f es una transformación lineal deEenFsiyX,YEEyAEK

e tiene:	 BIBLIOTECA
U°	 :7f(X+Y) = f(X) + f(Y). 	 DE CIENC	 4

RL SARER DE 111.5 Mins
RARA III GRANDEZA

además

f(kX1 ) = ( kx1 ,kxl+kyl ,kxl -kyl ) = k(xl ,xl +yi , xl -y1 ) = kf(X1).

DEFINICION 0.2.31

Sean E y F espacios de Banach y f:S c E---4F, una función.

Diremos que f es continua en el punto s E S si y sólo si para cada

e >Oexiste c> 0 tal queVxEScon dE ( x,s ) < 8 se tiene que

dy(f(x),f(s))<E.

NOTACION

Con L(E,F) denotará el conjunto de todas las transformaciones

lineales y continuas de E en F.



SERVACION 0.2.32

L(E,F) 'es un espacio vectorial sobre K.

Cuando F=C (respectivamente IR) entonces L(E,C) ( respectivamen-

L( E,R ) ) es denotado por E y es llamado el espacio dual

omp/ejo, ( respectivamente el espacio dual real

EFINICION 0.2.33

	- Sean E 1 ,E2 	 k y F espacios de Banach. Una transformación

:E1 2
XE X- .. X Ek-> F se dice k-multilineal si f (el , 	, ek ) es

s lineal en cada argumento.

OTACION

El conjunto de transformaciones k-multilineales y continuas de

-a F se denota por L(E,...E ; F). Si E 1= E isisk entonces

1 conjunto es denotado por Lk(E,F).

EFINICION 0.2.34

Una función f:E----4F ( E y F espacios vectoriales normados )

s un isomorfismo si:

). fe L(E,F)

	

ii). Existe g:F 	 E, ge L(F,E) tal que g o f=idE y fog=idF.

NOTACION

Si E y F son espacios vectoriales normados y existe f:E----4 F tal

que f es un isomorfismo, entonces diremos que E y F son isomorfos lo

cual denotaremos por E=F.

DEFINICION 0.2.35

Sean E y F espacios de Banach, V c E y W c F subconjuntos

abiertos, se dice que f:V---4 W es un difeomorfismo, si f es biyec-

tiva de clase C°2 y además f -1 :W---4 V es de clase Cm.



§ 0.3 ÁLGEBRA

FINICION 0.3.1

'Ejn conjunto no vacío G se dice que forma un grupo si en G

stá- definida una operación binaria, llamada "producto" y denota-

a por'* tal que:

.Si a,b E G entonces a*b E G( cerradura )

Si a,b,c E G entonces a*(b*c)= (a*b)*c ( asociatividad )

). Existe un elemento e e G tal que a*e= e*akf aeG( existencia

e un elemento identidad en G )

)VaeGexiste un unico a-1E G tal que asa-1= a-l*a= e

existencia de inversos en G ).

EFINICION 0.3.2

Un1.grupo G se dice abeliano ( o conmutativo ) si para cuales-

iera a,b E G se tiene: a*b= bta.

FINICION 0.3.3

Llamaremos orden de G al número de elementos de G, lo cual

denotaremos por o(G). Si o(G) < co diremos que G es de orden finito.

EJEMPLO

Sea G = Z={ ...,-1,0,1,... } con a*b, para a,b e G definida

como la suma usual entre enteros, es decir con a*b= a+b. G es un
•

grupo abeliano infinito.

EJEMPLO

Sea G { 1,-1,} con la operación * definida como la

multiplicación entre números reales. G es entonces un grupo abelia-

no de orden 2, es decir o(G)= 2.



FINICION 0.3.4

Un subconjunto H de un grupo G se dice que es un subgrupo de G

respecto a la operación * definida en G, H mismo forma un grupo.

JEMPLO

Sea G = Z. Bajo la adición usual, H = { 5n : n E Z }, H es un

ubgrupo de G.

EFINICION 0.3.5

Sea H es un subgrupo de G, y a E G, al conjunto:

Ha = { ha: h E H }.

e le llama clase lateral derecha de H en G. De manera simi-

as se define la clase Latera/ izquierda de H en G.

EFINICION 0.3.6

Un* subgrupo N de un Grupo G se dice que es un subgrupo normal

de G si para todagEGytodanEN, se tiene que gng-1E N.

LEMA 0.3.7

El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G sí y sólo si toda

clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha de N

en G. (véase [7] ).

Sea H un subgrupo normal de G y G' el conjunto de clases

laterales de H en G. ( Por hipótesis, una clase lateral izquierda es

igual a una clase lateral derecha, así que no es necesario

distinguir entre ellas. ), Si xH e yH son clases laterales, su pro-

ducto (xH)(yH) es también una clase lateral, pues:

xHyH = xyHH = xyH

Por medio de este producto queda definida una operación en G'

que es asociativa. La clase LH es el elemento identidad respecto a

esta operación y x 1H es el inverso de la clase xH, así G' es un

grupo el cual denotamos con G/H ( que leemos G módulo H ), el cual



nombre de grupo cociente de G por H.

si ,G es un grupo finito y N es un subgrupo normal de G,

o(G) (véase [7] ).nces'o(G/N)- 0(N) 

.1CION 0.3.9

Una función f de un grupo G en un grupo G', se dice que es

homomorfismo si para a,b E G cualesquiera se tiene:

f(a*b)= f(a)*'f(b),

donde	 y *' son las operaciones de los grupos G y G'

spectivamente.

EFINICION 0.3.10

lin conjunto no vácio E, se dice que es un anillo asociativo con

si' , en R están definidas dos operaciones denotadas por

•T tales que para cualesquiera a,b y c de E:

.e+b E gt

(2 )-4- a+b = b+a

(3). - (a+b)+c = a+(b+c)

Existe un elemento O en E tal que a+0 =ayaER

Para cada a E R existe un elemento -a E E tal que a+(-a) = O

Existe 1E9/tal que 1 • a = a • 1 =ayaER

a •b E E

a . (b • c) = (a•b)•c

(9). a • (b+c) = a • b+a • c y (b+c) • a = b•a+c•a

NOTA

11+ 11
 

y

Si la multiplicación de R es tal que a • b = b • a, para todo a,b E

R entonces decimos que R es un anillo conmutativo.



CAPITULO 1

VARIEDADES DIFERENCIABLES

Este capítulo está dedicado al estudio de las variedades

ferenciables; en la primera sección definiremos estructura

'ferenciable sobre algún conjunto S, para después, en la segunda

dción, definir variedad diferenciable, ilustrar con algunos

'effiplos sencillos, en las secciones 3 y 4, estudiar las

bvariedades , productos de ellas y definir las variedades con

ontera que serán de gran importancia, en el proceso de integración

e se desarrollará en el capitulo 6 de este trabajo.

§ 1.1 ESTRUCTURA DIFERENCIABLE

EFINICION 1.1.1

ssa S un conjunto no vácio. Una carta sobre S ( ó un sistema de

Oordenadas ) es una función biyectiva 9 de un subconjunto U c S

pbre un subconjunto abierto de un espacio de Banach.

OIACION

Denotaremos una carta o sistema de coordenadas como un par

) donde U es el dominio de q, además las funciones xi = ni o9 las

lamaremos las funciones coordenadas.

OTAY 1.1.2
‘t;

En este trabajo, nuestros espacios de Banach simpre serán los

spacios R n .vear la figura 1.1 .

figura 1.1



FINICION 1.1.3

Un atlas sobre S, es una familia de cartas 14= { (11 1 ,p i ):i E I

les que:

). Para dos cartas (U1,991) Y (uj , wj) tales que Un U � o se
ene una función

=	 , 9-1 19 (U
1
n

Ji  
n difeomorfismo.

de transición -O cambio de coordenada" :

U ) , donde p i ( U i n U) es abierto de Rn y 9 es

( figura 1.2 )

HL SABER RE MIS NUOS
RARA MI GRANDEZA

BIBLIOTECA
DE CIENCV	 -L;IS

Y NAL ,„

f 1 gura 1.2

JEMPLOS

Cualquier espacio Rn admite un atlas formado

la carta (Rn,9) donde 9 es la función identidad.

Sea S i el circulo unitario en R2 , es decir:

Si = { X E R2 :
 

Ilx11 = 1 }

sólo por

Las cartas (U,p) y (V,Vi) para S 1 , pueden

siguiente forma:

U'= S1\{(-1,0)} y sea	 IR dada por:

ser definidas de la

49 (X) = ángulo que el vector x forma con el primer eje, así

-n < p(x) < n.

= Si \{(1,0)} y sea	 IR dada por:



).:.-1'.ángulo que el vector x forma con el primer eje, es decir

< 0(x) < 2n. (figura 1.3 )

I gura 1.3

ayuda de la figura 1.3 podemos ver que;

1	 id sobre (0,n)

id-2n sobre (n,2n)

94-1 es un difeomorfismo entre los conjuntos

0(UnV)	 = (0,27)\{n} y .9(UnV) =	 (-n,n)\{0}.

"' »Las-cartas (0,9) y (V,9) son compatibles, y S i es cubierto por

y-V. Asi estas dos cartas forman un atlas para Si.

EFINICION 1.1.4

	

`1711 atlas S sobre un conjunto S es un atlas maxímal	 si Nata

	oda carta (0,9)	 tal que 9 0 9 1 y pio9
	 son de clase Cc° VieI

ntonces (0,9) E R. A una carta (U,9) que cumple con lo anterior

ele llama carta localmente admisible.

EFINICION 1.1.5

Dos atlas S ,R son equivalentes si y sólo si Su S es un

	

1	 2	 1	 2

atlas.

OBSERVACION

La relación anterior define una relación de equivalencia.

Con

La función



ION 1.1.6

na estructura diferenciable Y sobre S es un atlas maximal

Obra. S •

ROPLO

-La estructura diferenciable estándar sobre el espacio euclideano

es obtenida tomando Y como la colección máxima que contenga la

(CCM donde q) es la identidad 9:Rn----4 Rn, que es de clase

1.2 VARIEDAD DIFERENCIABLE

DEFINICION 1.2.1

Una variedad diferenciable es un par (S,Y) donde S es un

conjunto y Y una estructura diferenciable sobre S. Siempre

denotaremos a las variedades difenciables con las letras M,

DEFINICION 1.2.2

Una variedad diferenciable M es una n-variedad, cuando cada

carta tiene sus valores en un espacio euclideano n-dimensional. Así

alrededor de cada punto a E M existe una carta localmente admisible

(U,9) con a E U y 9(U) s Rn.

DEFINICION 1.2.3

Sea M una varieded diferenciable, un subconjunto A c M es

abierto si V a E A, existe una carta admisible localmente ( U,9 )

tal que a E U y U c A.

OBSERVACION 1.2.4

Toda carta en M es un conjunto abierto en M.

DEFINICION 1.2.5

Sea Ym la siguiente colección de conjuntos abiertos sobre M:

m = {A g M:Aes abierto enM}



ROPOSICION 1.2.6

r 
es una topología sobre M, siendo M una variedad

N

iférenciable. Es decir M es un espacio topológico.

emostracion.

o E YN .

{111 : i E	 } es decir es una unión de cartas, por lo que M es

iettO.

11). Si A1 ,A2 E YE , es decir A l y A2 son abiertos ( con A 1n A2� o )

entonces:

a E A 3 (Ua ,p) tal que a E Ua C Al.

V-17 e A2 3 (Ub ,p ) tal que b E UbC A2.

COMO Ain A2� 2/SeaCEA1n A2 luegOCEA l yCEA2 por lo que exis-

te - (Uc m0) tal que:

c e Ucc Al y 3 (11¿,p9 tal que c E %C A2 , así c E Ucn %, y Ucn%

es abierto, por lo que U ccnU' c A nA2 y por lo tanto A1nA1 E Vli.

Por inducción se tiene que n U1 éYcuandoU1 eYi= 1,...,n.1 

iii). Sea A=
1E
u I A1 y sea a E A. Entonces a E A para algun j E 1

por lo que existe (Ua ,p) tal que a E Ua c Aj A es abierto. Así
--

1 uAcY. Por lo tanto la unión de abiertos es abierto. 	 nEI

Con esta topología, se tiene que 4p:U---4 q(U) s Rn es	 un

homeomorfismo, para toda carta (U,9) en la variedad M.

NOTA

Siempre pediremos que nuestras variedades diferenciables sean

espacios topológicos de Hausdorff y segundo numerables.

OBSERVACION 1.2.7

En nuestro trabajo, todas nuestras variedades diferenciables

serán de dimensión finita.

)•



,
EMPLOS

Todo espacio topológico discreto (Y= P(S)) es una

-variedad,	 las	 cartas	 están dadas por	 ({S},9s),	 donde

conSESyp(s) = 0.

Rn es una variedad diferenciable, su estructura diferen-

iable está dada por el atlas que contiene la carta dada por la

dentidad.

Un espacio vectorial de dimensión finita V sobre R, tiene

structura de variedad diferenciable, de una manera natural. En

ato, - si { e 1 }1 es una base para V, entonces podemos dar a V una

structura diferenciables de la siguiente manera:

sea {r1 }: la base dual ( es decir, r i (ei ) = S ij , tal que si

17 , entonces r (v) = r 1 (v1 e 1
+,...,+vnen) = V1 ).

Un sistema global de coordenadas es (V, r 1 	rn).

Si v = viel+,...,+vnen, 	 entonces identificamos V con Rn de la
. 	.iguiente manera:

rV	 Rn,	 tal que v =	 	  (v1,...,vd. Así

V,p) es una carta global y (V, r 1 ,...,rn)	 es un sistema de

oordenadas, ri = n 09.

1.3 SUBVARIEDAD, VARIEDAD PRODUCTO

EPINICION 1.3.1

Una subvariedad de una variedad M, es un subconjunto B c M, con

a propiedad de que para todo b E B, existe una carta admisible

U,p) en M con b E U, la	 cual tiene la	 siguiente propiedad de

ubvariedad ( abreviadamente S.M.):

	

Existen	 espacios euclideanos de dimensión	 finita Rn 
y Rm

ales que:

p:U ----4 R m XR my p(UnB)= p(U)n(RmX{0}). Ver la figura 1.4



figura 1.4

OBSERVACION 1.3.2

Cualquier subconjunto abierto de M es una subvariedad. Basta

tomar R m={0} en la definición anterior y usar cualquier carta.

PROPOSICION 1.3.3

Sea B una subvariedad de una variedad M, entonces B misma es

una variedad con la estructura diferenciable generada por los atlas:

{

(UnB,p1(UnB)):con (U,p) es una carta admisible en M que tiene la

propiedad S.M. para B.

DEMOSTRACION.

Si U1n Uj	o y (U ,p ),	
(U _I 

19 
_I

) con la propiedad S.M. Así

escribimos:

9 1 = (a l , B 1 ),	 (aj,(3.1) donde

a l :U1

fi :U ---> F
I

a	 E

13 :u	 F_1	 _I

	> E

a 1 I U n B:Un B	 pi(Udn (EX{0}) y

a i lUin B:Uin B----4 p i (Ui )n (EX{0}) son biyectivas.

la función de transición (p i lUin B) 0 (plUi n B) -1 está dada por

(e,0) 	 > ((ajoai-1)(e),0)-- 9ii (e,0) y es un función de clase C.1



OBSERVACION 1.3.4

En una subvariedad B de M, la topología de B es la topología

relativa respecto a la de M.

DEFINICION 1.3.5 (VARIEDAD PRODUCTO)

Sean (S 1 ,Y1 )	 y ( 52 ,Y2 ) dos variedades diferenciables, la

variedad producto	 (S1 XS2 ,Y1XY2 ) consiste del conjunto S XS ,
2

junto con la estructura diferencable Y1XY2 generada por las cartas

{ (U1 XU2 ,91 X92): donde (U i ,p i ) es una carta de (S i ,Y1 ) }.

OBSERVACION 1.3.6

La topología en el producto de variedaes es la topología

producto. Así el conjunto de todos los productos cartesianos U 1XU

resulta ser una base para la topología de la variedad producto.
ir)

NOTA 1. 3. 7

Si M1 y M2 son n,m-variedades respectivamente, entonces la

dimension de M1XM2 es igual a n+m. Esto lo podemos extender, por

inducción, para un número finito de variedades.

EJEMPLO

Sabemos que S i= { X E R2 : lx1=- 1 } es una 1-variedad.

Entonces T2= S1XS1 ,	 (2-toro) es una 2-variedad, y de la misma

manera podemos afirmar que el n-toro	 = S 1X...XS 1 es una

n-variedad.

EJEMPLO

Un ejemplo de una variedad producto es el cuadrado unitario

abierto " 2-rectángulo (0,1)X(0,1)".

DEFINICION 1.3.8

Sean	 una función entre variedades M y N con dimen-

siones m y n respectivamente. Diremos que f es una función de clase



C00C si para toda m E M, y una carta admisible (V,/i) de N con f(m) E V

existe una carta (U,q) en M con m E U y f(U) c V, tal

que f = thf°9 es de clase C. Véase la figura 1.5

figura	 1.5

NOTA

A la función f
VO 

se la llama la representación local de f.

OBSERVACION 1.3.9

Si r= O esto coincide con la definición de continuidad de f.

EJEMPLOS

Ejemplos	 de funciones Cm entre variedades son -la función

antípoda en Sn= { X E 9/11.11 : oxl. 1 }, XI	 > X, y la traslación

sobre Tn dado por (e iri	 eirn) (e i(ri.+91)	 (rn-F9n) )

con r E D Os r s 2n.
1

PROPOSICION 1.3.10

Si	 N y g:N----4 P son funciones Cm entre variedades

diferenciables 	 de dimensiones n,m,k respectivamente. entonces la

composición	 P tambien es una función de clase Cm ( figura

1.6 ).



figura 1.6

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de 0.1.3 .

§ 1.4 VARIEDADES CON FRONTERA

DEFINICION 1.4.1

Llamaremos semi- espacio de Rn al siguiente conjunto: H n= { X E
dii

Rn : X= O f y 1= 1,...,n }

La frontera de Hn se define como el hiperplano R n1{0} c Rn,

y la denotaremos por fflin.

DEFINICION 1.4.2

Un conjunto M, es llamado n-variedad diferenciable con

frontera, si cada punto m E M tiene una carta localmente admisible

(U,q) alrededor de él, tal que 9 es un difeomorfismo sobre un

subconjunto abierto V n M n de Hn , ( figura 1.7).

figura 1.7



DEFINICION 1.4.3

La frontera de una variedad diferenciable M, la cual

denotaremos por am, es el conjunto de todos los puntos en M, los

cuales corresponden a puntos de al" bajo los difeomorfismos de 1.4.2

OBSERVACION 1.4.4

am es una	 (n-1)-variedad, pues existe un difeomorfismo entre

cada vecindad	 de cada punto de am y un subconjunto abierto de

pn-1X{0}.

EJEMPLO

El disco unitario D n , que consiste de todos los puntos X E re

tales que 1 -	 ( X1)2 = O.
= 1

es una variedad diferenciable con frontera la esfera S n-1 .

Gh



CAPITULO 2

HACES VECTORIALES ( HAZ TANGENTE )

En este capitulo definiremos los haces vectoriales locales,

para después definir lo que será un haz vectorial. Además

definiremos el espacio tangente a una variedad diferenciable en

cada punto de ella, para después de una manera mas general definir

el haz tangente a una variedad el cual será de gran utilidad en el

próximo capítulo para el estudio de campos vectoriales sobre

variedades y sus flujos; veremos lo que es la tangente a una función

(Tf), la cual está definida entre haces tangentes de variedades y

probaremos un teorema análogo a la ya bien conocida "regla de la

cadena" que nos dirá cómo se comporta el operador T aplicado ala

composición de funciones. En general los conceptos y resultados que

se establecen en este capítulo son fundamentales para el desarrollo

subsiguiente.

§ 2.1 HAZ VECTORIAL

Para la definición formal podemos tener en mente el ejemplo

de la n-esfera sn c Rn+1,
con la colección de planos tangentes para

Sil que forman un " haz veLlui	 ial ver la figura 2.1 .

figura 2.1



DEFINICION 2.1.1

Sean E y F espacios vectoriales y U un subconjunto abierto de

E, llamaremos haz vectorial local al producto cartesiano UXF, y

llamaremos a U el espacio base, el cual puede ser identificado con

UX{0},"sección cero o base local" ( véase figura 2.2 )

figura 2.2

DEFINICION 2.1.2.

Para cada u E U, {u}XF es llamada la fibra sobre u.

DEFINICION 2.1.3

La función n:UXF-----> U dada por ir(u,f) = u es llamado la

proyección de UXF sobre la primera componente. Véase (0.2.12).

OBSERVÁCION 2.1.4

Para cada u E U la fibra sobre u es n-i(u).

DEFINICION 2.1.5

Sean	 UXF y U'XF' haces vectoriales locales. Una función

p:UXF	 >U'XF' es llamada una función de clase Cw entre haces

vectoriales locales si:

9(u,f)= (p 1 (u), p2 (u) . f) donde p 1 :U----4 U'y 992:U----4 L(F,F') son

de clase C. Si la función anterior resulta ser una biyección enton-

ces se dice que es un isomorfismo entre heces vectoriales locales.

ver la figura 2.3



vectoriales locales, y esto nos define una relación de equivalencia.

DEFINICION 2.1.10

Una estructura V de haces vectoriales locales sobre S es la

unión de los elementos de una clase de equivalencia de atlas de

haces vectoriales sobre 	 S, es decir si [2]-= {2' E S:	 B}

entonces V= u { B': E"--	 }.

DEFINICION 2.1.11

Un haz vectorial E es un par (8,V), donde S es un conjunto y V

es una estructura de haces vectoriales locales sobre S. Una carta

en un atlas de V es una carta admisible de haz vectorial. Figura 2.4

figura 2.4

DEFINICION 2.1.12

Para un haz vectorial E = (8,V), se define la sección cero o

base por:

0= {ecE: existe (W,9)elicon e= 99-1 (u,0) }

17



OBSERVACION 2.1.13

Observemos que B es la unión de todas las secciones cero de un

haz vectorial local, identificando W con un haz vectorial local via

UXF. Ver la figura 2.5

figura 2.5

DEFINICION 2.1.14
4-3

Sean E y E' dos haces vectoriales, una función	 E' es

llamada de clase Cw entre haces vectoriales (isomorfismo) cuando

para cada e c E y cada haz de cartas admisibles (V,O) de E' para

el cual f(e) E V existe un haz de cartas admisibles (W,9) con

f(W) c V, tal que la representación local f
9
9= 0 . f.9-1 es una fun-

ción de clase Cw de haces vectoriales locales (isomorfismo). ver la

figura 2.6

figura 2.6

38



PROPOSICION 2.1.15

Supongamos que	 E' es una función entre haces vectoria-

les de clase Cm entonces f preserva la sección cero, es decir

f(B) c B'

DEMOSTRACION • Supongamos b E B, mostraremos que f(b) E 8' para una

carta de haz vectorial (V,O) y f(b) E V, Probaremos que 0(f(b))=

(v,0), pero se tiene una carta (W,9) así b E W, f(W) c y y 9(b)=

(u,0). Puesto que 0(f(b))= (0 0 f 0 99 -1 )(u,0). Pero es de la forma (v,0)

pues fPO es lineal sobre cada fibra. 	 n

EJEMPLOS

(1). Cualquier variedad M, es un haz vectorial con fibras de

dimensión cero, es decir MX{0}. ver la figura 2.7

figura 2.7

(2). El cilindro E= S iXR es un haz vectorial con 	 B-S1,

que es justamente la proyección de la primera componente o factor.

Este es un haz vectorial trivial, pues se puede ver simplemente como

un producto. ver la figura 2.8

0



figura 2.8

DEFINICION 2.1.16

Sea f:U	 F una función de clase C 1 , se define la

la tangente de f por la función 	 FXF, dada como sigue

Tf(u,e)= (f(u),Df(u)(e))

donde Df(u)(e) denota Df(u) aplicada a e E E es una función lineal,

si f es de clase Cr r=1, definimos Trf= T(Tr-i f) inductivamente. Ver

la figura 2.9

figura 2.9

OBSERVACION 2.1.17

Observemos que Tf es una función entre haces vectoriales de

clase Cm.

OBSERVACION 2.1.18

De 0.1.3 podemos observar que la siguiente relación se cumple

T(fog)= TfoTg.



§ 2.2 ESPACIO TANGENTE, HAZ TANGENTE

En esta sección trataremos de extender la operación T del

contexto local, al	 contexto de funciones entre variedades

diferenciables. En la definición será muy útil tener en mente el

ejemplo de la n-esfera con su colección de haces vectoriales

locales.

Nosotros construiremos el haz tangente por medio de "curvas

aproximadas". Además la idea intuitiva de vector tangente a una

superficie es el vector velocidad de una curva en la superficie.

DEFINICION 2.2.1

Sean f,g:I c H	 gr, funciones de clase C l e I abierto en R,
zrr

se dice que f y g son tangentes en Ko E I Si:

Of(x)-g(x)P - o
tUo 	lx—xo

ó equivalentemente Df(x0) = Dg(x0).

DEFINICION 2.2.2

Sea M una variedad y m e M, una curva por el punto m es una

función de clase C l ,	 M de un intervalo I c R sobre M con

O E I y c(0)= m.

DEFINICION 2.2.3

Sean c 1 y c2 curvas por el punto m y (U,p) una carta admisible

con m e U, entonces diremos que c l y c2 son tangentes en m con

respecto a q sí y sólo si p . ci y p . c2 son tangentes en O, en el

sentido de 2.2.1. es decir D(90c1)(0)=. D(looc 2 )(0). Ver la fig. 2.10

Al



figura 2.10

PROPOSICION 2.2.4

Sean c
1
 y c2 dos curvas por el punto m E M, y supongamos que

(u 1 9) i= 1,2, son cartas admisibles con m E U . Entonces c y c

	

1	 1	 1	 2

son tangentes en m con respecto a 91 sí y sólo si son tangentes en m

con respecto a 92.

DEMOSTRACION. c l y c2 son tangentes en m respecto a 91	si y

sólo si D(9 1 0c1 )(0) = D(92.c)(0). En la intersección U 1nU2 tenemos

9 oc = ( 92 . 9
1
1 ) . ( 9

1
0C) y de 0.1.3 se tiene que:

	

2	 i

D(92 0c 1 ) ( 0) = D (92°911) 0D(91 oc1 ) ( 0)= D(92.c2 ) (0) , pues como c 1 y e2

son tangentes respecto a 91 , se sigue que D(9 1 0c 1 )(0) = D(91 0c )(0)..

La proposición anterior garantiza que la tangente a una curva

en m es una propiedad intrínseca o independiente de la carta usada.

DEFINICION 2.2.5

Sean c1 y c2 dos curvas por el punto m,	 se dice que estas

curvas son equivalentes si tienen la propiedad de ser tangentes en

el punto m.

42



PROPOSICION 2.2.6

Ser tangente en el punto m es una relación de equivalencia.

DEMOSTRACION.

Sean M una variedad diferenciable, m e M y:

= { c : c es una curva por el punto m }. Denotemos por ser
m
tangente en m mediante el símbolo 	 y tomemos ca , cp y c7 

E cm . Las

propiedades de simetría y reflexividad de - son obvias. Probemos la

transitividad:

Supongamos ca-c is y cp-c7 , entonces

19 . 0y(x)-9 .0(x)il19.cp(10-9 0c7(x)h -
It41,	ag	 Pro

O entonces

418 19.ca(x)-90cy(x)P 

DEFIÑICION 2.2.7

- 0 , por lo que c ca y

Un vector tangente a M en el punto m es una clase de equiva-

lencia de curvas tangentes en m, y se denotara [c] , , donde c es un

representante de clase.

DEFINICION 2.2.8

Para una variedadMymeM, el espacio tangenteaMen el

punto m es el conjunto de clases de equivalencia de curvas por el

punto m, y lo expresaremos como:

T M= { [m] , : c es una curva por el punto m }

PROPOSICION 2.2.9

El espacio tangente T M es un espacio vectorial sobre R.

DEMOSTRACION. Sean [c l ] , y [ CAD E Tinil y sean cle [ci ] , y c2e [c2]..

Escojamos una carta arbitraria (0,9) en M tal que m e M, y definamos

[c1],+[c21,-= [91 (Dt(9 0c1) 1 ,, i- Dt (90c2 )I t_ cd+ 	p(m)jim

ver la figura 2.11
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figura 2.11

Veamos la cerradura bajo la suma definida anteriormente.

Sea c un representante de [c1],+[c2], entonces

c = 0-1 ((D(00c1 ) (0) + D(00c2 ) ( 0)) + 0(m))

Tomemos una curva c por m y una carta (U,0) que contenga a m

tal qüe c, es tangente a M en m respecto a 9, es decir c, E [cl]m.

Tenemos que ver que D(00c,)(0) = D(00c)(0).

D(00c)(0) = D[00(0-1 ({D(0 0c1 )(0)+D(0 0 c2 )(0)} + 9(m) ))](0)

= D[0.(p-1({D(00c1)(0)+D(poc2)(0)}) + m ) ] (0) =

= D[000-1(1)(00c1)(0)-+D(0oc2)(0)]](m= Dr(00c 1 )(0)] = D(00c,)(0).

Se tiene

Tomemos

m e 0, entonces:

[cl] ,+[c]=

así que	 [c1],+[c2], E TEM.

c'a E 	 [c ]m	 2
y c'E	 [c 2 ] m y cualquier otra

(Dt ( 0 0 cp I t=o+Dt (tfrocp	 )	 o(m))]t=0

carta

Debemos

0 tal

ver

que

que

la suma esta bien definida, es decir, para cualquier carta 9 se debe

(#)
cumplir Ds (0101(Dt (0 0c1 ) 1 t,_ ()+ Dt (Pc2 ) I t=0 ) ± 49(m)]])

„ro

D s (p(0 -1 [( Dt (0 0 c;)1 t_0 + Dt ( 0 0c2)i t_0 )-1- 0(m)111

Desarrollando (#) tenemos:
s = o



1),99(p 1 )1 t=0D, NDt (p0c 1 )1 t,c+ Dt (p.c2 )1 t=0 )+ p(m) )	 ——
s=0

= D s f(Dt(p.c 1 )1 t=0 + D t (p.c 2 )1 t=0 )
s=0

Ahora desarrollando (##) se tiene

Ds( 19 (01 [ (Dt (11" c 1 4-11" c P i to+ 0(m)]]]
s=0

= Ds (9 0 1// 1 ) s=0Ds (Dt (0 . 9 1.90c1+ 111 ° 99 1°9°c1)It=o

= Ds(p.0 1 ),=0D,(Dt(0.9 -1 ) i t=o( Dt (9 °c91	 D (9 ° c91	 =t=0	 2 t=0
5=0

1= D (p.01) 5=0 D t (0.9 )1t=0 D s (Dt (p.c 1 ) 1 t=0 + D t (p.c2 )1 t=0

= D s ((D t (p0c 1 )1	 + Dt (p.c 2 )1 
t=0

) )
t=0 

como se observa (#)=(##), por lo tanto la suma esta bien definida.

Ahora definiremos la multiplicacion por escalares, seaÁeRy

c E [cl ] , entonces definamos	 [p -1 (XDt ( p . c 1 )1 t.0+ p(m) )1,

observe la figura 2.12

s =0

s=0

s=0

figura 2.12

Veamos la cerradura para la multiplicación por escalares

definida anteriormente.

Sea c un representante de X[c 1 ] m = [p-1 (ÁD(p.c )(0) + p(m))] ,

entonces c = 9 (XD(p.ci)(0) + p(m))

A



	

Tomemos una curva c. por el punto m y una carta (U,p)	 que

contenga a m, tal c. sea tangente a M en el punto m con respecto a

9 , es decir, c. E [ci]m.

Tenemos que ver que se cumple D(poc)(0) = D(p.c.)(0)

D(p0c)(0) = D[pop -1 (ÁD(poc i )(0)+p(m)]] (0)—

D[potp	 (A.D(poci)(0))+m 11 0m = D[poip-1(AD(poci)(0)))] (0) =

= D(p0C 1 )(0) = D(p.c.)(0).

Se tiene así que Adcl i m e TmM para todo escalar A.

La multiplicación por escalares está bien definida:

sea c'E [c 1 ] m 	 y O cualquier otra carta que contiene a m en	 su

dominio; debemos ver 	 que Mcl] m esta en la misma clase de

equivalencia de A[c l ] m , es decir, para cualquier carta p:
($)

D ( 99[10 -1 (	 ]])xD t (9.c 1 ) 1 t.=.0+ 9(m)	 = D.(140-1(ADt(00c1)1t=0+0(m))])(!)
s=0	 s=0

desarrollando ($):

Ds (p(p 1 ) .=0D. (XDt (poci )	 p(m) ) ..0= Ws(Dt(poci)it=0)

desarrollando (!) tenemos:

Ds ( p . 0 1 ) wroDs (ÁDt (00c;) i t,,o+0( m ) ),=0=

= U, (90)G-1)s...0AD, (D t ( 009 -1 opoc	 ) f t.» s_o=

= AD, (p . 0 1 )	 ( Dt (Oop -1 ) I t,4pt (poc; ) It=0),=0=

=AD, ( p 0 0 1 ) ,Jt (00p -1 ) I t=r0D, (Dt (poci ) I t=o ) s=0= AD, (Dt (poci ) I t=0 ) wro

como se ve ($)= (!), por lo tanto el producto por escalares está

bien definido y así TmM es un espacio vectorial sobre IR	 n

DEFINICION 2.2.10

Llamaremos el haz	 tangente de M al conjunto uT M y	 lo
M

denotaremos por TM= u T M.	 ( Unión ajena )
M m

A A-



DEFINICION 2.2.11

Llamaremos la proyección del haz tangente a la función

definida en TM, 7m:TM-----) M definida por Y m ([c] . )-- m.

Ahora daremos una construcción alternativa, para el espacio

tangente a una variedad diferenciable en algún punto de ella. La

manera expuesta a continuación facilita el trabajo a la hora

de estudiar formas diferenciales sobre variedades. Veremos esta

construcción sin abundar demasiado en detalles.

DEFINICION 2.2.12

Sea M una variedad diferenciable y m E M. Un vector tangente

a M en el punto m, es una función v:Y(M)----4 R tal que si (U,p) es

un sistema de coordenadas con m E U, entonces existe una n-ada

(a1,...,an) de números reales con la siguiente propiedad. Para cada

f E Y(M):

n

v (f) =	 a —ar i (f°9 1) W(m)
1=1

donde	 IR, ri(a1,...,an) = al

( Si W es el dominio de f, entonces y f están definidas sobre

'un conjunto abierto UnW que contiene a m, asi f 0 9-1 es una función

suave con dominio p(UnW) c DI" que contiene a 9(m) ).

OBSERVACION 2.2.13

Si v:Y(M)----4 IR tiene	 la propiedades para ser un vector

tangente con respecto a un sistema de coordenadas q alrededor de m,

entonces éste también tiene las mismas propiedades con respecto a

cualquier otro sistema de coordenadas alrededor de m.



En efecto, si 0 es otro sistema de coordenadas alrededor de m,
entonces usando la regla de la cadena, obtenemos

v(f) =

n

ar	 10(/1)

n

 
a —a I (t	 00 . 9 )1 9 (m) =ara l —a (f op) I	 --1

1=1
	

= 1

n	 n

donde Ju(0°49-1)

Entonces:

Ipi(f.0-1)1 0(m) J ij (0.(P1) 9(m)
i =1 j =1

es la matriz jacobiana de la función

v (f ) =
J1 1 ( 0 . 10 ) I (M))—ari ( f 00 1) 	 (m)

obtenemos:

b = - 1
a1 J ii ( 0 . 99 )10(m)

BIBLIOTECADECIENefir7
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1=1

por lo que;

v (f ) =
j IFJ(f4 /)10,(m)*

-

1 = /

NOTACION

Dado un sistema de coordenadas alrededor- de m, sea xi =	 lo

de 9. Por á—j (j= 1,...,n)
ax

es definido el vector tangente en m por:

a	 a	 1
1/J (f ) =	 (f "9 ) ' socio " 

para f E Y(M)

aEntonces aquí --j corresponde al sistema de coordenadas 9 con
ax

la n-ada (0,...,1,...,0) 	 donde 1 esta en el j-ésimo lugar.

OBSERVACION 2.2.14

	Si xl ,..., xn son las	 funciones coordenadas, de un sistema	 de

	

coordenadas W alrededor	 de	 m y yi ,..., y
n son las funciones

cual denota la j-ésima función coordenada



coordenadas	 de otro sistema de	 coordenadas 0 alrededor de m,

entonces tenemos que:

n
a 1 a
axi	 — i(Y ) 735r-

1=1

OBSERVACION 2.2.15

Un vector tangente y en	 m	 e	 M tiene las siguientes

propiedades. Para cualquier f,g E &(M) y X E R:

v(f+g) = v(f) + v(g)

v(Xf)	 Xv(f)

(3). v(f g) = v ( f ) - g (m) + f(m)v(g)•

Así se dice que v:Y(M)	 R es una derivación, pues cumple

con (1), (2) y (3). Estas son las propiedades que caracterizan a un

vector tangente.

OBSERVACION 2.2.16

El conjunto TmM de vectores tangentes en m forma un espacio

vectorial bajo las siguientes reglas de suma y multiplicación por

escalares:

(v1+ v2 ) (f) = v i (f) + v2 (f)	 vi, V2 E TRIIM

( X V i (f)) = X ( Vi ( f))	 V	 ETMyXER

Para ver que vl + v2 y X son vectores tangentes en m, se p un

sistema de coordenadas alrededor de m, con funciones coordenadas

x
1 n

, entonces:

=1

Para (al,...,an) y (b1,...,bn) es facíl checar que:

n	 n

	

V	 V =

	

1	 2
a

a l + bi)--
8x 1 y Xv

=1	 1=1

nn



La función (al,...,an)

entre espacios vectoriales

	> la i (75íJ)• Nos da un isomorfismo

TM. Así TM tiene dimensión n.

aMás aún, es claro que {7—J}	 es una baseox

es llamado el espacio tangente de M en m.

para T M. El espacio T M

Para 9 y 0 dos sistemas de coordenadas alrededor de m con

funciones coordenadas xl,. . . ,xm 
y y1 ,	 , y' respectivamente, la

igualdad

a
--ay? = (Y )7-1-,1

expresa los vectores a--J en
ax

1=1

términos de la base {1-1} 11 4 . Entoncesay 1,

ala matriz de cambio de base, de la base {;9571} de TM a la base

es precisamente la matriz jacobíana ((lifl(yI)).

a

OBSERVACION 2.2.17

El conjunto {dxJ1:1, aes la base dual de {-si }, a causa de que

a =8x 	
•

cotangente, (TM) , a la variedad M en el punto m.
a

cbc (Jii) = Es decir es una base para el espacio

cn



LEMA 2.2.18

Sea U c E un subconjuto abierto de un espacio de Banach y c una

curva por u E U. Entonces existe un único e e E tal que la curva c ,
ue

dada por cue (t) — u+ te ( definida en algún intervalo I, 0 E I tal

que c Ue (I) c U ) es tangente a c en u.

DEMOSTRACION.	 Por definición Dc(0) es la única función lineal en

L(R,E) tal que la curva g:R-----4 E dada por g(t)= u+ Dc(0) • t es

tangente a c en t=0 si e= Dc(0) • 1, entonces g= cue

LEMA 2.2.19

Supongamos cl y c2 son curvas por el punto m e M y además son

tangentes	 en m, sea f:M-----4 N una	 función entre variedades

diferenciables entonces foc y foc 2 son tangentes en f(m) E N.

DEMOSTRACION.	 P.D. D(Oofoc i )(0)= D(00foc2)(0).

_Sabemos que Oofoc= (00f.9 )0(9oc 	 a
) i=1,2. Y	 s-*en _

fez, "rpor 0.1.3 tenemos que D(Oofoc1 )(0)= D(00f0(p1)(0)-D(9oci)(0)	 DE ,,47

pero por hipotesis, D((p0c1)(0)= Dep oc2 )(0), entonces	
81.8u072

D(Oof o ci )(0) =	D(00f09 1 )(0) . D(poc2 )(0)=	 D(Oofoc2 )(0).	 Asi	 foc 	 y

f o c2 son tangentes en f(m).	 n

Siendo un hecho que sucede lo anterior, podemos justificar lo

siguiente.

DEFINICION 2.2.20

Sea f:M----4 N una función entre variedades, 	 definimos	 la

tangente de f (Tf) por:

Tf:TM	  TN dada por Tf([c] , ) = [foo]fonl.

Tf está	 bien definida pues, si escogemos cualquier	 otro

representante	 de clase [c] , , digamos	 c 1 , entonces c y c	 sone1

tangentes en m y por lo tanta f o c1 y foc son tangentes en f(m), esto

es Efocl fw = 	 [ foci ] rw , y por construcción se sigue que 	 el

•
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siguiente diagrama es conmutativo.

TM  Tf	 > TN

	

17m	17N

	 > N

Es decir f . 7M= YN0Tf

TEOREMA 2.2.21

Supongamos que	 N y g:N	 > P son funciones de

clase Cw entre variedades, entonces gof:14	 > P es una función de

clase Cmy T(gof)= TgoTf.

Si	 M es la función identidad entonces

Th:TM-----> TM es la función identidad.

(iii) Si	 N es un difeomorfismo entonces Tf:TM-----> TN

es una biyección y (Tf) -1= T(f ).

DEMOSTRACION. (i). Sean (U,9),(V,4i)y (W,p) cartas de M,N y P, con

f(U) c V y g(V) c W, entonces tenemos para la representación local

- 	, 	 -
(gof )

919 
=	 r 1 = p . g . y>	 .y.1.9 1 	 g

OP 
of
90
 (0.1.2)

 
oQ

por lo tanto gof es de clase Cr

luego T(g.f) Ecirr [g° f °c] ( g 0 r) (D)	 Y

*(Tg0Tf) [Chi= Tg([f.c] f(m) )=[g.foc] (gof)(m) por lo que T(gof)= TgoTf.

Es inmediato de la definicion de T pues

Th ([c] , )= [h.c] h = [C]m.

-1f y	 f son difeomorfismos con f0f -1 la identidad sobre N,

mientras f-lo f es la identidad sobre M, por lo que usando (i) y (ii)

Tf.Tf-1 es la identidad sobre TN, Tf-10Tf es la identidad sobre TM n
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LEMA 2.2.22

SeanUeEyVcF(E,F espacios de Banach) subconjuntos

abiertos y	 V una función de clase C 1 . Si	 TU es

la función i(u,e)	 = [cue ] , , entonces el siguiente diagrama es conmu-

tativo.

UXE f' UXF

11
T U) Tf)T(V)

[f.oue ] 1111) Tambien se cumple la siguiente igualdad

(iof')(u,e)= i(f(u),Df(u)(e))= [C fetO,Dfhae ]	 a condición de	 que

las siguientes curvas sean tangentes para t= O

ti	 > f(u+te) y ti	 > f(u)+ t(Df(u)(e)) pero es claro de la

definición de derivada y de 2.2.19	 n

El lema anterior nos muestra que si identificamos UXE con T(U)

por medio de i, entonces podemos identificar f' y Tf.

LEMA 2.2.23

Si f:U c	 V c Rnes un difeomorfismo,	 entonces

Tf:UXE	 VXF es un	 isomorfismo entre haces vectoriales loca-

les.

DEMOSTRACION.

'Ya que Tf(u,e)= (f(u),Df(u)(e)), entonces Tf es una función entre

haces vectoriales 	 locales, pero como f es difeomorfismo entonces

1(Tf) 1= T(f	 ) es también una función entre haces vectoriales loca-

les,	 y por tanto Tf	 es isomorfismo entre haces vectoriales

locales.	 n

Para una carta (U,p) sobre una variedad diferenciable 	 M,

podemos construir:
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T(p(U)), entonces T9 es una biyección, ya que 9 es un

difeomorfismo, por lo tanto sobre TM podemos decir que (TU,Tq)	 es

una carta de haz vectorial local. Nótese 	 que tenemos un	 haz

vectorial local especial donde las fibras tienen la misma dimension

que la base.

LEMA 2.2.24

Sea M una subvariedad suave k-dimensional de la variedad

n-dimensional Rn . Si (49) es una carta para Rn con la propiedad de

subvariedad para M, entonces (TU,Tp) es una carta para R 2" tal que:

Tp(TUnTM) = T(p(U)n(RkX{O}XRkX{0}))

DEMOSTRACION

Sea (U,Q) que cumple con la hipótesis; por 2.2.19 la función

Tp:TU----4 Tp(TU) es biyectiva sobre el conjunto Tp(TU) = T(p(U)) =

9(U)XRn el cual es abierto en 92 211 , por lo tanto (TU,Tp) es una carta

para R2n . Finalmente

Tp(TUnTM) = Tp(T(UnM)) = T(p(UnM)) = T(p(U)n(RkX{0}))

= [(p(U)n(RkX{0})]n[(RkX{0})X(RkX{0})] = Tp(U)n(R kX{O}XRkX{0})	 n

TEOREMA 2.2.25

Sea M una variedad diferenciable y 	 un atlas de cartas

admisibles, entonces:

Ta= {(TU,Tp): (U,p) E R es un atlas de haz vectorial de TM llamado

el atlas natural.

DEMOSTRACION. Ya que por definición la unión de los dominios de las

cartas del atlas R es M, la unión de las correspondientes TU es TM.

Ahora debemos ver qué pasa en las intersecciones. Supongamos que

TUn TUj* e, entonces Un U j#0 y la función interseccion o cambio

	

de coordenadas 9 . 099: es formada por restricción de p .	 a

p (U
I
n U ), así debemos verificar que Tp j o (Tpj ) -1 es un isomor-
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fismo entre haces vectoriales locales, pero esto lo garantiza el

lema 2.2.23	 n

Por lo tanto TM tiene un estructura de haz vectorial natural

inducido por la estructura diferenciable de M. TM es 2n-dimensional

de Hausdorff y segundo numerable.

TM Hausdorff:

Sean v 1 * v2 E TM si 71(v1 )	 n(v2), entonces hay vecindades V

y V2 , V1n V2= O 
y it-/(vi)n 7r 1 (V2 )j	 = 0, así que 1 E 7L-1 (V 1 ) y v

2	
E

-/n ( V2 ) Si n(V ) = n(V2) E V c M, (V,p) es una carta vl
, v
2 

E T M	 ,

con 71(v l ) = n(v2
) = m.

TM es segundo numerable:

Si (V,p) es una carta en la estructura diferenciable Y con

funciones coordenadas x l ,...,x l , definimos:

9:7f(V)--> R
21 cómo 9(v) = (x11 (n(v)),dx1 (v),...,dxl(v))

9 es uno-uno y manda abiertos en abiertos de Rfl.

{ 9 (W) : W es abierto en R21 ,	 (V,99) E Y }	 es una base para la

topología de TM:

SeavETM (vETM), entoncesvEn(V), (V,p) es una

carta enMyve 1 (p(V)). SivE 1 (W)n rp 1 (V), entonces existe

un abierto W contenido en este tal que V E 11(v).

PROPOSICION 2.2.26

Si m E M, entonces Y-1 (m)--- TM es una fibra de TM y su base B

es difeomorfa a M por la proyección 	 M.

DEMOSTRACION. Sea (U,p) una carta local que contiene a m, con

p(U) y 9(m)= u, entonces Tcp:TMIU-----> 9(U)XE es una

carta natural de TM, TT/-1({u}XE)= Tp -1 {[cue ]: e E E }, por la

definición de Tcp, y esto es exactamente T nIM así M IB es una

biyección y su representación local para Top y 9 respectivamente, es
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la identificacion natural p(U)X{0}-----> p(U), la cual es un

difeomorfismo local. 	 n

OBSERVACION 2.2.27

De lo anterior podemos observar que M puede ser identificada

con la seccion cero de TM.

PROPOSICION 2.2.28

Si M y N son variedades diferenciables y f:M----4 N una

función de clase C" 1 , entonces Tf:TM 	 TN es una función entre

haces tangentes de clase Cr.

DEMOSTRACION. Es suficiente verificar que es una función entre haces

vectoriales locales usando el atlas natural. Para m E M tomando

cartas (U,p) y (V,O) sobre M y N respectivamente, con m E U y p(m) E

V y f
90

= 0.fop 1 es de clase C" 1 , luego usando (TU,Tq) para TM y

(TV,TO) para TN, debemos verificar que (Tf) T9T0 es una función entre

haces vectoriales locales de clase Cr pero tenemos que :

(Tf) T9T = TO0TfoTp -1= T(f90 ), y Tfo (u,e) = 	(50 (u),Df990 (u) •e) y esta

es una función entre haces vectoriales de clase Cr .	 n
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CAMILO 3

CALCULO DIFERENCIAL EN VARIEDADES

Este capítulo ha sido dividido en dos secciones. La primera se

ha elaborado para estudiar campos vectoriales sobre variedades

diferenciales y sus flujos, en la segunda, operadores diferenciales

como por ejemplo " la derivada de Lie " que es una generalización de

lo que conocemos en el cálculo diferencial de varias variables cómo

la derivada direccional de una función en la dirección de algún

vector. Además obtendremos la derivada de un campo vectorial en la

dirección de otro campo, y la relación que esto guarda con sus

respectivos flujos. El material aquí expuesto es de gran importancia

para el estudio de sistemas dinámicos sobre variedades diferen-

ciables", un tema que aquí no se toca ya que no es el objetivo de

este trabajo.

§ 3.1 CAMPOS VECTORIALES Y FLUJOS SOBRE VARIEDADES DIFERENCIBLES

En esta primera	 sección definiremos lo que es un campo

vectorial sobre una variedad diferenciable, después veremos lo que

es un flujo, y estableceremos algunas relaciones y propiedades de

ambos conceptos, para después, en la sección proxima, ver qué es lo

que sucede con los flujos y campos sobre variedades al evaluarlos en

funciones suaves.

DEFINICION 3.1.1

Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial X sobre M

es una función	 TM tal que X(M) E T,M y m E M.

Esto se puede ver como una sección del haz tangente TM de M. Es de-

cir Y m oX = id M .
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El conjunto de todos los campos vectoriales de clase Cr es

denotado por Xr (M) y el conjunto de campos vectoriales de clase Cw

por Im (M) o solamente por 1(M).

En otras palabras un campo vectorial asigna a cada punto de M

un vector anclado en ese punto. ver la figura 3.1

figura 3.1

EJEMPLO.

(1). Consideremos el campo de fuerza dado por la ley de

gravitación universal de Newton. Aqui la variedad es R 3-{0}, y el

campo vectorial es:

F(x,y,z) = -mMG(x,y,z)	 -mMlr 

( x 2 +y 2
+Z

2
)

3/2 r 3

m = masa del cuerpo de prueba

M = masa del cuerpo central

r = ( x2
+y

2
+Z

2
)

1/2
. ver la figura 3.2

donde

FR



figura 3.2

(2). La función 2T:122--> TR2 , dada por X(x,y) = ((x,y),(-y,x))

es un campo vectorial sobre 92 2, puesto que Y
R
2.2T = idR2. Véase la

figura 3.3

figura 3.3

A continuación daremos algunos resultados que involucran campos

vectoriales sobre una variedad M. Si M= U es un subconjunto abierto

de Rn , entonces el campo vectorial sobre U es una función X:U----4

UXE (E espacio vectorial)de la forma X(X)= (X,V(X)), llamaremos a V

la parte principal de X.(	 IR? )

Si M es una variedad y q:U c	 V c R u es una carta para M,

entonces un campo vectorial Z sobre M, induce un campo vectorial
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I sobre E llamado la representación local de Z y se obtiene de forma

natural por:

1(X)= Tcp.X(wri(X)).

DEFINICION 3.1.2

Sea M una variedad diferenciable y X e XX. Una curva integral

de X por m E M es una curva c por el punto m tal que c'(t)= x(c(t))

para cada t E I (I dominio de c con O E I ). ver la figura 3.4

BIBLIOTECA
DECIENCI:

Y N.; I,
EL SABER UE MIS RUCA

RARA MI GRAMWZA

figura 3.4

Si M= U c Rn , una curva c(t) es curva integral de 	 TU

cuando e(t) = X(c(t)) donde C(t)-= dc/dt.

Si VI es un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M y

i representa la parte principal de estas representaciones locales en

una carta q, entonces una curva c es una curva integral de X

cuando

dc (t)- x(c(t)) ( sistema de ecuaciones diferenciales )

donde E= 90c (la representación local de c)

Si M es una n-variedad y las representaciones locales de X y c
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son (X1,...,xn) y (c ,...,c n) respectivamente, entonces c es una

curva integral de X cuando satisface el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias:

xi(ci(t),...,cn(t))

• •
• •
• •

c 11 (t) = X1(C1(t),...,Cn(t))•

DEFINICION 3.1.3

Un campo vectorial X, sobre una variedad M se dice que es

completo, si toda curva integral para X, está definida en todo R.

EJEMPLO

El campo vectorial sobre 62 2 dado por:

X (x1F) = ((x1F),(-Ffx))

tiene para cada punto (a,b) e 62 2 , la curva integral c:62----4 62 2

c(t) = (acost - bsent, asent + bcost)

cada curva integral está definida sobre todo R y por lo tanto X es

completo.

NOTACION

Si M es una variedad diferenciabla, rionotaremos por Diffw(M),

el conjunto de todos los difeomorfismos de clase e de M sobre M.
LEMA 3.1.4

El conjunto DiffW (M) es un grupo bajo la operación composición.

DEFINICION 3.1.5

Un flujo sobre una variedad M es una función F:62----4 Diffm(M)

tal que para cadasytER, F(s+t) = F(s).F(t), además esto lo

denotaremos por Ft.
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DEFINICIONES 3.1.6

Un punto m E M se llama punto singular de X e I(M), si

g(m)=0.

X E X(M) se llama campo vectorial no cero, si X(m)=0 H ME M

(3). El soporte de un campo vectorial X eI(M) es la cerradura dE

conjunto { m E M: X(m)*

EJEMPLOS

la	 siguiente función es un flujo, 	 sobre la variedad

diferenciable R:

Ft	Diffw(R) dada por	 etid

Un ejemplo de un flujo sobre la variedad diferenciable R2,

es la función:

.*)	 Ft :IR —> Diffw (R2) dada por

ti	
	

> (cost(idi )-sent(id2 ), sent(idi ) + cost(id2))

§ 3.2 OPERADORES DIFERENCIALES (DERIVADA DE LIE)

En esta sección veremos algunos operadores, que al aplicarlos

a campos vectoriales y a funciones definidas en alguna variedad

tienen cierto	 comportamiento, el cual será de	 gran utilidad al

desarrollar la teoría de integración de formas sobre cubos para

después extenderla a un contexto más general, que será la integración

sobre una variedad.

Empezaremos discutiendo la acción de funciones sobre otras

funciones y campos vectoriales. Primero estableceremos lo siguiente.

NOTACION

Con C r (M,F) denotaremos el espacio de funciones de clase Cr,
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F, donde M es una variedad diferenciable y F es un espacio

de Banach (Be) y para abreviar escribiremos Y r (M)= Cr (M,R), g(M)=.

Cc°(M,R)•

OBSERVACION 3.2.1

.̀ r (M)tiene estructura de álgebra, pues para f,g y h E Yr(M),

el producto f •g definido por f • g(m)= f(m) •g(m) V m e M, obedece a

las propiedades algebraicas usuales del producto de funciones:

f •g= g • f y f(g+h) = f • g+ f•h

DEFINICIONES 3.2.2

Sea 0:M----4 N una función de clase C r entre variedades Y

f E Yr (N), se define el pull-back de f por 0 por:

0 f= f o 0 E Yr(M).

Si 0 es un dífeomorfismo de clase Cr y X e /r (M) el

push-forward de X por 0 es definido por:

0.X= TO0X 0 9 1 E Ir(M).

La razón de los nombres se muestra en la figura 3.5

figura 3.5

Podemos intercambiar pull-back por push-forward cambiando 9 por



-
0,

1
 definiendo ** (respectivamente	 0* )	 por **= ( 0

-1
)
*

(respectivamente 	 **= (0-1 ) * ). De aquí	 que el push-forward de una

función f sobre M es * *f= f.0 y el pull-back de un campo vectorial

V sobre N es *V= (TO) .V.0; aquí 0 debe ser un difeomorfismo para

que el push-forward y el pull-back tengan sentido.

DEFINICION 3.2.3

Sea	 N una función entre variedades de clase C w , los

campos vectoriales X E XI-1 (M) y	 17	 E ir-1 (N) , se dicen estar

0-relacionados denotado X / V si TO.X= V.O.
OBSERVACION 3.2.4

SiOes un difeomorfismoyXyVestán O-relacionados entonces

V= **X. En general X puede estar O-relacionado con más de un campo

vectorial sobre N. La ,O-relación se rige por el siguiente diagrama

conmutativo:

TM TV	 	 TN

IX	 	 X
M	 > N

PROPOSICION 3.2.5

pull-back y pliCh-fnrWard, son funciones lineales y

0 (f . g) = (** f)(0
*
 g), ** (f • g) = (0,f)(**g), mas aún si X i 	Vi, i=1,2

y a,b E R entonces a2T
1
+ b2T

2
 a'«

1
+ bY2 .

Para	 N, 1:N----4 P con M,N y P variedades, se

tiene (100)
• 
= 0

•
01

•
 y (10 0) 4= 1* 0 0, SiXEI(M), YEX(N) y 1 E

I(P), X l VyV I Ientonces X1:111.

DEMOSTRACION.

(i). ** (f+g)= (f+g).0= f00+ T'O= **f+ **g

** (f+g)= (f+q)00 1 = f00-1 1- 9. 00-1= 0 4efi- 019.

ahora
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0* (f•g)-= (f.g)o0=	 (f00) (TM= (0 f)(0 g)

0*(f•g) _ (f.g).0 1= (f00- 1 )(g00- 1 )= (10*f) (0*g).

por otra parte si X 1 V i= 1,2 a,b E R, entonces

	

TO(a2( 1 +	 bX2 ) = aT001Z 1+ bly . X2= aV 1 0 0+ bV2 0 0 es decir

	

aX + 2	 aV 1+ IN2 .

(ii). la relación que se da aquí entre funciones es una simple

consecuencia de las definicones anteriores. Ahora para la segunda

parte se prueba en el siguiente sentido;

T(1°0) °2T= TI .T00X= TI0Y.0= zoloo, luego X1-94

El comportamiento de flujos bajo estas operaciones es el

siguiente.

PROPOSICION 3.2.6

	Sea	 N una función de clase C c° entre variedades y X E

	

xr (m), y	 e yr(N),	 entonces XY sí y sólo si 00F t= FY00.

Donde Fx y Ft
Y
 denotan el flujo de X e Y respectivamente.En particu-

lar si 0	 es un difeomorfismo, entonces Y= 0,,X sí y sólo si Ft
Y =

00F5-1.

DEMOSTRACION.

(r) para M E M se tiene la relación (0 0FD(m)= (Filt.0)(m); tomando la

	

derivada	 con respecto a t en la relación anterior,

tenemos T0 ( 8% (m) l — 11(0(m)).

Por la regla de la cadena y la definición de flujo se sigue

"( at	aFI(m) ) — TO(x(F:(m))— (TO.x.F:)(m)

Y
	 Y

at
aFt

(0( 111 ) ) = Y(F:(0(M))= ( 7 ° Ft
Y 
°10 )(M) así que

(TO0X0FY00) (m)= (V.0.FD(m) lo cual es equivalente a TO.X=Y.0 por lo

que X 1 Y.

que

(4) Supongamos que se satisface la relación TO01Z= ¶.0, sea c(t)=



que denota la curva integral de X através de m e M, entonces

(t) = 1, , ,, (
dt

dc(t))_ TO(X(c(t)))= V((0.c)(t))•
sul

os decir que 0 0 c es una curva integral de V através de 0(c(0))=

entonces tenemos que (00F:) (m)= (00c) (t)= ilt (0(m)).	 n

De lo anterior observamos que el flujo del push-forward de

po vectorial, es el push-forward de este de este flujo.

lamaremos a .F t010	 0 el push-forward de Ft por 0, cuando

un difeomorfismo	 N. Ver la figura 3.6

figura 3.6

ION

TM,R)= T*14 es el espacio dual del espacio tangente para m e

ostros le llamaremos espacio cotangente de M en m. De la

anera L(TM,R)= TM es el haz cotangente de M.

CION 3.2.7

ea	 IR, suave y Tf:TM---- TR= RXR. Llamaremos un

tangente para IR con base en el punto x E IR al par (X,m),

1 punto m	 es la parte principal. Así Tf actúa sobre un

v eTMen la siguiente forma Tf(v)= (f(m),df(m)•(v))= Tf(m,v).
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por lo tanto aquí definimos para cada elemento m E M el elemento

df(m) e T M, df es una sección de T M y es llamado campo covectorial

o una (1-forma).

DEFINICION 3.2.8

El campo covectorial df:M-----> TM es llamado la diferencial

de f.

OBSERVACION 3.2.9

Si f es de clase Cr r<w, entonces df es de clase Cr-1.

CONSIDERACIONES LOCALES

Ahora trabajaremos con df en cartas locales para f E Y(M), si

99:U c M----9 V c Rn es una carta local para M,	 entonces la repre-

-sentación local de f es una función 	 IR definida por ?=

-f * 19 . La representación local de Tf es la función tangente para

variédades locales Ti(X,v)=	 (?(X),D1(X)•v). Como podemos ver, la

representación local de df es la derivada de la representación local

de f, es decir a.
DEFINICION 3.2.10

Sea f E Y (M) y X e IO2 (M), se define la derivada direccional

o derivada de Lie de f a lo largo de X por:

LXf(m)= X[f](m)-= df(m) • X(m) para m E

denotaremos X[f]= df(X) la función ml 	  X[f](M) E R.

CONSIDERACIONES LOCALES

La representación local de X[f] en una carta está dada por la

función de valor real Xi 	 > DY(X)•i(X), donde f ,y 1 son las

representaciones locales de f y X.

Como es m de dimensión finita entonces se tiene

_X[f]= Lxf= -af 
1A

1

=1
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PROPOSICION 3.2.11

(i) Supongamos 0:M	  N es un difeomorfismo entre variedades,

entonces LX es natural respecto al push-forward por 0. esto es, para

cada f e Y(M) L
0 x 

(0 f)= 0,Lxf, lo cual se ilustra en el siguiente
„ 	 *

diagrama conmutativo:

	

Y(M) 	  Y(N)

	

1L
	 ILOnz

	

tt
0,

	

Y M) 	  Y(N)

(ii). LX es natural con respecto a restricciones, esto es para U c M

abierto y f e Y(M) se tiene	 LXlu (flU) = (LXf)111 ó si IU:Y(M)----4

9(U), entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

'U

'U 

DEMOSTRACION.

Si n e N entonces por definición de LX y la regla de la cadena

cadena para d, se tiene que:

(0,f ) (n ) = d ( f °0 1 ) (0, X ) ( n ) = d ( f °01 ) (n) ( TO° 2 °1 1 ) (n)=

= df (0- 1 (n)) ( X 0 0 1 ) ( n) = 0,(Lxf) (n) Vn E N.

Es directo del hecho de que d(fiU)= (df)IU y esto es claro de

la definición de d	 n

-Puesto que 0 = (0 1 ) * la derivada de Lie es también natural con

respecto al pull-back por Vi•

Ahora veremos que L tt satiface la regla de Leibnitz.
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PROPOSICION 3.2.12

(i) La función Lx:Yr(M) Ir-1 (M) es una derivación, esto 

es para f,g E °$r (M) se tiene Lx (f • g) = gLIz f+ fLIzg

(ii). Si C es una función constante , L xC= O

DEMOSTRACION. (i). Se sigue de la definición de y y la regla del

producto para df.

(ii). Es directo de la definición.

La conexión entre Lxf, y el flujo de X es la siguiente.

PROPOSICION 3.2.13

Sea f E Cm (M,R n ) 2Z E / m (M) y supongamos que Ft es el flujo

definido por 2Z, entonces:

dt
(1_Ftf= FtLX f

DEMOSTRACION. Por la regla de la cadana y la definición de 	 la

diferencial (Df) y el flujo de un campo vectorial por m E M,

d	 m)t(_af (Ftf) (m)= af (foFt )(m)= df(Ft(m)) dFdt	 df(Ft(m))•X(Ft(m))=

=(Lxf)(Ft(m))=(F:Lxf)(m) 	 n

OBSERVACION 3.2.14

dEn el caso particular en el que t= O, --dt (Ftf) i t-o= LXf.

PROPOSICION 3.2.15

Sea M una variedad suave la colección de operadores Lx para X E

im (M), definidos sobre Cm (M,R n ) y tomando valores en Cm (M,R n ), forma

un espacio vectorial real y también un Y(M)-módulo con (fL X )(g)	 =

f(Lxg), entonces se tiene que L fx= fLx.

DEMOSTRACION. Que es un espacio vectorial real es obvio pues, si

X,Y E Ir (M) y f E CrEl (M,F) y m E M, entonces

(i). (Lx_hy)f(m)= Df(m)(X+W)(m)= Df(m)X(m)+ Df(m)Y(m)=

= (y+ Lvf)(m)= Lx+ Ly
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(ii). Sea c E	 R,	 entonces LcXf(m)= Df(m)cX(m)= cDf(m)X(m)= (cL Xf)(m)

= cLx por lo tanto el conjunto de todos los operadores L x es un

espacio vectorial real.

Ahora si f E &(M), entonces LfX= fLX

PROPOSICION 3.2.16

Sea U c Rfl un abierto y sea D:&(U)	 &(U) una derivación

cualesquiera, entonces existe un campo vectorial X E 1(U) tal que

LX f= Df , f E Y(U).

DEMOSTRACION. Para demostrar la afirmación anterior mostraremos que

para cualquieraellypara cualquierfeY(U) se cumple:
n

Df(a)= 
ax

d a 
g t (a) para alguna g E Y(U)

1 = 1

En efecto, tomemos la expansión de Taylor de f en alguna vecindad y

sufigientemente pequeña de a E U, esto es

	

n	 n
a

2
f (X) = f (a) +	 la (X 1-a l ) +	 ex I

f
—ax il a (X 1-a 1 ) (X1-a 1 ) +• •• Y X E V

	

1 =1
	

1 ,J=1
n

así Df(a)= D(X 1 )(a); si tomamos gi= D(X 1 ), entonces la pro-

1 =1

posición queda probada	 n

DEFINICION 3.2.17 (CORCHETES DE LIE)

Sea M una variedad y 71,17 E X(M) entonces [X,Y]= L71Y es el unico

campo vectorial sobre M que satisface :

[X,Y][f]= X[Y[f]]- Y[X[f]] en la intersección de sus dominios

f E Cw (U,R) U c M abierto.

LXY es llamada la derivada de Lie de Y con respecto a 71 ó el

corchete de Líe de X e Y.
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TEOREMA 3.2.18

Sea M una variedad suave y X,Y E X(M). Si además X tiene un

flujo Ft , entonces I-(F*V)= F*
t (L X Y) en los puntos donde Ft está de-dt t

finido.

DEMOSTRACION. Si t= O la formula se transforma en:
d
dt-1-1t=o Ft*Y = LxV 	  (1)

Asumiendo (1)

(F*fi= asIs=c)Ft+s	 F 1-1 F
* Y= F* Ydt t	 tds sr.() s	 tL 2Z

Hasta aqui la fórmula en el teorema sigue siendo equivalente a (1),

los dos lados de	 (1) son derivaciones vectoriales, entonces para

probar ambos lados operaremos para	 una funcion arbitraria f	 e

Cm (M,R fl ), ahora

dt-(Ft
*
Y) [ f ] (m) I t=ó dt= 51--1 t=o(df(m).(TFt(m) F-t .Y.Ft ) (m)) =

*	 •
crt i t=oFt (\f[Itf I) (n)

usando que I-F*tf= F*
tLX f y la regla de Leibnitz se tiene:dt 

X[Y[f]](m)- Y [ X [ f ll(m ) = [ X , Y l[ f l(m )	 n

Nótese que en el procedimiento de prueba anterior el siguiente

dato es de gran utilidad, si	 N es un difeomorfismo y Y e

X(M) entonces para f E &(M) (9 V)[f]= 99 (Y[9/]) 	  (2)

DEFINICION 3.2.19 (ALTERNATIVA DE CORCHETES DE LIE)

Sean X,Y E f(M), y Ft el flujo asociado a X	 , El campo

vectorial de clase C m , LI(Y= [X,Y] sobre M definido por:

[2" 1 Elfit=o(FtY) es llamada la derivada de Lie de Y con respecto a= 

X ó el corchete de Lie de X,Y.
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Podemos ahora "derivar" Las propiedades básicas de los

corchetes de Lie.

PROPOSICION 3.2.20

El corchete [X,V]	 sobre 1(M), junto con la estructura 	 de

espacio vectorial real de 1(M) forma una álgebra de Lie esto es:

( i ) • [ , ] es bi-lineal es decir [X l + 222,17]= [11,1]+ [m2,1]- Y

[" 1± W2 ] = [I1W1 ]	 C"21

[X,X]=OVXEX(M).

[X,[V,Z]]+ [V,[Z,X]]+ [Z,[11Z,V]]= O V X,V,Z E /(M).

(Identidad de Jacobi).

DEMOSTRACION. La prueba 	 es directa aplicando el corchete a una

función arbitraria. 	 n

NOTA 3.2.21

Notemos que [X,V] sobre Xr (M) con r<03 no es una álgebra de Lie,

pués [X,V] E 11-1 (M) para X,V E Xr(M).

OBSERVACION 3.2.22

En la proposición anterior:

implica EX,V]= -

implica lo siguiente:

[X+V,X+V] = O = [X,X]+ [X,fi+ [Y,X]+ [Y,Y]
[X,17]+ [V,X]= [2Z+V,2Z+17]- [X,X]-[Y,Y].

tambien	 puede ser escrito como

Lx [V,Z]= [LxV,Z]+ [V,Lxl], es decir el corchete de Lie es una

derivación.

PROPOSICION 3.2.23

(1). Si 0:M----4 N es un difeomorfismo y X e I(M), entonces

LX 	IX es natural con respecto al push-forward por 0 esto

es, Lip,X0 *Y= 0Lx1P, o lo que es lo mismo, [ py,O*V]= 0[X,V] y así el
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siguiente diagrama es conmutativo:

	

I(M) 	 a	 > I(N)

	

1Lx 	
0,

	

I(M) 	 > Y(N)

(ii). Lx es natural respecto a restricciones, esto es, para U c M

	

abierto se tiene [XIU,VIU] =	[X,V] IU y el siguiente diagrama 	 es

conmutativo:

X(M) 	 IU > I(U)

	I Lx	 I LXIu
I(M) 	 IU > I(U)

DEMOSTRACION.

Sea f E Y(V), V abierto en N, y O(m)= n E V. Por (2) para cual-

quién Z E X(M) ((0,12)[f])(n)= Z[f00](m) por lo que (0.[2Z,V])[f](n)=

PZ , V )( f ° 111 (m ) = x (00„w )E f l°01(m )- w((0,x)(fl°0)(m)=

=(0,2T) [ (0*V) [f]] (n)- (0*17) [ (0,X) [f]] (n) = [0,,X,O*V][f](n) luego

0* ( gpv l = [0,x,O,Y).

Se sigue del hecho de que d(fIU)= (df)IU

REPRESENTACIONES LOCALES

Calculemos ahora la expresión local para [X,V]. Sea 	 V

Rn una carta sobre M, y sean las representaciones locales de X,V

dadas por g , g respectivamente,	 así

R n , y la representación local de [X,V] es [X717], esto es
(1,g)(?)(x)= í[g(?)](X)- g[1(?)](x)=

D(g[?])(X)g(X)- D(i[?])(X)g(X)=

D(D(?)(X)g(X))g(X)- D(D(1)(X)g(X))g(X)=

(D(Y)(X)Dg (x) +9 (x) D2 (x) ) ) (x) - (13(?)(X)DX (x)	 (x)D2 (? (x) ) ) g (x).

a(X)(Dg(X)g(X)-Dg(X)g(X)), y la representación local de [2Z, V] es
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Lx( atta
 X

i=1

= Lx ( Ti ) — Ly (X-1)=

- Ly{

1=1

1=1

ni/- Dig.

Ahora si M es una variedad y la carta q) está dada por las

coordenadas (X1,...,Xn), entonces los cálculos dados en los

términos de las componentes de [X,V] son: [X Y] 3 = (LxLy-LyLx)x1=

Lx(Ly[X])-Ly(Lx[X1])=

PROPOSICION 3.2.24

Para todo X e 1(M), Lx es una derivación sobre (Y(M),X(M)) esto

es, L1 es R-lineal, y Lx (f . Y)= (Lx f)Y+ f(LxY).

DEMOSTRACION. Para g E Cw (U,R) con U c M abierto, tenemos

[X,fY][g]= Lx ( Lfyg)- LfyLxg= Lx (fLyg)- fLyLxg=

=(Lxf)Lyg+ fLxLyg- fLyLxg. Así [X,M= (Lxf)+ f[X,Y]	 n

PROPOSICION 3.2.25

Sean X,),/ E Iw (M) y sean Ft ,Gt los flujos correspondientes a

estos campos. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

[ tt , w ]-= o

F: V=

G:X= X

Ft o Gs= Gs o Ft .

DEMOSTRACION. F o G= G o F	 G= F o G o F 1 , pero esto es
t	 s	 s	 t	 s	 t	 s	 t

equivalente a Y= Ft1P es decir 	 (iv). y similarmente (iii).

7 4



(iv). Ahora si F Y= Y entonces [X,V] = dt—I t=o F
*
t17= O	 [X,Y]= LXV= 0 4

d *	 d—F Y= —I 
s=0 

F
S4-t.	

F t. [X,Y]= 0 , así que FY es constante en t= O 4dt	 ds 

FtY= Y, así (i). <=> (U). análogamente (i).<=› (iii) •

IR



CAPITULO 4

FORMAS DIFERENCIALES

En este capítulo, se hará un estudio breve del álgebra exterior

de tensores covariantes, lo cual es esencial para definir lo que es

una forma diferencial y algunas propiedades de ellas. Este capitulo

está dividido en dos secciones, la primera, puramente algebraica y

la segunda se puede ver como un caso particular de la anterior ya

que al trabajar con formas diferenciales estaremos trabajando con un

tipo particular de tensores covariantes.

§ 4.1 ÁLGEBRA EXTERIOR DE LOS TENSORES COVARIANTES

En está sección se estudian algunas propiedades de los tensores

covariantes, que son de gran importancia en la definición y estudio

de lás formas diferenciales.

DEFINICION 4.1.1

Sea V un espacio vectorial sobre R Y sea 3 s el conjunto:

3:(V)=	 (r-copias de V y s-copias de V).

los elementos de 5s (V) son llamados tensores en V contravaríantes

de orden r y covariantes de orden s ó simplemente del tipo (:).

En nuestro caso, trabajaremos solamente con tensores

covariantes, es decir, del tipo (:) pues son de gran importancia

para el estudio de las formas diferenciales y el cálculo sobre estas.

sólo mensionaremos k-tensores ó tensores de orden k, diciendo con

ello que se está trabajando con tensores covariantes.
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NOTACION

El conjunto de todos los tensores (covariantes) de orden k en V

se denotará por 5k (V). Si T E 5k (V), por definición se tiene que T

es una función multilineal T:Vk-----> R.

DEFINICION 4.1.2 (SUMA Y PRODUCTO TENSORIAL)

Para S,TE5k (V) y a E IR definamos:

(1). (S+T)(v k ) = S(v k )-F T(v
1	 k

(aS)(v1	)= aS(v 1 ,...,v,c ) E R.

(2) . Si S E 5" (V) y T E 3 1 (V) se define el producto tensoria.

S®T E 
5k+1 

(V) por:

S(vi,...,vk)-T(vk,i,...,vk,i) E R.

1
OBSERVACION 4.1.3

5k (V) es un espacio vectorial sobre	 R.

EJEMPLOS

(1). El producto interior < , > es un tensor de orden k, es decix

< , > E 52(Rn).

(2) Algo no menos importante, el tensor determinante en 311(Ra).

Al intentar generalizar esta función, se debe recordar que al cambi-

ar dos columnas de una matriz, cambia el signo del determinante.

PROPIEDADES DEL PRODUCTO TENSORIAL

(Si + S2 )®T= Sier+ S2c9T

Se(Ti + T2 )= SeT 
1 
+ SeT

2

(iii). (aS)eT= Se(aT)= a(SeT) a E IR

(iv) . (SeT) ®Ti= Se (Mi)
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DEMOSTRACION

Sean S 
1 
, S

2
 e 3k (V), y T e 3m (V),	 entonces

(S 1+ S2 ) (DT = (S
1
+ 5

2
 ) (DT (v1 , ... , vk , vk+i ,	 =

=(S 1+	 S2 ) (v1 , ... , vk+m)T(vi, ..., vk+m ) =

= [ S i (vi 	, vic+m ) + S2 (Vi ,	 VIL+) ]- T (vi , .	 , vk+m ) =

= S i (v 1 , . . . ,	 - T	 ,	 + 52	 , V
k+m

) - T (vi ,...,v ) =
k+m

= S ea+ S ea1	 2

(iii).	 (iv).	 se demuestran	 de forma análoga, es decir,

directamente siguiendo la definición. 	 n

NOTACION

Los productos	 (SeT)eT i y S®(TeT 1 )	 se designan simplemente por

SeT1 y	 los productos de	 orden superior Te ••• •T se	 denotan de

forma análoga.

OBSERVACION 4.1.4

5 1 (V)	 es el espacio vectorial dual V , es decir, 	 S e 51 (V)	 4

S:V 	 R.

TEOREMA 4.1.5

Sea	 vi ,...,v	 una base	 para V	 y	 sea 9,...,9, la base dual,

con 9 
1
(v )= S i .	 Entonces	 el conjunto de todos los productos

tensoriales de	 k-factores 9e ...-09 1k 	ls i l ,...,iks	 n, es una base

para 51c (V) y además tiene dimensión nk.

DEMOSTRACION. Se tiene que

{1	 si J 1 =i 
1 
,...,j

k 
=i

kp	 v	 )= Si JSi j=(
ik	 IR j 1	 J k	

k k O en otro caso.
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ahora si w1	 k , son k vectores con

w = 	a -vj
 y T E 5k (V), entonces

j = 1

T(w ,...,wk)=	 a1j1makji:r(v 	 )=
ji	 jk

j 1 ,	 jk=1

9nek.--o

T(v	 -- o
11	 ik	 11

o- 	 ..,w

11,...11c=1

así T=	 T(vn,...,v1 )	 --(sylk por consiguiente

11 ..... 1c=1

generan a 5k (V). Supóngase	 ahora que existen números

a 11 ,...,aik tales que
... 9 ®.••09 	 O

11, , , ik	 11	 i k
11,...,1k=1

aplicando ambos miembros de esta igualdad a (vn,...,vik) se obtiene

aD. ,...,a jit=	 O	 por	 lo	 tanto	 9/1®• • •®91k	
son	 linealmente

indépendientes 	 n
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DEFINICION 4.1.6

Si	 W es una aplicación lineal se define la siguiente

aplicación lineal : f * :	 5k(V) por

f T(vi,...,vk)= T(f(vi),...,f(vk)) donde

T E &k (W) y vi ,...,vk E V.

OBSERVACION 4.1.7
*

Se puede probar que f (S®T)= f S®f T.

TEOREMA 4.1.8

Si T es un producto interior en V, entonces existe una base

v 1 ,...,v para V tal que 	 T(v ,vj ) =81i	 (Tal	 base se denomina

ortomormal respecto a T), además existe un isomorfismo

V tal que T(f(X),f(Y))= <X,Y> para X,Y E Rn . es decir f *T= < , >.

DEMOSTRACION. Sea w,...,u 	 una base para V se define (proceso de

Gral--Schmidt).

w'= w1

T(wil,w2) w'= 
W 

-	 w'
2	 2	 1T(w l1	w')	 1

T(wi f ,w2)	 , T(w 1 2,w2) w,= w
2	 ,	 1 T(u— T(w'w') 

•w.- 	  w'
3	 fl1 )	 2

1	 1	 2
,w 

2

•

•

•

Es fácil ver que T(w',Wj )=	 0	 si	 i *	 j y	 si w's O entoncesi

T(wl,wp> 0.

Definamos v-
i 

wfi . El isomorfismo f queda definido por  
AT(wl,w1)

f (ed= v 	 n
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DEFINICION 4.1.9

Un tensor de orden k, se llama alternado si:

, V)	 W(V	 ...,V
k
) para todok 1/	 j

V1,...,V1,...,Vj	 E V.

NOTACION

El conjunto de todos los tensores de orden k alternados se

denotara por A k (V), y por construcción es un subespacio de 511(V).

DEFINICION 4.1.10

Si T E 51{ (V) se define Alt(T) por:

Alt(T)(vi ..... vk)= ki	 sgna.T (van) , . . . ,Vaocd

WESk

donde S
k
 es el grupo de todas las permutaciones de los números

TEOREMA 4.1.11

(1). Si T E 5 11 (V), entonces Alt(T) E Ak(V).

(2). Si W E Ak (V), entonces, Alt(W)= W

	

(3).	 Si T E 3" (V), entonces Alt(Alt(T))= Alt(T)

DEMOSTRACION.

	

(1). Sea	 (i,j)	 la permutación	 que	 cambia entre sí i,j

(trasposición) y deja a todos los otros números fijos.

Si o' E S
k 
Sea a'= o'(i.j), entonces

Atl(T) (v ..... v 	 v	 v)=
1	 I	 II	 I

k.	 sgnaT(v
o-(1)	 acn ..... van) ' • • • ' va(k)

CrE Sk

k.	 sgncr•T (van) ' • • ' van) ' ' • • ' va (j) ' • • ' vaik) =
(TESk

01



k 	 -sgnaf-T(va,(1),...,vc,00)= -Alt(T) (V1,...,Vk)

UIESk

Si W E Ak (V) y a= (i,j),	 entonces

)= sgna . W(v1	 k )W(v
0(1)"."Valic) 

puesto que cada a es un producto de permutaciones de la forma

esta igualdad se verifica para toda u, por lo tanto:
1Alt(W)(471,...,vk)= E 	 sgna•W(vcr(i),...,vcr(k))=

CTESk

sgna•W(vi,...,vk)=	 n

UESk

Es condición inmediata de (1) y (2), pues 4Sa T E 5k ( V ) r

entonces Alt(T) E Ak (V) por (1), y Alt(Alt(T))= Alt(T) por (2). n

DEFINICION 4.1.12

l'El producto exterior WAS E 
11104 (V) por:.

WAS 	 k+!1!(k!Alt(WeS)1) 

PROPIEDADES

Sea a E R

(W 1 +W2 )An= W i An+ W2 An	
bilinealidad

WA(11 1 + n 2 )= wAn i + wAn2

aWAn= WAan= a(WAn)

wAn= (- 1) m nAw anti-conmutatividad

( 5 ) . f* (WAM) = f*(W)Af*(n)

TEOREMA 4.1.13

Si S E 5 11 (V), T E 3 1 (V) y Alt(S)= O, entonces:

Alt(SeT) = Alt(T®S)= O

DEMOSTRACION. (k+1)!Alt(SeT)(N71,...,vk+1)=

sgna.S(vol1),...,v0,00)T(va(kn)" 6(o.1))
CrESk+L
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Si G c S k+1 está formada por todas las o' que dejan K+1,... k+1 fijos

entonces:

Zsgnu.S(vcr(1),...,vcrwd.T(vU(k4-1)" vCrOc+U )=.

1YEG

[	
sgnu . S(v=	 f „u.to--"vu'ft)

u'Esk
I

• T	 , vk+1 ) =

Supongamos ahora que uo lG, sea G •u0= { ira :o-EG}ysea

v
(ro (1) ! • • • VO.o (k+1) =W1' • • • I Wk+1, 

se sigue que

Zsgnu.S(vuu),...,v(700)T(vU((44)" vTOc+0 )=
UEG'UO

	= [sgnu•	 sgna • S (w (1) , 	 , Wcr , (k))1T ( Wk+1 ,	 . Tak+1 )= O

C'EG

	

Observemos que G n G • cr
o
= o pués si a E G n G • uo ,	 entonces o'= c•i-c

para alguna a' E Gya = a(u9 -1 E G, que es una contradicción.
A

Se puede continuar de esta forma descomponiendo Ski., en subconjuntos

ajenos, la suma extendida a cada subconjunto es O, de manera que

la suma extendida a S10-1 es O. La relación Alt(T®S)= O se demuestra

de manera similar

TEOREMA 4.1.14

Alt(Alt(W®S)®T) = Alt(WeSoT)=Alt_(WeAlt(SeT)).

DEMOSTRACION. Se tiene Alt(Alt(SeT)-SoT)= Alt(S®T)-Alt(S®T)= O ,y en

virtud del teorema anterior se tiene:

0= Alt(We[Alt(SoT)-SeT])= Alt(Wealt(SeT))- (»Sea).

La otra igualdad se prueba de forma análoga.	 n

TEOREMA 4.1.15

	

Si W E Ak (V),	 S E Al (V) y T E Am (V), entonces:

(k+/+m)I(WAS)AT= WA(SAT)-k!int! Alt(WoSeT).

n n



(k+1+m)! DEMOSTRACION. (WAS)AT= (k+1)Im! Alt((WAS)eT)=

(k+1+m)! (k+1)I Alt(WDSeT). La otra igualdad es análoga.- (k+1)!m! kIll

NOTACION

Tanto (WAS)AT como WA(SAT) se indicará simplemente por WASAT y

el producto de orden superior W 1A...AW se define de forma análoga.

Si V,...,Vrn es una base para V y 9 1 ,...,9 es la base dual

entonces podemos construir una base para Ak(V).

TEOREMA 4.1.16

El conjunto de toda los productos q) iin...mpik 1= i1<. * .<ike n

n! es una base para Ak (V) que tiene dimensión ( )';'= kl(n-k)! ( En

particular Ak (v)= {O} para k>n ).

DEMOSTRACION. Si W e Ak (V) c 511(V), entonces podemos expresar a Wc).

9	 , asi
1...1k 11	 ik

11,...,1k

W= Alt(W)= 1 a11...wAlt(9 49.---e9).

11,...,1k

Puesto que cada Alt(91? "ik) es el producto de una constante (0"-- 

	±1/k!) por una de las 9 11A...A9 1k ,	 estos elementos generan 	 a

Ak (V). Ahora supongamos que existen a n ,...,alk tales que

	

a 
11 

...aik .9 II. —.09 ik 
= O, aplicando a	 ambos miembros (v	

ik)
11,...,1k

se obtiene	 que a 11...11c	 911® °91k
0, entonces	 son linealmente

•••

independientes y por lo tanto 	 11A .	 son linealmente

independientes.,	 n

OBSERVACION 4.1.17

Si V tiene dimensión n se deduce del teorema anterior que An(V)

tiene dimensión 1.

como W=
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TEOREMA 4.1.18

Sea v 1 ..... Vn una base para V y sea W E An (V) Si w=	 a v

j=i

i=1,...,n son n vectores en V, entonces:

W(w,	 , wn ) = det ( a ii ) •W(v i ,	 , vn ) .

DEMOSTRACION. Se define T E 5n (62n ) por:

T( ( a11 ,... , a1n ) ..... ( ani ,	 ,ano) )=	 WI Ea jiv
j

,	 ,Eainvj
	 T	 E

j=1	 j=i
An (Rn ), T= Xdet para algúnXERyX= T(el ..... ed= W(vi,...,v.)	 n

	El teorema anterior muestra	 que un tensor W	 antisimétrico,

no nulo, separa el conjunto de las bases de V en dos subconjuntos

ajenos, aquellos con W(vi ..... vid> O y aquellos para las cuales

W(vi,...,vn)< O. Si vi ,...,vn y wi ,...,wn son	 dos bases y A=	 (au)

esta definido por w 1 = Eauvi , entonces vi ..... vn y wi ,...,urn	 están

en el mismo subconjunto si y sólo si det(A)> O.

Este criterio es independiente de W y puede utilizarse siempre para

dividir las bases de V en dos subconjuntos ajenos.

DEFINICION 4.1.19

Cada uno de los subconjuntos de los que se habla anteriormente

es una orientación para	 V, la orientación	 a la	 que pertenecen

v11 ...,v se indicará por [v 1 ...,v1 y la	 otra orientación se

indicara por -[vi,...,v], o bien por g v y -gv respectivamente.

En Rn se define la orientación usual por [el	n,...,e).

El hecho de que dimAn (Rn)= 1 no es nuevo puesto que det, se

	

define como el único elemento W 	 E An (Rn ) tal que

W(el ..... en)= 1. Para un espacio vectorial V en general no existe un

criterio de esta clase para distinguir un particular W E An(V).

Supóngase, sin embargo, que se ha dado un producto interior T

para V. Si v1 ,...,v y	 w,...,wn	son dos bases para V que	 son
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ortonormales con respecto a T y la matriz A= (au ) esta definida por

W =
j 
Ea 

iJ 
v , entonces Su	

k

= T(wi ,wi )= Eauail T(vk , V I ) = Eaikaik.
=1	 , 1=1	 k=1

En otras palabras si At designa la matriz transpuesta de A, entonces

A • At= I de manera que det(A)= ±1.

Además se sigue del teorema anterior que si W E An (V) satisface

±1, entonces W(wi , . ,,, vín )= ±1.

Si se ha dado una orientación u para V se deduce que existe un

único W E An (V) tal que W(vi,...,v,)= 1 siempre que v i ,...,vn sea

una base ortonormal tal que [vi,...,vn]= wv . Esta única mvse

denomina elemento de volumen de V, determinado por el producto

interior T y la orientación g.

OBSERVACION 4.1.20

' Obsérvese que det, es el elemento de volumen de R n determinado

por el producto interior usual y la orientación usual, y que

Idet(vi ,...,N91, es el volumen del paralelepípedo generado por los

vectores v,...,vn .
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§ 4.2 FORMAS DIFERENCIALES

En esta sección denotaremos por R1 al conjunto de todos los vectores

de Rn con origen en el punto p E Rn , o bien el conjunto de todos los

pares (p,v) con v E Rn (vectores v E Rn trasladados a p sin perder

longitud ni dirección ), ver la figura 4.1

figura 4.1

Podemos trasladar la base de Rn al punto p E Rn y así Rn y R:

son naturalmente isomorfos.

Por similitud con el espacio Rn definamos en R1 las siguientes

operaciones:

Sean (p,v) y (p,w) E R1 definimos la suma por:

(p , v)+ (p , w ) = (p,v+w) E R1.

Sea (p,v) E R1 y a E R, definimos el producto por escalares en

R1 por:

a(p,v)= (p,av).

Así R1 resulta ser un espacio vectorial, el cual a su vez

resulta ser el espacio tangente a IR" en el punto p ( TpRn).

OBSERVACION 4.2.1

Obsérvese que si elegimos un vector en cada R1 obtenemos un

campo vectorial.
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El espacio vectorial U está íntimamente relacionado con el

espacio Rn, y muchas	 de las propiedades de [O, tienen sus

equivalentes en R1; en	 particular podemos definir el producto

interior usual para 011, < , >p que se define por:

<v ,w > = <v,w> donde v = (P,v) para facilitar la notación.
P P P

Ademas la orientación usual para 021 es [(e 1 ) p ,..., ( e n ) p].

DEFINICION 4.2.2

Consideremos una función w(P) E Ak (R1). A está función se le

llama forma de orden k.

NOTA

A la función definida anteriormente también se la conoce como

k-forma o forma diferencial de orden k.

Ahora si {91(0,...,9n(p)} es la base dual de {(el)p,...,(e.)p}

(9(e ) (p ) = SI)), entonces:

w(P).=
11,—, ik

(P) • NO 11 (p)A• • •A9 ik (p) .

1 <	 <11c

para ciertas funciones k	La forma W se llama

continuamente diferenciable, si estas funciones lo son.

NOTACION

El conjunto de todas las formas diferenciales de orden k en un

espacio vectorial V lo denotaremos por Ak(v).

En este trabajo supóndremos siempre que las formas y los campos

vectoriales son de clase C.

OBSERVACION 4.2.3

(1). La suma w + n, el producto w-n, y el producto exterior wAn,

se heredan de la estructura de subespacio de Ak(v) del espacio 5k(V).
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Una función f se considera una forma de orden O, luego

entonces f w se escribe tambien como fAw, ( Aquí f:Rr 	 SIR ).

Sea	 R, diferenciable, entonces Df(p) E 
Al (10)

Así, podemos obtener una 1-forma df, definida por:

df (p) (vp ) = Df (p) (v)

Como caso	 particular considérese 	 la 1-forma du i . Se

acostumbra indicar la función n	 por Xi.

OBSERVACION 4.2.4

De lo anterior observamos que:

dx l (p)(vp)= dn i (p)(vp )= Dni ( p ) (v)=

Además se observa que	 {	 dx1(p),...,dxm(p)	 } es la base dual de

{ (el)p,...,(en)p }, así cada k-forma se puede escribir como

,w=	 Wi 1	. , ikUtX 1A . . AdX k

4'7
11 <... <ik

TEOREMA 4.2.5

Si	 IR es diferenciable, entonces:

df=	 Df-dxm ó con la notación clasica1	 n

af	 afdf= --idx + + --mdxn
ax	 ax

DEMOSTRACION. df (p) (v )= Df (p) (v) = Ev i• D f (p) = Edx i ( p) (vp ) • D i f (p)
1=1	 1=1

8f.entonces df= E D f-dx	 ax= E --idx .
1=1	 1=1

4.2.6 COMPORTAMIENTO BAJO FUNCIONES

Sea	 Rm	 diferenciable, entonces	 se	 tiene una

transformación lineal Df(P):Rm-------3. R m . Así de una manera natural

podemos obtener una transformación lineal	 RT(p) definida

por:

f.(vp) = (Df (p) (v) )f(p)

Esta aplicación lineal induce otra aplicación lineal

89



f*:Ak (11219 (p) ) ---> Ak Rrj .

Si w es una k-forma en 62 m ,m , se puede definir una k-forma 
f* 

(J en

Rn por (f
* 
w) (P)= 

f* 
(w(P)). Esto significa que si v 1. , ... , v

n E 621, se

tiene f *ca (P) (v i , ... ,vk )= w (f (P) ) (f, (v i ) , . . . ,f,(vk) ) . Ver la figura

4.2

BIBLIOTECA
DE CIENC9/"

n SABER DL MIS HUG&
RARA MI GRANDEZA

figura 4.2

TEOREMA 4.2.7

Sea	 Rm diferenciable, entonces:
n

(i) . f*(dxi)=f i*dxi=

1=1 j	 1 =1

. f* (w1+ co2)= f* 0.494- f* ( w2)

. f* (g • to)= (fog)•ew

. f * (wAri)= f*(w)Af*(n) .

DEMOSTRACION.

• f. (dx l ) (P) (vp ) = dxi (f (P) (f *vp ) =

n	 n	 n
= d)C i (f (P) ) ( Ey -1 D 

i 
f i (P) , ... , 

j
Ev i D i
	 jf(P)-- j

fm (P)	 Evi D 
J 
f i (P)=

i 

= ED if i (P) dxj (P) ( vp)
P

. y (iii) . se siguen	 directamente de la definición. (iv)

es consecuencia directa del producto exterior tensorial. 	 n
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OBSERVACION 4.2.8

Observemos que si aplicamos el teorema anterior se obtiene:

f * (Pdxl
Adx

2
+ Qdx2Adx3)=

=(Pof)[f* (dx)Af* (dx2 )3+ (020f)(f* (dx2 )Af* (dx3 )].

TEOREMA 4.2.9

Si f:R"-----> R" es diferenciable, entonces:

f ( hdxln ..Adx")= (hof )f (detf")-dxiA...Adx"

DEMOSTRACION.

Por la parte (iii). del teorema anterior se tiene que
•

f (hdx A...Adx")= (h0f ) f * (dxA...Adx")

por lo cual basta probar que:
*

f (dx A...Adx")= (detf 1 )- dx1A...Adx"

Sea- P E Rn y sea A= (a 
11

) la matriz de f'(P), entonces:

f* (dx A. . Adxn )	 dx1A...Adx"(f*ei, ...,f.en)=

dx1A...Adx"( Ea li e 1 ,...,Ean e i jr=
1=1	 1=1

= det(a 1j )-dx1A...Adx"(e ,...,en).
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CAPITULO 5

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL EXTERIOR

Este capitulo se ha dividido en tres secciones. En la primera

se define un operador muy importante para el estudio de formas,

este es el operador derivada exterior, para después en la segunda

sección, con la ayuda de este operador caracterizar geométricamente

a los espacios y esto lo haremos atraves del lema de Poincaré. En la

tercera y última sección definiremos la integración de formas sobre

cadenas y estableceremos un resultado clásico del cálculo integral,

el " Teorema de Stokes ".

§ 5.1 DIFERENCIAL EXTERIOR

En esta sección definiremos y estudiaremos algunas propiedades

importantes de un operador, al cual le llamaremos "la diferencial

exterior de una forma diferencial".

Este operador aumenta el orden en una unidad a una forma diferencial

y aparecerá en la definición de la integral de formas diferenciales

sobre cadenas.

DEFINICION 5.1.1 ( DIFERENCIAL EXTERIOR )

Llamaremos diferencial exterior al operador
d Ak (Rn )	 Ak+1 (Rn) el cual actúa de la siguiente manera:

.....	 .Adx k es una k-forma, entonces la

i / .	 .	 <1 k

diferencial de w esta dada por:

,dw=	 dwi 1 , . . . , i kAux lA . . AuX k =

11<...<1.k

D (toti,...,11)- X a 
AuX1A—M0111Xk

a=1

Si w =

0'1



,
si w= uX 1A...AdXik Y

11<...<fica=1

TEOREMA 5.1.2

d(w + -o= dw + dj
Si w es una k-forma y n es una 1-forma, entonces:

d(wAn)= dwAn + (-1)kiWAdfi

d(dw)= O, abreviadamente d2= O

Si w es una k-forma en IRm W E Ak(Rm) Y f:O:tm		 > Rm

es una función difenciable, entonces f (dw) = d(f w)

DEMOSTRACION.

Es directo de la definición.

La igualdad es cierta

11= dx1 1A...Adx1k, puesto que todos los términos se anulan. La igual-

dad se comprueba fácilmente cuando w es una 0-forma. la igualdad en

general, se puede deducir de (i) y de

4

(iii). Puesto que

se tiene que

las observaciones.

niAdx A 	Aaync,

d(dw)= z (wli

11<...<ika=1S=1

En estas sumas los términos

D Sa (wi, 

Y D , (wi 1 ,

.,i dxAdxAdxii.A...Adxik

flf liddxuAdx1Adx11.A...Adxlic

Y estas se anulan por parejas.

(iv). La prueba se hace por inducción en k:

Supóngase, que (iv) es cierto cuando w es una k-forma. Basta

probar (iv) para una (k+1)-forma del tipo wAdx 1 . Entonces se tiene:

f* (d(wAdx 1 ))= f* (dwAdx1 + ( -1)kwAd(dx1))=

= f* (dwAdx 1 )= f * (dw)Af* (dx1 ) = d(f*wAf* (dx1 ))= d(f* (wAdx1 ))	 n
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DEFINICION 5.1.3

Una forma w se llama cerrada si dw= o

Una forma w se llama exacta si existe una (k-1)-forma n tal

w= dii.

OBSERVACION 5.1.4

El teorema anterior muestra que toda forma exacta es cerrada.

Resulta natural preguntarse si toda forma cerrada es exacta

bajo qué condiciones esto sucede.

Si w está definida sólo en un subconjunto de R 2 , puede ocurrir

que no exista una función f tal que df= w. Un ejemplo clásico es el

siguiente que muestra que no toda forma cerrada es exacta.

EJEMPLO.
15,

Sea w la siguiente 1-forma, definida en 1R 2-{O}.

w - 7 2dx +  x dy
x +y	 x 2 +y2

la idea es demostrar que una forma cerrada no es, necesariamente

exacta.

La 1-forma_w es usualmente denotada por dO, para:

e(x,y)= n+ arctan(y/x) con dominio {(x,y) E R 2 : (x,y) * O } pero

-como podemos observar, w = dO solamente en 1R2-{0}. Esto es

mostrado en la figura 5.1

que

figura 5.1

94



Así, w no es igual a df para cualquier función f de clase Ci

f:022-{0}---> R. En verdad, si w = df, entonces df = de sobre R
2

—{0}

	

af	 af = ae
así d(f-8) = O en R	

ae
2-{0} lo cual implica que 	 =	 y -517 - IÇT yax

esto es imposible puesto que f = e + cte en 122-{0}. Sin embargo

dw = O ( pués d(d9) = O en R 2-{0} ). Así w es	 cerrada pero no

exacta. Claramente w no es exacta en cualquier vecindad que del O.

OBSERVACION 5.1.5

Como hemos visto en este ejemplo, el que una forma cerrada sea

sea exacta depende de la forma geometrica de la región.

5.2 LEMA DE POINCARE

En esta sección veremos cuando una forma cerrada es exacta.

Pamello caracterizaremos algunos conjuntos sobre los cuales toda
4,3

forma cerrada es exacta; estos conjuntos son de gran importancia en

la formulación del objetivo de esta sección que es establecer y

demostrar el Lema de Poincaré.

Supóngase que w = Zw, - dx 1 es una 1-forma en	 y además w

1= 1
n

resulta ser igual a df = Dif-dxt. Se puede suponer que f(0) = O.

1=1
1

Entonces se tiene f(x) = I —d f(tx)dt =dt
I 

D1f(tx)-xidt

o	 o =1

I
=	 wi (tx) xidt.

0 1=1

Esto sugiere que para encontrar f, dada w,	 se considere la

función Iw definida por:

Iw (x) =	 w (tx)-xidt

o 1=1

1 n
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Obsérvese que la función I w , tiene sentido si w está definida

sólo en un conjunto abierto A c Rn , con la propiedad de que siempre

que X E A, el segmento de recta de O a X esté contenido en A.

DEFINICION 5.2.1

Un conjunto A c IR", es estrellado respecto a o si para todo

X E A el segmento de recta que une a X con O está siempre contenido

en A, ver la figura 5.2

figura 5.2

TEOREMA 5.2.2 ( LEMA DE POINCARE )

Si A c Rn , es un conjunto abierto estrellado respecto de O,

entonces toda forma cerrada en A es exacta.

DEMOSTRACION.

Se define una función I, en la que a	 cada 1-forma le

corresponde una (1-1)-forma ( para cada 1 ), tal que I(0) = O y

	

= I(dw) + d(I0) para cada forma w.	 Se deduce que w = d(Iw) si

dw = O. Sea w = wi 1 „,1 1-dx1A...dx1; como A es estrellado se

i1<...<11

puede definir:

1	 A

I(x)=(-1) a -1 (1 t 11

	

431 if" (t.X) dt] "(X	 dXilA . AdXI CIA . AdXil
o1..<11 a =1

La demostración de que w = I(dw) + d(Iw) se hara usando

cálculo: Tenemos que
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d(I u) ) = 1-	
if

1

 
t1-/	

+
LLL

11 < ...<11
1	 n

1-7 Z	
(-1)

a1 	 D 
j 
(W1 ," I ) ( tX) dt] X

ia a- X i ...IAX 1 /A . . .AdX1OCA
( I ,_

u
/	 ,

1

1 	 uu	
A

O
1 < . . . <11 a=1	 j = 1

. . . AdX i 1 .

se tiene también:

dw

11<...<11 jr-1

Aplicando I a la (1+1)-forma dw se tiene que

n 1
I(dw) =
	

1:(ftiD 
j 
(wt 

1 „
 , ) (tX)dt)Xj-dxlin...Adx11-...

o
11<...<11 J=1

n 1
a-1 ((-1)I t iD

j 
(Wi

l
, „ 1

1 
) ( tX) dt ) X iCt- dx AdX

o
11 < . .<11 j=1 a =1

1"in
. . AdX - A. . AdX i1 .

Sumando se eliminan las sumas triples, y se obtiene:

d (I
w

) + I(dw)	 =	 1 if t11
Cdi „ 1 1 (tX) dt]

O
//‹...<11

n

j
(Wi 1 „ , 1 

1
) (tX) dtk) dx im	 Aclx i =

LL	 lo
11<...<11 J=1

=	 (I dt

1
d

0—[t (01
1
 , 1 1 (tX)]dt) dX lA . AdX / =

1 1 < .	 .<11

,
4/1

1" '
 1 1 -  UX lA . . . AUX 1 = w.

11<...<11

D
j (W1 1 „ 1,t )dx-indx i in	 Adx 1 1.
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5.3 INTEGRACION EN CADENAS ( TEOREMA DE STOKES )

En esta sección definiremos algunos conceptos que serán de gran

importancia, como lo son las cadenas, los cubos y sus caras los

cuales nos permitirán generalizar la definición de integral múltiple

	

de Riemann a la integral de formas 	 sobre cadenas, para después

establecer el teorema de Stokes.

NOTACION

Denotaremos por [a,b] n a, b E R, a<b, el producto de factores

[a,b]X...X[a,b]; [a,b] n c Rn.

DEFINICION 5.3.1

Un cubo singular n-dimensional o n-cubo en A c Rn, es una

función continua c: [0,1] n---> A.

Adoptaremos la convención de representar [0,1]° = {0}, o bien por

R
o . Y un 0-cubo singular en A es una función f:{0}-----> A ( un punto

en A ).

OBSERVACION 5.3.2

Un 1-cubo singular en A es una curva.

DEFINICION 5.3.3

	El n-cubo normal o típico en	 Rn es la función continua

Rn definida por In (X) = X para toda X E [0,1]".

Será preciso considerar sumas formales de n-cubos singulares

en A, es decir, expresiones de la forma:

6c -	 5c3C 2 +	 31

donde c ,c2 y c3 son n-cubos singulares en A.

n
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DEFINICION 5.3.4

Una n-cadena singular en A es una suma Eaic I donde a E 7L, no
= 1

necesariamente todas distintas, y cada c 	 es un n-cubo singular en

A.

Para	 cada n-cadena	 singular c	 en	 A. Se definirá una

(n-1)-cadena en A, llamada la frontera de c y la denotaremos por 8c.

para	 la definición precisa de	 aI n	se requieren algunos

conceptos que definiremos a continuación.

DEFINICION 5.3.5

Para cada i,	 1:5-isn, se definen dos	 (n-1)-cubos singulares

In	 , I n 	 :r0,1]n-1-----4 [0,1]n
(1,1)	 L

In respectivamente por

In , M 
(X) =	 ,	 , Xn-1)

1-1
X1 ,	 0,X i ,	 Xn-1)

n	 1	 1-1	 1	 n-1
In	(X) =O fp

= (x1 , ...

EJEMPLO

Observemos las caras de las siguientes figuras, 	 [0,1] 2 y [0,1].

ver figura 5.3

llamados (1,0) e (i,1)-caras de

figura 5.3
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DEFINICION 5.3.6

Definamos 8I n la frontera de In por:

(-1)"In(ix)
a=0,1

DEFINICION 5.3.7

Para un n-cubo singular c: [0,1] n--> A se define la

(i,a)-cara, c(i,a):[0,1] xv-1
	 A por:

c ha) =
	 nco(Iu,ad

y despues:

ac = (-1)Rac(1,0)
I=n a=0,1

Finalmente definiremos la frontera de una n-cadena Ea c
1
 por:

1=1
n

a( Zac 1 J =	 a a(ci)

1=1

TEOREMA 5.3.8

Si c	 es una n-cadena en A, entonces 8(8c)	 = O lo	 cual

abreviamos por 82 = O.

DEMOSTRACION.

Sea isj y considérese (Inua))(L1), 	 si X	 E [0,1] 1 2 entonces

por la definición de la (j,P)-cara se tiene:

(In 	)	 ,X ,	 = In	 fIn-1	 IX')u,a)	 ( .1 43) , 	 0,a)1 (.143) 1 1
= in	 ,x1,	 xj-1,P

	
xn-1)

",c0 1	 r"	 r

=

Análogamente:

(In	 (X)	 = In	 (Im4(j+1,13) ) ( 1,a)	 (j+/,(3)	 (i,a)‘
( X‘) =

1

	

= In
(.144,13) 

( X ,a,x	 =

...rxn-2)

Así,	 (In
i,a) ) u,R)	

=	 ( I u+i,p)	 (i,o0	 para	 i‘j	 y	 se	 deducec 

ain
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fácilmente de la misma forma, para cada n-cubo singular c, que

(c (i,a) ) ci,(3)	 (c u+1,6) ) (i,a) cuando i=j. Ahora:

a(aC) = 
a ( ZZ (-1)1+ac

1=1 oc=0,1
n-1

1) i+C1+193 ( C ti,co ) (i,i3)"
a=o, 1 j =1 5=0,1

En estas	 sumatorias	 (c (ia) ) (J,R)	 y	 (c (j+1,13) ) (1,a)	 aparecen

con signos opuestos, así todos los términos se cancelan por parejas,

por lo que a(ac) = O. Como el teorema	 es cierto para cada

n-cubo singular, entonces 	 tambien es válido para n-cadenas

singulares pues una cadena es una suma formal de n-cubos. 	 n

El hecho de que d 2 = 0 y a2 = o suguiere una conexión entre

cadenas y formas. Esta conexión se establece por integración de las

formás sobre cadenas.

En lo sucesivo sólo se considerarán n-cubos diferenciables en
conjuntos abiertos de Rn ( un cubo c diferenciable, significa que la

función c es de clase Om).

DEFINICION 5.3.9

Sea w una k-forma en un abierto U que contiene a [0,1]k,

con w = f- dx1A...Adxk para una única función f, definida en U.

Se define la integral de w en [0,1] k como

	

1W	 k= If[ 0, 1]	 [ 0,1]
k

Lo que tambien se puede escribir así:

	

I fdx 1A,...,Adxk =	 f(xl,...,xk)dxidx2,.. .,dxk

L0,11
k
	[0,11

k
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DEFINICION 5.3.10

Si w es una k-forma en A y c es un k-cubo singular en A, se

define:

C	 1] k

W = 1C W

En particular:

*	Ifdx 1A,...,Adxk =	 (I k ) ( fdx 1A,...,Adxk ) = 
J
f(X .... . k)dx1 ,...,dxk

I k	 [0,1] k 	[0,1] k

	Para k = O,	 se tiene un caso especial, una 0-forma w es una

función continua. Si c:{0}-----> A es un 0-cubo singular en A se tiene

w = w(c(0)).

c
k

Ahora, la integral de w, sobre una k-cadena c = Z a 1 c i se
‘`)

define por:

= Zaijw

ci

EJEMPLO

1= 1
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OBSERVACION 5.3.11

Podemos observar que la integral de una 1-forma sobre una

1-cadena, es lo que en cálculo vectorial se le conoce como integral

de línea.

Además la integral de una 2-forma sobre un 2-cubo singular es

lo que en cálculo integral se le conoce como la integral de

superficie.

TEOREMA 5.3.12

Sea c:[0,1]1-----)	 un n-cubo singular bijectivo con detcf>0,

sobre [0,1] n . Sea w una n-forma en algún conjunto abierto que

contiene c([0,1] n). Si escribimos w = fdx1A...Adxn , entonces:

1: = 1fC(M,1] )

DEMItTRACION.

I
= 

c* 
w	 =	 (foc)(detc f )dx1A...Adxn =

[0,1]	 [0,1]

= (foc) Idetc l idx1A...Adxfl = l(foc)Idetc f l = If	 n

[0,1] n	(0,1] n 	C([0,1] n)

TEOREMA 5.3.13 ( TEOREMA DE STOKES )

Si w es una (k-1)-forma en A y c	 es una k-cadena	 en A,

entonces:

Idw = jw

ac

DEMOSTRACION.

Supóngase, en primer lugar que c 1k y w es una (k-1)-forma en

[0,1] k , entonces w es la suma de (k-1)-formas del tipo:

A
fdx1A...Adx 1A...Adxk . Así, es suficiente probar el teorema para una

de estas (k-1)-formas pues estos son elementos típicos de una

Jw
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=1 a=o, 1

(k-1)-forma diferencial. Obsérvese que:
si

A
likU
	

( f dxi n A. .	 Aclx i 	.	 Adx
k

 )
,C0

{ O

i=i
[0,1 ]

k- 1
[0,1]

por tanto, sustituyendo la fórmula para aI k y usando la definición

de integración sobre una cadena se obtiene:

(-1)
1+CCI

I
k
U,U]

/A
fdx1A...Adx 1 A. . . Adxk =

ai k

k
n i 

(fdx1A...AdxA.. .Adx
k
) =

/
=	 (-1) 144 	 f(X1,...,1,...,Xk)dX1...dXk +

[0,1]
k

1--
1

(-1) 1 	 f(X1,...,0,...,Xk)dX1...dX
k

[0,1]
k

Por otra parte :

1
	 A	 A

d ( f dxin . . . mix i n . . . Adxk ) = D i fdx iAdx1A.. .Adx 1A.. .Adxk =

k
1

1= (-1) i1 D i 
f - dx1A. ..Adxk = (-1) 1-1 D

i 
f .

k
[0, 11 k	[0 , 11

En virtud del teorema de Fubini y del teorema fundamental de

cálculo se tiene:

I

A
d (f dx1A . . . Adx1A . . . Adxk ) =
k

1
1 A

= ( - 1 ) 1 - 1
	
...I

J D
1
 f ( x 1 , . . . , xk ) dx1 dx1A...Adx1A...Adx

k =

o	 l o
1	 1	 A

=	 Ni ) 1-1 ...	 f (x/ , ... , , ... xk ) _f (x/ , ... ,

o	 0

=	 (-1)	 f(xl,...,1 ..... xk)dx1...dxk

[0,11k

O,	 , xk ) dx1 . .dx 1 .. . dxk=
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1 
+(-1) 1 f(x1 ,...,0,...,xk)dx1....dxk = 	 fdx1A...Adx1A...Adxk

[0,1] k 	 ai k

Por lo tanto Ido = fw .
k	 a' k1 

Ahora si c es un k-cubo singular arbitrario, se tiene:

IW = 1C*W
Dc	 ai k

Por lo tanto: Idw = Ic * (dw) = Id(c*w) = Ic*w = lw
C	 Ik
	 k

I	 ai k 	ac
k

Finalmente, si c es una k-cadena Ea c se tiene:
1=1"

k	 k

Idta = Za i idw = Za ijw = Iw
c	 1=1 ci	 1=1 Dci	 Dc n
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CASOS PARTICULARES DEL TEOREMA DE STOKES

Supongamos que en el teorema de Stokes tomamos k = 1, n

( R ) así se una tiene 1-cadena c:[0,1]-----> [a,b] E R; aquí ac es

un 0-cubo, 8c = {b} - {a} y w es una 0-forma es decir w = f para

alguna función diferenciable f entonces dw = f'.Aplicando el teorema

de Stokes:

Idw = co

ac

tenemos:	 f' = f(b) - f(a)

[a,b1
Que es el Teorema Fundamental del Cálculo para una variable.

Supongamos k = 2 n = 2. Así se tiene una 1-forma en 62 2

o = P(xI ,x2)dx + Q(x1 ,x2 )dx2 y una 2-cadena en 622 , c:[0,1] 2-----> 62 2

Ahora

dw = d(P(x1 ,x2 ))dx1+ P(x1 ,x2)d(dx1 ) + d(Q(x1 ,x2 ))dx2	Q(x1 ,x2 )d(dx2 )

=
 (

ap / + —ap2dx 2) dx i + ( —KiaQ x 1 + --aQ2dx 2) dx 2--idx	 =ax	 ax	 axax

= (a21 ax1 — —ap2
j dx1Adx2 . Aplicando el Teorema de Stokes 	 a lo anteriorax 

obtenemos el teorema de Green:

I_ 1Di dx1Adx2 = (Pdxl + Qdx2)

ac

"El teorema de Green nos relaciona la integral de superficie

sobre el interior de una región en 62 2 , con la integral de linea a lo
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largo de la frontera de dicha región."

C). Supongamos k = 2, n = 3. Así, se tiene una 2-cadena

c:[0,1i 2	  623 ac es la frontera de esta superficie orientada Y

sea 71 = (711,712,773) un vector normal a la superficie en 623.

Sea w la 1-forma

w = p(x1,x2,x3)dX1	 11(x1,x2,x3) dX2 	R(X1,X2,X3)dX3
entonces:

fd: =	 ( 	- 23) 71 1 4. 1,3 - 131 ,72+	 g2) 77 3) as =

= 1Pdx1 + Qdx2 + Rdx3

ac

"Este es el clásico Teorema de Stokes que nos relaciona la

integral de una superficie orientada en 62 3 con la integral de línea

.sobre la frontera de la superficie en 623".

J 108



CAPITULO 6: CALCULO INTEGRAL EN VARIEDADES

En este capítulo estableceremos lo que es una partición de la

unidad, además aseguraremos la existencia de particiones de la

unidad subordinadas a un atlas de una variedad. También se introdu-

cirá el concepto de forma diferencial sobre una variedad diferencia-

ble M, para después pasar a la parte central del capítulo que es la

integración de formas sobre variedades. Además daremos el resultado

más importante del cálculo integral sobre variedades, a saber, el

conocido teorema de Stokes, el cual, se tornará sencillo al

definir la integral de una forma diferencial sobre una cadena.

§ 6.1 FORMAS DIFERENCIALES SOBRE VARIEDADES, ORIENTACION Y

PARTICIONES DE LA UNIDAD.

En esta sección se introduciran conceptos de gran importancia,

como-el de una partición de la unidad, y además aseguraremos la

existencia de ella, subordinada a un atlas de una variedad diferen-

ciable. También definiremos conceptos como, forma diferencial sobre

una variedad teniendo siempre en mente la definición de la misma

sobre el espacio tangente a un espacio euclideano.

DEFINICION 6.1.1

Sea g E Y(M), el soporte de g ( suppg ) es la cerradura del

conjunto: {meM: g(m) #0 }.

DEFINICION 6.1.2

Una colección { Ca } de subconjuntos de una variedad M es

llamada localmente finita, si para cada m E M, existe una vecindad U

de m, tal que U n Ca = o excepto para un número finito de indices a,

es decir, el conjunto:

{ C e { Ca }:Cnit � o} es un conjunto finito para cada U abierto

de M.
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DEFINICION 6.1.3

Una partición de la unidad sobre una variedad M, es una

colección { (U i ,g) } donde:

{ ui } es una cubierta abierta de M, localmente finita.

g i E9(M), g i (m)k0VmeMysuppg i cU V i.

(iii). Para cada m E M, Eg i ( M) = 1 ( por (i) esta suma es finita

DEFINICION 6.1.4

Sea S	 { (Vaga ) } un atlas sobre M. Una partición de la

unidad subordinada a S es una partición de la unidad { (1.1 1 ,g) },

tal que cada conjunto abierto U es un subconjunto del dominio de

alguna carta V
01(0

Si para cualquier atlas S, existe una partición de la unidad

subordinada a éste, entonces diremos que M admite particiones de

la unidad.

NOTA 6.1.5

En paticular si M es Hausdorff y segundo numerable, siempre

admite particiones de la unidad. Esto se prueba en el teorema A3

del apéndice A, al final de este trabajo.

DEFINICION 6.1.6

Sean U y V abiertos en Rn y so:U-----> V un difeomorfismo,

oiremos que	 9 preserva la orientación si el determinante

Jacobiano det(q) > O para cada X E U. Si det(T. ) < O diremos que 9

invierte la orientación.

DEFINICION 6.1.7

Si M es una variedad, y { (U 1 , ( , ) } es una atlas, diremos que

este atlas está orientado, si todas las funciones de cambios de

-1coordenadas 9.	 preservan la orientación.
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DEFINICION 6.1.8

Dos atlas { (Ui ,9) } y { (VJ ,0) } definen la	 misma

orientación o son de orientación equivalente si su unión es un atlas

orientado.

También podemos hablar localmente de una carta 	 (V,qi)

compatible con la orientación del atlas { (U 1 ,9 i ) }, si agregando la

carta (V,V') al atlas, éste sigue siendo orientado. Es decir, si
190 0 preserva la orientación cuando U n V# o.

DEFINICION 6.1.9

La relación entre dos atlas de definir la misma orientación es

una relación de equivalencia. Una clase de equivalencia de 	 atlas

orientados define una orientación g para la variedad M, o se dice

que M esta orientada y esto lo denotaremos por (M,g).

OBSIVACION 6.1.10

También existen variedades no orientadas: Por ejemplo la banda

de Meibius M, es una 2-variedad en la cuál podemos ver que sobre el

subconjunto S c M, S = { ( 2cos0, 2sen0, O ): e e [0,2n] } hay un

vector v variando cuando e varía, pero es imposible elegir de entre

los vectores w = f,( (0,1)(e,o) ) y sus negativos. Si tenemos una

orientación g para p E S, entonces podemos elegir w si [v ,w ] =
P P

g y -g en otro caso. Esto lo muestra la figura 6.1
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figura 6.1

DEFINICION 6.1.11

Si M es una variedad orientable, con orientación u, diremos que

ap es la orientación para aM y la llamaremos la orientación inducida

para am.

ORIENTACION INDUCIDA PARA am

Si M es una variedad con frontera, y p E am, entonces, pueden

ser distinguidos ciertos vectores v e TM, por el hecho de que para

cualquier sistema de coordenadas 9:UcM ----4 Mn alrededor de p, el

vector TT(v) es exterior en el sentido de la figura 6.2

figura 6.2

Llamaremos a tales vectores v E T M, p e am exteriores a M.

Si M tiene una orientación g, definiremos la orientación

inducida au para am por la condición de que [ v
1'n1 ] E 

(am) si

y sólo si [w,v1n1] e g para todo vector exterior w E T M.

Si g es la orientación usual de lin , entonces, para p = (a,0) E
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1

Mn tenemos:

= [ (edp,...,(en)p)	 (-1)11-1[ ( en ) p / (el)p, • •• r (en_1)»

= (-1) n [ (—en)p,

Puesto que (-en ) p es un vector exterior, esto muestra que la

orientación inducida sobre Rn-lX{O} = fflin es (-1) n veces la

orientación usual.

COMPORTAMIENTO DE LA ORIENTACION.

DEFINICION 6.1.12

Si p:U c M 	 Rn es una carta ( sistema de coordenadas ), tal

que:

((%).), • • • ,99 (( en ).)] = va)

para cada a E M, entonces se dice que 9 conserva la orientación.

Si c es n-cubo singular en (M,m), que conserva la orientación,

8M n c([0,1] n) = cui,o)([0,1]n-1)	 entonces:

DEFINICION 6.1.13

En caso de tener una variedad M diferenciable y un p-cubo

singular en M, puede ocurrir que exista un conjunto W en W' tal que

[0,1] P c W, y un sistema de coordenadas p:U c M----49(U) = W tal

que c(X) =	 (X) H X E [0,1] P . En este trabajo un p-cubo en M se

entenderá siempre de este tipo. Si M es orientada, el p-cubo singu-

lar c se dice que conserva la orientación si 9 la conserva.
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DEFINICION 6.1.14

Una función w que asigna w(m) E AP (TM) de manera única a cada

m E M, se llama p-forma en M, esta función actúa de la siguiente

manera:

-1Sea 9:M-4 Rn un sistema de coordenadas con m = 9 (a) a E Rn,

y v 1 ,...,vP 
E T

P
M. Entonces existen w 1 ,...,wP 	 a

E	 tales que:

9* (w1 ) = vi ( 9* = (9 1	 1). y se tiene (9 )*(wi)a	 1=	 (D99 (a)(v1 ) ) m )

y se define o(m)(vi,...,vp) = (9,,o)(a)(wi,...,wp). (Figura 6.3)

figura 6.3

LOCALMENTE.

Si 9:U c M----4 Rn es una carta ( sistema de coordenadas ),

entonces (9) *
w = 9,to es una p-forma en 9(U) c Rn , Se dice que o es

diferenciable, si

NOTACION

lo es.

Una p-forma w en M se puede escribir como:

,
W =	 W1 1 ,...,1 UD(

1 
1A...AdX1p

11<.. <ip

Aquí las funciones wi 1	estan definidas sobre M.

La definición de do dada anteriormente no tiene sentido aquí

puesto que D	 ) no tiene significado alguno. No obstante

exite una via razonable para definir do.
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TEOREMA 6.1.15

Si M es una variedad diferenciable,	 (U,9) un sistema de

coordenadas y w es una k-forma en M, entonces

9.(dw) = d(9,w)

DEMOSTRACION.

Para p E M, sea (O,9) un sistema de coordenadas alrededor de p.

Supongamos w = gdxuA...Adx". Usaremos inducción sobre k. Para k =

O tenemos 9,(dg)	 d(g.99.), asumiendo la igualdad para k-1, se tiene

d(v.w) = d((9.gdx"A...Adx 111-1 )A9*dxgc ) =

= d(9* (gdx
ilA. . .Aclx

ik-1
))/vp.dx

ik + O puesto que d9.dx 1k= O

= pe (d(gdxi1n...AdX1k-1 ))/Vp*dX ik y por la hipotesis inductiva

= <p* (dgAdx
11

A 	 mp*dx lk 
=	 (dgAdxA...nclx ik-lnclx ik ) =

= 9* (clw)	 n

EL COMPORTAMIENTO DE UNA FORMA DIFERENCIAL BAJO FUNCIONES

Sea f:M 	 N una función diferenciable de una variedad

diferenciable M en una variedad diferenciable N, y sea w una k-forma

diferenciable en N. Entonces una k-forma en M es denotada por f w y

es definida por
( f*w) (v1 ,	 vk)	 w	 f,vk)

Para cualesquiera vectores	 e T,M, f* es la diferen-

cial de la función	 f. En otras palabras el valor de la forma

f *w sobre los vectores vi ,...,vk es igual al valor de w sobre la

imagen de estos vectores como lo ilustra la figura 6.4
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figura 6.4

§ 6.2 INTEGRACION EN VARIEDADES

DEFINICION 6.2.1

Si w es una p-forma en una variedad con frontera M de dimensión

k, y c es un p-cubo singular en M, se define:

i

c) = IC0)[0,1]

OBSERVACION 6.2.2

La integral sobre p-cadenas se define de forma natural, es

decir, la integral de una p-forma w sobre una p-cadena c = Ea c1	 11= 1
está definida por:

lw = Zajw

i = 1	 C1 1=1 cíw

 [0,1]P
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TEOREMA 6.2.3

Si c 1 , C2 1[0,1]k----.4 M son dos k-cubos singulares	 que

conservan la orientación en la variedad k-dimensional M y w es una

k-forma en M, tal que w = O en el exterior de c1([0,1]k)

c 2 ([0,1]
k
), entonces:

C1 16)C2

DEMOSTRACION.

Se tiene que I w =

JC1

.c*w1
[0,11 k

=
-(c21. 0k[0,1] 

1 )
•	 *
C2 (W)

(Aquí c2 ocIr esta definido sólo en un subconjunto de [0,1] k , y

la segunda igualdad se da por la hipótesis w = O en el exterior de

c i ( rqd,li k ) n c 
2
([0,1] k) ). Entonces basta probar:

Si C2(w)

J
(c2 .c )

*
c2 	 2(w) =	 c

*
(w) = w

[0,11 k1	[0,1] k C2

fdx1A...Adxk y 0-210c 1 se denota por g, entonces

del teorema anterior, se tiene:

(c210C1 )
* 
c2 (W) = g

* (fdx1A...Adxk ) = ( f og)- detg' dx 1A...Adxk =

= (f.g) I detg' I dx 1A...Adxk puesto que detg' = det(c-2 1 0c 1 )'> O.

Ahora el resultado se obtiene del teorema de cambio de

variable, es decir:

I -*
( C2 10C1 ) C2 (W) =	 (fog) I detg'I dx 1A...Adxk	 W

[0,1] 	 [0, 11 k	 C2

n
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DEFINICION 6.2.4

Sea w una k-forma en una variedad k-dimensional orientada M. Si

existe un k-cubo singular que conserve la orientación , tal que

w = O en el exterior de c([0,1] k ), se define:

= 1:
OBSERVACION 6.2.5

El teorema inmediato anterior nos muestra que Sw, no depende de

la elección de c.

DEFINICION 6.2.6

Un subconjunto A c Rn tiene medida de Lebesgue cero, si para

cada c > O existe un recubrimiento { U
1 1

}w de A por "rectángulos=

abiertos" tal que Ev(U ) < c (v(U1 ) = volumen de U1).
1=1

TEOREMA 6.2.7

Sea A un rectángulo cerrado en Rn y f:A 	 R una función

acotada, sea D f ={X:fno es continua en X }. Entonces f es

integrable en el sentido de Riemann, si y sólo si D	 es un conjunto

de medida cero.

(véase [3] ).

TEOREMA 6.2.8

(1). Si A es acotado, 	 R es una función acotada y D es

de medida cero entonces la suma:

119 
f converge.

pEl A

Donde 1 es una partición de la 	 unidad subordinada por algún

recubrimiento O de A.
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(2). Si O' es otra cubierta y 4' es una partición de la

unidad subordinada a O', entonces:

pE/A	 0/A
1:19 f =

1 

0-f
DEMOSTRACION.

(1). Supongamos que A está contenido en algún rectángulo cerrad

B, y If(X)I =kpara alguna constanteMyfleA. Entonces:

II0 fl = kfq
A	 A

Por lo tanto si F c ffi es cualquier subconjunto finito de 1, se

tiene que:

19:pEF

kj

A pEF

1»

En B se tiene 
7 

9 s 9 s 1, por lo tanto:

pEF pE

J

r
p-f 1 s kv(B) así 7 1
A	 pEw

5, 	 A

(2) Si	 es otra partición

f converge.	 nI y así ffp

peF A

de la unidad, la colección de todos

los {9, IP} parapEly0ETes una partición de la unidad, pero
'P-f = O excepto en cierto conjunto compacto C, y hay sólo un número

.finito de 0 que no son cero en C, entonces:

pel A	 9E1 A OET	 /2$ A

= Z Z .9 = ffi -p

I
0-94 es igual a Lj ki en virtud del mismo razonamiento. 	 n

ytr
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i+a(-1) c (14) donde c (i,a) = °°(I (1,a) ).(1 , 0) ) .ac =

DEFINICION 6.2.9

Sea w es una k-forma arbitraria en M existe un

recubrimiento O de M tal que para cada U c D, existe un k-cubo

singular c que conserva la orientación en U c c([0,1] k ). Sea 1 una

partición de la unidad para M subordinada por D. Se define:

It° ZI9M 9E/ M

Por el teorema anterior la serie converge si M es compacta Y

So no depende del recubrimiento O o de 1.

Todas las definiciones podian haberse dado para una variedad M,

k-dimensional con frontera y orientación g. En am está la

orientación inducida, ag.

Sea c un k-cubo que conserva la orientación en M, tal que

c0c - 
está en am, y es la única cara que tiene todo punto interiorm

en am.

conserva la orientación si k es par, pero no la conser-c (c,o)
va si k es impar pues teníamos que:

k

DEFINICION 6.2.10

	Si o es una (k-1)-forma en	 M que es O en el exterior de

c([0,1] k) se tiene:

J
w	 = (-1)111w

	

c ocm	 sam

Como c(k0) aparece con coeficientes (-1)" en ac se tiene:

IW = IW	 = (-1)kIW	

(1)ac	 (-1) le(:10c,0) c 0c,o) 
= /am
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§ 6.3 TEOREMA DE STOKES

En esta sección se demostrará un teorema clásico del cálculo

integral, a saber, el teorema de Stokes, 	 el cual resulta senci-

llo demostrar con la definición que se tiene de integración

de formas diferenciales sobre varidades.

TEOREMA 6.3.1 ( TEOREMA DE STOKES EN VARIEDADES )

Si M es una variedad con frontera, orientada, compacta, de

dimensión k , y w es una (k-1 -forma en M, entonces:

Ido = lo

am

Aquí se da a d9M la orientación que se induce por M.

DEMOSTRACION.

Supongamos en primer lugar, que existe un k-cubo singular

que t%onserva la orientación en m-am tal que w = O en el exterior de

c([0,1] k). En vitud del teorema de Stokes en Rn y la definición de

do, se tiene:

Ido = Ic*
0

(do) = Id(c 

11

w) = Ic*w 
= Jok	

ai
k

	

[,11	 [0,	 ac

Entonces:

	

Ir = dw =	 w = 0 pués w = 0 en ac.

c	 ac

Por otra parte 
I 
o = O puesto que o = O en 8M.

am

en este caso:

fdw = lo = O

am

Supóngase ahora que existe un k-cubo singular en M que

conserva la orientación tal que c mm es la única cara en am y la

121



forma w = O en el exterior de c([0,1] k), entonces:

Ido) = Idw = lw = lw

Bc	 Bm

(iii). Consideremos el caso general. Existe un recubrimiento O

de M y una partición de la unidad 1 para M, subordinada a O, tal que

para cada p E 1 la forma 9-w es una de los tipos ya considerados

anteriormente, se tiene:

O = d(1) =d1 	 ]

9e1

d9 de manera que d9Aw = 0 ,

9e1	 9E 1

Puesto que M es compacta, ésta es una suma finita y se tiene:

J	
Aw = d9Aw por lo tanto:

M 9	 9E4. m

19-do =	 CISOMO + 9 dw =

9E	 9

Id((p
19-w = lwam	 am
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OBSERVACION 7.2.2

Si llamamos fi al operador dado por:

fk (ap ) =3	 , donde uP es el j-ésimo símplejo de K de dimensión
J	 Id

con 1-sp=k, observemos que los elementos de C k están dados por:

fk=

En analogía con el operador frontera 8, sobre cadenas daremos

la siguiente definición.

DEFINICION 7.2.3

Definiremos un operador cofrontera S, que envia k-cocadenas en

(k+1)-cocadenas. Para f k en Ck asignaremos 8fk en Clet y una

especificación de la acción de af il sobre (k+1)-cadenas es como

siguG:

(3fk ( Ck+1 )	 fk (8ck+1

LEMA 7.2.4

El operador:

Ck-1 (K,G) 8 	C (K,G)-21-4 CIP14(K,G)

Satisface 806 = 6 2 = O.

DEMOSTRACION.

La prueba es directa como consecuencia del lema (7.1.7). 	 n

DEFINICION 7.2.5

Definamos los cociclos (z k ) y las cofronteras de la siguiente

manera:

Z
k 
= ker8:C—> Ck+1 ( grupo de cociclos Zk (K,G) )

Bk = ( grupo de cofronteras Bk (K,G) )

donde 8:Ck	 ck+1.
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DEFINICION 7.2.6

El p-ésimo grupo de cohomología del complejo símplicial K

( OlspdimK ), con coeficientes en el grupo Abeliano G, es el grupo

cociente:

HP(K,G) - ZP(K 1
G) 

BP(K,G)
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CAPITULO 8: COHOMOLOGIA DE RHAM

En este capitulo estudiaremos la llamada "cohomología de De

Rham". La cual se definira como el grupo cociente de las formas

diferenciales cerradas por las formas diferenciales exactas, en

una variedad triangulable M. Después enunciaremos el "Teorema

de De Rham" que nos relaciona el grupo de cohomología símplicial,

con el grupo de cohomología de Rham, mediante un isomorfismo.

§ 8.1 COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Recordemos que una forma diferencial, o una 1-forma diferencial

es una función, que asigna w(m) E Al ( TM) de manera a cada m E M. Y

ademas ésta se puede escribir asi:

, 	,
(4) =	 W1 1 ..... 1 

1
elX 1A. . AUX

1
 1

11 < . .	 .<11

Donde las funciones Wt	 estan definidas sobre M.

Denotaremos con Z'(M,d) la clase	 de todas las formas

difenciales cerradas respecto al operador diferencial exterior d, o

1-formas diferenciales cerradas, sobre la variedad triangulable M. Y

con B'(M,d) las 1-formas diferenciales exactas sobre la variedad M

respecto al operador d. Es decir:

Z i = kerd: Al(m) 	 A141(m)

81 =	 Al(M)

Donde d es la derivada exterior

DEFINICION 8.1.1

Sea M una variedad	 triángulable,	 (M,K,h), donde K es un

complejo símplicial sobre el cual M es 	 triángulada, Entonces el

1-ésimo grupo de cohomología de De Rham de M con coeficientes en R,
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es el grupo cociente:

ZHR(M,d) - I (M,d) 

Donde d es la diferencial exterior, con la cual se tiene:

...A 1 (m) 	 d 	 A141(m)

Aquí dos 1-formas cerradas son equivalentes si su diferencia es

una 1-forma exacta. Por análogia con la cohomología símplicial, una

1-forma cerrada puede ser mirada como un /-cociclo y una 1-forma

exacta puede ser vista, como una 1-cofrontera.

OBSERVACION 8.1.2

Observemos que el operador d ( diferencial exterior ), aplicado

al conjunto de formas diferenciales, sobre una variedad M, describe

la "sucesión exacta" que nos muestra la figura 8.1

}31(M,d)

figura 8.1

§ 8.2 TEOREMA DE RHAM

NOTACION

Denotaremos con C I (M,d) el conjunto de todas las 1-formas

diferenciales sobre M.

Dada una variedad triángulable (M,K,h), deseamos definir para

cada 1, un isomorfismo de H I (M,d) sobre 11 1 (K). Note que los
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Para w E Al(M), (w)	 debe	 ser una funcional	 lineal	 sobre

C 1 (K), aquí es suficiente especificar los valores de (w)	 sobre la

base de	 los elementos de	 C (K),	 esto es,	 sobre	 símplejos u

138

homeomorfismo 1 :H1(M,d)----4 H 1 (K) se	 tienen,	 cuando existe una

secuencia de funciones lineales:

f :Al(M)----4 C l (K) tales que: Sof = n od para toda 1.

I f 1	 I f 1+1

... 	 C (K) ----4 C 1+1 (K)----4...

Entonces f 1 ( Z i (M,d) ) c Z i (K), a causa de que dw = O,

W E C l (M,d) ) implica que:

a ( f l( w ))	 f1+1( dw )	 f 1+1(°)	 °
También f 1 ( B i (M,d) ) c B'(K), a causa de que w = dn

n E C1-4 (M,d) ) lo cuál implica que:

f l (w) = f l (d17) = 8(f l-1 77) E 
Im6

hasta aquí f l induce:

: H i
( M , d ) = 

Z i (M,d)	 Zl(K) - H/(19

B(M,d)	 B1(K)

Al grupo Z (M ' d) se le llama el 1-ésimo grupo de cohomología deBi(m,d)

De Rham.

Ahora veremos si efectivamente podemos obtener tal secuencia de

aplicaciones lineales:

J
:Al ( M ) ----4 Cl(K)

1



orientados.

Consideremos la función suave hj. U---4 M ( ha es la triángulaci

	

restringida a una vecindad U 	 abierta del "plano" donde a es

triángulado ). Entonces hu (w) es una 1-forma suave sobre U, es decir

en el espacio Euclidiano 1-dimensional, definamos f (w)(a) la

1

integral de la 1-forma w sobre el símplejo u:

j(w)(u) = Tha(W)
1

En otras palabras, sean (r1,...,r1) las coordenadas en el

"plano" de u ( [a] ) consistente con la orientación de u; Así si u =

[vo,...,v1], sean (r1,...,r1) las coordenadas relativas a la base

ordenada {v1-v0,..., v1 -v0 }, entonces:

hu (w) = gdrA...Adr 1

para alguna función continua g sobre U, y

	

1 
(w)(a) =	 gdr1A...Adr

1
1	 u

donde esta última integral es en sentido de Riemann.

Note que esta integral es independiente del homeomorfismo h,

depende solamente de los puntos del conjunto h([ •]) y la

orientación. Entonces por el teorema de cambios de variables para

integrales:

601 = ..{0d

Esto es justamente el teorema de Stokes, para cualquier 1-forma

diferencial w y un (1+1)-símplejo orientado u. Se tiene

l
od(w) ](a) = j(hu) (dw) = id(h:(w)) = Th:(w) (teorema de Stokes)

1+1	 a	 a	 aa

1	 I + 1
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= l( w)( 8a) =	 84(w) ] (a)

Hasta aquí S induce un homeomorfismo:

I
:H 1 (M,d) ____4 H(K).

TEOREMA 8.2.1 ( TEOREMA DE DE RHAM )

Sea (M,K,h) una variedad triángulable, entonces:

Ji

HI(M,d)----4 Hl(K)

es un isomorfismo para cada 1 ( 051sdimM )

(para la demostración véase [8] )

La demostración no se da aquí pués se aparta un poco del

obj&ivo de esta tesis. una detallada se encuentra en la referencia

bibliografica.
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§ APENDICE A

LEMA Al

Se X en espacio topológico, el cuál es localmente compacto,

Hausdorff y segundo numerable, entonces X es paracompacto. de hecho

cada cubierta abierta para X tiene un refinamiento localmente finito

y númerable consistente de conjuntos abiertos con cerradura

compacta.

DEMOSTRACION

Para probar esto se construira una cubierta númerable {G }w

de abiertos tales que:

X-= v G
1=1 1

G es compactoViell

U c G1+1

Como X es segundo númerable, tomese una base {V 1 } númerable

para la topologia de X, tal que los abiertos de esta base tengan

cerradura compacta: Tomese una base númerable cualesquiera de X y

escojase la subcolección que consista de básicos con cerradura

compacta. Esta subcolección es una base, pués si x E X existen V1 , V

de la colección original tal quexeVk cVnVytomamos un

básico Vk con X E Vk , X E Vk C VkC Vk . Si x e V1n Vj donde VI , Vi

son dos de esos básicos y estos forman parte de la colección

original, entonces existe Vk con Vk cVnV .11
 x E Vk tomemos ahora

una liconxeVeV yVeV.

Entonces hemos probado que la subcolección de básicos con

cerradura compacta es una base para la topología de X. Sea pués

{ V 
1 
} 
I eN una base númerable de X donde los V tienen cerradura

compacta, reetiquetemos y definamos Gi = V1 y supongamos que;

G =V1 u y2 v...0 Vj
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Sea j 1(41 el entero positivo más pequeño mayor que j k tal que
jk+1	 jk+1

Ik 
cuV entonces definamos G1 (.11	 = ilj1 V1 , entonces hemos definido

= 1

inductivamente una sucesión que satisface las tres condiciones

planteadas al comienzo de esta prueba

?

compacto, pués U lo es, además U- G c G -U
i+1 1-2 ( 

este último	 es

abierto); {Van (G1+1.-11_2) :a E A} cubre a Ii -G1.4 para cada i>-3,

escojamos de esta una subcubierta finita, pués existe ya que G 1 -G1-11-1

es compacto. Escojase una subcubierta finita de la cubierta

{VanG3 :a E A} que cubre al compacto 12 . Como {G 1 } es númerable

tendremos una colección númerable de estos abiertos que	 se

escojieron. Estos abiertos forman un refinamiento localmente finito

de la cubierta {Vol }: refinamiento porque los {G i } cubren a X y los

abiertos que escojimos cubren a 1 1 -Gi_i y	 ya estaba

cubierta, así que estos abiertos cubren a X ( U -G1_1 , cubren a X).

Tomemos un punto xo e X , X0 E G i.11 -U1..2 para algún i, además existe

Va 
tal que xo E V

a 
y Va intersecta a un número finito de esos

abieros, por construcción.	 n

LEMA A2
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(G11-2--di ), además con la condición de que Y(V) contenga al cubc

cerrado C(2). Definase:

Fo5 en V
T =

O en otra parte

donde F es la función del lema A2

1 en alguna vecindad de p

es Cw y ademas toma el valor

El soporte de Op esta contenido en V, suppOp = T-pl(Rn-{0}) por

lo tanto es compacto. Para cada i =1 tomamos un conjunto finito de

puntos p E M cuyas vecindades correspondientes W cubran a -G ,
I	 i-i

ordenamos las correspondientes funciones ' p en una sucesión T

j=1,2... los soportes de las T forman una familia localmente finita

por lo tanto 4' = j esta bien definida pués T es distinta de cero

en una cantidad finita de indices j, 4' es Cw pués las T j lo son y

Ti
T

Dp i =1 99 , es no negativa para cada i y es de clase C w y además el

suppp i es compacto.	 n

4'(p)>0 para cada p E M; para cada i definimos es claro que
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