Hermosillo Sonora, Mex.

Julio - 1992

(\; AS

N~ p BIBLIOTECA
S DE CIENCI "~ TAS
; Y& . o s

e Wi CRANDEZA
& CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
EN

YARIEDADES

Oswaldo Gonzalez Gaxiola.

L



A mi padre...

A mi tio...

En general a todos los
que depositaron su

confianza en mi...




INDICE

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL EN VARIEDADES

BT NtrodUCCion ...ttt ettt ittt 5
CAPITULO O: PRELIMINARES

B0.1 calculo Diferencial e Integral .........iciciinennnarennans 7

§0.2 Espacios de Banach, Topologia ........ccieeivcenncanancaras 11

TR T TS 19

CAPITULO 1: YARIEDADES DIFERENCIABLES

$1.1 Estructura Diferenciable ....ccceeeeeeeoesnerannscaanssasas 23

§1.2 Variedad Diferenciable +.veeeeeeeeenseonncooeoennasoeanennns 26

f 1.3 Sg@variedades, Variedad Producto ...eeeeeicevsonsssanssases 28

f 1.4 Variedades CON FroONtera . ceeteeseencaessecrnnesesnnsoonnnsa 32

{ CAPITULO 2: HACES VECTORIALES ( HAZ TANGENTE )

F 2.1 Haz Vectorial .......ccciiiieniniieetinncnennaceceosnnsansas 34
2.2 Espacio Tangente, Haz Tangente .........ciiiitiinennnnnnnns 41

| CAPITULO 3: CALCULO DIFERENCIAL EN VARIEDADES

3.1 Campos Vectoriales y Flujos Sobre Variedaes Diferenciables..57

3.2 Operadores Diferenciales ( Derivada de Lie ) ....eciveenann 62

CAPITULO 4: FORMAS DIFERENCIALES

4.1 Algebra Exterior De 1os Tensores CovaYiantesS c....eeecee.en. 76

4.2 Formas Diferenciales ..u..iieeeestsneeoneeesoeenseenensansnns 87



APITULO 5: CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL EXTERIOR

$.1 Diferencial Exterior .................. Gt e tearaeectat e 92
® o Lema D@ POINCAre ...ciiiiriereirerroneroniesesscnnonnoeness 95
',_3 Integracidén en Cadenas ( Teorema de Stokes ) .......c.vevun 98

EAPITULO 6: CALCULO INTEGRAL EN VARIEDADES

5.1 Formas Diferenciales Sobre Variedades, Orientacidn y Particiones

ime 18 UniGad .ot ittt iennentnaneoorsaososnenssscansessenssscaseans 109
6.2 Integracidén en Variedades .......cveeevenenrenonocnonsnena 116
6.3 Teorema de StoKeS ...ciieririeerresivsntnenecenssancsascness 121

§CAPITULO 7: HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA SIMPLICIAL

47.1 Hoﬁ%logia SImplicial civevivenoscrcreneranonsass eeseccsenn e 123

3 7.2 Cohomologia SImplicial ...vuevernreeeneeeranennoencannoaes 133

4 CAPITULO 8: COHOMOLOGIA DE DE RHAM

£ 3.1 Cohomologia de De RahM ...viveveverieennenennnnonnnnnocans 136
8.2 Teorema de De RNABM. 4ot vsvottrrrosesneneonsnsassssssssanaen 137
APENDICE A .....c.vvnenienncnnnnsnnnnns R R L R T T . 141

BIBLIOGRAFTA ... iittiiinninneesooonsonnrereanseasasenesosnneanans 145



fapitulo 6;

gon,
Ls el Teorema de Stokes. El cual se enuncia y se prueba en el

INTRODUCCION
En el presente trabajo trato de dar un desarrollo del calculo
}iferencial e integral en variedades , y los objetivos principales

el estudio de un teorema clasico del calculo integral, como lo

este teorema nos relaciona la integral de una forma

fiferencial sobre la frontera de una variedad diferenciable, con 1la

fintegral de la diferencial de la forma sobre toda 1la variedad;

~demés establecer el teorema de De Rham, el cudl nos asegura la

fxistencia de un isomorfismo entre el grupo de cohomologia

fsimplicial de un complejo simplicial K, y el grupo de cohomologia de

.ue Rham de una variedad triangulable sobre el complejo K, esto se

desarrolla en el capitulo 8; para lo cual preViamente se da una

{introduccién en el capitulo 7 del estudio de homologia y cohomologia

«J

{simplicial.

Para establecer este Gltimo objetivo el cudl es el teorema de

{Pe Rham, se hace uso de la teoria desarrollada en los capitulos

anteriores y muy especialmente el estudio de formas diferenciales

|sobre variledades y su diferencial exterior, la cudl es un operador

{due nos da informacién de la forma geometrica de un espacio, y esto

nos lo muestra el lema de Poincaré, desarrollado en el capitulo 5

{ que establece condiciones para asegurar cuando una forma diferencial

cerrada es exacta, conceptos tratados en el desarrollo de este
trabajo, d9que al estudiarlos son sencillos, pero son de dran

importancia para un estudio posterior de cohomologia de De Rhan.
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CAPITULO O
PRELIMINARES

Este capitulo, que consta de tres secciones, tiene la finali-
iidad de presentar algunos conceptos y resultados basicos que nos
;erviran como base en el desarrollo de este trabajo. En la
hrimera seccidn se dan algunas definiciones relativas a calculo
5iferencial e integral en espacios Euclidianos de dimensién finita;
fisi como los resultados mas importantes del cllculo gque se
ﬁ-tilizarén en esta tesis. En la segunda seccidén, se define el con-
cepto de espacio de Banach y resultados importantes relacionados con
fel estudio de ellos, ademds se dan algunas definiciones vy
;resultados basicos sobre topologia, 1l1los cuales son de gran
_impoftancia en el desarrollo del capitulc 1 y en general en todo
ieste trabajo. En la tercera y f(ltima seccién, daremos algunas

:definiciones de &lgebra, las cuales nos permitirdn en capitulos

{posteriores definir conceptos de gran importancia, cémo lo son los

§orupos de homologia y cohomologia simplicial, 1los cuales se

futilizan en los capitulos 7 y 8.
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§ 0.1 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

fFINICION 0.1.1

Sea n un namero natural, y sea

es un nimero real }, el

i
1 donde cada x

- { X X= (X ,...,%)
onjunto R°, es llamado el espacio Euclideano n-dimensional.

La funcién T :R——— R definida por w (X) = x', donde X e R",

s l1llamada la i-ésima funcién coordenada sobre R".

:hOTA
A las funciones u' de la definicidén anterior, también se les

fllama proyecciones canonicas.

JOEFINICION 0.1.2
Una funcién f:R"———— R" es diferenciable en a € R® si existe
na transformacién lineal Ar:R—— R" tal que:

1 L@ -f@-2m) | _
h—=20 uh“

§obsérvese que h es un punto de R® y f(at+h)-f(a)-a(h) un punto de
P

4§ La transformacién lineal A se denota por Df(a) y se llama 1la

Jdiferencial de £ en el punto a.

1 TEOREMA 0.1.3 (REGLA DE LA CADENA),

diferenciable en a y ¢:R"——> R° es

Si fi:R"—— R" es

entonces la composicidén gof:R— R® es

diferenciable en f(a),

diferenciable en a, y:
D(g-f) (a)=Dg(f(a))}-Df(a).

DEMOSTRACION,

(véase [3])




T e

$OREMA 0.1.4
si f£:R———> R® entonces f= (f',...,f") donde f'= &

i R
o £ 1=1=m

diferenciable en el punto a e R", si y sélo si cada f' 1o es, y:

Df (a)= ( Df'(a),...,Df"(a) )

MOSRACION.
ivéase {37)
;EOREMA 0.1.5
f si f£,g:R"——— R son diferenciables en a ¢ R", entonces:
D(f+g) (a)= Df (a) + Dg(a),
' D(f-g) (a)= g(a)Df(a) + f£(a)Dg(a)

;ui,ademés, g(a)# 0, entonces se tiene que:
g(a)Df(a)- f{a)Dg(a)
[g(a)]®

D(fg)(a)=

(%

PEMOSTRACION.
dvease [31)

fPEFINICION 0.1.6

Sea f:R—— R" vy A ¢ R". Se dice que f es continua en a € A

| Ha £ £(a)
:y se dice simplemente que f es continua, si lo es para todo punto
{a < a.
JeorEMA 0.1.7

| Sea A ¢ R". Una funcién f:A——— R" es continua si y sdlo si
5;para cada conjunto abierto U ¢ R" existe algn conjunto abierto
- 7v < R" tal que £ {U)= VnA.

DEMOSTRACION.

(véase [3])




frINICION 0.1.8

cea f:R———> Ry a € R, el limite

f(a’',...,a'+ h,...,a")- f(@',...,a"
h

im
£38

existe, se denota por Df (a), y se llama la derivada parcial

. especto a la variable x' de la funcién f en el punto a.

si Dif(X) existe para todo X € R", entonces se obtiene una
ncién D f :R"——— R. La derivada parcial con respecto a x’ de
.fsta funcién en el punto X, esto es, Dj(le)(X), se denota por

_-1 g(x) . Obsérvese gque en esta notacidén se cambia el orden de i y j.

i; 1 siguiente teorema nos asegura cuando es posible 1la igualdad--

1,jf = Dj,if.

5{EOREM@§0.1.9

; si Di,jf Yy Dj’if son continuas en un conjunto abiertoc que
-' ontenga al punto X € R} entonces

D f(X)=D f(X).

PEMOSTRACION.

;‘véase [31)

PEFINICION 0. 1. 10

La funcidn D, f se llama la segunda derivada parcial (mixta)

e f. Las derivadas parciales mixtas de orden superior se definen de
fforma andloga. Evidentemente, el teorema anterior puede utilizarse

fara probar la igualdad de las derivadas parciales mixtas de orden

fSuperior en condiciones apropiadas. y en este caso el orden de

e, ik es irrelevante en D yeees, T Si f posee derivadas

g§parciales continuas de todos los 6rdenes, entonces se dice que f es

E: . o
una fiuncidén de clase €.,



FINICION 0.1.11
[al,bl]x---X[an,bn] ( un rectangulo cerrado ) donde

Sea R=
b € R. Si f:R——> R es una funcidén Riemann integrable, entonces
r
i
odemos definir
bn Jon-1 b1
Jf =J J J £(x', ..., x")dx"~-dx",
R an” an-1 ai

% a integral de f sobre R.

La definicidén de Jf también se puede extender a conjuntos
biertos, ( es decir qu est& bien definida ) donde U es un
C_onjunto abierto., La siguiente afirmacién es cierta:

EOREMA 0.1.12 (CAMBIO DE VARIABLES)

Sea U ¢ R" un abierto y sea g:U—— g(U) ¢ R" una funcién

: difere%ciable, si f:g(U)——> R es una funcidn integrable entonces
ks

J f = J fog [detg’].
g(u) U

¥ En la expresién anterior detg’ es el determinante Jacobiano.

LI FHT T,
HARA ny ana

& (véase [3] ).

= ART N

PE MaATEW,:
BIMIOTE

TEOREMA 0.1.13 (TEOREMA DE FUBINT)

Sea f una funcién acotada cuyo dominio es un rectingulo
R=[a,b)x[c,d] y supongamos que las discontinuidades de f forman un

conjunto de medida de Lebesgue cero. Si

d
J‘f(x,y)dy existe para cada x € [a,b]
[+

.entonces



b d &
j [[f(x,y)dy]dx existe 21,
a c

b .d
Jajcf(x,y)dydx= IRf(x,y)dA

d .b
§:s10gamente [ [ fx,yyaxay= [ £(x,y)aa
1 ¢ a R

??si, i todas estas condiciones se cumplen simultaneamente, entonces
b .d d b

j‘[f(x,y)dydx= I_[f(x,y)dxdy =‘[f(x,y)dA.

a“e ct a R

EMOSTRACION ( véase [3] )

§ 0.2 ESPACIOS DE BANACH, TOPOLOGIA

En todo lo que sigue, el campo base K es el campo real R. Se
: &

fsuponen conocidas las definiciones relativas a los espacios

ectoriales y sus propiedades elementales.

ijDEFINICION 0.2.1
Sea E un espacio vectorial sobre K. Una norma sobre E es una
f funcién -|+|:E——> R que cumple lo siguiente:
i i). |xf =0, VX eE
Jii). X = 0 & X=0
1ii). | x+yf = |X|+|¥], v X, Y ¢ E
iv). JAX] = IAl||X] Y XeEy ¥ A € F
Asi un espacio vectorial normado es un par (E, |-|)-.
DEFINICION 0.2.2
Sea S un conjunto no vacio. Una metrica sobre S es una funcidn
d:SXSs—— R Tal que:
i). d(s,,s,) 20V s, s €8

ii). = =
) d(sl,sz) 0 & s s,



i) d(sl’sz) = d(sa,sl) v S, S, S ( Simetria )

). d(si’sa) = d(s,s ) + d(s,s,) ( Desigualdad Triangular )
i un espacio métrico es un par (S,d).
$erinicIoN 0.2.3

Sea E un espacio vectorial normado, se define la distancia
f‘ntre dos "puntos" X,Y € E como:

d(x,Y) = |X-Y].

hei E es un espacio métrico (E,d).

$erinicion 0.2.4

Sea S un conjunto (S#g)., Una familia 7 de subconjuntos de S
f—s una topologia para S si satisface:

ﬁ:i). g, S 7.

: ii). SJ',@Bl, . s B €7 1§1B1 e 7.

; iii). si (B,)ye; € 7 entonces v B € 7.

DEFINICION 0.2.5

| Un espacio topoldgico es un par (S,7), donde S es un
conjunto no vacio y 7 una topologia para S. Los elementos de 7 son
llamados conjuntos abiertos en S.

§ DEFINICION 0.2.6

Sea (S,d) un espacio métrico, para r > 0 vy s € S definimos

la bola abierta (Br(s)) de radio r y centro en s como el conjunto:

Br(s) ={s'es : d(s,s8’) < r }

DEFINICION 0.2.7

En cada espacio métrico (S,d), podemos definir una
‘topologia en S 1llamada topologia inducida por la métrica d, &
topologia métrica como:

Td =g v { Bc$S8S : B es la unidn de bolas abiertas }

De esta manera quedan determinados los subconjuntos abiertos



AR LTI

i “un espacio métrico ( S,d ).

INICION 0.2.8
Sea A es un subconjunto de un espacio topoldgico S. La topologia

1 elativa sobre A es define como:

9A= { UndA :: UelT }.

PEFINICION 0.2.9
Sean (S,ﬂ}) Y (T,ﬁ&) espacios topolbégicos y f:S——— T una

uncién, decimos que f es continua en u € S si para todo V ¢ I, tal

faue f(u) ¢ V existe U « ﬂs con u € U tal que fﬂ(V) < U.

PROPOSICION 0.2.10
La composicién de dos funciones continuas es una funcién
ontimi.
':HEMOSTRACION.
2 ( véase [1] ).
iDEFINICION 0.2.11

Sean (S,ﬁs) y'(T,ﬁf) espacios topolégicos. Si f:S——— T es una
f§biyeccidn, f vy £ son continuas, entonces diremos que f es un
g homeomorfismo, y que S y T son homeomorfos.

§ DEFINICION 0.2.12

Sea (S5,7) un espacio topolégico. Una familia B de subconjuntos
de S, es una base de la topologia 9, si y sb6lo si:
| 1). BT,
ii). Vs e Sy v UeJ tal que s € U existe B e« B tal que s € B c U

4 LEMA 0,2,13

Sea (S8,7) un espacio topoldgico vy B ¢ 9, B es una base de ¥ si

Y s6lo si todo elemento de J se puede representar como unién de

€lementos de B. (véase [11).



S1EMPLO
En el espacio topolégico (R,7), tenemos que B {(a,b):a,b ¢ R}

3 B= {(a,b):a,b € B}, son bases para la topologia usual 7 de R.
2

§BSERVACION 0.2.14

Todo espacio vectorial normado E es un espacio topolégico

Un espacio topolégico (S,7) es llamado segundo numerable, si
3- topologia J tiene una base numerable.

iiEFINICION 0.2.16

: (1). Sea {Sizi € I} una familia no vacia de conjuntos. El
producto c.:artes.iar_ioiIE'IISi es el conjunto de funciones f:I——)lgisi
:ales{_:que £(i) e s v iel

(2). La i-é&sima proyeccién de I S, es la funcidn

p;IS— 8

TS, ; definida como pi(f)= £(i).

:EDEFINICION 0.2.17

Sea { (5,7): i € I} una familia de espacios topoldgicos. Para
cada 1 € T y cada V ¢ 5’1 se define V'= pzl(V) y T= { C: para alguna
ieIyalgin Ve, C= v'}. La topologia producto en I S es la
minima topologia deileIIS1 que contiene a T.

é EJEMPLO

. La topologia producto en RXR tiene como base todos 1los
rectangulos abiertos, y por tanto coincide con la topologia de
RXR=R>, que es la inducida por la metrica usual de R°. ( ¥ en
general la topologia productc para R® tiene como base la coleccién

de todos los rectangulos abiertos de R" ).



B-rFINICION 0.2.18
sea (S,7) un espacio topoldgico y A £ S. La coleccién { U}

E . - . c -
Bon U1 c S v i e€ I, es una cubierta para A, si A ¢ kijetlli. Ademés

es una cubierta abierta para A si Ui e TV

SEFINICION 0.2.19
Sea (S,7) un espacio topoldgico. Decimos que S es compacto, si

Bara toda cubierta abierta {Ua}aexde S existe una coleccidn finita

e los Ua que cubren a S, es declr existen Um,...,uan tales dque

- o..n
] ¥V
4HEFINICION 0.2,20

Diremos gque un espacio topolégico (S,7) es de Hausdorff si

'VL‘ addé’?’ dos puntos S 1 S8 s, S #s, existen abiertos U, V € J

alesque sleU ’ saeVyUnV—z.
;::‘. DEFINICION 0.2.21
~ Sea (S,7) un espacio topoldgico. Una cubierta { U,} para S es
5- llamada un refinamiento de una cubierta { V.1, si para cada Ua
_. existe una vV, tal que U, < V.. Un espacio topoldégico es 1lamado
] paracompacto si cada cubierta abierta de S tiene un refinamientp
Jiocalmente finito de conjuntos abiertos, y § es Hausdorff.
P rEorREMA 0.2.22 (Heine-Borel)

Un subconjunto A dé R” es compacto si y sélo si es cerrado y
acotado. (véase [1])
§ DEFINICION 0.2.23

Una sucesidén en un espacio métrico (S,d), es una funcién

f:N —> s tal que f(n) = s€ S ¥ n e Ny la denotamos por

f =
{Sn}nEIN *



$rinicIoN 0.2.24
yna sucesién {s } . €n (S,d) converge a sec S si ¥V e > 0
;--isté n_e N tal que s € B (s)) Vv n =n_  lo cual denotamos S ——8,
n S.
.EFINICION 0.2.25
sea (S,d) un espacio métrico y {sn}IlelN una sucesidn en S,
:girémos que {thﬁm es una sucesidén de Cauchy si Vv € > 0 3 n, € N
tal gue d(sn,sm) <egVvVnm=n.,.
Un espacio métrico S es llamado completo si toda sucesidén de
f.éuchy en S converge en S.
églEFINICION 0.2.26
::ww .. Sea E un espacio vectorial normado. Se dice que E es completo
ﬁ}mi togla sucesién de Cauchy converge a un elemento de E con respecto
la métrica inducida por la norma de E.
DEFINICION 0.2.27
=122 Un espacio de Banach, es un espacio vectorial normado que es
] completo respecto a la métrica inducida por la norma.
. OBSERVACION 0.2.28

Si el campo base es R, se dice que el espacio de Banach es
real, si es € se dice que el espacio de Banach es complejo.
EJEMPLO: |
Los espacios R" con n € N con cualesquiera de las siguientes

normas son espacios de Banach:
1/2 n
e

Ix) = [ i(xi)z] x| =) Ix,] , IX] = sup |x | donde X « R

i= 1=1 i=1,...,yn
OBSERVACION 0.2.29

EXF es un espacio de Banach si y sélo si Ey F lo son

(véase [1])



B nIcION 0.2.30
.gean E y F espacio de Banach y f:E—— F una funcién. Se dice

B . £ es una transformacibn lineal de E en F si ¥ X,Y €e Ey A € K

= o tiene: DBE’CJBE écl OTECA
: i _ _ BIUTAS
g cory) = £ F L), oS Y AT
1 SARER DE MIS HUOK
&) t(ax) = Aaf(X). I Glunes

JMLOS

La funcién f:R°— R’ dada por f(X) = (x,x+y,x~y). £ es una
3 ransformacién lineal.

En efecto, sean X1= (xl,yi), x2= (xa,yz) € R® y k € R entonces,
: X1+ X2 = (xl+xz,y1+y2) Y kX1= k(x1’Y1) = (kxl,kyl)

‘ﬁl ‘de modo que

| C 0 R(X X)) = (x+x, [x+x 1+H[Y +y, ], (X 4%, ]-[y,+Y,])

= (x, x+y, X~y )+ (%, X+y,, X -Y))

.2

= £(X) + £(X,).
ademas

f(kx1) = (kxl,kxi-c-kyl,kxl-kyl) = k(xl,x1+y1,x1-y1) = kf(Xl).
DEFINICION 0.2.31

Sean E y F espacios de Banach y f:5 ¢ E——F, una funcién.
Di_remos que f es continua en el punto s € S sI y sélo si para cada
e > 0 existe §_> 0 tal que Y x € S con d ( x,8 ) < 8 se tiene que
d_(f(x),f(s))<e.
NOTACION

Con L(E,F) denotara el conjunto de todas las transformaciones

lineales y continuas de E en F.



PSERVACION 0.2.32
v .L(E,F) @s un espacio vectorial sobre K.

cuando F=C (respectivamente R) entonces L(E,C) ( respectivamen-

0l es denotado por E*y es llamado el espacio dual
e L( E,R ) )

( respectivamente el espacio dual real )

Berinrcron 0.2.33
s -+E Y F espacios de Banach. Una transformacién
j _j:E;xgzx---x E—— F se dice k-multilineal si f(el,...,ek) es
.. 1ineal en cada argumento.
;bTACION
«.-El conjunto de transformaciones k-multilineales y continuas de

. i+-<,E;a F se denota por L(El,...Ek; F). si E=E 1=i=k entonces

1
21 copjunto es denotado por L*(E,F).

ADEFINICION 0,.2.34
Una funcién f:E——F ( E y F espacios vectoriales normados )

@es un isomorfismo si: '

G i). fe L(E,F)

ii). Existe g:F—— E, ge L(F,E) tal que gef=id_y fog=id_.
Avotacion

S1. E y F son espacios vectoriales normados y existe f:E—— F tal

que f es un isomorfismo, entonces diremos que E y F son isomorfos lo

cual denctaremos por E-=F.
DEFINICION 0.2.35
Sean E y F espacios de Banach, V ¢ E y W ¢ F subconjuntos

# abiertos, se dice que f:Vv—— W es un difeomorfismo, si f es biyec-

tiva de clase C” y ademds f :W—> V es de clase C”.



§ 0.3 ALGEBRA

CION 0.3.1
Un conjunto no vacio G se dice que forma un grupo si en G

.definida una operacién binaria, llamada "producto" y denota-

- por + tal que:
' ;.gi_a,b € G entonces a*b € G ( cerradura )
5i- a,b,c € G entonces a*(b*c)= (a*b)*c ( asociatividad )

8) . Existe un elemento e € G tal que a*e= e*a ¥ a ¢ G ( existencia

i" e un elemento identidad en G )

C . . -1 -1 -1
.¥Vae€ G existe un unico a € G tal que a*a = a *a= e

)

& -existencia de inversos en G ).

f&EFINICION 0.3.2
Un@grupo G se dice abeliano ( o conmutativo ) si para cuales-

4 buiera a,b € G se tiene: a*b= b*a.

?J@fEINICION 0.3.3

4 Llamaremos orden de G al namero de elementos de G, lo cual

d_enctaremos Por o(G). Si o(G) < w diremos que G es de orden finito.

EJEMPLO

. { .«.,-1,0,1,... } con a*b, para a,b € G definida

il

Sea G = Z
P como la suma usual entre enteros, es decir con a*b= atb. G es un
grupo abeliano infinito.
EJEMPLO
Sea 6 {  1,-1,} con la operacién * definida como la

g multiplicacidén entre nGmeros reales. G es entonces un grupo abelia-

o de orden 2, es decir o(G)= 2.




$-rInNICION 0.3.4

un subconjunto H de un grupo G se dice que es un subgrupo de G
ﬁ i respecto a la operacién * definida en G, H mismo forma un grupo.
§emPLO
.8ea G = Z. Bajo la adicidén usual, H= { 5n : ne€ Z }, H es un
Eubgrupo de G.
f}EFInxcron 0.3.5
.Sea H es un subgrupo de G, y a € G, al conjunto:

Ha = { ha: h € H }.
E-eﬂle llama clase lateral derecha de H en G. De manera simi-
'}lar se define la clase lateral izquierda de H en G.
i DEFINICION 0.3.6
Unp. subgrupo N de un Grupo G se dice que es un subgrupo normal
;:de G si para toda g € G y toda n € N, se tiene que-gngﬂe N.
Prema 0.3.7
El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G sif y sdélo si toda
j clase lateral izguierda de N en G es una clase lateral derecha de N
en G. (véase [7] ).

Sea H un subgrupo normal de G y G’ el conjunto de clases
laterales de H en G. ( Por hipétesis, una clase lateral izquierda es
igﬁal a una clase lateral derecha, asi gque no es necesario
distinguir entre ellas. ), Si xH e yH son clases laterales, su pro-
ducto (xH) (yH) es también una clase lateral, pues:

xHyH = xyHH = xyH

Por medio de este producto queda definida una operacidn en G’
que es asociativa. La clase 1H es el elemento identidad respecto a
esta operacién y x 'H es el inverso de la clase XH, asi G’ es un

9Tupo el cual denotamos con G/H ( que leemos G médulo H ), el cual



. G es un grupo finito y N es un subgrupo normal de G,

ie 0(G/N)= E—Eﬁ—f (véase [7] )-

f(a*b)= f(a)*'f(b},

son las operaciones de los grupos G y G’

i “gn R estdn definidas dos operaciones denotadas por "+" vy

a+b ¢ K
)ii: a+b = b+a
“(a+b)+c = a+(b+c)
:*'Existe un elemento 0 en X tal que a+0 = a v a € X
(5). Para cada a € R existe un elemento -a € % tal que at+(-a) = 0
g'(6). Existe 1 € K tal que l-a=a*l=aVacehk

(7). a*b € %

i

(8). a*(b-c) (a*b)-c

(9). a-(b+c)

il

a*b+a*c y (b+c):ra = bra+cra
NOTA
Si la multiplicacién de % es tal que a'b = b-a, para todo a,b €

X entonces decimos que %X es un anillo conmutativo.




CAPITULO 1
$ VARIEDADES DIFERENCIABLES

. gste capitulo esta dedicado al estudio de 1las variedades
férenciables; en la primera seccién definiremos estructura
T e v

fefenciable sobre alglin conjunto S, para después, en la segunda

ffan, definir wvariedad diferenciable, ilustrar c¢on algunos

.“éﬁplos sencillos, en las secciones 3 y 4, estudiar las
v ;iedades, productos de ellas y definir las variedades con
ééfa que serdn de gran importancia, en el proceso de integracién
lﬁ5e desarrollarid en el capitulo 6 de este trabajo.

& 1.1 ESTRUCTURA DIFERENCIABLE

;:CION 1.1.1

~Sga S un conjunto no vicio. Una carta socbre S ( 6 un sistema de

Denotaremos una carta o sistema de coordenadas como un par

.donde U es el dominio de ¢, ademas las funciones x = m'ep las

llamaremos las funciones coordenadas.

.+ En este trabajo, nuestros espacios de Banach simpre ser&n los

Jespacios R”.vear la figura 1.1 .

figura 1.1




& -INICION 1.1.3
Un atlas sobre S, es una familia de cartas 4= {(Ui"pi) i eI }

& 1es que:

N s=1Le}iU1}

1 ). Ppara dos cartas (U,¢) y (U,¢) tales que Un U= 2 se
] :ene una funcién de transicidén " 6 cambio de coordenada” :

-1 . n
] jl= ¢Jo ?, lqai (Uln Uj), donde q)i(Uin Uj) es ablerto de R vy goji es
n difeomorfismo. ( figura 1.2 )
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figura 1.2
e 1EMPLOS
(1) Cualquier espacio R' admite un atlas formado sélo por
flla carta (R%,p) donde ¢ es la funcién identidad.

(2) Sea 5! el circulo unitario en IRz, es decir:

s' = {XeR: [X] =1}

Las cartas (U,¢) y (V,¥) para Sl, pueden ser definidas de 1la
siguiente forma:
U= Sl\{(—l,O)} y sea 9:U—— R dada por:
"P(X) = dngulo que el vector x forma con el primer eje, asi
< p(x) < m.

V = s"\{(1,0)} y sea y:V— > R dada por:




"-;_aﬁgulo gue el vector X forma con el primer eje, es decir

(figura 1.3 )

figura 1.3

con ayﬁda de la figura 1.3 podemos ver que;

{id sobre (0,m)

poy " =
id-2m sobre (m,2m)

:ﬁ_’_:j” :‘:".*I'.'a- funcidn @ot,[fl es un difeomorfismo entre 1los conjuntos
Y (UnV) = (0,2m)\{n} y ¢(UnV) = (-m,m)\{0}.

“Las- cartas (U,p) y (V,¥) son compatibles, y S es cubierto por

: y v Asi estas dos cartas forman un atlas para s'.

ADEFINICION 1.1,4

“:Un atlas & sobre un conjunto S es un atlas maximal 4 si para
m

;fi¢aa' carta (U,p) tal que ¢ep]' y po¢p son de clase C° Viel
_;ﬁfénces (U,p) € . A una carta (U,p) que cumple con lo anterior

*e* le llama carta localmente admisible.

PPEFINICTON 1.1.5

b Dos atlas al,az son equivalentes si y sdlo si ﬂiu az es un
Fatias,

Josservacton

La relacién anterior define una relacidén de equivalencia.




na estructura diferenciable ¥ sobre S es un atlas maximal

Lo
La estructura diferenciable estdndar sobre el espacio euclideano

es"obtenida tomando ¥ como la coleccidn maxima que contenga la

ta (m“,gp) donde ¢ es la identidad ¢:R— R", que es de clase

& 1.2 VARIEDAD DIFERENCIABLE

DEFINICION 1.2.1
Una variedad diferenciable es un par (5,%) donde S es un

junto y & wuna estructura diferenciable sobre S. Siempre

enotaremos a las variedades difenciables con las letras M, N...
FINICION 1.2.2

Una variedad diferenciable M es una n-variedad, cuando cada

arta tiene sus valores en un espacio euclideano n-dimensional. Asi

.lgfi&,:l_;rededor de. cada punto a € M existe una carta localmente admisible

(U,go) con a € Uy o(U) ¢ R".

DEFINICION 1.2.3
Sea M una varieded diferenciable, un subconjunto A ¢ M es

abierto si V a € A, existe una carta admisible localmente ( U,¢ )

FalqueanyUc:A.
OBSERVACION 1.2.4
| Toda carta en M es un conjunto abierto en M.
3 DEFINICION 1.2.5
Sea 7, la siguiente coleccidén de conjuntos abiertos sobre M:

:’TH={AQM:AesabiertoenM}




bROPOSICION 1.2.6

g.. es una topologia sobre M, siendc M una variedad

' '"_iferenciable. Es decir M es un espacio topolégico.

Woemostracion.
i) . G STH.

i 2__='U{Ui: i el } es declir es una unién de cartas, por lo que M es

si Al,A € 5’H, es decir A1 y A2 son abiertos { con An A2== g )

é v a'eaA 3 (U,,p) tal que a € U, c A.

* 'b'¢ A 3 (Uy,p ) tal que b e Uc A

| Como h’ln A* @ sea c € An A, luego c € Ay c « A, por lo que exis-
fé‘(b&,@) tal que:

B - Uéc A y 3 (Ul,p’) tal que ¢ € U/c A, asi c € U U/, y U U,
es'abierto, por lo gue UcnUé < Alr\AZ y por lo tanto Alr\A1 € ﬂu.
Por induccidn se tiene que 5 U e g cuando U e JFi=1,...,n.

*f 111) Sea A=1¥1A1 Yy Sea a € A. Entonces a « Aj para algun Jj € I
:ﬁﬁf'lo que existe (U,,9) tal que a € U, < A A es abierto. Asi
ig;if:ﬂi. Por lo tanto la unién de abiertos es abierto. n
Con esta topologia, se tiene que ¢@:U—> ¢@(U) € R” es un
fhbﬁébmorfismo, para toda carta (U,¢) en la variedad M.

NOTA

Siempre pediremos que ﬁuestras variedades diferenciables sean
espacios topolégicos de Hausdorff y segundo numerables.

OBSERVACION 1.2.7

En nuestro trabajo, todas nuestras variedades diferenciables

Serén de dimensidén finita.




El) Todo espacio topolégico discreto (9= [P(S)) es una
—var:l.edadf las cartas estan dadas por ({s},fps) ' donde
(81— 0}, con s <5 ¥ Bls) = .

('-2). R"” es una variedad diferenciable, su estructura diferen-

'j_ajjle' ests dada por el atlas que contiene la carta dada por 1la

ldentidad.
(3). Un espacio vectorial de dimensién finita V sobre R, tiene
étrﬁbtura de variedad diferenciable, de una manera natural. En

] -'»'o'-,-= si {ei}rll es una base para V, entonces podemos dar a V una

s't_ru'ctura diferenciables de la siguiente manera:

.. Sea {ri},;1 la base dual ( es decir, r (e) =3 tal que si

iy’

L = Freeagt = .
gntonces r, (v) r, (Vle1 ’ p Vnen) v, )

. Un sistema global de coordenadas es (V, Tores .,rn) .
; s o081 vo= Vet .., tVe, entonces identificamos V con R" de 1la
& iguiente manera:

V—-—-—> R", tal que v = (vle.1+,....,+vnen) F— (vl,...,vn). Asji

V,qa) es una carta global y (V, rl,...,rn) es un sistema de

oor&enadas, r = niogo.
_ § 1.3 SUBVARIEDAD, VARIEDAD PRODUCTO
_: DEFINICION 1.3.1
| Una subvariedad de una variedad M, es un subconjunto B ¢ M, con
'; a pPropiedad de que para todo b € B, existe una carta admisible
:; U;{O) en M con b € U, la cual tiene la siguiente propiedad de
.i{ib\if‘ariedad ( abreviadamente S.M.):
Existen espacios euclideanos de dimensiédn finita R® y IR'“'
ales que:

¥ PV —— R™XR™y ¢(UnB)= p(U)n(R"X{0}). Ver la figura 1.4




figura 1.4

OBSERVACION 1.3.2

Cualgquier subconjunto abierto de M es una subvariedad. Basta

tomar R"={0} en la definicién anterior y usar cualquier carta.

PROPOSICION 1.3.3
Fiap
Sea B una subvariedad de una variedad M, entonces B misma es

una variedad con la estructura diferenciable generada por los atlas:

(UnB,¢| (UnB)) :con (U,p) es una carta admisible en M que tiene 1la
propiedad S.M. para B, '

DEMOSTRACION.
Si ﬁin. Ujat g y (Ul,fpi),. (UJ,IPJ) con la propiedad S.M. Asi
escribimos:
9= (x.,8), ¢,= (a,B)) donde
aizvi—-——m—-a E O!J:Uj——> E
B:U—— F BJ:UJ———) F
°‘1|U1” B:Un B——> (pi(Ui)n (EX{0}) ¥y
oclejn B:an B—— 9, (Uj)” (EX{0}) son bivyectivas.
la funcidén de transicién ((ijan B)o(goiIUin B) ™' esta dada por

(e,0) s ((ajoai"l)(e),0)= qoji(e,O) Yy es un funcién de clase c”.



OBSERVACION 1.3.4

En una subvariedad B de M, la topologia de B es la topologia
relativa respecto a la de M.

DEFINICION 1.3.5 (VARIEDAD PRODUCTO)

Sean (Sl,gl) Y (Sz,?z) dos variedades diferenciables, 1la
variedad producto (S XS ,¥ X¥ ) consiste del conjunto S XS_,
junto con la estructura diferencable 92ng generada por las cartas
{ (U&XU2,¢1Xw2): donde (Ui,@i) es una carta de (Si,?i) }.

OBSERVACION 1.3.6

La topologia en el productoe de variedaes es la topologia
producto. Asi el conjunto de todos los productos cartesianos UiXUJ
resulta ser una base para la topologia de la variedad producto.

NOTA i{3.7

Si M y M son n,m-variedades respectivamente, entonces la

dimension de Mﬁﬂg es igual a n+m. Esto lo podemos extender, por

induccién, para un nGmero finito de variedades.
EJEMPLO |

Sabemos que S'= { X € R’: |¥]= 1 } es una 1-variedad.
Entonces T°= Slxsi, (2-toro) es una 2-variedad, y de la misma

manera podemos afirmar que el n-toro T = s'x...xs' es una

n-variedad.

:
z
%
&
S
#
5
&
2
N1
&
7|
i
B

EJEMPLO

Un ejemplo de una variedad producto es el cuadrado unitario
abierto " 2¥recténgulo (0,1)X(0,1)".
DEFINICION 1,.3.8

Sean f:M———N, una funcidén entre variedades M y N con dimen-

: siones m y n respectivamente. Diremos que f es una funcidn de clase



c” si para toda m € M, y una carta admisible (V,y) de N con f(m) e Vv

existe una carta (U,¢) en M con m € U y f(U) < V, tal

gue f 'Jl= iﬂofotp'l es de clase C°. Véase la figura 1.5

4

figura 1.5
&
NOTA

A la funcién ffp’l’ se la llama la representacidén local de f.

OBSERVACION 1.3.9

Si r= 0 esto coincide con la definicidn de continuidad de f.
EJEMPL.OS

Ejemplos de funciones C” entre variedades son la funcién
antipoda en S"= { X e R™': |X|= 1 }, X—— ~X, y la traslacién
sobre T dado por (eir1' . ,eirn) — (ei(rusn' L ’ei(rn+9n))
con r € R O= r= 2.
PROPOSICION 1.3.10

Si f:M——— N y g:N—— P son funciones c” entre variedades
diferenciables de dimensiones n,m, X respectivamente. entonces 1la

composicién gef:M—— P tambien es una funcién de clase ¢” ( figura

1.6 ).



figura 1.6

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa de 0.1.3 .
& 1.4 VARIEDADES CON FRONTERA

DEFINICION 1.4.1

Llamaremos semi- espacio de R” al siguiente conjunto: H"= { X e
R": xi;@o, ¥ i= 1,...,n }

La frontera de H" se define como el hiperplano R "%{0} < R",
y la denotaremos por aH".

DEFINICION 1.4.2

Un conjunto M, es 1llamado n-variedad diferenciable con
frontera, si cada punto m € M tiene una carta localmente admisible
(U,p) alrededor de &l, tal que ¢ es un difeomorfismo sobre un

subconjunto abierto V n H® de W', ( figura 1.7).

figura 1.7
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DEFINICION 1.4.3

La frontera de wuna variedad diferenciable M, 1la cual

denotaremos por 8M, es el conjunto de todos los puntos en M, 1los

cuales corresponden a puntos de 8H bajo los difeomorfismos de 1.4.2

OBSERVACION 1.4.4

8M es una (n-1)-variedad, pues existe un difeomorfismo entre
cada vecindad de cada punto de M y un subconjunto abierto de
R X{0}.

EJEMPLO

El disco unitario D", gue consiste de todos los puntos X e R"

n
tales que 1 -~ Z (xi)2 z 0.
121

. . . 1
es una variedad diferenciable con frontera la esfera S .



CAPITULO 2
HACES VECTORIALES ( HAZ TANGENTE )

En este capitulo definiremcs los haces vectoriales locales,
para después definir lo gque serd un haz vectorial. Ademis
definiremos el espacio tangente a una variedad diferenciable en
cada punto de ella, para después de una manera mas general definir
el haz tangente a una variedad el cual serd de gran utilidad en el
préoximoe capitulo para el estudio de campos vectoriales sobre
variedades y sus flujos; veremos lo que es la tangente a una funcién
(Tf), la cual estid definida entre haces tangentes de variedades y
probaremos un teorema analogo a la ya bien conocida "regla de 1la
cadena” que nos dira cémo se comporta el operador T aplicado ala
composicién de funciones. En general los conceptos y resultados que

&
se establecen en este capitulo son fundamentales para el desarrollo

subsiguiente.
§ 2.1 HAZ VECTORIAL
Para la definicién formal podemos tener en mente el ejemplo

de la n-esfera §" ¢ mmd, con la coleccién de planos tangentes para

'S™ que forman un " haz vectorial " ver la figura 2.1 .

figura 2.1



s G S e A

i R

DEFINICION 2.1.1

Sean E y F espacios vectoriales y U un subconjunto abierto de
E, llamaremos haz vectorial Iocal al producto cartesiano UXF, y
llamaremos a U el espacio base, el cual puede ser identificado con

UX{0},"seccidén cero o base local" ( véase figura 2.2 )

‘ figura 2.2
B
DEFINICION 2.1.2.
Para cada u € U, {u}XF es llamada la fibra scbre u,
DEFINICION 2.1.3
La funcién m:UXF—— U dada por mn(u,f)= u es llamado lIa
proyeccidén de UXF sobre la primera componente. Véase (0.2,12).
"OBSERVACION 2.1.4
Para cada u € U la fibra sobre u es nﬂ(u).
DEFINICION 2.1.5
Sean UXF y U’XF’ haces vectoriales 1locales. Una funcidn
p: UXF—— SU’XF’ es 1llamada una funcién de clase C° entre haces
vectoriales locales si:
p(u,f)= (wl(u), pz(u)-f) donde qH:U————e ur y wz:U———-a L(F,F’) son
de clase €”. Si la funcién anterior resulta ser una biyeccidn eﬁton-

ces se dice que es un isomorfismo entre heces vectoriales locales.

ver la figura 2.3



vectoriales locales, y esto nos define una relacidn de equivalencia.

DEFINICION 2.1.10
Una estructura V de haces vectoriales locales sobre S es la
unién de los elementos de una clase de equivalencia de atlas de

haces vectoriales sobre S, es decir si [B]= {B’ € S8: B'~ B}

entonces V= u { Bf: B~ B }.

DEFINICION 2.1.11
Un haz vectorial E es un par (S,¥), donde S es un conjunto y V
es una estructura de haces vectoriales locales sobre S. Una carta

en un atlas de V es una carta admisible de haz vectorial. Figura 2.4

figura 2.4

DEFINICION 2.1.12

Para un haz vectorial E= (S,V), se define la seccidén cero o

base por:

B= { e ¢ E : existe (W,p) € V con e= ¢ ' (u,0) }

27



OBSERVACION 2.1.13
Observemos que B es la unidén de todas las secciones ceroc de un
haz vectorial local, identificando W con un haz vectorial local via

p:W—— UXF. Ver la figura 2.5

figura 2.5

DEFIQICION 2.1.14
v

Sean E y E’/ dos haces vectoriales, una funcién f:E———— E’ es
llamada de clase €~ entre haces vectoriales (isomorfismo) cuando

para cada e € E y cada haz de cartas admisibles (V,y) de E’ para

el cual f(e) € V existe un haz de cartas admisibles (W,¢) con
f(W) < VvV, tal gque la representacidén local f¢¢= Wofow-l es una fun-

cién de clase C” de haces vectoriales locales (isomorfismo). ver 1la

figura 2.6

figura 2.6
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PROPOSICION 2.1.15

Supongamos que f:E——— E’ es una funcién entre haces vectoria-

o0 ) .
les de clase C entonces f preserva la seccidn cero, es decir

£(B) ¢ B’

DEMOSTRACION+ Supongamos b € B, mostraremos que f(b) € B’ para una

carta de haz vectorial (V,y) y f(b) € V, Probaremos que ¥(f(b))=

(v,0), pero se tiene una carta (W,¢) asi b e W, f(W) < V vy p(b)=
(u,0). Puesto que yY(f(b))= (wofowd)(u,O). Pero es de la forma (v,0)
pues fww es lineal sobre cada fibra. [
EJEMPLOS

(1). Cualquier variedad M, es un haz vectorial con fibras de

dimensidén cero, es decir MX{0}. ver la figura 2.7

figura 2.7

(2). El cilindro E= S'XR es un haz vectorial con m:E— B=Sl,
gue es justamente la proyeccidén de la primera componente o factor.

Este es un haz vectorial trivial, pues se puede ver simplemente como

un producte. ver la figura 2.8




figura 2.8
DEFINICION 2.1.16
Sea f:U ¢ E—— F una funcién de clase Cl, se define 1la
la tangente de f por 1la funcién Tf:UXE——— FXF, dada como sigue
Tf (u,e)= (f(u),Df (u) (e))
donde Df (u) (e) denota Df (u) aplicada a e € E es una funcidén lineal,
si f es de clase €' rzl, definimos T'f= T(T 'f) inductivamente. Ver

,‘ﬂj
la figura 2.9

figura 2.9
OBSERVACION 2.1.17
Observemos que Tf es una funcién entre haces vectoriales de
clase ¢”,
OBSERVACION 2,1.18

De 0.1.3 podemos observar gue la siguiente relacién se cumple

T(feg)= Tf.Tq.



§ 2.2 ESPACIO TANGENTE, HAZ TANGENTE

En esta seccidn trataremos de extender 1la operacién T del

contexto local, al contexto de funciones entre variedades

diferenciables. En la definicidén sera muy util tener en mente el

ejemplo de la n-esfera con su colecciédn de haces vectoriales

locales.

Nosotros construiremos el haz tangente por medio de "curvas
aproximadas". Ademds la idea intuitiva de wvector tangente a una

superficie es el vector velocidad de una curva en la superficie.

DEFINICION 2.2.1

Sean f,g:I ¢ R— R, funciones de clase C'e I abierto en R,
@:
se dice que f y g son tangentes en X, € I si:

I (x) “g(X) I _
}55? Ix—x =0

6 equivalentemente Df (xo) = Dg (xo) .

DEFINICION 2.2.2

Sea M una variedad y m € M, una curva por el punto m es una

funcién de clase €', c:I—— M de un intervalo I < R sobre M con

0eIyc(0)=m.

DEFINICION 2.2.3

Sean c, Y ¢, curvas por el punto m y (U,p)} una carta admisible
con m ¢ U, entonces diremos que C, Y c, son tangentes en m con
respecto a ¢ si y sdlo si geC, Y pe°Cc, son tangentes en 0, en el

sentido de 2.2,1. es decir D(poc ) (0)= D(pec ) (0). Ver la fig. 2.10



figura 2.10

PROPOSICION 2.2.4
Sean c, Y c, dos curvas por el punto m € M, y supongamos que
(Ui,}?;) i= 1,2, son cartas admisibles con m e U1' Entonces c, Y c

son tangentes en m con respecto a e, si y s6lo si son tangentes en m

con respecto a P, -

DEMOSTRACION., ¢ y ¢, son tangentes en m respecto a P, s1 y
s6lo si D(p oc ) (0)= D(p,ec,) (0). En la interseccién UnU_  tenemos
¢ oC = ((p2°(p;1)°((ploci) y de 0.1.3 se tiene que:

= o -1 ] ] _ o
D(p,°c,) (0)= D(p,op )eD(prcc )(0)= D(p,cc)(0), pues como c y c,

son tangentes respecto a ¢, s€ sigue que D(golocl) (0)= D(cplocz) {0) .m

La proposicién anterior garantiza que la tangente a una curva

en m es una propiedad intrinseca o independiente de la carta usada.

DEFINICION 2.2.5

Sean c, Y ¢, dos curvas por el punto m, se dice que estas

curvas son equivalentes si tienen la propiedad de ser tangentes en

el punto m.
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PROPOSICION 2.2.6

Ser tangente en el punto m es una relacidn de equivalencia.
DEMOSTRACION,
Sean M una variedad diferenciable, m e M y:

c = { € : ¢ es una curva pecr el punto m }. Denotemos por ser
m

tangente en m mediante el simbolo ~, y tomemos Cot CB Y CW € ¢ . Las
propiedades de simetria y reflexividad de ~ son obvias. Probemos la

transitividad:

Supongamos c_~C c,.~C entonces
pong o g Y g7y

}£% ﬂ9°ca(i;i¢°cﬁ(x)ﬂ + %%@ "@°c8(ﬁ;’¢°c7(x)" = 0 entonces
jim ﬂpoca(x;—wocv(x)u = 0, por lo que ¢~ c .

foal)
DEFINICION 2.2.7

Un vector tangente a M en el punto m es una clase de equiva-
lencia de curvas tangentes en m, y se denotara [c]m, donde ¢ es un
representante de clase.

DEFINICION 2.2.8

Para una variedad M y m € M, el espacio tangente a M en el

punto m es el conjunto de clases de equivalencia de curvas por el
punto m, y lo expresaremos COmo:
1;M= { [c]m ¢! ¢ es una curva por el punto m }

PROPOSICION 2.2.9

El espacio tangente TM es un espacio vectorial sobre R.
DEMOSTRACION. Sean [cl]m y [cz]In € TmM Y sean cg [cl]m Y ¢k [czjm.
Escojamos una carta arbitraria (U,p) en M tal que m € M, y definamos

= .—1 o Q9
te,1,¢0e,0,= |07 [0, (p0c,) I o+ Dtpec) I )+ wm ],

ver la figura 2.11
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figura 2.11

Veamos la cerradura bajo la suma definida anteriormente.

Sea c un representante de [cl]m+[c2]m entonces
c = ¢ [(D(pec,) (0) + D(pec,) (0) + p(m))

Tomemos una curva €, por m y una carta (U,p) que contenga a m
ia]
tal que c, es tangente a M en m respecto a ¢, es decir ¢, € le,1,-

Tenemos que ver que D(goc,) (0) = D(p-c) (0).

D(p-c) (0) = D[p- (o7 (1D (pec,) (0)4D(pec) ()} + o(m) )],
= pfe-{¢7 (tD(pec) (D (pecy () +m | |, =

= pfoew [D(pec,) (01+D(pec,) (0)]] = D[ (poc,) ()] = Deoec,) ().

Se tiene asi que (c,1 +[c, 1 € TM.
Tomemos c;e [cl][n y c;e [ca]m y cualgquier otra carta ¥ tal que

m € ¥, entonces:

[e]] *lell= [Wl[(Dt(WC;)it=0+Dt(l,l!°c;)lt=0)+ w(m)]] Debemos ver due

la suma esta bien definida, es decir, para cualguier carta ¢ se debe
, (#)
cumplir DS[(,O [fp 1[(Dt(qoocl) It:0+ Dt(q)ocz) lt:0)+ @(m)]]} =
N (##77°
= (e[v [ ween i, D weep) i )+ wm]]]

Desarrollando (#) tenemos:

s=0Q



pp(6™) 1,0, (B, (poc )1, g+ D (ooc) 1, )+ p(m) | =

=0
= Ds [(Dt ((pocl) ! t=0" Dt((pocz) |t=0)]s=0
Ahora desarrollando (##) se tiene:

b, (o {7 [ 0 (weerrvecp) 1 o+ wm |]] =

s=0

- ”-1 [+] -10 o o -1° Q =
= D (9™, [D, (wepTpees+ weyopees) 1, |

s=0

= Ds(wowdl)s=DDs [Dt(w‘)qp_i) It=0[ Dt((pDC;) |t=0+ Dt((pocg) It=0] z

s=

= D, (0ou™) _ P b9 1D, [B, (bec)) 1, gt D (poc )1, |
s=0

- DB[(Dt(¢°c1)!t=d+ Dt(¢°cz)|t=o)]s=0
como se observa (#)=(##), por lo tanto la suma esta bien definida.
“Ahora definiremos la multiplicacion por escalares, sea A € R Y

,@

c,€ [cl]m entonces definamos Ale 1= [ﬁd[lDt(¢°Cl)lb@+ ¢ {(m) ]]m

observe la figura 2.12

figura 2.12

Veamos la cerradura para la multiplicacidédn por escalares

definida anteriormente.

Sea c¢ un representante de a[c ] = [@d[hn(wocl)(O) + w(m)]]m,

entonces ¢ = wq[AD(¢oc1)(0) + @(m)]

AR



Tomemos una curva ¢, por el punto m y una carta (U,p) gue

contenga a m, tal c, sea tangente a M en el punto m con respecto a

p, es declr, c_ € [C1Jm‘

Tenemos que ver gue se cumple D(gec) (0) = D(g-c,) (0)

D(pec) (0) = D[pep™ (D (pec,) () rom ]] =

D[q,o [(p_l(AD(@ocl) (0))+m ” = D[rpo [rp"I(AD(cooci) (0) )]] o=

= D(pec ) (0) = D(pe-c,) (0).
Se tiene asi que A[ca]m e-T;M para todo escalar A.
La multiplicacién por escalares estd bien definida:

sea c/e [c] Y ¥ cualquier otra carta que contiene a m en su
m

dominio; debemos ver que A[c{]In esta en la misma clase de

g?)'.
equivalencia de Alc ], es decir, para cualquier carta ¢:
. _ i ($) _
D, (o[e7" (a0, woc,) 1, g+ o ]]) = b [0[v7 (a0, (wecs) 1w | |]

s=0

(1)
8=0

desarrollando ($):

-1 _ o
D_(p(¢")__ P (AD (pec )|, _+ ¢(m) )__= aD_(D (pec )|, )
desarrollandoe (!) tenemos:

D (poy”)__D_(AD (Yeoc!)| _+P(m)) =

D_(pe¥™")__AD_(D, (¥op opoci) |, _)_ =

ADS (@ownl) s=0Ds (Dt (Wogo-l) It.=ODt ((pGC; ) It:O) s=0=

1l

=;\DS(¢_’°[[I—1)S=ODt(W°§D-1) lt:ODs(Dt(wocl) It=D)s=0= A'I)S(Dt.(q)c":i) ,t=0)s=0

como se ve ($)= (!), por lo tanto el producto por escalares esta

bien definido y asi TM es un espacio vectorial sobre R [

DEFINICION 2.2,10

Llamaremos el haz tangente de M al conjunto UTM y lo

denotaremos por TM= ﬁ_T;M. ( Unidén ajena )



DEFINICION 2.2.11

Llamaremos la proyeccidon del haz tangente a la funcién
definida en TM, J :TM—— M definida por 7 ([¢] )= m.

Ahora daremos una construccién alternativa, para el espacio

tangente a una variedad diferenciable en algin punto de ella. La

manera expuesta a continuacidén facilita el trabajo a 1la hora
de estudiar formas diferenciales sobre variedades. Veremos esta

construceién sin abundar demasiado en detalles.

DEFINICION 2.,2.12

Sea M una variedad diferenciable y m € M. Un vector tangente
a M%en el punto m, es una funcién v:¥(M)—— R tal que si (U,p) es
un Ifs':istema de coordenadas con m € U, entonces existe una n-ada

(a.l,.. .,a’) de nimeros reales con la siguiente propiedad. Para cada

f e F(M):

n

1 8 -1
v(f) =Za EEi(fO(p )I(p(m)

i=1

i 1 1 n i
donde r :R— R, r(@a,...,a) = a

( S1 W es el dominio de f, entonces ¢ y f estén definidas sobre
‘un conjunto abierto UnW que contiene a m, asi f°{p-1 es una funcién

suave con dominio ¢ (UnW) < R” gue contiene a ¢(m) ).

OBSERVACION 2.2.13

Si v:¥(M)—— R tiene la propiedades para ser un vector
tangente con respecto a un sistema de coordenadas ¢ alrededor de m,
entonces éste también tiene las mismas propiedades con respecto a

cualquier otro sistema de coordenadas alrededor de m.
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En efecto, si ¥ es otro sistema de coordenadas alrededor de m,

entonces usando la regla de la cadena, obtenemos

n n

o i 6 = o -1 S 1 6— o —10 -] -1 =
vie) = ) al Tirer Iy, = ) at Sace oo™ 1

i= i=1

1
) Zaizg?j(f"w-l) li,ll(m)‘Jij(wwdl)w(m)

i=1 j=1
-1

donde JU(wowﬂ) es la matriz Jjacobiana de 1la funcibén yYep .

Entonces:
vie) = ) [ ), wee ™ g |3 ™,
j=1 i=1
obtenemos:
a BIBLIOTECA
v = ) 2, Wy, 7 DRUeNCy o
® i T
por lo que;

n

j d -1
Zb 5 (Eo¥ )Iw(m)'

i=1

v(f)

NOTACION

Dado un sistema de coordenadas alrededor de m, sea x = rjo¢ 1o

cual denota la j-ésima funcidn coordenada de ¢. Por g;: (i= 1,...,n)

es definido el vector tangente en m por:
a a -1
ax) (F) = zpi(fep )Iwm”. para f € F(M)
Entonces aqui gij corresponde al sistema de coordenadas g con

la n-ada (0,...,1,...,0) donde 1 esta en el j-ésimo lugar.

OBSERVACION 2.2,14

' 1 ' .
Si x,...,X son las funciones coordenadas, de un sistema de

coordenadas ¢ alrededor de m y Y,...,y7 son 1las funciones



coordenadas de otro sistema de coordenadas Y alrededor de m,

entonces tenemos due:

n
a a a8
5}_{j = Zgij (Yi ) “g?'i

i=t

OBSERVACION 2.2,.15
Un vector tangente v en m e M tiene las siguientes
propiedades. Para cualquier f,g € (M) y A € R:
(1) - v(f+g) = v(f) + v(qg)
(2). v(Af) = Av (f)
(3). v(f-g) = v(f)-g(m) + f(m)v(g).

Asi se dice que v:¥(M) —— R es una derivaciobn, pues cumple

con (1), (2) y (3). Estas son las propiedades que caracterizan a un

vectar'tangente.

OBSERVACION 2.,2.16

El conjunto TM de vectores tangentes en m forma un espacio

vectorial bajo las siguientes reglas de suma y multiplicacién por

escalares:
(V&+ Va)(f) =‘V1(f) + Vé(f) V., V, € T;M-
(Avl(f)) = A(Vl(f)) v, €TMy A e R
Para ver due v, t v, Y Aq son vectores tangentes en m, se ¢ un

sistema de coordenadas alrededor de m, con funciones coordenadas

1
X ,...,%X', entonces:

i=1 i=1
Para (al,...,a") y (b ,...,bn) es facil checar que:
n

n
i i, 8 id
= -+ —_— = —
v, + v, E:(a b )6x1 Y Avl E:ha %
i=1 _ i=1



. i, 8 | : :
La funcién (a',...,a")—-— Zal(—é-}zi). Nos da un isomorfismo
entre espacios vectoriales R'—— TM. Asi TM tiene dimensién n.
Mas alGn, es claro que {g—;{-i}izi es una base para TM. El espacio TM

es llamado el espacio tangente de M en m.

Para ¢ y ¢ dos sistemas de coordenadas alrededor de m con
. 1 1 '
funciones coordenadas X ,...,X Y Y ,...,¥ respectivamente, la

igualdad

8 o 1.8
3%l = ng(Y )'3—51
i=

1

expresa los vectores -g—ij en términos de la base {g—y-i}?_l. Entonces

la matriz de cambio de base, de la base {g—};i} de TM a la base {%{-1}

es pxecisamente la matriz jacobiana ((-g—fj) (¥)) -

OBSERVACION 2,2.17

El conjunto {dxjszﬂ es la base dual de {-g—k-j}, a causa de que

3y = 2k = i i
dx (gii) ax1(x) Sij . Es decir es una base para el espacio

cotangente, (TmM)*, a la variedad M en el punto m.



LEMA 2.2,18

Sea U ¢ E un subconjuto abierto de un espacio de Banach y ¢ una
curva por u € U. Entonces existe un tnico e € E tal que la curva C .
dada por cue(t)= u+ te ( definida en algGn intervalo I, 0 € I tal
que cue(I) ¢ U ) es tangente a ¢ en u.
DEMOSTRACION. Por definicién Dc(0) es la ftnica funcién lineal en
L(R,E) tal gque la curva g:R——— E dada por g(t)= u+ Dc(0)+t es
tangente a ¢ en t=0 si e= Dc(0)+1l, entonces g= c. m

LEMA 2,2.19

Supongamnos ¢, Y ¢, son curvas por el punto m € M y ademads son

tangentes en m, sea f:M——— N una funcién entre variedades
diferenciables entonces :t‘oc1 Y f<>c2 son tangentes en f(m) € N.

DEMOSTRACION. P.D. D(yofec,) (0)= D(yofoc ) (0).

& )
Sabemos que Yofec = (Yofop 1)o(q)oci) i=1,2. ¥ Euf::‘-':o.
- Epsy iy

por 0.1.3 tenemos que D(yofec ) (0)= D(yofop 1y (0) *D(pec ) (0) D& "Pz
AT

Blbtagr

pero por hipotesis, D(goocl) (0)= D((pocz) (0), entonces
D(yofoc ) (0)= D(W°f°@_1)(0)'0(@°cz)(0)= D(Yofec ) (0). Asi fec vy
foc2 son tangentes en f(m). ]
Siendo un hecho gue sucede lo anterior, podemos justificar 1lo
siguiente.

DEFINICION 2.2.20

Sea f:M——— N una funcién entre variedades, definimos la
tangente de f (Tf) por:

Tf:TM———— TN dada por Tf([c]m)= [foc]”m).
Tf estd bien definida pues, si escogemos cualquier otro
representante de clase [c]m, digamos C v entonces ¢ vy c, son
tangentes en m y por lo tanta :It‘oc1 Yy fec son tangentes en f(m), esto

es [foc]“m)= [foc ] Yy por construccidén se sigque dgque el

1°r(m '
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' giguiente diagrama es conmutativo.

™—L___, TN

Lol

m—TI N
Es decir fo"J’H= SfNon

TEOREMA 2,2,21
(i) Supongamos que f:M——— N y g:N——— P son funciones de

clase C” entre variedades, entonces gef:M——— P es una funcidén de

clase C°y T(gef)= TgeTf.
(ii) Si h:M——> M es la funcién identidad entonces

Th:TM——— TM es la funcién identidad.
5.
(1ii) Si f:M—— N es un difeomorfismo entonces Tf:TM——— TN

es una biyeccién y (Tf) = T(£ 7).
DEMOSTRACION, (i). Sean (U,¢),(V,¥)y (W,p) cartas de M,N y P, con

f(U) ¢ Vy g(V) ¢ W, entonces tenemos para la representacién local
-1 -1 -1 l
of = ogof o = oo otfief e = of 0.1.2
(gof) o= Pogefep = pogey Yofop uo° oy | )
por lo tanto gof es de clase C'

luego T(g-f) = [gefecC] y

[Clm (gof) (m)

(Tg-Tf) = Tg({[f-c] }=[gefec] por lo que T(gef)= Tg-Tf.

[Clm f(m) {gef) (m)

(ii). Es inmediato de la definicion de T pues

T (l{c] )= [h°C}h(m,= (el -

(iii). £ vy f'son difeomorfismos con fof ' la identidad sobre N,
mientras f 'of es la identidad sobre M, por lo que usando (i) y (ii)

Tf-Tf = es la identidad sobre TN, Tf 'oTf es la identidad sobre TM =

h2



LEMA 2.2,22

Sean U ¢ E vy V ¢ F (E,F espacios de Banach) subconjuntos

abiertos y f:U-——— V una funcidén de clase c¢'. 5i i:UXE—— TU es

la funcidén i(u,e) = c 1, entonces el siquiente diagrama es conmu-
tativo.
fl
UXE——— UXF
i i
Tf

T(U)——> T(V)

[fecC Tambien se cumple la siguiente igualdad

uejf(u) )

(ief’) (u,e)= 1i(f(u),Df(u) (e))= a condicién de (que

[cf‘(‘u) ,Df(u)e]

las siguientes curvas sean tangentes para t= 0

tp————a f(utte) y tf|—— f(u)}+ t(Df(u) (e)) pero es claro de la

definicidén de derivada y de 2.2.19 ]
&

El lema anterior nos muestra gque si identificamos UXE con T(U)
por medio de i, entonces podemos identificar f’/ y Tf.

LEMA 2.2.23

Si f:U ¢ RE=——— V ¢ R"es un difeomorfismo, entonces
Tf:UXE——— VXF es un Iisomorfismo entre haces vectoriales loca-

les.

DEMOSTRACION.

"Ya que Tf(u,e)= (f(u),Df(u)(e)), entonces Tf es una funcidn entre
haces vectoriales locales, pero como f es difeomorfismo entonces
(Tf) '= T(f™') es también una funcién entre haces vectoriales loca-
les, y por tanto Tf es isomorfismo entre haces vectoriales

locales. ]

Para una carta (U,p) sobre una variedad diferenciable M,

podemos construir:
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Te:TU—— T(p(U)), entonces Tp es una biyeccidn, ya que ¢ es un
difeomorfismo, por lo tanto sobre TM podemos decir que (TU,Tp) es
una carta de haz vectorial 1local. Nétese que tenemos un haz

vectorial local especial donde las fibras tienen la misma dimension

que la base.
LEMA 2.2.24
Sea M una subvariedad suave k-dimensional de 1la variedad
n-dimensional R". Si (U,p) es una carta para R® con la propiedad de
subvariedad para M, entonces (TU,T¢) es una carta para R™" tal gue:
Tp (TUNTM) = T (¢ (U)n(R*X{0}XR*X{0}))
DEMOSTRACION

Sea (U,p) que cumple con la hipdtesis; por 2.2.19 la funcién

Tp:TU——— Tp(TU) es biyectiva sobre el conjunto Te(TU) = T(p(U)) =
&

tp(U)XIRn el cual es abierto en Rmﬂ por lo tanto (TU,T¢) es una carta

para R”™. Finalmente

T (TUNTM) = Tp(T(UnM)) = T(p(UnM)) = T(p(U)n(R*X{0})) =
= [(#(U)n(RX{0}) In[ (RX{0})X(R"X{0})] = T (U)n(RX{0}XRX{0}) "
TEOREMA 2.2.25

Sea M una variedad diferenciable y # un atlas de cartas

admisibles, entonces:

TA= {(TU,T@): (U,p) € 4 } es un atlas de haz vectorial de TM llamado

el atlas natural.

DEMOSTRACION. Ya que por definicidén la unidén de los dominios de las

cartas del atlas 4 es M, la unidén de las correspondientes TU es TM.

Ahora debemos ver gué pasa en las intersecciones. Supongamos.que

TU;W TU;# 2, entonces Ugwlﬁi @ ¥ la funcidén interseccion o cambio
-1

-1 1 s o
de coordenadas ¢ o, es formada por restriccidn de . a
i J ]

@jﬂ%n Uj), asi debemos verificar que quic('r(,oj)“1 es un isomor-

54



fismo entre haces vectoriales locales, pero esto lo garantiza el

lema 2.2.23 -

Por lo tanto TM tiene un estructura de haz vectorial natural
inducido por la estructura diferenciable de M. TM es 2n-dimensional
de Hausdorff y segundoc numerable.

T Hausdorff:

Sean v =® v, ¢ ™ si TI(VI) # T[(Vz), entonces hay vecindades V1

- & -1 -1 = i1 -1
Y Vz, Vin V2~— g ¥y 7 (Vl)n n (Vz) e, asl que v, e T (Vl) Y v, €

n"i(vz). Si H(v1) rr(Vz) € Vc M, (V,p) es una carta V.V, € TmM '

con Tt(V1) = n(vz) m.

TM es segundo numerable:

Si (V,¢) es una carta en la estructura diferenciable F con

funciones coordenadas xi, . ..,xl, definimos:;
{5:1‘:(7’?1—*——9 R>' cémo ¢(v) = [xl(n(v)),...,xl(n(v)),dxl(v),...,dxl(v)]
¢ es uno-uno y manda abiertos en abiertos de R°.
{ 5"1('1!) t W es abierto en IRZI,r (V,p) € F } es una base para la
topologia de TM:

Sea v €« TM ( v « TM ), entonces v e T (Vv), (V,p) es una
carta en M vy v € § (p(V)). Si v € ¢ "(W)n ¢ '(V), entonces existe

un abierto ¢ ' contenido en este tal que V e p ' (v).

PROPOSICION 2.2,26

8i m € M, entonces 3';1(m)= TM es una fibra de TM y su base B
es difeomorfa a M por la proyeccidn ff‘HIB:B———) M.
DEMOSTRACION. Sea (U,p) una carta local que contiene a m, con
p:U——— ¢(U) v p(m)= u, entonces Tp:TM|U—— ¢ (U)XE es una
carta natural de TM, T(p_l({u}XE)= Tfp_l{[cue]: e € E }, por la
definicién de Tp, y esto es exactamente TmM asi ﬂ'MIB es una

biyeccidén y su representacidén local para Ty y ¢ respectivamente, es
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ja identificacion natural ¢(U)X{0}—— ¢(U), la cual es un

difeomorfismo local.
OBSERVACION 2.2,27

De lo anterior podemos observar que M puede ser identificada

con la seccion cero de TM.

PROPOSICION 2.2.28

Si M y N son variedades diferenciables y f:M——> N una
funcién de clase C“l, entonces Tf:TM——— TN es una funcidn entre

haces tangentes de clase C'.
DEMOSTRACION. Es suficiente verificar que es una funcidn entre haces
vectoriales locales usando el atlas natural. Para m € M tomando

cartas (U,¢) y (V,¥) sobre M y N respectivamente, conm € U y p(m) ¢

& -
vy £, Wefop ' es de clase €', luego usando (TU,Tp) para TM y

(TV,Ty) para TN, debemos verificar que (Tf)T@Tw es una funcién entre

haces vectoriales locales de clase C' pero tenemos que :

(T£) gy~ TYoTfoTp = T(f,y)r ¥ TEy,(u,e)= (£, (w),Df  (u)-e) y esta

es una funcién entre haces vectoriales de clase C'. a
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CAPITULO 3
CALCULO DIFERENCIAL EN VARIEDADES

Este capitulo ha sido dividido en dos secciones. La primera se
ha elaborado para estudiar campos vectoriales sobre variedades
diferenciales y sus flujos, en la segunda, operadores diferenciales
como por ejemplo " la derivada de Lie " que es una generalizacidn de
lo que conocemos en el cdlculo diferencial de varias variables cdémo
la derivada direccional de una funcidén en la direccién de algn
vector. Ademds obtendremos la derivada de un campo vectorial en la
direccién de otro campo, y la relacidn que esto guarda con sus
respectivos flujos. El material aqui expuesto es de gran importancia
para el estudio de sistemas dindmicos sobre variedades diferen-

& :
ciablesg, un tema que aqui no se toca ya que no es el objetivo de

este trabajo.

§ 3.1 CAMPOS VECTORIALES Y FLUJOS SOBRE VARIEDADES DIFERENCIELES
En esta primera seccién definiremos lo gue es un campo
vectorial sobre una variedad diferenciable, después veremos lo que
es un flujo, y estableceremos algunas relaciones y propiedades de
ambos conceptos, para después, en la seccién proxima, ver qué es lo
gque sucede con los flujos y campos sobre variedades al evaluarlos en
funciones suaves.

DEFINICION 3.1.1

Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial X sobre M

es una funcién X:M—— TM tal que X(m) € TMVYme M.

Esto se puede ver como una seccidn del haz tangente TM de M. Es de-

cir § oX = id .
M ¥
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El conjunto de todos los campos vectoriales de clase ¢’ es
denotado por ¥ (M) y el conjunto de campos vectoriales de clase c”
por ¥” (M) o solamente por X(M).

En otras palabras un campo vectorial asigna a cada punto de M

un vector anclado en ese punto. ver la figura 3.1

figura 3.1

EJEMPLO.

(1). Consideremos el campo de fuerza dado por la ley de

gravitacién universal de Newton. Aqui la variedad es R3—{0}, y el
campo vectorial es:

-—mMG (X,y,z)  _—mMGr

2 3
(x2+y2+z2)3/ r

F(x,y,2}) = dond
onde

m = masa del cuerpo de prueba

masa del cuerpo central

=
Il

2,172

(x2+ya+z } %, ver la figura 3.2

Lo}
il

"R




figura 3.2

(2). La funcién %:R— Tmz, dada por X(x,y) = ({(x,y).,(-y.,x))

es un campo vectorial sobre Rz, puesto dgue %#NR = idmz. Véase la
figura 3.3
@1
figura 3.3

A continuacidn daremos algunos resultados gque involucran campos
vectoriales sobre una variedad M. Si M= U es un subconjunto abierto
de R", entonces el campo vectorial sobre U es una funcién X:U——
UXE (E espacio vectorial)de la forma X(X)= (¥X,V(X)), llamaremos a Vv

la parte principal de X.( V(X):U—— R. )

Si M es una variedad y ¢:U ¢ M——— V ¢ R” es una carta para M,

entonces un campo vectorial X sobre M, induce un campo vectorial
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¥ sobre E llamado la representacién local de X y se obtiene de forma
natural por:
R (X)= TpeR(p™ (X)) .
DEFINICION 3.1.2
Sea M una variedad diferenciable y X € ¥(M). Una curva integral
de X por m € M es una curva ¢ por el punto m tal que c’(t)= X(c(t))

para cada t € I (I dominio de ¢ con 0 € I ). Vver la figura 3.4

BIBLIOTECA
DE CIEMCY: " v28
YHAT .o

EL SABER DE WIS HUOK
HARA MT GRANDEZA

figura 3.4

Si M= U ¢ R", una curva c(t) es curva integral de K:U—Q——e TU
cuando ¢(t)= X(c(t)) donde c¢(t)= dc/dt.

Si X es un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M y

X representa la parte principal de estas representaciones locales en

una carta ¢, entonces una curva ¢ es una curva integral de X

cuando

9C ty= %(S(t)) ( sistema de ecuaciones diferenciales )

donde c= pec (la representacién local de c)

Si M es una n-variedad y las representaciones locales de X y ¢




1 1 .
scon (X ,...,5) y (¢ ,...,c") respectivamente, entonces c es una
curva integral de X cuando satisface el siguiente sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias:

¢t (ty= xi(c' (), ..., c" (L))

*

- -
.

* 1 1
c™(t)= X (c (t),...,Cc(t)).
DEFINICION 3.1.3
Un campo vectorial X, sobre una variedad M se dice gque es

completo, si toda curva integral para X, estda definida en todo R.

EJEMPLO
E1l campo vectorial sobre R® dado por:
X(x,¥) = ((5,¥),(-Y,%))
tieng para cada punto (a,b) € IRZ, la curva integral c:R—— R>
c(t) = (acost - bsent, asent + bcost)

cada curva integral est& definida sobre todo R y por lo tanto X es

completo.

NOTACION

Si M es una variedad diferenciable, denotaremos por Diff” (M),
el conjunto de todos los difeomorfismos de clase c” de M sobre M,

LEMA 3.1.4

El conjunto Diffm(u) es un grupo bajo la operacidén composicién.

DEFINICION 3.1.5

Un flujo sobre una variedad M es una funcién F:R— > Diff" (M)
tal que para cada s y t € R, F(s+t) = F(s)-.F(t), ademas esto lo

denctaremos por Ft.



pDEFINICIONES 3.1.6
(1). Un puntc m € M se llama punto singularlde X e ¥X(M), si
X (m)=0.
(2). X € ¥(M) se llama campo vectorial no cero, si X(m)=#0 V me M
(3). El1 soporte de un campo vectorial X ¥(M) es la cerradura de

conjunto { m € M: X(m)= 0}.

EJEMPLOS
(1) . la siguiente funcién es un flujo, sobre 1la variedad
diferenciable R:
. 0 t.

F :R—— Diff (R) dada por tb—— e’id
(2). Un ejemplo de un flujo sobre la variedad diferenciable RZ,
es la funcioén:
g . o, 2
- Ft:R————» Diff (R") dada por

th—— (cost(idl)—sent(idz), sent(idl) + cost(idz))

§ 3.2 OPERADORES DIFERENCIALES (DERIVADA DE LIE)

En esta seccidn veremos algunos operadores, gque al aplicarlos

a campos vectoriales y a funciones definidas en alguna variedad
tienen cierto comportamiento, el cual serd de gran utilidad al

desarrollar la teoria de integracién de formas sobre cubos para

después extenderia a un contexto mas general, que sera la integracién
sobre una variedad.

Empezaremos discutiende 1la accién de funciones sobre otras

funciones y campos vectoriales. Primero estableceremos lo siguiente.

NOTACION

Con Cr(M,F) denctaremos el espacio de funciones de clase C',
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f:M——> F, donde M es una variedad diferenciable y F es un espacio
de Banach (R") y para abreviar escribiremos % (M)= C'(M,R), %(M)=
c”(M,R).

OBSERVACION 3.2.1
%" (M) tiene estructura de Algebra, pues para f,g v h « ?r(M),

el producto f-g definido por f-g(m)= f(m)-g(m) V m € M, obedece a
las propiedades algebraicas usuales del producto de funciones:

f-g= g-f y f(g+h)= f+g+ f+h
DEFINICIONES 3.2.2

(1) . Sea y:M——— N una funcién de clase ¢" entre variedades y

f ¢ ¥ (N), se define el pull-back de f por ¥ por:

Y E= Fof € F(M).
Q"f}

(2). Si ¥ es un difeomorfismo de clase € y X e I (M) el

push~forward de X por ¢ es definido por:
U X= Tyedop™ e I'(N).

La razén de los nombres se muestra en la figura 3.5

figura 3.5

Podemos intercambiar pull~back por push-forward cambiando ¢ por




w,—1 definiendo ¥, (respectivamente ¥) por ¥, = (w_H*
(respectivamente w*= (wqj*). De aqul que el push-forward de una
funcién f sobre M es Y f= fol/f1 y el pull-back de un campo vectorial
Y sobre N es w*w= (TW)ﬂowow; aqui Py debe ser un difeomorfismo para
gue el push-forward y el pull-back tengan sentido.

DEFINICION 3.2.3

Sea ¢:M——» N una funcién entre variedades de clase C~, los

campos vVectoriales X e« M) y Y e ¥ Y(N), se dicen estar

y~-relacionados denotado X ¥ Y si TyoX= Yoy.
OBSERVACION 3.2.4

Si ¥ es un difeomorfismo y X y ¥ estan y-relacionados entonces
Y= ¥ ,X. En general X puede estar y-relacionado con mds de un campo
vectorial sobre N. La y-relacién se rige por el siguiente diagrama

Fia}
conmutativo:

TM—JBLFA TN

Ix I Y
M—-—ﬂ———a N
PROPOSICION 3.2.5

(i) . pull-back y push-forward, son funciones 1lineales vy
V(Eg) = D W9, ¥(fa)= () (0g), mas atn si x ¥y, i=1,2
v a,b € R entonces ax1+ bﬂag aV1+—bW2.

(ii). Para Yy:M——— N, ¢:N———— P con M,N y P variedades, se
tiene (®oy) = yo & y (%o Y),= &, Y, si X e (M), ¥ € E(N) y Z «
X(P), X Q-W ¥y Y 2 Z entonces xéiwz.

DEMOSTRACION.
(1). ¥ (£+g)= (f+g)oy= foy+ goy= Y £+ §'g
Y, (£+g)= (£+g) oy = foy '+ goy = Y, f+ ¥,9.

ahora



W (E-g)= (£:g)o¥= (£o¥) (go¥)= (V'F) (¥'g)
U, (£29)= (£:@) ey = (£47) (go¥ )= (¥,£) (¥,9) -
por otra parte si X(i 4 Y, i= 1,2 a,b € R, entonces
TW(aX1+ bK2)= aTwoR1+ bTw0X2= aV1°w+ szow es decir
aﬂ1+ bﬂz 4 aV1+ bWz.
(ii). la relacidén que se da aqul entre funciones es una simple

consecuencia de las definicones anteriores. Ahora para la segunda

parte se prueba en el siguiente sentido;
T(Qolp) e = T@OTWDX: T@o‘ﬂod]: 20@0‘”’ luego x@:w y A -

El comportamiento de flujos bajo estas operaciones es el

siguiente.

PROPOSICION 3.2.6

ﬁSea ¥:M——— N una funcién de clase C” entre variedades y X €
Ir(M;; Y e ¥ (N), entonces X ¥ v si y s6lo si woF:= F{ow.
Donde Ff b F: denotan el flujo de X e Y respectivamente.En pérticu—

lar si Y es un difeomorfismo, entonces Y= Yy XK si y sblo si F:=
X -1

YeF oy~

DEMOSTRACION,

(¢) para m € M se tiene la relaciénr(WoF:)(m)= (FioW)(m); tomando la

derivada con respecto a t en la relacidén anterior,

X ¥
tenemos TW[ag;(m)]= gzt(W(m)).

Por la regla de la cadena y la definicién de flujo se sigue que

X
v (5= T (i) = (TvereF) (m)
aFt = Y (F" = (YoF' -
y I (m))= W(F (Y(m))= (Y-F'ey) (m) asi que

(TonoFfoW)(m)= (YowoF:)(m) lo cual es equivalente a Ty RX=Yoy pof lo

gue X 4 Y.

(*) Supongamos que se satisface la relacidn TyYoX= Yoy, sea c(t)=



que denota la curva integral de X através de m € M, entonces
(8) = (95 = Ty x(e(t)))= ¥ (W) (6)).

_decir que ¢ec es una curva integral de Y através de yY(c(0))=
entonces tenemos que (YoF,) (m)= (Yoc) (t)= F, (¥(m)). "
e lo anterior observamos que el flujo del push-forward de
éo vectorial, es el push-forward de este de este flujo.
lamaremos a woFtow'1 el push-forward de F, por ¥, cuando

n difeomorfismo Yy:M—— N. Ver la figura 3.6

figura 3.6
stros le 1llamaremos espacio cotangente de M en m. De 1la

ea fiM——> R, suave y Tf:TM——— TR= RXR. Llamaremos un
tangente para R con base en el punto A € R al par (A,;i),
el punto u es la parte principal. Asi Tf actda sobre un

VeTMen la siguiente forma Tf(v)= (f(m),df (m)-(v))= Tf(m,v).
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por lo tanto aqui definimos para cada elemento m € M el elemento
df (m) € TiM, df es una seccidn de TM Yy es llamado campo covectorial
o'una (1-forma).
DEFINICION 3,2.8

El campo covectorial df :M——— T'M es llamado la diferencial
de f.
OBSERVACION 3.2.9

Si f es de clase €' r<w, entonces df es de clase C" .
CONSIDERACIONES LOCALES

Ahora trabajaremos con df en cartas locales para f € F(M), si
p:U ¢ M—— V < R" es una carta local para M, entonces la repre-
-sentacién local de f es una funcién f:V—— R definida‘por f=
fotp'l. La representacién local de Tf es la funcidén tangente para
varigaades locales TF(X,v)= (f(X),DEf(X)-v). Como podemos ver, la
representaciéon local de df es la derivada de la representacidn local

de £, es decir Df.

DEFINICION 3.2.10

Sea f € F (M) vy X € ¥ (M), se define la derivada direccional
o derivada de Lie de f a lo largo de X por:
fo(m)= X[fl(m)= df (m)*X(m) para m € M
denctaremos X[f]= df (X) la funcién mf~——~+ X[f](m) € R.
CONSIDERACIONES LOCALES
La representacidn local de X[f] en una carta estd dada por 1la
funcién de valor real X}—— DEf(X)+%X(X), donde f ,y X son las
representaciones locales de f y K..
Como es M de dimensién finita entonces se tiene’

R[f]= L,f= z%;m‘

i=1

67



PROPOSICION 3.2.11

(i) Supongamos y:M——— N es un difeomorfismo entre variedades,

entonces L, es natural respecto al push-forward por ¥. esto es, para

cada £ ¢ F(M) LW X(w*f)= w*Lﬂf, lo cual se ilustra en el siguiente
*

diagrama conmutativo:
¥
F(M)——> F(N)

[x [1x
frf(u)—w*——> F (N)

(ii). Lx es natural con respecto a restricciones, esto es para U ¢ M

abierto v £ € F(M) se tiene Lmu(f“”: (fo)IU 6 si |UF(M)——

% (U), entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

o F () —" s %(v)
lLX lLﬂlu
|U

F (M) ———> F(U)

DEMOSTRACION,

(1). Si n € N entonces por definicidn de LK vy la regla de 1a‘cadena

cadena para d, se tiene que:

L, y(V.£) ()= d(£§’ ) (¥, X) (n)= d(£F" ) (n)+ (TYeXef" ) (n)=
= af (¥ (n)) (X=y™) (n)= Y, (Lyf) (n) V n € N.

(ii). Es directo del hecho de que d(f|U)= (df)|U y esto es claro de

la definicién de d n

Puesto que w*= (wq)* la derivada de Lie es también natural con

respecto al pull-back por ¥.

Ahora veremos dque LX satiface la regla de Leibnitz.
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PROPOSICION 3.2.12

(i) La funcién LX:?rﬂn———~—+ " '(M) es una derivacién, esto
es para f,g € ¥ (M) se tiene Ly (f:g)= gL,f+ fL,g

(ii). 8i C es una funcidén constante , LXC= o
DEMOSTRACION, (i). Se sigue de la definicién de fo Yy la regla del
producto para df.
(ii). Es directo de la definicién.

La conexidn entre fo, y el flujo de X es la siguiente.
PROPOSICION 3.2.13

Sea f € Cm(ﬁ,mn) Xekt” (M) vy supongamos due Ft es el flujo

definido por X, entonces:

d p'f= FL £
dt’t " TtTx

DEMOSTRACION. Por la regla de la cadana y la definicidén de 1la
diferencial (Df) y el flujo de un campo vectorial por m € M,

A (F£) (m)= S(£oF,) (m)= af (F, (m)) -5~ ar (F, (m)) X (F, (m))=_

*
=(Lyf) (F,(m))=(F Lyf) (m) .
OBSERVACION 3.2,.14
. _ d * _

En el caso particular en el que t= 0, HE(th)’um_ fo.
PROPOSICION 3.2.15

Sea M una variedad suave la coleccién de operadores Lx para X e
x”(M), definidos sobre C”(M,R") y tomando valores en C"(M,R"), forma
un espacio vectorial real y también un %(M)-médulo con (fLX)(g) =
f(LXg), entonces se tiene que L O fo. |
DEMOSTRACION. Que es un espacio vectorial real es obvio pues, si
X,¥ €« ¥(M) vy f ¢ C"'(M,F) y m € M, entonces
(1). (LK+V)f(m)= Df (m) (X+Y) (m)= Df (m})X(m}+ Df (m)Y¥(m)=

= (Lyf+ Lyf) (m)= Ly+ L,
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(ii). Sea ¢ € R, entonces L f(m) Df (m)cX(m)= cDf (m)X (m)= (chf)(m)
= cL, por lo tanto el conjunto de todos los operadores Lx es un
espaclio vectorial real.
Ahora si f € ¥(M), entonces fo= fLX u
PROPOSICION 3.2.16

Sea U ¢ R" un abierto y sea D:¥(U)—— %(U) una derivacién
cualesquiera, entonces existe un campo vectorial X € X(U) tal que
fo= Df , £ € F(U).
DEMOSTRACION. Para demostrar la afirmacién anterior mostraremos gque
para cualquier a € U y para cualquier f € ¥(U) se cumple:

naf

BX a
i=1

En efecto, tomemos la expansidén de Taylor de f en alguna vecindad VvV

Df (a)= g, (a) para alguna g < F(U)

sufigientemente pequena de a € U, esto es

n n

2
Fx= Zgi a (X'-a)+ lzg—x%ﬂatxi-aﬁ (X'-al)+- VX eV

1=1 i, j=1
n

asi Df(a)= Zg; ElD(X)(a), si tomanos 9= D(Xi), entonces la pro-

i=1

posicién queda probada
DEFINICION 3.2,17 (CORCHETES DE LIE)

Sea M una variedad y X,Y € ¥(M) entonces [X,Y¥]= wa es el unico

cémpo vectorial sobre M que satisface :
[X,¥][£f]= X[¥[{f]]- ¥[X[f]] en la interseccidén de sus domihios
v £ e C°(U,R) U c M abierto.

LRV es llamada la derivada de Lie de Y con respecto a X & el

corchete de Lie de X e Y.
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TEOREMA 3.2.18

Sea M una variedad suave y X,¥Y € ¥(M). Si ademas X tiene un
flujo Ft, entonces —g-E(F:Y()= F:(LXW) en los puntos donde Ft esta de-
finido.

DEMOSTRACION. Si t= 0 la formula se transforma en:
d

dtlantW = LHW .............. (1)
Asumiendo (1)
- d F Y= F F Y= F LY
(F ¥)= ds =0 45 tag' TNt

Hasta aqui la fdérmula en el teorema sigue siendo equivalente a (1),
los dos lados de (1) son derivaciones vectoriales, entonces para

probar ambos lados operaremos para una funcion arbitraria f e

Cm(M,Rn), ahora

nﬂf)‘,
d(FY) (£ (m)[,_= gt|t=o[df(m)-(TF wF_YoF,) (m)] =
d
=4 _FlYIFE]) (m)

usando gue gtth_ F Lyf y la regla de Leibnitz se tiene:

X[Y[£]](m)- Y[X[(£]](m)= [X,Y][£](m) : n
Nétese que en el procedimiento de prueba anterior el siguiente
dato es de gran utilidad, si g:M——— N es un difeomorfismo y Y e
¥(M) entonces para £ € F(M) (9 Y)[£]= @ (W[pE])rerereeceees (2)
DEFINICION 3.2.19 (ALTERNATIVA DE CORCHETES DE LIE)
Sean X,Y € I“’(M), y Ft el flujo asociado a X , E1 campo

vectorial de clase c” , Lx\f= [X,¥] sobre M definido por:

[X,Y]= gt e c)(F Y) es llamada la derivada de Lie de Y con respecto a

X 6 el corchete de Lie de X,Y.
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Podemos ahora "derivar" las propiedades Dbasicas de los
corchetes de Lie.
PROPOSICION 3.2.20

El corchete [X,¥Y] sobre ¥(M), Jjunto con la estructura de
espacio vectorial real de X¥(M) forma una algebra de Lie esto es:
(i). [ , } es bi-lineal es decir [(X,+ %X, ¥]= [X Y]+ [X,¥]. y

[X, ¥+ Y] = [X,¥ ] + [X,Y,]
(ii). [X,X]= 0 V X € ¥(M).
(iii). [X,[Y,Z})+ [Y,[Z,X]]+ [Z,[X,¥]]= O ¥ X,Y,Z € ¥(M).
(Identidad de Jacobi).
DEMOSTRACION. La prueba es directa aplicando el corchete a una
funcién arbitraria. n
NOTA 3.2.21

@'Notemos que [X,¥Y] sobre Ir(M) con r<w no es una algebra de Lie,

pués [X,Y] € ¥ (M) para X,¥Y € ¥ (M).
OBSERVACION 3.2.22

En la proposicién anterior:
(i). implica [X,¥]= - [¥,X].
(ii). implica lo sigquiente:

[X+Y,%+¥]= 0 = [X,R]+ [X,¥]+ [Y,X]+ [Y,Y¥] »
[X,¥]+ [Y,X]= [X+Y,%X+¥]- [X,X]-[Y¥,¥].

tambien (iii). puede ser escrito como
L,(¥,Z]= (LY, Z]+ [W,sz], es decir el corchete de Lie es una
derivacién.
PROPOSICION 3.2.23

(1). Si Y:M——— N es un difeomorfismo y X e X¥(M), entonces
L, :¥(M)——— ¥(M) es natural con respecto al push-forward por ¥ esto

X
es, Ly Xy Y= W,LXW.- o lo que es lo mismo, [Y X, ¥ Y]= Y [X,¥] y asi el
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siguiente diagrama es conmutativo:

£(M)—p—> I(N)
*
le le*x
v,
I(M)———— I (N)
(ii). LK es natural respecto a restricciones, esto es, para U c M
abierto se tiene [X|U,Y|U]= [X,¥]IU y el siguiente diagrama es

conmutativo:
(M) — s E(U)
ILK l Lxlu
|U
I(M)— s Z(U)
DEMOSTRACION.

(i). Sea f € F(V), V abierto en N, v y(m)=n € V, Por (2) para cual-
QUié% Z  X(M) ((y,Z)[f]) (m)= Z[fey](m) por lo que (¥,[%X,¥])[f](n)=
(R, Y][fep(m)= X[(¥,Y)[£]ey](m)— Y[ (¥ X)[f]o¥](m)=
=P, X)) [WY) [(£11(n)- (¥, ¥) [ (VX)) [F]1(n)= [¥,%,¥,Y][£f](n) luego
Y [X,Y]= [V X, ¥Y].
(ii). Se sigue del hecho de que d(f|U)= (df)|U
REPRESENTACIONES LOCALES
Calculemos ahora la expresién local para [X,Y¥]. Sea ¢:U—o V

¢ R” una carta sobre M, y sean las representaciones locales de X,Y

dadas por X,Y respectivamente, asi

~

X,¥:v—— R", y la representacién local de [X,¥] es [X,Y¥], esto es
[X,¥)1[£1(X)= X(Y[£11(X)~- V[X[(£1](X)=
D(Y(£1) (X)X (X)- D(X[F]) (X)V(X)=
D(D(f) (X) V(X)) & (X)- D(D(F) (X)X (X)) ¥ (X)=
(D(F) (X)D¥ (X) +¥ () D* (£ (x))) K (x) - (D(F) (X) DX (x)+F (x)D*(f (x))) ¥ (X)=

Df (X) (DY (X)X (X)-DE(X)¥ (X)), y la representacién local de [X,Y] es
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DY%~- DXY.
Ahora =i M es una varjedad y la carta ¢ estd dada por las
coordenadas (Xl,...,X“), entonces los calculos dados en los
términos de las componentes de [¥,Y] son: [X Y]’= (LyLy,~L L) X'=
Jqy P
Ly (Ly [®]) ~Ly (L, [%])

5 j
ax 8%
Lx[ § ax‘w] Lw[ § a3k ]

i=1

= Ly (¥)- L (X)-wazz-z VLN

i=1 i=1

J
[X,¥] = E:[ x'- o, ]

J
_ BX 8
[X,¥]= [——1K ]axl .

PROPOSICION 3.2.24
&y

Para todo X € ¥(M), L, es una derivacién sobre (¥(M),¥(M)) esto

X

es, Ly, es R-lineal, y Ly (£:¥)= (L, f)¥+ f(L,Y).

DEMOSTRACION. Para g € Cw(U,IR) con U ¢ M abierto, tenemos

[X,£¥){g]= Ly(Lgyg)~ LpyLyg= Ly (fLyg)- fLyL,g=
=(Lyf)Lyg+ fLyL,g- fL, L g. Asi [X,f¥]= (L,f)+ f[X,¥] »
PROPOSICION 3.2.25

Sean X,Y € ¥ (M) y sean F ,G, los flujos correspondientes a

estos campos. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i). [(%,¥]= 0
(ii). Fly= ¥
(iii). 6%= X
(iv). F o G= G~ F .
DEMOSTRACION. Fo G= Go F, e G= Fo Go F, pero esto es

s = t )

equivalente a Y= F:V es decir (ii).e (iv). y similarmente (iii}. <
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. . * _ d . _ - _
(iv) . Ahora si Ft‘ﬂ-— Y entonces [X,¥] = (—EltzoFtW-— 0= [X,¥]= LXV_ 0 =
d p'v- 9| " y= F'[%,¥]= 0 i Fy tant t= 0
FEF Y= g5l ooFen I= F (X, Y]= , asi que F Y es constante en t= 0 >
F:w= Y, asi (i). > (ii). analogamente (i).e (iii) n




CAPITULOC 4
FORMAS DIFERENCIALES

En este capitulo, se hard un estudio breve del algebra exterior
de tensores covariantes, lo cual es esencial para definir lo que es
una forma diferencial y algunas propiedades de ellas. Este capitulo
esta dividido en dos secciones, la primera, puramente algebraica y
la segunda se puede ver como un caso particular de la anterior ya
gque al trabajar con formas diferenciales estaremos trabajando con un

tipo particular de tensores covariantes.

§ 4.1 ALGEBRA EXTERIOR DE LOS TENSORES COVARIANTES

En estd seccién se estudian algunas propiedades de los tensores
covariantes, gue son de gran importancia en la definicién ylestudio
de 1%? formas diferenciales.
DEFINICION 4,1.1

Sea V un espacio vectorial sobre R Y sea 5: el conjunto:
5: (V)= L, ...,v',v,...,V;R) (r-copias de V y s-copias de V).
los elementos de 5:(V) son llamados tensores en V contravariantes
de orden r y covariantes de orden s 6 simplemente del tipo (;).

En nuestro caso, trabajaremos solamente con  tensores

. . . . 0 . .
covariantes, es decir, del tipo (k) pues son de gran importancia
para el estudio de las formas diferenciales y el calculo sobre estas.
sdélo mensionaremos k-tensores & tensores de orden k, diciendo con

ello que se estd trabajando con tensores covariantes.
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NOTACION

El conjunto de todos los tensores (covariantes) de orden k en V
se denotara por 5k(V). S1i T € Ek(V), por definicidén se tiene que T

es una funcidn multilineal TV— 5 R.

DEFINICION 4.1.2 (SUMA Y PRODUCTO TENSORIAL)
Para S,T ¢ sk(V) y a € R definamos:
(1). (S+T) (V1""’Vk)= S(vl,...,vk)+ T(vi,...,vk_) € R.
(as) (V1’ .o ,vk)= aS(vl, ‘e ,vk) € R.
(2). Si S8 € (V) y T e 3'(V) se define el producto tensoria:

SeT e 3 (V) por:

SQT(VN""Vk'vku""’vku): S(v1""'vk)“T(vk+1"'"vk+1) € R.

il
OBSERVACTION 4.1.3

3(V) es un espacio vectorial sobre R.

EJEMPLOS
(1). E1 producto interior < , > es un tensor de orden k, es decir
<, > e 3¥MRY.

(2) Algo no menos importante, el tensor determinante en J"(R").

Al intentar generalizar esta funcién, se debe recordar que al cambi=-

ar dos columnas de una matriz, cambia el signo del determinante.

PROPIEDADES DEL PRODUCTC TENSORIAL
{(1i). (S1+ Sz)®T= S1®T+ SZ®T
(i1). S@(T1+ T2)= S®T1+ SeT,

(iii). (aS)eT= Se(aT)= a(SeT) a € R

(iv). (S@T)®T1= S@(T@Tl)
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DEMOSTRACION
(i). Sean S, S, € J(V), vy T e 3°(V), entonces

(S,+ S)oT = (S+ 8)0T(V ..o/ V,,V, yeeee,V, ) =

+1 k+m

=(S1+ Sz) (vl,...,an)T(vl,...,vk+ ) =

m

)=

= S1(V1’ ‘e ,vk+m)---T(v1, e ,vk+m)+ Sz(v1, .ea ,Vk+m)»--T(v1, .o ,vkm):

= [S1 (V1' - ,vk+m)+ Sz(vl, - ,vkm) ]---T(vl, ce el Vo
= 8 T+ S eT
1 2
(ii). (iii). (iv). se demuestran de forma andloga, es decir,

directamente siguiendo la definicién. n

NOTACION
Los productos (S@T)@T1 Y S@(T@Ti) se designan simplemente por
S@T@'_%f y los productos de orden superior T1®'"®T,- se denotan de

forma analoga.

OBSERVACION 4.1.4

BI(V) es el espacio vectorial dual V*, es decir, S e BI(V) 5

S:V———— R.

TEOREMA 4.1.5
Sea Vire+-,V una base para V y sea Prreces®, la base dual,

con ¢ (v)= & _. Entonces el conjunto de todos 1los productos
1% 1,3

tensoriales de k-factores A N 1= i ,...,1= n, es una base

1 k

para Bk(V) y ademds tiene dimensién n*.

DEMOSTRACION. Se tiene que

1 s1 j1=11,...,jk-ik

P, & - BP V. peee,V )= 8] - 81 j = {
1k if 1 1 K7k 0 en otro caso.
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ahora si Wo,..., W, SON k vectores con
n

W= E aij--- vj vy Te Z)k(V) , entonces
1
j=1

n

T(Wl, .ae ,wk)= Zaijl---akjkT(vji, . ,vjk)m

J1, ..., k=1
n

= ET e,V ) @@ W ,eee;W
(Vn’ r ik) ‘011 q}ik( 1’ i k)
i1, ...1ik=1

n

asi T= ZT(VM' RETAME @ 8 " 99 por consiguiente
11, ...,1k=1

n

k P . -
¢,,& -~ ®p,  generan a 3 (V). Supdngase ahora gque exXisten nlmeros

a ,...,a_tales que a ~p @srep = 0
it’ ! ik q Z il,,,ik P11 LT

11,000,1k=1
aplicando ambos miembros de esta igualdad a (Vi jrese,V, ) se cbtiene
L 0 por lo tanto P, 0 ep son linealmente
indépendientes [
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DEFINICION 4.1.6

Si f:V—— W es una aplicacidén lineal se define la siguiente
aplicacién lineal : f*:{)k(W)———> BR(V) por
f*T(V1, ‘e ,vk)= T(f(vl) p e ,f(vk)) donde
T e W) v Viieew v o€ V.
OBSERVACION 4.1.7

Se puede probar que f*(S®T)= £'sef’T.
TEOREMA 4.1.8

S1 T es un producto interior en V, entonces existe una base
V. ye.-,V para vV tal dque T(Vi,Vj)=5ij (Tal base se denomina
ortomormal respecto a T), ademds existe un isomorfismo f:R":—
V tal que T(f(X),f(¥Y))= <X,¥> para X,Y € R”. es decir £'T= < , >.
DEMOSTRACION. Sea W ye..,W una base para V se define (procesoc de

m\
Gram-Schmidt) .

W i=w
1 1
T(w'1,wz2)
= - M T T ayg !
WoT W, T(w’!,w') vy
1’71
T(wi?,w3) T{(w’'2,wW3)
W'z W - H_TL.’—_ ow’— ...._"_’...._....nwf
3 3 T(wl,wi) 1 T(wz,wz) 2
Es féacil ver dque T(w;,w;)z 0 si i = j y si wi® 0 entonces
’ r
T(wi,wj)> o.
f
Definamos V.= ——Y¥ 1 | El isomorfismo f gueda definido por
AT (wr,wl)

f(ei)= v,
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DEFINICION 4.1.9

Un tensor de orden k, W € Z\k(V) se llama alternado si:

w(vl,...,vi,...,vﬁ,...,vk) = = W(vl,...,vj,...,vi,...,vk) para todo
V1""'Vi""'vj""’VL e V.
NOTACION

El conjunto de todos los tensores de orden Kk alternados se
denotara por Ak(V) , ¥ por construccién es un subespacio de 51‘(\!) .

DEFINICION 4.1.10

Si T e 3(V) se define Alt(T) por:

Alt(T) (V1' .o ,vk): E!Z sgncr-T(vo_m oo ,vo_(k))
gESK _
donde Sk es el grupo de todas las permutaciones de los nameros

{1, ...k}
TEOREMA 4.1.11
(1). Si T e 3“(V), entonces Alt(T) e A*(V).
(2). Si W e A¥(V), entonces, Alt(W)= W
(3). Si T e 3(V), entonces Alt(Alt(T))= Alt(T)

DEMOSTRACION.

(1). Sea (i,j) la permutacidén gque cambia entre si 1i,j
(trasposicién) y deja a todos los otros nimeros fijos.

sioc e S Sea o0'= c(i.j), entonces

AtLl(T) (vl,...,Vj,...,vi,...,vk)=
1 sgno+T (v v v v =
k! g 60 AR TS | LA A, OO S A cr(k))"
JesSk
1 sgno-T (v Y eV cee,V )=
k! oy’ ooy Flom! oK)

Jesk



....__]; - LA = -
= k!}; sgno T(Vo’u)""'va’m)) Alt(T)(vl,...,vk)
oglesk

(2). Si We A(V) y o= (i,j), entonces

W( )= sgna-W(vl,...,vi)

Vomy ' " Vow
puesto gque cada o es un producto de permutaciones de la forma (i,j),

esta igualdad se verifica para toda ¢, por lo tanto:

— 1 . =
ALE(W) (v, .0V )= E!Engna WV Vou!™
TeSk

1
= E!E:sgna-W(vl,...,vk)= W(vl,...,vk) [
OESK
(3). Es condicidén inmediata de (1) y (2), pues si1 T € 5k(V),

entonces AlE(T) € Ak(V) por (1), y Alt(Alt(T))= Alt(T) por (2).m
DEFINICION 4,1.12
®F1 producto exterior WAS € A (V) por:

_ (k+1)!

WAS= —ETIT—Alt(WES)
PROPIEDADES
Sea a € R
(1) . (W1+-W2)An= WlAn+ WzAn _ )
bilinealidad

(2). WA(n1+ n2)= Whn1+ WAﬂz

(3). aWan= Waan= a(Wan)
(4) . Wan= (—1)k1nAW anti-conmutatividad
(5). £ (Wam)= £ (W)AF (n)
TEOREMA 4.1.13
Si s e 3(V), T e 3 (V) vy Alt(S)= 0, entonces:
Alt(SeT)= Alt(TeS)= 0

DEMOSTRACION. (k+1) !AL1t(SeT)(V ...,V )=

k+1

= 5 e,V T .« :
E:sgna (Va7 Vouw ) T Ve 1 Vo ey
TESk +L
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S8i G < Sk+1 estd formada por todas las o que dejan K+1,... k+l fijos

entonces:
. e,V «T «en,V =
E:sgno SVamy Vow) T Vo ! Vo)
oec
= L v .. hd P =
[Zngf S( o'’ ’VO"(k)) ] T(Vk+1’ 'Vk+1) 0
ocl'esk

Supongamos ahora gque o, ¢ G, sea G'0‘0= { oo, : O € G } y sea

e,V = P * se sigue gque
Vo ! "7 (k+1) Wy T gue q
4] (o]
S(v e e,V T(V e,V =
E SgNo=S (Vo i s 1 Vo) ) T (Vo) Vo er1))

OEG 00

= . ’. . » - & @® = :

[sgno E sgno S(wo’u)" ’Wo’uo)]T(WLu’ ,wku) 0
olec

Observemos que G n G-cro= @ pués si o € G n G-cro, entonces o= 0"-0‘0

-1 . ¢
para alguna ¢’ € G Y 0= c(c’) € G, que es una contradiccién.

&
Se puede continuar de esta forma descomponiendo S en subconjuntos
ajenos, la suma extendida a cada subconjunto es 0, de manera dque

la suma extendida a qu es 0. La relacién Alt(TeS)= 0 se demuestra

de manera similar
TEOREMA 4.1.14

Alt (Alt(WeS)eT)= Alt(WeSeT)= Alt(WeAlt (SeT)).
DEMOSTRACION. Se tiene Alt(Alt(SeT)-SeT)= Alt(SeT)-Alt(SeT)= 0 ,y en
virtud del teorema anterior se tiene:

0= Alt(We[Alt(SeT)-SeT])= Alt(WeAlt(SeT))- (WeSeT).

La otra igualdad se prueba de forma andloga. ]
TEOREMA 4.1.15

siweANYW), 8seA(V) y Te A"(V), entonces:

_ _ (k+1+m) !
(WAS) AT= WA (SAT)= ~ETTET~Alt(W®S®T).

(2]



_ (k+1+m) ! _
DEMOSTRACION. (WAS)AT= 3 sirAlE ((WAS) oT)

1
E];ii;?r)n: (]]ET;I_')I “Alt (WeSeT). La otra igualdad es andloga. =

NOTACION
Tanto (WAS)AT como WA(SAT) se indicarid simplemente por WASAT 'y
el producto de orden superior WA...AW se define de forma an&aloga.
Si Vieees,V es una base para V y Pore--rp €S la base dual

. k
entonces podemos construir una base para N (V).

TEOREMA 4.1.16
El conjunto de todas los productos @ Aeeenp 1= i1<...<iki n

n! (

k . .y ' n
es una base para A (V) gque tiene dimensién (k)= KT (n=K) T En

particular /\"(V)-—* {0} para k>n ).

DEM%STRACION. Si W e /\k(V) c Sk(V), entonces podemos expresar a W

= @@ si
como W Zail...ikq)ll (pik' a

11,¢0.,1k

11,000,1k

Puesto que cada Alt(tpu@- --®p ) es el producto de una constante (0
6 *i/k!) por una de las P, A--enp , estos elementos generan a

/\k(V) . Ahora supongamos que existen @ reees@, tales que

a L ere@ P @ c0p = 0, aplicando a ambos miembros (vu, . ,vm)

11,.000,1k

se obtiene due a,, .= 0, entonces p,0cep,  son linealmente
independientes y por 1lo tanto P A-- AP SON linealmente

independientes., "

OBSERVACION 4.1,17

Si V tiene dimensidén n se deduce del teorema anterior que A" (V)

tiene dimensién 1.
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TEOREMA 4.1.18

n

Sea Virees,V_una base para V y sea W e A"(V) gi W = Ea_jvl
1
i=1

i=l,...,n son n vectores en V, entonces:
W(wl, ‘e ,wn) = det(aij) 'W(Vl, . ,vn) .

DEMOSTRACION., Se define T € 3 (R") por:

n n
T((all'.."aln)'.."(anl’...’ann))z W[Jg?jivj".';g?jnvj ] =9 T E
AYR"), T= Adet para algln A € R y A= T(e,-+-,2)= W(V,...,V) =

El teorema anterior muestra que un tensor W antisimétrico,
no nulo, separa el conjunto de las bases de V en dos subconjuntos
ajenos, aquellos con W(vl,...,v;)> 0 y aquellos para las cuales
W(vl,...,vn)< 0. si Virese V.Y W,...,Ww son dos bases y A= (a”)
esta definido por W = }:aijvj, entonces Vigeoeod Vo Y W, eeo, W estin
en g% mismo subconjunto si y s6lo si det(A)> 0.

Este criterio es independiente de W y puede utilizarse siempre para

dividir las bases de V en dos subconjuntos ajenos.

DEFINICION 4.1.19

Cada uno de los subconjuntos de los que se habla anteriormente
es una orientacién para V, la orientacién a 1la que pertenecen
Vire--, vV se indicara por [vi..;,vl y la otra orientacidn se
indicara por -[vl,...,vn], o bien por MY K respectivamente.

En R" se define la orientacidén usual por [el,...,en].

" E1 hechec de que dimA"Wf)= 1 no es nuevo puesto que det, se

define como el {nico elemento W e A™(R") tal que
‘W(el,...,en)= 1. Para un espacio vectorial V en general no existe un
criterio de esta clase para distinguir un particular W e A" (V).

Supbéngase, sin embargo, que se ha dado un producto interior T

para V. Si VI,...,V v Wl,...,w son dos bases para V que son
n n
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ortonormales con respecto a T y la matriz A= (aij) esta definida por

n

n
j)= Zaijale(vk,v1)= Zaikajk.
j=1 k,1=1 k=1

n

W = Za_lv , entonces é&ij = T(wi,w
1

En otras palabras si A designa la matriz transpuesta de A, entonces

A-A'= I de manera que det(A)= %1,
Ademds se sigue del teorema anterior que si W e A"(V) satisface
W(vi,...,vn)= *1, entonces W(W1"""Wn)= 1.

Si se ha dado una orientacidn p para V se deduce gque existe un
dinico W e A"(V) tal que W(Vl,...,vn)= 1 siempre dque Virwe.,V_ sSea
una base ortonormal tal dgue [vi,...,vn}= - Esta dnica H_se
denomina elemento de volumen de V, determinado por el producto
interior T y la orientacidén u. ' :

OBSERVACION 4.,1,.20
& obsérvese que det, es el elemento de volumen de R" determinado
por el producto interior usuwal y la orientacién usual, y que

Idet(vl,...,vn) |, es el volumen del paralelepipedo generado por los

vectores VireeosV .
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§ 4,2 FORMAS DIFERENCIALES
En esta seccién denotaremos por Rp al conjunto de todos los vectores
de R" con origen en el punto p € R', o bien el conjunto de todos los

pares (p,v) con v € R' (vectores v € R’ trasladados a p sin perder

longitud ni direccién )}, ver la figura 4.1

} figura 4.1

Podemos trasladar la base de R al punto p € R" y asi R" y_R:
son naturalmente isomorfos.

Por similitud con el espacio R" definamos en Rp las siguientes
operaciones:
i). Sean (p,v) y (p,w) € RpP definimos la suma por:

(p,V)+ (P,W)= (p,V+w) e Rp.
ii). Sea (p,v) € Ro ¥y a € R, definimos el producto por escalares en
Rp por:
a(p,v)= (p,av).

Asi Rp resulta ser un espacio vectorial, el cual a su vez

resulta ser el espacic tangente a R® en el punto p (TpR").

OBSERVACION 4.2.1

Obsérvese que si elegimos un vector en cada Rp obtenemos un

campo vectorial.
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El espacio vectorial Rp estd intimamente relacionado con el
espacio R", y muchas de las propiedades de R°, tienen sus
equivalentes en Rp; en particular podemos definir el producto
interior usual para Rp, < , >p que se define por:

<vp,wp>p= <v,w> donde v = (P,v) para facilitar la notacién.

Ademas la orientacidén usual para Rp es [(el)p, P (en)p] .

DEFINICION 4.2.2

Consideremos una funcidn w(P) e /\k(IRS). A esta funcidén se le

llama forma de orden K.

NOTA

A la funcidn definida anteriormente también se la conoce como

k~-forma o forma diferencial de orden k.

&5
~ Ahora si {p0,...,0 0} es la base dual de {(el)p,...,(en)p}
(tp1 (e}) (p)= 8131), entonces:
@(r)= Zwu....,ik(P)'[‘pu(pm'anik(p)} :

11<.. .<ik

para ciertas funciones W“, .o ,Wik . La forma W se llama
continuamente diferenciable, si estas funciones lo son.

NOTACION

El conjunto de todas las formas diferenciales de orden k en un

espacio vectorial V lo denotaremos por /\k(V) .

En este trabajo supéndremos siempre que las formas y los campos

vectoriales son de clase c”.
OBSERVACION 4.2.3

(1). La suma w + n, el producto w-n, y el producto exterior wam,

se heredan de la estructura de subespacio de /\k(V) del espacio {Sk(V).
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(2). Una funcién f se considera una forma de orden 0, 1luego
entonces f-w se escribe tambien como faw, ( Aqui f:Rp—— R ).

(3). Sea f:R—— R, diferenciable, entonces Df(p) e A'(R%).
Asi, podemos obtener una l-forma df, definida por:

daf (p) (v )= DI (p) (V)

Como caso particular considérese la 1-forma ar'. Se
acostumbra indicar la funcién m' por %', |
OBSERVACION 4.2.4

De lo anterior observamos que:

dx' (p) (v )= am’ (p) (v )= D' (p) (V)= V'
Ademas se observa due { dxi(p),...,dx“(p) } es la base dual de

{ (el)p, cees (en)p }, asi cada k-forma se puede escribir como
n

1 1
W= Wi ,eee,idxXtAa.. . AdxX
_ E 1 Kk
&
11<...41k

TEOREMA 4.2.5
Si f:R"—— R es diferenciable, entonces:

daf= le— Ax et an— dx" & con la notacién clasica

_9f .1 .. 8 . n
df= Zadx +eret wondx

DEMOSTRACION. df (p) (v )= Df (p) (V)= )n:vl-Dif(p)= )rfdx‘(p) (V) *D,£(p)
i=1 i=1

- 1 o df .4
.entonces df= } D f-dx= ) éisdx . =
i=1 1=1

4,2.6 COMPORTAMIENTO BAJO FUNCIONES

Sea f:R——— R diferenciable, entonces se tiene una
transformacién lineal Df(P):R——— R'. Asi de una manera natural
podemos obtener una transformacidén lineal f:Rp——> RFp) definida
por:

£f.(v )= (DE(P) (V)

Esta aplicacidén lineal induce otra aplicacidén lineal
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£ AN (RP ) ) —— A" (Rp) .

Si w es una k-forma en R", se puede definir una k-forma £f'w en
R" por (f*w)(P)= f*(w(P)). Esto significa que si Ve V€ Rp, se
tiene f*w(P) (V1""’Vk)= w(f(P))(f*(vl),...,f*(vk)). Ver la figura

4.2

BIBLIOTECA
DECIENCE " 1 48

YHA L s

EL SABER BE WIS HLIOS
HARA MI GRANDEZA

&

figura 4.2

TEOREMA 4.2.7

Sea f:R"—-— R" diferenciable, entonces:
b1} n

. * i i J_ af% J
(1). £ (dx'}= ZDJf dx= Z&J-dx
3=1 J=1
(ii). £ (o+ w)= £ (W)+ £ ()
(iii). £ (gew)= (fog)-f w
(iv). £ (wAn)= £ (W)Af (7).
DEMOSTRACION.

(i). £ (ax') (p) (v)= ax' (£ (P) (£,v.)=

dx‘(f(p))[ ZVJ---DJfl(P) yeee, TV Djfm(P) ]f(P)= ):vj---Djfi(P)=
j=1 1=1 j=1

EDjfi(P)--- ax’ (p) (V).

(ii). y (iii). se siguen directamente de la definicidon. (iv)

es consecuencia directa del producto exterior tensorial. n
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OBSERVACION 4.2.8

Observemos que si aplicamos el teorema anterior se obtiene:
f*(deiAdx2+ QdXZAdX3)=

=(Pof) [£ (dx')Af (dx7) ]+ (Qef) [£ (Ax2)Af (dx’) 7.

TEOREMA 4.2.9
Si f:R"—— R" es diferenciable, entonces:
£ (hdx'A...Adx")= (hof)f (detf’)-dx'a...Adx"
DEMOSTRACION.
Por la parte (iii). del teorema anterior se tiene que
£ (hdx'A. . .Adx™) = (hof) £ (dx’A...Adx")
por lo cual basta probar que:
£ (dx'A. . .AdX")= (detf’)-dx'A...Adx"
SeégP € R" y sea A= (ahj) la matriz de f’(P), entonces:
£5(Ax'A. . AdX") (€, v, 0 )= AX'A.. o AAXP(fLe, ..., fe )=
1 n *1 *n

n n
1 n
dx A...AdX a e =
1§11191’ ;g?niei

1
= det(a,)-dx A...Adxn(el,...,en). n
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CAPITULG 5
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL EXTERIOR

Este capitulo se ha dividido en tres secciones. En la primera
se define un operador muy importante para el estudio de formas,
este es el operador derivada exterior, para después en la segunda
seccidbn, con la ayuda de este operador caracterizar geométricamente
a los espacios y esto lo haremos atraves del lema de Poincaré. En la
tercera y Gltima seccidn definiremos la integracién de formas sobre
cadenas y estableceremos un resultado clasico del calcule integral,
el " Teorema de Stokes ".

& 5.1 DIFERENCIAL EXTERIOR

En esta seccidn definiremos y estudiaremos algunas propiedades
importantes de un operador, al cual le llamaremos "la diferencial
extg%ior de una forma diferencial". |
Este operador aumenta el orden en una unidad a una forma diferencial
y aparecera en la definicidn de la integral de formas diferenciales
sobre cadenas.

DEFINICION 5.1,1 ( DIFERENCIAL EXTERIOR )

Llamaremos diferencial exterior al operador
d:Ak(R“y————» Ab”(R“) el cual actda de la siquiente manera:

851 w = E:MH,...,%dXHA...AdX% es una k-forma, entonces 1la

il...<ik

diferencial de w esta dada por:

1
dw= Zdwil, ceay ik/\dx M. . AdX'x =

ik

11<,..%
n
. o i i
Z Z Da(wll,...,ik)---dx AdX 1A. . . AAX &k

t1<...<ik =1

an



TEOREMA 5,.1,.2

(i). d{(w + 7)= dw + dn

(ii). Si w es una k—-forma y  es una l-forma, entonces:

d(wan)= dwan + (-1)%wadn

(iii). d(dw)= 0, abreviadamente d°= 0

(iv). Si w es una k-forma en R® 0 ¢ A*(R") y £:R"—> R"
es una funcién difenciable, entonces f*(dw)= d(f*w).
DEMOSTRACION.

(1). Es directo de la definicién.

(ii). La igualdad es cilerta si w= ax'ia. . .Adx'x y
n= dx'1A. . .AdX 'k, puesto que todos los términos se anulan. La igual-
dad se comprueba facilmente cuando w es una 0O-forma. la igualdad en

general, se puede deducir de (i) y de las observaciones.
@ n
(iii). Puesto que dw= E: E:Da(wh,...,%)anAdXHA...Adék,
11<. . .<1kt=1

se tiene que

n n
o i i
d(dw) = Z ZZDG’B(&)“,...,m)deAdx Adx 1A, . . AdX k.

11<....<ik=18=1
En estas sumas los términos
B, 1,8, 1,1 i
Da,B(wli,...,lk)dX A AdX 1A, . L AdX &
_ o 1 i
vy DB,a(mH""’%)dx AdXBAdX1A...Aka
Y estas se anulan por parejas.
(iv) . La prueba se hace por induccidén en k:
Supéngase, que (iv) es cierto cuando w es una k-forma. Basta
. probar (iv) para una (k+l1l)-forma del tipo wadx'. Entonces se tiene:

£¥(d(wndx') )= £ (dwadx' + (-1)"wad(dx'))=

= £ (dwadx')= £ (dw)af (dx')= d(f wrf (dx'))= d(f (wrdx')) .
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DEFINICION 5.1.3
Una forma w se llama cerrada si dw= 0

Una forma w se llama exacta si existe una (k-1)-forma 7 tal

gue W= dn.

OBSERVACION 5,1.4

El teorema anterior muestra que toda forma exacta es cerrada.

Resulta natural preguntarse si toda forma cerrada es exacta 6

bajo qué condiciones esto sucede.

Si w estd definida sélo en un subconjunto de RZ, puede ocurrir
que no exista una funcién f tal que df= w. Un ejemplo clasico es el

siguiente gue muestra gque no toda forma cerrada es exacta.

EJEMPLO,
@\.

Sea w la siguiente 1-forma, definida en Rz—{O}.

p 4

w = —L ax +
2, 2

dy
x%+y %24y

la idea es demostrar que una forma cerrada no es, necesariamente

exacta.
La 1-forma » es usualmente denotada por do, para:
6(x,y)= m+ arctan(y/x) con dominio {(x,y) € R : (x,¥y) # 0 } pero
w = d&@ solamente en RZ-{O}. Esto es

-.como podemos observar,

mostrado en la figura 5.1

figura 5.1
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Asi, w no es igual a df para cualquier funcién f de clase c'
f:IR2-{0}—————> R. En verdad, si w = df, entonces df = do sobre IRZ—{O}

af 80 af _ a8

< 2 . .
asi d(f-8)= 0 en R™-{0} lo cual implica que I = &x Y 3y = &y
esto es imposible puesto que f = 6 + cte en R°-{0}. Sin embargo
dw = 0 ( pués d(dg) = 0 en IR2—{0} ). Asi w es cerrada pero no

exacta. Claramente w no es exacta en cualquier vecindad que del 0.

OBSERVACION 5.1.5

Como hemos visto en este ejemplo, el dque una forma cerrada sea
sea exacta depende de la forma geometrica de la regidn.

§ 5,2 LEMA DE POINCARE

En esta seccidén veremos cuando una forma cerrada es exacta.
Par;}ﬁ;ello caracterizaremos algunos conjuntos sobre los cuales toda
forma cerrada es exacta; estos conjuntos son de gran importancia en
la formulacidén del objetivo de esta seccidn gue es establecer y

demostrar el Lema de Poincaré.
n

Supdéngase que w = Zwi-- dx' es una 1-forma en R", y ademas w
t=1
n
resulta ser igual a df = Dif-u dx'. Sse puede suponer que f{0) = 0.
1=1
. 1 1 n
Entonces se tiene f(x) = [ng(tx)dt = [ZDif(tx)«-_xidt =
o 0 t=1
1 n
= wai(tx)---xidt.
0 1=1

Esto sugliere que para encontrar f, dada w, se considere 1la

funcidn I, definida por:

1 n

I (%) = J‘E:w_(tx)»xldt

i
0 1=t
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Obsérvese gue la funcidn I, tiene sentido si w estda definida
sélo en un conjunto abierto A ¢ R", con la propiedad de que siempre
que X € A, el segmento de recta de Oda X esté contenido en A.
DEFINICION 5,2.1

Un conjunto A ¢ R", es estrellado respecto a 0 si para todo

X € A el segmento de recta que une a X con 0 estd siempre contenido

en A, ver la figura 5.2

&
- figura 5.2

TEOREMA 5.2.2 ( LEMA DE POINCARE )
8i A ¢ R", es un conjunto abierto estrellado respecto de 0,
entonces toda forma cerrada en A es exacta.

DEMOSTRACION.

Se define una funcidén I, en la que a cada I1-forma le

corresponde una (l1-l)-forma ( para cada 1 ), tal gque I(0) = 0y
w = I(dw) + d(Iw) para cada forma w. Se deduce que w = d(Iw) si
dw = 0. Sea w = E:wil,,,HMdXHA...dXH; como A es estrellado se

11<4a44%<i1

puede definir:

I B ' A
Iw(x)=§: Ez—l)a 1[J't11wH,,,il(tX)dt]X}q"dxHA...AdX}dA...AdXil
0

il..<il =1

La demostracién de que w = I(dw) + d(Iw) se hara usando

cdlculo: Tenemos que
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1
d(1 ) = 12 ” ' (tx)dt]dxim.../\dx‘x +
W o 1lrff11
11<...%il

A

1 n
1 _ . .
+Z Z Z(—l) a-1 U tIDJ_ (Wi, 1,) (tx) dt] 2 % dxIadxia. . . adxian
0 _

§<eea<il O=1 j=1

Y S

se tiene también:

Z Z D(wi,,,i)dXAdX1A...AXm.

I1<a...<i1 jJ=1

Aplicando I a la (I+1)~forma dw se tiene gque

I(dw) Z Z[Itn (wi rrel )(tx)dt]x dx'1a. . .Adx'1-.

L.<il j=1

Z Z Z( 1* [J.:tlnj (Wi ;7,1)) (EX) dt] x' % axdadx’ia. ..

11<seas<ll j=t o=1

W\ia
e e AdX TAL. .Adx .

Sumando se eliminan las sumas triples, y se obtiene:

1
d(I,) + I(dw) = Z 1 U t‘“*wil,,,11(tx)dt]dx‘m...Adx11+...

11<...4¢11

- 1 .
+ Z Z[J' tIXJDj(wil,,,il) (tx)dtk)]dx’m. ..Adx' =
! 0

11<e..<11 j=1

1
= Z U %E[tlwilrrril(t}()]dt]dX"IA...AdXil =
0

11<...<il

=Z Wi gt Cdx'ia. . oadx = w. (]

i1<a. %t
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§ 5.3 INTEGRACION EN CADENAS ( TEOREMA DE STOKES )
En esta seccidn definiremos algunos conceptos gue seran de gran
importancia, comoc lo son las cadenas, los cubos y sus caras los

cuales nos permitiran generalizar la definicidn de integral miltiple

de Riemann a la integral de formas sobre cadenas, para después

establecer el teorema de Stokes.

NOTACION

Denotaremos por [a,b]” a, b € R, a<b, el preducte de factores
[a,bl]X...X[a,b]; [a,b]n c R".
DEFINICION 5.3.1

Un cubo singular n-dimensional o n-cubo en A ¢ R, es una

funcién continua c¢:[0,1]—— A.
H

Adoptaremos la convencidén de representar [0,1]0 = {0}, o bien por

R°. Y un O-cubo singular en A es una funcidn f:{0}———— A ( un punto

en A ).
OBSERVACION 5.3.2

Un l1l-cubo singular en A es una curva.

DEFINICION 5.3.3

El n-cubo normal o tipico en R" es 1la funcidn continua

I":[0,1]"—— R" definida por I"(X) = X para toda X ¢ [0,1]".
Ser& preciso considerar sumas formales de n-cubos singulares
en A, es decir, expresiones de la forma:

6c - 3c¢c_ + 5c
1 2 3

donde €,/¢, Y ¢ son n-cubos singulares en A.

no



DEFINICION 5.3.4

n
Una n-cadena singular en A es una suma Eaﬁﬂ donde a, € Z, no
1

i=1

necesariamente todas distintas, y cada ¢ es un n-cubo singular en
1

A.
Para cada n-cadena singular ¢ en A. Se definird una
(n-1)-~cadena en A, llamada la frontera de c y la denotaremos por dc.

para la definicién precisa de 4I" se requieren algunos

conceptos que definiremos a continuacién,

DEFINICION 5.3.5

Para cada i, 1s=isn, se definen dos (n-1)-cubos singulares

o Th jl):[0,1]“‘1—~———> [0,1]" 1llamados (i,0) e (i,l)-caras de
r f

1" respectivamente por

1 n-1
)

n n 1 -1 i
& I(1 D)(X) =TI (X ,v.e,X ,0,% ,...,%
- ’
1 i-1 i n-1
= (X ,ee0,X ,0,X ,.0..,X 7)

1

n n 1 i- i
I“'i)(X) = I (X, 000X ,1,¥,...,%

1 1-1 i n
= (X ,eee,X ,1,%X,...,%

EJEMPLO

Observemos las caras de las siguientes figuras, [0,1]2 y [0,1].

ver figura 5.3

BIBLIOTF
DE Cigne » ‘%Aé
i \i’ H,é” e m.d ’
A AL s Ao

figura 5.3
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DEFINICION 5.3.6

Definamos 81" la frontera de I" por:

n
no_ - i+i.n
) ) T

i=1 o=0,1

DEFINICION 5.3.7
Para un n-cubo singular c:{0,1]—— A se define la

(i,a)-cara, c m:[O,l]"'l—————) A por:
)

n
Ca,m - € (I(i,oz)

n
_ gy 1HOE
o =) ) ey

i=n 0=0,1

y despues:

n
Finalmente definiremos la frontera de una n-cadena )jalc‘ .por:

i=1
n n
& =
o Yo ) = Yooty
i=1 i=1
TEOREMA 5.3.8
Si ¢ es una n-cadena en A, entonces 34(8c) = 0 lo cual

abreviamos por 8 = 0.
DEMOSTRACION.

Sea isj y considérese (I si X e [0,11"% entonces

)
(1, (5,87

por la definicidén de la (j,B)-cara se tiene:

n __ on n-1 _

(Iu,a))(J,B)(X) - Iu,a)(I(J,B)(X)) -
]

) =

_ Ln, 1 i-1 i j-1 j n-
= I(X ,eu X 40,X ;eee,X ,B,X ,-0.,X

n 1
= I(i’w(x PR

-1 } n-1
’B’x 'I..'X

2

).

Andlogamente:

n
(I(J'+1,!3))
- _ n 1
o L, p (v X

n i i-
= I'(X ,...,X%

- (I(j+1,B))

n

(j+1, B
i-1

(X} = I (If o (X)) =
2) —
2

1 J n-
By X e X )

(1,00
i n-
PO X 000, X

1 i i-
JO,X L., X

Asi, (1"

(1,04:))(1,8) para 1=3 y se deduce

(i, o)
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facilmente de la misma forma, para cada n-cubo singular c, gque

= (¢ cuande i=j. Ahora:
(c(i,a))(j,B) ( (j+1,B))(i,a) J

9(de) = [ZZ uac“'w ] -

i=1 o=0,1

zz ZZ B 1+d+j+B(c(i,¢I))(j,B)'

i=1 0=0,1 j=1 [=0,1

En estas sumatorias (c aparecen

(1,0:)) SN Y (c(j+1,B)) (1,0)
con signos opuestos, asi todos los términos se cancelan por parejas,
por lo gue 4(dc) = 0. Como el teorema es cierto para cada
n-cubo singular, entonces tambien es vAlido para n-cadenas
singulares pues una cadena es una suma formal de n-cubos. n

El hecho de que d = o Y & =0 suguiere una conexi6n entre
cadenas y formas. Esta conexién se establece por integracidén de las
forﬁ%s sobre cadenas.

En lo sucesivo sdlo se consideraran n-cubos diferenciables en
conjuntos abiertos de R" ( un cubo ¢ diferenciable, significa que la
funcidén c es de clase Cm).

DEFINICION 5.3.9
Sea w una k-forma en un abierto U que contiene a [0,1]k

1 k P ' .
con w = f-dx A...Ad¥ para una Gnica funcién f, definida en U.

Se define la integral de w en [0,1]° como

A = |{f
k
[0,1] [0,1]k

Lo gue tambien se puede escribir asi:

deiA,...,Aka = f(xl,...,xk)dxldxz,...,dxk

! [O,l]k [O,IJk
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DEFINICION 5.3.10

Si w es una k-forma en A y c es un k-cubo singular en A, se

define:

*

W= |Cw
Kk
c [0, 11
En particular:
* 1 k 1 k
de1A,...,Aka = (Ik) (fdxt'a,... ,AMdx) = |f(X,...,X )dxl,...,dxk
k k k
1 (0,11 [6,11
Para k = 0, se tiene un caso especial, una O-forma w es una

funcidén continua. Si ¢:{0}———> A es un 0O-cubo singular en A se tiene

w=w(c(0)).
C

k
Ahora, la integral de , sobre una k-cadena c¢ = Z:aic1 se
&

i=

1

define por:

x
W= )a
e 1=1vct

1

EJEMPLO
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OBSERVACION 5,3,11

Podemos observar que la integral de una 1-forma sobre una
l-cadena, es lo que en cdlculo vectorial se le conoce como integral
de linea.

Ademds la integral de una 2-forma sobre un 2-cubo singular es
lo que en calculo integral se le conoce como 1la integral de
superficie.

TEOREMA 5.3.12

Sea ¢:[0,1]"—— R" un n-cubo singular bijectivo con detc’>0,
sobre [0,1]". Sea w©w una n-forma en algin conjunto abierto que

contiene ¢([0,1]"). Si escribimos w = fdx'A...Adx", entonces:

c c(ro0,11M

DEMOSTRACION.
* 1 n
Jw = Jcco = J(foc)(detc’)dxlm...Adx =
c to, 11" fo,11"
= J(foc) |ldete’ [dx'A. . .AdX" = J(foc) |detc’ | = Jf -
[o,11" [o,11" cio,11™h

TEOREMA 5.3.13 ( TEOREMA DE STOKES )

Si w es una (k-1)-forma en A y c es una Kk—-cadena en A,

-1

C

entonces:

DEMOSTRACION.

Supdngase, en primer lugar que c = 1" y » es una (k-1)-forma en

[0,1]k, entonces w es la suma de (k-1)-formas del tipo:

A
1 i k - -
fdx ' A...Adx'A...Adx . Asi, es suficiente probar el teorema para una

de estas (k~1)-formas pues estos son elementos tipicos de una
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(k—-1) -forma diferencial. Obsérvese que:

A
* i k
It.a)(fdxlA...AdX Ae..Adx ) = ) 1 )
[OJ;]k—1 . e X )dx ... dX J=i
’ (0,11

por tanto, sustituyendo la formula para 81" y usando la definicién

de integracién sobre una cadena se obtiene:

k
A A
dex*m e ondxA. L AdXE = z Z(-l)“"‘{l‘fj * (faxtn. . .adx'a. . add) =

k
dl1 j=1 &=0,1

= (-1)i+1[f(x1,...,1,...,xk)dx1...dxk +

{0,11"

+ (*1)1Jf(x1,...,0,...,xk)dxl...dxk
[O,llk

Por otra parte :

iy [ 1 Ai k i 1 Ai k
> d(fdx A...AdX A...AdX) = Difdx AGX A . AQX AL . .AdX =
k

Y1

= («--1)"1 le-- dx'a. . .AdX" = (-l)i"IJle .

k
k fo,11

Ylo,11
Fn virtud del teorema de Fubini y del teorema fundamental de

cialculo se tiene:

. A
d(fdxlA. o AdXA.L . AdXS) =
k

1 L1
A
= (—1)1_1J [ Dif(xl,...,xk)dxl]dxlz\.. Adx'A. L AdXE =
L

0

1 1
A
= (-1)"1J. . .[[f(xl, L, e X B (X e, 0, ¥ 1A L ax L L Ax s
0 0

It

(-1)“ff(x1, iyl ..., Xaxt. L ax” 4

k
{o,1]
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s

A

+(-1)1 f(xi,...,o,...,xk)dxl....dxk = |fax's...Adx'A. . AdX"
k k
[0,11 J1
Por lo tanto |(dw = |w .
Kk k
I Jr1

Ahora si ¢ es un K-cubo singular arbitrario, se tiene:

*

w = |jcw
e 81"
* * *
Por lo tanto: [dw = jc (dw) = |d(cw) = |Jcw = |
k k k
C I I a1 dc

k

Finalmente, si ¢ es una k-cadena ):aici se tiene:
1=1

dw=Zaidw=Zaiw = |w |

c i=1 YCi i=1 ¥ a8ci ac
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CASOS PARTICULARES DEL TEOREMA DE STOKES

A). Supongamos que en el teorema de Stokes tomamos k =1, n = 1

( R ) asi se una tiene l-cadena c:[0,1]—— [a,b] € R; agquil 8c es

un O-cubo, 8c = {b} - {a} vy w es una O-forma es decir w = f para

alguna funcidén diferenciable f entonces dw = f’.Aplicando el teorema

de Stokes:

tenemos: Jf’ = f(b) - f(a)
fa,b]

Que es el Teorema Fundamental del Calculc para una variable.

B). Supongamos k = 2 n = 2, Asi se tiene una 1-forma en R’

P(xl,xz)dx?+ Q(xl,xz)dx2 Yy una 2-cadena en Rz, c:[O,l};——-—e R®

(L) =
@'
Ahora
dw = d(P(x',%x%))dx'+ P(x',x)d(dx’) + d(Q(x",x%))dx’+ 9(x},x%)d(ax)
ap . 1 ap_. 2 1 aQ .1 8Q 4.2 2
= [Eildx + axadx]dx + [ax1dx + axzdx ]dx =
= [g%a - g;;)dx}Adxz. Aplicando el Teorema de Stokes a lo anterior

obtenemos el teorema de Green:

Qg _ 4P 1 2 _ 1 2
[{ [5§1 axz]dx:Adx [(de + Qdx")
c ac

"El teorema de Green nos relaciona la integral de superficie

. . + 2 ' .
sobre el 1nterior de una regidn en R, con la integral de linea a lo
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largo de la frontera de dicha regién.™

€C). Supongamos K = 2, n = 3. Asi, se tiene una 2-cadena

c:[O,l]%——~——+ R3; dc es la frontera de esta superficie orientada vy

sea m = (w, ,7M,,M,) un vector normal a la superficie en r>.

Sea w 1la l-forma

w = P(xl,xz,x3)dx1 + Q(xl,xz,xs)dx? + R(xl,xz,x?)dx3

&y
~ entonces:

_ R, _ 99, (0B, _ R) (09, _ oP N
aw = ((axa 6x3] n1+[6x3 Bxl} n2+[8xl axz] ns] as =
c c

= |Pax! + 0dx® + RAX®

dc

"Este es el clasico Teorema de Stokes que nos relaciona 1la

integral de una superficie orientada en R® con la integral de 1linea

.sobre la frontera de la superficie en Ro".
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CAPITULO 6: CALCULO INTEGRAL EN VARIEDADES

En este capitulo estableceremos lo que es una particién de 1la
unidad, ademids aseguraremos la existencia de particiones de 1la
unidad subordinadas a un atlas de una variedad. También se introdu-
cird el concepto de forma diferencial sobre una variedad diferencia-
ble M, para después pasar a la parte central del capitulo que es la
integracién de formas sobre variedades., Ademds daremos el resultado
mas importante del calculo integral sobre variedades, a saber, el
conocido teorema de Stokes, el cual, se tornara sencillo al
definir la integral de una forma diferencial sobre una cadena.

§ 6.1 FORMAS DIFERENCIALES SOBRE VARIEDADES, ORIENTACION Y

PARTICIONES DE LA UNIDAD.

En esta seccidn se introduciran conceptos de gran importancia,
comg?el de una particién de la unidad, y ademis aseguraremos la
existencia de ella, subordinada a un atlas de una variedad diferen-
ciable. También definiremos conceptos como, forma diferencial sobre
una variedad teniendo siempre en mente la definicién de la misma
sobre el espacio tangente a un espacio euclideano.

DEFINICION 6.1.1

Sea g € ¥(M), el soporte de g ( suppg ) es la cerradura del
conjunto: { me M : g(m) # 0 }.
DEFINICION 6.1.2

Una coleccidn { Ca } de subconjuntos de una variedad M es
llamada localmente finpnita, si para cada m € M, existe una vecindad U
de m, tal que U n C, = @ excepto para un nimero finito de indices «,
es decir, el conjunto:

{Ce{C,}:CnU=2} esun conjunto finito para cada U abierto

de M.
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DEFINICION 6.1.3

Una particidén de la unidad sobre una variedad M, es una
coleccidn { (U,9.) } donde:
(i). { Ui } es una cubierta abierta de M, localmente finita.
(ii). g, < F (M), g&(m) =0VYmeMysuppg c U V i.
(iii). Para cada m € M, Egimn) = 1 ( por (i) esta suma es finita )

i

DEFINICION 6.1.4

Sea 8 = { (Va,wa) } un atlas sobre M. Una particidn de la

unidad subordinada a # es una particién de la unidad { (Ul,gi) },

tal que cada conjuntc abierto U es un subconjunto del dominio de

t .
alguna carta vau)

Si para cualquier atlas #, existe una particién de la unidad

sub%gdinada a éste, entonces diremos que M admite particiones de

la unidad.

NOTA 6.1.5

En paticular si M es Hausdorff y segundo numerable, siempre
admite particiones de la unidad. Esto se prueba en el teorema A3
del apéndice A, al final de este trabajo.

DEFINICION 6.1.6

Sean U y V abiertos en R” y ¢:U—— V un difeomorfismo,

Diremos que ¢ preserva la orientacién si el determinante

Jacobiano det(p) > 0 para cada X € U. Si det(gp) < 0 diremos que ¢

invierte la orientacién.
DEFINICION 6.1.7
Si M es una variedad, v { (Ui,pi) } es una atlas, diremos que

este atlas esta orientado, si todas las funciones de cambios de

-1 . oz
coordenadas ¢,° ¢, preservan la orientacién.
1
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DEFINICION 6.1.8

Dos atlas { (U},wi) Yoy | (Vj,wj) 1 definen la misma
orientacidén o son de orientacidn equivalente si su unidén es un atlas
orientado.

También podemos hablar localmente de una carta (V,¥)
compatible con la orientacién del atlas { (U&,wi) }, si agregando la
carta (V,¥) al atlas, éste sigue siende orientade. Es decir, si
Qe ¥ ' preserva la orientacién cuando U nV=#oao,

DEFINICION 6.,1.9

La relacién entre dos atlas de definir la misma orientacién es
una relacién de equivalencia. Una clase de equivalencia de atlas
orientados define una orientacidén u para la variedad M, o se dice
que M esta orientada y esto lo denotaremos por (M,pu).

oBSEBVACION 6.1.10

También existen variedades no orientadas: Por ejemplo la banda
de Mdbius M, es una 2-variedad en la cudl podemos ver que sobre el
subconjunto 8 ¢ M, S = { ( 2cos8, 2send, 0 ): @ € [0,2r] } hay un
vector v; variando cuando @ varia, pero es imposible elegir de entre
los vectores wo= £,( (0’1)(6,m ) Y sus negativos. Si tenemos una
orientacidn up para p € S, entonces podemos elegir v si [vp,wp] =

gp y —up en otro caso. Esto lo muestra la figura 6.1
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figura 6.1
DEFINICION 6.1.11
Si M es una variedad orientable, con orientacién u, diremos que
i es la orientacidén para 6M y la llamaremos la orientacidédn inducida
para A&M.

ORIENTACION INDUCIDA PARA oM

Si M es una variedad con frontera, y p € M, entonces, pueden
ser?ﬁistinguidos ciertos vectores v e T;M, por el hecho de que para
cualquier sistema de coordenadas ¢:UcM —— H' alrededor de p, el

vector Te(v) es exterior en el sentido de la figura 6.2

figura 6.2
Llamaremos a tales vectores v € T;M, p € M exteriores a M .
Si M tiene una orientacidén u, definiremos la orientacién
inducida 8y para oM por la condicidn de que [V.,...v ] € (a,u)p si
vy s8lo si [w,vl,...,v&q] € up para todo vector exterior w e T;M.

Si u es la orientacién usual de H', entonces, para p = (a,0) €
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H' tenemos:
_ - n-1 _
“-p = [ (el)p".-'(en)p] - ( 1) [ (en)p' (el)p"..'(en—l)p] -

= (-1)"[ (-en)p, (el)P,...,(ewq) ].

Puesto que (—er es un vector exterior, esto muestra gue la
orientacién inducida sobre R"'X{0} = aH" es (-1)" veces la
orientacidn usual,

COMPORTAMIENTO DE LA ORIENTACION,
DEFINICION 6.1.12

Si p:U ¢ M R" es una carta ( sistema de coordenadas ), tal

que:
* * _ .
[o ((e)}r--uvp ((2) )] = Myt
para cada a € M, entonces se dice que ¢ conserva la orientacidn.
8i ¢ es n-cubo singular en (M,u), gue conserva la orientacién,
talﬁﬁue:

8M n c([0,117) = c(no)([o,l]WJ) entonces:

DEFINICION 6,1.13

En caso de tener una variedad M diferenciable y un p-cubo
singular en M, puede ocurrir que exista un conjunto W en R" tal que
[0,1]1° ¢ W, y un sistema de coordenadas ¢:U ¢ M——p(U) = W tal
que c(X) = @*(X) ¥V X € [O,l]p. En este trabajo un p~-cubo en M se
entenderd siempre de este tipo. Si M es orientada, el p-cubo singu-

lar c se dice que conserva la orientacidén si ¢ la conserva.
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DEFINICION 6.1.14

Una funcién w que asigna w(m) € A°(T M) de manera Gnica a cada
m

m e M, se 1llama p~-forma en M, esta funcidén actia de la siguiente

manera:

Sea p:M—— R” un sistema de coordenadas con m = @4(a) a € R,
Y vl,...,vp € ILM. Entonces existen wl,...,wIJ € R: tales que:

e (w) = v, (¢ = (¢7), vy se tiene (p7), (v) = (DpT(a)(v))) )

y se define w(m)(vl,...,vp) = (wgu)(a)(wl,...,wp). (Figura 6.3)
]
figura 6.3
LOCALMENTE.

Si ¢:U ¢ ——— R" es una carta ( sistema de coordenadas ),
entonces (¢—H*Q = p,w es una p-forma en ¢(U) c R”, Se dice que w es
diferenciable, si pw lo es.

NOTACION

Una p-forma w en M se puede escribir como:

1 1
W = E:wil,...ﬂdeIA...Apr

i1<.. <ip

Aqui las funciones wu,...,% estan definidas sobre M.
La definicién de dw dada anteriormente no tiene sentideo aqui
puesto que Dj“m1""'%) no tiene significade alguno. No obstante

exite una via razonable para definir dw.
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TEOREMA 6.1.15

Si M es una variedad diferenciable, (U,p) un sistema de
coordenadas y w es una k-forma en M, entonces

p,(dw) = d(p,w)

DEMOSTRACION,

Para p € M, sea (U,p) un sistema de coordenadas alrededor de p.
Supongamos @ = gdx“/\. ..Adx'®. Usaremos induccién sobre k. Para k =
0 tenemos ¢, (dg) = d(gep,), asumiendo la igualdad para k-1, se tiene

d(p,w) = d((go‘gdx“/\...Adxikﬂ)/\qo*dxik) =

ik-1

= d((p*(gdx“;\...,\dx ))Aw*dxik + 0 puesto que dgo*dxik= 0

= qo'(d(gdxn/\. . ./\clxik'l))/\qp*dxlk y por la hipotesis inductiva
1k)

= ‘P,(dg/\dxuf\. . .Adxik—l) )A(p*dxlk = go,(dg/\dxu/\, . -Adxlk_ll\dx

= 9, (dw) n

EL COMPORTAMIENTO DE UNA FORMA DIFERENCIAL BAJO FUNCIONES
Sea f:M———» N una funcién diferenciable de wuna variedad
diferenciable M en una variedad diferenciable N, y sea w una k-forma

diferenciable en N. Entonces una k-forma en M es denotada por £ 0 Yy

es definida por

* 1 k 1 k
(fW)(V, e, V) = U(f”V ,...,f*V)

Para cualesquiera vectores vl, . .,vk € TmM, f, es la diferen~
cial de la funcién f. En otras palabras el valor de la forma
» .
f w sobre los vectores vi,...,vk es 1lgual al valor de w sobre 1la

imagen de estos vectores como lo ilustra la figura 6.4
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figura 6.4

§ 6.2 INTEGRACION EN VARIEDADES
DEFINICION 6.2.1
Si w es una p~forma en una variedad con frontera M de dimensién
k, ¥ ¢ es un p-cubo singular en M, se define:

Jo - Je

ta, 1%

:Z_f)

OBSERVACION 6.2.2

La integral sobre p-cadenas se define de forma natural, es

P
decir, la integral de una p-forma w sobre una p-cadena ¢ = Yac

i=1

1

estd definida por:
p P
oS - D
c . i=1
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TEOREMA 6.2.,3

si c, c2:[0,1]&————9 M son dos k-cubos singulares
conservan la orientacién en la variedad k-dimensional M y 0 es
k-forma en M, tal que w = 0 en el exterior de ci([o,ljk)

cz([O,l]k), entonces:

-

C1 c2

DEMOSTRACION.

. * w1 * %
Se tilene que Jw = Jclw = J(ca °c1) ca(w)
k
: c1 (o, 1] [0,1]

que -

una

A

(Aqui c;oci, esta definido sélo en un subconjunto de [0,1]k, vy

la seqgunda igualdad se da por la hipdtesis w = 0 en el exterior de
cl(ﬁB,l]k) n cz([o,l]k) ). Entonces basta probar:
-1 * * _ » _
(c2°$1) cz(w) = ca(w)k = |
[o,11 (0,11 c2
Si c:(w) = fdx'A...Adx" Yy c:oc1 se denota por g, entonces

del teorema anterior, se tiene:
-1 * % * 1 k 1 k
(c2 °c1) cz(w) = g {(fdx' A...Adx) = (feg)-detg’/dx A...Adx =
= (fog)ldetg’l-udx:if\.../\dxk puesto que detg’ = det(c;HmH)'> 0.
Ahora el resultado se obtiene del teorema de cambio
variable, es decir:

-1 * * 1 k
J(C2°cﬂ) cz(w) = J(fog)ldetg’ldx:A...Adx = Jw ]
[o,11° [o,11" cz
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DEFINICION 6.2.4

Sea w una k-forma en una variedad k-dimensional orientada M. Si
existe un k-cubo singular gque conserve la orientacidén , tal que

w =0 en el exterior de c([o,l]k), se define:

OBSERVACION 6.2.5

El teorema inmediato anterior nos muestra que I%, no depende de

la eleccidn de c.

DEFINICION 6.2.6
Un subconjunto A ¢ R" tiene medida de Lebesgue cero, si para

cada € > 0 existe un recubrimiento { Ui }tﬂ de A por '"rectangulos

(14
abiertos" tal que EV(U;’ < € (v(Ui) = volumen de Ui).
Ij’ i=1 ‘
TEOREMA 6.2.7

Sea A un recténgulo cerrado en R y f:A—— R una funcién

acotada, sea D_ = { X : f no es continua en X }. Entonces f es

integrable en el sentido de Riemann, si y sélo si D_ es un conjunto

de medida cero.
(véase [3] ).

TEOREMA 6.2.8
(1). Si A es acotado, f:A——— R es una funcidén acotada y Df es

de medida cero entonces la suma:

E:J@»f converge,
A

ped
Donde ¢ es una particién de la unidad subordinada por algln

recubrimiento 0 de A.
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(2). Si D’ es otra cubierta y ¥ es wuna particidén de 1la

unidad subordinada a 0O’, entonces:

i

ZJ“’ £ = ZJw £
; ped A yel 4
DEMOSTRACION,

(1) . Supongamos que A estd contenido en alglin rectangulo cerrac
B, v If(X})| = k para alguna constante M y V X € A. Entonces:

J'*’"f’ - RJ@

A A

Por lo tanto si F ¢ & es cualquier subconjunto finito de &, se

1? tiene que:

p-f ka = kf Z@
EF A "PEF YA A PEF
En B se tiene §:¢ z: = 1, por lo tanto:
per ped
E: l waf I kv(B) asi E: I Jw -f I y asi E:jw -f converge. u
pEF A A PEF” A

(2) 81 ¥ es otra partlclon de la unidad, la coleccién de todos
los {¢, ¥} para ¢ € & v ¢y € ¥ es una particidn de la unidad, pero

¢ -f = 0 excepto en cierto conjunto compacto C, y hay s6lo un nimero

finito de ¥ que no son cero en C, entonces:

Z Iw"f ) Z J Z V-pf = ZJW“‘P-{

{ ped A ped a4 Ye¥ $§$ A
Y anwnf es igual a anf en virtud del mismo razonamiento. »
, $g$ A Yed a
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DEFINICION 6.2.9

Sea w es una Kk-forma arbitraria en M existe un
recubrimiento O de M tal que para cada U ¢ 0O, existe un k-cubo
singular c gue conserva la orientacién en U c c({O,l]k). Sea ¢ una

particién de la unidad para M subordinada por 0. Se define:

o= 2o

Por el teorema anterior la serie converge si M es compacta vy

I% no depende del recubrimiento 0O o de $&.

Todas las definiciones podian haberse dado para una variedad M,
k-dimensional con frontera y orientacién u. En 8M esta la

orientacién inducida, au.
Sea ¢ un k-cubo que conserva la orientacién en M, tal que

& . . . .
c“‘;) estd en 8M, y es la Gnica cara gue tiene todo punto interior
'

en aM.

€ .o COnserva la orientacién si k es par, pero no la conser-
I

va si k es impar pues teniamos que:

k

- - i+0f - k
dc = E: E:( 1) Cum donde € Co(I“’a)).

i=1 d=0,1

DEFINICION 6.2.10

Si w es una (k-1)-forma en M que es 0 en el exterior de

Jw = (—1)ka
au

c([O,l]k) se tiene:

cmgn
. k .
Como € .o 2Parece con coeflcientes (-1) en dc se tiene:
k
Jw = Jw = (-1) Jw = Jw
Kk
a -1y C c au
¢ €00 (x,0)
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§ 6.3 TEOREMA DE STOKES

En esta seccién se demostrara un teorema clisico del célculo
integral, a saber, el teorema de Stokes, el cual resulta senci-
1lo demostrar con la definicién que se tiene de integracidn
de formas diferenciales sobre varidades.
TEOREMA 6.3.1 ( TEOREMA DE STOKES EN VARIEDADES )

Si M es una variedad con frontera, orientada, compacta, de
dimensién k , y @ es una (k-1)-forma en M, entonces:

s

M

Agqui se da a 8M la orientacidn que se induce por M.

DEMOSTRACION.

(i) . Supongamos en primer lugar, que existe un k-cubo singular
que fconserva la orientacién en M-dM tal que w = 0 en el exterior de

c([O,l]k). En vitud del teorema de Stokes en R” y la definicién de

de = Jc*(dw) = Jd(c*w)

k
C (0,11 [0,1]k

dw, se tiene:

il
—_—
o 0
— *
= £

il
——
@» £
Q

Entonces:

M c ac

Por otra parte Jw = 0 puesto que w = 0 en dM.

am
de = Jw = 0
au

M

en este caso:

(ii) . Supéngase ahora que existe un k—-cubo singular en M gque

conserva la orientacidén tal que € oy €5 la lnica cara en éM y 1la
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forma w = 0 en el exterior de c([O,l]k), entonces:

de = de = Jw = Jw
M C dc an

(iii) . Consideremos el caso general. Existe un recubrimiento ©
de M y una particién de la unidad ¢ para M, subordinada a 0, tal gque

para cada ¢ € ¥ la forma ¢ -w es una de los tipos vya considerados

anteriormente, se tiene:

0 =d(1) = d[ §:¢ ] = E:dw de manera que §:d¢Aw =0 ,

ped ped ped
Puesto que M es compacta, ésta es una suma finita y se tiene:

J E:dew = E: deAw por lo tanto:

M ped ped’ M
[ 5 J@..dw -5 Ig,, cpeaw =Y jd((,,..m) -5 Jg, w = j .
Rl
H  ped “u ped ¥ ped " u ped *Ou M
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OBSERVACION 7.2.2

Si llamamos ff al operador dado por:

1,9
con l=p=k, observemos que los elementos de c* estan dados por:

£'= ) g,

En analogia con el operador frontera 8, sobre cadenas daremos

f?(g?) = 3 , donde o? es el j-é&simo simplejo de K de dimensién p

la siguiente definicidn.
DEFINICION 7.2.3

Definiremos un operador cofrontera 8, gue envia k-cocadenas en
{k+1) -cocadenas. Para £ en c* asignaremos Sf° en Chi, Y una
especificacién de la accién Qe s3£* sobre (k+1) -cadenas es como
sigu8:

k ek
8 (c,,,) = £(6c,,))

LEMA 7.2.4

El operador:

(g, 6)—2 (K, 6)—2— ' (,6)
Satisface 8§08 = §° = O.
DEMOSTRACION.
La prueba es directa como consecuencia del lema (7.1.7). u

DEFINICION 7.2.5

Definamos los cociclos (zk) y las cofronteras de la siguiente

haneraa:

z¥ = kers:c*— ¢! ( grupo de cociclos Z*(K,G) )
B* = ims:c"'—— c* ( grupo de cofronteras B"(X,G) )

donde S:CK—————e Cm‘.
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DEFINICION 7.2.6
El p-ésimo grupo de cohomologia del complejo simplicial K

( 0=p=dimK ), con coeficientes en el grupo Abeliano G, es el grupo

cociente:

zf (K, G)

H' (K,G) =
B" (K, G)

&
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CAPITULO 8: COHOMOLOGIA DE RHAM

En este capitule estudiaremos la llamada "cohomologia de De
Rham". La cual se definira como el grupo cociente de las formas
diferenciales cerradas por las formas diferenciales exactas, en
una variedad triangulable M. Después enunciaremos el "Teorema
de De Rham" que nos relaciona el grupo de cohomologia simplicial,
con el grupoc de cochomologia de Rham, mediante un isomorfismo.

$ 8.1 COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Recordemos que una forma diferencial, o una I-forma diferencial
es una funcidén, que asigna w(m) € Alc&y) de manera a cada m € M., Y

ademas ésta se puede escribir asi:

i 1
w = ZWII,...,ildX 1A. . .AAX'1
i1<...<411

Donde las funciones WH""'H estan definidas sobre M.

Denotaremos con Z (M,d) la <clase de todas las formas
difenciales cerradas respecto al operador diferencial exterior d, o
l-formas diferenciales cerradas, sobre la variedad triangulable M. Y

con B}(M,d) las 1l-formas diferenciales exactas sobre la variedad M

respecto al operador d. Es decir:

z! = kerd:Al(M)—h——a AHJ(M)
B! = Ind: A" (M)—— A'(M)
Donde d es la derivada exterior

DEFINICION 8.1.1

Sea M una variedad triangulable, (M,K,h), donde K es un
complejo simplicial sobre el cual M es tridngulada, Entonces el

l-ésimo grupo de cohomologia de De Rham de M con coeficientes en R,
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es el grupo cociente:

_ z'(M,d)

H' (M, d)
. B'(M,d)

Donde d es la diferencial exterior, con la cual se tiene:
A —S L Ay L
Aqui dos l-formas cerradas son equivalentes si su diferencia es
una I-forma exacta. Por anadlogia con la cohomologia simplicial, una
l-forma cerrada puede ser mirada como un lI-cociclo y una I-forma

exacta puede ser vista, como una l-cofrontera.

OBSERVACION 8.1.2

Observemos que el operador d ( diferencial exterior ), aplicado
al conjunto de formas diferenciales, sobre una variedad M, describe

la "sucesidén exacta" gque nos muestra la figura 8.1

figura 8.1

§ 8.2 TEOREMA DE RHAM

NOTACION

Denotaremos con (f(M,d) el conjunto de todas las 1-formas

diferenciales sobre M.

Dada una variedad triangulable (M,K,h), deseamos definir para

cada 1, un isomorfismo de HI(M,d) sobre HI(K). Note gque los
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homeomorfismo fl:Hl(M,d)—————a H](K) se tienen, cuando existe una
secuencia de funciones lineales:
fI:Al(M)———ué ¢'(K) tales que: g.f = f  od para toda 1.

ey A M) —— AV My — L

fl lf1+1

ceim——s CH(R)—— C"THR)—s. ..
Entonces fx( ZI(M,d) ) ¢ ZI(K), a causa de que dw = 0,
( we CI(M,d) ) implica que:

87(F (W) = £,(dw) = £ (0) =0

También £ ( BI(M,d) ) < BI(K), a causa de gue w = dn
(7 e ¢ ™(M,d) ) lo cual implica que:
£ (w) = £ (dn) = 3(f _ 1) € Imd

hasta aqui fl induce:

&

i 1 1
£ :n'(M,q) = Z(H.4) 5> 28 - (k)

B (M,d) B (K)
z' (M, d)
Al grupo —T——L—— se le llama el l-&simo grupo de cochomologia de
B (M,d)
De Rham,

Ahora veremos si efectivamente podemos obtener tal secuencia de

.aplicaciones lineales:

J :AY(M)—— C'(RK)

1

Para w € Al(M), J (w) debe ser una funcional 1lineal sobre
1

CI(K), agqui es suficiente especificar los valores de J(w} sobre 1la
1

base de los elementos de CI(K), esto es, sobre simplejos ¢
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- "plano" de o ( [0] ) consistente con la orientacidn de ¢; Asi si ¢ =

orientados.

Consideremos la funcidén suave hy U— M ( ho es la tridngulaci
restringida a wuna vecindad U abierta del "plano" donde ¢ es

tridngulado ). Entonces h;(w) es una l-forma suave sobre U, es decir

en el espacio Euclidiano I-dimensional, definamos J (w) (o) 1la
1

integral de la I-forma w sobre el simplejo o:

J(w) (0) = Jh;(w)

1 oy
En otras palabras, sean (rl,...,rl) las coordenadas en el

[vb,...,vl], sean (r&,...,rﬁ las coordenadas relativas a 1la base

ordenada {V,=Vireers V=V 1, entonces:

@ h'(w) = qd d
) G(w) = gdr A...adr

para alguna funcién continua g sobre U, y

J(w)(a) = Jgdr}A...Adrl

1 o

donde esta dltima integral es en sentido de Riemann.

Note gue esta integral es independiente del homeomorfismo h,

depende solamente de los puntos del conjunto h([¢]) y 1la

orientacidén. Entonces por el teorema de cambios de variables para

integrales:

Esto es justamente el teorema de Stokes, para cualquier 1-forma

diferencial w y un (l+1)-simplejo orientado o. Se tiene

{ Jod(w) ](0) = J(ha)*(dw) = Jd(h;(w)) = Jh;(w) (teorema de Stokes)

1+1 fox o aoc
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= J(w) (d07) = [5°J(w) ](0)
1

1
Hasta aqui Il induce un homeomorfismo:

[ :H' (M, d)—— H'(K).

1

TEOREMA 8.2.1 ( TEOREMA DE DE RHAM )

Sea (M,K,h) una variedad triangulable, entonces:

~

[: H' (M,d)—— H'(K)
1

es un isomorfismo para cada 1 { O0sl=dimM )

(para la demostracidén véase [8] )

La demostracién no se da agqui pués se aparta

un poco del

objétivo de esta tesis. una detallada se encuentra en la referencia

bibliografica.
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§ APENDICE A
LEMA Al
Se X en espacio topoldgico, el cudl es localmente compacto,
Hausdorff y segundo numerable, entonces X es paracompacto. de hecho
cada cubierta abierta para X tiene un refinamiento localmente finito

y namerable consistente de conjuntos abiertos con cerradura

compacta.
DEMOSTRACION

Para probar esto se construira una cubierta nimerable {Gi}';"_1

de abiertos tales que:

G es compacto V i € N
G cG

i 1+1

& como X es segundo nlmerable, tomese una base {Vi} nimerable
para la topologia de X, tal que los abiertos de esta base tengan
cerradura compacta: Tomese una base nlmerable cualesquiera de X y
escojase la subcoleccidén que consista de béasicos con cerradura
compacta. Esta subcoleccién es una base, pués si x € X existen A\ Vj

de la coleccién original tal que x € V <V n Vj y tomamos un

basico V con x e V , x e V. ¢ Vc V. Si x €« VA V donde V, V
K k k k- Ok ! i 1 i

son dos de esos basicos y estos forman parte de la coleccién

original, entonces existe Vk con Vk C Vg\ VJ, X € Vk tomemos ahora

una Vcon x e VoV y V¢ V..

Entonces hemos probado que la subcoleccién de bésicos con

cerradura compacta es una base para la topologia de X. Sea pués

{vi}um una base namerable de X donde los Vi tienen cerradura

compacta, reetiquetemos y definamos G1 = V1 Y supongamos que;

G =V vV uv...u V;
Kk 1 2 k
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Sea jk+1 el entero positivo mas pequeno mayor que jk tal que
jk+1 jk+1

f;_k c,v,V, entonces definamos G, = v V , entonces hemos definido

inductivamente una sucesidn dque satisface las tres condiciones
planteadas al comienzo de esta prueba
BIBLIOTE
ECA
DE CIENC "~ 716

YRAI. .

EL SABER DE MiS H
RARA MI (;;um;gam

?

€ G, -G ( este Gltimo es

compacto, pués Ei lo es, ademis Ei-— G,_ S,

abierto); {V n (G1+1_G1—z):a € A} cubre a Gi—Gi_1 para cada 1i=3,

escojamos de esta una subcubierta finita, pués existe ya que Ei-Gi—l

es compacto. Escojase una subcubierta finita de la cubierta

{Vaqsa:a € A} gue cubre al compacto Ez. Como {Gi} es nGmerable
tendremos una c¢oleccidén nlmerable de estos abiertos que se

escojieron. Estos abiertos forman un refinamiento localmente finito

de la cubierta {V ot refinamiento porque 1los {G,} cubren a X y los

abiertos que escojimos cubren a 61_G1-1 v 61-1_G1-2 yva estaba

cubierta, asi que estos abiertos cubren a X (Ei—Gi_l, cubren a X).

Tomemos un punto X € X , X, € GHl-Ei_z para algin 1, ademas existe

'V tal dque X €V, y V, intersecta a un nGmero finito de esos

abieros, por construccién. ]

LEMA A2
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Gi +2-G1 ), ademas con la condicidén de que J(V) contenga al cubc
P p g

cerrado C(2). Definase:

FoeF en V
¥ o=
P 0 en otra parte
donde F es la funcidn del lema A2 , Wp es ¢ y ademas toma el valor

1 en alguna vecindad de p

El1 soporte de wp esta contenido en V, supplpp = W;I(R"-{O}) por
101Qanto es compacto. Para cada i =z1 tomamos un conjunto finito de
puntos p € M cuyas vecindades correspondientes Wp cubran a E{*%-v
ordenamos las correspondientes funciones Tp en una sucesidn QJ
j=1,2... los soportes de las WJ forman una familia localmente finita
por lo tanto ¥ = ZWJ esta bien definida pués TJ es distinta de cero

en una cantidad finita de indices j, ¥ es C” pués las WJ lo son y

¥{p)>0 para cada p € M; para cada i1 definimos Q= %i es claro que

'Zwi =1 ¢, es no negativa para cada i y es de clase c® y ademas el

suppy, es compacto. ]
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