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En el afic de 1935; cuando se pensd en no perder gl entonces territo
rio de Baja California, como desgraciadamente se perdi$ Texas, hubo necesidad de -
crear un ferrocarril que fuese de Sonora a Baja California, por lo gque tendria gue
atravesar el desierto de Altar. En la localizacidn se perdieron sl Ing. lLépez Colla

da, su cadensro y Bl chofer,

La Historia narra gue el Ing. Ldpez [Collada y sus ayudantes pere—-
cierpon en el desierto de Altar; a consecuencia de hab&rseles agotado el combustible.
Esta tragedia nos hace pensar en la necesidad de una distribucidn adecusda de nues--
tros recursos disponibles, para obtener miximas beneficios; es por ello gue el obje~
tivo principal del presente trabajo,{sugerido y asesorado por el maestro Enrigque Va-

lle Flores) sea resclver en parte estos problemas.

El problema central, conocido en la literatura como™the Jeep pro——
blem", es tratado en el capfitulo III, Para su solucibn(seguf principalmente las -
ideas de David Gale, Matemdtico Narteamericano, y Estefan Banach,Matemdtico Polaca),
intpoducimos las herramientés necesarias en los primeros capftulos gue tratan de la
s0lucidn de sistema de ecuaciones, y desigualdades lineales, Por dltimo en el Capl-
tulo IV se hace una estimacidn del nimerc de gperaciunes para llegar & la solucidn -

del prublema.
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CAPITULG 1
Solucién de sistemas de ecuaciones lineales.
iLns métodos mds usuales en la solucidn de ecuaciones lineales son, el de elimina -
cién de uha variable por suma o resta, por igulecidn, por sustitucidn etc.

Todos estos métodos consisten en efectuar una serie de speraciones apro-
piadas al sistema, tendientes a eliminar(n-1) variables y llegar a la solucidn de-
seada dee dicho sistema.

El mecanismo gue agul se propone para resolver dichos sistemas, utiliza -~
estas mismas eliminaciOnes(aqui les llamaremos sustituciones)para llegar a la so -
lucién deseada después de un ndmero finite ,de pesos.

Para describir este peoceso, que llamaremos algoritmo de reemplazo, pri---
mero vamos & analizar el método Standar para resolver sistemas de ecuaciones lineg.
les méas generales y usando términos ligeramente diferentes de lo usual ,

Problema 1.-Dada una métriz A de orden mxn y una mitriz B de orden mxr, encudntre—
se una matriz Y de orden nxr tal que A-Y=8.

Para introducirnos a 1o gque llamaremos algoritme de reemplazo es conveni-

ente que en vez de pensar en A y B como matrices, pensemos en ellas como el conjun

to de m vectores; es decir: - -
A-—[(LJ.O-'LJGSJ..'-JOM}J thb"’bl‘LSJ"JLT}
La nocién fundamental en el algoritmo de reemplazo es la siguiente;

Proposicidn 1.-Sea S;:L\EtJSz S, S«} una base para el m—espacio y sea
et T

..B:\.h,\cn,\a&,_ } __,b‘} cualguier conjunto de m vectores. Entonces,

En notacidn matricial si nosotros pensamos en S y B como matrices con co-
lumnes J. Y bJ yentonces Y es simplemente le solucidn de la ecuacidn: § ,Y_ B

La tabla de B con respecto a S estd dada por(Fig: 1)

be be by o oo by

S ¥ Yo Vi oo Y,
Se Y, Yoo Yoy - Y,
sB \I.si Yi?- >/3 R .. .}; r
S"l \/""';1 \/mfl y L3 - : y 1

-



Descripcién del procesp para construir una secuencia de bases.

La base inicial Sjconsiste de lses vectores unitarios Sg= i(:'.“@_ld, ‘_Qm]
y cada base 5 en la secuedncia consiste de clertus vectorss unjitarics y ciertos -
vectores a;de A.Sea Op= [LO'" Oz, 0y, , 0, Qagl'ﬂm}3 la tabla de AUB con respecto a Sg
se muestra en la { fig:2), y denotamos la tabla de A y B con respecto a gkpor XK_

y Y., respectivamente

W Gy Oy Qu b bbby
(L

ol \

a

Aqui se nos presntan 2 casos: (F“% ?’)
Caso 1.— Los Gltimps m -k renglones de stan ceros.
a)Si los ydfitlmos # ranglones de Yp\scm también ceros , entonces ‘{Res Ia solucidn
daﬁ problema 1, dado que expresa a todos los '{; linealmente en términos de a,, ag, 8,
creeenerBy
bOSi % # B pars alguna (.'? k, entonces el problema no tiene solucidn ; es decir
los bsno pueden ser egpresados como una dukbinacidn lineal de los aJNoi:ese que AK)
AK :{‘(3,3(‘1,_J . OR} ' eé una base para A, pers b:;no es una combinacidn lineal de
los ay, dado que el término ﬂdjdaaparece en la expresidn para b:)en términos de SK

Caso 2.- X #0 para alguna C)R:,digamos (::R-H; si SKH gs la base gque sg cbtiene al -
o

r-emplaZarZKHpor ajen 8w, emtonces L ‘51“; :{q,aﬁh. .. Q\;\JQ&- Cxany o, g{m}

y asi susesivamente hasta encontrar :
by = Be; A3 5 d= -5 Y
(=4

es decir , que béquede expresado linealmente en teérmino de las aé:

La prueba de gue este algoritmo resuelve el problema 1 es cesl inmediata:

NARA i BRANDERA
R R ALYOS ESTUDIO!

RIBLIOTECA



5i el caso 1 sucede en alguna ocacidn esa es ya la solucidn,

Si el caso 1 nunca suceds, entonces, después de m remplazos habremos cong
truido una base Smde vectores a‘sda A, y la tabla de B con respecto a esta base es
1a solucidn deseada.

Nétese que nuestro método siempre produce una solucién bésica; es decir,
una solucidn Y , tal gque Ycégf 3 unicemente para la base S:{S.,Sz_, N .Jsm_}

°fsto prueba gue sl siguiente hecho no puede ser inmediatamente obvio.
Teorema 1.-5i el problema tiene una solucidn, entonces #isne una solucidn en la cual
al menos n-mrenglones de Y son ceros :

La demostracién de este teorema es inmediata, ya que si Y es solucién del
problema 4, entonces cada vector bo' para toda ") de B puede ser expresado lineslmente
en términos de las a 4 » es decir ;

bs;iyc,é 3 \d .'):5“-~JT

Erﬁ:i:srtr:.t';é:;:r para gque esto suceda , al menos n-m renglones de Y son ceros
Teorema 2.-Sea S:{S.J Sa, .. S"‘“B una base y supedngase y sfigual a cero; entonces

L {_b"k“"' Sm]’ es wna base y Y esta dada por

\7.' = 3 \/Es = \/:_-J' - P\%:)Y,.‘j ,"\f C£ S (L)

Las (fl;‘/éi 3y4] mugstran las tablas correspondientes para las bases S y 5!
biy ba, bise. oo b obo by o by
S Y Ma Yoo oy, Sl R
S{Yar Maa Yes . .Y, S10 Y YLy,
?5 Yar Yz Yas N, 5_2 0 s Yoy \/5;
S Yme Yoo o Yy SO Tmz Ymy o Ve
Demos tracidn: Sup:gng;msog que Y' satisfac;e (1) entonces, (_F"‘?& 4)

\/"é:‘%"-%-— 3 La_— ‘6 g—(%h'vy'o ,’\f (.';/;i_

Por 1o tamto si jfé-a 1 tenemos ¢
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- ‘«\1‘;) i - |
- =1 0 + , Vi
(%n : Z (‘6»‘3 “(t%‘-")iQ\ St ezd
Cz=n /
y \_) %T}__ i
- L i '
- l‘{" X 2\),‘ \‘
\3&1) LLF{A‘“" SL‘ L (._::.L}%.\ 5(,
=2 ¢ _2 gir /




G,
Q.

En la regla (1) se ve que cada paso de pivoteo requiesre mxr multiplicacio-
pes. Puesto gue en la mitriz de la ecuacidn dzl problema 1 el ndmero de columnas en
1a tabla es n+r (fig; 2 ), El problema se resuelve en m pivoteos a 1ol sumnjasi qu

el ndmero de multiplicaciones requeridas en este algoritmo es a 1o més ﬁTn+r}j*

Pa mayor claridad tel presente procese de socluciéin a continuacidn expon-
go un ejemplb.

Ejemplo 1.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
2X-AY+8Z=26

3IX47Y+22=24

X45Y-I= 4

Primarn'representemos el sistema en notacidn matricial .

‘-3- -4 b e 25
5 9 2 Y — 24 “; A‘Y:B
i 5 -3 Z 4

Camblaremos la forma de representar el problema :En ves de pensar en A

en & y B como wmatrices, pensemos en ellas y en 8l conjunto de m vectores ; es de-

ctr A=ll2a0, (459,050}, B={We24,4)]. Y={(xy 2]

Las tablas correspondientes para este problema son:

: gﬁ EL al O_L aa bi Cl,
2 -4 ( 26| a4} L -2
P2

G? Gg L)l
z 3 A oo

24 AR 13 -7 -5

1 5 -y 4} ¢lo 7 -1 -1 ¢

> 3| O o -% -.%_
(F"Sb—j (F\ Q:) ‘|.
a Q. GB bl ' 8 | (F%?)
i o 0 2, So!uuo?g X=3,Y=3, 224

¥ En el capftulo IV doy una introduccidn al proble-

ma de estimar el ndmero de multiplicaciones que -
) se efectda en este procesoc.
0 o 1+ 4 P
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Solucifn de desigualdades lineales:

Problema II: Dada una matriz A de orden m x n y un n - Vecter a, encuéntrese yn

m—vector Y telgue YZ O ° Y ° A 2 a; es decir, estamos considerande gqq,,
ciones no negativas de las desigusldades. En el casoc en el cual Y no tiene restri;
ciones en el signo, entonces pusde manejarse en una forma similar, pero inuolucra_
una ligera complicacidn técnice que preferimos evitar en esta exppsicién; €S Canyg_

3 niente escribir el problema de esta otra manera:

Encuénitrese un m-Vector Y tal que:

1 SAUER DE WIS HUOS ATURALES

'Sn para j=1,--0°!n ©
HARA M1 GRANDEZA

>
-
Y‘B. ;}/O para i= 1, s s a sy MMy

donde *_@C} son los vectores unitarios del m—espacio . Ahora no hay diFiculta d

en encontear un procesc finito para resolver el problema II, pugsto que esto g
muesira fécilmente y resulta del proceso Que explicamos enseguida.

51 el problema II tiene una soluclén entonces tiene una solucidn bisi., _

es decir, un vector Y tal gue q_é(l_ — SJ.

Y @(_- =
Para algin conjunto de m Vectores aj ; éi' los cuales forman ung y_
se para el m - espacio , se pudieran considerar todas las bases entre los Vectorgy
@) ¥ & y para cada uno de ellas computar la solucifn Y para las ® 8Cuagjy

nes correspondientes, y entomnces sustituir esta Y en el Problema I1Il.

Eventualmente uno de estos vectores satisfard el sistema, a menos qug .
huya solucidn; por supuesto ssto serfa un proceso enormemente larga, dado Que in\mlu

cru-:[a resolver posiblemente hasta( ) sistemas de m ecuaciones con @ inchgn; .

DESCRIPCION DEL. ALGORITMO DE REEMPLAZO




( para resolver el problema II)

Transformaremos el problema Il & un problema homogéneo como se expre

sa a continuacidn,

Sea gt] el (m*"‘)— vector (_ 5‘.:}’ aJ) Yy & =(Oi ej_]v para ~ ——
P o~
i= 1, « e« oy My Yy SBA Eg= (1, O, Oy « « & 0) tal que Ei.\é'Z.J"'Jé’\m sean vectores -

T
unitarios del (m+1) - espacio y sean Y todos los vectorss (1, y), donde Y es cual-

guier m-vector:

A~ A~
Problema II: Encuéntrese Y en Y tal que :

Y?-) o ara toda J} Y 7l >
i p yé‘k > O para toda K.

A~
Entonces, partiendo de las definiciones, los problemas II y II son equivalentes,

Ahora, sea Sc¢= {on $1,%2,- .._\S‘mB una base para el (m+1)- espacio,

P .
donde Sy €S, un vector (15 G é\b‘.’ y escribimos la tabla con respecto a esta base,

como se muestra la{Fig. 9).

AN 2
@ G ... G & &.. . 7
o X e

(Fig. 9}
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:5 Yo son no negativos, entonces (1, Yo ) FESUelvg‘f} Y yo -

TEOREMA 3: Bi Xo

resuelve II,

P -
Prugba: Sea Y el (m+1)-vector gue resuelve el sistema

%%C:O (..‘:.S,c,.‘)m
t56ﬁ°:;.5 |
Este vector sxiste, puesto que S es una base:

A partir de la tabla tenemos que

U A
@b\: Y4, “ ao + Z%LRSC multiplicando por/‘?, /;;@R: \ébut9@o) +5f3"h W Sc} :3”\
t=1

€= , asi gue

Vs
= (1, y,) Y por hipétesis vy, 2 0 . Finalmente, OJ': xsé({.o-}- ix"‘) SC,'

f-.
; multiplicando por Y =1

m
G @y = Loy (Fo2e)+ Zaccék%c?) = Loy 70

=1

por hipétesis, ¥ por 1o tanto Y = (1, ¥,) resuelve {? COMO S€ Propuso, ¥ Yo -

resuelve 11,

Entonces el problema de la desigualdad se ha convertids ahora en el pro—
blema de encontrar una base S5 tal que la tabla de la (Fig. 9) tenga su primer ren-—-
glén no negativo, si es que tal base existe, Dessamos llegar a esta base por una -
sucesién de reemplazos empeszandc con la base inicial S,y que gonsiste de los vecto-
res unitarios:

{1a tabla con respecto a esta base S, se da a continuacién)



G" 07—- 0-3 N 'ﬁn @l gm
"én "éz "é.?: ""S'ﬂ - O Eg
2k
EH
%
m %
O
=5Z
Zo_
Eﬁo
—_ r—m—l
BEm
;C")
wnP>

(Fig. 10)

Ahora, supdngase que hemos llaegado a la tabla de la{Fig.9) mediante una serie de -

resmplazos , y que (XO Yo) es no positiva; asi que ZI%C_O ) %DRLO
.entonces trayendo G V3 @k a la siguiente base S podsmos estar seguros que en -
la siguiente table el lugar correspondiente para IOJ G \Qc.& serd cero, lo cual
da paso inicial en la direccidn corrscta; falta un criterio para decidir cudl es el
vector s; en 8 que deberia ser reemplazado por aj a aky el éxito dspende de un inge

nioso criteric para hacer tal dacisidn 1la cual a continuacidn describimos:

DEFINICIDN 1: Un m— vector x se llama l-positivo,:0 léxicogréficaments positivo si su
primera coordenada, distinta del cero, a partir de la izguierda, es positiva, y la —

escribimos (x>0}  x 0.

51 un vector x es lexicogréficamente mayor que Y, escribimos x‘( y si-

- \/ T O ; es claro que para cualquisr x#0, A TO © -XTo .,

W0

S o




DEFINICION Z: Una matriz Y es l— positiva si todos sus renglones son 1- positivos.

DEFINICION 3: La base S se llamard 1- factible si la matriz Y (Fig. 9) es l-po-

sitiva.

Nétese que la base inicial { Fig. 10) S, es 1- factible dado gue en este
caso le matriz Y &s la matriz identidad, esta Gltima definicién es la bésica para —

nuestro algoritmo. Ahora vamos a completar la descripcidn del algoritmo de reempla—

Z0,

Supbngase en la (Fig. 9) que, por ejempla, Xo, es negativo (el argumento

serfa el mismo si Y¢, < O]

Existen dos casos:

Caso 1: la primera columna de X es no positiva.

Entonces tensmos:

/~ m
G=xaet S xse )
CEET ; en este caso,

”~ A
el problema II no tiene solucidin, puesto que Y resuelve el problema II;

entonces, 5_ S(.' 2 O V Ce

s :
~ Pero el producto escalar de (2) con y nos da 125(1‘;: T g
- r.f-
30, = Loy O i por lo tanto, Y{,=UAp,L O por hipStests;

S~ 7~ s ~
entonces Y no resuelve II, ya gQue 30. L O y deperfa ser %O, .ZO

10
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CASD 11: 8i X g YO
y calciless 95:.‘
Loy

§ Ly 1 ~
Ybténgase ahora la nueva base § reemplazando . por (], (es decir pivoteo

Ran

] LEMA 2: la nueva base 51 es también l-factible vy el vector Y°1 de la nueva tabla

as lexicogréficamente mayor gque Y _

y !é:.;cz gs l-positivo tfanemos 43: 2~ ‘éo Comoc Se propusc:

para alguna ( sea antonces :[l::{‘c'! CKLJ‘>ctf

L

, nara (& l‘ y escéiase ¢ en I, tal que

Ye

aga 1- minima.

La prugbe de gue este algoritmo termina depende del siguiente lema:

= M

- s 9

A

H
PRUEBA: A partir de Y },

5;:: 'jo-—(‘x“).‘ddo 3

oo

Léu

y pussto que Xg4q €5 negativo, Xc;oi

U= g - ()4,

es positivo,

Para mis claridad en la pagina siguisnte, desarrolle un ejemplo,

11




EJENPLO:

Rgsolver el siguiente sistema de desigualdades lineales

"-llll'ln HE NS

2 X+Y> L SARA Ml GRAN
PEXA
s 1 A:‘Ibs EST!1D108
e IBLICTE 2
a G aaa&: 6, 4 6.4 _ @
Col =L -1 0 o Gl © -4 oo 4]
7lz L oL 0 alo © 2{: -2
@ @ 0 -~1|0 Alr o -t|le 4
B 0. 8. @ a 4 6. 9, & @&
o871 L fiv 3 G
Gio L 2|4 -2 ~
01 2 i o At O
4|+ o -ifo 2
@ a; LY O -{ 1O 3
So‘ X=L13 Y=o
BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES
ELQABERD[H‘SBHOS

HARA M1 GRANDEZA
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CAPTITULD TII

"£1 Problema del Jeep”

En 1947; N.J. Fine resolvid el ashora famoso problema del jesp. E1 problema -
trata de un jeep gue es capaz de llevar sufielente combustible para viajar una dis—
tancia d. Pero se necesita cruzar un desierto cuya distancia Y es mayor que d -
(M yd); es decir, el procesc adecuado para hacer esto serd llevando combustible des
de su base, y establecer estaciones de combustible en varios auntes a la largo de

su trayesctoria, de manera que pueda abastecerse a medida que avenza,

Se guiere gue cruce el desierto con la menor cantidad de combustible positle.®
Para hacsr ver oue este problema no es tan obvio como parsce, presentemos el proble
ma como sigue:
Presentacidn del problema: Suponamos que querembs cruzar un desierto de lorgitud —
M, en un jeep, Cuys capacidad del tanque nos permite viajar uma distancia d, menor
que M., Veamos dos procedimientos para ver qué tan lejos puede llegar con 3 cargas
de combustible:
a} unidad de capecidad, mixima carga del jesp.

b) unidad de distancia; la méxima distancia que sea posible visjar con carga.

A% 3t A 44C 13 4
L > *
1
¥ - ' i
v ¥

(Fig. 11)
OM= longitud del desierto; od = mAxima longitud gue pusde viajar con 1 carga.
Disponemos de 3 cargas de combustible; es claro que si se carga el jeep de combusti-
ble completamente, lo mas lejos que puede llegar es al punto d, ya gue dnicamente se
le permite llevar una carga; en este caso, el jeep se guedaris ern d sin poder regre-
sar a la base, teniendo dos carges disponiblgs en la base. Entonces debemos de esta
blecer estaciones de combustible a lo largo del rerroride para irse abasteciendo a

medida gque avanza. Siguiendo este procedimiento, hacemos lo siguiente:

13




LTI S ———————— e

: 1 1
frayectoria 1: Cargamos el jeep; recorremos = de d, y dejamns 7 de 1 ’

- ) 2 3
nos regresamos 8 la base. En este recorrido gastamos T de carga y dej 1 ;

repetimos esto haste agotar las carges disponibles; en la nueva estacién de combus

tible forwada porile trayectoria descrite anteriormente, tenemos % de carga; si

cargames nuevamente el tanque del jeep, vemos claramente poder llegar a 1,3, dejan-

1
do sin utilizar 5 de carga.

Trayectoria 2: Siguiendo el procedimiento anterior, y si en vez de hacerlo a % de

1
d, hacemos la primera estacifn a Z de d; vewos si podemos llegar més lejos o no.

3¢ 2d HC 5T i0uge Lad

i

o
S
~

"~ (Fig. 12) ;
vemos que en la primers estacidn hay la cantidad de % de carga. Si establecemos
una 2da. estacitin de 1 carga, cergamos sl jeep y vemos claramente que podemos 1le-

gar a una distancia 1.5 d.

iSerd ésta la trayectoria Gptima?; es decir, jsera éste el punto més distante -

del origen que podemos alcanzar?

Como se ve en estas dos presentaciones, no es tan fécil encontrar la traysctou-
ria que nos permita alcanzar el punto mds lejano con minimo consumo de combustible.,

Entonces nos plantsamos el siguisnte problema:

Problema 2: Determinar un modelo algebraico que nos perwita caelcular la distancia me

yor gque podemos alcanzar con f cargas de combustible disponibles. Donde f es entero,

Presentacién formal del problema:
Supongamos que el jeep empleza desde el principio y se mueve a lo largo del eje
x positive; escdjamos para la unidad del combustible la méxima cantidad que el jeep

puede llevar y nos referimos & esta unidad como carga. La unided de distancia seréd

la distancia que el jeep puede viajar con una carga:

14
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4
(Fig. 13) d

(Representacién esquemética de una jornada del jeep)

i; trayectorie estd tendida enteramente en el eje x. Se ha extendido verticalsente
Ere hacerla més visibles; igual & la cantidad de combustible consumido; debide & -

B.s unidades que tomamos anteriormente,

B-rinicién 1: Una trayectoria es una funcién con dominio M y contra-dominio una fami

& b untos de M{F es decir .
_adesuconj Feu b ToM ='E.M

Entonces el problema requiere de la obtencidn de una funcidn d(f), gque nos dé

1 punto mé$ lejano posible de alcanzay,, con f cargas de combustible disponiblas:

Para determinar esta funcidn d(f], vamos a hacer uso daila'férmula de Banach;

ara determinar la longitud de la trayectoria de una curva en . un espacic uni-dimen-

Fional.

(Demostracisn de la Férmula de Banach)

.!aFiniciﬁn 2: Para cada XEEGLdJ ; definimos n{x) como el ndmerc de veces que duran
e una jornada el jeep esté en el punto x; en la Fig., 14 se muestra la créfica de -
(x) correspondiente e 1z jornada del jeep en la Fig. 1B.

4t '

N ‘

"LF

> V) —s
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La férmula de Banach establece gue la longitud total de la trayectoria = § n{x)dx;

&
por supuesto gue Banach no tenfa nada qué ver con el problema del jeep: €1 conside—
d r6 una funcién continua.

Definicidén 3: Una trayectoria es razonable para un jeep si contiene un nimero Fini

to de puntos en las cuales el jeep cambia de direccién:

Demostracién de la férmula de Banach.
Dividamos el intervalo {0.d ] en conjuntos X\ Xy, Xy ..., donds X=fxfn(x)=];
como astamos tomando trayectorias razonables en el intervalo [o;d] y hay una canti-

dad finita de Xk no vacios y cada uno de éstos es la unidn de intervalos separados,

Sobra cada intervelo de Xk existen exactamente k intervalos de la trayectoria

del jeep. Entonces & tenemos longitud total de la trayectoria = F{(longi—
tud ). Y
El término de la derecha es precisamente la definicidn de integral
o) d
Lo = E k(longitud de xk) = | n{x)ax,
k:'-i (=]
Tearema: Cada unoc de lss " es la unidn de intervalos separados.
Demostracién: Por definicién, tenemos xk = [x n(x) = 5] .

Supongamos que xne Xk R Xk + 1 con )ﬁ(, Xk L1 e ajenos.
'ﬂb(c): k por definicién,

VT‘:‘ )_ k+' por definicidn
Q] -
Contradiccidn: )(p\b )(R+'snn ajenos.

Definicién 4: Para cualguier viaje del jeep, definimos la secuencia de puntos -

Xy X

) [

,_1‘; en el intervalo [o,d]; donde XY,z c;; .1‘?: O (f enters), y en gensral
Xk es el punto tal gque la longitud total de la trayectoria a la derecha de Xk es -

exactamente k unidades:

Nétese gue esta secuencia asi definida es estrictamente decreciente, y habrd -
exactasente una unidad de longitud entre )(h+té }<k,' lLa observaciédn bésice oue ne-

cesitamos es la sigulente:

16




fema 1: si )(LXR:> Y“le)?/'Z-R"rL
Damostracidn: Puesto que X estd a la izquierda de Xk, él jeep deberd consumir més de
k cargas de combustible a la derecha de X. Puesto que el jeep s6lo puede llevar una
carga de combustible, debe necesariemente cruzar el punto X, 8l menos k + 1 veces -
desde la izguierda; pero para cualesquiera dos cruces por la izguierda; debe haber -
un cruce por la derecha, y entonces el jeep debera llegar k veces por la derecha, -
Asf, el jeep deberd llegar al punto x, 2k + 1 veces, que es lo que querfamos demos
trar. {2k + 1 veces, a lo sumo),
Aplicando la férmula de Banach para calcular la longitud de la trayectoria en

el intervalo [XkubXR}’ tenemos:

1 = (longitud ds la trayectoria sntre Q(hﬂ))({); sumando de 0 & f ~ 1

d
1z ) n0adx 2 (@R (Xe- % )

° fos 39
Y- Xey) & 2o Yo - < 4
(X Xiar) 2keL 5 (X~ Xpur) £ o
k=0 R=0
N ST S
(Xc"xg) < i'{"’ig "TS"" +9f-’.'h.
i

lo cual da una cota supsrior de d(F]; entonces hay que demastrar que esta cota supe-
rior se puede determinar, y esto puede ser efectuado por induccién. Para f = 1 ; -

1 1
d(f) = 1 es correcto. Supongamos ehora que es correcto para d{f} = 1 + St e
1

EF_:_—I s ¥ Supongamds gue se nos permiten f + 1 cargas; entonces podemos llegar -
1
hasta 1 punto 5;—:——; y de acuerdo con la hipdtesis de induccidn,
1 1 1

a{f) = T+ Tt t+ T ali 1 .

( ) 1+ 3 5 + 5F 41 es valido desde este punto en adelante

4 1 1

La serie ﬁﬂa l+5+g+.n“+ Et? es divergente.

Demostracién:

17
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Sumas Parciales

Spy = Ot = > b¥e)

At

: . S <
Sezded-dle ..y fiiy OFf
2 5 2f-1 ‘ CJ )
S}fi:i-{-ﬂ!—'fu—{a.[- . . : +_i e &(.e) NG[%Z
como d{f) diverge, esto nos muestra que un desierto de cualquier tamafio puede ser

cruzado.

El proglema 1: en su forma mas general.
Vamos a generalizar el problema, introduciendo una segunda variable;es
claro que obteniendo la funcién d(f, @) dependiendo de fs cargas de combustible,

y (‘; cantidad de cargas de agua, esto puede extenderse para mfs de dos variables

(donde fy (> son independientes).

Pmblema 2:Encontrar la funcidn d(f, (‘) ) que nos permita calcular el punto més
lejano posible de alcanzar con f cargas de combustible y (9 cargas de agua (f, 8,

s0n independientss) .

Para cualquier viaje del jeep, definimos en el intervalo [OJ d] , las
las secuencias de puntos 'DC% J‘,szv,. ,dd:‘; € [old’] 3 téod ‘én\_‘%mj’ ,)3E€[C13Jta1 que
i) . L .
Yp,d],[c.)tﬂ ; son ajenos y -:Cc-c]_J Xg=0 ) ‘ég-.:‘dj %&:C
y en general, Xkrﬁ YR ; es el punto tal que la distancia total de la trayectoria
a la derecha de estos es exactamante K unidades. Es claro que los puntos de ests

secusncia forman una secuencia decreciente;

% L i { \ J |
v ) L \ I i
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E’= (I.ongitud total de la trayectoriam entre los puntos (%h“rﬂ" ) ‘éh )
W = (longitud total de la trayectoria enire los puntos meu«) ‘xk)

Aplicando la férmula de Banach, ternemos:

Y= 5 cadx > 2ROV - B0 p) (2)

YRig 5
W = N X > @k ( X, - X, 3% a?
X gpw ( RTRe “’) ( ) b

De las sxpresiones (2) y (3) tenewmos, ’ ta

' 1)
(\/k“téhi-ﬁ')i L ; (Xk-xk{—w é_ }.‘:——-—- *{
ak+4 A R+4

Sumando obtuvimos
De 1a ecuascidn (2), tesulta

B~y @-¥
k- Gren ) & ; LN VN ;
z %‘Rf@) AT aq‘f'%.}-c vk 3 4

Reo ko | Ap-abs

(‘éo— ‘é@,)é 31{.\4%4””-+3?5_3£ 613(@

(X=X % MLy N
§ R hH:J o RiL i Af-aul

(Xo*‘X;) f’_mik-&-—"g-} """ ﬁ“’j‘ﬁ \U&U‘")

(8a-%,) (rom%g) £ vd() +wd(e)
Az, p) £ wd(g) +0d(8)




Falta por demostrar que la cota de
_ ’ “C;( ‘ CJ.
J(5,B) £ vd(p)+wd(e)
puede ser obtenida y lo haremos por induccidn
para F =1, F5== 1 la cota existe

y supongamos que existe para f y'Fb , Veamos

para T =k +1 , ng t+1,

d(#,8) = Yd{e) +wd(e)
d (ks t41) = B W

dRty  2t4s

de acuerdo con la hipdtesis de induccidn, la férmula es vélida desde este punto en

adelante, por lo tanto

d(% ) = Ya(p)+ wd($)

La divergencia de sesta serie nos muestra gue un desisrto de cualqulr magnitud -

pusde ser cruzado,

ot wraew e




CAPITULD v

Estimacicon del ndmeroc de ocperaciones en la solucidn

IIILIOTECA

de sistemas de ecuaciones lineales.

la solucidn de ecuaciones simultaneas puede expresarse por medio de de-~
terminantes, sin embargo este método es extremadamente laborioss para conjuntos—
de diez o més ecuaciones: Por ejemplo, para diez scuaciones con diez incognitas— bl

el método por determinantes requiere alrededor de 70,000 multiplicaciones en el-

caso mds general.

Esta cantidad de multipliceciones merece ser comparada con un nimero - o
relativamente bejo de multiplicaciones por otros métodos que a continuacién ex—-— )
pongo., L

Hasta hace pocos afos la cantidad de trabajo requerida en la solucién-
de un ndmero grande de scuaciones, digamos cuarenta o mis, era extremadamente la-—
borioso; el advenimiento de las calculadoras electronicas automaticas ha hecho -
factible la solucidén de estos problemas. Sin embargo no solo debe considerarse el
nimero de multiplicaciones, divisiones y sumas en cualquier método, sino que, de-—
bido a la gran cantidad de operaciones que se efectuan, la acumulacién de errores

de redondso es un problema serie

l.Las secuaciones lineales simultaneas de orden superior aparecen en muchos .

campos de las matematicas aplicadas; por ejemplo,en estadisticas.

Considerese &l conjunto de n-ecuaciones lineales con n-incognitas.

011X|+ a”’-xz*' SRR + Oan: Io|
GMX'-{-G”X"%" oo +az.nXh: ‘bz

Qeri- Onjz\(z o +amﬂ Xy = L)n




i

5i el determinante es distinto de cero, entonces la solucifn de las

ecuaciones esta dada por ; X‘::Dl R Xz.: A s

A A e

Qu Gl’i‘. Qng,, Gl,s-l L;.‘ Gl,sn"' "G‘\'ﬂ
O Gea Qs Qsy b Qosr - (

:Ds" . . . °

- a -

_ Gm Qh.l Gma S On,s ! i)n GF‘.SN ’ "ah.n

2

Esta solucién por métodos de determinantes requiere de la evaluacidn -
de(n+1)determinantes de orden n cada uno y cada uno de estos en su cdlculo requi-
ere en general, O\nl‘ multiplicacidn,si su desarrollo es por menores: siendoc -
en este caso; _‘\ & ‘?\L -\

Prueba: Sea G(ﬂ)el nimero de multiplicaciones necesarias para desarrollar un de-—
terminante de oeden n, por menores. Puesto que tal desarrollo implica la multipli-
cacién de n elementos por sus menores y hay n menores cada uno de los cuales re-

quiere G(h-.\) multiplicaciones: Entonces

sy ) REHEHAS
Bn-2)=(1-2) 4 (-2)Glu-3)  ewao cowors”

HARA M] GRANDEZA

o

-
s -1

Gz nanfwm-O+ 062
Gn)= nan(n-ay+ nin) @Ew-m (n-2) Gt'”‘i\’}
Qln)z nrnln-gr ale-le-2de -4 1

e m = TR RS TR T T Th WU




G}(h)::.‘n-#-h(n—4)+h1{h-:)(h-2).4 f e e e v —H?:[

oL A WO .1 5 SO S SN MRS [} SR B ]

(-3 (h-2)) (0-3)] (&)
. =~ P D -SRI SR T O
-0 (w2l {2 (h'ﬂf ' ij

...-\miu.&__;L " 1 |
—_— ¢ {- ‘ —— ¥ 0w = e e 4‘--*—-—"‘ }4"»’
A0 =l (n-O1

-ntlasd A 4. oL, 4A ...
\ at 3l - Lm-ﬂ‘l '

=W { - Al - ) ;Ao

14h0Le-4
= Anlt

Gbﬂ): ’7\“3

Entonces el desarrollo de un determinante por menores reguiere

multiplicaciones,
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Si se desarrolla un determinente como una suma de productos formados, tomandgo un
un elsmento de cada renyldn y de cada columna)el nidmerc de multiplicaciones re—.
queridas es nl'{n—1], esto puede verse por lo siguiente:

Hay n elementos de los cufles se selecciona uno en la primera columna-
por tanto quedas $n—1) en la segunda columna, (n-2) en la tercera etc., Por lo -
tanto hay n productos de n factores cada uno, o sea n!(n—‘l) multiplicaciones.
Por esta razén es preferible el desarrollo hor megnores: Todos estos célculos se~
hacen en el supuesto de que todos los elementos del determinante reduce el ndme-
mero de multiplicaciones: Por lo tanto;

La solucidén requiere (n~1) multiplicaciones

Mé&todo de Chio para evaluar determinantas} /;\h!multiplicacianes requeri-—-
das para evaluar un determinante de orden n , pueden reducirse en una proporcidn
tonaidierable , usando un método debido a F. Chio,

Considerese el _deter'mi nante:

a, 0= Q 0Qf Qs
b. B'z. Bs bt‘l .[Do“

C‘ Ca C?, C4| CS’
AI A'L J3 A‘t Clé‘
¢, ¢. e ¢ G

Supongase que algdn elemento , digamos C4 es igual a 1.

D=,

5i no hay unos en el determinante, siempre podemos dividir un renglén (o columna)
dado entre uno de sus elementns y sacar sse elemento del determinante, Sin embarao
suponemos por el momento y en este ejemplo que Cja= L

Habiendo escogido a C,{_,com elemento pivotz, igualamos todos los - -
[elemantos} J(miembms de la 4TA.columna) en ese renglén a cero,multiplicando to-
dos los miembros de la cuarta columna por () y restando los ndmeros que resultan a
a los que de la pitimera columna (por una propiedad de los determinantes estas ope-
racicnes ng cambian de valcr); multiplicamos a continuacién la misma cuarta colum.

na por Cg y restamos los resultados a la segunda columna y asi suesesivamente; bas-

ta terminar con todas las columnas ,




"1

Puesto que (?4':,$_ el resultado es :
al"{:t 04 G'L‘Ciqq G.‘;" C:\G.q Qq O"' Cb'ac{
ba"' ( 5

j;,-C, i’-)ﬁ Ez" Cz-éq \93’ C.‘: !b‘i bq ?0 é‘i

=
th

0 o o 1 0
d| -C1C!q CL-C:_J!} JS' Cati; C’Jt} 35'-’(:.5 cjs

@,-—C,@A; @,-—Q@‘i Q;-Caé; 2'4 @5'(;’6.1
Desarrollando por menores en funcifn de los elementos del tercer rengldn,

Gl - (1 O.«:, O—, - Cz 04 Ge," C3 (14 OS - (.3' 04

b.—C‘ Ip4 Lﬁz“caEQ Q_s— CsLM lbs"cékdr
= C;I"C\C“* clz-C-;cL; C:la' 6;5C]4 ‘JJ‘CS‘J{

t.ce, €.ty €00 &Gy

Es decir es un determinante de orden 5 se redujo a uno de orden 4 7 esta es la
regla de Chio que se puede aplicer eventualmente repetidas veces para reducir -

cualgquler determinante,

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

EL SABER DE M1 HUJOS
HARA MI GRANDEZA




No podemos sin embargo, contar de antemano con la existencia de un ele-
mento pivote antes de secar como factor algdn nimero de algunos de los (factores)
ranglones. Esto involucra (n-1) divisiones y después una gultiplicacidn por el —
valor del elemento pivote. Por lo tanto, la reducir de Chio reguiere (n~1)ﬁ.j_
multiplicaciones.

Evaluacidn de un determinante de orden 2 requiere A%+ 3 multiplicacidn-
en general la redudcidn de un determinante de orden (n~1] reguiere similarmente—
(n—Z]%fj_ multiplicaciones y asi consecutivamente; por lo tanto el ndimerc total

de multiplicaciones es:
(5%a) = ln-9lans nie)
=1
Para valores grandes de n y supeniendo que el tiempo para efectuar una

divisidn es splo un poco mayor que el requeridoc para una multiplicacidn, el tiempo
requerido para evaluar un determinante por gl método de Chio es aproximadements -
2
multiplicaciones. ,EL_
3

Por 1o tanto la solucidén de un sistema de n ecuacliones con n—-incognitas
por detefminante puade efectuarse aproximadamente -%gi multiplicaciones.

Para Y1:50‘; I%}- es alrededor de 3,000 multiplicaciones contra - -~
70,000, si no se usa el método de Chio.

Aueda por comparar otros mé&todos para resolver sistemas de ecuaciores -~
lineales de orden superior y estimar el nimero de multiplicaciones y‘hacer compa—

raciones con los antericrmente expuestos:

Esto queda como un tema abierto para trabajos posteriores;

£i. DESARROLLO DEL PRESENTE TRABAJO SE LLEVO A
CABD SIGUIENDO LAS IDEAS DE 10S SENORES
MATEMATICO  NORTEAMERICAND DAVID GALE
MATEMATICO POLACO  STEFAN BANACH,

2.5 T 45|
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