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INTRODUCCION

Histdricamente fue Augustin Louls Cauchy el primero en dar

Bna definicidn analitica de la integral de una funcidn. Su  punto

$le partida ez una funcidén continua F en un intervalo cerrado

$a, ©1. El considera una particidn P de [a, bl

a = x < x < ,,.< x = b,
O 4 2]

la "suma de Cauchy" cerrespondiente
™

S = 3 Fix_ D0 = x_ )

L=d

limite de 5, cuando las longitudes de los sublintervalos

L xi] de la particidn P tienden a cero, el cual siempre exis-
*S e,

{or jtf(x)dx.

lo l1lama la integral definida de f sobre (a, ] ¥ lo denota

in-:

Una vez que el problema de la definlicidn analitica de ia
ftegral fué resuelto por Cauchy para las funciones continuas, las
definicién

fJinvestigaciones se orientaron hacia la busqueda de una
?-nalﬁﬁica de la integral para funciones tan discontinuas como fue—
fra posible. Cauchy, Lipschitz, y Dirichlet hicieron contribuciones
fen esta direccién mostrandoe que es pcsiblé definir la integral ae

una funcidn cuande esta tiene como conjunto de discontinuldades un

fconjunto topolégicamente pequelio; de manera mAs especifica, logra-=

;rcn extender la definicidén de integral a todas las  funclones  gque

{son continuas excepto en un conjunto de primera especie.

Cabe mencionar que péra Cauchy, Lipschitz y Dirichlet la in-

tegral de una funcidn discontinua no es definida como el limite de

"sumas de Cauchy" como lo es para las funciones continuas. En el

ﬁcaso no continuo, la integral se define "aislando” primero las

discontinuidades de la funcidn y
ejemplo, =1 una funcidn acotada f.: [a, &] » [R es continua excepto

éjen el punto ¢ € (a, &), entonces su integral se define como el 1i-

luege tomande wun limite; por

{ mite
-e b
%ag Flxddx + FCxddx
a c+ &

Un avance significativo en cuanto a la extensidédn de la inte-

gral se lo did Riemann en 1854, en donde el problema de la defini-

v




#ion analitica de la integral de una funcidn discontinua se enfoca
o monera distinta a como lo hicieran Cauchy, Lipschitz y Dirich-

:et. Para Riemann la integral de cualquier funcién acotada defini- -
'ﬂa en un intervalo cerrado debe definirse escencialmente como lo.

‘?izo Cauchy para las funciones continuas. De manera mas especifica

@i f es una funcidn acotada definida en un intervalo [a, &1, P es
qna particidn de [a, 21 y ;L es un punto arbitrario en [x,i, x.1,
1 1= i
¥e define la integral de Riemann de f sobre [a, ] por )
b
- ?

b
e R)J-if( xydx = %}’Qtziﬂ %I Coe =3¢, )

; uando este limite existe, donde & es el maAximo de las longitudes
de los subintervalos de la particien P,
Podemos observar que cuande f es continua en [a, b1 vy

= X 4 la integral Riemann es la integral de Cauchy.
Una vez que Riemann establece que su definicidn se
bl +» R, se plantea -entonces el

..L
3 aplica a;
Rualquier funcidn aceotada f : [a,

roblema de caracterizar a aquellas funciones para las cuales el

;zimipg gue define su integral existe. Logra dar dos criterios que
faracterizan a estas funciones ¥y, en base a ellos, exhibe funcio-
(y

es cuyo conjunto de discontinuidades es denso en un intervalo

or lo tanto no es de primera especie), pero integrables.

El cambic de enfoque dado por Riemann resultd muy fructifero
abrié un caminoe de investigacidén que desembocd en el teorema de

JLebesgue, el cual establece que la integral de una funcidn acotada

¥ : e, bl »+ R, en ¢l sentido de Riemann, existe si y solo si el

fconjunto de discontinuidades de la funcidn tiene medida cero, esto

fes, dado cualguier numereo £ > 0, se puede cubrir el conjunto de

{discontinuidades de F mediante una coleccidn numerable de interva-
que la suma de sus longltudes sea menor que z.

{icos abiertos tales
investigacién en

El teorema de Lebesgue cerraba un cicleo de
Sin embargo, debido

-

Jcuanto a la tecoria de integraclidén se refiere.

funciones gue no son R-integrablesf, el proble-

ﬁa la existencia de
amplia de

Ima de extender el concepto de integral a una clase mas

Jfunciones quedaba abierto.

1 Por ejemplo la funcién de Dirichlet definida en [0, 11 per

1, 8. X es roacional
foon= R . .
G, 8L ¥ es irrocional

Vv




Henri Lebesgue da un paso significativo en esta direccién, al

d ograr extender el concepto de integral a una clase mas amplia de

Su integral permite reemplazar el intervalo [a, bl por .

Funciones.
teoremas de

?‘onjuntos mas generales y ademas obtiene importantes
onvergencia, algunos de los cuales no son validos para 1la inte-

fgral de Riemann, por ejemplo, el Tecrema de la Convergencia Acota-—

JHa. Lo anterior hace a la integral de Lebesgue mas satisfactoria
]

?,ue la integral de Riemann desde el punto de wvista del 'anélisis,

¥£in embargo, no toda funcién resulta ser integrable en el sentido

?.e_Lebesgue. Esto nos plantea la siguiente cuestidn: g Es posible

f‘xtender el concepte de integral a toda funcidn ?

i En este trabajo abordamos el problema anterior para funclones
fcotadas. Siguiendo a S. Banach mostraremos gue es posible exten-—

er el'concepto de integral de manera no Unica a partir de la in—
si -

pero veremos due no es posible la extensidn
Es—

;'egral de Eiemann,
fueremos que sea valido el Teorema de la Convergencla Acotada.

i'c nos sugiere que la integral de Lebesguse es la extensidn "buena®™
?-e 12%integral de Riemann. '

El trabajo se divide de la siguiente manera:

1 En el capitulo 1 se definen la integral de Riemann y la inte-
igral de Lebesgue, ¥y se demuestran algunas de sus propiedades. Ade—
Jnas se hace ver que la clase de funciones integrables en el senti-.
_fdo de Lebesgue contienen propiamente a la clase de funciones inte-
fgrablés en el sentido de Riemann. Finalmente se plantea el proble-—
Ema de la extensién de la integral de Riemann a todas las funcicnes

nfacotadas.
El capitulo 2 es dedicado a la demostracién de el tecrema de

fHanh-Banach: la versién que se presenta es un poco diferente a 1la

fque se ve en los textos de andlisis funcional, ya que consideramos

Jel teorema en un espacio lineal parcialmente ordenado y eso cambia

Este tecrema es una de los resultados im-—

integral de Riemann.

de equivalencia en eL

}Eun poco su presentacidn.
iportantes que usamos para la extensidn de la
En el capitulo 3 definimes una relacidn

-}conjunto de las funcicnes acotadas de periodo uno; a laslclgses‘de_f,
dequivalencia que se obtienen de esta relacidén las llamamos = hiper-

{ funciones. Probaremos que el conjunto de todas las hiperfunciones .

{forma un espacio lineal parcialmente ordenade y por Gltimo aplica

VI




o< la versiodn del teorema de Hanh-Banach del capitule 2, para ob-
 ?ener un tecrema de extensidn de funcionales lineales ne negativas
J?gbre el conjunto de las hiperfunciones.

3 En el capitulo 4 definimos la integral de Banach y haciendo
-Eso del teorema de Hanh-Banach, mostramos la existencia de inte;
%rales de Banach sobre el conjunto de lag funciones acotadas de
ﬁeriodo uno. Expresamos el problema de la extensidn de la integral
e Riemann en términoes de la integral de Banach y ' por ?ltimo se
resentan algunos resultados que nos muestran gque la integral de

¥ enann ¢ puede extender de mamera no Unica a todas las funciones

cotadas.

Vil




1 LA INTEGRAL DE RIEMANN ,
LA INTEGRAL DE LEBESGUE

B El objetivo de este capitulo es desarrollar una parte de la
?{eofia de la integral de Lebesgue para funcicnes acotadas. L.a
f;épte que se desarrolla serd la suficiente para demostrar que la
f!ntegral de Lebesgue es una generalizacldén de la integral de Rie-—
'Xann y que el conjunto de las funciones L-integrables no agota el

E;onjuhto de las funciones acotadas. For dltimo plantnamos el pro-

Bl ema de la integral.

1 LA INTEGRAL DE RIEMANN

Veamos primero algunas definiciones y propiledades concer-—

iehteé a la integral de Riemann.

Sea f una funcidén acotada sobre Le, &1, ¥ sea

= {a = to < ti< ... % tn = &> una particidn de {a, &1. Una suma

e Riemann de f asociada con la particidn P es una suma de la
L or mﬂ?’\ -

' 2

- 7¢ xi)C L.~ ti—i)

'. - L=1
‘Bonde x <= [t,i, t.} para (=1, 2, ..., n. La eleccidn de Xi es
k- L =

wrbitraria. La funcion f s Riemann integrable o R-integrable so-

%hre [a, ] 5i existe un nimeroc r con la siguiente propiedad: Para

cada £ > O existe & > O tal que
Ay 15‘*1“45
ﬁﬁara cualquier suma de Riemann $ asociada con una particidn [P que

%Liehe normal(P) = max {t; - tv1 =1, 2, .., nro< b

El ndmero 1 es la integral de Riemann de f scbre {a, &1 ¥

cmjzf.

La definicién anterior de funcidn Riemann integrable es

Existe una definiclén equivalente

{lo denctamos por

la

fdada originalmente por Riemann,

ide integral dada en los siguientes términos:

Sea f una funcidén acotada de valores reales defini@a sobre

10 o, »]. Para cada particidén [P de [a, &) se definen las sumas

I - el




S = . - —
. EH.L( t. ti.—i) Yy s ‘ m,t( t__L ti.-i)
- 3 L=1 154
M Sup FU0 m = Inf f(x)'

+ tr- 4 SXEL ¢ i Lo- 4 $XSL
Definimos ahora la integral superior de Riemann de f por

s
= i .
] _faf Inf S
Zionde el Iinfimo se toma sobre todas las posibles particiones de
[« bl. 3

SEimilarmente se define la integral inferior de Riemann de f

th = Sup .

La integral inferior oz siempre menor o igual gquse la inte-—
Bral superior. Si estos numeros son iguales decimos que f es  in—

;Iegrable y llamamos a este valor comin la integral de f. Denota-— .

gpado que las dos definiciones anteriores son equivalentes se

for = CR)th.

Algunas de las propiedades de la integral de Riemann son las

#os este numero por
#.iene que

;iguientes:

.i) J:Fcif + czg)'= cij:f + czjig.
ti) fof 20 ,si fGx0 2 0.

En lo que sigue de este trabajo, denotaremos la integral de

Rl emann de por (R) ° ,» cuando haya algtn peligro de confusidn.
<

| 2. CONJUNTOS MEDIBLES ¥ MEDIDA DE LEBESGUE

En esta seccién se define el tipo de conjunto (conjunte me~

lible) que consideraremos como dominio de las funciones para las




ijales se define la integral de Lebesgue y veremos algunas de sus

j,;opiedades.

%,EHNBMN 1. 2. It Para cada conjunto A& de numeros reales, defi -
f.imos la medida exterior de A, m?ﬁ, por
m*& = ian l(Un)

n

Acu
@30nde {Eh} es una coleccidn de intervalos abiertos que cubren &,

Fsto es A < Ljﬂn ¥ l(ﬂh) representa la longitud del intervalo 0 .
™
Es facil ver que =i A < B, entonces mh < m B Yy que m*ﬂ = 0.

iEMA |, 2. 2: La medida exterior de un intervalo es su longitud.

iﬁmﬁﬂA;Probaremos la proposicidén anterior primeramente para el

ﬁ‘aso en gque el intervalo es cerrado, digamecs [a, &I]. Ya gue
%jg, £l ¢« (a — £, b + g) para cada &£ positiveo, tenemos que

1 mla, bl € 1(a - &, b + &) = b - a + 2e.

¥ que nla, 61 < & - a + 2¢ para cada e > 0, entonces

éq*[a,@ﬁl = b - . .

n' Probaremos ahora que m*Ea, bl =2 b - a. Sea {Bn} cualquier
goleccién numerable de intervalos abiertos que cubre {«a, &]1. Por
%l tecrema de Heine-Borel se puede extraer una subcoleceidn fini-
aJa 0 > de {ﬂh} que también cubre l[a, &]. Ya que a < I l]h . en—
Ny 1
‘fonces algin elemento de la coleccidn contiene a o, denotemos es-—
nie intervalo por (ai, b1). Se tiene que a < g < bi.' Si b1 = b,
ﬁ;ntonces bi < [a, b1, v va que b1 = (oa, bi). existe un intervalo
da, b)Y en la coleccidn € > tal que b € (a, &), esto es
e 2 Ny 1 2 z

< b1 < bz‘ Continuande de esta manera obtenemos una sucesidn
intervalos (¢, &), (a, I3, ..., Ca, &) de la sucesidn
i 1Y 2 2 2 =

20 > tal que a < b, < b va gque {1 3 es wuna coleccidn fini-
q ny i i—4 i Ny

+a, el procedimiento debe terminar con algin intervalo (as, bs).

§ero estc termina sole si b e(a, 2, estoes, sl a <& < b.
i 2 =3 =] S

Luego
1{U}221(a_, b)Y =(b-a) +(b —a ) + ... .+ (b-ad
Ny i i s £ a-1 s—1 i 1
=5 —-(a—- > > —{a - & ) — ..., —(a — b)) — &
3 = s-=1 -1 a-2 i 1
> b -«




Fa que a = &b . Pero b, =By a < ay asl que b - a = b - a

Lor lo tanto 2 K0y =z & - a. Esto muestra que m la, 5] = b - a,
i B »* : ' -
£si que m [a, &) = b6 - «.

Sea ahora § un intervale acotado cualquiera, entonces dado

> O, existe un intervalo cerrado J < i tal gque 1¢(JI) > 1¢J) — &.

_ 1(P) - £ < 1CI) =m P <m0l < ml = 1C0d = 1¢0),
isi que para cada ¢ > O

; N

1€ ~2 <m0 < 1¢0),

; *

$or lo tanto m 0 = 1C0).

Supongamos ahora que | es un intervalo infinito, entonces
#ado cualquier numero real M, existe un intervalo cerrado J < |

th 1¢JI = M. Luego ml 2 md =100 = M, ya que ml = M para ca-

;MA 1. 2. 3 Sea {&h} una sucesidén infinita numerable de conjun-

Jos de numeros reales. Entonces

&
e uﬂ.)szm*&.
™ ™ ™

$RUEBA: Si uno de los conjuntos A tiene medida exterior infinita
- *

Ma desigualdad es clara. Sim Ah es finita, entonces dade =« > O,
iste una cole;cién numerable {Dh_} de intervalos abiertos tal

»

LUG &ﬁ < Jb ¥y z 1(unL) < m*&n + 2 "e. Ahora la coleccidn

i Nl
> =1J €0 > es numerable y cubre [ JA . Asi
s L T,L ™ T, i S "
. ®
m(LJRs)SZl(!] _>=zzlcﬂ_>
n=41 n l n, . T,
Yc‘\o, Nn=41 o
< z [m*ﬂ) + B—ne] = zm*ﬁb + 2.
b3l ial
n=4 n=4%

%2 que £ > O ez arbitrario,

nC R %Y A .
n n tal

JEFINICION 1. 2. 4: Un conjunto [E se dice ser medible si para ca-
$2 conjunto A se tiene que mA = m A NE) + m<A N (R - E),

ionde R denota el conjunte de los reales.




Ya que siempre se tiéne que

mA L B AE + mCA AR - E)D,
Antonces para ver Jque un conjunto [ es medible, sclo verificare-—
3.05 que m *BE oA NnE + A N (R - EX) para cada conjunto A.

Es claro que & y R son conjuntos medibles y que si [E es me-

iaible entonces también R - E lo es.
EIMA . 2. 5 si mE = O, entonces [ es medible.

?jﬂﬁﬂﬂ:Eﬁa A cualquier conjunto. Entonces (A NnE) «c & y asi
1*a N E) < n™E> = O. También & N (R - E) < & y asf

m*A z A A (R - E)) + (A N E.
por lo tanto E es medible. 4

SEMA 1. 2, B st E, ¥y E, son medibles, entonces [E_J [E, tambi¢n

Ao es,

iﬁﬂEBA Sea A cualquier conjunto Ya que E es medible tenemos
I o m*(B N (R - E)
=n"A N (R - E)D A E) +m(A‘sﬁ([R-[E1) N (R - E ),
ya queﬂsr‘)({Eiu[Ez) =(An[E1) U(.&ﬂiEzﬁ([R-—[Ei)), tenemos

A N (E, VE)> =< m A A E,>+ s A E, n (R - E).

mCA A (E, U E 1) + ncR N (R —- E,> n (R - E)D
: nYCA N E, >+ mCE N E, n (R - E> + m(A M (R - E,) n (R - E>
: = mCA NED + n'Ah N (R - D> = n'A,
por la medibilidad de E_. Ya que
R -(E WE)Y =(R -[E > n(R - [E)
1 2 1 2

bntonces F U [E es medible. g
1 2z

DEFINICIGN 1, 2. 7' Una coleccidén a de subconjuntos de R es 1lla-
'@ado una algebra de conjuntos si:

! iy AUBesa ,st A, Bea,

(DR ~-A ea, si & € a.




SENICION 1. 2. B8: Una Aalgebra a de conjuntos es llamado una

Algebra, si cualquier unién numerable de conjuntos en a esta

Bmbién en Q.

?}Rmﬂmm 1.2, 9 La familia m de conjuntos medibles es una Al —

iebra de conjuntos.

MMA 1. 2. 10 Sea A cualquier conjunteo y E;, Eé, RN En una su-—

‘E;Sién finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Entonces
. ™
»* n *
m [A\ ~ [.LJIE,]] = Ynth N ED.
1 =4 4 A L

UEBA: Usaremos induccién. Es claro que el lema es vialido

;‘='1. Supongamos que la expresidn es valida para n - 1 conjuntos

para

1 Dado que los [E son conjuntes disjuntes, tenemos
- T

™
Aﬁ[,LJIEi]ﬁ[En=ﬂr“i[En

=4

1=1

' - n n—41
A n [,umi] MR ~ED> =AM [iszi[Et].

Dado que Enes medible, se tiene

- n »* * Lo Tl §
m [A& . [tgimi]] =n"AME)> +m [&L M [ 1'!'1"%]]
n-1 '
%*
=mCA M ED + Em (& N ED,
3 LT
‘#or nuestra suposicidn del lema para n — 1 conjuntos. g

Mostraremos ahora que la familia de los conjuntos medibles

Forman una o—adlgebra. Probamos antes un lema auxiliar.

i MA 1. 2. Il: Sea a una 4dlgebra de conjuntos en Ry {An} una

Fucesidn de conjuntos en a. Entonces existe una sucesidn {8 > de
: ™

Qéohjuntos en a tal que B N B = O para n &2 m ¥
. n m

o [o.¢) .
B = LI 4.
n=1 n

mn>1 hn

O




RUEBP«: Sea B, = A y para cada n > 1 definimes

B =4 —-[4 UA U... UA ]
1 ™ ™ 1 2 n-4
= A MR ~4)n (R -4 ... ntR - 4 ),
™ 3 2 n-1
i Dado que Ai. € a, entonces Bn € a. Podemos ver también que
B e A . Consideremos ahora B vy B tal gque m < n, Entonces
4 ™ m
Y
B mMB <A nNB
rn_ n Lid ™
= A NAd4 NR - A)nNn(R -4 ... n(R - 4 3
m 2] 1 2 n—d.?
= A NR ~-A>n4d mn... NCR - 4
m m n N1t
= .

Dado que Bn = Ah, tenemos que

w 00
anliBn < n‘E'jiAn'
o
Sea ahora x e hllJ‘Ah. Entonces x < AL para algun (. Sea n el

'._- 43 pequeBo valor de t tal que x € AL. Entonces x < Bn b4 asi
[o.¢]
= ﬁ'L=,JiB“. Es decir

porflo tanto

[0 o] o0
nL=JiBn = WA .

fMA | 2. 12: La familia m de conjuntos medibles es una

':;. k41 gebra de conjuntes.

1iRUEBA: Ya que m es una algebra de conjuntos, lo que tenemos que
"robar es que =i E es una unidén numerable de conjuntos medibles,
gntonces [E es medible. Se sabe que [E se puede escribir como la

gnidon de una sucesidn {lEn} de conjuntos medibles disjuntos dos a
+38 ™
#los. Sea A cualquier conjunto y I]-’v1 =LL—J5,[EL' Entonces i]-"h es medible

(R - {Fh) > (R - E). Luego

I N W F o o+ A M (R - F >

> n¥CA N Ty o nCB A (R - E)D.
Por el lema 1. 2. 10

™
mR nF ) = zm"m A E D
| a] 1

L=4



* *
mAZYRANEY + mCA N (R ~ E)).
. 1
¥ que el lado izquierde no depende de n tenemos que
00

R zm*c& nED mCA (R - EY)
L =4

MR = mCANME) + mCA A (R - E)),

;éﬁacuerdo a lema 1. 2. 3.4
:fMA {. 2. 13 E1 intervaleo (&, w) es medible.
;meBA' Sea A& cualquier conjunte, A = A n (a ),

*
=& N (~-w, al , entonces debemos probar que mf&i + m Az < mA,

= o, entonces no hay nada gue probar. Si ns < w, entonces

[
3 *
&
k

O existe una ceoleccidn numerable <0 > de intervalos a-—
™

9iertos que cubren a A y para la cual
Yicn > < ma + e

Eea 1% =1 ﬁ.Ca, o vy 0" =0 Nn{-w, al, entonces (' y [”  son
ial gl n ™ n
fintervalos (o conjuntos vacios) ¥
* *_.

1CE > = 1¢0'y + (0™ = m O0* + m B™
‘. ™ kel ™ kal ™
X2 que Ai < Ljﬂ;, tenemos que

m'A, € miun sy nh,

1 n n

ya que &z < LJB:, tenemos Jque

m A < mU It < Z m .
: 2 n n
Entonces
mf& +m A < z (mfﬂ' +om 07 ) < Z 1¢0 ) < m'A + £,
g 1 : 2 ™ n n
dbero como £ &3 arbitrario

L L E 3
mA + m8B =m A.-
4 2

iﬂEﬂNEMN I. 2. 4 La coleccidén B de conjuntes de Borel es la

#nas pequela s-Algebra gue contiene todos los conjuntos ablertos

2

He R'. Eg decir si ﬁa es una s-Algebra que contiene todos los con-

En H. L. Royden, Real Analysis, Pdg. 16 se puede ver und prueba

de existencia de esie Llipo de o-4lgebra.



tos abiertos de R, entonces B c 131.

POROLARIO 1. 2. 15: Cualquier conjunto de Borel es medible. En

rticular cada conjunto abierto y cada conjunto cerrado es medi-

:.mEBA:Dado que la coleccidn m de conjuntos medible es una

f;glgebra tenemos que [ —w, al es medible para cada a ya que
- b

: o
-0, @2l =R - Ca, w. Dado que {-w, b =hg£[—m, b - _%_] tenemas
f'ue (-0, &) es medible. Por lo tanto cada intervalo abierto

f&; b)) = (-w, &) 1 (a, @ es5 medible. Ahora como cada conjunto
E;Bierto es la unidn numerable de intervalos abiertos este debe
;:ér medible, Asi m es ﬁna c—algebra conteniendo los conjuntos a-
%fdertos vy por lo tanto contiene a la familia B de conjuntos de
;ﬁﬁrel, va que B es por definicidn la mis pequefia c-Algebra conte-

Biendo los conjuntos abiertos. g

SiﬂNmEN 1.2.16: Si E es un. conjunto medible , definimos la

i'rdid; de Lebesgue, mE, como la medida exterior de [E.

ffMﬁ 1. 2. 17 Sea {En} una sucesién de conjuntos medibles, en—
Fonces
mCIE Y < ZmJE

1 L%

%L los conjuntos £ son disjuntos dos a dos entonces
3 "

mCE) = zmuzt.

PRUEBA: La desigualdad ya quedo establecida en el lema 1. 2. 3..

i 1 {En} es una sucesidén finita de conjuntos medibles disjuntos

#los a dos entonces el lema 1. 2. 10 con A = R implica que

mC LE_ ) =EmIEn.
N
Sea {E > una sucesidn infinita de conjuntos medibles disjun-
T

os dos a dos, entonces




o0

n
mC U EJ) z2ml UE )Y = mE
1 =1 L =41 L

1
#2 que el lado izqulerdo no depende de n, tenemos

o0
[6.3)

™ U ED> 2 Emtz
1L=4 1 1
=41

?fa' desigualdad invertida también es valida, y por lo tanto

ot
4]

mg ,LL=.Ji [EL) —"—‘nzimﬂ-:i. =

4 MA 1. 2. 18: Sea {IEh} una sucesién infinita decreciente de con
Buntos medibles, esto es una sucesidén con | L C E para cada n.
. i+ ™

Xeoa m[E1 finita, entonces

o

e m [E ) = Lim
=4 L

N0 n’

g o
RUEBA: Sea E = n [E y sea F_ = E, '-m[E.Hi- Entonces
[Ei -E =,

T =1 v
& losgconjuntos [F, son disjuntos dos a dos. Luego

[ne} fa3] .
mCE, - [E =n§;mIFi = Zm([Et - E .

L+4
n=4

ero mIEj_ = mE + m({E1L - E) v m[EL
_.ue E < [‘E1 vy [E , < [Et' Ya que m[Et = m[]—:1 < w, tenemos

mlE, + m.(IEi. - [E 3, dado

L+4 1¥+d

T+l

m(E - E) =mE - mf y {E - E > = mE - mE
1 s i i i+1

o0
wE - plE = Em([E - [E >=I_.i.m m(E - E 3

1 i i+l 00, i L+d
=1 L=4
n .
eim Lim Lim
(wmlE — mE. ) = m(E - [E > =mE -
Lot dr s} A [ L+ 00 ™ i =00 n
L=

4 3 Funciones MepiBLES

A las funciones gque se les define la integral de Lebesgue se

$es denomina funciones medibles. Veremos ahora el concepto de

10




uﬁéién medible.

Al 3 1: S=2a ¥ una funcién de valores reales extendidos cuyo

minio es medible. Entonces las siguientes proposiciones son e—

quivalentes:

t) Para cada nuUmero real o el conjunto {x : f{x) > <> es me-—

ible. '
' 11) Para cada nuimere real a el conjunto {x : filx) Z & es
edible. ?

i {1t) Para cada ndmero real o el conjunto {x : f{(x) < <& es
edible.
' tv) Para cada numerc real o el conjuntd {x : fix) £ & es
edible.

Estas proposiciones implican:

w) Para cada numero real extendido o el conjunto

{x : fUx) = o es medible.

PRUEBA: Sea D el dominio de f. Dado que

R Ix : fCx) Sad> =D —<x: fx) > >

entonces 1) implica tv), ya que la diferencia de conjuntos medi-
bles es medible. Similarmente tv) implica {3 ; 1) implica ¢(iid ¥y
(1> implica £1). |

Ahora dado que

@
Ix @ fUx) Z o > = NnAx @ Flx) > o - #lﬁy,
=i e

?ntonces ) implica 1i), ya gque la interseccidn de conjuntos me-

dibles es medible. Similarmente 1) implica 1), ya que

0
Loz Flxd) > & = Udx @ fOx) 2 « + ~£—}
n=1 1]

LY. la unidén de una sucesidn de conjuntos medibles es medible. Esto
;muestra qde_las primeras cuatro propeosiciones son eguivalentes,

Si « es un numero real
€x 1 Flx) = & = {dxx ¢ FAIx) Z ar MAx : flx? = &

'“;luego t1) ¥y {v) implica vd.

Ahora

0
Cx 1 flx) = o =n91{x : fUx) Z nY

luego 1) implica ), si « = . Similarmente iv) implica v) para '

= —w, asi que (i) ¥ {v) implican v). B

11
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DEFINICIGN 1. 3. 7: Una funcién de valores reales extendidos f se

t.iice que es medible si su dominio es medible y si  satisface una

e las primeras cuatro proposiciones de el lema 1. 3, 1.

OREMA 1. 3. }: Sea ¢ una constante v f vy g dos funciones medi-

&-les de valores reales definidas sobre el mismo dominio. Entonces

b4 funciones f + ¢, ¢cf, f + g, & — f v £ son también medibles.
g )

??NEBA:Emdo qus {x : fIx) + ¢ < o> = {x : fAx) < - ¥, v de

QR uerde a la condicidn iii) del lema 1. 3. 1. se tiene que

f-(x) + ¢ s medible. En forma similar se prueba que ¢f es medi-—

‘P le.

= si flx) v glx) < «, entonces fix) < a — g{xJ, Se sabe que
%;giste un racional r tal que f{x) < r < o — g(x). Asi

Ef{x : FUx) + glx) < o = %}C{x : FUx) €< r> nAx : glx) < a = rrd
conjunto

¥5 que los racionales son numerables se tiene que el
medi —~

'? x @ fCx) + gx) < « > es medible y por lo tanto f + g es

ﬁpié. $a que —g = (~13g es medible cuando g lo es, entonces f - g

.fﬁs medible.
5'5"‘ La funcidn f2 es medible, va que
7 Ix 1 ) > o> = €x : fx) > ¥EY U ix : fCx) < —YE
;Lara a = 0, ¥y '
| B Cx o fAx) > =D
fsi « > 0, donde D es el dominio de f. Luego
E - 1 2 2
3 & = ~—=— [tf + g) - f - 8‘]
s medible. g

?:ﬁmﬁMA 1. 3. 4 Sea {fh} una sucesidn de funciones medibles (con

Pl mismo dominico de definicién). Entonces las funciones

g5up< F. f cos £ InfC f, f ... £ ¥, Sup f, Inf f o,
Lim fﬁ y Lim # son también medibles.

JPRUEBA: Sea A definida por h(x) = Sup{f, f_, ..., fY, entonces

B o0

E{x oROx) > oo > =_Li{x : FUx) > a¥. Luego h es medible ya que‘
.= AN

1=




es medible. Ahéra si &( > = Sup f (x), entonces
o hal hal

L oglx) > oy = : > s | i —
x @ 8(x ﬁ-_L-J1{x : fnC ) ar, entonce Sgp _f’n( x) es medi
e, En forma analoga se prueba para Int f . Dado que
™ ™ .
ijﬁ'fh = Igf Sup f,. se tiens que Lim f e= medible, anélogamen—

Eé se tiene que Lim / es medible. g
of ——— ™

EHNMMN 1. 3. 5: Una proposicién se dice ser valida casi donde

uiera (c.d. ) si el conjunto de puntos donde no es valiHa tiene

medida cero.

En particular decimos que f = g c.d., si f v g tienen el
ifems dominio ¥ mlx @ f(x) # g(x)3 = O. Similarmente decimos que
converge a g c.d, si existe un ceonjunto E de medida cero tal

. f para cada x & [E.
MA 1. 3. B: Si f es medible y = g c.d. entonces g es medible.
RUEBAm: Sea E el conjunto €x : g(x) # f(x)>. Por hipétesis

{x : gUx3 > o> _

Lx 3 flx) > a U {x e E : glx) > > —dx e E : glx> £ )
Los conjuntos {x €« £ : g{x) > o> y <x e : glx) € ¥ son
ﬁedibles ya qﬁe son subconjuntos de £ y {x @ fix) > o> es medibie
va que f es medible. Entonces {x : g(x) > <« es medible para cada

a y por lo tanto g es medible. g

_ Si A& es cualquier conjunto definimos la funcidén caracteris-
.iica de el conjunto &, Kg, por

€ () = 1, =21 x € &
AT O, 21 x = A.

Es claro gque xg es medible si vy solo si A es medible. Una
funcidén ¢ de valores reales es llamada simple si ez medible y to-
1 .

Qfma solamente un numero finito de valores. =i p e= una funcidn

fsimple vy {ai, s ey > es el conjunto de valores no cero de
i " 5

ja:
;
j

(%
4




m
ntonces @ = Ecxx » donde A = {x : p(x) = «>. Esta repre-
] i.=iLAL i L

acién para ¢ es la llamada representacién canénica. Se puede
r que la suma, el producto ¥y la diferencia de funciones simples
5 Sj_mple.

‘4 LA INTEGRAL DE LEBESGUE DE UNA FUNCION ACOTADA SOBRE  UN

;?

ONJUNTO ACOTADO.

Una vez definlidos los conceptozs de conjunto medible ¥ fun-—
4én medible ¥y haber wvisto algunas de sus propiedades estamos

istos para definir la integral de Lebesgue.

FFINICIGN 1. 4. 1! Si p es una funcidén simple gque es cerc fuera

e un conjunto de medida finita, entonces definimos la integral

} Lebesgue de ¢, [pl>ddx, por

ﬁo( xIdx = z d,ML=

onde ¢ tiene la representacidn candnica ¢ = z‘ﬁaﬂw
LT4

Tambi &én usaremos el simbolo Jb para la integral de Lebesgue

de ¢. Si [E es cualquier conjunto medible definimos la integral de

'Lebesgue de p sobre [E, J;p, por

JEP = Jka.

LEMA 1. 4. 2! Sea p = a X , con Eirﬁ[?jF B, para gR
. L
S : LS

& pongamos que cada conjunte E, es medible de medida finita. Enton-

= I su-—

i

‘ces

Je =L=1aJﬂEf

# PRUEBA: Tenemos que & = <x : ¢(x) = a > = [J [F. Luego
: a art=a i

amﬁa = Ecﬂmﬁ% por la aditividad de m y por lo tanto

DL, =A

ﬁo( xydx = z amﬁa' = E aLmJE_t..

14

Glla i o i i A




I%MA 1. 4, 3} Sean Y ¥ w funciones simples las cuales son cero

qera de un conjunto de medida finita. Entonces

Jtap + by) = af¢ + bJ@.

e fw.

'PRUEBA: Sean <A > y <B> los conjuntos en los cuales se @ obtiene

a representacidn candnica de p y y respectivamente. Sean &o b Eo

oS conjuntos donde ¢ ¥y w son cero. Entonces los conjuntos Ek ob-
enidos al Lomar todas las intersecciones AL N B,
i J

=0, 1,2, ..., 5, y=0,1, 2, ...ty forman wuna coleccidn

isjunta de conjuntos medibles y podemos escribir

ep=z w=sz
| 1 E, WLy KR
'or lo tanto
+ by = Y (C + b
& ap v E aa, b %
i que Jtap + byl = ajp + bfw de acuerdo a el lema anterior.
Para la segunda proposicién notamos que
Je - fw = [tp - w 20,
a que la integral de una funcidn mayor o igual que cero es no

égativa..

Nuestra intencidn ahora es definir la integral de Lebesgue
Para una funcidn f acotada sobre un conjunto medible [E acotadao.
Por analogfa con la integral de Riemann consideramos para funcio-

nes simples ¢ ¥ y los numeros

Inf J;w y Sup JE@
wal wif
»¢ Cuando estos dos numeros son iguales?, El siguiente lema nos da

R la respuesta.

“UEMA |, 4. 4 Sea f definida y acotada socbre un conjunto medible

' E acotads. Para que .

Inf jwcxydx = Sup J’Epcxmx
f sy fre

i5




lEﬂA;Sea f acotada por M y supongase que f es medible. Enton-

»s los conjuntos
kM . Ch-1 M
= s e > —_—
Ek {x : — = Fixy > o }. = kR = n,
X
ZrﬂEk = ml.,
k=-n
Las funclones simples definidas por
™ ™
M _ M
wisx) = =20 Y RX (30 y @ (x) = L ZCh — 13X (0
n n £y n n Ey
k=-n . kZ-n
atisfacen
p (x) £ Fflxd 5 ¢ (xD
ntonces
m
M
= =
__ ﬁ,rgg J"Ewcx)dx = fz""n("‘) —) RME ,
£ 1‘_‘]yc=—r1
Sup [LeCx0dx 2 [p () = -‘12 k1) ME
e3F JE T JE N b k'
De donde

O £ Inf [pddx = Sup [l x0dx = L5 e = g,

Ya que n es arbitrario tenemos

Inf J;w(x)dx - Sup Jgp{x)dx = Q.
v la condicidn es suficiente.
Supongamos ahora que
Inf J;w = Sup J;p.

[ 1§ f iy fre
ﬂ:Entonces existen funciones simples WY e tal qgue

w (%) & flxd = yw (x)
r\ Lal

: 1
J#%Cx)dx - J@n(x)dx <
Entonces las funciones

4 : #
y =1Inf y vy ¢ =5upe
. ™ ™

i 16



medibles por el teorema 1. 3. 4 vy
| P Cx) £ FCx) S wiixo.
tiene que

. N N
A = L{x (x) < (xdy» =
x e (x w Cxd> %mt

ML = {x : p*(x) < w*Cx) - —%—}.
Saro cada AL estid contenide en el conjunto .
{x 1 @ () < w (x> — ~£*J
n n ¢ :
ste conjunto tiene medida menor o igual que — Ya que n es
farbitraric se tiene que m&t =0y por lo tanto m& = 0O, Asi

# s .
= w exceplo en un conjuntc de medida cero, es decir f es' me-

fdible por el lema 1. 3. B y la condicidn es necesaria. g

Podemos definir ahora la integral de Lebesgue para funciones

_Eotadas y medibles.

[FINICIGN |, 4. 5: Si f es una funcién medible y acotada defini-
da sobre un conjunto medible E acotado, definimos la integral de

gbesgue de f sobre [, J;fo)dxz, por

J;f(x)dx = Inf J;w(x)dx

donde el infimo se toma sobre todas las funciones simples yw 2 f.

Si E = [a, ], escribiremos algunas veces j:f en vez de

1 J'[G.,blf ’

Fl siguiente tecrema nos muestra que el conjunto de las fun-—

ciones R-integrables es un subconjunto de las funciones L-inte-

Bgrables.

B TEOREMA {. 4. B; Sea f una funcidn acotada definida scbre la, bl.

#5l f es R-integrable sobre [a, bl, entonces es medible y

2 En lo gque sigue de este irabajo, algunas veces denoto.rlemos _LG

integrol de Lebesgue de f scbre E, por

f CL)J;f.




- : b
cmfaf( )ddsx = cufaf( x3.

“HEBA:Ya que cualquier funcidn escalonada es una funcién simple
nemos  Jue

. —
CR)th(x)dx < Sup Jiwa)dx < Inf [yOode £ (R [OrCadx.

wif wef
ya. que f es R—-integrable, las desigualdades son todas igualdades,

f es medible de acuerdoe a el lema 1. 4. 4..-

JMPLO |, 4. 7! En la intreduccién mencionames que la funcidn de
1richlet

Cxy = 1, si x es racional
f O, s1 x es irracional

o es Riemann integrable, Esto es facil de ver ya gue

cmﬁ:ﬂx)dx =b-a vy CE)JZf(x)dx = 0.

ero esta funcidén es Lebesgue integrable, dade gque §Ff es una

Unciﬁn simple medible v como milos racionales’y = 0, entonces

cuﬁf = (L) [fx_ = 0.

ste ejemplo nos muestra que el conjunto de las funciones L-inte-—
rables es mas amplio en sentido propico, que el de las funciones

R-integrables.

LEMA 1. 4. B: Si f v g son funciones medibles acotadas definidas

sobre un conjunto [E medilkle acotado, entonces

i) jECaf + bg) = ajEf + bIEg.

L) Si f = g ¢.d., entonces
I = Jes
iti) Si f = g ¢.d., entonces

Jef = Ies

tv2 si #g = f(x) = Pg, entonces

MonE < fEf s M mlE.

v) Si A vy B son conjuntos medibles, disjuntos vy  acotados,

entonces




fo = s L

JRUEBA: Si v es una funcién simple también lo es ay, e inversa-

nte (sl a # 0), Luego si a > O

J;gf = Inf J;gw = a Inf j;w = g Jgf.
wef wel
L a <0

. s
J;gf = Inf J;ap = a Sup J;p ='alInf [w=a [/
esf @ 3f wef
Si y; Y ¥, sen funciocnes simples tales que ¥, =z f v ¥, = &,

ptonces f + & =< v, ot v, Asi

J;f r 8= J;yi A J;wi * J;wz'

s que el Infimo de el lado derecho es Jgf + J;g tenemos
JFre=Jf+ [

4logamente podemos obtener que

j;f t ez J;yt YT J;FZ * J;wz'

_gom@wel supremo del lado derecho es J;f + J;g tenemos
Jo& r8z2 g+ &

de esta manera probamos i).

Para probar ahora (i) es suficiente mostrar que J;f - g = Q.

Dado que f — g = 0 ¢.d., se sigue que si y es una funcidn

_[Ew > 0.

_[Ef+g>_~o.

Similarmente se tiene

J;f + g <0

por lo tanto 7). La prueba para ti) establece ti{i). Por ii{i) ¥

‘el hecho de que
Jil = mE,
E

= . . _ . .
.Se tiene 1twv). Ya que.xmﬂ X; + x; y por t) se tiene v .g

El teorema 1. 4. B, el ejemplo 1. 4. 7 y el lema 1. 4. 8,

ig



‘muestran que la integrél de Lebesgue es una generalizacién de
ntegral de Riemann. Mostrames ahora\una importante propiedad
la integral de Lebesgue, no valida para la integral de Rie-
The -

fOREMA 1. 4 9 (Teorema de Convergencia Acolada): Sea  <f > una
cesién de funciones medibles definidas sobre un conjunto E me-
ble acotado ¥ supongamos que existe un numero real M tal que
ﬁ{x)l < M para todo n y x, Si f(x) = Lim fn(x) para cada x en

entonces
J;f = Lim kan.

RUEBA: Estableceremos primeramente lo siguiente:
Dado £ > O v & > 0O , existe un conjunto medible A < E con

< & y un entero N tal que para tode x & A v tode n =2 N

| F €3> = Fxd| < &
- an{xe[E: |thx) - flx | = &>
el conjunto
' w0
ES = . —_ ¢ = > ..
£, = UG, {(x e [E : |fh(x) (x>} = £, para algun n 2 N>
s claro que Eihi < EN v para cada x € £ existe algun EN a el

ual x no pertenece ya que f%(x) + fOx). ASi[ﬁEﬁ = & y de acuerdo
‘el lema 1. 2. 18, Lim mE = 0. Por lo tante dade & > O existe N

mE < &,
N

m{x = [E : 1j5(x) - f(x)| Zz £, para algun n Z N> < 6.

i Si escribimos A para este E . entonces mA < & v

R - A =+<x el ]fn(x) - f{x)| < &, para algun n 2 N>,

Un caso especial de lo que establecimos es lo siguiente:

Dade £ > 0 existe N y un conjunto medible & <« [E, con
*ﬁﬁ < "Eﬁ tal que para n 2 N ¥y x € (E - A) tenemos que

£

amlE”

| £ () = 70| =
m
Ast

'_f'lIEf,, - | = 0 - s

< JE'fn - /| = J‘aalfn - fl + J;|f;- B "fl _ u




= decir

fEfn » Jm

Mostraremos ahora que la integral de Lebesgue, no agota el
5njunto de las funciones acotadas. Es decir mostraremos la exis-—
;ncia de una funcidén que no es L-integrable. Por definicidén una
‘funcidén es L-integrable si es medible. Entonces mostra?emos la
wistencia de una funcidén no medible.

) La funcidén caracteristica 3; de [P, ez medible, si ¥ solo si
P es medible. Luege si mostramos la existencia de un conjunto no
medible P, tendremos que 3; es no medible. En lo que sigue mos -
raremos la existencia de un conjunto no medible.

' Sean x y y numeros reales en [0, 1), definimos la suma méddu-
ol de xy ypor x +y, si x +y <1l yx+y=-1 si x+y2=1,
Denotaremos la suma médulo 1 de x ¥ y por x + y. Entonces ¥ es
una operacidén conmutativa y asociativa de wvalores en [0, 1. '
& E es un subconjunto de [Q, 1), definimos el traslgdadb

modulo 1 de [E por el conjunto

E %y =<Z: Z2=x%y, para algin x « >
pstraremos ensegquida que la medida de Lebesgue es invariante ba-

o traslaciones mé&dulo 1.

EMA 1. 4. I0: Sea E < [0, 1) un conjunto medible. Entonces para
fcada v € {0, 1) el conjunto [E i v es medible vy m(E ¥ v) = mE.

PRUEBA: Sea Ei =ENILO, 1 = v vy E; =E n {1 - ¥, 15. Entonces

E; ¥ E; son conjuntos disjuntos medibles cuya unidén es [E, luego

mE = mEi + mEz
Ahora Ea oy o= Ei + vy, por lo tanto Ei ¥ vy es medible vy

Q

m(E1 + yi= mEi, va que m es invariante bajo traslaciones. También

E + vy = Ez + vy - 1, asi que Ez + y es medible y m(Ez Iy = mEz.
Pero E + y = (Ei Fwou (Ez ¥ v) y los conjuntos Ei vy Ez oy

son disjuntos medibles. Luego [E ¥ v es medible vy

WE ¥ v) = m(E Fy) o+ alE, +y) =mE +mE, = nE. g
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ANICIGN 1. 4. Il: Para x, y en [0, 1), decimoes que x es equi -

lente a v, x ~ y, =i x - y @5 un ndmerc racional.

Es facil ver que esta relacidn es una relacidn de equivalen-
5ia. Por lo tanto esta relacidén induce una particién de [0, 1) en
cnjuntos ajenos dos a dosz, llamados clases de equivalencia.

Estamos ahora en condiciones de definir un cenjuntosno medi-

le.

[MA |. 4. 12: S1i P ee un conjunto que contiene exactamente un
lemento de cada clase de equivalencia de las inducidas por la

lefinicidén 1. 4. 11, entonces [P es no medible.

0
n=0

RUFBA: F existe de acuerdo a el axioma de eleceldn. Gea {rh}

na enumeracidn de los racionales en [ O, 1) con r, = O y defini-
Fn= P+ r_ . Entonces Po = [P, Sea x = Pi ] Pf Entonces
= + = + r, o e . e P. Pero p - p. = r. - r, es

pﬁ? ri pj 3 cen pl pj pt p) i i

n numero racional, luego P~ ;3. Ya que [P contiene exactamente
n elemento de cada clase de equivalencia, entonces p= pf Esto
ignifica que si ¢ # j, entonces Ptfﬁ Pj =@, es decir {Ph} es
na sucesidén de conjuntos disjuntes dos a dos. Sea ahora
x & [0, 1), luego x pertenece a una clase de equivalencia, por lo

£anto,x es equivalente a algdin ¥ de P. Pero =i x — v = r = r_

o ¢l
para algun n, entonces x < F;. Luego [O, 1D =nghPh. Ei P es medi-
ble, P es medible y tiene la misma medida de acuerdo a el lema
™ .
1. 4. 10.

Pero i este es el caso tenemos
o 0
.n[o,1)=mgm>=2mﬂ==zmu=
n=Z0 ™
n=0 n=go

'y el lado derecho es cero © infinito, dependiendo si mlP es cero o©

}positivo.

Pero esto es imposible ya que ml0O, 1) = 1. Por lo tanto P es .

no medible.-

Asi que 3; es no medible, y por lo tanto no es L—integrable.'




PROBLEMA DE LA INTEGRAL

Hemos mostrado hasta aqui que la integral de Lebesgue es una
sidén de la integral de Riemann;, y la existencia de una fun-

que no es l.-integrable. Esto nos plantea la siguiente cues-—

égs posible asignar a cada funcidn f : [a, 5] + R acotada,

que dencotamos por th que satisfaga las sjguientes

N S N

=2 0O ,s1 flilx) = O para todo x € [a, b1,

ch + be , donde ¢ € {a, &),
= b — ay,

= (R)jif. sl f es R-integrable.?

En la seccidn anterior vimos gque la integral de Lebesgue ex-—
eﬁd@ﬁla integral de Riemann a funcicnes f : [E + R, donde E es
dible, v este no es necesariamente un intervalo. Podemos pues,
.as lejos ¥ plantearnos la cuestidén de si es posible la exten—
de la integral de Riemann a toda funcidn £ : E » K acotada,
nde la dnica restriceisén al conjunto [E, es que sea accotado.
Existe un problema con este planteamiento con la propiedad
,Izc = clb& - a), es decir la integral de Riemann asigna a la
cién constante uno, sobre [a, 1, la longitud de [a, 1. si E
es un intervalo, jcomo expresamos J;l? Lo ideal seria tener
J;} = longitud de [E, pero scomo se define la longttud de E,
ra cualquier conjunto acotade E? Damos la vuelta a este proble—
la. observando que, Jti = Jﬁl s Si solo si & — a es igual a 4 — c.
Una propiedad que tienen en comin [a, &1 y (¢, dl, es dque son
sométricos, es decir existe una isometria de [a, &] en [c, dl.
Este nos permite expresar tv) de la siguiente manera: si E y €
on isométricos, entonces J‘l J-l Expresamos entonces, sl pro-
_ lema de la extensidn de la integral de Riemann a toda funcidn
f: E » R como sigue: .

.Es posible asignar a cada conjunto acotado E de R ¥ cada

5
LB




bién f: E + R acotada un numero que satisfaga las siguientes
ndiciones:

) [laf + bg) = ajE;' + bfgg,

vid J;f = 0, si F 2 O para todo x € [,

uwjmf=jEf+jcf, si EMC = o,

tw) j;x% = J;K%, si E v €C son isométricos,

ul

v [ = (R)ﬁf, si f es R-integrable.?
‘este preblema lo llamaremos el problema de la integral.

En lo que resta de este trabajo, nos ocupamos del problema
e ia integral. Frobaremos que el problema tiene solucién no ¢ni-
. En el siguiente capitulo se presenta uno de los resultados
sicos usades en ¢l tratamiento de el problema, el tecrema de

nh-Banach.

@
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2 EL. TEOREMA [E FMNH—BANACI-I
EN LN ESPACIO VECTORIAL PARCIALNENTE G?[ENADO

Este capitulo sera dedicade a la prueba de el teocrema de
izsnh—~Banach que sera fundamental en el analisis de el problema de

integral. Empezamos con algunas definiciones gue nos seran

liles.
1 ORDEN ¥ LEMA DE ZORMN.

EFNICION 2. 1. 1 Sean f; Y fz funciones con dominios respecti—
s ﬁfi ¥ ﬁfz. Decimos que fz es una extensidn de fx’ denotada por

si IU; c‘ﬂfz Y f;Cx) = szx), para todo x & Ivi.

DEFINICIGN 2. 1. 2: Una relacién R en un. conjunte A se llama orden.

arcial en A si:

1) aRa para todo a € A,

t1) aRb y bRa implican que « = & para todo «, b € .

@ki) aRb v bRc implican que cRec para tode a, &, ¢ e A,

Un conjunto no vaclio & con un orden parcial definido en &1 se

lama parcialmente ordenado (Unicamente en este capitulo usaremos

?l simbolo "< ' para simbolizar un orden parciald.

.3 Sea A el conjunto de todas las funciones F con ‘

s una extensidén de f , para todo f, f < A, entonces A es ar -
1 i 2 P

ialmente ordenado.
Probaremos que la extensidén define un orden parcial en A

) Para tode f € &, f <« f. (Claro).
1) 51 fi < fz y f2 < fi, entonces ivi < iuz v 1Vé < i&; aesto

es Df = Df,, ¥ f,(>0 = f(x) para tode x e Df = Df,, esto es
f,o= 1,
1) Siof < f, ¥ £, < f,» entonces Bf < Df y f (0 = S0

51 x e iU’ y ademas IU < ﬂf Y f C ) fg(x) si x & IUZ Asit que ._,;  
Df < Dfy [0 f(xDSJ_xe.Z)f : '

Bt, S‘“HER DE MIS
HAara
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fﬂNEMN 2. |. 4 Dos elementos @y & de un conjunto parcialmen—

& ordenado A& son comparables si aRb o si BRa.

DHNmmN 2. 1. 8 Se dice que un conjunte parcialmente ordenado
gs ordenado sl cada pareja de elementos del conjunto son compara-—

ples entre si,

DEFINICIGN 2. 1. B Si B es un subconjunto de un conjunto, parcial-
mente ordenado A, entonces un elemento ¢ de A se llama cota supe~

rior de B si & € ¢ para todo b « B.

DFFINICIGN 2. 1. 7! Se dice que un elemente ¢ de wun conjunto par -
cialmente ordenade & es la minima cota superior de un subconjunto
B de A si:

i) ¢ es una cota superior de [B

¥1) Si d es una cota superior de B, entonces ¢ < d.

DEFINICIGN 2. 1. B! Se dice que un elemento a, del conjunto  par-
cialmente ordenado & es un elemento maximal de & si las condicio-

nes ¢ € A vy a, < a implican que a = -

IFMA DE ZORN: Si A es un conjunto parcialmente ordenado en el que
cada subconjunto ordenado pogee una cota superior, entonces A tie-

ne un elemento maximal.

2. 2 TEoReEMA DE HaANH-BANACH

En esta seccidn estudiaremos una versidn del teorema de Hanh-

Banach para espacios vectoriales parcialmente ordenados.

9 DEFINICIGN 2. 2. 1I: Sea & un espacio vectorial real parcialmente
ordenado vy consideremos la funcién §f : E + R con las propiedades:
L) Para todo x, x € E v ¢, ¢ e [,
E 1 2 1 2
4 floex + cx 2 = c¢ flx ) + c_FUix D.
E 171 2" 2 1 1 2 2

1) Sl x ey x 2 0, Ff(x) =z O,

A una funcién con estas propidades la llamaremos funcional lineal

no negativa




J
EMA 2. 2.2 Sea X un subespacio proplo del espacio vectorial

Parcialmente ordenado E v sea x, € E - X tal que existan
v, v = X tales que v, > >, > v, Consideremcs el subespacio ge-—
nerado por X vy {xb}; esto ea, consideramos

N =1 U <x >,
o
v supongamos gque f es una funcional lineal vy no negativa definida
en [E. Entonces existe una funcional F lineal vy no ! negatlva

definida en [N tal que
F(x) = f{x) para todo x « [E

PRUEBA: Consideremos el siguiente conjunto

A = Lflx) : x & Ay x> Xb}'

A es acotado inferiormente por f(yz), y es no vaclo ya que
f(y> A Luego A tiene un infime, sea « = Infh.
Dado que x, & A podemos escribir cualgquier x = N como
X o=y +oex . donde ¢ @ R v vy € X (1)

v esta representacién para x es Unica. Esto nos permite definir la

funcidn F : N » [R por
ECy + cxo) = iyl + c«.

Mostramos ahora gque F es una funcional lineal. Sean

> x, & N v a, & € R ¥y supongamos Jque Xy T o + bxz. Por (1) se

i,
tiene que

x = + £ X x = + o x + X
1 ¥y 170’ 2 Yy 2z o’ 3 Yq 3o’
donde
e R < c e e [,
Yyt Yar Yy ¥ v T2t Ta

Podemos ver que

= + c = a + bc
Ya Yy byz Y 2 “s
En efecto, dado que
x =T oax + bx = aly + o x ) + bBly_, + c x )
i 2 ] 1 17 o b 2 0
= + =+ - Moo= + ¢ X ,
(ayi + byz) (ac1 baz) X = Y %o

se tiene el resultado, ya que la representacidn para X, en la for-

ma (1) es tnica.
Asi
= ’ = 3 o= DI s |
FCax1 + bxé) Fkxg) F(ya + €%, f(ya a

= flay + by 2> + (ac + bc:z)cz = afty ) + bfly, ) + ac a + be o



7

J = a[f(yi) + ciaJ + b[f(yz) + Czd) = aFCxi) + bFsz).

Es decir £ es lineal. Resta probar que F es no negativa, esto

es
F{x) =z 0, para todo x = 0 yv x « [N.

Para mostrar lo anterier escojamos x € N arbitrario, se tiene
x =y + e - Existen tres posibilidades para c:

1) ¢ = 0. En este caso Fly -+ cxo) = fla) = oR ya que F &s no
negativa H

ti) ¢ > 0. En este caso x_ Z - i ¥, luego para todo x'e& XA,
tal que x’ > Xyt . .

x> - — ¥ » es decir x* + — ¥y > O,

asi
3 . 1 L 1 - -,
f[x + y] = fix") + —= FCyw) = G,

-~

v por la definicidn de « tenemos Jue

<o+ Flyw) = O,

C -
Esto es
Fly) + ca = Flx) = O.
ti{l) ¢ < 0. En este ultimo caso tenemos que —¢ > 0, luego

)

- L v — x =z O, es declir - 1 v = X .
< 1© ‘ _ < o
Ya que X & R, — - Mo x, ¥ por la definicidn de «
. 1 1 .
- = - e >
P = W2 = FlWv) =

Asi que -— —£~ Fly) — <« = 0. For lo tanto

[
fiy) + ca = F(x) = 0.

L), i) y i{iil> prueban que F es no negativa. esto completa la

prueba.

TEOR_EMA 2. 2, 3 {TEOREMA DE HANH-BANACH): Sea XA un subespacio vec-—

tal que para
=i

torial del espacio vectorial parcialmente ordenade [E,
- i > >
todo X, € [E R, existe V,» Y= ¥, tales gque v, X v,
existe una funcional lineal no negativa f definida en X, entonces
existe una funcional lineal no negativa F, definida en E tal que

F{x) = f(x) para tode x = XA.

PRUEBA: Sea & = {?} el conjuntc formado por todas las funcionales

lineales y no negativas gque extienden a f. Es claro gque L es no

=8



vacio, ya que f € 5, y de acuerde a el ejempilo 2. 1. 3, $ es par-—

cialmente ordenado por extensi dn.

A
Sea T = {fq} un subconjunto ordenade cualquiera de %. Mostra-

remos gque [ tiene una cota superior en %. Para ver esto considera-

[l N
mos la funcidn f con dominiolg @fa. Si x e Llﬂf » entonces para
o o

algin o, x @fa. Luego podemos definir

FCx) = £ (x>, donde x e m}’a. ) ()

o

et N

Mostraremos azhora que esta bien definida. Supongamos que

Df -« Df
x & fd Y ox = fe,
para algun « y 3. For (1)

N N ) ™

fix3 = fa(x) y fixd = fGCx).
Como T es ordenado

‘:DA .I)A :D.r'\ ﬂt\
f, < Df, 6 Df, < DS,

v en cada caso tenemos que

~ A
A £ = f O

Esto prueba que f estid bien definida.
Mostramos ahora gque %J E?a es un subespacio de LE. Si
A Ia)
x < I ﬁf , entonces para algun o, x € ﬂfa. Dado que ﬁfﬂ es un sub-
o L3 -
espacic de [E, entonces para cualquier ¢ € R, ex = Qﬁ;, por lo tan-
to
N
cx e | ) DF . {2}
Ol o
)
Zean ahora x, v & LJIU;, esto implica que existen a Y o, tal
o
ue
sl A
x € Df vy yw e Df .
Oy ™,
Como T es ordenado se tiens gque

DF < Df & DF DF
fm1 < fo(z f% < fo(i

N
Si ﬂﬁu,c qu, entonces x, y < ﬂfa; Asi que x + y e Df

For lo tanto

2 2

x+ye|&J:D)?°‘. {3)

El caso ﬁf < ﬂf es analogo. (&) y (3) muestran que LJ DS
o oty = o=




. N
es un subespacio de (. Vemos ahora gue f es una funcional lineal.

N
Sean X X, & %JIU; y o, b e IR, ent.onces para algun <,
N
+
ax, bx& = gfa. Luego
£ bx 3 =F « bx ) 7 ;
w3 o= >+ b = -
Ea ax + bx fﬁ(a\ci >, afo‘Cxi) + bfo((xz)
) A
= qp(x U )
aj(x1) + bf(Xé_.
N .
Es decir f es una funcional lineal. Por dltimo si x &) $f Y
‘ (=4 =1
x =z O, entonces para algun «, x < ﬂf luegeo
=4
A 2l
flxd = fa(x) = 0,
Esto es ; es no negativa. Hemos mostrado que f es una funcio-—

nal lineal no negativa y es claro gus para todo ; T, se Ltiene
o

) N
que fa = F.
Es decir F es una cota superior para T. Por el Lema de Zorn,

S tiene un elemento maximal, digamos F. Ya que F e %, I es una

funcicnal lineal ne negativa gque extiende a f. Probaremos que
)

1; = [E.
Supongamos gue no es asi, esto es que existe x, € E - I%. Por

hipdétesis existen Ve ¥, € AR tal gue v, T X, T v, Aplicando el

lema 2. 2. 2, existe una funcional lineal F', que extiende a F de-—

finida en el subespacio [DF U {xb} . Azl que F* € 5, lo cual con-—-

tradice el hecho de que F es maximal de &. Por tanto ﬂF =[E, y con

esto probamos el teorema. g
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3 H. ESPACIO VECTORIALL DE LAS HIPERFUNCIONES

La intencidn de este capitulo es mostrar que el conjunto de
todas las funciones acotadas de periode 1 se pusden dividir en
clases de equivalencia., de tal manera gue dichas clases forman un
espacio vectorial parcialmente ordenado. En este capitule todas
las funciones consideradas seran acotadas de perfodo 1 definidas

en todo IR es decir funcicnes f tal que f{x) = flx + 1) para todo
3

X

3. 1 FUNCIONES EQUIVALENTES A CERO.

DEFINICION 3. 1. I: Diremos que una funcién f es equivalente a ce-
ro, f ~ O, si para todo £ > 0 existe una sucesidn finita de ndme-
ros reales S s s s O tal que
"
i z:f(x + aﬁ < £ para todo

o L=1
EJEMPIO 3. 1. 2: Si f es la funcién constante cero, es <claro gue
£~ 0.

EJEMPLO 3. 1. J: Sea f definida de la siguiente manera:

1 si x = xb e [O, 1)
Fix) =
O si x = [0, 1) - {xo}
entonces f ~ O,
, < una sucesidn de numeros reales tales que

Sea a5, Ty ..
i 2 2]
a € (0, 1). Luego para cualquier x existe a lo mas un df tal gue
A5

x + m, donde m es un entero. En efecto supongamos que e

X o4+ o=
J
xiste otro o tal gque x + «= x, * m’, entonces x = x, tm-oa Yy
v L ]
x =x +m —a, estoes m ~ o, = m' - & o sea m — m = & -~ <L,
(8] 1 1 L 1 |8

pero esto es una contradiccidn.

Ahora dado € > 0, existe n, natural, tal que o < £, luego

para todo x

Lal n

1 z : 1 z
. < .
= Flx + di) = Sflx + Ctt) £

I | L=4

|

=4



Esto es Ff ~ O.

FJEMPLO 3. | 4 Sea f definida de ia siguiente manera:

1 si x es un racional de [O, 1)
Flxd) =
O sl »x es un irraciconal de [0, 1)
entonces § ~ O,
o= L : .
=L F , Lt =1, 2, 3. ..., n . Entonces para cualguier x,
ve H
existe a lo mds un o« tal gque x + ¢ es racicnal. En efecto, sean
1 1
ct, < dos nimeros tales que x + <« = ri,. x + @ = rz, donde r .,
L t ] 1
r, son racionales. Entonces roooT < = r, - a. es decir que
J ]
1 . . . .
r —r =g — o = —~—Lj - LI, pero esto s una contradiccidn a
1 2 J L V=
[
menos que j = L.

Ahora dado & > 0, existe n, tal gque —?11—— < £, luego para todo

P

™

)11 Z_{c_x+ Ly ?11 Zf(x+ Ly o< 711 < e,
vZ : vZ

=4

il

es decir §f ~ O.

FJEMPLO 3. 1. 5: Si f es tal que f(x) = ¢ » 0 entonces f no es e-
gquivalente a cero.
Para cualguier sucesidn finita s s C ey <l de numer os

reales se ticone

™
1
A zf(x+q) 2——-Zc=c,
e ot n
1=4 i

2s decir f no es equivalente a cero.

TIOREMA 3. 1. B 31 f ~ O v g ~ O, entonces
1) f + g ~ O,
1t) cof ~ 0, ¢ € [R.
Lit) flx + <) ~ 0, ¢ € R
PRUEBA: Dado £ > O, existen 2 sucesiones finitas de numercs reales

{3, tales gque para todo x
r

G G, s anyﬁi. ﬁ’z.



Por lo tante

1 . Fy .
- Z"‘(X+at+ﬁj) <--8—-,J=1,8,...,1‘,
LTd
¥
1 . = . .
~ Flx + <o + (31 < ——~, L =1, 2, ..., 1n,'
r v ] ==
—
Sumando las desigualdades sobre 7 e ¢t respectivamente se tiene
T ™
_ 1 re
ZE: ZE:.fQAC-P < + {3) = -:;—EE: zgj Flx + o.+ f?) < =
j=1 j=iti =4
Y
T r n T
1 (x + a+ )] = % Cx o+ o+ | < E
r & i 3 r gt~ i ”rj =
=4 j=1 L=4 "' j=1
Por otro lado tenemos que
m T
1
= Zz [f(x + Q_L+ ,f?j) + g(x + d_L+ (?j)] =
i.=1j=
™ r
+ + . <
e [y e S Y
L=4j=1 T=Aj=4
™ r
1 £ £
+ + + < o e =
nrz Zf(:x % 'G) nrz Zg{X * C[i.+ 'Gj) = =2 £
v=1d 3=4

v=at j=4
Se ha probado que dado & > 0, existe una sucesidn finita de ndme-

res reales o + 2, ¢ =1, 2, ..., n, J =1, 2, ..., r tal que
. i J

Lo r )
1 -
— ZZ()‘ + gIlx + cxj+ {Sj) < £,

im4j=4
entonces por definicién f + g ~ O, Esto prueba ).
entonces dade £ > 0 existe u-

S es una constante no cero |,

na sucesidn finita S O, ... A tal que
™

m
Zf(x+cc_)- < £

1 [
=4




Asi que

™ ial
1 c[
-+ =
= Zcf(x cxt) = Zf(x + ai‘) < g,
v=4 Lo
por tanto ¢f ~ 0. Si ¢ = 0, es clarc que ¢f ~ 0. Esto prueba it).
Por ultimo, dade £ > 0, existe una sucesidn «, o, C e ey o
1 2 ia!
tal que
. ™
1 i
= S + oi) < e, para todo x.
1=1 ]

For consiguiente

™
1 E:jfx + o + )| < g
n v

L=t
es decir, f{lx + ¢c) ~ 0. Esto prueba Tri).

COROIARIO 3. 1. 7' Si Ff es cero, excepto en un numero finite de

puntos, entonces f ~ O.

Esto es una consecuencia de ) v {{) ¥ del ejemplo 2. 1. 3.,
)

3 2 FUNCIONES EQUIVALENTES.

DEFINICIGN 3. 2. |: Decimos que f es equivalente a g, f ~ g, si
-8~ 0

Probaremos en el siguiente lema que la relacidn "~" es una

relacién de egquivalencia sobre el conjunto de todas las funciones
acotadas de periode uno.
"HMA 3. 2. 2! Para todo f, g v h
L) f o~ F.
it) Si f ~ g entonces g ~ £,
L1i) S f ~ gy & ~ h, entances §f ~ h.
PRUEBA.: El inciso i) es claro. Ahora si f ~ g, entonces

f - & ~ 0. Pero por tecrema 3. 1. B (i), g - f ~ O, es decir,
& ~ f. Esto prueba ii{). Por ultimo, tenemcs que f - g =~ O v



g — A ~ 0, entonces por el tecrema 3. 1. 6({), f - A ~ O, esto es

; ~ h. Esto prueba trid. g

LEMA 3. 2. 3; Para cualquier constante real c,

FUx + o) ~ Fix).

PRUEBA: Debemos probar que fix + ¢) =~ fix) ~ Q. Sea a = (i - e,
t= 1, £, ..., n, luegoc s
™
L Z[f(’x+c+ot) —f('x+<:n:)] =
n i i
L=

= [f(x + ey - f(x)] + [f(x + Zc) — flx + c)] +

™

+ [f{x+nc) -;"(x+(n—1)c:)] =1T flx + nc) — Ff{x2
Ya gue f es acotada existe M tal gque [f{ xJ [S M para toda x.
Asi gue
: o}
1 .
- <
- Z [;"(x + o + cci) FCx + GL)] =
L=a
1 =M
: - - < =0
-~ FUx + ncd)i + = fOxd | = —
. =M
Dado &£ > 0O existe n tal gque = < &, Esto prueba que

Filx + 3 ~ fixd. g

3.3 FUNCIONES SUPERIORES A CERO E INFERIORES A CERO.

DEFINICION 3. 3. I: Decimos que Ff es superior a cero, f > 0O, si

existe un nimero ¢ > O y una sucesidn finita de ndmeros reales

tal que para todo x

S, Ly, L., &
1 2 n
Lo
1 ) -
— Zj(x + Q_L) = .
L=1
Es claro que si f es tal que Fix) Z ¢ > 0, entonces f » O.



LEMA 3 3 2:S51 £ >0y g > b ent.onces
Y f + g > O.
1LY f(x + ¢ > O, ¢ e R.

La prueba de 1) y 1i) es andloga a la prueba dada en el teo-—

rema 3. 1. 6 inciseos 1) ¥ (i),

[ﬁHNmMN 3. 3. 3 Decimos que f es inferior a cero, fF < 0O, si

-f » O. :
Es clarco que si Ff € 0y g € 0, entonces f + g < 0. También es

facil ver que Ffix + <) < Q.

FMA 3. 3 4 Si F es tal que f(x) = O para todo x, entonces no

puede ocurrir que f < 0.

PRUEBA: Sea €, G, ..., & una sucesidn cualquiera finita de nu-
ial .

meros reales, entonces para todo x

™
i
+ o
e n Zf(x dt) = ©O.
L=4

por tanto

™

i Z{:C—l)f(x + Ci) < 0, para todo x.

L=d
- Esto significa gue no puede ocurrir gue ~f » G, y por tanto no es

clerto que f < 0. g

Si f es tal que f ~ 0, fPuede ocurrir que F » 07 0 que
F < 07. La respuesta a esta y otras preguntas relacionadas esta
dada en el sigulente teorema.
TEOREMA 3. 3. 5: Las relacicnes, f » O, f ~ 0, f < 0, son exclu-
yentes dos a dos.
PRUEBA: Si f > O, entonces existe un numero ¢ > O y una sucesién
finita de numeros reales S az, .- a tales que

™

™

1 Zj'(x + @) > oc. (1
n 1




1. 6CL

™

1 )

n Zf(x + ql) ~ 0.
L=1

Pero de acuerdo al ejemplo 2. 1. 5 esto es una contradiceidn.

Zf f ~ 0O, entonces Fflx + Oi) ~ 0, y de acuerdo al tecrema

Supongamos ahora que £ > O v £ < 0. En este caso, de acuerdo

a el teorema 3. 2. 2(ii2
Y
flx + o) €0, £ =1, 2, ..., n.
t

Y por el teorema 2. 3. 2(1) se tiene que
™

! Z:jfx + o) o< 0.
mn 1

1=4
1) v 2) son incompatibles.

Pero por el teorema 3. 3. 4,

(2}

Consideraremos por Gltimo el caso f ~ 0O v F € 0. Si f < 0O,

entonces —-f > 0 y si f ~ O, entonces —f ~ O. Fero este casec —f

y —Ff ~ Oy ya se probd que no ccurren simultaneamente. g

LEMA 3. 3 B:Si F» 0y g~ O, entonces §f + g > 0.

PRUEBA: Por hipdtesis, existe un numeroc ¢ > O y dos sSucesiones

i s e s . s ... {2 tal todo x
ni tas SRR S B1 ﬁz fr ales que para todo
ial r
1 . c 1 c
- = —_—_— = — + € e,
= Zf(x + ch} =z c Y = = Zg{x. (S‘J,) =
=41 =4

por tanto

1 : . _
Tz_f(x+aL+[sj)Zc,_fui,E, » I,
L =1
Y
"
_1-—Zng+a-+,e>z— S L i=1, 2. ...
r i ] ©
i=1

Sumando las desigualdades se tiene

r ™
1 . ‘ 1 o 1y » L _Cn
TZ Z_:‘(x + GR+ ,f?j) = cr ¥y - Zzggx + oot (gj) = =

j=dL =4
Asi que

> 0

fi-



ol r . N
1 Flx + o+ 23+ gl + o+ (3
nr i i 1 i

i=4j=4

ial r ™ T

_}.,_ZZf'(x+d+ﬁ)+ 1ZZg(x+o:+ﬁ) C .= S

nr i 1 1 nr i j = =2
i=1}p=1

L=1j=1

v
0
|

Con esto probamos que f + g > O. g

‘DEFINICIIN 3. 3. 7: Decimos que f es superior a g, f » g, si

f - & > O, Andlogamente §F es Inferior a # si F - 5 < 0.

TEOREMA 138 st f>»gy g>» h, entonces f > A

PHEBA:POF hipétesis § — g >0 v g - h > 0O vy por teocrema

3, 1. 8lL), (f — g + (g —h) = fFf — h >0, esto es f > £ m

El teorema anAlogo también es cierto para la relacidn <.

LEMA 3°3. 92 si f > g, F ~ f» § ~ §,. entonces f > g

PRUEBA: Por definicidn tenemos que f - g > O, f f
g ~ 8, » 0 v de acuerdo a el lema 3. 3. 6, j; -8, > O m

lLos ejemplos 3. 1. 2, 3. 1. 3, 3. 1. 4 nos muestran tres fun-

ciones equivalentes a cero. Con alguno de los teoremas gque hemos

probado podemos obtener algunos ejemplos mas. El siguiente teorema

nos da una gran variedad de funciones equivalentes a cero.

TEOREMA 3. 3. 10: Toda funcién f R-integrable satisface la rela—
cidn
_ 1
f ~ ¢, donde ¢ = cmjof.
Lo, ol 4y una particien

PRUEBA: Sea P =<0,
de [0, 1]. Entonces

™ il
Ern = fix +
1
L=1

=1

)= E:H, para todo x
1

1i-4




donde
Inf fCt)
My = -3 i L
1 it g
™ n s n

2 es un =2lemento de

Esto es claro ya gue cada f(x +
oy o — 1 .7 ) .
T e & = =
LF0ed = =t = oy > para algdn .
For lo tanto

™

lal
1 1 i £ , 1
5 = m. < —— Fflx + /) = ' = g ara t
= z . Th Z = FUx - ZHL - S, para tﬁ.odo . L)
1=1 L '

=1

Como f es R-integrable, se tiene que

ﬂ{jl"cj
_J"ofs, (2)
y dade £ > O existe, existe una particidn PN de [O ,1]1, tal que,

L - s < e, (3]

Fero enteonces por 1), 2 v 3)

Lal
i . t
zi:f(x + - > - sz < £, s1 n > N
L=4

b2

™
Ezto prueba que —%—Ejf(x + —%~) converge uniformemente a j:f.

=1
Por lo tanto

™

1 L .

flx + ——) — ¢ < £, si n> N

n n
i=4

Esto demuestra que f - ¢ ~ O, de donde f ~ c. g

3 4 EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS HIPERFUNCIONES.

En esta seccidn definimos el concepto de hiperfuncidén y pro-
baremos posteriormente que el conjunto de todas las hiperfunciones

forma un espacio vectorial parcialmente ordenado.

Denotamos por F el conjunto de todas las funciones acotadas

de periodo uno definidas en todo [R.

2 se mostrd gue la relacidén ~, definida para
es unha relacidn de eguivalencia
F  en

En la seccidén 3.
fs» £ en F por f ~ gsi f - g~ 0,
sobre F. Sabemos que esta relacidén induce una particidén de

conjuntos ajenos llamados clases de equivalencla.

=4



DEFINICION 3. 4. |1 Llamaremos hi perfunciones las clases de

equivalencia de ¥ y denotaremos por (] a la clase de equivalencia

a la gque pertenece f.

Denctaremos por & el conjunto de todas las hiperfunciones.

Enseguida se definen las operaciones gque daran estructura de

espacios vectorial a &€

DEFINICIGN 3. 4. 2: Si [ f] « % v ¢ es una constante real, defini-—

mos
clfl = Lefl.

Veamos que este producto esta bien definido. Si f; e [f1, en-
tonces fi - f ~ 0O, y por tecrema 3. 1. B(1i), cf - cfi ~ 0O, Asi

que of ~ cfi, esto es cj; < [efl.

DEFINICIGN 3. 4. 3 =i 17 v [g]l son elementos de %, definimos
[f] + [g]l = [Ff + gl.

Esta operacidédn esti bien definida, ya que si fi e [f] v
8, < [ g1 entonces f1— Ff o~ 0 vy g- &~ 0. Y por tecrema 3. 1. ©B(13,
Cfi - f3 + Cg1 - g ~ 0. Asi que (fi + gi) - (f + g) ~ 0O, por lo
tanto tenemos que (f; + gih = [ f + g1,
TEOREMA 3. 4. 4 o forma un espacio vectorial real con las opera-—
ciones dadas en las definiciones 3. 4., 2 v 3. 4. 3,

Obtenemos la prusba de este resultado, aplicando las defini-

ciones 3. 4. 2 y 3, 4, 3 y usando el hecho de que ¥ es un espacio

vectorial.

Nuestro siguiente paso es definir un orden parcial en .

DEFINICIGN 3. 4. 5: Para [ 71, Ig] = %, se define la relacién
[f1 > [g]

sl f > g



Verifiquemos que la relacidén es bién definida. Si f1 s [f] vy

g, = [ gl entonces fi ~ ¥y g, ~ & Y de acuerdo 21 lema 3. 3. g,

f, 7 &
Decimos también que [(f]1 = [g] si f > g o f = g,

TEOREMA 3. 4. B: El conjunto ¥ es parcialmente ordenado por la re-

lacidn, [f1 =2 [g].
3

PRUEBA.
12 Es claro que para todo [f1 = %, [ ] = [F1.
donde [ ], [g1 2.

g

i) Supongamos dque [f1 = [g] v [g] = [f],

Entonces f > g & f =gy g> fé& f =g Dado que las relaciones,

fF > 8y & > f son excluyentes se tieme que F = g, Es decir

[f] = [gl.
iid Si ) 2 (gl v (gl = [h]l, donde (f1, [g), (Al « %. Enton-

ces f > 8 S f =gy g7 h &g = h
Si f > &y &> h, por el tecrema 3. 3. 8 se tiene que f > h.

For lo tanto [f1 = [g].
=g b g = R, es claro gque [ = [g]1.

Para los casos en qua §f =
), i) y tii) muestran el tecrema. g
b

Hemos mostrado que % es un espaclo vectorial parcialmente or-—

denado. Probaremes ahora que el tsorema de Hanh-Banach se puede

aplicar en ¥, pidiendo solamente que el subespacio T de & contenga

la hiperfuncidn [1]. Veamos antes un lema auxdliar.

IEIMA 3, 4. 7: Existe, para toda hiperfuncidén [f] € ¥ dos hiperfun—

clones Ecil Yy [czl tales que
[61] > [f1 = [cz].
Entendemos que [C1] Y [czl son las hiperfunciones que contie-

nen las funciones constantes c, Y5, respectivamente.

PRUEBA: Dado & > O, existe un ndmero real ¢, tal que
flxy < ¢, ~ &€, para todo x € R.

c, existe ya que f es acotada. Asi gque ¢, - Fix) > £ > O para todo

41



Y de acuerdo a la definicidn 3. 3. 1 tenemos que ¢ - f > O,
i

decir, Ci > F ¥ por lo tanto [61] > [f]. La prueba para el caso
[f] > [c:zl es anéloga.’

OREMA 3. 4. B (Teorema de Hanh-Banach en %) Sea 7 un subespacio

e ¥, dque contiene la hiperfuncidn [1]. Si existe wuna funcional
jpeal no negativa 4, definida en T, entonces existe una funcional

lineal no negativa A definida en % tal que

ACLFI> = ALF1), para todo [f) e T.

RUEBA: Para aplicar el tecrema 2. 2. 3 tenemos que ver gque para
odo L[ f} e & - T existen [fil ¥ [fZJ en T tales que
fil > [f1 > [fz]. Sea pues [f] € & - T, luego existen [cil. [czl
al gque [c1] > [£) > [52] de acuerdo al lema 3. 4. 7.

Como [1]1 « T entonces ¢il] = [¢] € T para todo ¢ € [R. Luego se

umplen las hipdtesis del teorema 2. 2. 3. g

Definimos ahora dos subespacios que serén de gran importancia
e J

en el cépitulo siguiente,.

DEFINICIGN 3. 4. 8: Definimos el subconjunto (ARY de & por

(XRY = {[Ff] € & : f es R-integrable en [0, 11>.

Es clarco que (XR) es un subespacio vectorial de %

AnAlogamente definimos =l subconjunto (XL) de ¥ por

XLy = {[f] € ¥ : f es L-integrable en [0, 1]2.

También en este casa tenemos que (X)) es un subespacio de ¥,

4z



4 LA INTEGRAL. DE BANACH
Y EL. PROBLEMA DE LA INTEGRAL

En este capftulo nos ocupamos del problema de la integral

Empezamos definiendo el concepto de integral de Banach y expresa-

moes el problema en términos de esta integral.

41 L.a INTEGRAL DE BANAGH \
DEFINICIGN 4. 1. 1: A una funcional J' : F + R c¢con las siguientes
propiedades:

L) jtaf + bg) = aff + bfg, a, b e Ry £, g < F.

i1y [Fix> z 0, si f(x) = O,
i) fe = ¢, ¢ e [R.
iu) j}cix + o) = {f0, « e [R.

la llamafemos integral de Banach.
En los tecremas que siguen probaremocs la existencia de inte-

grales de Banach, dado que la definicidn no nos permite garantizar

su existencia,
Probaremos antes que la integral de Banach coincide con la

integral de Riemann para las funciocnes R-integrables.

LEMA 4. 1. 2! si Jhes una integral de Banach, entonces

J} = (R> sz , 21 f es R—-integrable.

PRUEBA: Probaremos primere que si f ~ g entonces [f = [g. Pero es-
to @s eguivalente a prehar gque =i f ~ O entonces ff = 0,
81 g ~ O, entonces dado £ » 0 existe una sucesidn finita

tal gue para todo x es valida la desigualdad
™
1 i
- < Zng + CL_L) < g, {1

n o,
L=1

L, [ L & |
4 2 n

Dado que [ es una integral de Banach se tiene

N
'3

et s o



mn 15

. ' .
= 28"-;\( +C£,L) i ‘Efg(x +Q|“_") = ISCX)

1=1 L=4

I

v por 1) tenemos

—e < {g < =

gs decir ﬁg = 0
Ahora si f es R-integrable por el teorema 3, 3. 10

caygf.

.
4
o
ll

Fs decir

(R)Jif -

=
H

ey
]

El siguiente teorema nos mnusstra la existencia de una

integral de Banach en F y que ademas coincide con la integral

LLebesgus.

TEOREMA 4. 1. 3 Existe una integral de Ranach definida scobre F

tal gque si Ff es L-integrable en [0, 1], entonces:
. . i .
=
Definimes la ope—

PRUFBA: Consideremos el espacico vectorial (L.

racidén XL + R de la sigulente manera:

& [ F1) =(L3ﬁfdx,[f]e£X&L

Frobaremos que @ es una operacidn bien definida. Esto e= si

{1 e (L) v g € [f]l, g L~integrable en [0, 11, entonces debemos

tener que
1 . 1
CLyjof = (L)j;g.

Esto ez equivalente a probar que si [f] € (WL> v f ~ O, en-

tonces
. r ] -
cL{&f 0.

Supongamos entonces que f ~ 0. Luego dado ¢ > 0, existe una
Sucesidn s az, ..., o tal que
™

™
1. -3

™
1 )

———— f(x+q_) < &,
n i

1 Fix + QB < &£, por tanto, (L)J

o :
L=4

Y entonces



1 1 i
(L)j ———§ Fix + & 3f < e,
n L
o -
v =4

Ahora

por tanto

L=1
Ya gue £ es un numerce positivo arbitrario
1
(L)J‘f = Q.
o

Esto muestira que 0 es bien definida.

Frobaremos ahora gque @& es

lineal v no
{71 = {03, v [F] (L.

=i [fj = [0, entonces f ~ O, Por (1) tenemos

. . 1 .
&LfFly = (L)foj = 0.
=i L) > [0], entonces f > O, en

sucesion SRR ., O ¥ Uun ndmero ¢ > 0O, tal que
1al

n
1 E:_f(x + a) > .
n L

1=1

este cazo

Por tanto

1 zh *
—_ CL)[,fo + o) = oc.
n Je i
1=1

Dado que [ es accotada de periodo 1

i
(L)Jfbr c, esto es @Ilf]) > ¢ > O.
o

C2) v (3) muestran que @ es no negativa.

Sea ahora alfl + blg), donde [F], [g]

= XL1) v a,
Luego

1
& al f1 + blgl) = Xiaf + bgld = (L)[(af + bgd

Jo

45

1 1 i 1
(L)J‘f(x) = mm{E:(L)J‘f(x + adf < g,
o n o t

existe

&

™
1 1 1
(L)Jrf(x) =(L)J,f('x+cf‘) =-}—~Z(]_.)J(f(x+ct).
° o 1 n. o L
L=1

negativa.

=

(n

Sea

{2)

Uuna

(3}

R.



1 ) 1

= aCL)J\f + bCL)J‘g = a®l f] + belgl.
] [a )

Es decir © es lineal.

Como (L) contiene la hiperfuncidén [13, invocamos el teorema

2. 4. 8, y entonces tenemos una funcional ® lineal ¥y no negatiwva

definida en ¥ tal que C:)C[fJ) = &KI{f]) para teodo [f] = KD,

Pefinimos ahora una operacidn ¥ : ¥ 5 R de la siguiente mane—

| =
— b
Iy = &XI[F)d, f e F

¥ estd bien definida, ya que f pertenece a una scla hiperfun-
clén.

Mostraremos que ¥ tLiene las sigulentes propiedades:

L) Waf + bg) = al f) + b g), a, b <« R,

1¢) W fH = O, s1 f =z 0.

i) WFAxI)) = W f(x + )3, ¢ « [R.

i) WO = (L)j;f, =i f es L-integrable en [0, 11,

Por la definicidén de ¥ y el hecho de que ® es lineal se tiene

Waf + bg) = XLaf + bgl) = alfl + blgl) = a® [ 1) + 65X [gl)

a¥ ) + I g).
Esto prueba (7). Sea f € F ¥y fIx) = 0O para todo x, v

consideremos la funcidén g definida por

glx) = ¢ + Fix),

donde ¢ > 0. Luego glx) 2 ¢ para todo x, ¥y por lo tanto

g > 0. Asi que [gl]l > {0l ¥y entonces 6([5]) Z 0 por la no negativi-

dad de . Luego ¥ g) = O ¥y por lo tanto

-,

gy = We + ) = We) + Wfd = O,
Dado que W) = ¢, se tiene gue
¥ ) =z —c.
Como esta desigualdad es vAlida para cualquier ¢ > O, enton-
ces W f> 2 0. Esto prueba £1). Dado que f{x + ¢) ~ f(x), enlonces

I fCx + ¢)) = W f(x>). Esto prueba iii). Por uUltimo si f es L—in-
tegrable en [0, 11, entonces

i
W f) o= &IF1) = &L = (LI F.

45




Definimos ahora la funclonal j 0 F 4+ R de la siguiente mane-

mas
. 1 1 - i
[0 = A0 I FC=)
Probaremos que f es una integral de Banach.
Sean f, f € F, ¢, ¢ = R, entonces
1 4 S 2
jc o J,0x0 + e f o0
1 . . . - o .
= = Ikcifitx) + czfzcx)) + dkcifit—x} + czfzt—x)) H
= ;iw:QKf'(x)) + ~£wc WL (xdy + ;iﬁ:Q(f-C”X)) + w£~clK)fC—x))
= 4 i 2 =2 z 2 4 1 = 2 z

1 1 , .
= = o, CBF (O + W () + mm e B 0D+ F (=)

= Ci-rf1<X) + cz_[fzk 33,
Esto prueba i) de la definicidn 4. 1. 1.
Sea f € F, donde fix) Zz O para todo x, entonces f{(-x) = 0.

Luego M f(>)) = O y W f(-x)) =2 O, ya que ¥ es no negativa, por

tanto jfcx) > 0. Esto prueba de 1) de la definicién 4. 1. 1.
Sea f e ¥, tal que f(x) = ¢ para todo x, luego
' . 1 1 - 1 1
= —_— -— o= i =
ff(x) S5— WSOO) + —— W) =— ¢ * —=— ¢ c.
Esto prueba i{{) de la definicidn 4. 1. 1.
Sea f e F vy ae R, lusgo
[Fitx + > = %- WFCER + o)) + _f,_}— B FCTFx ~ ad)
1 . 1 — .
= —— + —_— =
5 W FOE) + o WSRO Ij(x).
Y con esto probamos que f ez una integral de Banach. Por

al timo mostramos que f colncide con la integral de Lebesgue. Sea

ahora f € ¥, donde f es L-integrable, entonces

. 1 o 1 . o1 . 1 ) 3
froeo = 5~ WA e W FC0) = e WA+ WS x))
1 ) 17- 1 ) 1_ . 1
= = (L)Iof{x) + = LL)jofCL - x> = cL)jofch-.

Proparemos ahora la existencia de una integral de Ranach en &

que no coinclde con la integral de lebesgue, pero antes wveremos un

lema auxiliar.



LIMA 4. |. 4 Existe una funcidén acotada @, tal que

i
cmfop = 0.
Y s1 f es una funcidn F-integrable en [0, 1], tal que f » 0,

entonces
1
(R)J;f > 1,
PRUEBA: Consideremos la circunferencia € de radio —=x ¥ c:;ehtro en
el origen, y definameos la funcidn T @ € - [0, 1), por )
Py = x , P e ¥
donde x es la longitud de arco de la circunferencia gque va de el
punto C_%E’ 0 a F.
Sea Ei un subconjunto de € tal gque su complemento es de pri-—
mera categoria y donde TCE1> = F tiene medida cero'.
Sea ¢ la funcidn definida por
1, si x € &
wLoo = {D, si x e [0, 1) - E.
Claramente satisface gque
1
(L)fop = 0.
Zea ahora F una funcidn R-integrable que satisface la
s Y

relacidn §Ff > ¢, luego existe una sucesidn finita e S
La)

un numero £ > 0 tal que
™

1 Z [_f{x + o;L) - plx + qib] > £, para todo x real.

n
=1

Asi que para todo k natural y todo x se tiene la desigualdad
k ™ - .
1 1 } -~ J
- - FOx + g+~ = plx + oat -5 > £
=4 v=1 -

For lao tanto
™

™ k , i .
3 Z{ : chx T T>} - = Z{“%FZ‘P‘X ot “7.2“)]} > e (D

L=1 i=1
3, 3, 10 se sabe

P | i=1
Por 21 mismo argumento usado para =1 teorema

gue existe M natural, tal que

1 En el apéndice se muestra un conjunio con eslas caracteristicas.

4&



n k
1 Y o .
—5+(R’)ff<..iw 1 Flx + o + J < + !
Jo 7 R 3 = £ (R)j;fr (2)

v=1 =4
siempre que kR > M.
Probaremos ahora que existe un nimero x tal gue la segunda
1

sumatoria de 712 es igual a 1.
J

Designemos por Eﬂkﬁ + —E—J el conju§to que se obtiene al
J
girar el conjunto Ei un Angulo —2rla + —5 ) alrededor del centro
1 i
J }

+ _F_)] exs de primera cate-

(0, 03 de € Cada conjunte ¥ - bEiCa
1

goria.
y

Afirmamos ahora que _Fh lEi(ctL + «#m} ® 3, va que de lo con—
Lo

trario tendriamos gque

. 7
g = _LL’JJ_[Y: - [Dzi(e& s )J]

esto s € es de primera categoria. FPero esto es una contradiccidn,

va que € es un espacio métrico completo y por lo tanto de segunda
categoria 2, Luego existe un punto
J
F eir,jj Eic ot + T)' )
=i x &% la longitud de arco que va de (Q, 'éﬁ) a P, podemos
decir que
r
¥ = x @ — & - —, donde x = [E
1 ] i R i,
Entonces
mn k 5
1 N1
— ¢ + o 4 ———2 = 1,
S e )
i=4 i=4

Luego de acuerdo a (15, (2, (3)

crf:)j;f + e -1 >k

Yy con esto probamos el teorema. g

OBSERYALIGN |:Es claro que la maxima cota inferior de el conjunto

{(E)sz : f es integrable en [0, 11 y F > p2

=1 + & pertenece al conjunto

es uno, ya gque f{x) = para todo

e > 0,

2 ver por ejemple H. L. Royden, Real Anclysis, Pag. 139.
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OBSERVACION 2: La funcidn .gD no es equivalente a  una funcién

E- integrable en [0, 1]. Supongamos que =i, esto es

P{x) ~ flx), donde f es R-integrable

: . _ ot
ahora, si c = Jof( xJ)dx, entonces de acuerdo a el teorema 2. 3. 10
el X} ~ o, plx) — ¢ ~ O,
por lo tanto para cada & > O, existe una sSucesidn finita

&, ., ..., &, tal gque
1 2 n
. ?
1 (e + Y - e <
— @l x <L I &, para todo . (4)

1= 4
existen puntos para los gue la expresidn
n

1 Z .
N
- el >+ dt'

1=4
toma el wvalor uno y puntos para los cuales

Esto hace que la desigualdad (4} sea imposible.

Por wotra parte,

toma el valor cero.

THREMA_{ }. 5 Existe una integral de Banach definida socbre F,

que ne coincide con la integral de Lebesgue.
PRUEBA: Consideremos el subespacio AR y la funcién P
definida en lema 4. 1. 4.

Definimos la operacién @ : {(R) + R peor

1
(LfFIY = (RJfof, donde [f1 & QURD.
negativa. Ya dJue

lema &, 2. 2 para obtener

[QCR) ) {[p]}] + R definl-

® es una funcicnal lineal y no el & KXE),

podemos aplicar los argumentos del

una funcioconal lineal v no negativa CL

da por
= [g} + clyl < [QCR) L {Ep]}],

@1([f]) = Llgll) + ¢, donde LF3
Nétese gue para obtener esta

gl €« (XR) y ¢ es una constante real.

expresion para @, usamos la observacidn 1.

En particular se tiene que C;C[f]) = &X[f1), si [f1 & (XIR).

Aplicamos ahora el teorema 3. 4. 8 y concluimos que existe

una funciconal lineal y no negativa @ : % -» R, tal

&L f1) = ©Cifl), para [f) & [QCE’) . {[@1}].

50 | :
Bi BARER g MG s0S
| HARA M1 GRAADIZA
PEPA 3 0 WED
DF waTow T7a5



En particular tenemos gue

i

& [pl) = @1( [el) :2- __E_ ..".':3-'“-' :
Definimos ahora ¥ y f como en el teobéma“@?ﬁi
f es una integral de Banach y ademis L

: 1
jp( x) =z =

pero (L)Ji@(x) = 0. Queda probado el teorema.-

Hemos mostrado que una integral de Banach en $ﬁJno.f} ”

coincide con la integral de Lebesgue.

A2 SOLUCION AL PROBLEMA DE LA INTEGRAL.

En la seccidn 1. 4 se planted el problema de la integral,i )
decir, el problema de extender la integral de Riemann a'todasllla
funciones acotadas. Estamos en condiciones de dar una solucidn é*

este problema y ver algunos hechos relacionados con el.

DEFINICIEN 4, 2. 1. si J' : F » R es una integral de Banach,

entonces para cada funcién f acotada sobre [E < [0, 1) defininimos

la integral de f sobre [E, denotada J;f, por

J.;_f =.rfp_"

donde fE(x) = fE(x + 12 ¥ o
e [fxd, s ox € [E v

fs“‘)'{o , si x e 10, 1) - E .

Obsérvese que fE e ¥ y por lo tanto toda funcidn acotada

sobre E < [0, 1) es integrable en el sentido de la definicidén

4. 2. 1.

FEJEMPLO 4. 2. 2: Sea [ wuna integral de Banach. Si f es
R-integrable sobre [a, &] < [0, 1), entonces la integral de f

sobre {a, bl esti dada por

1
;o= jf[a,bl = (R J"’rca,bx = (R s
o _ a

[a, bl

Es decir la integral de f sobre [a, ] coincide con la integral de

Fiemann sobre [, &I.
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LEMA 4. 2. 3t Si [ es una integral de Banach definida sobre el

espacio vectorial F entonces J;f tiene las siguientes propiedades:

L) jECaf + bg) = aJ”Ef + bng,

21 [ fx> 2 0, si flx) 2 O para todo x = [,

i) fmf = fAf + jcf, sl AMC = o,
v jgxﬂ = J;XE, si A y € son isométrices,

vl Jéhwf (R)Jif, si f es R-integrable.

i

PRUEBA: > ¥y {13 es «claro. Obtenemos <{$i¢) observando que
s = Ff + fc y aplicando )., Dado que

Fl A
existe una isometria yw de A en C. Se sabe gue yw puede tener

& v € son isométricos

unicamente las siguientes formas y;(x) = x + oy wz(x) = —-x + e

asi gque podemos escribir

2 0 2 CEx + <o
& C

por lo tanto

"

j X0 = jxﬁc 9] jxcc tx 4+ @) = J’Cxcc >

y esto prueba iv). v) se obtiene de el ejemplo anterior.g

El teorema anterior nos muestra gue la integral de f es  una

selucidén "parcial" al problema de la integral, debido a que esta

es aplicable sole a funciones definidas sobre conjuntos del

intervale [0, 1).
de f scbre [E, donde [k es un

Definimos ahora la integral
conjunto cualguiers.

acotada sobre un conjunto

DEFINICIGN 4. 2. 4: Si f es una funcidn
acotado [E, definimos la integral de f sobre [, J;f. por

™
e . Ex
L=-N
donde

E = {x € 0, 1] : x+{ s E m ¢, t+117,
1
i o ffix + iy, 51 ox = [E
E < l-n, nd, g0 = {o, si x & [0, 1) * [

{ = -n, -a+l, ..., n=1, n>,
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glx) = glx + 17,
1 L
Iﬁﬁk es la integral de g, sobre £ .. Convenimos ademas que
L

® O» =i [E = 3,
£, 1
Es decir expresamos la integral de f sobre [E, en términes de
integrales de funcicnes scobre conjuntos E < [Q, 17,
1
La definicidn anterior y el lema 4. =. 2 nos 'lleva al

siguiente resultado.

TEOREMA 4. 2. 5 Si f v g son funciones acotadas sobre un  conjunto

E acotado entcnces
£y [Caf + bgd = ajEj + bfﬁg,

i) J"Ef<x> = 0, si f({x) 2 O para todo x  E,

Lit) IMj=fA,f+fC{, si A 1 C = o,

tud j‘ X = j}: , si A& v € son isométricos,
A A C C -
% b . .
v thmf = CE)J;f, =i Ff ez R-integrable.

PRUEBA: Obtenemocs la demostracién a partir de la definicidén

4. 2. 4 y el lema 4. 2. 3. g

Este teorema nos muestra que el probiema de la integral tiene

solucidén, es decir la integral de Riemann se puede extender a to-

das las funciones acotadas. De acuerdo a los tecorema 4. 1. 3 v
4. 1. B hay una extensidén que coincide con la integral de Lebesgue
v otra gque no, es decir la extensidn no es unica.

En el capitule 1 mostramos algunas propliedades de la integral

entre ellas el Teorema de la Convergencia Acotada
valido

de Lebesgue,
CT.C.A. ), Un hecho interesante es que este tecrema no es8

para una extensién de la integral de Eiemann a todas las funcicnes

acotadas,

{HfMA 4. 7. B: E1 Tecorema de la Convergencia ' Acotada no es valido

para la integral.



o

de conjuntos tal que [0, . 1) = JP,
- =0 n

es la sucesidn
dos en la prueba del lema 1. 4, 12, Es claro que

Luego aplicando el teorema de la convergencia acotada
b

{0,413

= Lim | F = Lim CX  + X + .+ X D
[O,1) n—+00 n -+ Py Py Fn
[O,4)> [O, 1> O, 4}
’ sl [s.4]
= Lim X = z x .
T+ 00, Py, . Py
L=0 L=0Q
(o,4) EO,41)

e ([0, 1> - P> MNP =0y 0, 1) -FP> UJP =10, 1), por

X o= x o+ x .
123 Py Py
[O, 1) {O,4)-P Py
X = 0
Py,
O, 4P,

qpefk;fxﬁ =0si xel0, 1>~ F.

De'ésta manera obtenemos que

x =1 X
P, Py
o, 1) P
or lo tanto
' o o
% x = z x = z 1.
N EO, 4 . P .
- LED LE=O
JEO, 4 L% P

Pero esto es una contradicecidn, ya que la parte derecha es O

=] infinito.y la parte izquierda es 1. g

es que el problema de 1la
el

Una consecuencia de este teorema,

'ntegral no tiene sclucidn si pedimos como condicidn adicional
Téorema de la Convergencia Acotada. Esto a su vez implica, que 1la

‘integral de Lebesgue no puede ser extendida a todas las

H

acotadas. . - -
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1a integral de Riemann a todas las fuhéioﬁeg
de la lntegrall. Los resul tados importéﬁ'e .

resumirse en los siguientes puntos: o

1) La integral de Riemann se pusde extehaer?a_

oiones acotadas de manera no tnlca.

) La integral de Riemann se pueds extender a tod

ciones, de tal manera que coincida con la integral de“Le

3) La integral de Riemann S@ puede extender de tal‘mﬁne
ne colincida con la integral de Lebesgue. A

4) El problema de la integral no tiene solucidn si se agfbga

£ _
como condicién adiciocnal gue satisfaga el tecrema de la convergen

wia acotada.
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APENDICE
A) CONJUNTOS DENSOS . CONJUNTOS DE PRIMERA CATEGORIA

La prueba que se did del lema 4. 1. 4 se basa en el supuesto

de gque existe un conjunts Ei =2n la circunferencia ¥ de radio =
I3

tal que & - Ei ez de primera categoria y T(Eﬁ) Ltiene medida cero,

donde T' @ € - {0, 1) 25 la funcidn de que asigra a cada F < 8, la
%

1

longitud de arco gque va de (—:;, Q) a P En ecste apéndicé mostra-—
f oy )

remes que tal conjunto Ei existe,

DEHNICIGN 1: Si £ es un subconjunto de el espacio metrice (X, dy,

se dice quE_E es denso =i, E = X vy que [E o= nunca denso, =i X - [E
es denso. [E denota la cerradura de [E.

DEFINICIGN 2! Si [E es subcenjunto del espacio métrico (X, &) se

dice que es de primera categoria si, es ia unidn numerable de con-—

jitthtos nunca densos.
J

[ﬁﬂNmMN 3 A una funcidén bivectiva y continua f del espacio mé—

trico X en el espacio métrico ¥, se dice gue es un homeomor fi sme

. . . -1 . .
s5i =u funcidn inversa f es continua en Y.

Se puede ver gue si f @ X » W es un homecmorfismo, entonces

para cada conjunto & < X, f(A> = FO&Y.

En lo gque sigue mostraremos que a partir de un conjunto de

primera categoria en un espacico métrico X, podemos obtener otro

conjunte de prinmera categoria en el espacio métriceo ¥, si entre XK
v ¥ existe un homeomorfisme., Empezamos con unos lemas.

LEMA : Sea f : X - ¥ un homeomorfisme y E un subconjunto de A

L) Bi E es denso, §f(E) es denso.

tt) Si E e=s nunca denso, f(E) es nunca denso.

PRUEBA : Si E es denso entonces £ = ¥. Dadoe que AE» = fCE),
FUEY = f(EY f(RY = ¥, es decir f{E) es denso.Esto prusba ). Si [
o5 nunca denso, entonces X - E es denso, y dade que f es biyectiva

v el hecho de que, f(E) = f(E), se tiene
e - Ey =9 - fCEY =W - FOEY,




2z decir LE) es nunca denso. g

TEOREMA : i F @ R + ¥ es un homeomerfismo v F « X es  de primera

categoria, entences f(E) es de primera categorla.

PRUEBA : Dado que F es de primera categoria entonces

E = 1JE , donde E es nunca denso,

™ ™ ™

luego
%
FUEY = i) #CE ).
m 1al

Por 1) del lema anterior ze tiene que fUE ) es nunca denso. Por

lal

lo tanto fME)es de primera categoria. g

Aplicaremos ahora este teorema para obtener un conjunto de

primera categoria en la circunferencia de radio —=5

“dste' un conjunto E < [0, 1] de medida cero tal que su com-
categoria. Zi [E contiene los puntos

un conjunto E < (O, 1) de me-

plemento es de primera

x = 0, 1, los gquitamos para obtener

dida cere tal Jque su complemento es de primera categoria.

Consideremos ahora la funcidn f ¢ (0, 1) + ¥, definida por

FUt) = (—é— cos t, ~£~ sen t), t = (0, 1),
g =17 o 1
donde ¥ es la circunferencia de centro en el origen y radio e hg

Se puede ver que f s un  homeomor -

. 1
rno incluye el punto ( = Od.

fismo.

Dado que [E < {0, 1) e tal gque su complemento es de primera
categoria, entonces el conjunto

SO, 1) - EY =Y - FCOES,
o5 de primera categoria. S5i hacemos E1 = k), tenemos por lo tan-
to un conjunto Ei en ¥ tal que su complemento ez de primera cate-—
goria. Ademés si T =_f1 es la funcidn inversa de f tenemos gque
IE > = [E
1

tiene medida cero. Observese que la funcidn 7 asigna a cada punto

£ de ¥ la longitud de arco qus va de (—%E’ 0) a P.

Por dltimo consideramos a Ei en la circunferencia completa,

=2s decir incluyende al punto C_%E’ 0) v obtenemos un conjunto en

Rewvista del Departamento de Mate-

1 ver M. A. darcia, Malemdatiicas,
21, Duic. 1990, Pag 2-8.

maticas de la Universidad de Sonera, N°.

i
~J]



la circunfere

complemento e

1
ncia de radio = Y centro en el origen tal que

s de primera categoria ¥y T(Ei) tiene medida cero,
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