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I NTRODUCCI ON

Históricamente fue Augustin Louis Cauchy el primero en dar

a definición analítica de la integral de una función. Su punto

	

e partida es una función 	 continua f en un intervalo cerrado

a, 1,1. El considera una partición P de [a, b7

	a = x	 <x < ...< x = b,o	 1
la "suma de Cauchyn correspondiente

S =x. )( x - x ).
i=1

	limite de 5, cuando	 las longitudes de los subintervalos

x , x] de la partición P tienden a cero, el cual siempre exis-
L-1

lo llama la integral definida de f sobre (a, b] y lo denota

or J:f(x)dx.

Una vez que el problema de la definición analítica de la in-

egral fué resuelto por Cauchy para las funciones continuas, las

nvestigaciones se orientaron hacia la búsqueda de una definición

nalikica de la integral para funciones tan discontinuas como fue-

ra posible. Cauchy, Lipschítz, y Dirichlet hicieron contribuciones

en esta dirección mostrando que es posible definir la integral de

una función cuando esta tiene como conjunto de discontinuidades un

conjunto topológicamente pequelo; de manera más especifica, logra-

ron extender la definición de integral a todas las funciones quo

son continuas excepto en un conjunto de primera especie.

Cabe mencionar que para Cauchy, Lipschitz y Dirichlet la in-

tegral de una función discontinua no es definida como el limite de

-sumas de Cauchy" como lo es para las funciones continuas. En el

caso no continuo, la integral se define -aislando" primero las

discontinuidades de la función y luego tomando un limite; por

ejemplo, si una función acotada f : 	 [a, b] • R es continua excepto

en el punto c e (a, b), entonces su integral se define como el li-
mite

-c
Linlicf(X)dX + If(x)dx
c+0

a	 c+c

Un avance significativo en cuanto a la extensión de la inte-

gral se lo dió Riemann en 1854, en donde el problema de la defini-

e,

IV



ion analítica de la integral de una función discontinua se enfoca

e manera distinta a como lo hicieran Cauchy, Lipschitz y Dirich-

et. Para Ríemann la integral de cualquier función acotada definí-

a en un intervalo cerrado debe definirse escencialmente como lo

izo Cauchy para las funciones continuas. De manera más especifica
f es una función acotada definida en un intervalo Ea, b], P es

na partición de [a, b] y ;<i, es un punto arbitrario en Ex ,
e define la integral de Riemann de 1 sobre Ea, b] por

CR) jf( x) dx = Lim f ( x )( x. -x )
0-1.0 a	 =1

uando este limite existe, donde 6 es el máximo de las longitudes

de los subintervalos de la partición P.

Podemos observar que cuando f es continua en [a, bl y

= x. , la integral Riemann es la integral de Cauchy.

Una vez que Riemann establece que su definición se aplica

	

ualquier función acotada f : [ a, b] • R, se plantea entonces	 el

	

oblema de caracterizar a aquellas funciones para las cuales 	 el

	

imite que define su integral existe. Logra dar dos criterios 	 que
(P

-aracterizan a estas funciones y, en base a ellos, exhibe funcio-

	

cuyo conjunto de discontinuidades es denso en un intervalo	 (y

or lo tanto no es de primera especie), pero integrables.

El cambio de enfoque dado por Riemann resultó muy fructífero

	

abrió un camino de investigación que desembocó en el teorema 	 de

Lebesgue, el cual establece que la integral de una función acotada

f : Ca, b]	 IR, en el sentido de Riemann, existe si y solo si	 el
conjunto de discontinuidades de la función tiene medida cero, esto

	

es, dado cualquier número e > O, se puede cubrir el conjunto	 de

discontinuidades de f mediante una colección numerable de interva-

los abiertos tales que la suma de sus longitudes sea menor que e.

	

El teorema de Lebesgue cerraba un ciclo de investigación 	 en

cuanto a la teoría de integración se refiere. Sin embargo, debido

a la existencia de funciones que no son R-integrables s , el proble-

	

ma de extender el concepto de integral a una clase más amplia 	 de

funciones quedaba abierto.

I. Por ejemplo la función de Dirichtet definida en (O, 11 por

f(x)=

es

x 09 racional.
{O, si x es i rracional



Henri Lebesgue da un paso significativo en esta dirección, al

ograr extender el concepto de integral a una clase más amplia de

unciones. Su integral permite reemplazar el intervalo Ea, b] por

onjuntos mas generales y además obtiene importantes teoremas de

onvergencia, algunos de los cuales no son válidos para la inte-

al de Riemann, por ejemplo, el Teorema de la Convergencia Acota-

Lo anterior hace a la integral de Lebesgue mas satisfactoria

la integral de Riemann desde el punto de vista del análisis.

embargo, no toda función resulta ser integrable en el sentido

nos plantea la siguiente cuestión: 2, Es posible

xtender el concepto de integral a toda función ?

En este trabajo abordamos el problema anterior para funciones

catadas. Siguiendo a S. Banach mostraremos que es posible exten-

er el concepto de integral de manera no única a partir de la in-

egral de Riemann, pero veremos que no es posible la extensión si

ueremos que sea válido el Teorema de la Convergencia Acotada. Es-

o nos sugiere que la integral de Lebesgue es la extensión "buena-

e lanintegral de Riemann.

El trabajo se divide de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se definen la integral de Riemann y la inte-

gral de Lebesgue, y se demuestran algunas de sus propiedades. Ade-

s se hace ver que la clase de funciones integrables en el senti-

do de Lebosgue contienen propiamente a la clase de funcionas inte-

grables en el sentido de Riemann. Finalmente se plantea el proble-

ma de la extensión de la integral de Riemann a todas las funciones

acotadas.

El capitulo 2 es dedicado a la demostración de el teorema de

Banh-Banach; la versión que se presenta es un poco diferente a la

que se ve en los textos de análisis funcional, ya que consideramos

el teorema en un espacio lineal parcialmente ordenado y eso cambia

un poco su presentación. Este teorema es una de los resultados im-

portantes que usamos para la extensión de la integral de Riemann.

En el capitulo 3 definimos una relación de equivalencia en el

conjunto de las funciones acotadas de periodo uno; a las clases de

equivalencia que se obtienen de esta relación las llamamos hiper-

funciones. Probaremos que el conjunto de todas las hiperfunciones

forma un espacio lineal parcialmente ordenado y por último aplica-

vi
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os la versión del teorema de Hanh-Banach del capitulo 2, para ob-

ener un teorema de extensión de funcionales lineales no negativas

obre el conjunto de las hiperfunciones.

En el capitulo 4 definimos la integral de Banach y haciendo

so del teorema de Hanh-Banach, mostramos la existencia de inte-

ral es de Banach sobre el conjunto de las funciones acotadas de

eriodo uno. Expresamos el problema de la extensión de la integral

e Riemann en términos de la integral de Banach y , por ultimo se

resentan algunos resultados que nos muestran que la integral de

iemann se puede extender de manera no única a todas las funciones

catadas.
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1 LA INTEGRAL DE RIEMANN
LA INTEGRAL DE LEBESGIE

El objetivo de este capitulo es desarrollar una parte de la

eoria de la integral de Lebesgue para funciones acotadas. La

arte que se desarrolla será la suficiente para demostrar que la

ntegral de Lebesoue es una generalización de la integral de Pie-

lann y que el conjunto de las funciones L-integrables no agota el
1

onjunto de las funciones acotadas. Por último planteamoS el pro-

ema de la integral.

1 LA INTEGRAL DE RIEMANN

Veamos primero algunas definiciones y	 propiedades concer-

lentes a la integral de Riemann.

Sea f una	 función acotada	 sobre	 la,	 bl,	 y sea

= -Ca = t o <	 < ...< t = b> una partición de la, bl. Una suma
e Riemann de f asociada con la partición P es una suma de la

ormát

	

- t	 )

i=i
onde x c Et ,	 para i= 1, 2, ...,	 n. La elección de xt es, Y-á.	 y
rbitraria. La funcion f es Riemann integrable o R-integrable so-

re la, bl si existe un número r con la siguiente propiedad: Para

-ada e > O existe 6 > O tal que

IS - ni < e

para cualquier suma de Riemann S asociada con una partición P que

tiene norma(P) = max Ct. - t.	 C = 1, 2, ...,	 < 6.

es la integral de Riemann de f sobre	 Ea, In y
lo denotamos por

(R)P.
a

La definición anterior de función Riemann integrable es la

dada originalmente por Riemann. Existe una definición equivalente

integral dada en los siguientes términos:

Sea f una función acotada de valores reales definida sobre

a,	 Para cada partición P de la, bl se definen las sumas



En esta sección se define el tipo de conjunto (conjunto me-

ible) que consideraremos como dominio de las funciones para

2

S	 11.0 t. -	 y	 - t	 )= mi C

ande

=	 m =II
	Sup f(x) 

Y	
Inf f(x)

I.	 tt. i Sx S t t	 t	 tt_isxstt
Definimos ahora la integral superior de Riemann de f por

= Inf S,a
ande el ínfimo se toma sobre todas las posibles particiones 'de

a, bl.

Similarmente se define la integral inferior de Riemann de f

Or

j = Sup e.fb

La integral inferior es siempre menor o igual quo la ints-

ral superior. Si estos números son iguales decimos que f es in-

egrable y llamamos a este valor común la integral de f. Denota--
 este número por

"'Dado que las dos definiciones anteriores son equivalentes se

iene que

S:f = ( R)Pf.
Algunas de las propiedades de la integral de Riemann son las

iguientes:

íJ J:Ccif 	 c2g)	 cita/ + c2t15.

ti..) 1:f	 O	 ,si fCx)	 O.

iii)	 = jci + f f , donde c e Ca, b).
a	 a

lu) Sbc = cCb - a).a

En lo que sigue de este trabajo, denotaremos la integral de

emann de f por CR)fbf, cuando haya algún peligro de confusión.
a

. 2. CONJUNTOS MEDIBLES Y MEDIDA DE LEBESGUE



uaies se define la integral de Lebesgue y veremos algunas de sus

ropiedades.

EFINICItiN L 2. h Para cada conjunto	 A denúmeros	 reales,	 defi-

irnos la medida exterior de A, m*A,	 por

m
7 	

=	 10] )
c u	 n

onde	 es una colección de intervalos abiertos que cubren A,
Ysto es AcUU	 y 1(0 ) representa la longitud del intervalo U .

Es fácil ver que si A c 3, entonces m
*
A m

*
3 y que m

*
0 = O.

OAA L 2. 2: La medida exterior de un intervalo es su longitud.

RUEBA: Probaremos la proposición anterior	 primeramente	 para el

aso en que el intervalo	 es cerrado,	 digamos la, bl.	 Ya	 que

bl c Ca - e, b + e) para cada e positivo, tenemos que

	

m
"
Ea,	 bl S 1(a - e,	 b + e)	 = b - a + 2e.

a	 que m [a, b]	 b - a + 2e	 para	 cada e	 > O,	 entonces

[a,'0t]	 S b - a.

Probaremos ahora que m* Ea, bl k b - a.	 Sea (a >	 cualquier
n

°lección numerable de intervalos abiertos que cubre Ea, b].	 Por

1 teorema de Heine-Sorel se puede extraer una subcolección fini-

a CD Y de CD Y que también cubre la, bl.	 Ya que a e U	 I] ,	 en-
n1 	 n	 nx

onces algún elemento de la colección contiene a a, denotemos es-

e intervalo por (al, bi).	 Se tiene que	 al < a < b. Si b S b,1	 1
ntonces b	 e la, b], y ya que b	 e Ca, b ), existe un	 intervalo

	

*	 *	 i	 i
a , b ) en la colección CO	 Y tal que	 b e Cct2 ,	 b ),

2	 2	
esto es

	

nx	 1	 2
< b < b . Continuando de esta manera obtenemos 	 una	 sucesión2	 1	 2

intervalos Ca ,	 b ), (a ,	 b ),	 ...,	 (a ,	 b ) de	 la	 sucesión

	

1	 1	 2	 2	 9	 9

0 > tal que a < b	 < b •' ya que CO Y	 es	 una colección fini-n	 t	 t--1.	 t. 	 n xK

a el procedimiento debe terminar con algún intervalo Ca, 	 .5).
s	 S

ero esto termina solo si b e Ca , b ), esto es, si a < b < b .

	

9	 9	 9	 9

Luego

21-00)-211(a,	 b)	 = (b - a )	 +( b 	 ) +	 + (b -a)
nx	 9	 9	 e-1	 9-1

= b	 - Ca - b	 ) - (a	 - b	 ) -	 - Ca - b ) - a
s-1	 9-1	 9-2	 1	 1

a,

>b - a
9



a que al 	. Panab>-byaayas qusb- a >b- a,L	 L-1.	 e	 i	 9	 1

or lo tanto 2 1(0
k
) k b - a. Esto muestra que	 m Ea, bl k b - a,

*
que m [a,	 b] = b - a.

Sea ahora O un intervalo acotado cualquiera, entonces dado

O, existe un intervalo cerrado JJ c U tal que 1(.9) > 1(S) - e.

uego

1(J) - e < 1(.9) = m'Id) S m'O	 =	 = 1(0),

si que para cada e > 0

1(0) -e < m O S UD,

lo tanto m
s 

= 1(0).

Supongamos ahora que O es un intervalo	 infinito, entonces

ado cualquier número real ti, existe un intervalo cerrado	 c

on 1(J) = M. Luego m70km*S = 1(J) = H, ya quemOkMpara ca-

a ti, m
*
0	 = co = 1(0) .

MA 1. 2. 3: Sea -CA una sucesión infinita numerable de conjun-
n

os de números reales. Entonces

m
*
( U Al ) S 2 m

*
A

I,	 TI

UEBA: Si uno de los conjuntos Al tiene medida exterior infinita
*

a desigualdad es clara. Si m A es finita, entonces dado e > O,
n

ste una colección numerable <Onv> de intervalos abiertos	 tal
*

ue A 
n 

c U.
b

D 
nA 

y 2 1(O
TI A.) < m An 

+	 2 ne.	 Ahora la colección

O ) = U <fl > es numerable y cubre UA . Asín, 1. n,t	 n	 n, i	 n
W

	

is
( U 10 ) s 2 1C0 . ) = 22	 . )
n=1 n	 n,

rcz7t	 n=11.

sí

or

a que e > O es

2 [.*<	 g,	 2nC)
n=1

arbitrario,

=	 rn.*Is
n=1

+ E.

in
*
( U X.) )	 7 in. /1

n	 n	 n 111

EFINICION 1. 2. 4: Un conjunto E se dice ser medible si para ca-

a conjunto A se tiene que m*A = m*CA n E) + m*‹A n (R - E)),

onde R denota el conjunto de los reales.

4



Ya que siempre se tiene que

	

rn41,55 5.	 "CC ÁS n 1E)	 + rfte(	 n	 [R	 - [E)),

ntonces para ver que un conjunto [E es medible, solo	 verificare-
os que va*Rs 	 AS nE)	 + rati	 n(IR - [E))	 para cada conjunto /I.

Es claro que O y 02 son conjuntos medibles y que si [E es me-

ible entonces también [R - [E lo es.

E1AA 1. 2. 5: Si	 ,a*E	 o, entonces [E es medible.

RUEDA: Sea .45 cualquier conjunto. Entonces	 CA n [E) c (E y así
*

C•t% n [E) 5_
*( E) 	 = O. También 41 n (IR - (E)	 c AS y así

m
*

41	 ( AS n ( IR - E))	 +	 n [E).

por lo tanto E es medible.*

EtAA 1. 2. 6: Si 1E	 y [E	 son medibles,	 entonces [E	 U	 [E	 también

	

2	 2
o es.

RUEDA: Sea Rs cualquier conjunto. 	 Ya que IE2 es medible tenemos
gt) m(4\ n (IR - 1E ))

=	 C AS n	 - E ) n (E) + m1105 n R - [E ) n	 [F2 - (E )) ,
2	 1	 2

ya que 15 n(FE	 u E )	 = (051 n E )	 n E	 n (02 - (E )),	 tenemos
1	 2	 1	 2	 1

ue

mC4S n CE	 uE )) _.5.m.(411n[E)4- mC45 n E n	 -FE)).
1	 2	 1	 2

m*CtIn[E	 U[E])+m.
*
CÁSn(02-E)n([R-E))

1	 2	 1	 2

771.
*
( A n E )+ :CM n [E n CR - [E ) + rte

*
( ÁS n CR - E ) n CR - E))1	 2	 1	 1	 2

=- rn
*
O% n (E)	 + pa*C As n ( CR -(E )) -= ints5,

i	 1
or la medíbilidad de LE. 	 Ya que

á

	

IR-CE	 uE)=CR-E)n(02-E)

	

1	 2	 1	 2
ntonces E U [E	 es medible.1	 z

EFINIC101 1, 2, 7: Una colección a	 de subconjuntos de	 02 es lla-

ado una álgebra de con juntos si :

u [B c ci	 ,si	 41, (B e o,

FR - 45	 e Ci	 , si ÁS	 e O.

5



FINON 1.2. 8: Una álgebra a de conjuntos es llamado una

	

ál gebra, si cualquier unión numerable de conjuntos en a 	 está

rubión en a.

ROLARIO I. 2, 9: La familia m de conjuntos medibles es 	 una	 ál-

bra de conjuntos.

MA I. 2, lO: Sea A cualquier conjunto y E E2' ' '' , E	 una	 su-

s'on finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Entonces

'así& n
L.

U^
,JJ

=
 I

m C A\ n E.) .

t=1

UEBA: Usaremos inducción. Es claro que el lema es válido para

= 1. Supongamos que la expresión es válida para n - 1 conjuntos

Dado que los E son conjuntos disjuntos, tenemosy

iSS n {.0 E.] n E1=1 y = A ri E,

A n
n

1: U E.1 n c[R - E ) =
v= n [

n-i

t 
U E 1.= 1.

Dado que E es medible, se tiene

n	 = mCM n E )	
n-1

JJ
	+ n (A	 Lrl E ]]i

n-i

=m(A n E ) + 2in*(M n E.),
L=1

r nuestra suposición del lema para n - 1 conjuntos..

Mostraremos ahora que la familia de los 	 conjuntos medibles

orman una a-álgebra. 	 Probamos antes un lema auxiliar.

MA L 2. fli Sea a una	 álgebra de	 conjuntos	 en IR y <4.1„> una

ucesión de conjuntos en a. Entonces existe una sucesión <8	 de
n

onjuntos enOtal que 8 n B =Oparanxmy
CO	 00
U B = U A

n= n	 n- n

e



RUEBA: Sea B = A y para cada n > 1 definimos

	

9 =A	 -LA	 u A u... u A ]n	 "	 1	 2	 n-i r
= A n CR - A ) n CR - A ) n ...	 n CR - A	 ).n	 1.	 2	 n-1

	Dado que A. e a, entonces 19 e o. Podemos ver	 también quet	 n
c A . Consideremos ahora 8	 y B	 tal que m	 <	 n. Entoncesn	 n	 m
c Am y

Bm Bn C Am nBn
=A	 n A n	 -	 n cE - A )n... n CR-rn	 Ti	 )

2
Am nc IR - Am ) nAn n...	 ER - A )

-= 0.

Dado que B e A , tenemos que

ee
Sea ahora x e U A • Entonces x e A para algun i.. Sea n eln	 n

pequelo valor de t tal que x e A. Entonces x e B y	 así

U 8 •	 Es decirn=i  Ti

U An=i Ti	 = I Ti
pon15:10 tanto

03	 00
UB =n	 Ti	 = 1 Ti—

EMA 1.	 2.	 12: La	 familia	 M	 de	 conjuntos medibles es 	 una

álgebra de conjuntos.

M'A: Ya que M es una álgebra de conjuntos, lo que tenemos 	 que

obar es que si E es una unión numerable de conjuntos medibles,

ntonces E es medible. Se sabe que E se puede escribir como 	 la

nión de una sucesión -CE > de conjuntos medibles disjuntos dos a
Ti

Sea A cualquier conjunto y V	 =u IE. Entonces CF es medible
Ti	 L =

CR -	 )	 CR - E).	 Luego

m A = m CA n	 ) + m CA n CR -	 ))

k
* 	

n	 )	 m. CA n (R - (E)

Por el lema 1.	 2. 10

n 1F ) = 2	 E)

ce	 00
UB c	 UA.y=j n	 n	 Ti

os.

7



*	 2 in"( n E) +	 A n (R - E) ) .
=

que el lado izquierdo no depende de n tenemos que
co

rfl.
*
A 	 2 ra*" n E ) +	 n ([R - E))

L.1
m*A ? m*CA n E) + rast( A n (CR - E)),

e acuerdo a lema 1. 2.

MA 1, 2. 13: El	 intervalo (a, co) es medible.

RUEGA: Sea Al.	 cualquier	 conjunto,	 A
i. = 

A n	 C a,	 oo) ,

= A n C-o, al	 , entonces debemos probar que rn A + m
*
as S In

*
A .

is,

1	 2
j nt

ik
il, = 00, entonces no hay nada que probar. Si In

*
II < CO, entonces

	

ado e > O existe una colección numerable <0 > de	 intervalos a-

ertos que cubren a A y para la cual

21 ( O ) S m"ffi + e.
n

a O! = O	 n C a, co) y O " = O n C -cc,	 a] , entonces	 O' y	 O ' son
n	 n	 n	 n	 n

ntervalos (o conjuntos vacíos) y

1(II ) = 1(0') + 1(0") 	 = m410' + m
*
T".

,-,	 n	 n	 n	 n
a que A c U O', tenemos que1	 n

m"At < m (U U') S '1 m
*
0',

ya que A2 c U U", tenemos que

m
*
A	 <

*
C L.1	 )	m'O".

2
ntonces

In	 +	 -S	 (
*
O' +	 " ) 5_ 2 1(0)	 <CM + e,

1	 2

ero como e es arbitrario

m*A	 + m"A	 m*At	 .11

EFINEWN L 2. 14: La	 colección 93	 de	 conjuntos	 de	 Bor el	 es la

ás pequefla a-álgebra que contiene todos los conjuntos 	 abiertos

R i .Es decir si 93 es una a-álgebra que contiene todos los con-

En H. L. Hayden, Real, Analysis, Pág.	 16 se puede ver una	 prueba

e existencia de este tipo de cr-atgebra.



untos abiertos de R, entonces	 c

MUARIO L 2, 15: Cualquier conjunto de Borel es 	 medible.	 En

articular cada conjunto abierto y cada conjunto cerrado es medi-

le.

RUEDA : Dado que la colección tu de conjuntos medible es 	 una

-álgebra tenemos que I -co, al es medible para cada a ya	 que

-co, a3 = ER -	 a, oo) . Dado que	 b) = U [-co. bn =	
1 1.

tenemos

ue (-co, b) es medible. Por lo tanto cada intervalo abierto

a, b) = (-co, b) n (a, co) es medible. Ahora como cada conjunto
bierto es la unión numerable de intervalos abiertos este	 debe

er medible. Así m es una a-álgebra conteniendo los conjuntos	 a-

iertos y por lo tanto contiene a la familia S de conjuntos	 de

orel, ya que	 es por definición la más pequeNa u-álgebra conte-

iendo los conjuntos abiertos..

EFINEWN L 2. 16: Si E es un, conjunto medible , definimos	 la

dida de Lebesgue, mE, como la medida exterior de E.

MA 1. 2. U: Sea CE > una sucesión de conjuntos medibles, 	 en-

onces

UE ) S 7
los conjuntos E son disjuntos dos a dos entonces

m(L") =	 mEc

RUEDA: La desigualdad ya quedo establecida en el lema 1. 2.	 3..

<E> es una sucesión finita de conjuntos medibles disjuntos

os a dos entonces el lema 1.	 2. 10 con A = IR implica que

/A(IJE ) = 2 nE .
,	 n

Sea <E	 i> una sucesión nfinita de conjuntos medibles disjun-
t

os dos a dos, entonces
coUEDUE.t=1

9



que

in(	 U E ) > mC	 u E ) =
n

mIE	 .
=	 =

3=1
que el lado izquierdo no depende de n, tenemos

Int	 u E )
n=1

desigualdad invertida también es válida, y por lo tanto
oo

rr¿C	 un )	 =	 /1.21E
n=1

I. 2. IR: Sea CE > una sucesión infinita	 decreciente	 de con
tos medibles, esto es una sucesión con LE 	 c E para cada n.

mE finita, entonces

In( n	 E ) =	 mEirs	
Li m
n+W

oo

EBA: Sea E=n E
i„ 

y sea CF.. =	 - Ei.+1 . Entonces
= It)

E - E = U FY ,
osgconjuntos IF	 son disjuntos dos a dos.	 Luego

co	 a)

mCE^	- E) = 2nif.	 =	 raCE. 	- E.	 ).
n = 1	 n=1

o mIE = mE + mCE	 - LE) y mi	 = mE	 + mCIE	 -	 [E	 ) ,	 dadot.	 1	 i	 **-1	 *	 itt
E c E y E c E .	 Ya que inE	 :S mE	 < ce, tenemost.	 i...H.	 1.t.	 g.

	

m.CIE	 - E) = mE	 - mIE y «LE	 - E	 ) = mE. - m.E.	 .

	

1	 1	 I.	 1,4-1	 L	 IA-1

	

mIE	
2	- 	 rn..<=	 E	 -	 )=	 raC E -	 )

	

t	 J. 	 E. 	
Lim

+1	 n+W
n=1

n
LimIcmE, _ nff	 ) = Lim	 Lim

	

r7K E	 - E ) = mi	 rnIE .
con.	 .	 t-ht	 n.W	 1	 n	 1	 n.W	 n
3=1

que mIE < co tenemos quet
LimtrtE = 	 mE
n-+W	 n ""

FUNCIONES MEDIBLES

A las funciones que se les define la integral de Lebesgue se
denomina funciones medibles. Ver emos	 ahora el concepto de

10



unción medible.

L 3. h Sea f una función de valores reales extendidos cuyo
°minio es medible. Entonces las siguientes proposiciones son e-

quivalentes:

O Para cada número real a el conjunto Lx : f(x) > a) es me-
dible.

ti) Para cada número real a el conjunto Lx : f(x)	 a) es
1medible.

(ii) Para cada número real a el conjunto Lx f(x) < a> es

tu) Para cada número real a el conjuntó 	 -Cx : f(x) S a> es

Estas proposiciones implican:

u)	 Para cada número	 real	 extendido a el	 conj unto

x : f(x) = a) es medible.

PRUEBA: Sea M el dominio de f.	 Dado que
cf)1	 .Cx : f(x) S a Y = (7) - Cx : f(x)	 > a>

entonces () implica tu), ya que la diferencia de conjuntos medi-

bles es medible. Similarmente tu) implica O ;	 ti) implica ili) y
Lit) implica (i).

Ahora dado que

1 >-Cx : f(x) > a Y = n Cx : f(x) > a -
n=1

entonces i) implica ti), ya que la intersección de conjuntos me-
diblesbles es medible. Similarmente (i) implica ti), ya que

1-Cr : f( x) > a> = u Lx : f(x)	 a +
n=1

y. la unión de una sucesión de conjuntos medibles es medible. Esto

muestra que las primeras cuatro proposiciones son equivalentes.

Si cc es un número real

: f(x) = a) = Cx	 f(x) > a> n -Cx	 f(x) S a)

luego ti) y tu) implica 1.›).

Ahora

luego

Cx	 f(x) =	 =ñCx : f(x) > n>
n=1.

ti) implica u) , si a = co. Similarmente tu) implica u) para H.

a = -no, así que (i) y tu) implican u).111

11



INICIÓN I. 3. 2; Una función de val ores real es 	 extendidos f se
ce que es medible si su dominio es medible y si satisface una

las primeras cuatro proposiciones de el lema 1. 3. 1.

)REMA I. 3. 3; Sea c una constante y f y g dos	 funciones medi-
es de valores reales definidas sobre el mismo dominio. Entonces

s funciones f + c, cf, f + g. g - f y fg son también medibles.

JERA; Dado que tx	 x) + c < a > = <x : f x) < a - c>, y de

uerdo a la condición t	 del	 lema 1. 3. 1. se tiene que

x) + c es medible. En forma similar se prueba que cf es medí-

si fCx) y eCx) < a, entonces f(x) < a - gC x) . Se sabe que
ste un racional r tal que f(x) < r < a - eCx). Así

x : Je< x) + eCx) < a> = U C-Cx	 fC x) < r> n	 : gC x) < a - r>)

que los racionales son numerables se tiene	 que el conjunto

fC x) + x) < a > es medible y por lo tanto f + e es medi-

e. ta que -g = C-1)5 es medible cuando 8 lo es, entonces f - e
medible.

La función f2 es medible, ya que

: f2Cx) > a> = <x	 f(x) > -Ira> 1,) Cx : f(x) < -fe)
ra a _� O, y

<x : f2tx» a> =

a > O, donde ,1) es el dominio de f. Luego

fe =
1
2 

r( + g) - f2 - e2]
medí bl e.

REMA I. 3. 4; Sea <in> una sucesión de	 funciones	 medí bl es C con
mi smo dominio de definición). 	 Entonces	 1 as funciones

p< fi , f 2 . . . fn>, Inf< f	 f2 ,	 f	 Stry	 f , Inf
m f y Lim f son también medibles.n 

EBA; Sea h definida por hC x)	 Sup<fi,	 f2 ,	 fri>, entonces
Lb

: hC x) > a Y = U <x : f C x) > a>. Luego h es medible ya quet=i

12



es	 medible.	 Ahora si	 g(x)	 =	 Sup f nt: >c) ,
n	

entonces
oó

8( x) > a> = u -Cx : f ( x) > a>, entonces Sup f ( x) es	 medi —

	

n=1,	 '	 n	 n	 n

bi e. En	 forma	 análoga se	 prueba para	 Inf y .
n • Dado	 que

Li m f	 = Inf SUP f, se tiene que Lim f r. es medible,	 análogamen-.	 n	 n	 n 2 1c	 k

*te se tiene que Lim f es medible..
n

bEFINICIUN 1. 3. 5: Una proposición Se dice	 ser válida casi	 donde

quiera (c.d.) si el conjunto de puntos donde no es 	 váliitia tiene

medida cero.

En particular decimos que f = g c. d. si f y	 g	 tienen el

Mismo dominio y n't< X : I( x)	 x )1 = O.	 Si mi larmente decimos que

	

converge a g c.d.	 si existe un conjunto E de medida cero 	 tal

"que	 f para cada x e E.

'LEMA 1. 3. B	 Si	 f es medible y .1	 = e c. d.	 entonces e es medible.

PRUEBA4y Sea	 E el	 conjunto	 -Cr :	 x)	 f(x)>. Por hipótesis

inE = O.	 Ahora

	

-(x :	 g(x) >

= Cx :	 x) >	 C-(x e E : g()() 	 >	 - Cx e E :	 g(x) 5_ cO)

Los conjuntos fx e E :	 x) > a) y	 tx e E:	 • x)	 a.)	 son

medibles ya que son subconjuntos de E y -Cx :	 f( x) > a> es medible

ya que f es medible.	 Entonces -O< : 8( x) > a> es medible para cada

a y por lo tanto 8- es medible. gi

Si AS es cualquier conjunto definimos la función caracterís-

tica de el conjunto Ás, XA, por

{ 1, si x e AS(x) =

	

A	 O , Si. .X e A.

	

Es claro que X	 es medible si. y solo si A es medible.	 Una

función p de valores reales es llamada simple si es medible y to-

ma solamente un número finito de valores.	 Si (12, es	 una	 función

simple y -Cae a2, 	 , an> es el conjunto de valores no	 cero de

ja



n

entonces 9 =	 a x , donde 1V1	 .><= < : so( x) = a>.

	

t	 	
Esta repre-

i=3. t Al"

entac ión para so es la llamada representación canónica. Se puede
yer que la suma, el producto y la diferencia de funciones simples

es simple.

4 LA INTEGRAL DE LEBESGUE DE UNA FUNCIÓN ACOTADA SOBRE UN

CONJUNTO ACOTADO.

Una vez definidos los conceptos de conjunto medible y fun-

ción medible y haber visto al gunas de sus propiedades estamos

listos para definir la integral de Lebesgue.

DEFINICIdN 1, 4, h Si so es una función simple que 	 es cero fuera

de un conjunto de medida finita, entonces definimos la integral

de Lebesgue de so, JVCx)dx, por
n

fp( x)dx = 2 a . mÑ . ,
1.

=
n

donde v tiene la representación canónica go = a X .ta.	 Fa,

También usaremos el símbolo iv para la integral de Lebesgue

de so. Si E es cualquier conjunto medible definimos la integral de

Lebesgue de ep sobre [E, r v, por
-I E

n

LEMA 1 4 2 . Sea so = a X ,t	
con [E n E = O, para	 t x j. su-

. t=i
pongamos que cada conjunto E. es medible de medida finita. Enton-

Ces

150 = 2 a. • .
1.

L =

PRUEBA: Tenemos que /1= tx : 92( x) = a > = U E.. Luego
a	 = 0.

am.41 = 2 a.m1E . por la aditividad de In y por lo tanto
a	 t	 ta 1, = a

fp( x)dx =	 ameála	 2 (\m'E j. . mi

14



par
r 'Por

,ne

Nuestra intención ahora es definir la integral de Lebesgue
a una función f acotada sobre un conjunto medible E acotado.
analogía con la integral de Riemann consideramos para funcio-

s simples so y y los números

EMA L 4, 3: Sean so y w funciones simples las cuales
ra de un conjunto de medida finita. Entonces

av + bw) = alv	 fw.
±	 w c. d.

son cero

,
TRUERA: Sean <Al> y <BY los conjuntos en los cuales se ' obtiene

L

la representación canónica de so y y respectivamente. Sean Ao y Bo
j.05 conjuntos donde v y y son cero.	 Entonces los conjuntos Ek ob-

tomar	 [Btenidos	 al	 todas	 las intersecciones A

	

i 
n	

j,
c = 0, 1,	 2, .	 , s, „V = 0,	 1, 2,	 ...,t, forman una colección

junta de conjuntos medibles y podemos escribir
N	 N

çt?cz x 	 y	 y = k X'Ex.k
k=i	 k

lo tanto

aso + by =	 (aak + bb
k
 )x
 ric

qüe 5(ap + bw) = aJp + bfy de acuerdo a el lema anterior.
Para la segunda proposición notamos que

15°
	 =	 so -	 .k O,

	que la integral de una función mayor o igual que cero es	 no
ati va.

'ya
ne

Inf J-Ew y	 Sup 5Ev.
2 f	 .p

uando estos dos números son iguales?. El siguiente lema nos da

respuesta.la

A 1, 4, 4: Sea f definida y acotada

acotado. Para que

Inf Illyi(x)dx = Sup 5so<x)dx
E

f5x,	 tep

15
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a todas las funciones simples y y zp, es necesario y suficiente
f sea medible.

BA: Sea f acotada por 11 y supongase que f es medible. Enton-

los conjuntos

hil

	

E
k	

x-= { :
n > 

f(x) >  ( 1x-1
n

 )11 }
, 	 -n < k < n ,

medibles, disjuntos y su unión es E. 	 Entonces
n

2 u/E	 = rrelE.k=-n
Las funciones simples definidas por

n	 n

	

w ( x)	 11	 112 kX ( x)	 y so x)	 te - 1)3C x)n 
!Ex	 n	 n	 Exk=-n	 k=-n

( x)	 fC x)	 w ( x)
n	 n

t 
feCx)dx

n

<	 MESEw n( x) - n
fri 2	 k,
k=-n

n

so 57	Sup 
E 
so( x)dx	 SEn ( x)	 Ck-1)}1E

k
.

k=-n

O S_ Inf fEw< x) d'e - Sup ficp( X ) dX <	

nn

n 2 
HEE = n	 mIE.

k=-n
que n es arbitrario tenemos

Inf fey.<x)dx - Sup fEsoCx)dx = O.

la condición es suficiente.

Supongamos ahora que

Inf fry, = Sup frso.
fiy	 faso

tonces existen funciones simples 1,vri y yn tal que

son ( x)	 x)	 wn( x)

fy (x)dx - flan< x) dx
	 1

tonces las funciones

*
= Inf y/	 y 10

* 
= Sup so

	

n	 n	 n	 n
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medibles por el teorerria 1. 3. 4 y
•

Cx)	 f(x)	 w (x).

tiene que

= <x	 :	 ( x) < zi,
*

( x)	 = tr t
onde

t = Oc : so*(x) < w* x ) -	 >.

P, ere cada t. está contenido en el conjunto

1:	 Çon(x) < wriC x) —

y este conjunto tiene medida menor o igual que	 . Ya que n es
arbitrario se tiene que mAt = O y por lo	 tanto mil = O. Así

y)
* excepto en un conjunto de medida cero, es decir f es me-

dible por el lema 1. 3. 6 y la condición es necesaria.'"

Podemos definir ahora la integral de Lebesgue para funciones
acotadas y medibles.

DUNE1N L t 5: Si f es una función medible y acotada defini-

da sobre un conjunto medible E acotado, definimos la integral de
Lebesgue de f sobre [E, fEf(x)dx2, por

IciCx)dx = Inf fity/Cx)dx

donde el ínfimo se toma sobre todas las funciones simples w > f.

Si LE =	 , bi , escribiremos algunas veces	 fbcf en vez de

ta,bil-
El siguiente teorema nos muestra que el conjunto de las fun-

ciones R-integrables es un subconjunto de las funciones L-inte-.
grables.

TEOREMA 1. 4. 6: Sea f una función acotada definida sobre [a, 	 b].

Si f es R-integrable sobre [a, bl, entonces es medible y     

2 En lo que sigue de este trabajo, algunas veces	 denotaremos
integral. de Lebesgue de f sobre E, por

(IDSCf.         



b-
C R) fa x)dx =	 x).

a

ERA; Ya que cualquier función escalonada es una función simple

emos que

C R)15 I( x)dx 5 Sup	 x) dx < I nf	 x) dx	 ( R)st) f( x)dx.
a	 a

so 1 f	 y f

que f es R-integrable, las desigualdades son todas igualdades.

es medible de acuerdo a el lema 1. 4.	 4..

MPI° 1. 4. 7 En la introducción mencionamos	 que la función de

richlet

f( x) = 1, si x es racional
O, si x es irracional

es Riemann integrable. Esto es fácil de ver ya que

(R)Stf(x)dx- = b - a y ( R)Sbf(x)dx = o.
a	 a

ro esta función es Lebesgue integrable, 	 dado que f es una

ncit.n simple medible y como ra..0 Los rac	 es> = O, entonces

(L)rf = ( L)SYX	 = O.
Ca,b3

te ejemplo nos muestra que el conjunto de las funciones L-inte-

ables es más amplio en sentido propio, que el de las funciones

íntegrables.

4

MA 1, 4. 8: Si f y g son funciones medibles acotadas definidas

bre un conjunto E medible acotado, entonces

fjaf + bg) = afrf + 2,1E5.

Si f = g c.d., entonces

Set = fue'
itt) Si f 5 g c. d. , entonces

fEf
iu) si i 5 f ( x)

2
, entonces

1rn1F 5 ficf _S H2mJE.

v) Si A y 8 son conjuntos medibles, disjuntos y acotados,

ntonces

1E?



= f.f SU!.

ERA: Si y es una función simple también lo es ay', e inversa-
te (si a	 O). Luego si a > O

fraf = Inf U aw = a Inf f = a fiEf.JE1, � f	 y2f
a< O

lEaf = Inf fEaso = a Sup Sé' a Inf f w a LEf.
(rsf	 spsf	 E	 ;olí	 E

Si wywson funciones simples tales queyikfyw k g,
i	 2	 i	 z

tonces f + 8 � wi + w2 . As'

.� U y, + ;#2= frwi + S
E

yi
2

+ fEe tenemosque el ínfimo de el lado derecho es

SET	 SE/ -E sÉg
álogamente podemos obtener que

SS( 4.	 fEWt	 11'12= fEW1	 SEW21

como el supremo del lado derecho esff+fgtenemosE

sEf	 SEf "4" ste,
esta manera probamos O.

Para probar ahora (i) es suficiente mostrar que
Dado que f - 8 = O c.d., se sigue que si y es

•

SE/ - = O.
una función

mple tal que w f - g,entonces y > O c.d. de esto se sigue que

fEW 0.
aqui que

'milarmente se tiene

SO

por lo tanto O. La prueba para (0 establece 1:i.1). Por iii) y
hecho de que

"Él = mE,

e tiene (v). Ya que X	 = XA X93 y por () se tiene v).m

El teorema 1. 4. 6,	 el ejemplo 1. 4. 7 y el lema 1. 4. 8,
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5 muestran que la integral de Lebesgue es una generalización de
integr al de Riemann. Mostramos ahora una importante propiedad
la integral de Lebesgue, no válida para la integral de Rie-

n

IOREMA I. 4, 9 ( Teorema de Convergencia Acotada ): 	 Sea	 <fn>	 una
ücesi ón de funciones medibles definidas sobre un conjunto E 	 me-
ibie acotado y supongamos que existe un numero real M tal	 que

n(x)1 S M para todo n y x. Si f(x) = Lim f (x) para cada x en

entonces

 Lim fIr = ,
ROBA: Estableceremos primeramente lo siguiente:

Dado s > O y 6 > O, existe un conjunto	 medible A c E con

< 6 y un entero N tal que para todo x e A y todo n > N

	

If x) -	 x) < e.

( = tx e E : Ify,(x) - f(x)I	 e)

y el Conjunto

N n = N n
= U G =	 e E : If,(x) - f(x) I 	 e, para algun n > N>.

claro que E
N*1 

c E	 y para cada x e E existe algún E a elN

	ual x no pertenece ya que fn(x)	 f(x).	 Asi nEN = 0 y de acuerdo

	

a el lema 1. 2. 18, Lim mE = O. 	 Por lo tanto dado 6 > O existo N
N

al que

	

mE	 < 6,N
esto es

rrt(x e E :	 if (x)	 - f(x) I 	 e, para algun n >	 < 6.

Si escribimos A para este E . entonces mA < 6 y
N

R - A = -(x e E : If(x) - f(x)I < e, para algun n > A5.

Un caso especial de lo que establecimos es lo siguiente:

Dado e > O	 existe N y un conjunto medible A	 c E, con

4M tal que para n 1> N y x c (E - A) tenemos que

fn( x) - f(	 I � arnE.
Así

rEf, - .1Ef = frias	 51 TE i fn - f I = TE	 -
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e2	 2
decir

icfn • Té. •

Mostraremos ahora que la integral de Lebesgue, no	 agota el

conjunto de las funciones acotadas. Es decir mostraremos la exis-

tencia de una función que no es L-integrable. Por definición 	 una

función es L-integrable si es medible. Entonces	 mostrahemos la

existencia de una función no medible.

La función característica X de P, es medible, si y solo si

w es medible. Luego si mostramos la existencia de un conjunto 	 no
Medible P, tendremos que X es no medible. En lo que sigue mos-

traremos la existencia de un conjunto no medible.

Sean x y y números reales en [O, 1), definimos la suma módu-

lo 1 dexyyporx+ y, six+y< lyx+y- 1	 si	 x+y � 1.

Denotaremos la suma módulo 1 de x y y por x + y. Entonces +	 es

una operación conmutativa y asociativa de valores en 10, 1).

ti E es un subconjunto de [O, 1), definimos el	 trasladado

nódulo 1 de [E por el conjunto

+ y = CZ: Z = x + y, para algún x e E>

Mostraremos enseguida que la medida de Lebesgue es invariante ba-

jo traslaciones módulo 1.

LEMA 1. 4, M: Sea E c [O, 1) un	 conjunto medible. Entonces para

cada y e [O, 1) el conjunto E + y es medible y m(E + y) = mE.

PRUEBA: Sea LE =En[0, 1 - y)y E2
 =(En[1. - y,	 1).	 Entonces

É y E son conjuntos disjuntos medibles cuya unión es E, luego
2

m.LE = nilE + rnIE
o

Ahora E	 + y = E	 + y, por	 lo tanto E + y es medible y

m(E + y)= ntE , ya que ra es invariante bajo traslaciones. También
o

E + y = E + y - 1, así que E + y es medible y m(E 	 y) = mE
z	 z	 z	

2 +	 2.

Pero E + y = CE 	 y) u (E2 + y) y los conjuntos (El. + y y Ez + y

son disjuntos medibles. Luego E + y es medible y

m(E + y) = m(E1 + y) + m(E2 + y) = miE l + WE2 	 mE.01
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I. 4. II: Para x, y en [O, 1), decimos 	 que x es	 equi-
lente a y, x -- y, si x - y es un número racional.

Es fácil ver que esta relación es una relación de equivalen-

ia. Por lo tanto esta relación induce una partición de 10, 1) en

mjuntos ajenos dos a dos, llamados clases de equivalencia.

Estamos ahora en condiciones de definir un conjunto,no medi-

LEMA 1. 4. 12: Si IP es un conjunto que contiene exactamente un

demento de cada clase de equivalencia de las inducidas por la

definición 1. 4. 11, entonces [F' es no medible.

PRUEBA: EP existe de acuerdo a el axioma de elección. Sea Cr >11)
n n=0

una enumeración de los racionales en C O, 1) con r	 = O y defini-o
mos P = P + r

n
. Entonces P

o
 = P. Sea x é	 n	 E_. Entoncest

= piny- r i = P. + ry con pi , pi E (P. Pero pi - pi = r. - r es

m número racional, luego p . ti p . . Ya que [P contiene exactamente

Un elemento de cada clase de equivalencia,0	 entonces AOL EstoPj

significa que si i x j, entonces [P n P = O, es decir CP > es
una sucesión de conjuntos di sj untos dos	 a	 dos. Sea ahora

>c e [O, 1), luego x pertenece a una clase de equivalencia, por lo

tanto x es equivalente a algún y de C.P. 	 Pero si x - y = r = r ,

para algún n, entonces x e [Pn
 . Luego CO, 1) = n U

O P n 
. Si W es medi-

=

ble, 11' es medible y tiene la misma medida de acuerdo a el lema

1. 4. 10.

Pero si este es el caso tenemos
co

mí O, 1) = m( nUcyn ) =	 rrIDP =	 MP
n=0	 n=0

y el lado derecho es cero o infinito, dependiendo si miP es cero o

positivo.

	

Pero esto es imposible ya que m[0, 1) = 1. 	 Por lo tanto IP es

no medi bl e. •

Así que 31; es no medible, y por lo tanto no es L-integrable.
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PROBLEMA DE LA INTEGRAL

Hemos mostrado hasta aqui que la integral de Lebesgue es una

sión de la integral de Eiemann; y la existencia de una fun-

que no es L-integrable. Esto nos plantea la siguiente cues-

¿Es posible asignar a cada función f : Ca, bl • R acotada,
úmero, que denotamos por ff, que satisfaga las stguientes

a

¡cienes:

( c f + c2g) = c	
a 

+ c
1	 2 a.

ti) S:f	 O ,si f(x) > O para todo x e fa, b],

donde C E (a, b),

fi = ( R)
a f, si f es R-integrable.?

En la sección anterior vimos que la integral de Lebesgue ex-

ende la integral de Riemann a funciones f : E • R, donde [E es
-
dible, y este no es necesariamente un intervalo. Podemos pues,

mas lejos y plantearnos la cuestión de si es posible la exten-,
ón de la integral de Riemann a toda función f : E • R acotada,
donde la única restricción al conjunto E, es que sea acotado.

Existe un problema con este planteamiento con la propiedad
rbjac = cCb - a), es decir la integral de Riemann asigna a la

Lindón constante uno, sobre [a, b], la longitud de [a, b]. si E
es un intervalo, ¿como expresamos j'El? Lo ideal sería tener

ue fi = Longitud de E, pero ¿como se define la Longitud de E,
ara cualquier conjunto acotado E? Damos la vuelta a este proble-

a observando que, itl = 1:1	 si solo si b - a es igual a d - c.a
Una propiedad que tienen en común [a, b] y [c, d], es que son
Isométricos, es decir existe una isometría de [a, b] en [c, d].

Esto nos permite expresar tu) de la siguiente manera: si E y C

son isométricos, entonces fi = jC1. Expresamos entonces, el pro-
blema de la extensión de la integral de Riemann a toda función

f : E • R como sigue:
¿Es posible asignar a cada conjunto acotado E de R Y cada



Ación f : E • R acotada un número que satisfaga las siguientes
ondiciones:

t) I-E(af + be) = aJ 	 + bfre,

ti) "El � O, si f O para todo x e E,

íti.)1 f = SET + fcf,	 si E (Í C = 0,

12u) s'Ex; = 10.Xc , si E y C son isométricos,

v) frabif = CR)Jtf, si f es R-integrable.?
a

este problema lo llamaremos el problema de la integral.

En lo que resta de este trabajo, nos ocupamos del problema

e la integral. Probaremos que el problema tiene solución no úni-

á. En el siguiente capitulo se presenta uno de los resultados

Isicos usados en el tratamiento de el problema, el teorema de

anh-Banach.
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2 EL TEOREMA DE HANH-BANACH
EN UN ESPACIO VECTORIAL PARCIALMENTE ORDENADO

Este capitulo será dedicado a la prueba de 	 el teorema de

anh-Banach que será fundamental en el análisis de el problema de

	

a integral. Empezamos con algunas 	 definiciones	 que nos	 serán

ti les.

1 ORDEN Y LEMA DE ZORN.

DEBNICIM 2. 1, I: Sean f 1 y	 '2
	 funciones con dominios respecti-

vos 131i y 0f. Decimos que f es una extensión de fi,
2	 2	

denotada por

C /, si „El c .Df y f (x) = f (x),	 para todo x e ti .
2	 1	 2	 1	 2	 1

DEFINICIeN 2. 1. 2: Una relación R en un. conjunto A se llama 	 orden
parcial en A si:

í) aRa para todo a e A.

ít) aRb y bRa implican que a = b para todo a, b e A.

aRb y Mea implican que aRc para todo a, b, c e A.

Un conjunto no vacío A con un orden parcial definido en él se

llama parcialmente ordenado (únicamente en este capitulo usaremos

el simbolo "< " para simbolizar un orden parcial).

EJEMPLO 2. L 1 Sea A el	 conjunto de todas las funciones f	 con

dominio 5) cge imagen 3' 	 c W.	 Si definimos en A la relación: /2
es una extensión de f	 para todo , f e A, entonces A es

	

1	 2	
par-

cialmente ordenado.

Probaremos que la extensión define un orden parcial en A

í) Para todo f e A, f c f. (Claro).
tí) Si fi c f2 y f2 c fi, entonces Df 

C 1)j-2 Y .5512 c	 esto

es „Oís = £12,	 y fi(x) = f2( x) para todo x e Df = ,Df2, esto es

= 12.

ííí) Si fi c f2 y 52 c fa, entonces :bici c Mf 2 y fi(x) =	 f2(x)

si x e „90fi y además ,D./ 2 c ,Df 2 y 52(x) = f 9( x ) si x e .D12. Así	 que

Df c //f2 y fi( x) = f2(x) si x e ..1)f

Esto prueba que A es parcialmente ordenado por extensión.

1

sniff
RARA

DEPM
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'DEFINICIÓN 2, I. 4; Dos elements a y b	 de un conjunto	 parcialmen-

te ordenado A son comparables si aRb o si bRa.

DEFINICIÓN 2. I. 51 Se dice	 que	 un conjunto parcialmente ordenado

es ordenado si cada pareja de elementos del conjunto son 	 compara-

bles entre si.

DEFINICIÓN 2. 1. 6: Si 0 es un subconjunto de un conjunto, 	 parcial-

men te ordenado A, entonces un elemento c de A se llama cota supe-

rior de ES si b < c para todo b e B.

DEFINICIÓN 2. 1. 7: Se dice que un	 elemento e de un conjunto	 par-
cialmente ordenado A es la minima cota superior de un subconjunto

0 de A si:

c es una cota superior de B

úi) Si d es una cota superior de B, entonces c < d.

DEFINICIÓN 2. I. S: Se dice que un	 elemento	 ao	 del conjunto par-:
cialmente ordenado A es un elemento maximal de A si las 	 condicio-

nes a e A y ao < a implican que a = ao.

LEMA DE ZORN: Si A es un conjunto parcialmente ordenado en	 el	 que

cada subconjunto ordenado posee una cota superior, entonces A tie-

ne un elemento maximal.

a 2 TEOREMA DE HANH-BANACH

En esta sección estudiaremos una versión del teorema de Hanh-

Bahach para espacios vectoriales parcialmente ordenados.

DEFINICIÓN 2. 2. 1; Sea E un espacio	 vectorial real parcialmente

ordenado y consideremos la función f : E . R con las propiedades:
í) Para todo x t,xeByc, c2	 1	 2 

e IR,

f(cx -Ecx)=-cf(x)+cfCx).
1 1	 2 2	 1	 1	 2"	 2

ii) Si xEEyx?0, f(x)k O.

A una función con estas propidades la llamaremos funcional lineal

no negativa
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LEMA 2, 2, 2: Sea >A un subespacio propio del espacio vectorial

parcialmente ordenado E y sea xo e E - 12 tal que existan

N	 =[)7	 -(xo}],

y supongamos que f es una funcional lineal y no negativa definida
en E. Entonces existe	 una	 funcional	 F	 lineal	 y no ? negativa

definida en N tal que

F(x) = f(x) para todo x e E

MIMA: Consideremos el siguiente conjunto

A = < f(x)	 x e	 y x > xo).

A es acotado inferiormente por f( y). y	 es	 no vacío ya	 que

f(yi) e A. Luego A tiene un ínfimo, sea a = InfA.

Dado que xo e	 podemos escribir cualquier x e N como

x = y + cxo ,	 donde ceRyye )51	 (I)

	

y esta representación para x es única.	 Esto nos permite definir la

función F : N • R por

F(y + cxo )	 = f(y)	 + ca.

Mostramos	 ahora	 que	 F	 es	 una	 funcional	 lineal.	 Sean

x x eNya,beRysupongamos quex	 = ax	 + bx . Por (1)	 se
1,	 2	 a	 s	 2
tiene que

x =y+cx ,	 x	 =v+ CX ,	 x	 = y+cX
1	 1	 o	 2	 -2	 20	 a	 9	 90

donde

y, y.2	
ya E ).2	 y	 c,s	 2

c,	 ea e R.
Podemos ver que

ya = ay	 + bys	 2	 Y	 c	 = ac	 + bc .
a	 s	 2

En efecto, dado que

x= ax + bx	 = a( y	 + c x ) + b< y 2 + c x )
a	 1	 2	 1	 10	 20

= ( ay + by )	 + C ac -1- bc ) x = y	 + c x ,1 
2	 1	 2	 0	 9	 3')

se tiene el resultado, ya que la representación para x en la for-e

ma (1) es única.

As í

F( ax	 + bx )	 = [Xx) = PC ya 
+cx)=f	 ) + c a

1	 2	 3	 3 0	 '3

= f( ay + by	 + ( ac	 + bc )a = a/(y )	 + bf( y ) + ac i
ct + bc a

1	 2	 1	 2	 1	 2	 2

y2 e �g tales que yl > xo	o> y . Consideremos el subespaci2	 ge-

merado por ›R y -(x) ; esto es, consideramos
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) = at fC y
t
) + c 1 	+ bE .1( 

2 
)	 + c 2 a)	 = aFC x 1 )

	 bFCx 
2)

Es decir F es lineal.	 Resta probar que F es no negativa, esto

es

F(x)	 O, para todox � Oyxe N.

Para mostrar lo anterior escojamos x e N arbitrario, se tiene

x y + cxo. Existen tres posibilidades para c:

1) c = O. En este caso F(y + cxo ) = f(y)	 O, ya que f es no
negativa

c O. En este caso xo	-  1 y, luego para todo x l e A,

tal que x' > xo
,

x' >
c

así

f(x' +	 -y) = f( x' )	 j(y)	 O,
c.

Y por la definición de a tenemos que

a + 
1 f(y)	 O.

Esto es

f(y) + ca = F(x)	 O.

c < O. En este último caso tenemos que -c > 0, luego

1	 1 
y - xo

	0, es decir - 	  y	 xo .

Ya que xo e A,	 1— y > xo y por la definición de a

1
y , es decir x' +  1 y > 0,

Asi que -
1

11
Y) = -c

c- a > 0. Por

j(y) > a.

lo tanto 
c

f(y) + ca = F(x)	 O.

ii) y iii) prueban que F es no negativa. esto completa la

prueba..

TEOREMA 2. 2, 3 (TEOREMA DE HANH -BANACH); Sea 1g un subespacio vec-

torial del espacio vectorial parcialmente ordenado E, tal que para

todo xo eLE- 12, existe y , y	 tales que v >xo >y.2	 Si

existe una funcional lineal no negativa f definida en	 entonces

existe una funcional lineal no negativa F, definida en E tal que

F(x) = f(x) para todo x e A.

PRUEBA! Sea S = < Y> el conjunto formado por todas las funcionales

lineales y no negativas que extienden a f. Es claro que S es	 no
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vacío, ya que f e S, y de- acuerdo a el ejemplo 2. 1. 3, S es par-

cialmente ordenado por extensión.

Sea 11 = <2 > un subconjunto ordenado cualquiera de S. Mostra-

remos que Tí tiene una cota superior en 5. Para ver esto considera-

mos la función 7 con dominio Si x e entonces para

algún a, x E :07. Luego podernos definir

fc.)	 (x), donde x e
irg

Mostraremos ahora que f está bien definida. Supongamos que

X E ..Z2 y x e 09,
o<

para algún a y 13.	 Por (1)

2(x) =	 x) y 7( x) = 7cx .)

Como 11 es ordenado

.7)20( c Z19 ó Z18 c Dia,

y en cada caso tenemos que

jcse<( x) = 20( x).

Esto prueba que 2‘ está bien definida.

Mostramos ahora que U	 2)1., es un subespaci o	 de E.	 Si

x e 1J .7>2 , entonces para algún a, x e ,D7 Dado que .7);-
oc	 a	 0,‘ es un sub-

espacio de E, entonces para cualquier c € D, cx e 2)7oc, por lo tan-

to

cx e Li ,D2c‹.	 (2)

Sean ahora x, y e y< 2),, Ar c*	 esto implica que existen a y a 	 tal2
que

.1)2	 y y e,i	 5:1x e 0,2.

Como U es ordenado se tiene que

£2 c	 ó	 c 1)2
o1/4	 oz,

Si .D2c	 , entonces x,	 y e .7.)2 . Así que x	 Y

Por lo tanto

x + y e U .1).7
	

(3)

El caso 2)20,2 c 2204les análogo. (2) y (3) muestran que

(1)
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es un subespacio de E. Vemos ahora que f es una funcional lineal.

Sean x, x
z c	 £11, y a,

ax + bx e MI . Luego
2

b e R, entonces para algún a,

t( ax + bx )1	 2

	

(ax	 + bx ) =	 + bY.,(x2)
o<	 i	 2

	

= f	 ) + b9C x )
2

Es decir 2 es una funcional lineal. Por último si x,eld DI Y

x O. entonces para algún a, x e MY luego

9(x) = .7 2 (x)	 O,

Esto es 9 f 	 no negativa. Hemos mostrado que 9 es una funcio-

nal lineal no negativa y es claro que para todo 2, e IU, se tiene

que 2„ c 2.

Es decir f es una cota superior para U. Por el Lema de Zorn,

S tiene un elemento maximal, digamos F. Ya que F e S, F es una

funcional lineal no negativa que extiende a f. Probaremos que

= E.
F

Supongamos que no es así, esto es que existe xo e E - Zr. Por

el

de-

hipótesis existen y t , y2 e IR tal que y í > xo > y 2 . Aplicando

lema 2. 2. 2, existe una funcional lineal F', que extiende a F

finída en el subespacio .
[
..DF U -Cx

o
> . Así que F' e S, lo cual con-

tradice el hecho de que E es maximal de S. Por tanto ,DF = E, y con

esto probamos el teorema..
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3 EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS HIPERFUNCIONM

La intención de este capitulo es mostrar que el conjunto de

todas las funciones acotadas de periodo 1 se pueden dividir en

clases de equivalencia, de tal manera que dichas clases forman un

espacio vectorial par ci al mente or denado. En este capítulo todas

las funciones consideradas serán acotadas de periodo 1 definidas

en todo IR es decir funciones / tal que /(x) = f( x + 1) para todo

x.

3. 1 FUNCIONES EQUIVALENTES A CERO.

DEHNEWN 3. L Di remos que una función f es equivalente a ce-
ro, f O, si para todo e > O existe una sucesión finita de núme-

ros

	

reales a, a ,	 , a , tal quet 2

71

=

	

1	
X 4- a , )	 < e para todo x.

EJEMPLO 3, L 2: Si j es la función  constante cero, es claro que
f	 O,

EJEMPLO 3. L 3: Sea f definida de la siguiente manera:

x) =
1	 si x=xo e LO, 1)

í O	 si x E [O, 1) - Lxo>

entonces f -- O.

Sea a , a , .. , a una sucesión de nUmeros reales tales quet	 2	 .
n

a, 'E CO,	 1). Luego para cualquier x existe a lo mas un ai ,	 tal quet 
x + a= xo + m, donde m es un entero.

	 En efecto supongamos que	 e-

xiste otro a	 tal que x + a = x 	 + m' , entonces x = x + m- a,	 y
t	 t	 o	 o	 J

x = x	 m,+ ' - a,, esto es	 - aj	 m	 m	 m

	

=' 	 - a o sea	 -	 ' = a. - a,
L	 m	 Li	 1O 

pero esto es una contradicción. 	 1

	

Ahora dado e > O, existe n, natural, tal que 	 <	 e, luego
71

para todo x      

1 Zf(x + a) 1
(x + a ) c e.          
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f ( 	 ) 1

i=1

es decir

< e,1

YG

Esto es f	 O.

EJEMPLO 3. I. 4: Sea f definida de la siguiente manera:

1	 si x es un racional de [O, 1)
jr( x) =

si x es un irracional de [0, 1)

entonces f -- O.

Si a =  i ,	 i = 1,	 2, 3, ..	 a . Entonces para cualquier x,
-frre7 	 1

existe a lo más un a tal que x + cc 	 es racional. En efecto,	 seana.

a ,

	

L 
aj dos números tales que x + a L = r i , x + a	 = rz ,	 donde

	

i	
r ,

1

rz son racionales. Entonces r1 
- a = r

2 
- a_ es	 decir	 que

1	 ] .r - rz = aj - al - ----( j - i), pero esto es una contradicción a

menos que j =

Ahora dado e > O, existe n, tal que

x

1 < e, luego para todo

EJEMPLO 3. L 5: Si f es tal que fC x) 	 c > O entonces 1. no es e-

quivalente a cero.

Para cualquier sucesión finita a , az ,	 , a de números

reales se time

n

1	 f( X	 a.)
	 1

C = C

es decir f no es equivalente a cero.

TEOREMA 3. I. 6: Si f	 Oye- O, entonces
O J. + g

710 cf	 O, c E R.

Iti)	 fCx + c)	 O, c E R.

PRUEBA: Dado e > O, existen 2 sucesiones finitas de números reales

a a	 , a yp1 ,	 p2 ,	 p, tales que para todo x
I	 2 
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1
Y fC	 P) 2•

+ < e j

3=1

=	 1,	 2,	 ... r,

e
+ (3) =	 1,	 2,	 ..., 72,

ci

sobre J. e	 t respectivamente se tiene

Y

1

71 
ZiCx +1 

por lo tanto

1 
ÍC X +

72

t=1

j< x + a

Sumando las

3=1
desigualdades

re(x + a+ (9
i
) 2'

neg(x + (3.) 2

t =1

1 g( x + a+y P)
t=1	 =1

Por otro lado tenemos que

+ a+ e	 e
2

,.=1 j
Se ha probado que dado e > O, existe una sucesión finita de núme-

1
?-z.r

i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., r tal que

y=ij=1
entonces por definición f +	 O. Esto prueba O.

Si c es una constante no cero entonces dado E

na sucesión finita a , a , ..., a tal que1	 2	 n

n

> O existe u-

ros reales a +
1.

1
ryr

n r

+ a +Z(f + g)(x	 < e,P.)

1 f(x + a )
t. =1



1
71

1L=1
es decir, f(x + c)	 O. Esto prueba

Cx + c + a )1
71

Así que

71	

Cx + ai 71

)1 - Icl i	 ( x + ai )	 < e,
1

i=1.	 i.=i
por tanto cf -- O. Si c = O, es claro que cf - O.	 Esto prueba ti).

Por último, dado e > O, existe una sucesión a , a , 	 a1	 2	 n
tal que

n

n

x + a, )
1.)

Por consiguie-te

< e ,	 para todo x.

COROLARIO 3, I. 7: si f es cero, excepto

puntos, entonces f ti O.

en un número finito de

Esto es una consecuencia de O y íí) y del ejemplo 3. 1. 3.,

3. 2. FUNCIONES EQUIVALENTES.

DEFINICIdN 3. 2. h Decimos que f es equivalente a g,	 f
	 sí

f - e	 O.

Probaremos en el siguiente lema que la relación " e-- es una

relación de equivalencia sobre el conjunto de todas las funciones

acotadas de periodo uno.

LEMA 3. 2. 2: Para todo f, 8 y h

1)	 f	 f.

	ti) Si f	 8 entonces g - f.

	

" I) Si f	 8 Y g	 h, entonces f -1/2- h.

PRUEBA:	 El	 inciso t)	 es claro. Ahora si f	 g, entonces

- e - O. Pero por teorema 3. 1. 6 (ti), g - f	 O, es decir,

e	 f. Esto prueba ti). Por último, tenemos que f	 - 8 - O	 y
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+ [fi. x + nc) - fC x +	 -1)c)

Ya que f es acotada existe »I tal
Así que

1›:	  f(x	 c + a.)

1 
)1( x +	 )

1        

- h	 O, entonces por el teorema 3. 	 1. 6(C), f - h	 O, esto es
f - h. Esto prueba CZY.

LEMA 3, 2. 31 Para cualquier constante real c,

f(x + c)	 x)

1)c,

1,	 ...,	 n, luego

1 [f(x + e + a	 -	 X + a 1

L

1
+ c)	 - f(x)1	 +	 [f( x + Ec)	 - f(x + e)]	 +

71

PRUEBA! Debemos probar que fC x + e) - f( x)	 O. Sea

17--

1 + ne)	 - f( x)f(x

que f(x) S Ft para toda

- f(x + a)]

211f(x)

x.

Dado e > O existe a tal que 
211 < e. Esto prueba que

Ir( x + c)	 f( X). jg

3.3 FUNCIONES SUPERIORES A CERO E INFERIORES A CERO.

DEHNEWN 3, 3. h Decimos que f	 es superior a cero, f > O,	 si
existe un número c > O y una sucesión finita de números reales

, a .....a tal que para todo x

1	
IC x + a) � c.

L=
Es claro que si f es tal que f< x) > e > O, entonces f > O.



LEMA 3. 3. 2: si f > o y g > O entonces

f + g > o.
f(x +	 > O,	 c e R.

La prueba de i) y ii) es análoga a la prueba dada en el teo-

rema 3. 1. 6 incisos i) y ii).

DEFINICIÓN 3, 3. 3: Decimos que f	 es inferior a cero, f < O,	 si
-f > O.

Es claro que si f < O y g < O, entonces f + g < O. También es
fácil ver que f(x + c) < O.

LEMA 3. 3. 4: Si f es tal que f(x)	 O para todo x, entonces	 no

puede ocurrir que f < O.

PRUEBA: Sea a, a ,	 a una sucesión cualquiera finita de nú-1
meros reales, entonces para todo x

n
1	 f(x + a)	 O,

por tanto

<I -1 )f( x +	 < O, para todo x.

L=1
Esto significa que no puede ocurrir que -f O, y por tanto no	 es
cierto que f < 0.111

Si f es tal que f ti O, ¿Puede ocurrir qüe f	 O? ¿O que

f < O?. La respuesta a esta y otras preguntas relacionadas está
dada en el siguiente teorema.

TEOREMA 3. 3. 5: Las relaciones,	 f	 O, f	 0, f < O,	 son exclu-
yentes dos a dos.

PRUEBA: Si f > O, entonces existe un número c > O y una sucesión

finita de números reales a , a ,	 , a	 tales que
1	 2	 n

n 

n, 
) fCx + a)	 > c.

	

i 	 EU
1 

tri

1
/1
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5(	 +	 p .)	 -

t=lj=1

J	 2	 '

cn 
2

Y

Si f	 O,
1. 6( 0

entonces )	 O. y de acuerdo al teorema

re.
	  y	 +	 )

t=1

Pero de acuerdo al ejemplo 9. 1. 5 esto es una contradicción.

Supongamos ahora que f >O yf < O. En este caso, de acuerdo

a el teorema 3. 3. 2(1)

x +	 ) < O,	 i = 1,	 2,

Y por el teorema 3.	 3. 2(0 se tiene que

)1( x	 a) < 0. (21
1 

L=1
Pero por el teorema 3. 3. 4, 1) y 2) son incompatibles.

Consideraremos por último el caso f	 O y f. < O. Si f < O,
entonces -f > O y si f - 0, entonces -f O.	 Pero este caso -f > O
y-f Oy ya se probó que no ocurren simultáneamente..

LEMA 3. 3. 6: Si f > O y 8 - O, entonces f	 > O.

PRUEBA: Por hipótesis, existe un numero c > O y dos sucesiones fi-

nitas a, %, ..., an y pi, 02, . . . , pi, tales que para todo x
1

n

ri.
	  Z J ( X- + a ) � c yt	 2 < r	

e( x + (3 ) <1	 c	 1	 c

L=1.

por tanto

1

1
f( x + ai. + (3)c , 1, 2,	 ..., 2- 

e( x + ai+ pj
) > - = 1, 2,

J =

Sumando las desigualdades se tiene

r n

1
72 LL:fcx + a+ R)	 cr y

j=11.=

Así que



t P.P] =
/ X + <Y -4- ig )	 x +

n r

x + a + p . )	 + 	 	 ecx + + fi)	 c
TIr	 2	 2

1
par

n r

r_lj=

1

ru
t=1.J.

Con esto probamos que f + g > O. n

1HNEMN 3, 3. 7: Decimos que f es superior a	 g, 1 5	 g, si
/ - e > O. Análogamente / es inferior a e ái f -	 O.

TEOREMA 3. 3. 8: Si f >e y e> h, entonces f > h.

PRUEBA: Por hipótesis 
f _e>0 y	 h>	

y por teorema

3. 1. 6C O, Cf - g) + C g - h) = f - h > O, esto es f > e. im

El teorema análogo también es cierto para la relación <.

LEMA 3: 1 3. 9: si f > g, f ti f, g- g, entonces f > g

PRUEBA: Por definición tenemos que f - g > O, fi	- f	 O y

- es > O y de acuerdo a el lema. 3. 3. 6, fi - gi >

Los ejemplos 3. 1. 2, 3. 1. 3, 3. 1. 4 nos muestran tres fun-

ciones equivalentes a cero. Con alguno de los teoremas que 	 hemos

probado podemos obtener algunos ejemplos más. El siguiente teorema

nos da una gran variedad de funciones equivalentes a cero.

TEOREMA 3. 3. 101 Toda función f R-integrable satisface la 	 rela-

ci ón

c., donde c = CR) oi f.

PRUEBA: Sea IP = < 0,

de [O, 1]. Entonces

n - 1
, 1> una partición 

n

, para todo x
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jr"( x +	 ) - 11/
71

1

< e, si n > N.
fl

donde

Inf f( t )	 Sup f( t )
-= t- ± � t �  '	 Y	 HL	 t .

5 t S --
n	 n	 n	 n

ÉEsto es claro ya que cada 	 f(x	 +	 	 )	 es un elemento denj - 1 <fc t) : 	  <	 t <	 	 > para algún j.
71	 71

Por lo tanto

	

n	 n

t

a  1 
P. "C ti- 

li

72	 71	 n. 
L )<	 	 1)24

	

71	
- S, para todo x. int

1 < y

7
=	 L=1	 t = 1

Como f es R-integrable, se tiene que

< f s 5

	

y dado c > O existe, existe una partición P	 de [0 ,1], tal que.N

Pero entonces por 1), 2) y 3)

Esto prueba que 	 f( x + ) converge uniformemente a Lf.

Por lo tanto

1	 [) 
fC + 	

71 )
	 C	 < e, si n > N

i=1
Esto demuestra que f - c	 O, de donde f c..

3. 4 EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS HIPERFUNCIONES.

En esta sección definimos el concepto de hiper función y pro-

baremos posteriormente que el conjunto de todas las hiperfunciones

forma un espacio vectorial parcialmente ordenado.

Denotamos por Y el conjunto de todas las funciones acotadas

de periodo uno definidas en todo P.

En la sección 3. 2 se mostró que la relación -, definida para

f 1 en Y por f	 8 si f - g	 O, es una relación de equivalencia
sobre Y. Sabemos que esta relación induce una partición de Y en

conjuntos ajenos  11 amados cl ases de equivalencia.
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DEFINICIdN	 3.	 4. Llamaremos hiperfunciones	 las clases	 de
equivalencia de .r y denotaremos por [ _Ir ] a la clase de equivalencia
a la que pertenece f.

Denotaremos por PC el conjunto de todas las hiper funciones.

Enseguida se definen las operaciones que darán estructura de

espacios vectorial a X.

DEFINICIdN 3. 4. 2: si [f] € ae y

mas

c es una constante real, defini-

c_7[ f ] = [cf].

Veamos que este producto está bien definido. Si f i e [f],	 en-

±tonces fi - f	 O. y por teorema 3. 1. 6(,	 — cf	 O.	 Asi

que cf w c ft , esto es cf 	 e [ c f].

DEFINICILIN 3, 4. 3s Si [f] y CeJ son elementos de X, definimos

[f] + f	 = [ f + e].

Esta operación está bien definida, ya que si fi e [f] y

e e [g] entonces fi- f	 O y g l - g	 O. Y por teorema 3. 1. 6( O,

(fi - f) + Cgi - g) ti O. Asi que C fi + gi ) - C f + g) - O,	 por	 lo

tanto tenemos que (ft + li ) e [f + g].

TEOREMA 3, 4, 4: ge forma un espacio vectorial real 	 con las opera-

ciones dadas en las definiciones 3. 4. 2 y 3. 4.	 3.

Obtenemos la prueba de este resultado, aplicando las 	 defini-

ciones 3. 4. 2 y 3. 4.	 3 y usando el hecho de que Y es un	 espacio

vectorial.

Nuestro siguiente paso es definir un orden parcial en X.

DEFINICIdN 3, 4. 51 Para [ 	, [e) e X,	 se define la relación

si f >
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Verifiquemos que la relación es bien definida. Si fi e [f] y
e [e] entonces fi	 y gi	 g. Y de acuerdo al lema	 3. 3. 9,
> ei.

	Decimos también que [f]	 [g] Si f>gof= e.

TEOREMA 3, 4, 61 El conjunto 9e es parcialmente ordenado por la re-

lación, [f]	 [g].

PRUEBA:

0 Es claro que para todo [fi	 e PC, [fi	 [fi.
	Supongamos que [f]	 [g] y [e] It [f],	 donde [fi, [11 e PC.

Entoncesf>góf= gye>fóf= g. Dado que las relaciones,

	

f > e. y e > f son excluyentes	 se tiene que f = g.	 Es decir
[fi = [ e].

	Si [f]	 [e] y [ g]	 [hl, donde [f],	 [e], [hl e Ye. Enton-

cesf> et5f=lye >hó g = h.

Si f > g y e > h, por el teorema 3. 3. 9 se tiene que > h.

Por lo tanto [f]	 El]•

Para los casos en que / = eól= h, es claro que [fi k[g].

	

í), íi) y	 muestran el teorema..

Hemos mostrado que X es un espacio vectorial parcialmente or-

denado. Probaremos ahora que el teorema de Hanh-Banach 	 se puede

aplicar en Pf, pidiendo solamente que el subespacio T de 9e contenga

la hiperfunción [1]. Veamos antes un lema auxiliar.

LEMA 3. 4. 7: Existe,	 para toda hiperfunción [fi e 9e dos	 hiperfun-

ciones Cc] y Cc] tales que
2

	

[c 1 >	 [ f]	 > [c 1.

	

1	 2
Entendemos que [c 3 y Cc] son las hiperfunciones que contie-

	

nen las funciones constantes c	 y c respectivamente./	 2

PRUEBA: Dado e > O,	 existe un número real c, tal que

,f( x) < c - E.	 para todo x e R.

	c existe ya que f es acotada.	 Asi que c - fCx) > e > O para todo
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y de acuerdo a la definición 3. 3. 1 tenemos que c i - f >	 O.
5.9 decir, c > .7/ y por lo tanto Cc 1 ] > [ f].	 La prueba para el 	 caso
If i > Ic2 2 es análoga.

TEOREMA 3, 4, 8 (Teorema	 de Hanh-Banach	 en 91:	 Sea	 T un	 subespacio
de x, que contiene la hipar función [1]. Si existe una funcional

lineal no negativa A, definida en T, entonces existe una funcional

líneal no negativa A definida en X tal que

[f])	 = AC f I ),	 para todo [fi e T.

PROA: Para aplicar el teorema 2.	 2. 3 tenemos que ver	 que	 para

todo [fl e X - T	 existen	 Ef 1 2 y [ f 2 2	 en T	 tales	 que

(fi	z] > [fi > [f	 pues	 X	 gl. Sea ues Ef3 e	 - T. luego existen Cc 2,	 Cc 21	 2
tal que Ec i ] > [ fi > [c 2 ] de acuerdo al lema 3. 4. 7.

Como [1] E T entonces c[1]	 = [c] e T para todo c e IR.Luego se

cumplen las hipótesis del teorema 2. 2. 3.11.

Definimos ahora dos subespacios que serán de gran importancia

en el capitulo siguiente.

MEM 3, 4, 9: Definimos el subconjunto OCR) de X por

CK R) = Uf] e X : f es R-integrable en [O, 1]>.

Es claro que OCR) es un subespacio vectorial de X.

Análogamente definimos el subconjunto C<L2 de X por

0(L) = <[ fi 	 e X : f es L-integrable en [O, 12>.

También en este caso tenemos que In) es un subespacio de 9e.•
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4 LA INTEGRAL DE BANACH
Y EL PROBLEMA DE LA INTEGRAL

En este capitulo nos ocupamos del problema de la integral.

Empezamos definiendo el concepto de integral de Banach y expresa-

mos el problema en términos de esta integral.

41 LA INTEGRAL DE BANACH

DEFINICIÓN 4. L h A una funcional f :	 R con las	 siguientes

propiedades:

O f(af + be) = aff + bfe,	 a, b e R y /, e e Jx-.

	

pcx) > O. si /(x)	 O.

fc	 c,	 c e R.

	

ív) SY(±x + a) = ffix),	 a e R.

la llamaremos integral de Banach.

En los teoremas que siguen probaremos la existencia de inte-

grales de Banach, dado que la definición no nos permite garantizar

su existencia.

Probaremos antes que la integral de Banach coincide con la

integral de Riemann para las funciones R-integrables.

IBA 4, (, 21 Si f es una integral de Banach, entonces
sy = ( R) fi , si f es R-integrable.

	

PRUEBA: Probaremos primero que si f 8 entonces fi = fe.	 Pero es-

to es equivalente a probar	 e; r n entonces p = O.
Si es, - O, entonces dado e > O	 existe una sucesión finita

a. a , ...,a tal que para todo x es válida la desigualdad
1	 2

-c <	 e( X	 a) < C.
71 L=1.

Dado que es una integral de Banach se tiene

1 (1)
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-3 1
ti	

y por 1) tenemos

nn

2 4,‹	 a
t=1

1
n

fgC x
t=1

at	 fe( x) 

<

Es decir pg = O

Ahora si f es R-integrable por el teorema 3. 3. 10

c = (R)110.f.

Es decir

'y = fc = ( R)1,15f .111

El siguiente	 teorema nos muestra la existencia de	 una

integral de Banach en .Y" y que además coincide con la integral	 de

Lebesgue.

TEOREMA 4. 1. 3: Existe una integral de Banach definida sobre

que si / es L-integrable en CO, 1], entonces:

ff = (,)scif.

PRUEBA: Consideremos el espacio vectorial a(t). Definimos 	 la	 ope-

ración O : 0(L)	 IR de la siguiente manera:

e(Cf]) = ( L) -1 / dx, Cf] e (XL).
Probaremos que O es una operación bien definida. Esto es 	 si

Cf] e oca.) y g e Cfl, g L-integrable en CO, 1], entonces	 debemos
tener que

(L)S:f = (L)J:g.

Esto es equivalente a probar que si Cf] e 0(1) y f	 O,	 en-

tonces

(L440/ = O.

Supongamos entonces que f - O Luego dado e > O, existe	 una

	

sucesión a , a	 a tal que
1	 2

n

1
f(x + a)

71

tes
Y entonces          

< c, por tanto, (L)
o 

1
+ a.) < e.            

tal



  

x + ) < e.  

Ahora

	

L),{	 .5(.0 = CL)I fc x + cy

	

O	 o

por tanto

1 ) (L)I f( x -1- ) ,
O

=     

L)I f( x) -
o 

1
e.       

Ya que e es un número positivo arbitrario

L).f	 --- 0.	 (I)
o

Esto muestra que O es bien definida.

Probaremos ahora que e	 es lineal y no negati va.	 Sea

�: CO3, y 1/1 (XL).

Si /1 = CO3 , entonces y - O. Por (1) tenemos

a[f]) = ( L)1191 = o.	 (2.)
Si I f > [ 0], entonces f	 > O, en este caso existe una

sucesión a , a , . . , a y un número c > 0, tal que
2

f(x +a) >c.

Por tanto

(L){ fix + a) > c.
- o

Dado que f es acotada de periodo 1

L),{ f > c, esto es CX [ir] )	 c >0.
Jo

(2) y (3) muestran que e es no negativa.

Sea ahora a[ f] + IDE e] , donde [f], C	 E ((L) y a, b e	 IR.

(3)

Luego

i/OK a[ f ] + b[e]) = OC Cc	 + be]) ----7 (L) (al- + be)
. o
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= aC121 f + bCL)fg = cap	 bec e].
o	 o

Es decir O es lineal.

Como o( L) contiene la hi per f unci ón C1 , invocamos el teorema
3. 4. 8, y entonces tenemos una funcional O lineal y	 no negativa
definida en gt tal que EX Cf3) = OC Cf3) para todo [fi e n< L).

Definimos ahora una operación W :	 • U? de la siguiente mane-

ra:

4(f)	 = -CK Uf] ), f E Y.

IP está hien definida, ya que f pertenece a una sola hiperfun-

ci ón.

Mostraremos que W tiene las siguientes propiedades:

	

«af + bg) = aWC f) +	 b e IR.

IF(f)	 O, si f	 O.

41( f(x)) = xliCf(x	 c)),	 c e R.

ti<f) = (L)fol f, si f es L-integrable en [O, 1].

Par la definición de 41 y el hecho de que O es lineal se tiene

IK af + be) = (5(Caf + bel)	 = CX fi + bferJ) 	 = a0C [	 + bOC Ce])

= cx4K f) + &Kg).

Esto prueba	 Sea f e Y	 y f(x)	 O para todo x,

consideremos la función g definida por

e<x) = c + j'C x),

	

donde c > O. Luego g(x)	 c para todo x, y por lo tanto

> O. Así que C11 > CO3 y entonces O( Lel) � O por la no negativi-

dad de O. Luego II< 1) � O y por lo tanto

	

4“) = 41(c +	 C	 11( f	 O.

Dado que 41Cc) = c, se tiene que

IK f) 	-c.

Como esta desigualdad es válida para cualquier c > O, enton-

ces 4(f) a- O. Esto prueba ti.). 	 Dado que fC x + c) - f(x), entonces

‘1<f(x + c)) = WCfCx)). Esto prueba ¿ti).	 Por último si f es L-in-

tegrable en CO, 13, entonces

1.14 f) = OC fl)	 = O	 Cf])	 (L)10f.
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Definimos ahora la funcional 5 : Y 	 de la siguiente mane-
ra:

1	 1 Lif(f(-x))x) - 	 /PC ir( x) ) 4-
-	 a	 -	 2

Probaremos que 5 es una integral de Banach.
Sean f , f	 eY, c,

/	 2	 1
c	 e R, entonces

2

c f ( x)	 + c f C x))
2' 2

4( ( x) cf C x)) + 4K	 + - x ) )2 c ft( -x)	 c
22 2 2

1 1 1+	 IP(	 (-x)) 1f (x)) (x)) 4(f (-x))
2	 22 +	 kiktc	 2	 2

--c	 f2	 I	 i
_cc.

1 c 1+IP/ ( x) + 49r1( -x)) -x))2 I. a 11/f2(	 + Wfc 2(	 x)

=	 + c25{ 2(x).
Esto prueba	 de la definición 4. 1. 1.

cz=a f e Y, donde J(x) „k O para todo x, entonces f(-x)	 O.

Luego ‘Ef(x)) � O y 4<f(-x))	 O, ya que IP es no	 negativa, por
tanto 5f(x) � O. Esto prueba de ?LO de la definición 4. 1. 1.

Sea f e Y, tal que f(x) = c para todo x, luego
,	 1	 1	 15f(x)	 -  a  40( f( x)) +	 4-x))-x)) = .-_, c +	 c = c.a	 a
Esto prueba I. i.. O de la definición 4. 1. 1.

cr-1=.a f e Y y a e IR, luego
15f( -±x + a)	 -  _12  IX f( -±x + a) ) + 2 41( I( -Tx - a))

1= 2
	 114(f( ±>c))	 +	

1	
iliC f ( -Tx» = 5"( x).2

Y con esto probamos que 5 es	 una integral de	 Banach. Por
último mostramos que 5 coincide con la integral de	 Lebesgue. Sea
ahora f e Y, donde f es L-integrable, entonces

Dr( x) -	 IX1	 f( x))	 4-	 12	 2 4(f(-x))	 -  1  4 1: f ( x)) +	 1	 4Cf(1 - x))

1	 1-	 a,	 (L)10( x) -1- 	  ( L) 10 f( 1 - x) = ( L) f of( x) . gic

Probaremos ahora la existencia de una integral de Banach en Y

que no coincide con la integral de Lebesgue, pero antes veremos un

lema auxiliar.
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LEMA 4. L 4t Existe una función acotada p, tal que

CL)Top = O.
Y si f es una función R-integrable en CO, 12, tal que 

f >

entonces

(R)f f > 1.
o

2a Y
el origen,	 y definamos la función T :	 [O, 1), por

T(P) = x P e e

donde x es la longitud de arco de la circunferencia que va de el
1 
a'punto ( 	  0) a P.2

Sea E un subconjunto de "C tal que su complemento es de pri-

mera categoría y donde ItE i) = E tiene medida ceros.
Sea 'p la función definida por

scXx)	
{CID:

si x e CE

si x e [O, 1) - [E.

Claramente satisface que

(L) ,"(1./ = 0.
Sea ahora f una función R-integrable que satisface la

relación f > so . luego existe una sucesión finita as , a ,
2

a Y
un número e > O tal que

[Rx — stg x
]

+ a) > t, para todo x real.
i,

t=1.
Así que para todo k natural y todo x se tiene la desigualdad

n

	z[f(), + a. + 	 h	 - *">( X + cc+	 > S.

Per lo tanto
n	 k

	

rt E k	
f(x + a + 	 k )}

	

L=1	 j=1
el mismo argumento usado para el teorema 3. 3. 10 se sabePor

que existe ft natural, tal que

En el, apéndice se muestra un conjunto con estas características.

PRUEBA: Consideremos la circunferencia 'd de radio 1 centro en
7

h
1

l(x-

t=1.	 3=1

+ a + e. (1)



J.
f(x + a + 	

y 	 k )} < s + R)fof, , (2)
J=1

-e + ( R)f j
-o

siempre que h > M.

Probaremos ahora que existe un número x t tal que la segunda
sumatoria de (1) es igual a 1.

J.
Designemos por E (aY + 	 ) el conjunto q	 se obtieneque	 al

coría.

Afirmamos ahora que	 E (a
Jt

traria tendríamos que

-= , U Z - 1E ( at , i	 t	 L
esto es e es de primera categoría. Pero esto es una contradicción,

ya que e es un espacio métrico completo y por lo tanto de segunda

categoría z . Luego existe un punto
I

P e (-1 E ( a	 -I-	 ) .k 1 
Si x es la longitud de arco que va de (O, En ) a P, podemos

1
decir que

= x - a	 -	 , donde x e E.
le

Entonces

+ a (3)

Luego de acuerdo a (1), (2), (3)

(R)15( + e - 1 >e
y con esto probamos el teorema..

DEISEYVANN hEs claro que la máxima cota inferior de el conjunto

C(R)rof : f es integrable en [O, 1] y f >
es uno, ya que f(x) = 1 + e pertenece al conjunto para todo
e > 0.

2 Ver por ejemplo H. L. Royden, Real Analysts, Pag. 119.

h.

girar el conjunto E t un ángulo -anca.

I
(O, O) de e. Cada conjunto e - E (a1

i
.1

 h
+	 ) alrededor del	 centro

J ?

+	 )) es de	 primera	 cate-h

con-) x 0, ya que de	 lo

1
+	 )]]h
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OBSERVACIÓN 2: La función so no as equivalente a una	 función
R- integrable en [O, 1]. Supongamos que si, esto es

so( x)	 f( x) ,	 donde f es R-integrable
ahora; si c = ffix)dx, entonces de acuerdo a el teorema 3. 	 3. 10o

so(x)	 c, VCXD - c	 O,

por lo tanto para cada e > O, existe una sucesión	 finita
a, a ,	 a , tal que2

re< X +	 cJ  < e, para todo x. (4)  

Por otra parte, existen puntos para los que la expresión

i=1
toma el valor uno y puntos para los cuales toma el	 valor cero.

Esto hace que la desigualdad (4) sea imposible.

TEOREMA 4, 1. 5: Existe una integral de Banach 	 definida	 sobre

que no coincide con la integral de Lebesgue.

PRUEBA: Consideremos el	 subespacio	 OC R) 	 y la	 función

definida en lema 4. 1. 	 4.

Definimos la operación O : 	 CXR)	 IR por

CX f3)	 CR)Sof, donde Ef]	 e IX R).

O es una funcional lineal y no negativa. Ya que C923 e OCR),

podemos aplicar los argumentos del	 lema	 2.	 2. 2 para obtener

una funcional lineal y no negativa Ot : [SIC R)ti Uso > J -1 CR defini-

da por

8 (U]) = cx fel ) + c,	 donde	 E f]  = Ce] + c[9] e 1 -2(R)Li -CE vi> ,
I.

E /3 e cx R) y c es una constante real. Nótese que para obtener esta
expresión para O, usamos la observación 1.

En particular se tiene que eic 3(3 )	 = EK ffl), si Cf]	 e OCIR).

Aplicamos ahora el teorema 3. 4. 8 y concluimos que existe

una	 funcional  lineal	 y no	 negativa	 O : x	 tal

G5(1	 ) = osc /7 , para CIJ E roc p.)	 <[(pni,

Fi HABEPMi e -,{005

FIARA MI Gr , r, ic.ZA

VERA ;
DE 'vi AT C	 39

50



En particular tenemos que

O< v] ) = e C so] )	
2

Definimos ahora T y f como en el teorema
f es una integral de Banach y además

IsoC x)

Hemos mostrado que una integral de Banach en Y

coincide con la integral de Lebesgue.

4.2 SOLUCION AL PROBLEMA DE LA INTEGRAL

En la sección 1. 4 se planteó el problema de la integral,

decir, el problema de extender la integral de Riemann a todas las

funciones acotadas. Estamos en condiciones de dar una solución a

este problema y ver algunos hechos relacionados con el.

DEFINEMW 4. 2, h	 Si 5 :Y • ER es una integral de Banach,
entonces para cada función f acotada sobre E c E0, 1) defininimos

la integral de f sobre E, denotada fEf, por

= PE,
donde lie( x) = fEC>c + 1) Y

¡C x) = ti (0x):
si x e E
si x e [O, 1) - E.

Obsérvese que fe E Y y por lo	 tanto toda función	 acotada

sobre E c [0, 1) es integrabl e en el sentido de la definición

4. 2. 1.

EJEMPLO 4. 2.	 Sea	 una	 integral de Banach.	 Si	 f
	 es

R-i ntegrabl e sobre E a, bl c 0, 1 ) ,	 entonces la integral de

sobre Ea, bl está dada por

y
ifa , bI 

=	 ( R)	 f	 = CR)
Ibalo Ca,b1

Es decir la integral de f sobre Ea, b] coincide con la integral de

Ri emann sobre E a,	 bl
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pero L)119( x) = O. Queda probado el teorema.,"o



LEMA 4. 2. 3; Si 5 es una integral de Banach definida sobre el
espacio vectorial 3' entonces fi tiene las siguientes propiedades:

O fcC af + bg) = aJEf + 61E5,

)	 r»: x)	 O, si f(x)	 O para todo x e E,

	

iti) f f = Lsf	 f	 , si	 é% n	 = o,

=	 r	 , si	 y (E son isométricos,J A A	 Je C.

u) fEct,bi = CR)Tbal, 	 si	 f es R-integrable.

PRUEBA: o y	 t.)	 es	 claro.	 Obtenemos	 )	 observando	 que

=	 + fc y aplicando O. Dado que £ y	 son isométricos
existe una isometría w de 01. en C. Se sabe	 que	 ip puede tener
únicamente las siguientes formas epi(x) = x + a y ep2(x) = -x + a

asi que podemos escribir

X( X) -= XeC ±X + a)

por lo tanto

fa,X,8( x)	 =	 x) = c -±x + a) =	 X( x)
C C

y esto prueba tu).	 u) se obtiene de el ejemplo anterior..

	

El teorema anterior nos muestra que la integral de f es	 una

solución "parcial" al problema de la integral, debido a que esta

	

es aplicable solo	 a funciones  definidas sobr e con juntos	 del

intervalo CO, 1 ) .

Definí/nos ahora la integral de f sobre E,	 donde E es	 un
con junto cualquier a.

	

DEFINICIdN 4. 2. 4: si f es	 una función acotada	 sobre un conjunto

acotado E, definimos la integral de f sobre E, frf, por 

donde

E = -tx e CO, 1] : x+i e E n Ci, i+13, 	 -n, -n+1,
1$

/((x + O,	 si x e E
E c	 n.3, e(x) = O, si x	 [O, 1) 	 E:

n-1, re>,

ti))
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Y

g.Cx) = gCx + 1),

fe es la integral de ei sobre E.. Convenimos además quet

= O, si E = 0.

Es decir expresamos la integral de f sobre E, en términos de

integrales de funciones sobre conjuntos E c CO, 1).

La definición anterior y el lema 4. 2. 3 nos ?lleva al

siguiente resultado.

TEOREMA 4. 2. 5: Si f y e son funciones acotadas sobre un conjunto

E acotado entonces

71)	 ta/ + be)	 = aftEl + bfice,

ti) fcf(x)	 O, si f(x) 1' O para todo x e E,

Imuct = SAf	 ref. si /55 n c = o,

Év) s x	 J X. si 41 y C son isométricos,
o% Al	 C C

f = (R)lbf	 si f es R-intearable.la,b)	 a

PRUEBA! Obtenemos	 la demostración a partir de la definición

4. 2. 4 y el lema 4. 2.	 3. m

Este teorema nos muestra que el problema de la integral tiene

solución, es decir la integral de Riemann se puede extender a to-

das las funciones acotadas. De acuerdo a los teorema 4. 1. 3 y

4. 1. 5 hay una extensión que coincide con la integral de Lebesgue

y otra que no, es decir la extensión no es única.

En el capitulo 1 mostramos algunas propiedades de la integral

de Lebesgue, entre ellas el Teorema de la Convergencia Acotada

CT.C.A.).	 Un hecho interesante es que este teorema no es válido

para una extensión de la integral de Riemann a todas las funciones

acotadas.

LEMA 4. 2, 6: El Teorema de la Convergencia Acotada no es	 válido

para la integral.



una contradicción, ya que la parte derecha es OPero esto es

infinito y la parte izquierda es 1.

Una consecuencia de este teorema, es que el problema de la

integral no tiene solución

Teorema de la Convergencia

si pedimos como condición adicional el

Acotada. Esto a su vez implica, que la

Supongamos que el.

*±±;'-n*Cf >, donde

= 3C + X + „ + x ,
n	 Po	 Pn

ce

es la sucesión de conjuntos tal que [0, 1) = U IP ,n=0 n
en la prueba del lema 1. 4. 12. Es claro	 que

[0,1>. 
Luego aplicando el teorema de la convergencia acotada

I } n 	 Li m ( X + X' + . , . + X )n-100	 11%	 ira,.	 Pn
tO , 1>	 CO, 1 >

co rn

= ktia 2 Pcp, = 2 i xpt-L=.	 t=c,
nue (LO, 1) - fity n Pi = O y NO, 1) - Pi ) U Pi = [0, 1), por

;propiedad iii) de la integral se tiene

I X =	 X +	 X .
g't

r o ,	 o ,	 ip

tue X C>c) = 0 si x
Pt

De esta manera obtenemos que

I Xrt 
=I X

[0,D	 PL

:por lo tanto

- f O , 1>	
i=o L

Pi.	
=0 ti[ 

3Cr o , 1) 	 pt, = 2

°nidos

CO,D	 n•W
Li m

to,i>

I XFt 
= O

10 , 1)-- P t
e [0, 1) - P.i

o3

1.

integral de Lebesgue no

acotadas.

ser extendida a todas las funcionespuede

5-4

T.C.A. es válido, y consideremos



En la presente tesis nos planteamos el Pro
la integral de Riemann a todas las funcioneflcot

de la integral). Los resultados importantes de-fls,

resumirse en los siguientes puntos:

La integral de Riemann se puede extender- a

clones acotadas de manera no única.

La integral de Riemann se puede extender a todas. rae

clones, de tal manera que coincida con la integral de;''Étébeael..

La integral de Riemann se puede extender de tal manera,

no coincida con la integral de Lebesgue.

El problema de la integral no tiene solución si se agrega:

como dóndición adicional que satisfaga el teorema de la convergen.--

cia acotada.
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APÉNDICE
A) CONJUNTOS DENSOS , CONJUNTOS DE PRIMERA CATEGORÍA

La prueba que se dió del lema 4. 1. 4 se basa en el supuesto
1de que existe un conjunto E en la circunferencia e de radio
2n'

tal que e - E	 es de primera categoría y 'MEI ) tiene medida	 cero,

donde . 2- :	 CO, 1) es la función de que asigna a cada P E 'e,	 la
1

longitud de arco que va de (  2 , O) a P. En este apéndice mostra-

remos que tal conjunto E 	 existe.

DEFINICIÓN	 Si E es un subconjunto de el espacio métrico (22, 	 d),
Se dice que E es denso si, E = 	 y que E es nunca denso, si v2 - r
es denso.	 E denota la cerradura de E.

DEFINICIÓN 2: Si E es subconjunto del espacio métrico (12, d) 	 se

dice que es de primera categoria si es la unión numerable de con-

juntos nunca densos.

DEFINICIÓN 3: A una función biyectiva y continua f del espacio	 mé-

trico 21 en el espacio métrico V, se dice que es un homeomorfismo

si su función inversa f
-1 es continua en V.

Se puede ver que si f : 	 V es un homeomorfismo, entonces

para cada conjunto XI c	 f(I) = f(M).

En lo que sigue mostraremos que a partir de un conjunto 	 de

primera categoría en un espacio métrico 72, podemos obtener 	 otro

conjunto de primera categoría en el espacio métrico V, si entre	 a
y V existe un homeomorfismo. Empezamos con unas lemas.

LEMA 1 Sea f : a V un homeomorfismo y E un subconjunto de
ID Si E es denso, f(E) es denso.

Iti) Si E es nunca denso, f(E) es nunca denso.

PRUEBA : Si E es denso entonces E = K. Dado que f((F) = f(E),

f( E) = f(E) f( g) = V, es decir f(E) es denso. Esto prueba i). Si E

es nunca denso, entonces 27 - E es denso, y dado que f es biyectiva

Y el hecho de que, /(1) = f(E), se tiene

1(.,g - E) = V - f(E) = V - JiE),
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es decir f(E) es nunca denso.m

TEOREMA :Si f
	

V es un homeomorfismo y E c ,,S1 es de	 primera
categoría, entonces y-CE) es de primera categoría.

PRUEBA

luego

Dado que E es de primera categoría entonces

E = Li E , donde E es nunca denso,
n n

f( E) = U l(E ).n '	 n
Por	 del lema anterior se tiene que f( En) es nunca denso. Por

lo tanto f(E)es de primera categoría..

Aplicaremos ahora este teorema para obtener un conjunto de
1 primera categoría en la circunferencia de radio 2n

1
donde V es la circunferencia de centro en el origen y radio 2rz

1 
no incluye el punto	 	  , 0).	 Se puede ver que f es un homeomor-277
fismo.

Dado que E c (0, 1) es tal que su complemento es de primera
categoría, entonces el conjunto

f((0, 1) - E) = V - ¡CE),

es de primera categoría. Si hacemos El = ¡CE), tenemos por lo tan-

to un conjunto Es en 	 tal que su complemento es de primera cate-.
	-

goria. Además si T = f
1 es la función inversa de y tenemos que

TCE ) = E

tiene medida cero. Observese que la función T asigna a cada punto

P de V la longitud de arco que va de ( 
1 , O) a P.2n

Por último consideramos a E en la circunferencia completa,
es	

1
decir incluyendo al punto C

	

	 , O) y obtenemos un conjunto en
2n

1 Ver M. A.	 García, Matemáttcas, Revtsta del	 Departamento	 de	 Mate-

máticas de La Universidad de sonora, N°. 21, Dto. 199e, Pag 2-0.

Existel un conjunto E c [O, 1] de medida cero tal que su com-

plemento es de primera categoría. Si E contiene los puntos

x = 0, 1, los quitamos para obtener un conjunto E c (O, 1) de me-

dida cero tal que su complemento es de primera categoría.

Consideremos ahora la función f ; CO, 1) • V, definida por
1	 1 

ft° = (	 cos t,	 sen t), t e (O, 1),
2n	 2n
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lA lt A 	;•z.

1
circunferencia de radio' 8ru 

y centro en el origen tal que su

complemento es de primera categoría y T(LE ) tiene medida cero.
la

UOTECA
CIENCIAS EXACL=t3

Y NATURALU
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