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INTRODUCCION

Exiéten situaciones que se dan en determinados problemas de
tal forma gue su definicion difiera con la idea de transportar un
producto de origenes a destinos, pero que su formulacidén
matemdtica encaja con la de un modelo de transporte. El1 primer
capitulo de la tesis presenta dos ejemplos intuitivos que daréan
una idea general de como modelar un problema que no tenga nada gque
ver aparentemente con uno de transportar productos; si bien es
cierto que el segundo ejemplo (distribucidén de fertilizantes)
tiene un enfoque complicado, fue con la intencidn de no presentar
'ejemplos prototipos que no permitieran ilustrar el gran campo de
aplicacidén que tiene la teoria de transporte. Asi mismo, en este
capitulo se muestra planteamientoc general de un problema de
transporte con respectec al costo, se da la definicién vy
formulacién matematica que tiene un modelo de trasporte para
plantearse como un problema de programacidén lineal (PPL). Al final
se presenta el teorema de factibilidad al problema de transporte
que tiene gran importancia en todo el contenido de la tesis, pues
nos dice que un Problema de Transporte (PT) bajo ciertas

consideraciones, siempre tiene solucién &éptima.

En el capitule II se presentan las propiedades més
importantes que tiene la matriz de +trasporte junto con sus
demostraciones; Es de particular importancia el hecho de que A (la
matriz de transporte) sea de rango m+n-1 y que posea la propiedad
de Unimodularidad total, por que en ellas esta basada la idea de
aplicar el método simplex de forma mis eficiente.

El capitulo III muestra la relacién que existe entre el
problema de transporte y la teoria de graficas. Hablaremos
indistintamente del tableau dé transporte o tabla de transporte
poniendo especial atencién a la distribucidn de las variables
basicas en las celdas de la matriz de flujos. Ignorando esta
matriz se construye una grafica de celdas y lineas que origihan la
grafica de transporte en la forma de nodos y arcos. Para aplicar

el algoritmo de transporte utilizaremos indistintamente la grafica



de celdas 6 la grifica de transporﬁe (nodos y arcos). Con este
nuevo enfoque se describe la manera de construir los circuitos que
dan la reﬁresentacién para una celda no basica (i,3j), asociado con
_ el vector no basico a, sin necesidad de un Tableau Simplex. Esto
es, para el cdlculo de los YlJ no es necesario resolver el sistema
BYU= a, que utiliza el simplex para actualizar las columnas del
tableau. Por otro lado, utilizando el circuito asociado a cada
celda no basica obtenemos un criterio de eleccidn para la variable
que entra a la base y otro para la variable que va de salida. Esto
hace mas practica y sencilla la manera de encontrar la solucidn.

Dentro del capitulo IV se hace uso de las propiedades
definidas en los capitulos II y III, para desarrollar el ALGORITMO
DE TRANSPORTE. Este nuevo algoritmo requiere que se cumpla la
condicién de factibilidad X a;= P bj, por lo tanto se presenta
agqui el procedimiento para balancear un problema de transporte.
Requiere tambi&n de una solucidn inicial que se obtiene aplicando
directamente sobre el tableau (costos y flujos) el método de
aproximaciones de Vogel (MAV) presentado en la seccidn 4.4. Para
desarrocllar la teoria de este capitulo, se escoge un ejemplo
sencillo con el fin de dar mayor claridad a los planteamientos. Al
final se expone el caso degenerado Y algunas conclusiones
importantes.

Considero pertinente aclarar que el algoritmo agqui presentado
no es el método "matemédtico" mas eficiente y rapido desde el punto
de vista de la teoria de graficas, de hecho, no es un algoritmo de
graficas. Es un algoritmo de la programacidn lineal gque resuelve
el problema de transporte sin aplicar directamente el método
simplex. La finalidad de la tesis, es mostrar cual es este nuevo
algoritmo y comc se justifican los pasos desde el punto de vista
de la programacién lineal.




CAPITULO !

ANTECEDENTES

La primera formulacién y andlisis de un modelo de transporte
fue hecho pro Frank Hitchcock en 1941, quien en su trabajo traza
de modo parcial la técnica del método simplex, sin aprovechar las
propiedades del problema de transporte, excepto para encontrar
soluciones iniciales. Posteriormente T.C. Koopmans, fue el primero
en notar la relacién entre las soluciones bAsicas del problema de
transporte y la estructura de arbol de una gré&fica. La formulacién
de programécién lineal y el método sistematico para la solucidn
fue expuesto por primera vez por G.B;Dantzig, adaptando su método
simplex para resclver problemas de transporte. El procedimiento de
computo es una adaptacién del método simplex aplicado al sistema
de ecuaciones, del problema de programacidédn 1lineal asociado.
Charnes y Cooper desarrollaron una presentacidn intuitiva del
procedimiento de Dantzig mediante lo gque se conoce como el método
“Stepping Stone". Otro investigador que contribuyé al desarrollo
de la programacién lineal en esta direccidn, fue E.Egervary, en
su trabajo considerdé el problema de encontrar una permutacién de
ceros en una matriz compuesta de elementos cero & unos. Basado en
este trabajo H.W. Kuhn, en 1955 desarrolld un algoritmo efibiente
para resolver el problema de asignacién conocido como el método
HGngaro. Lo cual condujo, el afio siguiente al método primal-dual o
algoritmo de Ford y Fulkerson para problemas lineales.




1.1 Introduccidn

El problema de transporte presenta una estructura especial que
frecuentemente aparece en situaciones reales en diferentes
contextos. Este tipo de problemas al igual que otros de 1la
‘programacién lineal pueden resolverse aplicandc directamente el
método Simplex. Sin embargo, aprovechando las carecteristicas gue
presentan los modelos, es posible desarrollar un algoritmo de
solucién mnés eficiente que el método simplex. Inclusc la gran
mayoria de los problemas reales de transporte requieren de un gran
nGmeroc de restricciones y variables. Por lo tanto, una aplicacién
directa del método simplex resulta casi imposible, desde el punto

de vista de la computacidn.

Dependiendo del <contexto los problemas que modelan
situaciones de transporte se clasifican en: Problemas de
transporte clasico, Problema de asignacién, problemas de
transborde, estructuras de transporte con capacidad limitada y
problemas de transporte generalizado. Cada estructura posee un
mecanismo propio de solucidn, por lo tanto, se requiere un estudio
detallado para cada una de ellas. Debido a lo extenso del tema,
solo trataremos aqui la estructura de transporte clasico con
ciertas variantes. Cabe aclarar que no es la estructura méas
importante, pero a travez de ella se explica claramente 1la
formulacién matem&tica de las otras, e incluso las ideas generales
- del mecanismo de solucidn.

El campo de aplicacidén del modelo de transporte es muy
extenso, puede utilizarse en el transporte de mercancias,en la
distribucién éptima de recursos, en la planeacién de 1la
produccién, ventas, programacién de vuelos, etc. Esto cocloca al
problema de transporte como uno de los modelos lineales de mayor
aplicacién en problemas reales, Dicha importancia ha motivado a la
creacién de mejores algoritmos de solucién gque faciliten los
cdlculos del método simplex, como es el Algoritmo de Transporte
utilizando el método de variables duales, & bien, Los algoritmos
propios de 1la teoria de graficas. A continuacién veremos
algunos ejemplos




1.2 EJEMPLOS DE PROBLEMAS DE TRANSPORTE

' EJEMPLO 1.2.1 Supéngase gue la Compafifa de Aceros Nacionales
_produce mensualmente en cada una de sus tres plantas ‘50,000,
70,000, y 90,000 toneladas de acero. Esta empresa tiene cinco
'distribuidoras ubicadas en diferentes partes del pais, con una
demanda mensual de 20,000, 60,000, 80,000, 40,000, y 10,000
toneladas de acero, respectivamente. El costo total del flete, por
~.toneladas de acero que se transporta estan dados en la tabla

siguiente: .
DISTRIBUIDORAS
1 2 3 4 5  (OFERTA a’L
7 3 2 4 2 50000
FABRICAS 4 70000
3 2 5 7 1 90000
DEMANDA bj 20000 60000 80000 40000 10000

Se desea calcular un programa mensual de transporte que minimice
los costos totales,  agotando toda 1la oferta disponible vy
satisfaciendo la demanda total requerida.En este ejemplo se tiene
que la oferta total es igual a la demanda total de 210,000
toneladas. Cuando los PT satisfacen que la suma de las demandas es
igual a la suma de las ofertas, se dice entonces que el problema
estd balanceado. '

Planteamiento Del Problema

Sea xi el nGmero de unidades {por tonelada) que se

transporta mgnsualmente de la fébrica i a la tienda distribuidora
jo El problema consiste en saber que fébricas deben abastecer a
que distribuidoras y con gue cantidades de tal forma gque se
minimicen los costos totales de transporte. El planteamiento del

problema como uno de programacidén lineal es el siguiente:




DEFINICION DE VARIABLES:

x,, = No. de unidades mensuales en toneladas. de acero
transportadas del origen 1 al destino j.

c, = Costo por unidad de transporte del origen i al destino

FUNCION OBJETIVO:

Minimizar Z = Z clj xij

RESTRICCIONES DE OFERTA:

. Debe cumplirse que el total de unidades que salen del origen
1-sea igual a la oferta total disponible en ese origen. Por lo
tanto, las rest;iccioneé de oferta para los fébricas son:

Fabrica 1 X  + %X _ +X + X + x _ = 50,000

11 12 13 14 15
i + + =
Fabrica 2 X X, X, v x, +x, 70,000
o) + + =
Fabrica 3 X X, Xt X, F X, 90,000

RESTRICCIONES DE DEMANDA:
| Por otro lado, el flujo total gue entra a cada uno de los
destinos debe ser igual a su demanda requerida. Es decir, el
nimero de unidades que entran a un destino j, debe ser igual a la
demanda requerida en el destino j. Asi, las restricciones de
demanda son de la forma:

Distribuidora 1 X + X+ x_ = 20,000

11 21 an
Distribuidora 2 ' X + X _ +x_ = 60,000
_ 12 22 3z
Distribuidora 3 X _+ X _+ X__ = 80,000
12 23 33
Distribuidora 4 X, v X, + X, = 40,000
Distribuidora 5 X+ X+ X = 16,000
6




" RESTRICCIONES DE NO NEGATIVIDAD:

xu = 0 para toda i=1,2,3, J=1,2,3,4,5.

FORMULACION DEL PROBLEMA
Sea C' =

ceasnua e C
[ €, €3 cas] vector d ostos

T - ' -
Sea X = [ x11 x1.’2 ....... x35] las variables de solucidn

El problema consiste en
Min 7 = z c”xL1

Sujeto a:

5 -

z X = a 1=1,2,3

3

Z X =Db J=1,2,3,4,5

X =0 Vi,)

Un problema de transporte general consistiria en

. i) n
Min 7 = 2;1 le: €, %y,

Sujeto a:
TL
Z x” = a, 1=1,2,...,m
=1
mn
Z J-cl =b =1,2,....,n
12 J J
x =0 Y 1,]

A partir de ahora los problemas que al plantearse se reduzcan
a la forma anterior los llamaremos modelo de transporte.




CEJEMPLO  1.2.2.-

& 'Siete &areas deirrigacién A, B, C, D, E, F, y G requieren de
fertilizantes. Supdngase gue hay cuatro tipos de fertilizante X,
¥, Z, Y W. La oferta y el costo de fertilizante (ya incluido el

flete de transporte a las zonas de consumo) es:

Fertilizante Oferta Mensual . Precio por tonelada

* (flete)
1 X . 7000 $ 1000 por ton.
2 . X 4000 4000
3 W 6000 2000
4 Z 5000 5000

Las sliete Areas de irriéacién requieren (indistintamente) de
lo siguiente:

AREA TIPO DE FERTILIZANTE DEMANDA MENSUAL TOTAL

FACTIBLE (independientemente de
. la combinacién de fer
tilizante)

1 A X, 2 2000 Ton
2 B X,¥Y,W 3000 Ton
3 c Y, W 1000 Ton
4 D Z,X 2000 Ton
5 E X, Y 3000 Ton
6 F X,¥,2 2000 Ton
7 G W,% 1000 Ton

Este problema puede modelarse comc uno de programacién lineal
tal como se muestra en seguida. Luego daremos los ajustes
necesarios para presentarlo como un problema de transporte origen-
~destino. Noétese que el planteamiento del problema no es de manera
directa como uno de transporte. |



Se desea encontrar un modelc de transporte para programar la.
"entrega de fertilizantes a las zonas de irrigacidn que utilice el

o maximo de toneladas disponibles de fertilizante para satisfacer

l1a demanda total requerida en cada area de irrigacién de tal forma
que el costo de distribucién de fertilizante resulte lo mas barato
posible. (de manera practica podemos suponer que en ninguna &area de
irrigacién debe haber faltantes de fertilizante)
FORMULACION DEL PROBLEMA COMO UNO DE PROGRAMACION LINEAL

DEFINICION DE VARIABLES

= El nGnero de toneladas de fertilizante tipo 1 distribuidas

x
1]
a la zona de irrigacién ).
¢ = El costo por tonelada de fertilizante tipo 1 distribuidas

1)
en la zona de irrigacién j.

FUNCION OBJETIVO

Minimizar 7 = "/'_00()()::11 + X + X+ X _ o+ x15+ 4000(x22 +x_ +X

12 14 15 25

+ x26) -i-5000(x32 + %

33+x37)+6000(x“+x + X + X

44 46 47)

RESTRICCIONES DE OFERTA

Se debe cumplir que el total de fertilizante tipo i distribuidos a
las &reas donde es requerido no exeda al total de toneladas
disponibles del fertilizante. Las restricciones de ofertan son de
la forma:

1 X, + X, + + X + Xs + X 6 = 7000
2_ X+ X, + X + X | = 4000
3 )(32 + x33 +}t:37 = 6000
4 X, + X, + X6 + X, = 5000




RESTRICCIONES DE DEMANDA

gl total de toneladas de fertilizante asignadas al &rea de
irrigacidén j, debe ser exactamente igual a la demanda requerida en
esa Area con el fin de que los terrenos esten a un buen nivel de
fertilidad. Por lo tanto, las restricciones de demanda son de la

forma:

AREA ECUACION

1 A X + % = 2000
11 41

2 B x12 + x22 + x32 = 3000

3 C X + ¥ = 1000
23 33

4 D X + X = 2000
14 a4

5 E X + x = 3000
15 25

6 F b4 + X + X = 2000
16 26 46

7 G X _ + X = 1000
37 a7

FORMULACION COMO UN PROBLEMA DE TRANSPORTE

Para formular el PPL como unc de transporte, es necesario
hacer algunas modificaciones convencionales al problema lineal.

Las cuales cambian el planteamiento al principio en apariencia
pero en el 6ptimo son iguales

Observacidén 1.-Se requiere transportar toneladas de fertilizante
tipo i (origen i ) a los destinos j (a4reas de
irrigacién). El tipo de fertilizante son 1los

origenes y las zonas de irrigacién los destinos.

10



observacidén 2.-En un problema de transporte se requiere hablar de
un solo tipo de producto. Para homogenizar esto
como un solo producto, diremos dque lo gue se
transporta son toneladas de fertilizante sin
especificar el tipo, el cual est& implicito por el
origen especifico. Por ejemplo, X, representa las
toneladas de fertilizante transportadas del origen 2
(fetilizante tipo YY) al destino 6 (Area de

irrigacién F).

Observacidén - 3.-Un fertilizante no requerido en una A&rea, se
interpreta de manera practica que el origen en
cuestidédn no puede surtir al destino especifico. Por
ejemplo, el origen 1 no debe surtir al destino 3,
en otras palabras, el fertilizante X no es
requerido en el &rea de irrigacidn C.

Observacidn 4.-Nb6tese gue se desea minimizar el costo de
transpofte satisfaciendo  las demandas de
fertilizante en cantidad y no en tipo de
fertilizante entre los requeridos en cada destino
pues es indistinto la manera en gue se combinan.
(Ademds, las asignaciones basicas dque se hagan
tomardn en cuenta implicitamente el tipo de
fertilizante). '

Observacién 5.-E1 costo de fertilizante por tonelada 1lleva
incluidec el costo del flete. Entonces, puede
considerarse como el costo de transporte a las

Areas de irrigacién por toneladas de fertililzante.

Observacidn 6,-Se requiere que un determinado fertilizante tipo i
~ no sea distribuido en un &rea de irrigacién

especifica. Por ejemplo el fertilizante X (tipo 1)

no debe distribuirse en el area € (&rea 3).Esto

.sucederia s1 la solucidén ©6ptima mostrara x, = 0.

Lo cual se garantiza en el algoritmo de transporte

11




sl el costo c,, s un costo muy alto, para que X .
no aparezca hunca como varible basica. De la misma
forma se asignarian costos muy altos (M) a todas
las combinaciones (i, j) que no deban hacerse.

De esta manera el problema puede formularse como un modelo de
transporte para programar la entrega de fertilizantes a zonas de
irrigacién a un costo minimo. Nétese que el contexto del problema
no es el de transportar productos de origenes a destinos pero puede
formularse como tal, por que la matriz del sistema de ecuaciones
del PPL tiene las caracteristicas de la matriz de transporte.
Considerando que el costo de asignaciones no permitidas es un
costo muy alto M, el algoritmo de transporte garantiza que estas
asignaciones estaran siempre a nivel cero. El sistema resultante
es ahora

SISTEMA DE ECUACIONES PARA MODELAR EL PROBLEMA
COMO UNO DE TRANSPORTE

RESTRICCIONES DE OFERTA

7000

”
+
*
+
+
+
L
+
b
A

X X X X -
11 12 13 14 15 i6 17

X X x x =
Hag * gy * Kpg ¥ Xyt Hpg v Xy v Xy, = 4000

+ X+ X b'e = ‘
X31 32 x33 * 34 * a5 * xS& * x37 6000

b 4 + X + X + X + X + =
41 42 413 44 45 x46 * x47 5000




TRICCIONES DE DEMANDA

AREA
A xn+ x21 + xa1 + x‘u = 2000
B x12+ xza + x32 + x‘%lz = 3000
C x13+ ng + x33 + x‘13 = 1000
. D x14+ X, t %, + Xpo = 2000
+ + x 4+ =
E x15 xzs x35 x45 3000
F X + X + X + X = 2000
16 26 36 46
G x17+ x27 + X + xw = 1000

CON x =z 0O
1)

a 7
Minimizar 7 = c .«
13 1j
i=1 j=1
to a:
’
Z X = a 1=1,2,3,4
t] 1
J=1
4
Z xu = l:)j =1,2,3,4,5,6,7




EHEZ>NSEMAEDE™

La matriz de costos del problema es la siguiente

AREAS DE IRRIGACION

A B c D E F G a,
1 1000 1000 —— 1000 1000 1000 ~—~— 7000
2 —— 4000 4000 —— 4000 4000 —— 4000
3 —— 2000 -2000 2000 5000
4 5000 —— —— 5000 —- 5000 5000 6000
b 2000 1000 2000 3000 2000 1000

3000

asignaciones no permitidas.

donde los costos que no aparecen se hacen M por

corresponder ha
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SECCION 1.3

FORMULACION DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE COMO UN
PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

DEFINICION DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE

El problema de transporte clasico se presenta cuando se debe

determinar un programa optimo de envios que:

a) Se originan en fuentes (centros de distribucidn) donde se

tienen disponibilidades de un producto.

b} Son enviados directamente a sus destinos finales {centros
de demanda) donde se requieren varias cantidades fijas.

c) Cumple gque la demanda total es igual a la oferta total.

d) El1 costo satisface una funcidén cbjetivo lineal. Esto es,
el costo de cada embarque es proporcional a las cantidades
embarcadas y el costo total es igual a la suma de los costos
individuales.

J.L_ | 15




1.4 EL MODELO DE TRANSPORTE

Se supone que m origenes tienen que surtir n centros de
consumo de un cierto producto. La capacidad de oferta del origen 1
es a (i=1,2,...,m), Y la demanda en el centro de consumo ; es bJ
(y=1,2,....,n) . Sea cU el costo de enviar una unidad del producto
1 al destino j. c1j es conocido para todas las combinaciones
(+,3). El problema consiste en determinar el nGmero de unidades
del producto gque deben enviarse del origen 11 (i=1,2,...,m) al
destino 3 (J=1,2,....,n) de tal forma que se minimicen los costos
totales de distribucién, se satisfaga la demanda del destino ;3 y
no se exceda la capacidad de oferta del origen i. Sea x.i-j el
namero de unidades del producto enviadas del origen i1 al destino
(xlj es la variable de decisién). Entonces, la formulacidédn del

problema lineal es:

m n
Min = z Z c
Z i) i}
121 =1
sujeto a
n .
z XU = al (i=1,2,...,m) restricciones de origen
J=1
m
z le = b_'l (j=1,2,...,n) restricciones de destino
i=1
= 0 {(para 1=1,2,...,m y }=1,2,...,n)




La formulacién anterior al problema del transporte es la méas
_general dado que no es necesario agotar la totalidad de oferta
para surtir a los n destinos y satisfacer el total de la demanda.
Este hecho se muestra por que las restricciones son del tipo = en
los origenes y = en los destinos. En algunos ejemplos pré&cticos
los problemas se plantean en términos de = y =. La teoria del
problema del transporte nos lleva a que agregando nedos (origen o
destino) se pueden plantear las restricciones en la forma de
igualdad estricta la cual permite una mejor técnica de solucidn.

con lo anterior podemos decir que todo problema de transporte
puede plantearse de forma general como:

m n
Min 7 = E Z cij xlJ
1=1 j=1
sujeto a
bo ]
z XU = a;1 (i=1,2,...,m) restrlccliones de orlgen
j=1
m
Z b4 = b (J=1,2,...,n) restricclones de destino
124 L] 3
xij z 0 para toda 1 y 3}

Las restricciones del problema de transporte en la forma de
igualdad indican que la cantidad utilizada en el origen 1 es igual
a la cantidad total disponible en el mismo (restriccién de origen).
Por otro lado las restricciones de destino indican gue la demanda
del destino j se satisface sin tener excedente de mercancia.
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LA FORMA GRAFICA PARA UN PROBLEMA DE TRANSPORTE ES

oferta

a
1

B eesvecas

[

) svsosns

ORIGENES

[

DESTINOS
demanda
b,
(3] b
[n] b

GRAFICA 1.4.1




SECCION 1.5
ForMULACION MATRICIAL DeEL ProBLEMA DE TRANSPORTE

El sistema de ecuaciones en el modelo de transporte es :

ECUACION

NUMERO

" " a N = a
0 1) X ¥ ¥ 1
X +X o+, +X =a
r 2) 21" 22" 2n 2
i =a
3 .3) x31+)(32+.. . +X3n 3
e
nood
e t
X o+X _+.. =

s ) ml w2 +xmn am

+ + +
2 m+l) X, X1 X1 SRETPIRTRES = b,

m

+ X X X b4 =Db
g M¥2)  x, 22 a2 "2 - B2

+ X + X T3
? m ?) %13 23 X33 oz
cd
- :
°
S m+n) X +X +X +X

in 2n i 3n mn= b

SISTEMA DE ECUACIONES 1.5.0

La formulacidén del problema de transporte como un problema de
programacidén lineal se plantea de la siguiente forma:

Min 7 = ¢X

sujeto a
AX = b
X>0

La matriz A es la matriz de coeficientes tecnolégicos con 1's
Y 0’s. C es el vector de costos, X es el vector de variables de
decisidén y b el vector de requerimientos, en seguida se muestra
la estructura de cada uno para utilizarla mas adelante




x = ( X 0 ¥ o IR S T SRR X xmz,...,xmn)
c = Cyar Cazro G Carr Copr G 'Cor’ cmz""'cmn)
— b T
a
1
a
2 y origenes
: /
b = gr: 3
b
2 } destinos
b™ |/
| M
1 0 o 0 ® & 8 8 s 0
0 1 0 0 @& " 0
0 1 A 8 % & " 08 0
. . m renglones
A= . . ,
. . m+n renglones
o 0 0 0 ........ 1
I I I I ....onn. I n renglones
. 1] n n n n ]

mXx n columnas

El vector 1 y el vector 0 son vectores renglén conteniendo
respectivamente n unos y n ceros, tal como se muestra a

continuacidén

1= (111 .ovevae 1)

Il componentes

0= (000 vevuans 0)

Il componentes

OO B

0 0
1 . o Il conponentes
0 1

Il componentes
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Ot OQ+sv O +rvO O

21 22 2n

0O 0 ...... 0

1 1...... 1

0 0 ...... 0O .....oeli
0 ..... 0

0 1 0

0 O0..... 1

Cada columna de A referente a la variable xl_1

con la forma siguiente

—> poslclon |
+

21

------------

............

—> posicion m+}

e O O OO
O 1O OO

(o]

En forma desarrollada la matriz A tiene la siguiente estructura:

RENCGLON

1
2

m+1l

m+2

m+n

se define por a,

—a+)

R




1.6 FACTIBILIDAD DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE .

-Con el objeto de tener ecuaciones consistentes en el PT, se

debe tener que la cantidad total de unidades del articulc ofertada
'debe ser igual a la cantidad total demandada, esto es

n

. Z a, = Z bj= ¢
: 1=1 j=1

o equivalentemente

2 X, = z

1 R

Bl
g |

1=1 }

donde C es una cantidad fija.

Las restricciones de no negatividad en las variables (x = 0)

J
indican que el sentido del flujo del producto es de los origenes a
los destinos f(inicamente.

= C se dice que el
En los problemas practicos puede no

condicién y diremos dque el problema no esta
balanceado. De ahora

Cuando se cumple la condicién z a = z bj
problema esta BALANCEADO.

cumplirse esta

en adelante cuando se hable

del PT
supondremos gue estd balanceado.

TEOREMA 1.6.1: El problema de transporte tiene una solucién
posible.

Demostracién: Dada la condicién de que el total de la oferta es

igual al total de la demanda, tenemos la solucidn posible

para toda (i,j), ademas X, =z 0.

con este valor para x A se satisfacen todas las restricciones del

Problema del transporte. A saber:
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Restricciones de oferta

n n albJ a m a!c
z xlj = Z c = C ij = C = ai para 1=1,2,....,m
j=1 3=1 171
Restricciones de demanda
m m aihj bj m bJC
Z x” = Z G = G Zai e = bj para 1=1,2,....,m

donde .C es una cantidad fija.
Se tiene también que para cada vector factible X, cada

componente X, estd acotada como sigue: o = X <= min {al,bj}.

J i)
Recordando que un programa lineal acotado que tiene una solucién
factible posee una solucién éptima, podemos decir que el problema

de transporte siempre tiene una solucién o6ptima.

En el siguiente capitulo se presentan las propiedades
principales de la matriz A que dan al problema de transporte su
estructura especial. Esta estructura especial permite simplificar
el procedimiento del simplex (primal} hasta el punto que se puede
aplicar directamente a la tabla o grafica de transporte con un

ahorro considerable en los calculos.
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CAPITULO 1

PROPIEDADES DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Las propiedades de la matriz de transporte nos permiten
encontrar caracteristicas que no tienen los problemas lineales en
general. Estas caracteristicas especiales dan lugar al Algoritmo
de Transporte presentado en el capitulo IV el cual estd basado
implicitamente en dichas propiedades.
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La matriz A de coeficientes tecnoldgicos para el PT tiene las

siguientes propiedades importantes
a) Los elementos de la matriz A son ceros o unos.

b) Del conjunto de m+n ecuaciones, cualesquiera de ellas puede
exprezarce en funcién de las otras. Esta particularlidad se deriva
del hecho de gue la suma de los requerimientos es igual a la suma
de las disponibilidades. En consecuencia debe eliminarse una de
estas ecuaciones arbitrariamente, obteniendo un sistema de m+n-1
ecuaciones independientes en m x n variables. Como un ejemplo al
PT considere un problema con 2 origenes y tres destinos con los

siguientes datos :

EJEMPLO 2.0.1

Destineo

o 1 5 3 oferta
a
r 1
* 6
g
e 3
n
Demanda bJ 3 4 8
para este ejemplo
ecuacidn
1 32 2153 85 85, 35,
— -
1 1 1 0 o 0 Ea
0 0 0 1 1 1 Ez2
A= 1 0 o 1 0 0 B3
0 1 0 0 1 0 Ea
0o 0o 1 0o o 1 Es

Obsérvese que la ecuacién Ei1 puede escribirse como:

Ei1=F3+Ea+Es~FE2.
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2.1 EL RANGO DE LA MATRIZ A ES m+n - 1

| - La matriz A tiene m+n renglones y mn columnas, suponiendo gque
m,n = 2, entonces m + n = mn. Por lo tanto el rango (A) = mtn.
pero el rango (A) # wmtn pues cualguier rengldén de A puede
exprezarce en término de 1los min-1 renglones restantes, en
consecuencia los renglones de A son linealmente dependientes. Para
demostrar que el rango (A) = m+n~1l es suficiente probar que A
posee una submatriz cuadrada de orden m+n-1 no singular,

Demostracion:
Ignorando el primer renglén de A y ademas solo consideremos la
submatriz B de (m+n-1) x (m+n-1) con la siguiente estructura:

a a P | a a. ..... a
_ _ 21 31 ml 11 12 in _
1 1 0 ....0 0 0.....0 20
: 1 . . :  m~1 rengloenes
0] 0..... 1 0 0..... 0O m)
B= 1 1----- 1 1 0.-... 0 m+1) 3
0 0 0 0 l.....0 .
. . . : : * n renglones
0 0..‘..0 0 0--...1
| ] m+n) )

en forma condensada B puede escribirse

|
Im-lxm—i Om-lxn
B = i
1xm-1 %
_mm_*mwﬁ_wi Inxn
L n-1lxm-1" _

donde
0 es la matriz cero
1 matriz rengldn de 1l’s

I matriz identidad.
Claramente B es una matriz triangular superior con 1l’s sobre la

diagonal principal. Por lo tanto, B es no singular. Como B es de

orden m+n-1 entonces el rango (A) = m+n-1.
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Con el fin de ilustrar lo anterior considermos de nuevo la
matriz A del ejemplo 1.0, eliminando el primer rengldén de A

tenemos la matriz ma

11 12 13 21
1 0 0 1
_ o 1 0 o
B = 0 0 1 o
0 0 0 1
Por lo tanto B es no singular, como el orden (B) = rango (A),
entonces rango (A) = 4. {m+n-1)

Observacién: Sabiendo gque el rango de A es m+h-1l existen dos
opciones para seleccionar una base: Puede omitirse el primer
renglén que deje min-1 restricciones linealmente independientes
para los cuales existe una base, o bien, puede afiadirse un vector
artificial para una de las restricciones. Cuando se aplique el
métode simplex se seleccionard la segunda opcidén, por que el
simplex trabaja siempre con bases completas, y aumentado A con una
nueva variable artificial x con e como vector columna

SECCION 2.2 UNIMODULARIDAD DE LA MATRIZ A

La propiedad m&s importante que tiene la matriz de transporte
es la de unimodularidad total. La matriz A es totalmente
unimodular si cumple que:

PROPOSICION:
El determinante de cualquier submatriz cuadrada de A tiene un

valor de -1, 0 & +1.




-pEMOSTRACION: Se procedera por inducciédn sobre k. Sea Ak
cualquier submatriz cuadrada de A, la propiedad es valida para

w=1, Como los elementos de la matriz de transporte son 0 & +1,

-

cada submatriz 1 x 1 tiene el valor de 0 6 +1. Adem&s cualquier
.;ubmatriz de (min) x (m+n) tiene un determinante de 0 puesto que
el rango de A es min-l.

Nos faltaria probar que el determinante de cualquier
submatriz Ax de A con 1 < x < mt+n tiene un determinante de *1 & 0.
procedamos por induccidén sobre kx de la siguiente forma: Se sabe
gque es cierto para x=1, entonces supongamos gue Vvale par k-1 Y
demostremos que vale para k.

Al tomar la submatriz Ax de A ocurren tres posibilidades. A
saber: Que todas las columnas de Ax contengan dos 17s. si este es
el caso, uno de los 1’s ocurre en un renglédn origen y el otro en
un renglén destino, como la suma de los renglones origenes es
igual a la suma de los renglones destinos, entonces el det Ax=0.
En cualquier otro caso, & Ax contiene al menos una columna de
ceros y entonces el Det Ax=0, & Ax contiene al menos una columna
con un solc 1, desarrollando el det Ak sobre los cofactores de esa

columna, tendriamos que

Det Ak = Det Ak
Pero, por hipdétesis de induccidén se sabe que el Det Ak-1 =1 & 0,
por lo tanto la propiedad se cumple para Ax. Esto completa 1la

demostracién.

SECCION 2.3 TRIANGULARIDAD DE LA MATRIZ BASICA

En la propiedad anterior se dijo que el rango (A) es mtn-1
usando una matriz triangular superior con 1’s sobre la diagonal
principal. En general se tiene que toda base B del problema de
transporte puede representarse como una matriz triangular.
Entonces,_. el sistema B Y = d puede resclverse féacilmente en
sustitucién regresiva. Esta Gltima observacidtn es muy importante
por que evita resolver el sistema usando la matriz inversa B! 1a
cual reguiere mé&s «cdlculos.Demostraremos ahora esta hueva

pPropiedad

[

[
wi .
-
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PROPOSICION: Toda matriz basica del problema de transporte es una
permutacién de una matriz triangular.

- PRUEBA:

Supongamos que B es una matriz basica de A, como A tiene la
propiedad de unimodularidad total, se sabe gque debe existir una
columna de B que contenga un solec 1; de lo contrario Det B = 0.
Permutando renglones y columnas en B de tal modo que el 1 guede en

la primera posicidén de la matriz, la nueva matriz B es:

1 q
B =
0
m+n-2
Considerando ahora Bmp_, también debe contener al menos una

columna con un sclo 1 (de 1lo contrario DetB=0),

renglones y columnas en B+n2 se obtiene

permutando

m+n-3

tomando la matriz q = [ dq, qz:], B puede representarse como sigue:

ql qé
B=|0 1 p
m+n-3

Al continuar con este procedimiento tendremos que B es, en
efecto,  equivalente a una matriz triangular superior.

Cuando se tiene una matriz basica B triangular superior, el

sistema biasico BXB = b puede resclverse facilmente. Supongamos que

en una matriz basica B se efectuan permutaciones de renglones y

AR, v e T £
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columnas tal que B se hace equivalente a una matriz triangular
superior. Entoces B tiene un solo elemento en el Gltimo reglén y
sobre la Gltima columna (sin pérdida de generalidad supongamos que
no hubo permutaciones en las columnas) usando la Gltima ecuacién
se resuelve para XJHWI, Juego, usando este valor resolvemos en
la penﬁltima ecuacién para X _men-2, y asi sucesivamente se
resuelve en sustituciédn regresiva hasta encontrar el valor de las

m+n-1 variables bésicas.
2.4 SOLUCIONES ENTERAS

Comc B es es una permutacién de una matriz triangular
superior con 1’s sobre la diagonal principal, las operaciones que
se realizan de lado derecho al resolver el sistema son solo sumas
y restas, de modo gque si a (t=1,2,..,m) ¥ bj (y=1,2,...,n) son
todas enteras, se tendran siempre soluciones enteras. Esta es una
propiedad que no tienen los problemas lineales en general. El PT
en muchos de los casos puede verse como un problema de
programacioén entera (de hecho en esta tesis asi se maneja) y
entonces puede resolverse como tal. La ventaja de este modelo es
su estructura especial (unimodularidad total) la cual permite un
como uno de programacidn lineal.

Cuando se busca el o6ptimo, en cada etapa se cambia de un
vértice de la regién factible a otro adyacente, el cual, por
naturaleza es de componentes enteras, y como el ©&ptimo se
‘encuentra en uno de ellos, también es entero.

. Por ejemplo, cuando se demostrd en el ejemplo 2.0.1 que el
rango de A es m+n-1 se uso la matriz basica siguiente

a

a a
11 12 13 21

cor o
OrOoOO
rooO
QOoORR

llevando a cabo permutaciones de renglones en B resulta que el

sistema basico puede escribirse:




a a_a _ a
11 12 13 21
0 0 0 1 xu 4
_ |1 o o 1 X _ | 8
B =l 0o 1 0o o xiz =1 7
4] 0 1 0 b4 3
21
resolviendo el sistema obtenemos
x21=4
X =8 -x =4
11 21
x12 = 7
X =3

13

2.5 PROPIEDADES DE LOS VECTORES Y1J EN EL TABLEAU SIMPLEX

Puesto que toda base B del problema de transporte consiste
Gnicamente en ceros y unos y es triangular con 1’s sobre 1la
diagonal principal, entonces los elementos de B & son todos #1 &
0, esto puede verse f&cilmente encontrande B ' por medio de la
matriz adjunta y tomando como base la propiedad de unimodularidad
de la matriz A, cada elemento bU de B tendra un cofactor B“=11 o
0, como det B=tl, todos los elementos de B~' son 0’s & *1’s . Cada

vector Y“ en el tableau simplex se obtiene

BY = a
1} 1]
el cual es un sistema de ecuaciones de los elementos de Y}j. Un
método para resolver este sistema (aunque no es el que se usa) es

la regla de Cramer, utilizando esta regla, el k-ésimo elemento
desconocido de Y & esta dado por '

= det Bk
yu det B

en donde Bk se obtiene reemplazando de B la k-ésima columna por

aU. Entonces Bx es una submatriz cuadrada de A, y como A es

totalmente unimedular, entonces el det Bk = *1 & 0, se sigue que
= + &

Yuk 1 & 0.
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| Esto sisgnifica que una columna simplex actualizada Y,
consite dg #1 y 0’s. También demuestra que. cualquier vector aU
puede obtenerse mediante una simple suma y resta de vectores
pasicos. Esta simplicidad sugiere que puede haber un método
1y’ Y
obtenerse facilmente el tableau simplex asociado con la solucidn

conveniente para obtener 1la representacidn fUnica Byu=a

basica. En particular, en la representacidon del vector no bésico

= e,+ e en términos de los vectores basicos, debe haber un

aij i m+7j

vector basico de la forma a; =e;t+ e con un +1 en la posicidn 1.

m+k
Luego debe existir un vector béasico a1 con un -1 en la posicidn

m+k gque tenga un +1 en la representacién basica, pero luego, debe
existir otro vector basico a;, con un +1 en la posicidn 1 para
eliminar el -1 en la posicién 1 del vector a;,+ este proceso
continua hasta llegar a que, debe existir un vector de la forma

aﬂ=eJ+ e, con un coeficiente de +1 en la representacidn bésica.
Una representacion ilustrativa para culquier vector no béasico aij
puede ser:

a” = a - a + a -a +a ..., ecuacidén 2.,5.1
1} ik 1k ls us uj

I
-
o
+
o

- +
+k) (el+em+k)+(e1 em (eu+em+s)+(eu+em

+s)- +j)

en donde los B* son los vectores de la base B. {recuerde gque los
vectores basicos B («=1,2,....,mn-1) son equivalentes a m+n-1

columnas a, de la matriz A). Esto Gltimo es pues,de acuerdo al
simplex, la manera de representar un vector no basico en término

de los vectores basicos.
La manera de representar estos vectores no basicos en el

tableau del transporte en término de los vectores bésicos se
ilustra en la grafica 2.5.1. Con esta grafica se pueden hacer las
siguientes observaciones importantes: La celda (i,j) junto con las
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celdas (i,k),(1,k),(1l,s),(u,s),(u,j) forman un ciclo en la matriz
(tableau del transporte). Es decir, es una grafica cerrada. lLas
celdas (i,k),(l,k),(l,s),(u,s),(u,j) forman una cadena (impar) en
~la matriz entre la celda (i,k) y la celda (u,j). En la 'gréfica
2.5.1 se omiten todas las celdas béasicas gue no aparecen en la
representacién de a . Notese también, de manera importante que
~los signos de los coeficientes se alternan en la cadena. Esto
sugiere que las ecuaciones del simplex en la representacién
basica de a,  pueden escribirse '

a = o B donde ock=t1

omitiendo aquellos « =0 para los cuales el vector b&sico B* no

aparece en la representacién de a,.

F1 , 1
a
'] u 8
il - 1
a 1 a +1
| lk ls
amm | mmmm | = +1
3 ik

GRAFICA 2.5.1 Ilustracidén de la representacién de a, en térmimo

de los vectors basicos

En esta Gltima tabla las entradas para cada celda (i,3)
corresponde a una variable X, del problema, que a su vez esta
asociado con el vector a,, de la matriz A. Cuando trabajemos con

la celda (i,Jj) usaremos indistintamente X & a -
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CAPITULO i

EL PROBLEMA DE TRANSPORTE Y SU RELACION CON TEORIA DE GRAFICA

En el tema anterior se vio como estd caracterizada una base B
en el tableau simplex y como puede obtenerse un vector no béasico
en términos de los vectores bésicos. Este capitulo muestra como
puede lograrse la representacién usando la tabla de transporte,
sin necesidad de manejar la tabla del simplex. Lo que sigue es
ver que trabajar con el tableau de transporte es equivalente a
trabajar con el tableau simplex. Aqui es donde encontraremos la
relacién del PT con la teoria de graficas, en la presente tesis no
pretendemos profundizar ampliamente en estas relaciones, solo
usaremos resultados importantes y sencillos a la vez de la teoria
de graficas para desarrollar de forma mas eficiente los pasos del
método simplex. Ademds nos permitird introducir e ilustrar
conceptos basicos de la teoria de graficas.
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2.1.0 ELEMENTOS DE TEORIA DE GRAFICAS

A continuacidén se dan algunas definiciones de la teoria de
graficas que necesitaremos para presentar el PT desde el punto de
vista de la teoria de graficas '

Una Grafica es un conjunto de Nodos (puntos o vértices) y
Arcos (lineas, segmentos, flechas) relacionados entre si, que
son utilizados para representar ciertas situaciones. En esta
tesis, cada arco que conecta al nodo i con el nodo j se representa
por - (i,3), al nodo i 1le 1llamaremos nodo origen y al j nodo
destino. Una cadena del nodo i al nodo j es un conjunto de nodos y
arcos conectados entre si que muestran un camino para llegar del
nodo i al 3j; En una cadena los arcos no necesariamente estan
dirigidos en una scla direccién. Una trayectoria es una cadena
orientada en un solo sentido, siempre del nodo i al j. Un Ciclo es
una cadena cerrada, es decir, es una cadena que empieza y termina
en el mismo nodo. Un Circuito es una trayectoria cerrada. Una
Grifica Conexa es quella tal que para cada node de la grafica
existe al menos una cadena que lo conecta con el resto de los
nodos, en otras palabras, una grdfica es conexa si para cada par
de nodos en la grafica existe al menos una cadena que los une. Un
Arbol es una grafica que no contiene ciclos y un A&arbol de
expansion es un A&arbol que involucra a todos los nodos de 1la
grafica. Una Terminal es un nodo para el cual solo hay un arco que

lo toca. Las siguientes figuras ilustran las definiciones
anteriores
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En la teoria de graficas hay algunas propiedades interesantes
gue se dan en estructuras especiales, enumeramos a continuacidn

algunas de ellas.

1. Una grafica que no contiene ciclos de m nodos y m-1 arcos es un
arbol.

2.- Si 8 es un &rbol en una grafica G, y si G contiene al menos dos
nodos, entonces S contiene al menos dos terminales.

3.- 8i en un &rbol se elimina una de sus terminales y su arco
inicidente, la grafica resultante es otro Arbol.

4.- Una grafica conexa que no contiene ciclos es un solo arbol.

5.~ Una grafica conexa contiene al menos un Arbol.

6.- En un A&4rbol, dado dos nodos cualesquiera existe un ftnico
camino que los une (no hay ciclos).

Veamos ahora dque propiedades tiene una base del PT sobre el

tableau de transporte.
3;1 CARACTERIZACION DE UNA BASE EN EL TABLEAU DE TRANSPORTE

3.1.1 LAS BASES NO CONTIENEN CICLOS

Veamos primero que tipo especial de estructura forma una base
sobre el tableau de transporte y gue propiedades tiene para
permitirnos cambiar los pasos y criterios que usa el método
simplex de tal manera gque la solucién se obtenga sin resolver
propiamente un sistema de ecuaciones.

Para esto consideremos el siguiente tableau de transporte
(grafica 3.1.0), cada celda (i,3j) se asocia con una variable xij
a su vez se asociada con el vector a, bdsico © no basico
dependiendo de la naturaleza de la variable. Denotaremos con una B
aquella celda que corresponda a una variable bidsica y dejaremos en
blanco agquellas celdas correspondientes a variables no béasicas.
Debe tomarse en cuenta gque cada B estard asociado con una variable

basica X, Yy un vector a,, en ocasiones usaremos implicitamente

esta relacién. Diremos que una celda basica estd conectada
directamente con otra si y solo si pertenecen al mismo renglén o a
la misma columna del tableau.
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Al final del capitulo anterior (grafica 2.5.1) se vid que una
celda (vector, variable) no béasica junto con un conjunto de celdas
(vectores) basicas forman un ciclo en el tableau de transporte. Lo
interesante de esto es que los vectores que aparecen en el ciclo
nos dan la representacién del vector no béasico, ahorrandconos el
trabajo de resolver el sistema BYlj = a,. Lo anterior muestra una
temprana ventaja al no aplicar directamente el simplex.

El conjunto de celdas que forman el ciclo (la no basica y la
bdsicas) forman una cadena par, ademds los signos de los
coeficientes se alternan en la cadena y nos indican entre otras
cosas si la variable aumenta (+) o disminuye su valor (-) a medida
que la variable no bésica aumenta.

Al conjunto de celdas utilizadas para representar las
variables xlj le llamaremos TABLEAU DE TRANSPORTE (casillero o
matriz) Veamos que caracteristicas tiene una base sobre el tableau
de transporte, para luego permitirnos {basados en sus propiedades)
reemplazar el tableau simplex por el de transporte.

Tomenos de referencia la grafica 3.1.1, supongamos dque las
celdas (p,q),( r,q),(r,s),{(u,s),{(u,v),(p,v), las cuales forman un
ciclo, son béasicas. Este ciclo genera la siguiente combinacién
lineal (por construccién)

= - + + +
(ep * em+q) (er em+q) ( er elI:l+s ) *

+ -
(eu + em+s) (eu + em+v) (ep + E"'m+v)

Esta ecuacidédn muestra gque los vectores a , a , a , a , a ,y
Pq rq rs us uy
apv son linealmente dependientes y por lo tanto no prodrian ser
una base. Se ha demostrado asi que una base representada comc un
conjunto de celdas en el tableau de transporte no puede contener

un ciclo.
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GRAFICA 3.1.1. Una base no puede contener un ciclo.

q S v
u a a
IUS uv
r a a
prd rs
I
a a
p Pq pv

3.1.2 LA GRAFICA DE LA BASE ES UN ARBOL DE EXPANSION CONEXO

Debe deducirse a partir del tableau de transporte que el
rango de la matriz A es m+n-1l.( en el tableau de transporte no se
muestra la variable artificial usada para completar el rango m+n).
También deduciremos que la grafica de la base vista sobre el
tableau de transporte es un drbol de expansidén conexo (suponiendo
gque el vector artificial esté presente). Demostremos ahora esta
afirmacién. Se acaba de probar que una base no puede contener
ciclos, por lo tanto la grédfica de la base es un &rbol o varios
Arboles. Necesariamente este &rbol (o Arboles) debe ser de
expansién (ver figura 3.1.2) pues si la grafica de la base no
contiene una celda en el reglén i, entonces el i-ésimo renglén de
la matriz B asociada consiste tinicamente de ceros y descalificaria
a B para ser una base; en otras palabras, en la base B no existe
ningGn vector de la forma aij con  3=1,2,....,n. por lo tanto
ningGn vector de la base contendrd un 1 en la posicién i. El mismo
argumento se aplica si la base no contuviera una celda sobre la
columna j, en este caso el renglén de ceros serd el mnmtj.
Practicamente diriamos que nos es utilizada la capacidad de oferta
del origen i (fabrica i) implicando que la solucidn no sea
factible.
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Grafica 3.1.2 Representacién de una base

como un Arbol de expansidn.

Completaremos la demostracidn probando que la gré&afica de la
base es conexa y en consecuencia es un solo Arbol. Supongamos gue
dos celdas béasicas cualesquiera, por ejemplo (i,j) y (k,1) son
basicas, debe probarse que estan conectadas mediante una cadena de
celdas basicas. Si la celda (k,j) es basica las celdas (i,J) y
(k,1) estan conectadas mediante la cadena béasica
(i,3),(k,3),(k,1). Por otro lado, si suponemos gue la celda (k,3)

no es bAsica debe tenerse que el vector a puede representarse en

k]
térnmino de los vectores basicos de la siguiente manera

= - + a e a s e s -+ - +
akj arj ar~z‘: ts auv a'up akp

En este caso las celdas basicas (i,j) y (k,1l) estan conectadas por
la cadena bhasica

{(i.j).(r.j),(r.s),(t,so, ..... ,(u,v), (u,p) s (K,p) s (K, 1) }

Estoc prueba que la grafica de la base es conexa y por lo tanto es
un solo arbol. Los argumentos anteriores demuestran la siguiente

PROPOSICION: La representacidén grdfica de una base en el tableau
de transporte es un &rbol de expansién conexo. Es decir, todo base
en el tableau simplex puede manejarse como un &rbol en el tableau

de transporte.
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Grafica 3.1.3 Ejemplo de una estructura
gue no es un arbol simple

Recuérdese qué la intencién de mostrar estas equivalencias
lleva como fin aplicar los pasos del método simplex directamente
del tableau de transporte, para ello, antes debemos probar el
reciproco de 1la proposicién anterior a saber: Todo A&rbol de
expansién conexo sobre el tableau de transporte Jjunto con un
vector artificial, representa una base en el tableau simplex.
3.2 UN ARBOL DE EXPANSION ES UNA BASE PARA EL PROBLEMA DE
TRANSFORTE

Es suficiente probar que la matriz asociada con un &arbol de
expansién tiene una submatriz triangular superior de orden m+n-1
con 1l’s sobre la diagonal principal. Nbétese gque en primer lugar
que todo &rbol de expansidén contiene al menos una terminal, es
decir, una celda gque tiene a lo m&s una linea que lo toca, de no
tener al menos una se tendria un Aarbol que contiene ciclos, lo
cual es imposible. En la gréafica 3.2.1 se da un ejemplo de un
4rbol que tiene dos terminales, (1,1} y (m,n). Una terminal puede
ilustrarse también como una celda basica Gnica en un rengldén o en
una columna especifica. Si suponemos que la terminal es la Unica
celda en un rengldn particular, en la gréfica 3.2.1 se ve que la
celda (i,j) es la fGnica celda en el rengldn i, por lo tanto, es
una terminal. En este caso el vector aU= e + em*_J es el fGnico
vector del arbel con un elemento distinto de cero en el renglén 1i.
(de haber dos la celda (i,j) no seria una terminal)

40




1 B ——B
|
B B B
|
i B
m B —B

GRAFICA 3.2.1

Sea Q 1la matriz (m+n) x (m+n-1)* vectores del A&rbol, si
efectuamos permutaciones de renglones y c¢olumnas de tal forma que
el elemento distinto de cero del renglén i esté en el dltimo
renglén y Gltima columna de la matriz, entonces Q toma la forma

en donde Q es la matriz asociada con los vectores del A&rbol
cuando se elimina el rengldén i y el vector aU. Esto equivale a
eliminar el rengldn i correspondiente a la terminal de la tabla y
a la linea que lo toca, al hacerlo se genera un nuevo A&rbol
conexo con la siguiente estructura

1 B —-B
|
[
B

renglédn i eliminado

mn B B

GRAFICA 3.2.2




Ahora, considerando la terminal en la celda (k,1l), fGnica
celda en la columna 1, de manera dque a = e + e, ©es el dnico
vector con un elemento distinto de cero en la posicién nti.
Efectuando de nuevo permutaciones de renglones y columnas en la

matriz Q1 se obtine:

Repitiendo el procedimiento obtendremos una matriz triangular
superior (m+n-1) x (m+n-1) con 1’s sobre la diagonal principal
ademis de un renglén adicional con m+n=-1 elementos. Esto demuestra
que el ;:ango de Q@ es m+n-1, y entonces Q junto con el vector
artificial forma una base para A. Ahora veamos la relacidédn gque
existe entre la distribucidén de celdas y la red de transporte.




3.3 REPRESENTACION DE LA BASE EN LA RED DE TRANSPORTE

Hasta el momento se sabe que toda base del PT representa un
adrbol de expansidn conexo en el tableau de transporte mas un
vector artificial y viceversa. Por otro lado, cada A&arbol de
expansién segln las Gltimas consideraciones corresponde en forma
inica a un &Arbol sobre la red de transporte. En particular, cada
celda bésica (i,j) corresponde a un arco béasico en la red, cada
linea gue conecta dos celdas b&sicas en el tableau corresponde al
nodo origen-destino gue conecta los arcos asociados en la gréafica.

La grafica 3.3.1 muestra a) una base sobre el tableau de
transporte y b) La Red de transporte correspondiente con sus nodos

Yy arcos.
1 2 3 4 ORIGEN DESTINO
| B B
I
|
2 B—»— B (2] [Z]
|
3 |
B——8 El
|
4 E|B artiflclal
(4] TV
RAIZ
GRAFICA 3.3.1
a) una base sobre el tableau de b) una base representada en
trasporte la red de transporte

En adelante resolver el problema de transporte se haréa
directamente del tableau sobre entendiendo que se llega a la misma

solucién si los célculos se hacen sobre la red de transporte y/o

sobre el tlableau sinmplex.

El vector artificial e ~ se representa en la grafica
mediante un arco gue sale del nodoc n (4) y que no termina en
ninguna parte (puede escogerse cualquier otro nodo). La estructura
de la red b) se llama un arbol de expansidén con raiz, en donde la

raiz denota la variable artificial X .
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SECCION 3.4 REPRESENTACION DE UN VECTOR NO BASICO EN
TERMINO DE LOS VECTORES BASICOS,

Como el método simplex en el proceso de actulizacién de 1la
base requiere conocer cual es la representacién de un vector no
basico en término de los basicos, aprovecharemos la herramienta de
la teoria de gréaficas introducida en este capitulo para lograr tal
representacién. Podemos decidir si obtenemos 1la representacidn
directamente del tableau o de la red de transporte. Si escogemos
el tableau, el cicle Gnico asociado con cada celda no bésica
(entiéndase variable o vector) se' obtiene omitiendo aquellas
celdas basicas que no contengan otra celda bAasica en su mismo
rengldn o columna, por que una celda aparecerd en el ciclo
Gnicamente si nos permite movernos sobre el renglén o la columna
para seleccionar otra variable basica. Por otro 1lado, si 1la
representacidn deseamos obtenerla de la red de transporte, solo

necesitamos 1localizar el c¢iclo ftUnico asociado con el arco no
basico, sin desechar ninguno puesto que la red de transporte ya se
encuentra depurada.

Nuestra intencién es usar el tableau para resolver el PT y de
ahi obtendremos el ciclo. Sin embargo, el problema gque puede
presentarse (igualmente en la red) en un mnomento dado, es no
contar con una representacidén visual del c¢iclo por falta de
espacio cuando el nGmerc de celdas es muy elevado. El1 siguiente
procedimiento nos dice como encontrar en tales circunstancias 1la
cadena Gnica en la representacién de una celda no basica y ademas
como desechar implicitamente todas aquellas celdas gque no se
requieren en la representacién.
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SECCION 3.5

PROCEDIMIENTO PARA ENCONTRAR EL CICLO UNICO PARA UNA VARIABLE
NO BASICA EN EL TABLEAU DE TRANSPORTE

Supongamos que la celda no basica gue deseamos representar es
la celda (i,j). Entonces se empieza tachando todas aquellas
columnas de la tabla, las cuales tienen una Unica celda bésica,
excepto la columna correspondiente a la celda no béasica (i,]).
Oomitiendo las columnas eliminadas, se usa la nueva tabla para
tachar todos aquellos renglones dque contengan una UGnica celda
basica (excepto el rengldén 1i). E1 procesc continua® tachando
columnas y renglones hasta lograr una tabla que no contengan
ningGn rengldén y ninguna columna con una scla celda. En este caso,
las celdas gque aparecen en la tabla final forman el ciclo y son
las que dan la representacién de la celda (i,]). Recuérdese que en
la representacién siempre se van alternando los signos sin
importar el sentido en que se recorra el ciclo.

Con el siguiente ejemplo veremos como obtener el ciclo para
representar una celda no béasica apartir del tableau y a partir de
la red de transporte. Supongamos que tenemos el siguiente arbol de
variables béAsicas en un tableau de transporte y gque deseamos

representar a_ en término de los vectores basicos.

GRAFICA 3.5.1 REPRESENTACION DE UNA BASE EN EL TABLEAU

1 2 3 4 5
1 B—1——B
2 B
3 B B B B
|
|
4 B




La red de transporte correspondiente a esta base es la siguiente:

ORIGEN DESTINOS

B BIBLIOTF(C:
DE CIENCIAS EXACTE:
Y NATURALES

(2]

El 3]

Ky (3]
(5]

EL SABER DE MIS HLIOS
HARA MI GRANDEZA

GRAFICA 3.5.2

Usando esta grafica tenemos que el ciclo Gnico para la celda
(3,2) es (3,2), (1,2), (1,1), (3,1). Omitiendo el arco no béasico
(3,2) resulta la cadena bédsica Gnica (1,2), (1,1), (3,1). Ademés,
estas arcos tienen alternados signos +1 y -1 cada vez. La
representacién asi obtenida es:

32 = 852 7 8y * 8y

Lo anterior puede verificarse mediante

e + € = (e + e - (e1+ e

1 4+2 )+ (33 + €

)

4+1 a+1

Para localizar la representacién de a_ directamente del tableau
de transporte , observamos que el ciclo correspondiente a la celda
(3,2) estd formade por (3,2), (1,2}, (i,1), (2,1), (3,1).
Omitiendo la celda no béasica (3,2) resulta la cadena fdnica.
Finalmente deben omitirse todas aquellas celdas basicas que no
contengan otra celda bésica en el mismo renglén y en la nisma
columna. Por lo tanto deberd omitirse la celda (2,1). Asi, las
celdas (1,2), (1,1), y (3,1) forman la cadena valida gue da la
representacién para el vector a_. Esta cadena es la misma que la
obtenida anteriormente
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GRAFICA 3.5.3 Representacién del wvector a_

usando el tableau de transporte

1 2 3 1 5

El ciclo correspondiente al vector a_es

+

a”
Tll llE
a

- 3 +
31 32

Por otro parte, utilizando el procedimiento de tachar
columnas y renglones, el ciclo para a_ se obtiene de la siguiente
manera:

PRIMER PASO: Tachar la columna 4 y 5. La tabla resultantes es

1 2 3 4 5
1 B B
2 B

GRAFICA 3.5.4

47



secuNpo  paso.- Tachar aquellos renglones gque contengan una sola
celda baAsica. En este caso, debe tacharse el renglén 2 y el
rengldén 4. La nueva tabla es ahora:

1 2 3 4 5

1 B B

GRAFICA 3.5.5

TERCER Paso: Por dltimo se tacha la columna 3, es la finica columna
en la tabla que contiene una celda Gnica. La tabla resultante es:

- 1 2 3 4 5
1 BtV s~
2
- A +
3 Be—— |
4

GRAFICA 3.5.6

Como no existe ningiin renglén y ninguna columna con una sola
celda béasica (a excepcidén de los correspondientes a la celda
(3,2)) las celdas que aparecen en la tabla forman el ciclo para la

representacién del vector a__ = a,_ - a,_ +a
32 12 11 a1
+
a . —— a
111 l12
a- —— a1
31 32
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Vveamos ahora un segundo ejemplo para obtener la
.esentacion directamente del tableau del vector no basico a
jado con 1la celda no basica (4,2), utilizando el método de
2y columnas y renglones.

paso.- En la tabla 3.5.1 tachar las columnas gque contengan
sola celda b&asica (a excepcidén a la que corresponde la celda
) . Por lo tanto, deben tacharse las columnas 4 y 5.La tabla
sbtenida es la siguiente

3 B ] B

4 B

GRAFICA 3.5.7

En el segundo paso tachamos el renglén 2. Como no exite
reglén o columna que contenga una celda tinica (excepto la
rresponde a la celda no basica). Las celdas que aparecen en
bleau forman el ciclo que da la representacién para el vector
ciclo correspondiente es :

1 2 3 4 5

+ -
1 B —>B
2
3 Be— IB+

4 T
+

4 I

GRAFICA 3.5.8

resentacidé a = - a - a
15n para el vector es 42 a,. 5t 2, "3, A,

49

AR e TE |



!;3 e Ht i {

EL PAPEL DE LA VARIABLE ARTIFICIAL EN EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Cuando un problema de programacidén lineal se resuelve
aplicando el método simplex es necesario empezar con una maatriz
de restricciones de rango total. Como la matriz de transporte A es
de rango m+n-1 se require agregar una variable artificial X  para
completar el rango m+n, obteniendo la matriz aumentada (A,emﬂ).
Cualquier solucién bésica contendr& m+n columna linealmente
independiente, por 1lo tanto 1la variable artificial siempre
permanecerd en la sclucién, ademds, como en la representacidén de
un vector no basico siempre aparecen (Gnicamente vectores basicos
asociados a la - cadena UGnica de celdas, entonces el vector
artificial nunca aparece en esta representacidén. Por lo tanto, el
valor de 1la variable artificial siempre estard a nivel cero,
cuando apliquemos el método simplex al PT sobre el tableau,

podemos precindir de la variable artificial.
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CAPITULDO IV

*

EL ALGORITMO DE TRANSPORTE

Este es uno de los capitulos central de la tesis en donde se
define cada uno de 1los detalles para resolver un problema de
transporte hasta encontrar el 6ptimo. Primeramente se muestra como
balancear un PT agregando origenes y destinos ficticios con el fin
de que se cumpla la condicién de factibilidad ¢que nos permite
resolver el problema. Luego, se describe el Método de
aproximaciones de Vogel utilizado para obtener una solucién béasica
factible al PT aplicado a un ejemplo prototipo. La parte final
comprende la aplicacién del algoritmo de transporte utilizando 1los
resultados de teoria de grdficas del capitulo III y los criterios
del método simplex del apéndice A.




El problema gque se quiere resolver es:

m n
min 2 = Z z clj xij
1=1 =1
sujeto a .
Z XU = al 1=1,2,....,m
)=
)
Xx =Db =1,2,....,n
&y 1) J .
= 0 para i=t,2,...,m J=1,254. .40

donde a; vy bj son enteros positivos. Para ilustrar todos los
elementos involucrados se acostumbra hacer una tabla de costos y
otra de flujos a la gque llamaremos tabla de transporte o tableau de
transporte (indistintamente) tal como se muestra a continuacién:

COSTOS FLUJOS
12 ........ n 1 2 ........ n
1 11 clz"' “* Cin 1 11 12 e in 1
2 c21 czz """ v c2n 2 21 a2 e 2n aa
m g Cug e ~c a m KoL e « a
bj b1 b2 e bn b] b b2 e bn

Tabla 4.1.1
El tableau o tabla de transporte permite desarrollar un
mecanismo de solucién mis facil de seguir que el de presentar el
problema de transporte en forma de modelo de restricciones, el
algoritmo que se presenta en este capitulo nos dirad como encontrar
el 6ptimo sin necesidad de usar el tableau del simplex.




SECCION 4.4 EL DUAL DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE

3
;

De acuerdo al sistema de ecuaciones 1.5.0, capitulo I, seccidn
1.5, pagina 21, del problema PRIMAL para el PT, designando las
variables duales u  para los origenes y v, para los destinos, el
problema DUAL es el siguiente:

PROBLEMA DUAL

Maximizar 7 = au + au + ...+au + bv+,....+ bv
11 2 2 m om 11 nn
sujeto a
u v 11
u + vV =
1 2 12
* - -
. . .
ﬁ l+ v < .
u + vV =
2 2 22
L » L]
- L -
- » L]
ﬁ l+ v S cl
2 n 2n
L]
[ .
.. : onn-(4o4ol)
......u + vl s c 1
m m
+ VvV = C
2 m2
‘+ v = &
n mn

u y vJ no restringidas en signo

Dado que cualquier restriccién del problema primal es
redundante, a cualquier variable dual del sistema (4.4.1l) se le
puede asignar un valor arbitrario. Se tiene un sistema con m.n
ecuaciones y m+n variables duales. Esto es, para acada variable
bidsica en el primal se tiene una restriccién en el dual. Ya que la
matriz de coeficientes para las restricciones del sistema (4.4.1)



es la traspuesta de la base correspondiente al sistema original, 1la
base para el problema dual también es triangular. Entonces si se
tiene una solucidén actual al problema de transporte:

1) Se puede escoger el valor de cualquier variable dual (ya sea
una u 6 vj).

2) Se puede calcular el valor de las demds variables en virtud
de la triangularidad de la base. Se resolver&n ecuaciones de la
forma u + v, = ¢ para cada variable no basica.

3) El valor de los costos reducidos para cada variable no béasica
se calculari por la fdérmula

4) Puede también verificarse 1la optimalidad de 1la solucién
basica. Si la solucién es optima todos los costos reducidos para
las variables no bisicas seran positivos o cero (para el caso de
minimizacién).

si se tienen algunos costos reducido negativos, entonces la
variable con el costo reducido mds negativo debe entrar a la base

Tenemos ahora la posibilidad de desarrollar un nuevo
algorimo para resolver el problema de transporte basados
directamente en el tableau de transporte. En adelante al aplicar
el nuevo algoritmo supondremos gque nos es dificil para el
lector ver la equivalencia de pasos con el método simplex.
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En el caso de que la oferta total sea diferente a la demanda
total, esto es, Z a * Z bJ , el problema estd desbalanceado y
deberad afiadirse ya sea un origen 6 un destino ficticio, con tal de
satisfacer esa diferencia. Una vez balanceado se satisface la
condicidén necesaria y suficiente para que el problema tenga
solucién. El procedimento para balancear un PT es el siguiente :
4.1 BALANCEO DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Un problema de transporte inicialmente puede no estar
balanceado, es decir, la oferta total puede ser diferente a la
demanda total. Si la demanda excede a la oferta, se agrega un
origen ficticio gque suministrarad la cantidad de z bJ - Z a;. Si
existe un exceso de oferta se afilade un destino ficticio que
absorvera el excedente z a - Z bj . Los costos de "transporte" por
unidad del producto desde un origen ficticioc a todos los destinos
son ceros, ya que esto equivale a no transportar desde el origen
ficticio. De forma semejante los costos de "transporte" por unidad
desde todas las fuentes a un destino ficticio son cero. Fisicamente
las cantidades enviadas desde un origen ficticio pueden
interpretarse como escasez de la demanda, mientras que los
asignados a un destino ficticio pueden interpretarse como
capacidades no utilizadas en los origenes.

Si el problema tiene significado fisico y la condicién de
factibilidad no se cumple Z a * z bj por lo comGn significa que
a, o bien bj, representan una cota en lugar de un requerimiento
exacto. Si este es el caso se introduce un "origen" o un "destino"
ficticio para captar 1la holgura con el fin de convertir las
desigualdades en igqgualdades y —satisfacer la condicién de
factibilidad.

Ya que la oferta de un origen ficticio representa escasez en
destinos, puede ser deseable asignar costos de penalizacidn (en
lugar de ceros) a las entradas de un origen ficticio para reflejar
el fracaso del abastecedor para satisfacer las demandas requeridas.
Una idea similar puede usarse en costos de penalizacidén a las
cantidades asignadas a un destino ficticio que representa tener




sobreproddccién originandc gastos de almacenaje o de otro tipo.
cuando existe sobreproduccidn indica que los centros demandadores
no tienen capacidad para distribuir el total del producto.
Dependiendo del contexto del problema podr&é interpretarse el

significado de un origen o destino ficticio.
4.2 METODQ SIMPLEX AFPLICADO AL PROBLEMA DE TRANSPORTE

Una vez balanceado el problema de transporte el siguiente paso
es encontrar una solucién bédsica factible inicial. Para esto
existen varios métodos que pueden usarse, algunos de los. méas
conocidos son:

1)Método de la Esquina Noroeste

2)Método de Costo Minimo

3)Método de Aproximaciones de Vogel (MAV)
4)Método de Russel

En él desarrollo de la tesis usaremos el Método de Aproximaciones
de vogel (MAV) por ser el mas usado en la teoria de transporte, y
por que dgeneralmente da una solucién inicial mas "cercana" al
6ptimo que otros métodos.

Después de tener la solucién bésica inicial al PT, debe
verificarse si esta solucidn es éptima, o bien, si debe elegirse
una variable no basica que entre a la base, asi sucesivamente
continuar con las iteraciones hasta encontrar el &ptimo. En esto
iltimo es donde entra el algoritmo del transporte basado en el
tableau de transporte directamente simplificando 1los pasos del
método simplex. Existen diversos algoritmos para resolver el PT,
dos de los algoritmos de programacién lineal para esto son :

1) Método de Multiplicadores Duales (Variable Dual)
2) Método del Banguillo (Stepping-Stone)

Usaremos en esta tesis el primer método basado en las variables
duales ya que es mis simple que el segundo, ademds de ilustrar
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claramente comec el algoritmo de el transporte estad basado en el
método simplex (es decir, este método muestra que, aplicar el
algoritmo de transporte es equivalente a aplicar el Método Simplex
de manera mas eficiente)

A BIBLIOTECA

DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

4.3 UN EJEMPLO DE PROBLEMA DE TRANSPORTE
HARA ML GRANDEZA

El siquiente problema de transporte serviréd para explicar el

método de aproximacion de Vogel (MAV) gque da la solucidn inicial y

también para explicar el algoritmc completo de transporte gue nos

lleva a la solucién éptima. La razdén de elegir un ejemplo algo

complicado para el trabajo de tesis, es con el fin de ser mas

extensos en el enfoque.

EJEMPLO 4.3.1 Supéngase gque cierta empresa nacional tiene dos
fabricas y tres centros de ventas. La empresa estd planeado la
caléﬁdarizacién de su produccién para los préximos dos meses. La
oferta para los meses 1 y 2 es respectivamente 4000 y 5500
toneladas de producto para la planta 1, 7500 y 10,500 toneladas
para la planta 2. De la misma manera se han pronostiéado las ventas
para los periodos 1 y 2 en cada uno de sus tres centros de consumo.
Para el primer centro serdn de 5000 y 4000 toneladas; para el
sequndo centro serdn de 8000 y 6000 toneladas, y para el dltimo
ser&n 1000 y 10,000 toneladas. El costo unitario de transporte (en
miles de pesos) por toneladas de producto de cada fabrica a los
centros de consumo se resumen en la siguiente tabla:

Tabla 4.3.1 Costos de Transporte
DESTINOS

1 2 3
1 5 6 8

ORIGENES
2 10 4 2
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El problema que se uiere resolver es encotrar un programa gue
indique a la compafiia como debe transportar su producto de sus dos
faAbricas a sus tres centros de consumo de tal forma gue se use la
mayor parte de la oferta y se satisfaga la mayor parte posible de
la demanda total requerida minimizando los costos totales de
transporte.

El problema de transporte asi planteado no puede formularse de
modo general como un problema fGnico para ambos pericdos. Es
necesario formular por separadc un problema de transporte para cada
periodo de venta, ya gque si se intenta resolver conjuntamente crea
la dificultad de manejar para cada perfiodo una fébrica distinta y
un destino distinto, lo cual trae complicaciones de tiempo y de
cllculo, ademas habria demasiadas combinacicnes de origen-destino
gque no podrian hacerse por estar en diferente periodo. Por esta
razdédn formularemos un problema de transporte para el primer periocdo
de manera separada, mds adelante resolveremos el problema para el
segundo periodo. La tabla de transporte (costos) en el primer
periﬁdo es la siguiente:

TABLA 4.3.2 Tabla de costos para el primer perido

"DESTINOS

1l 2 3 OFERTA
- |
1 5 6 8 4000
ORIGENES 2 10 4 2 7500
DE b A 5000 8000 1000

J

En este caso la demanda total de 14,000 toneladas excede a la
oferta total de 11,500 toneladas. Por lo tanto debe agregarse un
origen ficticio que surta el excedente de la demanda en los
destinos. Los costos de transporte se hacen cero para todas las
asignaciones que se haganh del origen ficticio a cualquiera de 1los
destinos.
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La siguiente tabla muestra un PT balanceado donde el tercer

origen es un origen ficticio.

TABLA 4.3.3 Problema de transporte balanceado

DESTINO

0
R 1 2 3 OFERTA a1
I
G 1 5 6 8 4000
E
N
E 2 10 4 2 7500
S
ficticio = 3 0 0 0 2500
DEMANDA 5000 8000 1000

P,

Encontremos ahora una solucién basica inicial aplicando el Método
de aproximaciones de Vogel descrito anteriormente.

e

" SECCION 4.4

4.41 ALGORITMO PARA ENCONTRAR UNA SOLUCION INICIAL AL PROBLEMA DE
TRANSPORTE USANDO EL METODO DE APROXIMACIONES DE VOGEL (MAV)
({METODO DE PENALIZACIONES)

Dentro de los algoritmos para obtener una solucién inicial al
problema de transporte, el método m&s usado es el MAV conocido
también como el método de penalizaciones. La ventaja de usar este
método es obtener la mayoria de las veces una solucién "més
cercana" al éptimo que los otros El MAV se basa en una comparacién
con los elementos de costos de tal forma que las asignaciones en
determinadas variables incurrirdn en una penalizacién en el costo
total, el efecto de esta penalizacidén es elevar el costo de
transporte por cada unidad de asignacién que se haga en la variable
de costo inmediato superior, de ahi gue este método empiece
haciendo asignaciones a las variables que tengan la penalizacién
mayor (y de costo minimo). El procedimiento es el siguiente:

59




METODO DE APROXIMACIONES DE YOGEL

PASO .- Constrlyase una matriz de costos y de flujos asociados al
prcblema balanceado y vayase al paso 3.

paso 2.— Utilisece el remanente de costos y de flujos una vez dque
se hayan actualizado.

PAs0 3.- Calcular las'penalizaciones para cada rengldén y columna
restando el elemento de costo minimo de cada renglén y columna al
elemento de costo inmediato superior.

Paso 4.- Seleccionar el renglén o columna con la penalizacién

mayor.

PASO 5. Asignar tanto como sea posible a la variable de costo

minimo del renglén o columna seleccionado en el paso 4. HAgase X, =

Min(al,bﬂ donde x,, es la variable de costo minimo seleccionada.

A
La oferta en el origen i es ahora a = a - x1J y la demanda en el
A
destino 3 es ahora bJ = bj - xU. Si a - xij = 0, llénese el
rengldén i1 de la matriz de flujos con ceros, a excepcidén de la

posiciébn (1,3} y de las asignaciones basicas existentes hasta el
momento. Eliminese ese renglén en el célculo de penalizaciones
futuras. Si bJ - }ﬂj = 0, llénese la columna j de la matriz de
flujos con ceros, a excepcidén de 1la posicién (:1,5) y de las
asignaciones béasicas existentes en esa columna. Eliminese esa
columna de cualquier consideracién futura. Si un reglén o columna
se satisface simulténeamente solo uno de ellos deberd ser tachado
(los empates se rompen arbitrariamente) y el regldén (columna)
restante se le asigna una oferta (demanda) cero. Cualquier renglédén
o columna con oferta o demanda cero no deberan ser considerados al

A )
calcular penalizaciones futuras. En el caso en el que a = bj
produce degeneracién y se analizard posteriormente. por el momento

se supondra que la igualdad nunca ocurre.
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REGLA DE DETENCION

a) Si exdctamente un rengldén o columna permanece sin estar
tachado, pare (las penalizaciones).

b) Si exdctamente un renglén (columna) con oferta (demanda)
positiva permanece sin estar tachado, determine las asignaciones

para las variables basicas por el método de costo minimo, pare.

c) Si todos los renglones y columnas no tachados tienen oferta y
demanda cero, determine las variables bésicas (degeneradas) por el
método de costo minimo, pare.

d) En cualgquier otro caso deben calcularse las penalizaciones
para los renglones y columnas no tachados y regresar al paso 2.

Cuando un reglén o columna se satisfacen simulténeamente al
final producird variables basicas al nivel cero dando una sclucidn
deggnerada al problema de transporte, pero esto no crea ningGn
probiema como ocurre en el método simplex ya gque las variables
basiscas ceros se tratan igual que las cantidades positivas.

4.42 SOLUCION INICIAL DEL EJEMPLO PROTOTIPO
Apliquemos ahora el MAV al ejemplo prototipo usando la tabla
4.3.3 del problema balanceado

TABLA 4.4.1

DESTINDO

0
R 1 2 3 OFERTA a,
I
G 1 5 6 8 4000
E
N )
E 2 10 4 2 7500
S
ficticio = 3 0 0 0 2500
DEMANDA 5000 8000 1000

b
3
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Paso 2.- Calculo de las diferencias de filas y columnas

TABLA 4.4.2

penal i zaclon por

1 2 3 renglon
1 5 6 8 1
2 10 4 2 2
3 0 0 0 0
pensfizagion porl (5] . 2

se encierra en un rectdngulo aquella penalizacién que resultéd
mayor, en este caso corrresponde a la primera columna.

Paso 4.- Se selecciona la columna 1 por tener la penalizacibén mayor

(5) .

Paso 5.- La variable de costo minimo en la cclumna 1 es X con
c,,= 0 encerrado en un circulo, hacemos entonces

X, T min { a, b1 } = min { 2500, 5000 } = 2500

la oferta del tercer origen y la demanda en el primer destino es
ahora

o>
I

2500 -~ Xoy 7 2500 - 2500 = O

A
b
1

5000 - €, = 5000 -~ 2500 = 2500

N .
como a, = 0, todos los elementos de la matriz de flujos de renglén
3 se hacen cero, a excepcién de X, . Se elimina el renglén 3 de
cualquier consideracién futura.

Como todavia existen renglones y columnas con oferta y demanda

positiva, debe continuarse el algoritmo. Al regresar al paso 2, 1la
matriz de costos y flujos a utilizar son las siguientes:
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TABLA 4.4.3 MATRIZ DE COSTOS

1 2 3 a
i
1 5 6 8 4000
2 10 4 2 7500
ficticio 3 0 Q 0 2500
b J5000 8000 1000

TABLA 4.4.4 MATRIZ DE FLUJOS

: 1 2 3 g 2,
1 4000
2 7 7500
ficticio 3 2500 0 0 0
bj 2500 8000 1000

SEGUNDA ITERACION:
Paso 3.- Cédlculo de penalizaciones a la matriz de costos

TABLA 4.4.5 Matriz de costos tachando la columna 3

penal i zacion pér

1 2 3 renglon
1 5 6 8 1
2 10 4 l 2
; |
Pesfigagion porl 8 2 [€]

Paso 4.~ Seleccionamos la tercera columna por tener la penalizacién
mayor [6] .

Paso 5.- En la columna 3 el costo mas pedquefic corresponde a czé =2,
Por lo tanto la variable que debe asignarse es X, = min { az,ba }
x__ = min { 7500, 1000 } = 1000. Ajustando de nuevo la oferta y la

23
demanda obtenemos




§2= 7500 - %, = 7500 - 1000 = 6500
b= 1000 - x_ = 1000 - 1000 = 0
3 23

A [}
como b3 = 0, todos los elementos del tercer destino deber&n hacerse
cero, a excepcién de la posicidn X,,- Se elimina la tercera columna

de cualquier consideracién futura.
Paso 6.~ Al regresar al paso 2, la matariz de costos y la de flujos

estan dadas por:
TABLA 4.4.6 MATRIZ DE COSTOS

1 2 3 a,
1 5 6 4000
2 10 4 6500
ficticlie 3 . | 0
b 2500 8000 0

J
TABLA 4.4.7 MATRIZ DE FLUJOS

1 2 3 a,

1 0 4000

2 1000 6500

fictlicio 3 2500 0 0 o
b, | 2500 8000 0

Aplicando sucesivamente el MAV, las tablas de costo y flujo
para iteraciones subsiguientes vienen dadas por :

TERCERA ITERACION
TABLA 4.4.8 PENALIZACIONES

1 2 S TH S
1| s 6 1
2 | —10 2 &

penalizaclion peor 5 2
columnas




TABLA 4.4.9 MATRIZ DE COSTOS

1 2 3 a,
1 5 6 4000
2 10 4 o
ficticio 3 0
b 5 2500 8000 0
TABLA 4.4.10 MATRIZ DE FLUJOS
1 2 3 a,
1 0 4000
2 o 6500 1000 6500
ficticio 3 2500 0 0 0
b 2500 8000 o

ITERACION 4.- Solamente queda un renglén sin tachar,
El paso 6 del algoritmo del MAV indica que las

el renglén 1.

en este caso

asignaciones deben hacerse por el método de costo minimo. La matriz

de costos en la iteracion 4 tiene la forma:

TABLA 4.4.11 MATRIZ DE COSTOS

1 2 3 a,
1 [5] 6 4000
2 o
ficticio 3 0
b 2500 1500 0

Por lo tanto,
min{4000 , 2500 }

J

Finalmente hacemos

debe asignarse primeramente X,
2500.

b1}=

1500. La

= min { a,

X =
21

solucién inicial asi obtenida se presenta en la siguiente tabla




TABLA 4.4.12 MATRIZ DE FLUJOS
SOLUCION INICIAL

1 2 3 aIl
1 2500 1500 0 4000
2 0 6500 1000 7500
ficticlo 3 2500 0 0 2500
bj 5000 8000 1000

Esta solucién es basica y factible pues contiene m+n-~1=3 + 3 -1 =5
variables béasicas positivas, ademds se satisface 1la oferta
disponible en cada origen y la demanda total requerida en los

destinos.

Para efectos practicos escribimos la solucién basica factible
inicial sobre la tabla de transporte indicando fGnicamente las
variables bisicas y omitiendo aquellas para las cuales el flujo es
nulo (en este caso variables NO bésicas).

TABLA 4.4.13 MATRIZ DE FLUJOS

1 2 3 a,
1 2500 1500 4000
2 6500 1000 7500
ficticio 3 2500 2500
bj 5000 8000 1000
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Representacién de la base en el tableau de transporte

(Arbol de expansién conexo)

GRAFICA 4.1
El costo total de transporte asociado a la solucién inicial
= 5(2500) + 6 (1500) + 4 (6500) + 2 (1000) + O (2500)

12500 + 9000 + 26000 + 2000
= 49,500.

z
Z
z

La red de transporte asociada con la solucién inicial tien
forma:

OFERTA a.‘ORIGEN DESTINO DEMANDA }::o-1

4000 5000

7500 [2] (2] 8000
2500 [3] [3] 1000

Todos los flujos (arcos) que salen del origen (nodo)} fic
3 a cualquiera de los destinos, en la practica se interpretan
asignaciones que no se hacen. Por lo tanto, el flujo X,
insatisfecho el centro de consumo 1 en 2500 unidades (pr
momento) .

67



4,43 EL MAV PROPORCIONA UNA SOLUCION INICIAL BASICA FACTIBLE

En el ejemplo anterior el MAV proporciond una solucidn inicial
basica factible con m+n-1 variables bésicas positivas como se
requiere en el PT. En general, el algoritmo del MAV siempre
proporciona una solucién inicial basica factible al PT. Analicemos
esto en la solucién obtenida, témese de referencia la gréafica 4.1.
Es claro que la estructura que forman las celdas es una grafica de
expansidén conexa, Para demostrar que la grafica es un Aarbol de
espansién, y por lo tante una base, soclo falta probar que “no
contiene ciclos.Es obvio que la grdfica de la tabla 4.1 no contiene
ciclos, en general, cuando se estd llevarido a cabo el algoritmo del
MAV (en la ausencia de degeneracidédn producird m+n-1 variables x
positivas. Cada vez que se asigna a un X,, un valo#,positivo, se
satisface una restriccién, cuando se han asignado valores a m+n-1
variables entonces se han satisfecho m+n-1 restriccibhes, pero como
una de las restricciones en el PT es redundante, se tiene gue todas
las restrigciones se satisfacen. Nota: si se presenta el caso
degenerado,vasignar un valor a xlj no necesariamente se satisface
una nueva restriccién, en el MAV esto se presenta hasta el final
del algoritmo)

Por otro lado, supongamos que la grafica de 1la solucién
contiene un circuito de la forma (i,j)—> (i,k) —> (i,k)—>
(1,8) —>—> (r,8)—> (r,j) —> (i,j). Donde las flechas indican
el orden en que fueron asignadas. Nétese que al asignar en primer
lugar la variable X\, automiticamente la columna ) se satisface.
Suponiendo que todas las variables que aparecen en el ciclo son
positivas y recordando que el MAV al hacer una asiagnacién positiva
satisface una restriccién, Por lo tanto, asignar un valor positivo
a x_, contradice el hecho de que la primera asignacién X, habia
dejado satisfecha la columna ;. Por otro lado, si la asignacién
para xrj es cero !y béasica! contradice el hecho de que al
satisfacer la columna j con xiJ inicialmente, el restec de las
variables bAicas a nivel cero en esa columna eran no basicas. Por
lo tanto, se ha demostradoc que 1la grafica de la solucién
inicialproporcionada por el MAV no contiene ciclos, la cual forma




entonces una base para el problema de transporte.

j k 8
i B-——-—-—-?
1 : .
r B é

GRAFICA 4.2 .
la solucion proporcionada por el MAV no contiene ciclos

El siguiente paso del algoritmo del simplex es determinar si
esta solucidn es optima, es decir, debe calcularse los costos
reducidos Zy, " cU para cada variable no bé&sica. Utilizando las
propiedades de la matriz de transporte se presenta en seguida los
pasos del- "Algoritmo De Transporte" basado en el tableau que

‘facilita los cdlculos del método simplex.

45 EL ALGORITMO DE TRANSPORTE

PASO 1.- Balancear el problema de transporte para satisfacer 1la
condicién necesaria y suficiente para obtener una solucidn Sptima,
es decir, Z a = Z bJ = C.

PASO 2.- Encontrar una solucién inicial aplicando el algoritmo del
MAV o cualquier otro método.

PASO 3.- Construir una nueva matriz de costos tomandoe en cuenta
inicamente los m + n - 1 variables basicas. Hagase

A

c =2cC si x es basica
1] 1} 1}

)

clJ =0 si xlj es no basica

A 1] » ]
clj es el costo asociado a la variable xlj en la nueva matriz de

costos.




PASO 4.- Calcular los valores de las variables duales utilizando 1la
férmula:
-
+ = - »

u vj cU (4.5.1)
resolviendo el sistema de m+n variables con m+n-1 ecuaciones. Por
lo tanto se tiene un grado de libertad con lo cual se puede asignar
a cualquier variable u, o] v, un valor arbitrario. Asi, queda por
resolver un sistema de m+n-1 ecuaciones con m+n-1 incégnitas. (De
preferencia se asigna un valor arbitrario de cero a la variable u
que mas veces aparece en las ecuaciones).

OBSERVACION: La facilidad de resolver ecuaciones del tipo (4.5.1)
estas nos permiten obtener también directamente del tableau las
u yv, sin necesidad de resolver el sistema de ecuaciones para las
variables duales. (a la hora de aplicar el Algoritmo de Transporte
al ejemplo "prototipo" se explicard como calcular el valor para
estas variables).

PASO 5.- Sé calculan los valores de z1J - clj para cada variable no
basica X, Con el objeto de mantener los criterios utilizados en
la programacién lineal (caso de maximizacién) se calculan los
costos reducidos con la férmula zij - clj = cl'1 - (ul + vJ). Si

todos los e, - = 0 la solucién actual es o6ptima. En caso

z
J i)
contrario se introduce a la base la variable correspondiente al-

c -z, mas negativo.

1] J

PASO 6, - Determinacién de la variable que sale

Una vez elegida la variable que entra x” en el paso 5, debe
determinarse la variable que sale cuidando de que el valor asignado
a la variable entrante X,, no desequilibre la oferta y la demanda
en el origen i y en el destino j para mantener una solucién
factible. El modo de lograr esto es encontrar la representacién del
vector a, en término de los vectores basicos, los cuales forman un

circuito en el tableau de transporte en la forma:




graficamente se ilustraria asi :

a e & » e s bR
13
GRAFICA 4.3. Representacidédn de un ciclo para
una variable no basica

Por lo tanto cada  variable con un signo - en 1la
representacidn de a, disminuird su valor en una unidad, por cada
unidad asignada a la variable entrante X, ). Por otro lado, cada
variable con un signo + en la representacidén, aumentar& su valor en

una unidad por cada unidad asisgnada a X,

Péf ejemplo, si xij entra a la base con un cierto valor
positivo B, la oferta a y la demanda bJ se desequilibrardn en un
valor de * B el cual debe de compensarse. La representacién bésica
de X,,- se logra utilizando el circuito que proporciona el tableau,
comenzando con la variable no bésica ’ﬂ] y conectédndola con las
variables basicas de la solucién. De tal forma que el circuito

inicie y termine en la variable x alternando signos + y -

_I r
dependiendo si la variable basica aumenta o disminuye su valor a

medida que X (la variable que entra) aumenta. Dado que cada

J
componente de YLJ es +1, —1/6 0, entonces, la regla usada para

determinar el pivote nos dice que

B = Min { xiJ / la celda (i,j) tiene un -1 en la representacién

de la celca no basica }

o bien

B = Min { xiJ / xU disminuye su valor a medida que 8 aumenta }




el paso 6 puede resumirse como sigue

a) ConstrGyase el circuito tGnico que contiene a la variable X,, que
entra a la base usando el tableau de transporte.
b) x = g, donde B es el minimo de todos los valores bésicos en el

1]
circuito que disminuyen su valor a medida gque g aumenta. (estas

variables se identifican con un -1 en la representacidén). Dado B se

procede a ajustar los valores de las variables a lo largo' del
ciclo, de acuerdo con el signo del coeficiente. Con esta nueva
solucidén regresar al paso 3.

4.5.1 EL ALGORITMO DE TRANSPORTE APLICADO AL EJEMPLO PROTOTIPO
Tomando en cuenta todo lo dicho hasta el momento apliquemos el
ALGORITMO DE TRANSPORTE al ejemplo prototipo, usandeo 1la tabla
4.4.12 de la solucién inicial proporcionada pr el MAV

PRIMERA ITERACION

TALBA 4.5.1 MATRIZ DE COSTOS

DESTINO

0
R 1 2 3 OFERTA a1
I
G 1 5 6 8 4000
E
N -
E 2 10 4 2 7500
s
ficticio = 3 0 0 0 2500
DEMANDA - 5000 . 8000 1000

b,




TABLA 4.5.2 MATRIZ DE FLUJOS

L
|
|

1 2 3 all
1 2500 1500 4000
2 6500 1000 7500
ficticio 3 2500 2500
bj 5000 8000 1000
PASO 3.~ TABLA 4.5.3 NUEVA MATRIZ DE COSTOS
DESTTINDO

0

R 1 2 3

I

G 1 5 6

E

N

E 2 4 2

5

" ficticlo - 3 0

PASO 4.~ Las ecuaciones para el problema dual asociado son:

u1+ V1= 5
u1+v2=6
u, + v, = 4
u, + v, = 2
u3+v1=0

Haciendo u = o (arbitrario), la solucién del sistema es:

v =5 -=-1u =5

1 1

v =6 —Uu =

2 1

u2=4—v2= - = =2 L iiaaan ..{4.5.2)
v =2 -u =2 + 2= 4

3 2

u3=0—v1=-5




Como el céalculo de los u oy vJ es bastante sencillo estos
pueden calcularse directamente del tableau actual, sin necesidad de
resolver el sistema de ecuaciones 4.5.2. Haciendo u = 0 vy
recordando que u v, = €. Cada interseccién de renglén vy
columna en la tabla de costos relaciona una variable u con una
variable vj, cada costo cij nos define el valor de dos variables
(una u y una vJ). Se comienza con el rengldén de la variable u a
la cual se le asigné un valor de cero (arbitrario), encontrando
todas las vJ que tengan interseccién con el renglén i, se procede a
buscar intersecciones con 1las columnas de las variables vj
encontradas. Asi sutesivamente hasta obtener el valor de las m+n

variables duales.

El procedimiento anterior tiene la ventaja de que podemos

encontrar las u y v rapidamente sin necesidad de resolver el

J
sistema de ecuaciones duales, dando como resultado un ahorro de
tiempo y cdlculos considerable. Es
ta es la finalidad que se busca

al sustituir el método simplex por el ALGORITMO DE TRANSPORTE.

Los valores para las variables u y v, se presentan

directamente en el tableau siguiente

TABLA 4.5.4

DPESTINO

0
R 1 2 3
I —
G 1 5 6 u = 0 (arbitrario}
1
E
N
E 2 4 2 u2= -2
S
flcticio - 3 0 u3= -5
v =5 v =6 v -4
2 3



Paso 5.- Calculo de los costos reducidos para cada variable no
b&sica utilizando la fdérmula

—
€, -2,=¢, - (ul+vj) (4.5.3)
L

X _ c_-{(u +v) =8 - (0+ 4) = 4 & -
13 13 1 3’ - LR

L= (RN

CER Aty

Sz \Wid

X, ——— €, - (u +V)=10 - (-2 +5) =7 % =
s

= - (- - )
X, — c, - (u +v)=0 .(5+6)- :2
0 - o
X, — caa-(u3+v3)= - (=5 + 4) = 1 —
m
o
>

SITVUNLYN A
SYLOYX2 SYIONDl

SISTEMA 4.5.14

como el costo reducido para X, es negativeo la solucién actual no
es Optima; en este <caso la variable que entra es x

N a2
correspondiente al c,,Z

y m&s negativo.

OBSERVACION : Los costos reducidos 2z, pueden obtenerse
(al igual gque las variables duales) directamente a partir del
tableau sin necesidad de resolver explicitamente el sistema de
ecuaciones 4.5.4. En la siguiente tabla se mustran los valores
calculados de los - zijpara cada casilla (celda) no béasica La
forma de obtener estos valores es la siguiente: Tomando en cuenta
las intersecciones de renglones y columnas que relacionan a las
variables duales u y vj con sus valores mostrados en la tabla,
encontramos los valores para los clfzij realizando mentalmente las
operaciones de suma y resta en la ecuacidn 4.5.3. Los costos c,
utilizados en esta ecuacidn son los costos originales para las
variables no b&sicas.

Con este nuevo procedimiento no tenemos que resolver las
ecuacioes del tipo 4.5.3 para cada variable no bésica, resultando
un procedimiento més rapido y sencillo, lo cual da al ALGORITMO DE
TRANSPORTE una ventaja todavia mayor sobre el método simplex; Esto

lo hace ser mas eficiente.



Segundo paso.- Tachar el Gnico renglén que contiene una sola celda,

en este caso el renglén 2.

1 2 3
+ ' -
1 B———B
2
- e +
3 B—— []

GRAFICA 4.6

como nho existe otro renglén o columna con celda dnicas; las
variables que aparecen en la tabla forman el circuito Gnico para la
celda (3,2) asociado con 1la variable x,, bpara darnos 1la
representacidn del vector a .

~ Este circuito también pudo obtenerse a partir de la grafica de
trasporte tal como se ilustra a continuacién:

De acuerdo al circuito obtenido (gréfica 4.6), el valor con el
que X, entra a la base viene dado por

X, = Min { variables que disminuyen su valor }

X, = Min { X131 " X2 } = 2
&R = Min { 2500 , 1500 } = 1500
X = 1500

32

Por lo tanto, la variable que sale es X Al ajustar las variables
del circuito la nueva solucidn basica factible es: '



x, = 2500 - x_ 2500 - 1500 = 1000

31

X, = 2500 + X, = 2500 + 1500 = 4000

0 (sale de la base)

x = 1500 - x__ = 1500 - 1500
12 3z

La tabla correspondiente a esta nueva solucién es la siguiente

TABLA 4.5.6 MATRIZ DE FLUJOS
(SEGUNDA SOLUCION)

1 2 3 a,
1 4000 4000
2 . 6500 1000 7500
ficticio 3 1000 1500 2500
bj 5000 8000 1000

Al regresar al paso 3 la nueva matriz de costos a utilizar es
la siguiente
SEGUNDA ITERACION

PASO 3.- TABLA 4.5.7 NUEVA MATRIZ DE COSTOS

DESTINDO

0

R 1 - 2 3
I

G 1 5

E

N

E 2 4 2
s

flcticlo = 3 0 0

Paso 4.- Utilizando la nueva matriz de costos, los valores de las
variables duales son los siguientes:




l
|
|
!

Paso 5.- Calculando ahora los costos reducidos c

nNmMEZMOHRYO

ficticlo -

TABLA 4.5.8

DESTINO

= O (arbitrario)

1 2
1 5
2 4
3 0 0
3
v = 4 v = 4 v-=

U«-zij directamente

desde la tabla y encerrédndolos en un cuadro para distinguirlos se

tiene

como todos los c

nEZARaHD"o

ficticio =

TABLA 4.5.9

DESTINDO

2= O (arbitrario)

1 2 3

1 5 [5] .

2 [6] 4 2

3 0 0 [2] .
V=4 v-4 v

1y %y

= 0 para todas las variables no bésicas, la

solucién actual es éptima. La Red de trasporte para esta solucién
es la siguiente:

OFERTA a ORIGEN
4000
7500 2]
2500 [3]

DESTINO

[2]
[3]

DEMARNDA bJ

5000

8000

1000



|
|

El costo de transporte generado por esta solucién es

COSTO = 7 = 5(4000) + 4(6500) )2 (1000) + 0(1000) + 0(1500)
20000 + 26000 + 2000

48 000 (MILES)

0 bien, utilizando el efecto del costo reducido actual para 1la
iltima variable entrante:

Z = 49500 -[1] (1500) = 48000

El ejemplo prototipo plantea un problema con una oferta total
de 11,500 unidades y una demanda total de 14,000 unidades. Por lo
tanto se tiene una demanda insatisfecha. La manera Oo&ptima de no
satisfacer estas demandas, es dejando insatisfecho el primer centro
de consumo (flujo X, ) en 1000 unidades, y el centro de consumo 2
(flujo gﬁ) en 1500 unidades. Como estos flujos provienen del

origen ficticio 3, realmente no se hacen.




EL TABLEAU SIMPLEX ASOCIADO CON UN TABLEAU DE TRANSPORTE

Una vez proporcionada la solucién actual al PT, se cuenta con
todos los elementos necesarios para construir el tableau simplex
asociado a un tableau de transporte actual. Los vectores columna
Y y los costos reducidos c, -z pueden obtenerse a partir de la

1) 1y ‘1
tabla usando los procedimientos mencionados en el algoritmo del

transporte, ademis el tableau proporciona las variables bésicas

actuales. Como ejemplo, consideremos el ejemplo prototipo del
preblema del transporte
' 'La matriz de costos inicial es la siguiente:

DESTTINDO

i 0

: R 1 2 3 - |OFERTA a
i |
G 1 5 6 - 8 4000

_ E

| 5 2 | 10 4 2 7500

} S

; . ficticlie = 3 .0 0 0 2500
DEMANDA 5000 8000 1000

b
! J

1 TABLA 4.5.10

La solucién inicial que obtuvimos con el MAV juntos con los costos
I reducidos se resumen en la siguiente tabla

DESTINDO

| 0
b R
I 1 2 3
G 1 | 2500&—- 1500~ U = O (arbitrarlo)
E ; o~ II_I - arbitrarice
N
E 2 _'J' 6500 1000 u,: -2
fieticto 5 3 | 2500 [T Y u- -5
Vv = 5 YV _ = 6 VvV = 4
1 2 3

TABLA 4.5.11




R

El tableau simplex asociado con el tableau de transporte

anterior es

Z %1 %2 a3 % m22 Crs T31 T3z T3 « LD

110 0-4-7 0 0 o0f+1]=-1 o 49500
o1 o 0 1 0 0 0 -1 -1 O 2500
6|0 1 1-1 0 0 O 1 0 1500
c|lo o0-1 1 1 ¢ 0 0 -1 O 6500
o} o O 0 0 1 0 O 0 1000
ol o o 0 0 0 1 1 0 2500
0l o o 0 0 0 0 O 1 0

La verificacién de 1los YU

puede hacerse al construir los

circuitos correspondientes a las variables no basicas usando la

tabla 4.5.11, el c&lculo de los c,

el algoritmo del MAV para encontrar la solucién inicial.

J

-2z
i)

se obtuvo cuando se aplicd

Tantc el tableau del simplex como el tableau de transporte

muestran gue X, es la variable que entra a la base (coeficiente de

+1 en la funcidén objetivo) y X, la variable que sale de la base.



APENDICE A

EL METODO SIMPLEX

Este apéndice tiene como finalidad presentar los pasos que utiliza
el método simplex y cuales son las modificaciones que deben hacerse
para aplicar directamente del tableau el algoritmo de transporte
visto en capitulo IV.

Cualquier columna de la matriz A de transporte, designada por

alJ es de la forma

PR BIBLIOTECA
NGB DE CIENCIAS EXACTAS
- - - Y NATURALES

EL SABER DL MIS H
mnammmmu:m

L=

— poaicion 1

1]

-3 posicion m+j

O st P O+ RO e O

Como el range de A = min-1, cualquier base B del problema de
transporte serd de orden m+n-1 (& m+n si se elige el vector
artificial). Sea esta base B la siguiente

B = [31 B ..... p™nt :[ 5 B= [B‘ p2 ... g™ B“"‘]

sl agregamos el vector artlflcial

m+
donde B "= @
m+n

k .
donde B (k=1,2,...,m) son m+n-1 columnas linealmente

independientes de A de la forma a, = e + €y Cualquier vector

a,, que no esté en la base B, puede escribirse como una combinacién
' k .
lineal de los B, es decir




En el capituleo II, secciém 2.5 se dijo que los Yljson 0 6 1. En
! forma matricial se tiene

a,=BY,
donde
r-'Y1 -
1)
| v?
| 13
Y = .
1)
Yﬁwn
L 1

ACTUALIZACION DE LA SOLUCION BASICA XB
‘sea x8 una solucién basica factible del PT

X1 ]
B
XBZ

X m+n
B

sea abq el vector dque va entrar a la base, y sea B' el vector que
* [ L] L] A
va a salir de B. La nueva solucién béasica X es:

— A —_
X1
AB
X2
B
R .
xB=
i:
m+ n
_ B
donde
k
R ¥ X
X=XR-——-Eq—- sl k # r
B B Yr
Pq
R X
xBr=—-;-— 8l k = r

pq

Como ﬁB es factible y todas la Y:J son 0 & * 1, se conéluye
que Y;Fs igual a +1. (en la regla que se utiliza para determinar
el vector de salida el pivote siempre debe ser positivo). Por 1lo

tanto




]
*
Il
>
w
=
1+
»
5

con k # r {para Y’;q # 0)eueaosd.l.l

Tomando en cuenta la ecuacidn 4.1.1 y si todas la ofertas a, y
todas las demandas bJ son enteras, entonces concluimos que XB es
entero. Por otra parte, se tiene ademas que cualquier vector a

gque no estéd en la base puede escribirse como

=ZtB dondeL={u/Yi';¢0}

En la parte final del capitulo III, seccidén 3.4 se dijo que la
representacidn para a, puede obtenerse diréctamente del tableau de
transporte, encontrando el ciclo linico de celdas basicas asociadas
con la celda no basica (i1,1)).

DETERMINACION DE LA VARIABLE QUE SALE DE LA BASE

Haciendo un resumen de todo lo anterior podemos decir que dada
una solucidén factible X la nueva solucién ﬁB puede obtenerse
facilmente si conocemos los Y&J para cada vector no bisico, los
cuales son *1 & 0. Ademds estos valores se obtienen de forma
sencilla usando la tabla de transporte. La ventaja principal es
obtener la nueva solucién como una simple suma o resta de 1la
solucidn anterior, esto es, in= ka * xBr con x#*r que son enteras

A
siempre que a y_bj lo sean. Se sabe también que Xr = xg-en donde
l%} se obtuvo como la wvariable gque sale usando el criteric de 1la

razdn minima tal como de muestra a continuacién.

X%x
“in {-_""""'_} 5 8 8 8 88 a0 4-2-1

k
12 k =m+n Y
Pq

. Kk
como Y es el pivote, entonces Ym= +1. Por 1o tanto, obtener el
pq ,
minimo en la ecuacién 2.0, se convierte en

k
Min { XJ:} donde ¥ = { k [/ YU = +1 }
k € H

85



Es decir, 1la variable gque sale es la de valor minimo en 1la
representacién de awf Siempre y cuando XE( tenga un +1 en la

representacién.

CRITERIO DE ELECCION PARA LA VARIABLE QUE ENTRA

Lo que siqgue es determinar =i la solucidn b&sica actual es
dptima, esto seglin el simplex es calcular los costos reducidos

Z, - para cada celda no biasica. Si la solucién no es 6éptima

debera elegirse una variable de entrada como aguella gue tenga el

costo reducido mas positivo. il

CALCULO DE LOS COSTOS REDUCIDOS Z1J - Cif

{via sistemas de ecuaciones)

El célcule de los z, Y el de los costos reducidos estan
determinados por lo siguiente: Para cada a, se define z,, asi

z =C Y donde C_= (c1 cz2 ..... C_m+n )
1) B 1) B B B B

donde CB es el vector de costos basicos.

Y —yt -
11
v@
1]
YU =
Yu'nd-n
[T
entonces
z_ -c¢ = {ca¥ c2Y ... Cmn YOO ) !
1k iJ B 1] B 1) B i] I




Como todos los Y:j son *1 & 0, también CBY1J se calcula
sumando y restando los costos de algunas variables basicas. Por

ejemplo:

El criterio de optimalidad para el PT es el siguiente: Si

todos los Z,, - clj = 0 (o bien C\y - zua 0) la solucidédn actual
es O6ptima. (en el presente trabajo se usard el criterio de zuwcuz
0 por ser el mds usado en la teoria de programacién lineal). Una

celda dada (k,l) es un candidato para entrar a la base si ¢, ,"Z,,=0
Luego entonces, para determinar si la solucién actual es dSptima

debemos de calcular los costos reducidos ¢, .."%,, para cada variable
no bésica. Por ejemplo, usando los datos de la siguiente tabla

obtenemos:

8] 6] , 5]
B B
|
| 4] 1] | 2]
B———B .
-1 ~
¢,-2,=6-(5-2+1) =6-4= 2
c, -2, -4-(2-5+8) =4-5-=-1

se ve que x, es un candidato para entrar a la base por que su

1
costo reducido es negativo.

El procedimiento anterior para calclular ., - %, utiliza 1la

férmula




Por la forma en que son obtenidos los YU, el método anterior
se conoce como el Método del Ciclo o el Método Stepping-Stone.
Existe otro método alternativo para el cédlculo de los c, - z

J ij
tal como se muestra a continuacién:

-1

c1j - zlj = cij - CBB aU
haciendo W = CBB"1 obtenemos
cij - le= clj - clJ - W-au c-oonoo..--4t3-2
donde W es el vector W = ( uou, ..UV vz.....vn). Seqgln el

tableau simplex al tener una base actual B, los valores de las

variables duales estan dados por CBB'1

TABLEAU SIMPEX

-1 -1 -1 |
1 CBB A-C CBB CBB b variables
duales
0 B 'A B! B 'b

Por lo tanto W es el vector de variables duales. donde u,

(1=1,2...,n) sorn las variables para los origenes Y v,

()=1,2,..,n) para los destinos.

i — i 1
Puesto que a =-—e + @ - 1 posicion

i ~—= posicion m+]

w= u 1 ...Uu v V ssssasV
y ( 1 2 m 1 2 n)

tenemos W aU =W (_ei + emﬂ) = We WezwJ =u v,



La ecuacién 4.3.2 adquiere la forma

cU~zlj = cu - WaU = c1j - (u;vj) ees.4.3.3

La simplicidad de esta Gltima ecuacién nos dice como evaluar
los c“-zlj para todos los vectors aU que no esten en B,
partiendo del supuesto de que todos los u Y v, son conocidos. En
otras palabras, para encontrar los c”—zlj es necesario conocer el
valor de las variables_duales u y vJ. Como W = (:BB'1 entonces W
es solucién del sistema WB = C,. Pero B.es triangular superior lo
gque implica que el sistema puede resolverse facilmente en

sustitucidn regresiva.

Por ejemplo:

Sea B = [ a ...... a , e ] una base para el PT
pd rs m+r1

Yy C = [ C .......C_, ¢C ] el vector de costos
B Pq rs a

donde ¢ es el costo asociado a la variable artificial que por
definicién es cero. Luego, como a”=el+emj el sistema WB = C, es
equivalente al sistema

P q Pq

cees (4.3.8)

r 2 rs

sustituyendo el valor de v = 0 en cada una de las ecuaciones que
aparece, se resuelve para alguna (s) variable(s) u. Con este nuevo
valor de u se sustituye para encontrar una nueva variable v y asi
sucesivamente hasta encontrar el valor de las m+n variables.




NOTA: En el caso que no se use el vector artificial e , la base
m+n

B sera de orden mi+n-1 y el sistema (4.3.4) WB = C, sera

P, 9 Pq

(4.3.5)

r s s

un sistema de m+n-1 ecuaciones con m+n variables. Por 1lo cual se
tiene un grado de libertad. Asignado el valor de u =0 é vuéo para
alguna i=1,2,...,m © j=1,2,...,n (de preferencia la variable u que
mAsS veces aparece en las ecuaciones) el sistema (4.3.5) se resuelve

por sustitucién regresiva.

Observacién: El1 valor de u1=0 6 vJ=0 se escoge por
convenciencia, cualquier otro valor arbitrario distinto de cero

producira los mismos resultados para los costos reducidos €2y

. o e
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