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Introduccidén

Dentro de las matematicas hay un tipo de estructuras algebraicas lla-
madas grupos que aparecen en muchos campos,
Howard Eves escribe (ver [1, pag. 130 ])

“.. El programa de Erlangen parecio legitimo y correcto en un tiempo
en que la teoria de grupos invadia casi todo el dominio de la malemdtica,
y algunos profesores de ésta e;npezaron a creer que toda matemdtica no
es sino un aspecto u otro de la teoria de los grupos. ...”

Aunque Eves da entender que los grupos han pasado ha segundo ter-
mino, todavia existen muchos campos, de la matematica,en los que el

concepto de grupos es fundamental, por ejemplo, la base de la Topologia

Algebraica es el llamado grupo fundamental.!

Hay un resultado {teorema de Cayley) que nos dice que todo grupo
es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones. Pero este no

es un gran adelanto ya que el grupo de permutaciones es siempre mas

'El grupo fundamental del circulo es Z, el grupo fundamental del toro hueco es
ZXZ, el grupo fundamental del plano proyectivo es Z» el de la botella de Klein 2,
¢l de la esfera es el trivial etc. Hay muchas propiedades de los espacios topolégicos
que se pueden probar apartir de la estructura de su grupo fundamental.(Para mas
sobre esto se puede ver Tesis de licenciatura de Gloria G. Andablo Reyes).
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complicado que el original. Un mejor camino para desentranar la es-
tructura de los grupos es tratar de ponerlos en terminos de otros grupos
mds conocidos y mas manejables. En este sentido hay un resultado lla-
mado teorema de “Jordan-Holder” que dice que cualquier grupo finito
tiene una tinica descomposicién en grupos finitos simples?; este teorema
es similar al teorema fundamental de la aritmética en el sentido de que
la descomposicidn siempre existe y es tinica salvo el orden. Esto no es
tan fuerte como parece, ya que puede haber dos grupos distintos con
la, misma descomposicidn; por ejemplo: Z, x Z; y Z4 tienen la misma
“descomposicion Jordan-Hélder”(a saber Z,), y sin embargo son gru-

pos distintos.

En presente trabajo se desarrolla un resultado més fuerte® para el
caso concreto de grupos abelianos. Ademas de que se desarrolla una
teoria similar para grupos abelianos finitamente generados, y grupos

abelianos infinitos.

En el capitulo uno, se demuestra que todo grupo abeliano finito
tiene una unica descomposiciéon como suma directa de grupos Z,n para
varios primos p, mas aun si dos grupos tienen la misma descomposicion
son isomorfos.

En el capitulo dos se demuestra que todo grupo abeliano arbitrario

~es suma directa de un grupo “divisible” mas un grupo “reducido”, y los

2Ver [3, 5] de la bibliografia o Tesis de licenciatura de Guillermo Davila donde
se hace un desarrollo similar a los libros citados.
3De 1a descomposicién de un grupo solo se puede construir el grupo en cuestion.
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divisibles? a su vez son sumas directas de copias de @, y de “Z(p>)”

para varios primos p.

En el capitulo tres se hace una mejor caracterizacion de los gru-
pos divisibles, ya que estos son la parte mas “grande” de los grupos
abelianos arbitrarios. Para estos dos capitulos aunque el trabajo se

apega mas a [4] también se puede ver [8].

En el capitulo cuatro se generaliza el resultado anterior a los grupos
finitamente generados, es decir, todo grupo finitamente generado tiene
una unica descomposicion como suma directa de grupos Z,» y Z. Para
este y para el capitulo uno se pueden tomar como referecias [8, 7, 6]
y para ver mas ejemplos para el material expuesto se puede ver [2].

Aunque en [7] la herramienta usada es dé otro tipo (teoria de funtores).

Para terminar el presente trabajo, aparece, en forma de apéndice el

enuciado de Lema de Zorn que es usado en muchas de las demostra-

ciones que aqui aparecer.

4Tanto el consepto de divisible como Z(p™)seran desarrollados en el capitulo
tres :
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Capitulo 1

Grupos Abelianos Finitos

En este capitulo daremos una caracterizacion de todos los grupos abe-
lianos finitos en terminos de sus “factores directos”; de hecho demostra-
remos que todo grupo abeliano finito tiene una descomposicién unica
en productos directos de Z;»,! al cual llamaremos teorema fundamental
de grupos abelianos finitos. Este teorema es guarda cierta anlogia con
el teorema fundamental de la aritmética.

Para ello en la primera seccién revisaremos la definicién de producto
directo,? demostraremos también un resultado (teorema 1.6) que nos
sera de gran ayuda en la demostracion de muchos otros resultados im-
portantes del presente trabajo. En la segunda seccién demostraremos
que todo grupo finito tiene una descomposiciéon en suma directa de

grupos ciclicos “p-primarios”. En la tercera seccién demostraremos la

unicidad de dicha descomposicién con lo que llegariamos el teorema.

L Al contrario de la descomposicién “Jordan-Holder”, esta es tnica en el siguiente
sentido: Si dos grupos tienen la misma descomposicién, entonces son isomorfos.

2En esta seccidn los resultados son para grupos arbitrarios (aunque los ejemplos
son de grupos abelianos).
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fundamental.

1.1 Preliminares

Definicién 1.1 . Si H y K son grupos, el producto directo (ex-
terno) de H y K, denotado por H x K, es el conjunto de todos los

pares ordenados (h, k), donde la operacidn binaria es la siguiente

(h, k)(ht, k1) = (hht, kD).
Ejemplo 11 3Sea H =2, = {0,1} y K = Z3 = {0,1,2}, entonces:
H x K = {(9,0), (0,1, (0,2), (1,0), (1, 1), (1, )}

y la tabla de multiplicacién de este grupo es:

[HxK]©0,0]01][(0,2)]L0)]E1][(L,2)]
| (0,0) [ (0,0) {(0,1)}(0,2) | (1,0) | (1,1} (1,2)
(0,1) 1{0,1) [(0,2) | (0,0) | (1,1) {(1,2) | (1,0)
(0,2) 11(0,2) | (0,0) | (0,1) | (1,2) | (1,0) [(1,1)
(1,0) | (1,0) | {1,1) ] (1,2) | (0,0) [ (0,1} | (0,2)
(L) B, (14,2) ] (3,0)](01)[(0,2)](0,0)
(1,2) §1(1,2)](1,0)(1,1)](0,2)](0,0) | (0,1)

Las siguientes observaciones nos seran de gran utilidad para el desa-

rrollo de nuestro tema:

3Los ejemplos (estos tienen el 1inico objetivo de aclarar algunos concep-
tos) del presente capitulo todos tienen que ver con Z,, esto no es de extranarse ya
que son estos presisamente los “factores primos” de los grupos finitos.
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1. H x K es un grupo que contiene copias isomorfas de H y K, a
saber, H x {1}*y {1} x K. |
En el ejemplo 1.1 H x {1} = Z; x {0} = {(0,0),(1,0)} = Z; y
{1} x K = {0} x 25 = {(0,0),(0,1),(0,2)} = Z5

2. H x {1} y {1} x K son subgrupos normales de H x K. Estos

dos grupos generan H x K y su interseccién es {(1,1)} .

3. Hx K~ K x H.
Tomando H y K como en el ejemplo 1.1 podemos establecer el

siguiente homorfismo f: H x K — K x H:

Claramente f es un isomomorfismo.

Proposicién 1.2 . Sea G un grupo con subgrupos normales H y K
tales que H (K = {1} y HK=G entonces:

a) hk = kh,Vhe H yk e K.

b) sea a € G, entonces existen tnicos h € H y k € K tales que a=hE.

4Como es costumbre para grupos en general se utilizard el 1 como unitario, y
cuando se hable de grupos abelianos se utilizara el cero. '
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Demostracidn:

a) Sabemos que K y H son normales, asi que,
Yk he Kyk'hke H=h 'k 'hke Ky h™ 'k thke H
pero HN K = {1} = A7 'k thk =1 = k™ hk = h = hk = kh.

b) Si a € G = HK entonces ¢ = hk; supongamos que a = h/k/
con h,ht € Hy k,kt € K. Luego h™'ht = kk/™1, dsf este elemento
estd simultdneamente en H y K, es decir, en H[ )| K = {1}, por tanto
‘h=htyk=kt

La proposicién anterior nos servird para demostrar el siguiente:

Teorema 1.3 . Sea G un grupo con subgrupos normales H y K tales

que H K = {1} y HK = G, entonces G~ H x K.

Demostracién: Sea f: G — H x K definida por: f(a) = (k,k)°, donde
a=hk.

flaar) = fl(hkhtkn)] = f[(hhkkD)] = (hhi kkt) = (h, k)R, k1) =
fla)f(ar). Claramente f es sobre y ademads, si f(hk) = (1,1), en-
tonces (h, k) = (1,1) luego h = k = 1 y hk = 1, es decir, fes inyectiva.

®Est3. bien definida por proposicién 1.2
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Ejemplo 1.2 . Sea G = 245 entonces H = {0,5} y K = {0,2,4,6,8}
en efecto: [ K = {0} y HK = G, por tanto, H x { = Zy x Z5 = Z1g

Teorema 1.4 . Sea G = H x K y sean Hy <4 H y K, <« K. Entonces
H xKidGyG/(Hy x Ki) = (H/Hy) x (K/K).

Demostracién: Sean o + H — H/H, y 8+ K — K/K;, los ho-
momorfismos naturales. Sea F : G — (H/H,) x (K/K;) definida:
F(h,k) = (a(h), B(F)).

I es un homomorfismo cuyo nicleo es H; x K, y la imagen de F es
(H/H.) x (K/K)), porl uno de los teoremas de isomorfismos se sigue
G/(Hy x K1) = (H/H;) x (K/K1).

Corolario 1.5 . Si G = H x K, entonces G/(H x {1}) = K.

En el ejemplo 1.2 es claro que Z10/ 2y = Z;.

Los elementos de un producto directo externo son pares ordenados,
una condicién algo restrictiva. Diremos que un grupo G es el producto

directo interno de H y K, si H y K son subgrupos normales de G' con




12 CAP{TULO 1. GRUPOS ABELIANOS FINITOS

HOK ={1}y HK =G.

El émfasis aqui es que los propios factores y no copias isomorfas
de ellos yasen en G. (51 G = H X K es un producto directo externo,
entonces es también el producto directo interno de H x {1} vy {1} x K
pero no es el producto directo interno de H y K). Las dos versiones de
producto directo por supuesto, producen grupos isomorfos. En lo suce-
sivo no distinguiremos entre externo e interno y diremos sélo producto

directo, de acuerdo con el siguiente

Teorema 1.6 . 5i G es un grupo con subgrupos normales H\, H,,..,H,,
entonces G = [[_, Hi. & G = [, Hi] y para toda j, H; N|U,y; Hi] =

{1}

Demostracion:

(<) Por induccién:

Para m=2 el teorema es equivalente al teorema 1.3.

Supongamos que el teorema se cumple para m=k-1:

Es decir: G = [|JiZ, Hi] y para toda 7, H; NUig; Hil = {1} = G~
ey H;.

$=1




il
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Para m=k:
Sea H = [U ! H;] y como se cumplen las hipdtesis de induccién para
H y los primeros k-1 Hj, se tiene que
H~T[o] H:
luego G = (U, Hi] = U] Hi | He) = [HU Hoa]
por lo que H (Y Hym = Ho (U, Hi] = {1} y
por el teorema 1.3 G =~ H x H,,, por tanto, G = H:Zl H; x H, =~

H:Zl H;

(=) Por induccidn:
Para m=2 trivial por las observaciones hechas anteriormente.

Para m=k-1: si G = Hf;ll H;, entonces G = [JS2! Hi] y para toda
I H; ﬂ[Ui¢j H]={1}

Para m=k:
Sea F; = [[L, ia; Hi por hipéiesis de induccion Fj [Uf-;l#j H;] asi
que

G =TI, Hi = H;j x F;, luego
entonces: {1} = F; (N H; = H; (N[U,; HilV
G = [Frn\J Hn], por tanto, G & [Ur;! H: U Ha) = [, i

Este teorema es importante porque se usard como criterio para de-

mostrar validos otros resultados.
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1.2 Descomposicion en Grupos Ciclicos
Primarios

En lo que sigue trabajaremos exclusivamente con grupos abelianos .

Como es usual, utilizaremos la notacion aditiva en vez de la multiplica-

tiva:

ab a+b
o ! —a

1 0

a™ . na
ab=1 a—b
HK H+4+ K
Ha H+a

Producto directo | Suma directa
HxK HPK
11, Ding
factor directo | sumando directo

Las siguientes observaciones para grupos abelianos simplifican mu-

cho las cosas:
1. Sia,b€ Gyn € 2 entonces n(a+ b) = na+ nbd

2. Si H es un subconjunto no vacio de G, entonces [H] es el con-
junto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de H con

coeficientes enZ.
L]

Definicién 1.7 . Sea p un primo. Un grupo G es p-pimario (d es

un p-grupo) si todo elemento de G tiene orden una potencia de p.
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Si se trabaja en el contexto de grupos abelianos se usa el término p-
prirnario; sl no, se usa p-grupo.
Por ejemplo, Z; y 216 son 2-primarios, Z,7 es 3-primario. -

Definicién 1.8 . Sea G un grupo y p un primo, G, es el conjunto de

todos los elementos en G cuyo orden es una potencia de p.

Claramente G, es subgrupo de G.

Ejemplo 1.3 . Si tomamos G = 25, entonces G; = {0, 5.,10,15}
(ﬁ 34), y G5 = {0, 4,8, 12,16} (ﬁ Z5)

El siguiente teorema es el primer paso hacia el objetivo de este capitulo
ya que reduce el problema de clasificar grupos abelianos finitos al de

grupos p-primarios finitos.

Teorema 1.9 (Teorema de Descomposicién primaria :} . Todo

grupo abeliano finito es una suma directa de grupos p-primarios.

Demostracién: Afirmamos que G = 3 G,, donde los indices varian
sobre el conjunto de todos los primos que dividen a |G|. Usaremos el

criterio del teorema 1.6 , y demostraremos en este orden:.

¢ i) z € G = z es una combinacion lineal de elementos en G,.

¢ i) G, MU, 4, Gl = {0}
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(i)Seaz € G,z # 0,y sean el orden de z. Por el teorema fundamen-
tal de la aritmética, n = pJ'p3*...p{*, donde los p; son primos distintos
y el exponente ¢; > 1. Tomemos al conjunto de n; = p—’;;, y observemos
que (ni,n9,...,nx) = L. Asi, existen m; tales que Ele m;n; = 1, por

k » ; ’
lo que , Y., min;z = z; nétese ahora que pi'm;n;z = mynz = 0, asi,

- mynz € Gy, Conclucién | J Gy, genera a G.

(i) Sea z € G,([U,., G4l- Por un lado tenemos, p*z = 0 para
~ algin e; por otro z = > x4, donde ¢®vz, = 0, para exponentes e,. Ha-
gamos t = [] ¢%, entonces tz = 0. Es claro que (p°,t) = 1, asi, exiten

a,b € Z tales que ap® + bt = 1 por lo que z = ap®z + bix = 0.

n

Los subgrupos G, de G son llamados componentes primarias de G.

Ejemplo 1.4 . Tomemos G = Z4 @ Zg entonces las dos componentes

primarias son Gy = Z4 @ Z2 y G3 = Z3

Proposicién 1.10 . Sea G un grupo abeliano p-primario y sean y,

Ya, -, Yt Elementos de G tales que

[y1, ¥2, - ¥ = [yl]@[yz] @ @[yz]



< 50,

1.2. DESCOMPOSICION EN GRUPOS CICLICOS PRIMARIOS 17

(a) St 21,22, ..., 2 son elementos de G tales que pz; = y; V, ¢ enton-

ces (21,2, .., 2] = [21] Dl2e] D .. DBz

(b) Si kv, ke, ..., ks son enteros entonces

[k1y1, k‘zyz; eey k‘tyt] - [klyl] @[k%@] EB @[ktyt]

Demostracién: Usando el criterio del teorema 1.6, [a primera parte
es obvia para ambos incisos: |
(a) Sea z € [4]N[U;4 2], entonces z = miz; = 37, miz;] por lo
que pz = mi(pa) = myi = 2 miy € [BlINUklv] = {0}
= pr = 0. Por consiguiente pm;z; = myy; = 0 = p|m,® _también,-
como 0 = Z:-.';efp(mjzj) = Ej;éi m;(pz;) = Zj;s; m;y; = mjy; = 0,

luego por (6) plm;Vj. Sea m; = pt;. Asl, z = ptiz; = 3., ptjz; =

T =LY = Ej;éi tiy;

Por tanto z =0

(b)Sea = € [kiy:] UlM;ulkiys]l- Luego,
o =mikiyi =3 maksy; € [yl UM, wlvll = {0}

Por tanto = == 0.

8Como el orden de y; es una potencia de p y myy; = 0 entonces plm;.
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Ejemplo 1.5 . G = 216825, (2,0) y (0,4) son tales que [(2,0),(0,4)] =
[(2,0)] @ ((0,4)]
por (a) {(1,0),(0,2)] =[(1,0)] & [(0,2)]
y por (b) [(6,0),(0,4)] = [(6,0)] @ [(0,4)]

Definicion 1.11 . Sea G un grupo abeliano y m un enlero posilivo.

mG es el siguiente conjunto

mG = {mz:z€ G}

Es inmediato que mG es un subgrupo de G. De hecho mG es la imagen

del homomorfismo f : G — G definido por f(z) = ma.

Ejemplo 1.6 . Si G = Z4 entonces 2G = {0,2,4,6} = Z,

Lema 1.12 . Sea p un primo, un grupo abeliano G con pG = {0} es
un espacio vectorial sobre el campo Z, y es una suma directa de grupos

ciclicos cuando G es finifo .

Demostracién: Denotaremos por & la clase de residuos del entero k
en Z,.
Definimos una multiplicacién cscalar en G por kz = kz donde z € ¢
Esta operacién estd bien definida ya que si k = kmod(p) entonces
k — %k = mp para algin m € Z, luego (k - k) = mpx = 0, luego

kr = k.
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Se puede ver facilmente que G es un espacio vectorial sobre Z,, y
si G es finito, entonces G tiene una base, digamos, {1, %2, ..., £1}. Asi
G = [z1, T2, ..., T4]; veamos que G = [x1] B [z3] @ ... B [z4]

Si @ € [2;] N[U,.l2;]], entonces a = kiz; = z#l-?c;wjporloque
=Y HE
73
si k; # 0 entonces z; est4 en el espacio generado por {z;};4 lo cual es
imposible ya que son linealmente independientes.

Asi, G = [z1] ® [22] @ ... B [z) (por el criterio del teorema 1.6).

Ejemplo 1.7 . Sea G = {0,z1, 2,23} con la siguiente tabla de sumar:

ElINENEIEN
0 0 Iy | X2 | X3
Ty Iy 0 Lz | Tg
o || To | T3 0 I
T3 Ty &2 | I 0

Aqui 2G = {0} (todos los elementos son de orden 2). G es un espacio

vectorial sobre Z, y G = [21] @ [z3] (0 también G = [z1] & [z2]).

El siguiente teorema es importante ya que es pré,cticamenfe la de-
mostracion de la existencia de una descomposicion de G en suma de
grupos Zpn

Notacidn : G[p] = {z € G| pz = 0}
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Teorema 1.13 (Teorema de la base:) Todo grupo abeliano finito G es

una suma directa de grupos ciclicos p — primarios.

i)emostra.cién: por el teorema 1.9 podemos suponer que G es p-primario.
Usaremos induccién sobre m, donde m es un entero positivo tal que
p™G = {0}, (tal entero existe, pues tomese m ~ ;maa:{m,‘ : dondc (O
() = p™, g € G}) . Sim =1, el teorema es exactamente el lema
anteriof.
Suponga;ﬁos el teorema valido para m y demostrémoslo para m+1.
| Asi, sea p™t'G = {0}. Sea H = pG; entonces p™H = {0}, y por
hipétesis de induccion H es suma directa de grupos primarios ciclicos
Es decir

H =pG =3 [y con yi € pG
por lo que existen elementos z; € G, con pz; = y;. 51 L es el subgrupo
de G generado por los z;, entonces I = 3 [z;] (proposicién 1.10).
Afirmamos que I es un sumando directo de G, para lo cual, debemos
producir un subgrupo complementario M de G tal que L & M = G.
Como Glp] = {z € G : pz = 0}, entonces p(G[p]) = 0, asi es que se
cumple que G[p] es un espacio vectorial sobre Z, por el lema anterior.
Si cada k; es el orden de cada y;, entonces cada k;z; tienen orden p:
en efecto pz; = y; = p(k;z) = ki(pz;) = kiyi = 0
y asi, kiz; € Glp|.
Por la proposicién 1.10, €l conjunto de kiz; es subconjunto indepen-
diente del espacio vectorial G[p], extenderemos ahora este conjunto a

una base de G[p] es decir existen elementos {zq,22,...,2,} tales que:
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{kiz:} U {z1,22,...,2,} es una base de G[p]. Sea M = [z;,z3,...,7,].
Como los z; son linealmente independientes, entoces M = > [z;] (obs:
M C G[p]).

Queda por probar que G = L @& M. para ello usaremos el criterio del
teorema 1.6.

(1) LOYM = {0}: Siz € L M, entonces

T=) bizi=), a;x;

pero como z € M C G[p],pz =0,

asi ¥ pb;z; = 0 entonces’0 = pb;z; = byy; Vi

b; = W;k; ya que el orden de y; es k;; se tiene pues:

O=z—z=) bzi— > ajz; =) bikiz; — ) a;z;

pero {kiz;} U {z;} es una base de G[p] por tanto b; =0y a; =0V4,j

=z =10

(i1) G=L+ M.
Sea z € G. = pr € pG = H = pz = ), ¢y = Y, pcz; entonces
plz =Y czi)=0 |
=z — ez € G[p]. Como {kizi, z1,.,2,} es base de G[p] =
= — ) cizi=y a;z;+ ) bikiz
= z—y a;z;+y (g +bk)ne L+ M

"Por ser independientes
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Si G un grupo abeliano finito, por el teorema anterior G = ., G
donde G; es ciclico y p;-primario (p; algun primo). Se tiene entonces
que |G| = p¥ con o; > 0 ya que si |Gi| = ¢ g g con g1 = pi, e
pritmos distintos y @ > 0 (¢t € {1,2,...,s}) y st algin B, = 1 ({ 3 1)
entonces por el teorema de Cauchy para grupos abelianos dy € G; tal
que O(y) = ¢ # pi lo cual contradice el hecho de que G; es pi-primario.

Asi, G=P Z o donde p; es primo y «; > 0.

Los siguientes dos lemas nos ayudarén a demostrar la unicidad del

teorema fundamental.

Lema 1.14 . Si G = @, H; entonces mG = Q;_, mH; y G[p] =
@i—-l(‘r{‘-[p])

Demostracién: Sea @ € mG entonces z = mg para algin g € G. Por

consiguiente existen h; € H; (i = 1,2,...,n) tales que

g=hi+ha+..+h,=

mg = mhl_ +mhy+...+mh, € mHy +mH, + ...+ mH,.

Ahora st z € mH;(Y{J;,; mH;], entonces z = mh; = 3 ., mh; €
Hi (U Hil = {0} = 2 =0

Por tanto, mG = @, mH;.

Ahora, sea ¢ € G|p| (por tanto pzr = 0). Existen h; € H;(z =
1,2,...,n) tales que x = by + hy + ...+ by, Tuego 0 = pz = phy + phy -
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ot Pl € @, H. = phi = 0¥i = o € Hy[p] -+ Halp] + ... + Ha[p].
51 z € Hi[p] (U, H;[pl], entonces se tiene que z € H; y pz =0y
también z € [, H;] y pz = 0= 2z € H;N[U,; H;] = 2 = 0.

Lema 1.15 . Sea H un grupo abeliano finito con pH = {0} (por tan-
to |H| = p®, a > 0) para algin primo p (H es llamado grupo abeliano
fundamental). Cualquiera dos descomposiciones de H en suma directa

de grupos ciclicos tiene el mismo nimero de sumandos d(H).

Demostracién: Supongamos que H = @} [v;] = B~ [2;]. Como H es
un espacio vectorial sobre Z, se sigue que {y1,Y2, ...y Yn} ¥ {21, 22y ooy Zm }

son bases de H, luego n = m.

Observemos que d{H} es la dimensién de H considerada como cs-

pacio vectorial sobre Z,

1.3 Unicidad de la Descomposicion

Notacion: 51 G es un grupo abeliano finito p-primario y sin > 0 es

entero entonces:
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U, G) =dl( pfi?(;mﬂ%pd,] )

donde d(H) es la dimencién de 1 como espacio vectorial sobre Z,;
Podria pensarse que la definicion de U(n, () esta fuera de contexto
pero con el teorema 1.17 demostraremos que U(n, &) es precisamente

1

la cantidad de sumandos ciclicos de orden p**!. Antes de demostrar

dicho teorema demostraremos una proposicion auxiliar.

Proposicién 1.16 . Si o(p™™!) es el grupo ciclico de orden p™+!

(Zm41), entonces:
Zp o an(p"+1) o G_(pﬂ.+1).[p]

Para la demostracién de esta proposicion utilizaremos la notacion de
clases residuales, pero sélo para esta proposicion.

Demostracion:

Z, = {0,p" 20", 3p", ..., (p— L)p"} Cpo (pmt!)

ahora, tomemos T € o(p™*!) tal que p"T € p o (p™*!) y sea z el entero
positivo mas pequefio que pertenece a la clase de residuos T modulo
p7;+1. Entonces por el algoritmo de euclides existen &y y &, tales que:
z=kip+hkconl <k <p

= ptr =p"k +ptkacon 0 < ky <p

= p T=ptkycon0< ky <p

= p"% € {0,p", 2p", 3p", ..., (p — L)p"}

L2y = pta(ptt)
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Sabemos que p"o(p™t!) C o(p™){p],

tomemos ahora, T € ¢(p™t)[p] = pz =0

Sea z el entero positivo mas pequefio que pertenece a la clase de resi-
duos ¥ modulo p™*'. Entonces por el algoritimo de Liuclides existen &,
y f;g tales que; B |
T ::ﬁ kypt '-_{— !»2 (;611‘ 0 < kg < p

= (0 =) px = p"*ky + phy con 0 < pley < !
= 0 ﬁg)kg =t < prtd

= kp =0

= z = kip™ € pto(p™t).

Ahora pasemos al teorema que nos iuleresa.

Teorcema LT . Sca G un gropo abelicuo finilo p-primario. Cualyive-
a dos descomposiciones de G en una suma directa de grupos ciclicos
tiene el mismo numero de sumandos de cada orden. De hecho, el

nimero de sumandos ciclicos de orden p™™ es U(n, ().

Demostracién: Sea G = ) o;, donde cada o; cs un subgrupo ciclico de

. Ahora, adoptaremos la siguicule notacion:

G=2op)D o) D DT (),

donde Y~ o(p*) significa la suma de todos los subgrupos ciclicos de orden
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Py S o(p') = {0} si no hay snmandos de orden p'. Por el lema 1.14,

Gl =Y eI P Y. I D . DS olp)lnl
Clol=> e P> pe )P .- P D r o)

mientras que

PG =Y pro)@) o) P - P o) (n <)

y también por el lema 1.14

"G = "™ P Y oD D 2o re) (n < 1)

Una obserbacién importante que debemos hacer es que tanto > o(p')
como Y. o(p')[p] vy . p o (p') (con r < 1) tienen la misma cantidad de

sumandos por lema 1.14.

Entonces,

NGl =5 o () @ Lo (07 @ .. B Lo o (o)

NZe) @ Lro(p’)D .- DL o (p")

Asi Vn < 1,

GGl =Y o) DY o P - P p o)
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Esta igualdad se tiene porque:
{0} C plo(p't?) parai=0,1,2,..,n.
y
pro(pt!) C pho(p't!) para i = n,n + 1, ot =1

Ademés de usar el hecho de que st Ay,by C Cy; Az, B2 € Cy;
i Any Bn C© Cry UL Ci] = C1 D ... @ Cy, entonces (Al@...@A_n)
N (Bi® . B = (AN B D A1 B)

Luego,
pP"GNGpl = Lo tto (™) @ X e (p" ) D - D X p' e (p!)

@G G/ (" e[ Glel) = Y p o (™)

por tanto:

Un,G) = d() "o (p"™"))

Se tiene ademas p>_ p"o(p™*!) = 0 y por lema 1.15, se sigue que
U(n,G) es la dimencién de 3 p o (p™*!) como espacio vectorial sobre
Z,, es decir, U(n, G) es la cantidad de sumandos de orden p™*+!.
Ahora, U(n,G) depende tnicamente de G, no de la descomposicién de
G, por tanto para cualesquiera dos descomposiciones de ' la cantidad

de sumandos de orden p™ es la misma.

Teorema 1.18 . Sea G y H grupos abelianos finitos p-primarios En-
tonces G = H si, y sélo si U(n,G) =U(n,H)Vn >0
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(=) Supongamos que f : G — H es un isomorfismo. Se tiene que
G=73 0';-, donde cada o; es ciclico, y por el teorema 1.17, U(n, G} es
el ndmero de o; de orden p™*!, ahora

H = f(G) = f(5 i) =3 floi) (por ser isomorfismo)

y flo)) =0V

Para cada n > 0 hay asi U(n,F) sumandos f(o;) de I de orden

p**! pero, por el teorema 1.17, este nimero es U(n, H). Por tanto

Uln,G)=U(n,H)¥n >0

(<¢=) Supengamos U{n,G) = U(n,H)¥n > 0. Por el teorema 1.17
tenemos que el nimero de sumandos ciclicos en G de orden p™*! coincide
con el nimero de sumandos ciclicos en H de orden o Yn >0

Sean

G=Y ap)P ) PP 0

H=Y "sp)@>. 0P P k)
luego 3" o(p') y 3 o(p') tienen el mismo niimero de sumandos entonces

t=sy Y a(p') ~ ¥ o(p') por tanto

G=> a(p @2 o) D D2 o)
Y oY e D .- P o) =H
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Entonces G = H

Los dos teoremas anteriores casi completan el objetivo de este ca-

pitulo, solo falta librarnos del adjetivo p-primarios lo cual lograremos

con las siguientes tres proposiciones.

Lema 1.19 . Sean G' y H grupos abelianos finitos y sea f : G — H

un homomorfismo. Para cada p se liene,

f(Gy) € Hy

Demostracién: Sea y € f(G,), entonces y = f(z) para algin z € G,.
= para algin o > 0 p°z =0

luego p*y = p* f(z) = f(p*=z) = f(0) = 0.

=> o(y)|p* = ofy) = p* para algin 8

=y €,

Teorema 1.20 . Sea G y H grupos abelianos finitos; G ~ H st, Y

solo st G, = H, para todo primo p.

Demostracion:
(=) Observemos primeramente que si f : G — H es isomorfismo en-
tonces para = € G, o(z) = o(f(z)). En efecto sea m = o(x) entonces
mf(z) = f(mz) = f(0) =0 ysi0<r<m fuese tal que rf(z) =0
0 =rf(z) = f(rz) =° re =06

8por ser 1-1
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por tanto, o( f{z)) = o(z).

Ahora, nos gustarfa ver quef(G,) = H,. Ya tenemos f(G,) C H,; si
z€ H, = o(z) =p* = p*z=0paraalgina>0. Comoz € H,dz €
G tal que f(z) = z y puesto o(z) = o(f(z)) = o(z) = o(z) = p®, asi,
z = f(;r:) con & € G, es decir, H, C f(G,).

Por tanto flg, : Gp — f(Gp) = H, es isomorfisino, es decir G, = 11, Vp

primo .

(¢=) Sabemos que G' = B G, donde p varia sobre el conjunto I de
los primos divisores de |G].
Andlogamente H = €5 H, con ¢ variando sobre el conjunto de indices
J de los divisores de | 1.
Por hipétesis, para cada p € I primo, G, = H,, por tanto, H contiene
uu subgrupo H, y como ésto se verifica Vp € I
-G = @D G, = P,c; Hp < H. Andlogamente H =~ P ., G, < G.
por tanto G~ H

Teorema 1.21 ( Teorema fundamental) Sea G un grupo abeliano
finito. Cualquiera dos descomposiciones de G en suma directa de grupos

ciclicos primarios tiene el mismo nimero de sumandos de cada orden.

Demostracion: Supongamos que G = D o;: G =~ B 7, donde en ambas
\ 1 j
descomposiciones los sumandos son grupos ciclicos primartos.

Sea p un primo tal que plo(G)
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y sean (para n > ()
k = # de sumandos de orden p"*! que aparecen en (P o; y

| = 4t de sumandos de orden p™*! que aparecen en (P a;

P oi = P = (P o) = (B Tj), por el teorema 1.20
= Uln, (B oi)y) = Uln, (B 7;7),) ¥n > 0 por el teorema 1.17 y por el
teorema 1.18

Por lo tanto k = 1. (V p, ¥V n).
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Capitulo 2

Grupos Abelianos Infinitos

Al contrario de los grupos abelianos finitos, los infinitos no estdn com-
pletamente clasificados, sin embargo los principales resultados los p-
resentaremos aqui. El principal resultado es el siguiente: Si G es un
grupo abeliano infinito, entonces G = ), QP > Z(p*)EP R para va-
rios primos p; donde ) @ es suma directa de copias de Q, Z(p™)es
la componente p-primaria de @/Z y R es un grupo abeliano “reduci-
do”. Para llegar a la demostracion del resultado anterior empezaremos
con algunas definiciones y ejemplos, que veremos en la primera seccién,
después en la segunda seccidn revisaremos los conceptos de grupos de
torsion y libres de torsién que utilizaremos en el capitulo cuatro. En
la dltima seccién demostraremos algunas proposiciones antes de de-

mostrar el resultado del que hablamos arriba.

2.1 Preliminares

Grupos ciclicos

Un grupo G es ciclico si puede ser generado por-un sélo elemento. Si tal

33
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elemento tiene orden infinito, entonces G es isomorfo al grupo aditivo
de los enteros y es llamado un grupo ciclico infinito; si tiene orden finito
n, G es ciclico de orden n y es isomorfo al grupo aditivo de los enteros
médulo n.

Usaremos la notacién Z y Z, respectivamente para estos dos grupos.
Sumas directas externas

Sea {G;}ier una familia de grupos, donde [ es cualquier conjunto Defin-

imos la suma directa de los grupos G; denotada:

Bier Gi := {(ai)ier € [Lie; Gi/a: = 0 para toda i € I salvo un mimero finito }

Es decir los elementos de ,.; Gi son “vectores” que tienen todas
sus coordenadas ( (cero) salvo un nimero finito.
La suma en €P;;Gi se define componente a componente es decir:
(a;)ier + (bi)icr = (a; + bi)ier con esta operacion, G resulta ser un
grupo abeliano. '
Union e Interseccion:
Si S y T son subgrupos de un grupo; Sabemos que 5 (1" es también
un subgrupo.
Més generalmente, si {5;}icr es una.fam_lha de subgrupos de G, ();¢; S
es un subgrupo de G. En la unién, no ocurre lo mismo (la unién de
dos subgrupos no es en general un subgrupo; de hecho S{JT es un

subgrupo ¢ S C T 6 T C S). El subgrupo mas pequefio que contiene
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a Sy T (como ya vimos antes) es presisamente S + T ¢l conjunto de

todos los elementos s + ¢t donde 5 € 5,1 € T. Generalicemos la idea:

Definicién 2.1 . Sea {S;}ic; una fomilia de subgrupos de G. Su
unidn, escrita como .. Si, es el subgrupo mds pequefio que contiene

aS5;Vie I

Proposicién 2.2 . Y. Si= {3 1=, 8i/5i € Sis,v € N'} (el conjun-

to de todas las sumas finitas de elementos de S; ).

Demostracién: Claramente el segundo conjunto es un subgrupo de &
) p

y contiene a S;Vi € I, por tanto contiene a ) .., S;; reciprocamente,

> i1 Si contiene a todas las sumas que aparecen en el segundo conjun-

to; asi, ambos conjuntos coinciden.

Sumas directas internas
Al trabajar con sumas directas se estd mas frecuentemente afrontado
al problema de mostrar que un grupo es isomorfo a la suma directa de
ciertos de sus subgrupos. Supongamos primero que el grupo G tiene
subgrupos S y T tales que ST = {0}, S+ T = (&. Entonces como ya
probamos en el teorema 1.3 (productos directos finitos) G es isomorfo
a la suma directa interna de S y T. En general, uno dice que G es la

suma directa de Sy T y se escribe SP T
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Proposicidon 2.3 . Sea {S:}icr una familia de subgrupos de G, en-
(o equivalentemente a esta ultima condicion: cada g € @ tiene una

represntacion tnica como suma finita de elementos de los subgrupos

Si)

Demostracion:

(&) Sea W : G — P, S: tal quesi g =55 + ... + 55, entonces
U(g) = (i)ier

donde:

T, =8,t=1,.,n

n=0,Vi£u ANt=1,..,n

U estd bien definida, pues la representacion para ¢ es tinica, ¥ es
homomorfismo, es sobre y su nicleo es 0. . ¥ es isomorfismo.
(=) Sea @ : G — €P;; S un isomolismo y sca a € . Existen unicos

5, € S;,(t =1,...,n) tal que ®(a) = (2;);cs donde

T, =S, t=1,..,n

Sea S5; = {(2:) € Dies Si / v; € Sj, 2 = 0Vi £ j},

5} es un subgrupo de e, S5 5 & 55 A S5~ 8(S;) < Dy S
Asi podemos pensar ®(S;) como S5; ¥j. Por tanto Vi = 1,...,n &(S;,) =
{(z})} donde
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[
€Ty = &,

zh=0,Vj#£4,

¥y por consiguiente
®(a) = (zi)ier = (@} )ier +(2)ier+ -+ (2F)ier = B(ss,) + B(s3,) + ... +
P(si,) = ®(si, +5;,+...+s;, ) comoPes I~1 = g = Siy+Si, +.t8;, €
>S5
Abhora:
Sea a € S, (22,4, Si- Entonces: a = s;, = s;, + 85, + ... + 5;,, con
Iy Jm # tr ®(a) = (2] )ies donde

r
.1'1-’_

T; =0V) #14,

= 3,“7_

y ®(a) = B(s5, )+ B(s5) 4.+ B(55,) = (27 )iert o (@7 Vier = (2i)ier
donde

z; =s;, cont=1,2..,m

T;=0Vi#£5 (t=1,2,..,m)

por lo tanto z] =0, luego a = 0.

Definicién 2.4 .

1. Sea {Si}ier una familia de subgrupos de G. Siy ;S & Dicr S,

diremos que los subrupos S; son independientes.
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2. Sea {z:}ier € G. Diremos que los elementos z; son independ-
intes st los subgrupos ciclicos que generan son independientes en

el sentido de (1).
Escribiremos 3 ..;(x:i) pare el subgrupo generado por todos los

elementos{z;}.

La siguiente proposicién nos hace notar la relacion (o analogia) de este

concepto y el de independencia lineal en espacios vectoriales.

Proposicién 2.5 . Una condicion necesaria y suficiente para que los
elementos x; € G(i € I) sean independientes es que: si una suma finita

Yomiz; = 0(n; € Z) entonces cada n;z; =0

Demostracion:

(=) Por hipétesis ). (#:) = @;c;(2:). Supongamos que

Z nge; =0

suma finila

para ceda i tenemos: nz; = — ) N;T; =
S (=ny)as € (@) _(2) = {0)
i# i

(<) Siz € (:) (V)2 (x;) entonces
r=n;r; = Z n;T; =
j#i, finita

(=ni)zi + 305435 = 0 = niwy = 0 = njz;, V7 Gl

Por lo tanto, los z; son independientes.
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— . 1
:Cig_aio

z; = 0Yi#14o

Caso 1 (a;,) es infinito.
Tomemos cualquier n > 1. Sea y = (yi)ier € G. Si yi, 7 0
~ entonces y;, = ma;, y asi ny es tal que ny;, = nma;, # a,, por
consiguiente ny # zp. Si ¥, = 0 entonces ny;, = 0 # a;, = ny #

23.

Caso 2 (a;,) es finito.
Sea n = O(a;,) y sea y = (yi)ier € G. , entonces ny = (ny;)icr €5
tal que ny;, = n(ma;,) = m(na;,) =0 # a;, = z;,

= ny # 2.

Racionales Modulo uno

Z es un subgrupo de Q. Ll grupo cociente @/ Z se conoce como los

racionales médulo 1.

Observemos que todo elemento en Q/Z tiene orden finito en efecto:
Sear+ Z € Q/Z donder =2 pe Z,q€ N entonces ¢(r + Z) =
gr+Z=p+Z=2.

También observemos que @/Z no es suma directa de grupos ciclicos,

en electo:

Sir+Ze€Q/Zcmnr=2Cpe€Zq¢€ N. Sea n € N entonces €l

1Donde a;, es el generador del grupo ciclico al que pertenece
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elemento s + Z con s = & satisface n{s + Z) =n(L+ Z) =r+ Zy
por la propsicidn 2.7 @/ Z no puede ser suma directa de grupos ciclicos.
El Grupo Z(p™)
Hay una importante modificacion de los dos ejemplos ﬁrecedentes. Sea
p un primo fijo. Denotemos P al grupo aditivo de aquellos niimeros
racionales cuyos denominadores son potencia de p es decir:
P = {-;-”;;/n € 2t J{0},m € Z}.
formemos el grupo cociente P/Z y denotémoslo por Z(p>).
‘Observacién: _
| Zp®)={n+Z/ne 2" J{0},0<m < p}

FEn efecto: Sea y €Z(p™) entonces y = =+ Z con me Z,n >0
por el algoritmo de la divisién 3¢,r € Z tales que m = p"t 4-r con
O<r<ptluegoBZr=t+Lyasi Z+Z=(0+5)+Z2=F+Z2
donde 0 < r < p™.

|

Cosideremos por ejemplo p=2: podemos escribir los elementos de Z(2%)

como ;5 h 56555 1—_5, 16, etc. bajo el entendido de que la adicion
toma lugar médulo 1. Asi 2 7 T 5 = 0;5 + Z = %;; 4 2 g = %, etc.
;jcuales son los subgrupos de Z(p*)? Por ejemplo hay un subgrupo

de orden p consistente de 01 ,P;—l; uno de orden p? consistente de

7 pﬂ
- Z2_1 T
0; 512— 3 PPT; y en general un subgrupo ciclico H,, de orden p™ generado
1 oF.eL. .priel
por - {0; % ..; B}

Aﬁrmamos que los 1nicos subgrupos propios de Z(p®°) son los H,,.
En efecto: Sea H un subgrupo de Z(p™), H #Z(p*™) observemos que
Z(p®)= U, H, y Hy, C Hyn¥n € N. Como H # Z(p*)Iy €
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Z(p>) tal que y ¢ H digamos que y = piN con (k,p) = 1,0 < k < p"

yN>1lyseaM = min{n/f; g H para algin k € {1,...,p""'} tal
que {(k,p) = 1} (1)...Necesariamente ;i,q dHYI € {1,...,pM — 1} tal
que(p,{) = 1 pues como Qi) = O(55r) = " entonces si ocurriera
que pLM € H para algin [ como antes se tendra que (I—}q) == (p—lﬂ) CH
lo cual es una contradiccién.

De la eleccién de M y de la observacién (1) se sigue que Hag [V H =
Har .

Ademis no puede existir z € (Hpr41 — Hur) () H pues si asi ocurriera,
digamos z = p—Mlg con (I,p) = 1, I < pM*! entonces como (Iﬁ) =
(p—le;—f) = Hpryq se tendria que Hyp © H = Hye € H lo cual es absur-
do. Por consiguiente Hys (VH = [(Hare1 — Ine) NV HTUHAM N 1) =
Hy(1H = Hy

y en general Hyrpr (VH = Hy_AVk >0

SH = U NV H = UM (H N U Ui (Ha V)] =

Ure (Ho N H) U Hria = Hyet VHU Hp-r = Haoa. Asi hemos

probado que los dnicos subgrupos propios de Z(p*) son los H,, que

son de la forma:

Como hemos visto antes, los subgrupos forman una cadena acendente

que nunca termina:

0G HiCH,G..CH.G..CZ(p™).
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Por el contrario, toda cadena descendente de subgrupos debe ser finita.
Asi, Z(p™)tiene la condicién de cadena ascendente.

Ahora daremos otra relizacién de Z(p*):

Proposicién 2.8 . Sea p un primo y sea A(p") = {w € ¢ : w*" =
1}. 81 A =71, A(p™) entonces A es un grupo bajo la mulliplicacidn

n=0

ordinaria en ' y es isomorfo ¢ Z(p™)

Demostracién: Sean wy,w; € A. Entonces existen ni,nz € N [J{0}
tales que w? " =wl =1. -

Sin= mam{nl,.ng} entonces:

(wyw2)?" = ()" (we)?" =1-1=1.

Claramenfe, si w?" = 1 entonces (w™ )" = (wP )7 = 1.

Ahora observemos que para cada n € A, A(p") es un grupo ciclico, de
hecho:

A(pt) = (co.s;—: o+ zsen;‘;—ﬁ) = (e%’%)
Definamos ¥ : {J._ 4 A(p™) — Z(p™)

2k i . .
como sigue: € " fn—; 1 esta bien definida.

2kymre 2Rkamt 2(ky4+ko)ms I ——— —_—
Observemos que (e 7 e ) = (e 7 )= e = .:531.4. ;’E%
2k T
Claramente 1 es sobre y es inyectiva ya que ¥{e?” ) = 0 = pi,, =0
k .
:>pi,,€z:>625”m=l
[ |

2.2 Grupos de Torsion

En esta seccién reduciremos el problema del estudio de grupos, al de

de grupos torsién y grupos libres de toesion. También demostraremos
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que todo grupo de torsién es suma directa de grupos primarios.

Definicién 2.9 . Diremos que un grupo ebeliano es un grupo de tor-

s5ién st todos sus elementos lienen orden fintlo.

Por ejemplo @/Z y Z(p*) y todo grupo finito es un grupo de torsién.

Ejemplo 2.1 . Sea G = {cos(%X) +isen(38) /n € N — {0}; k €
Z}, donde la operacién es la multiplicacién usual en ¢'. Asi G es
infinito; pero todo element de G tiene orden finito pues (cos(zk") +

zsen(“"r))f’" = cos(Zkir)-}—zsen(ZL'fr) =1,de hecho G = {w e ¢ /uw*"}.

Definicion 2.10 . Diremos que un grupo es libre de torsion si todos

sus elementos (exceplo el 0) licnen orden infinilo.

Por ejemplo Z y @ son grupos libres de torsion.

Ejemplo 2.2 . Sea G = {2" /r € Z} con la multiplicacién usual de Q
Asi ningin elemento no identidad tiene orden finito ya que:

@Y=1e2"er=06n=0

Proposicién 2.11 . Sea G un grupo abeliano y sea T el conjunto
de todos los elmentos en G que tienen orden finito. Entonces, T es un
subgrupo de torsion y G/T es libre de torsion. T es llamado el subgrupo

de torsién de G (a wveces lo denotaremos por tG).

Demostracion:
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e 7" es un subgrupo de torsién G:
Sean a,be T = I N,,ny € Z tales que nga=1y nyb= 1.
Ahora, (nanp)(ab) = (ngny)ab=0=abeT
Yy —ng{—a)=n,a=0=>—c¢€T

" T es un subgrupo de torsién de G.

e G/T es libre de torsién:
Siz € G/T digamos z = g+7T. Entoncessin € N, entonces nz = 0 <

ng+T =T & ng €T < Im € N minimo tal que m(ng) =0< g €

T 2=0

Definicion 2.12 . Diremos que un grupo de lorsion es primario si

existe un primo p tal que todo elemento tiene orden una potencia de p.

El estudio de los grupos de torsién es reducido al estudio de los

grupos primarios por el suiguiente teorema:

Teorema 2.13 . Todo grupo de torsidn G es una sume directa de

Grupos primarios

Demostracién: Para cada primo p consideremos el conjunto G, € G
cuyos elementos tienen orden una potencia de p. G, es un subgrupo de

G y ademas es primario, probaremos que G = (B, G-

b
1
§
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1. Sea z € G tal que O(z) = n = pl'...p;* donde los p; son primos
distintos y r; > 1V41. '
Escribamos n; = n/p]’ Vi; asi (n,...,nx) = 1 y por tanto 3 ay,
vy € Z tal que ayng + . agng = 1 '
luego
T = 1M T -+ azn2T 4 ... + apnix
y como
pii(ainiz) = a;(nz) = 0 = ainz € Gy,

.. G es la unién de los subgrupos: G,.

2. Supongamos que € = yy + ... + yx = 21 + ... + 2 tal que y;,2; €
GpVi=1,...,k Entonces y1 —z = (22+...+ 2) = (y2 + ... + ¥x);
pero Y — 2y tiéne orden una potencia de p; y el lado derecho tiene
un orden producto de potencia de pa, ..., pr. Esto sélo es posible si

y1 — 21 = 0. Analogamente se prueba que y; —2; =0V = 2,..., k.
L

De hecho : Hay una tnica manera de expresar a un grupo de torsion
como una suma directa de subgrupos primarios, uno por cada primo p.
En efecto :

Ya que si G = @ H; donde por cada primo p hay un solo H; p-primario
entonces H; = G, (pues siempre es cierto I1; C G, si z € G, forzosa-
mente z € If}).

Por consiguiente, la descomposicion es dnica no sélo salvo isomorfismos;

los subgrupos son subgrupos inicos. Damos ahora dos ilustraciones del
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teorema 2.13:

Ejemplo 2.3 . Consideremos ¢l grupo ciclico Z, donde n = p[*...p*
donde p; son primos distintos y r; > 1V se tiene entonces que Z, =

Zp:j; &...P Zp;k .

Ejemplo 2.4 . Sea G el grupo aditivo de los racionales médulo 1, es
decir, G = Q/Z. Afirmamos que la componente p primaria para el

primo p, Gy, es presisamente Z(p™).

En efecto:

Claramente Z{(p®)C G,. Ahora, sea £ € Gy tal que £ = = 4 Z con
0<m<n, (mmn)=1

Existe &£ > 0 tal que 0 = p*¢ = "-“-ft + Z, luego ﬂ,‘:i € Z y esto implica
que n|p® pues (m,n) = 1. Asin = p' con I/ < k y por tanto £ = T+Z ¢

Z(p*). Por consiguiente, Q/Z es suma direclta de lodos los subgrupos

Z(p*).

2.3 Grupos Divisibles

Definicién 2.14 . Sean € Z,G un grupo abeliano yx € G. Diremos

que z es divisible por n, si existe un elemento y € G tal que ny = z.

Ejemplo 2.5 . El elemento 0 es divisible por cualquier entero.
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Ejemplo 2.6 . Si (O{z) = m entonces z es divisible por cualquier
entero primo relativo a m. En electo: si (k,m) = 1, existen enteros A, p
tal que kA-+myu = 1 por consiguiente (kA +mp)z = ¢ = kdz +mpz =
z = ke =z = k() =2

N
eG
Ejemplo 2.7 . in el grupo aditivo de mimeros racionales, cada elemen-

to es divisble por cada entero no cero (x = B,n € Z - {0}. n(Z) =¥).

Definicién 2.15 . Un grupo abeliano G es divisible si para cada
ze€ Gy ca_da,entero (no cero) n existe un elemento y € G tal que
ny = z.

Equivalentemente, G es divisible si G =nG VYn € Z — {0}

Observaciones

1. Un grupo ciclico no es divisible.
Veremos que : 329 € Gy Ing € Z tal que Vy € Gnpy # o
En efecto:
si G es finito, entonces G =< a >, ng = Ofa) = |G|, 2o = a
entonces Vy € G ngy = ngma = m{nga) = 0 # z9. Si G es

infinito, tornamos ng cualquier entero no cero.

2. Una suma directa de grupos ciclicos no es divisible (esto ya lo

probamos antes corolario 2.6).

3. Una suma directa de grupos es divisible <> cada sumando es di-

visible.
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Demostracién: Supongamos que

G=Ea

el

(=) Seaa; € Giyn € Z. siz = (z5);er tal que z; = 0Vj #
;,&; = a;. Entonces dy = (y;)jer € G tal que ny = z, luego
ny; = a;.

(<:) Sea & = (2;)ier € Gyn € Z. Paracada i € I y; € G; tal

que ny; = z;; asi y = (Y;)ier es tal que ny = z.

. La imagen homomodrfica de un grupo divisible es divisible.

Demostracion Sea G divisible, H# un grupo y ¢ : ¢ — H un
homomorfismo sobre. Sea y € H,n € Z. Existe z € G tal
quer(I’(:c) = y. Para este z existe zo € G tal que nzg = z. Sea

yo = ®(zo) entonces nyy = n®(z) = (nze) = &(z) = y.

. El grupo de racionales médulo uno es divisible.

Demostracion Seall : @ — Q/Z la proyeccion canénica. Como Q

es divisible y II es epimorfismo entonces @/ Z es divisible (por 4).

. Bl grupo Z(p™) es divisible:

Este hecho no es aparente a partir de la definicién de Z(p*)

como P/Z puesto que para p primo

P={Z.mezZneztu{}}
pﬂ-
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no es divisible. (Esto se tiene por lo siguiente: sea z = %, p >
2, n = 2; supongamos que Jy = % € P con (m,p) =1 tal que

m __ m
am =

. Entonces Zr = 1. 5i k > 2 entonces 2m = p*1 o

1
P
cual es imposible pues (2,p) = (m,p) = 1. S1 k = 1 entonces
2m = 1 = m = } contradiccién pues m € Z).

Comeo vimos en el ejemplo 2.4 (de la pagina 47) que Z{p™) es un
sumando directo de los racionales mddulo uno entonces por (3)
Z(p™) es divisible.

Demos otro argumento més directo:,

Como Z(p™) es primario, entonces por el ejemplo (2) todos sus.

“elementos son divisibles por cualquier entero primo relativo a

m

p. Sea z = 7, con (m,p) = 1,5 > 0 sean = pi'..p;* con

> 1Vi= 1,2,k sip #FpVi=(np =(np)=1y

asi z es divisible por n (por el comentario inicial).

Si 3¢ tal que p; = p, digamos p; = p entonces el entero T €8

1
primo relativo con p y asi Iy € Z(p™) tal que (-I;'#l—)y = x asi
1

n(ﬁr) =z con (;}r) eZ(p™). .. Z(p™) es divisible.

Deﬁniclién 2.16 . Diremos que un subgrupo H de G es divisible si

pafa cada h € H y cadan € Z - {0}, 3 hy € H tal que nhy = h.

Teorema 2.17 . Un subgrupo divisible de un grupo abeliano es un

sumando directo.
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Demostracion: Sea A un subgrupo divisible de G. Nuestra tarea es
encontrar un subgrupo K de Gecon HNK={0} y H+ K =G. La
prueba del teorema utilizara el lema de Zorn.

Sea F={L <G : H(L={0}}.

F es no vacio pues al menos {0} € F.

Nos gustaria conseguir un L tan grande como sea posible; buscaremos
por tanto un elemento méximal en . Ordenemos parcialmente F por
inclusién. Para usar el lema de Zorn tenemos que venﬁcar que toda
cadena en .7: tiene una minima cota superior.

Supongamos que {L;}; es una cadena en F.

Para conseguir la minima cota superior simplemente tomamos la unién

- delos L;: Sea M =, L; Necesitamos verificar tres cosas: .

o M es un subgrupo.
Sean 2,y € M; existen ¢,j tal quex € L;,y € L; y como L; C L;
6L; CLientoncesz—yel;6e—yeli=>z—ye M.

o H(\M = {0}.
HOM = H(\(U; L) = U,(H N L;) = {0}

e M es la minima cota superior de {L;};.

Esclaroque ; CMViysiNDL;Vie I = N2 M.

Asi por el lema de Zorn F tiene un elemento maximal K. Asi K es
un subgrupo de G tal que K[ )H = {0}. Probemos que G = H + K.
Supongamos lo contrario. Por consiguiente, existe un elemento z € G
tal que ¢ ¢ H+ K. Necesariamentez € K (puessiz € K = 2 =04z ¢
H+ K). Sea K7 el subgrupo generado por K y {z}. K/2 K y de hecho
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Kt = {k+nz/k € K,n € Z}. Por la maximalidad de K tenemos que
H\ K1 # {0} ; por tanto, existe un elemento h € H(K/,h # 0,

digamos

h=k4nz (*)

De la ecuacién (*) se tiene que nz € H+ K. En otras palabras, cada vez
que tomemos un ¢ € H + K es decir un § = g+ (H + K) # 0 podemos
encontrar n € Z tal que ng € H + K; por consiguiente ng = 0y asi
G/(H + K) es un grupo de torsién.

- Supdngamds que 1 es el mds pequeiio entero positivo tal que nz €
H+ K (pdi-'COnsiguienté n > 1). Sea p un primo tal que p|n y sea

cy=(2)=. Como 2 < n entonces y ¢ H + K (por eleccién de n). Pero :
py =nz=h—k

Puesto que H es divisible 3h; € H tal que h = ph; sea z = y — hy,
entonces z ¢ H 4+ K (por que si 2 € H + K entonces y € H+ K
contradiccién) peropz =py —ply =(h—k)—h=—-ke K

Como z ¢ H + K podemos repetir el argumento de antes y formemos
un subgruf)o K1 generado por K| J{z} y de nuevo por la maximalidad
de K,Knn(\H # {0}. Asi, existe un elemento h, € K/ H tal que
ha # 0 es decir, o

(#x)..hg = kg + mz donde h, # 0, k; eK,meZ

No puede ocurrir que m sea multiplo de p porque de ser asi, el lado
derecho de (**) estaria en K y el lado izquierdo en H, luego hy €

(H K) — {0} contradiccién.
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Por consiguiente, (m,p) = 1, luego existen enteros a,b tal que am +
bp = 1. Entonces, como amz = ah, — ak; € H + K, se tiene que
z=amz + bpz € H + K lo cual es una contradiccién.

Por tanto, G = H + K.

Teorema 2.18 . Cualquier grupo abeliano G tiene une unica repre-
sentacién como suma directa de M y N donde M es un grupo divisible
que contiene a cﬁalquier otro subgrupo divisible de G, y N no contiene

a ningun subgrupo divisible,

Demostfacién: Sea C = {H,|H, es un subgrupo divisible de G} y
sea M = [UC] = {@ay + - + %0, /To; € Ho; Vi € N}, abora, dado
n € N, Jy,, € Ha, tal que nya, = To;, por tanto o, + ... + 24, =
7 (Yay + .- + Yo, ) €8 decir M es divisible.

L "

eM
Claramente M es maximo (por construccion) y es el unico con tal

propiedad.

Por el teorema 2.17, M es un sumando directo de G Asi G = M @ N.
Ahora, el sumando N no puede tener subgrupos divisibles distintos de
0 pues de ser asi, éstos estarian contenidos en M y asi N[\ M # 0 lo

cual es imposible.

Definicién 2.19 . Un grupoe abeliano es REDUCIDO si no contiene

ningun subgrupo divisible no cero.
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Asi, el teorema 2.18 establece que todo grupo abeliano G es la suma

directa de un subgrupo divisible maximal de G y un grupo reducido.

Teorema 2.20 . Un grupo abeliano divisible es suma directa de gru-
'pos, cada uno de ellos isomorfo o bien, al grupo aditivo de los mimeros

racionales, o bien a Z(p™) (para varios primos p).

Demostracion: .Sea G el grupo y sea T su subgrupo de torsién. T es
un subgrupo divisible de G ya que si n € Z,z € T entonces existe
y € Gtal ueny = 2. Comoz €T, Im € N tal que mz = 0 y asi
mny=0=>yeT. ° | -

Por el teorema 2.17, G = T @ F donde F ~ .G/T y por tanto, F es
libre de torsiéﬁ y también divisible (por ser imagen homomérfica de un
grupo divisible)..

Ahora estudiaremos T y F separadamente. Relacionaremos la discucién
acerca de F' con la teoria de espacios vectoriales.

.Seax € Fyne Z—{0}:Como F es divisible y libre de torsién
existe un tinico y € I’ tal que ny = z (este y es dnico pues si
ny! = ny = z con y/ € F entonces n(y/ —y) = 0 = (y/ —y) tiene orden
finito = y/ —y = 0 pues F' es libre de torsién, asi y/ = y.)

Por tanto podemos dar un significado dinico a la expresién ()z y por
consiguiente, también podemos dar un significado tinico a rz donde
r € Q. Asi podemos definir:

Q@ x F— Ftalque (r,z)=r -z

Es facil verificar que ésta funcidn verifica las propiedades definitorias
de un producto por un escalar, por ejemplo veamos que:

B(zy+z9) = Tz + 2z : existe un tinico y € F tal quey = Z{x; +x2).
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m
T2,

Por otro lado, existen tinicos y1,y; € F tal que y1 = Tz, yp = =

asl my1 = mzi, nY2 = My, luego ny; + nys = m(zy + 1), es decir
n(yty) =m(zet ) > y=yn -ty =>

m m m

—(z1+ z2) = —z1 + —x2

n n 7
Por consiguiente, F' es un espacio vectorial sobre el campo Q. Pero

cualquier espacio vectorial tiene una base, digamos que {z,}.e; €5 base

“de F. Asi
Pe@en>

donde < z, >= {qz,/q € @}. Traducido esto en terminos de grupos,
tenemos que F' es una suma directa de grupos abelianos cada uno de
_lqs cuales es isomorfo a Q. ¢ -
-"Ponga‘r.nos ahora nuestra atencion en el grupo de torsiéﬂﬁi%isibléﬁfl’;
Comeo T es de torsidn, por el teorema 2.13 resulta que T" es suma directa
de grupos primarios y pues'to que T es divisible entonces cada uno de
los sumandos sera divisible. Por tanto, no hay pérdida de géneralidad
en supone_r' que el propio T es primario, digamos que es 'p—primario.
Probaremos que I’ es una suma directa de grupos iéomorfos a
Z(p>).

Para ello, consideremos los subgrupos de T' que son isomorfos a
Z(p™). Veamos que esta familia es realmente no vacia: (*)
Puesto que T es p-primario y T # 02, podemos encontrar un elemento

z1 € T tal que O(z;) = p. Como T es divisible existe una sucesién

de elementos x5,%3,... € T tales que pry; = =1, pr3 = Z3,... y en

*Si T' = 0 la prueba del teorema ya termind.
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general, priy; = z; Vi > 1 (observemos que z; tiene orden p'). Sea
N = [|J;car =] Ahora, definimos:

U: N -—Z(p™) tal que z; ~ 517

Entonces ¥ es un isomorfismo y asi 7" contiene un subgrupo N que es
isornorfo a Z(p*). Por lo tanto la familia de subgrupos de T' isomorfos
a Z(p™) es no vacia. | _

Nuestro objetivo es expresar a T' como suma directa de tales subgrupos,

por tanto consideremos

B = familia cuyos elementos son todos los conjuntos indepedientes® de

subgrupos isomorfos a Z(p™)

Asi, cada elemento de B es un conjunto independiente de subgrupos,
es decir, es un conjunto de conjuntos y por tanto j B es un conjunto de
conjuntos de conjuntos! Ahora, ordenemos B parcialmente por inclu-
cién. Sea {C;};cs una cadena en B, digamos que C; = {A;;}; con C;
independiente y Aj; = Z(p®). Sea C = |J,¢; Cj; veamos que C € B,

para éllo, hay que ver que

(U Aul= P 44

AijEC AieC

®Recordemos que:

1. Si{Si}ier es una familia de subgrupos de G.Y si } ;.1 Si = €D;¢; Si, entonces
~ los subrupos S; son independientes.

2. 8i {z:}ie;r € G. Los elementos r; son independintes si los subgrupos
ciclicos que generan son independientes en el sentido de (1).
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Sea x € [y, ec Aijl tal que o = 25 + ... + iy 5, = 0 con x5, €
Ail,jl; ..
{71, -, 7kt tal que C;, CC¥s=1,---,k " {Aiq, A S C5 ¥
como C; es independiente entonces z;,;, = ... = 2, = 0 Por tanto,
C es un conjunto independiente de subgrupos isomorfos a Z (p°°) A-
demds, es claro que C es la minima cota superior de la ca,depa. {C,}iea-
Ahora por el lema de Zorn, existe un conjunto independiente maxi-
mal de subgrupos isomorfos a Z(p™), digamos {S;}icr. Sea

S=[Js1=ps

icl il

La prueba estara concluida si probamos que 5 =T veamos: por
un lado, se tiene que S es divisible ya que S; & Z(p™) y Z(p™) es di-
visible. Por el teorema 2.17 se tiene que T' = S P R. Queremos probar
que R = 0. Si fuese R # 0, escojamos en R un elemento zy de orden p
(ésto podemos hacerlo pues T' es p-primario).
Como T es divisible, entonces R es divisible y por consiguiente, razonan-
do como (*) podemos encontrar un subgrupo L de R con L ~ Z(p™).
Ahora consideremos F = {S5;};| J{L}. Entonces F es un conjunto in-
dependiente de subgrupos isomorfos a Z(p*°) tal que F 3 {S: }i, lo cual
contradice la maximalidad de {S;};. Por tanto R =0y asi S =T.
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Capitulo 3

Grupos Divisibles

Después de ver la importancia que tienen los grupos divisibles, en este

capitulo demostraremos seis proposiciones que nos daran una mejor

idea de como son estos, los resultados de mayor importancia de este

capitulo estin en la segunda seccidn.

3.1 Tres Proposiciones Preliminares

Proposicién 3.1 . Sea G un grupo, H un subgrupo, D un grupo di-
visible. Sea f + H ~— D un homomorfismo. Entonces f puede ser
extendido a un homorfismo G en D. Es decir que existe un homomor-

fismo ¥ de GG sobre D tal que el siguiente diagrama conmuta:

gy (Bs decir f=T.01, 1 es lainclusin)

59
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Demostracion: Consideremos o conjunto:
S = {(s,h) : S es subgrupo de G tal que H C Sy h:S — D es una
extensién de f}
S # @ ya que (H, f) € S. Definimos el siguiente orden “<” en S:
(Siy ki) < {(S;,h;) © S; C S; y hj es una extensién de h;. Entonces <
resulta ser un orden parcial en.S . Ahora, sea {(Sa,hs)}e una cadena
en Sy definamos Sg = |J, Sa y 51 s € Sp entonces d a tal que s € 5,
asi, también podemos definir ho(s) = ha(s). ho esta bien definida pues
si § € Say,5 € Sa, entonces S,, € S,; 0 bien S,y € S,,, digamos
Sey C Sezy:luego ho,{(8) = hay(s) pues hay|s,, = hoy- |
El elemento (5o, hg) € S ya que por una parte Sp es un subgrupo de
G que contiene a H y por otro lado, si # € H entonces como H C S,
V a tendremos que ho(z) = ha(w)V a (recordemos que todos los Au(z)
coinciden), y por tanto, hg es una extensién de h,,.Va, y por tanto una
extension de f.
Ademas (S, o) es la minima cota superior de la cadena {(Sa, ha)}a ya
que por un lado, Sy contiene a ‘So, Vaysiz € S5, entonces por delinicion
ho(z) = halz), s decir, ho/Sy = ha; por tanto
(So, ko) > (Sa ha) Ver.
Por otro lado si (51, k) > (5S4, he) Yo 512 Sg y como h[S, = hs Va
entonces /Sy = hy es decir: '
(St k1) > (So, ho). Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal
(M,¥) e S.
Mostraremos que M = G

En efecto, supongamos que existe un elemento z € G tal que ¢ ¢ M.

?y
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Sea My = M + {z], claramente, M # M;, asi, que serd suficiente
extender ¥ a M; para tener una contradiccion.
Caso I M([z] £ 90

Sea k el entero positivo mas pequedio tal que kxz € M. Por consigu-
iente, si y € M) entonces y = m + sz con 0 < 5 < k y esta expresién
es Unica (ya que si m 4+ sz = m/ + stz con 0 < s < 9/ < k en-
tonces (s/ —s)Jz =m—m! € M y0 < s/ —s < k lo cual es una
contradiccidn, por la eleccién de k). Sea z = kx. Puesto que 2 ¢ M
entonces ¥(z) estd definido. Como ¥(z) € Dy D es divisible, existe
£ € D tal que k¢ = ¥(z) (= ¥(kz)). Definamos F : My — D por
F(m -+ sz) = ¥(m) + s¢,

Entoces F((my +m2) + (s1 + s2)z)= ¥(my + my) + (51 + 52)¢
(Si 81 -+ 89 < k) .= [\Ii(ml) + 8145] + [\P(mg) + 32{':]
= F(m; + s1z) + F(mg + sax).

Sis;+sy> kentonces sy + s =k+sconl<s<k=

F((m1+my) + (81 + s2)x)= F({my + ma + kz) + sx)
= W(my + mq + kz) + s£
= W(my) + ¥(mqa) + Y(kz) + s
= U(my) + ¥(ma) + ké + s
= U{my) + ¥(mz) + (k + s)¢
= U(my) + ¥(m2) + (s1+ s2)¢
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= (W(m1) + 818) + (¥ (my) + 526)
= F(my + s12) + F(my + s3x)

As{ F' es un homomorfismo y claramente extiende a ¥. Contradiccidn.

Caso IL: M([z] =0
‘Entonces M; = M Plz]. Definamos en este caso F : My — D tal que
F(m+Az) = ¥(m). F estd bien deﬁ.nlida pues la (I:xprésién para -+ Az ;
es tinica, F es homomorfismo y claramente Flps = ¥, es decir, I es !
extension dé ¥. Por lo tanto, (M, F) > (M, l]Z!) yr(Ml,F) # (M, ¥) lo ‘
- cual es una contradiccion. ‘ '

Asi, M= G

Proposicién 3.2 . Sea G un grupo, H un subgrupo y supongamos que
el homomorfismo identidad de H sobre st mismo puede ser exlendido a

un homomorfismo de G sobre H. Entonces H es un sumando directo
|

de G.

Demostracion: Por hipotesis, el siguiente diagrama conmuta: ' i

donde ¢ es la inclusion y i

la ' f flaextension de Iy : H — H. t
Sea K = Ker([). | ‘
H e Mostraremos que: G = H P K.




3.1. TRES PROPOSICIONES PRELIMINARES 63

1. Sea x € G, entonces © = (z — f(z)) + f(z), f(z) € H

y flz = f(z)) = f(z) ~ [(f(2)) =" f(z) ~ f(z) = 0, es decir,
r—fz)EK=>G=H+K

9. Sea z € H(1K. Entonces f(z) =z yaquez € Hy flg = luy;
por otro lado f(z) = 0 pues z € K por tanto z = 0.

Combinando las proposiciones 3.1 y 3.2 se puede dar una sencilla
demostracién del teorema 2.17 del capitulo tres en la pagina 50, esto
es: Un grupo divisible de un grupo abeliano es un sumando directo.
En efecto:

Sea H un subgrupo divisible del grupo abeliano G sea Iy : H — H el
homomorfismo identidad por la proposicién 3.1 existe un homorfismo
f:G = H tal que flg = 1g.

Por la proposicidn 3.2, H es un sumando directo de G.
o

La suiguiente definicion y el lema que le sigue son conceptos que se usan
para demostrar la proposicion 3.3, pero se desarrollaran en el capitulo
cuatro, nos permitimos hacer esto para seguir un orden estético de las

COsas.

Definicidn (Def. {.1): F es un grupo abeliano {ibre sobre {xi}r st

F' es una suma directa de grupos ciclicos infinitos Zy donde Zy = [z

1foi=1Ia,
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Lema(lema 4.3): Cualquier grupo abeliano G es un cociente de un

grupo abeliano libre.

Proposicion 3.3 . Cualguier grup.o abeliano puede ser encajado en

un grupo divisible

Sea G un grupo abeliano. Por el lema 4.3 G = F/K con F libre.
Sea { X, }aca base de F' y sea F” el espacio vectorial sobre @ con base
{Xa}aea- Entonces F puede ser encajado en F' y por consiguiente '/ )
puede ser encajado en F'/K. F'[K .es divisible ya que F’ es divisible
(por ser suma directa de grupos abelianos divisibles: .copia,s de Q) yla
imagen homomorfa de un grupo divisible es divisible. Por lo tanto G

puede ser encajado en el grupo divisible F//K.

3.2 Dos Proposiciones que Caracterizan

Proposicion 3.4 . S5i un grupeo G es un sumando directo de cada

grupo que lo contiene, entonces es divisible.

Demostracion:
Por la proposicién 3.3, G puede ser encajado en un grupo divisible
" D. Por consiguiente, D = G K; como D es divisible entonces cada

sumando lo es, asi G es divisible {observacién 3 pag.44).

Proposicién 3.5 . Las siguientes propiedades de un grupo son equiv-

alentes:
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1. G es divisible.
2. G es un sumando directo de cada grupo que lo contiene.

3. 5t K es un grupo y f un homomorfismo de un subgrupo de K en
G, entonces f puede ser extendido a un homomorfismo de I en

G.

Dem:

(1) = (2) Sea L un grupo y G un subgrupo divisible de L. Entonces
por el teorema 2.17 G es sumando directo de L.

(2) = (3) Por la proposicion 3.4, (7 es divisible y por la proposicién 3.1
f puede ser extendido a un homomorfismo de K en G.

(3) = (1) Sean € Zy z € G. Definimos ¢, : nZ — Gtalquen~z
©p €3 Un homomorfismo y por hipotesis ¢, puede extenderse a un homo-
morfismo ¢ : Z — G. Por consiguiente ny(l) = ¢(n - 1) = @(n) =z
con ¢(1) € G. Asi G es divisible. |

3.3 Una Proposiciéon Adicional

Proposicion 3.6 . Secan G y H dos grupos divisibles p-primarios

entonces G =X H < {9 € G/pg =0} = {h € H:ph=0}.

Dem:

( = ) Es clara.

(< ) Sean Gp| = {9 € G:pg =0} H[p] = {h € H: ph = 0} Sea
0 : Glp] — H[p] un isomorfismo.
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»
1 : .
Gipd G por tanto i/ o ¥ : Glp] — H
es un homomorfismo y
I s lo podemos extender a un

y . homomorfismo ® : G — H

Hpl . H ya que H es divisible,

Veremos que ® es un isomorfismo:

* Sea z € Ker(®) = &(z) = 0. Si fuese = # 0 sea p" = orden de
z con n > 1. Entonces p"~!z tiene orden p y, asi, p*~lz € Glp)-
Entonces ¥(p"~'z) = ®(p"~'z) = p"'@(z) = 0. Como ¥ es
isomorfismo = p*~!'z = 0 lo cual contradice el hecho de que

O(z) =p*. Por tanto P es 1 a .

o I'm(®) es un subgrupo divisible de H por que Im(®) = Gy G es
divisible. Por tanto H = Im(®)D K

~ Afirmamos que K = 0. Siexistieray € K- {0}, sea p™ = O(y)
con n > 1. Entonces p"~'y € Hip|, y asi, =z € G[p)] tal que
®(z) = p"ly; luego p" 'y € Im®P y como, y € K y la suma
es directa entonces p* 'y = 0 lo cual contradice el hecho de que

O(y) = p™. Por tanto H = Im®.




Capitulo 4

Grupos Finitamente
Generados

En un trabajo sobre clasificacién de grupos abelianos no podria faltar el
teorema fundamental de grupos ablianos finitamente generados, que es
una simple generalizacién de su homélogo para grupos abelianos finitos.
Para llegar a tal resultado dividimos este capitulo en dos secciones.
En la primera demostramos algunos resultados (importantes dentro de
la teoria de grupos abelianos libres) preliminares que nos ayudaran en
nuestro objetivo. En la segunda seccion se demuestran las proposiciones

restantes para llegar al teorema fundamental.

4.1 Grupos Abelianos Libres

Recordemos que si S es un subconjunto de un grupo G, se dice que
S genera a G si todo elemento de G puede escribirse como producto
de potencias positivas y negativas de S. (La siguiente condicion es

equivalente: S no estd contenido en ningun subgrupo propio de G).

67
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Definicién 4.1 . F es un grupo abeliano libre sobre {x}r si I es

una suma directa de grupos ciclicos infinitos Zj donde Zp = [zk)

Es inmediato que si |X]| = |¥| < oo, entonces, los grupos abelianos

Tibres sobre X y Y son isomorfos.
Ejemplo 4.1 . El grupo libre sobre {z;,z,} es 2§ Z

Lema 4.2 . S5t F es un grupo abeliano libre con base {z;}:, G un grupo
abeliano arbitrario, y f: {x:}i — G cualquier funcidn, entonces hay

un Unico ho-momorﬁsmo g: F— G tal que g(z;) = f(z;) para todo 3.

n
1=1

Demostracién: Si z € F yr= . kr,conz; € Xyk €Z.

Entonces:

g(z) = Z ki f (@)

Es claro que g es un homomorfismo y que g(z;) = f(zi) Vz; € X.
Ahora sea h : F -+ G un homomorfismo tal que k(z;) = f(z;)Vz; € X.
Seaze Fyz=> kziconz; € Xyki€Z.

Entonces:

h(z) = h(Fiey kiwi) = Yo kibles) = 320, kif(z:) = g(a) " h =g

Ejemplo 4.2 . Sea I" el grupo libre sobre z; (F =~ Z). f: {z1} —
Z, ® Z tal f(z1) = (1,0) entonces g(z) = z(1)

Lema 4.3 . Cualguier grupo abeliano G es un cociente de un grupo .

abeliano Libre.
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En efecto: observemos antes que si X es cualquier conjunto, entonces
existe un grupo abeliano libre F' que tiene a X como base: Si X = {z}
entonces sea F el grupo ciclico infinito Z,, es decir, el grupo que tiene
a & como-generador; en el caso general sea F' = P, .y 2., es decir,
F es el conjunto de combinaciones lineales finitas de elementos de X:
Ty + ...+t npzh, N € Z, 35 €X

Ahora pasemos a probar el lema:

Sea S C G un cojunto de generadores de G (por ejemplo, podemos
tomar S = G) en virtud de la observacién anterior sea F' el grupo abe-
liano libre con base S.

Por el lema 4.2 1 : § — G se extiende a un homomorfismo

g: F— G

Solo falta probar que ¢ es sobre: Si z &€ G, entonces z = ) | kiz;,
conz; ESy k€2 |
Sea y € F tal quey = .1, kiw;, con :c, €ESykeZ

Entonces: g(y)= ¢(> i, kiz;)
= Z?:I klg(mt)
- E‘?’zl kimi

= X.

.. g es sobre.

Como g : F — (G es un homomorfismo sobre por los teoremas de
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isomorfismos se tiene que G = F/K donde K = Ker{g)

Ejemplo43 . SiG = Z;, 9 Z D Zz entonces F = ZHZDHZ y
K=2Za{0}®32

Lema 4.4 . Sea F' un grupo abeliano libre sobre un conjunto de k
elementos. Entonces el grupo cociente F/nF es un grupo finito de

orden n*.

Demostracién: Sea S = {z1,%3,...,zx} una base de F y sea H =
ok, aixi [econa; € Zn y x; € 5}.
H es un médulo libre sobre Z, de dimencién k, por tanto, tiene n*

elementos.

Veremosque: H & F/nkF

Definamos g: FF — H, (si F >z = Efﬂ biz;,con b; € Zyz; € 5),
como sigue | |
g(z) = g b)) = b b € H
es claro que ¢ es un homomorfismo sobre H.
o Ker(g) CnkF.
Tomemos ¢ € Ker(g) = 0 = g(z) = Y.r_ bizi = n|b; Vi = z € nF.
o nF C Ker(yg).
Seaz € nF = o =n YL, bizi = g(x) = Th, binei = 0= z € Ker(g)
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= nf = Ker(yg).

Por tanto y utilizando los teoremas de isomorfismos:

FinF=H

Corolario 4.5 . Sean S y St conjuntos finitos de distinto cardinal, y
F y F'I grupos abelianos libres sobre § y St respectivamente. Entonces

F y FI no son isomorfos.

Demostracién:. La prueba es por contradiccién. Todo isomorfismo en-
tre F'y FIinducird un isomorfismo entre los grupos cocientes F/F" y

F1/Fr*, en contradiccién con el lema.

Con esto se completa la demostracidn de que un grupo abelino libre
generado por una conjunto finito queda completamente determinado

_por la cardinalidad del conjunto sobre el cual es libre.

Definicién 4.6 . Se dice que un grupo es finitamente generado si

tiene un conjunto finito de generadores.

Enunciemos formalmente el diltimo resultado.

Corolario 4.7 . Un grupo abeliano libre F finitamente generado tiene

una unica representacién como suma directe de copias de Z
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Demostracién: Como F estd completamente determinado por la car-
dinalidad del conjunto sobre el cual es libre (digamos n}, sea X =
{z1,Z2, ., Z,} un conjunto que tiene dicha cardinalidad entonces F' =
oty Zy, donde cada Z;; es una copia de Z

.. F es suma directa de n copias de Z y n es dnico.

El suigniente teorema muestra la importancia de trabajar con gene-

radores.

Teorema 4.8 (La Propiedad Proyectiva) Sea §: B — C un ho-
morfismo sobre de B en C. Si F es libre ya: F — C es un homorfismo,
entonces existe un homomorfismo v : F' — B con 3y = «, es decir,

existe un v tal que el siguiente diagrama conmuta.,

Demostracion:

Sea {zx} una base de F. Para cada k, existe un elemento b, € B
con B(b;) = al(zi); esto se sigue por el hecho de que f# es sobre. Sea
f : {zx} — B definida por f(zx) = bx. Por el lema 4.2 existe un

homomorfismo v : F — B tal que y(z;) = by. Para revisar que v = a,
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es suficiente evaluar cada uno de los generadores de F, pero fy(zi) =
ﬂ(bk) = C!(:Ek),
|

El primer teorema de isomorfismos nos dice que si G es un grupo y
B un homomorfismo sobre de G en F, entonces G/ Ker(f) = I7; cl

corolario 4.9 nos muestra un resultado mas fuerte que tal teorema en

caso de que F sea abeliano libre: G = Ker(8) P F.

Corolario‘4.9 . Sea G un grupo y B un homomorfismo sobre de G

e.n‘F, dm:'a‘del F es libre. Entonces
= Ker(p @ S,
donde § =~ F'.

Demostracién:

Considerando el siguiente diagrama:

Donde I, es la identidad. Como se satisfacen las condiciones del
teorema 4.8, existe un homomorfismo 7 : ' — G tal que vy = I,.
Ahora, necesitamos demostrar que v es inyectiva, para poder tomar

S = imagen(y) = F:
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ey es inyectiva:

Sea y € Ker(v)

= 7(y) =0
=y = Li(y) = B(v(y)) = B(0) =0
Ly =0.

Si hacemos S = tmagen(y) = F, entonces G = Ker(y) @ S para pro-

‘bar esto usaremos el criterio del teorema 1.6.

oG esta generado por Ker(B)+ 5
seaz € G es claro que:
z = v(B(z)) + (= ~ 1(B()))
Falta ver que, z — y(B(z)) € Ker(f), ya que obviamente y(f(z)) € S
Bz — v(B(2)))= B(z) — B(v(A(x)))
= (=) — B(=) (Bovy=1a)
=0
(= = — 7(B(z)) € Ker(8)).

eKer(B)(\S = {0}

Sea z € Ker(8)(\5
=>ﬁ(m):0/\3y€Fcon'y(y):m

= B(v(y)) =0
y como Sovy =1,
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Por el teorema 1.6 G = Ker(8) P S donde § = F.

El corolario anterior es muy usado para demostrar el teorema funda-

mental.

4.2 Teorema Fundamental

En esta seccién utilizaremos que el grupo cociente de un grupo G con -
su subgrupo de torsién es libre de torsién, resultado que se probd en
la pagina 44 (proposicién 2.11). En todo lo que sigue se supondfaﬁ que
se trabaja con grupos abelianos finitamente generados, salvo que se in-

dique lo contrario.

Lema 4.10 . 5i G es un grupo abeliano finitamente generado y H es

sumando directo de G, entonces H también es finitamente generado

Demostracion:
Sea S tal que [S] = G y |S| = n. (S existe porque G es finitamente
generado.)

Sea f : G — H el homomorfismo natural {existe y es sobre por ser

sumando directo). f{5) es finito y |f(S)] < n =[]
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Mostraremos que: [f(S)} = H

. fIS|CH
Seay € [f(S)] =y = Zygef(s) ngy; = para cada y; € f(S) 3
zi € S tal que f(zi) =y, =y = Yoestif (i) = f(, i)
ycomo ) oniz €[S]=G=>yecH.

e HCfIS)

-y €H=3z¢cGtal que f(z) = y pero como G = [5] =

T = Ypesti®i = Y = f(&) = f(3, csmiz) = 2, esnif(i)
€ [f(9)] |

Tanto el lema anterior como todos los que siguen son preparatorios para
la demostracién del teorema 4.15. En el capitulo dos demostramos que

@ no es suma de grupos ciclicos, muy al contrario el lema 4.11 nos dice

que:
Lema 4.11 . Todo subgrupo H de Q, finitamente generado, es ciclico.

Demostracion:

Sea S = [%}, %f, ey %f:] un conjunto de generadores de H con a;,b; € Z
y b #0parai=12,..,nseab=1[[" b, ysea f: H— Z definido
asi: f(z) = bz.

f estd bien definido (en el siguicnte sentido: f(z) € ZV x € IH).

Yaquesi,z € H =z =3 mij = f(a) =b3 7, m;% =37 ,-n,'.%i‘é

=1
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€ Z (pues y|bV 1.}

Como f es inyectiva, ya que 0 = f(z) = bx = = = 0, entonces

H =~ f(H).
Sea
JEZ (4.1)

Veremos que f(H) = [d]
como H ~ f(H) = f(H) =[f(5)] = [%ﬁé’%’?g&iﬁ]
anb

por la ecuacién 4.1 tenemos d = ml%llﬁ + mzﬁbzf-{-, ey tma P2 asl, d €

[£(5)]-

Y para cada 30 por la ecuacidn 4.1 se tiene que dlbyt = 3 m; tal que
dmg=b§§:>b§f€[d]

S H = f(H) ~[d].

(Aun més H = dZ = Z).

Lema 4.12 . Si G es libre de torsién y x € G, definamos
<z >={y€ G : my¢€ [z]paraalgunm € Z,m # 0}

< x> es isomorfo a un subgrupo de Q.

Si hacemos G = @, ¢ = 1 entonces [z} = Z vy < z >~ Q (ya que ésta es

una manera de construir los racionales), sabiendo este podemos imag-

inar por donde va la demostracién. Ahora pasemos a la demostracion:

*

%
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e Probemos primero que < > es un grupo.
Sean T, E< T > = d my, mq,n1,ny tales que mxT; = Mmry

Moy = Nal

mamag(z + T2)= mimazy + Mmymyz,
=M T + Mmin,T

= (man1 + mynz)z € [z]

Sl tr e >,

Sea z1 € < z > = J m,n tal que ma:l. = nz = m{—2;) = (—n)z =
—re<T>,
Sea f:< z >— Q tal que f(y) = & cuando my = nz.
e f esta bien definida.
Sean m, n y m/, n/ tales que my = nz y miy = n/z
wo_ n

Veremos que: &£ = 2,
m/f T

ne = my =
ming= mmly

= mnlz

= min = mni(ya que [z] es libre de torsién y en un grupo ciclico libre

de torsion la representacion para un elemento, como miiltiplo de z, es

no_n

;o .
Gnica.) . 25 = I

¢ [ es homomorfismo.
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Sean y; ¥ y2 € < = > entonces existen my, mg, 11 ¥ ne tales que

miy1 = T y Moy = npz. Ahora, sabemos que

muma(y1 + y2)= mamayr + mamayz
== oM T + M7

= (mony + mang )

Entonces:

f(yl + y2)= mamtmyny

mimtz

. mang ming
mimsz MIM2

—n oy ny
: m1+m2

= f(n) + fyz)

Como f es un homonorfismo sélo falta ver que:

e [ es inyectiva. ) 7 .
0=fly)=L =n=0 '
O0=nz=myycomom=#0=1y=0.

Kroem fl<a>) < Q.

Lema 4.13 . Si G es libre de torsion y z € G, entonces Gf < z >

es también libre de torsion.

Supongamos que 3y € G/ < z > tal que ny = 0, para algin n € Z.

comoy =y/+<z>cony €G
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entonces 0 = ny = ny/+ <z >
Z nyl ez >

= 3 m, k tal que mny/ = kz
= ylelz >
Hy=0+<z>
2>y=0eG/<z>

. G/ < z > es libre de torsidn.

Proposicién 4.14 . Sea G un grupo de torsion finitamente generado,

entonces G es finito.

Sea S = {z1,22,...,2, } un conjunto de generadores de G. Como es de
torsion 3 r; € Z tales que r; = (O(w;) para cada ¢ € {1,2,...,n}.

Sea fI = {kizq + k2za + ... + kuzy @ concadak; € {1,2,...,7:}}. Ts
claro que H C Gy #|H| = [, ri < o

Mostraremos que: G C H.

Sea z € G = ¢ = byt baat ..t 1z, donde los [; € 2

por el algoritmo de Euclides , para cada z, 3 a;, b;, tales que l; = r;a;+b;
yl1<b <

= liz; = ("'i-ai + bi)x; = airizi + bizi = bz

=> g = b T14 bhzo4 ...+ bz,

=z € H

LGCH

G=H.
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Teorema 4.15 (Teorema de la Base) Todo grupo abeliano finila-
mente generado G es suma directa de grupos ciclicos. (Primarios o

infinttos).

Demostracion:

Sea G = [z, Z2, ..., Tnl;

Caso (i) G es libre de torsidn: Probaremos este caso por induccién:
Si n=1, entonces G es ciclico de orden infinito (Z), y ya estarfa. Si
n > 1, sea B el homorfismo natural de G sobre G/ < z, > como
manda a z,, al 0 entonces G/ < z, > es generado por n— 1 elementos (o
menos), y por el lema 4.13 es libre de torsién. Por induccidn G/ < z, >
es abeliano libre {acordémonos que un grupo abeliano libre és- suma
directa de grupos ciclicos infinitos). Y asi, por el corolario 4.9 (haciendo
F =G| <z >),G=<z,> P(grupo abeliano libre). Ahora < z, >
es finitamente generado (lema 4.10) y un subgrupo de & (lerna 4.12),
por tanto ciclico (lema 4.11).

Tenemos asi que (G es libre, por tanto suma de grupos ciclicos.

Caso (ii) Caso general: G/tG! es finitamente generado y libre de
torsién, asi, es abeliano libre, por el caso (i). Por el corolario 4.9,
(haciendo F' = G/tG) G = tG @P(abeliano libre). Por el lema 4.10, (G
es finitamente generado y de torsidn, por ello finito (proposicion 4.14).
Por el teorema de la base para grupos finitos (teorema 1.13, pagina 20),

t(& es suma directa de grupos ciclicos.

G es el grupo de torsién de G
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Teorema 4.16 (Teorema fundamental) Tode grupo abeliano fini-
tamente generado GG tiene una unica representacion como suma direcla

de grupos ciclicos primarios e infinilos.

* Demostracién: A
Sabemos que G ~ tG &P G/tG. La unicidad para (G es precisamente
el teorema fundamental de grupos abelianos finitos. La unicidad para

. la cantidad de sumandos ciclicos infinitos es el corolario 4.7.



Apéndice A

Lema de Zorn

En el desarrollo del presente trabajo se hace uso de una version del
lema de Zorn que se refiere al concepto de un conjunto parcilamente
ordenado. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunte con una

relacion binaria > que verifica:
1. z > z (reflexivilidad)
2. > y,y > z implica ¢ = y (antisimetria)
3. x> y,y > z imphcaz > 2 (transiﬁvidacl).

Sea S un conjunto parcialmente ordenado y T' un subconjunto. El ele-
mento z € S se dice que es la MINIMA COTA SUPERIOR de T
siz > yparatoday € Tystz2>y, Yy €T = 2z >z Observemos
que el elemento z puede o no estar en 7. Una minima cota superior no
necesariamente existe, pero en caso de existir es unica (Si z1, 2,
son dos M.C.S. para T entonces z; > t Vt € T(: = 1,2), luego =1 2
¥ Tz > xy, por tanto x; = x3)

Diremos que un elemento z de un conjunto parcialmente ordenado S

83
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es MAXIMAL si § no contiene un elemento “mas grande” (es decir,
siyeSyy>z=zr=y).

Notemos que § podria contener muchos elementos maximales.

‘Diremos que un conjunto parcialmente ordenado es una cadena (o

conjunto linealmente ordenado) si cualquiera dos elemento son compa- -

rables, es decir, z > y 6 y > z.
Lema de Zorn: Sea S un conjunto parcialmente ordenado en el cual
toda cadena liene una minima cota superior. Fntonces S tiene un ele-

mento maximal
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