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Introducción

Dentro de las matemáticas hay un tipo de estructuras algebraicas lla-

madas grupos que aparecen en muchos campos,

Howard Eves escribe (ver [1, pag. 130 ])

"... El programa de Erlangen pareció legítimo y correcto en un tiempo

en que la teoría de grupos invadía casi todo el dominio de la matemática,

y algunos profesores de ésta empezaron a creer que toda matemática no

es sino un aspecto u otro de la teoría de los grupos. ..."

Aunque Eves da entender que los grupos han pasado ha segundo ter-

mino, todavía existen muchos campos, de la matemática,en los que el

concepto de grupos es fundamental, por ejemplo, la base de la Topología

Algebraica es el llamado grupo fundamental.'

Hay un resultado (teorema de Cayley) que nos dice que todo grupo

es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones. Pero este no

es un gran adelanto ya que el grupo de permutaciones es siempre más

•	 1El grupo fundamental del círculo es Z, el grupo fundamental del toro hueco es
ZXZ, el grupo fundamental del plano proyectivo es Z2 el de la botella de Klein Z2
el de la esfera es el trivial etc. Hay muchas propiedades de los espacios topológicos
que se pueden probar apartir de la estructura de su grupo fundamental.(Para más
sobre esto se puede ver Tesis de licenciatura de Gloria G. Andablo Reyes).
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4	 INTRODUCCIÓN

complicado que el original. Un mejor camino para desentrañar la es-

tructura de los grupos es tratar de ponerlos en terminos de otros grupos

más conocidos y más manejables. En este sentido hay un resultado lla-

mado teorema de "Jordan-1181der" que dice que cualquier grupo finito

tiene una única descomposición en grupos finitos simples2; este teorema

es similar al teorema fundamental de la aritmética en el sentido de que

la descomposición siempre existe y es única salvo el orden. Esto no es

tan fuerte como parece, ya que puede haber dos grupos distintos con

la misma descomposición; por ejemplo: 22 X Z2 y 24 tienen la misma

"descomposición Jordan-H51der"(a saber 22), y sin embargo son gru-

pos distintos.

En presente trabajo se desarrolla un resultado más fuerte3 para el

caso concreto de grupos abelianos. Además de que se desarrolla una

teoría similar para grupos abelianos finitamente generados, y grupos

abelianos infinitos.

En el capítulo uno, se demuestra que todo grupo abeliano finito

tiene una única descomposición como suma directa de grupos ATI para

varios primos p, más aun si dos grupos tienen la misma descomposición

son isomorfos.

En el capítulo dos se demuestra que todo grupo abeliano arbitrario

es suma directa de un grupo "divisible" más un grupo "reducido", y los

2Ver [3, 51 de la bibliografía o Tesis de licenciatura de Guillermo Davila donde
se hace un desarrollo similar a los libros citados.

3De la descomposición de un grupo sólo se puede construir el grupo en cuestión.
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divisibles4 a su vez son sumas directas de copias de Q, y de "2(pc°)"

para varios primos p.

En el capítulo tres se hace una mejor caracterización de los gru-

pos divisibles, ya que estos son la parte más "grande" de los grupos

abelianos arbitrarios. Para estos dos capítulos aunque el trabajo se

apega más a [4] también se puede ver [8].

En el capítulo cuatro se generaliza el resultado anterior a los grupos

finitamente generados, es decir, todo grupo finitamente generado tiene

una única descomposición como suma directa de grupos Zpn y Z. Para

este y para el capítulo uno se pueden tomar como referecias [8, 7, 6]

y para ver más ejemplos para el material expuesto se puede ver [2].

Aunque en [7] la herramienta usada es de_otro tipo (teoría de funtores).

Para terminar el presente trabajo, aparece, en forma de apéndice el

enuciado de Lema de Zorn que es usado en muchas de las demostra-

ciones que aquí aparecen.

4Tanto el consepto de divisible como Z(r)serán desarrollados en el capítulo
tres
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Capítulo 1

Grupos Abelianos Finitos

En este capítulo daremos una caracterización de todos los grupos abe-

lianos finitos en terminos de sus "factores directos"; de hecho demostra-

remos que todo grupo abeliano finito tiene una descomposición única

en productos directos de Zip , 1 al cual llamaremos teorema fundamental

de grupos abelianos finitos Este teorema es guarda cierta anlogia con

el teorema fundamental de la aritmética.

Para ello en la primera sección revisaremos la definición de producto

directo,' demostraremos también un resultado (teorema 1.6) que nos

será de gran ayuda en la demostración de muchos otros resultados im-

portantes del presente trabajo. En la segunda sección demostraremos

que todo grupo finito tiene una descomposición en suma directa de

grupos cíclicos "p-primarios". En la tercera sección demostraremos la

unicidad de dicha descomposición con lo que llegariamos el teorema

1 A1 contrario de la descomposición "Jordan-1-181de? , esta es única en el siguiente
sentido: Si dos grupos tienen la misma descomposición, entonces son isomorfos.

2En esta sección los resultados son para grupos arbitrarios (aunque los ejemplos
son de grupos abelianos).

7



8	 CAPITULO 1. GRUPOS ABELIANOS FINITOS

fundamental.

1.1 Preliminares

Definición 1.1 . Si H y K son grupos, el producto directo (ex-

terno) de H y K, denotado por H X K, es el conjunto de todos los

pares ordenados (h, k), donde la operación binaria es la siguiente

(h, k)(ht , kt) = (hht , klet).

Ejemplo 1.1 .3 Sea H = Z2 = { 0, 1} y K = Z3 = { 0, 1, 2}, entonces:

H x K = {(0, 0), (0, 1), (O, 2), (1, O), (1, 1), (1,2»

y la tabla de multiplicación de este grupo es:

H x K (0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1,2)

(0,0) (0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1,2)

(0,1) (0,1) (0,2) (0,0) (1,1) (1,2) (1,0)

(0,2) (0,2) (0,0) (0,1) (1,2) (1,0) (1,1)

(1,0) (1,0) (1,1) (1,2) (0,0) (0,1) (0,2)

(1,1) (1,1) (1,2) (1,0) (0,1) (0,2) (0,0)

(1,2) (1,2) (1,0) (1,1) (0,2) (0,0) (0,1)

Las siguientes observaciones nos serán de gran utilidad para el desa-

rrollo de nuestro tema:

3Los ejemplos (estos tienen el único objetivo de aclarar algunos concep-
tos) del presente capítulo todos tienen que ver con Z„, esto no es de extrañarse ya
que son estos presisamente los "factores primos" de los grupos finitos.
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H X K es un grupo que contiene copias isomorfas de H yK, a

saber, H x {1}4 y {1} x K.

En el ejemplo 1.1 H X {1} = Z2 X {0} = { (0, 0), (1, 0)} Pzi Z2 y

•{1} x K = {0} x Z = {(0, 0), (0, 1), (0, 2)} 	 Z3

H X {1} y {1} X K son subgrupos normales de H X K. Estos

dos grupos generan H xK y su intersección es {(1,1)} .

3. HxKrz-..'KxH.

Tomando H y K como en el ejemplo 1.1 podemos establecer el

siguiente homorfismo f:HxK --> K x H:

Claramente f es un isomomorfismo.

Proposición 1.2 . Sea G un grupo con subgrupos normales H y K

tales que Hn K = {1} y HK=G entonces:

hk = kh,V hEH y k E K.

b) sea a E G, entonces existen únicos fi EHykEK tales que a = hk.

4Como es costumbre para grupos en general se utilizará el 1 como unitario, y
cuando se hable de grupos abelianos se utilizará el cero.-
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Demostración:

Sabemos que K y H son normales, así que,

E K y k-l hk E H h-l k- l hk E K y h-l k-1 hk E H

pero H n K = {1} h-1 k-1 hk = 1 k'hk = h hk = kh.

Si a E G = HK entonces a = hk; supongamos que a -=

con h, h1 E H y k,kt E K. Luego h -1 h/ = kki-1 , así este elemento

está simultáneamente en H y I(, es decir, en Hn K = {1}, por tanto

h = hl y k = kt.

n

La proposición anterior nos servirá para demostrar el siguiente:

Teorema 1.3 . Sea G un grupo con subgrupos normales H y K tales

que H n K = {1} y HK = G, entonces G H x K.

Demostración: Sea f : G —› H x K definida por: f (a) = (h, k) 5 , donde

a=hk.

f (ata)	 f [(hkhlkt)] = f[(hhIkkl)] =- (hitt , kkl) = (h, k)(11.1, 1d) =

f(a)f(a1). Claramente f es sobre y además, si f(hk) = (1,1), en-

tonces (h, k) = (1,1) luego h= k=lyhk = 1, es decir, f es inyectiva.

5 Está bien definida por proposición 1.2
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Ejemplo 1.2 . Sea G = Z10 entonces H = {O, 5} y K = {O, 2, 4, 6, 8}

en efecto: HnK {O} y IIK G, por tanto, H x K 22 X Z5

Teorema 1.4 . Sea G = x K y sean 111 <I II y Ki K. Entonces

Hl x	 ci G y GAIII X Ki) P.-1 (Will) X (K/Ki).

Demostración: Sean a : H —› HIHi y j(3 : K —> KIKi, los ho-

momorfismos naturales. Sea F : G —> (H/ H1) x (KIK].) definida:

F(h, k) = (a(h), fl(k)).

F es un homomorfismo cuyo núcleo es Hl x K1 y la imagen de F es

(H1H1) x (K/K1), por uno de los teoremas de isomorfismos se sigue

G/(Hi x Ki) (H/Hi) x (I(/K1).

Corolario 1.5 . Si G=H X K, entonces G AH x {1}) K.

En el ejemplo 1.2 es claro que 2.10/Z2 Z5.

Los elementos de un producto directo externo son pares ordenados,

una condición algo restrictiva. Diremos que un grupo G es el producto

directo interno de H y K, si H y K son subgrupos normales de G con
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HnK. {1} y HK = G.

El émfasis aquí es que los propios factores y no copias isomorfas

de ellos yasen en G. (Si G = H x K es un producto directo externo,

entonces es también el producto directo interno de H x {1} y {1} x K

pero no es el producto directo interno de H y K). Las dos versiones de

producto directo por supuesto, producen grupos isomorfos. En lo suce-

sivo no distinguiremos entre externo e interno y diremos sólo producto

directo, de acuerdo con el siguiente

Teorema 1.6 . Si G es un grupo con subgrupos normales H1 , H2 , ..., Hm,

entonces G	 G =	 y para toda :1, 11 i nrui�; In -
{1}

Demostración:

() Por inducción:

Para m=2 el teorema es equivalente al teorema 1.3.

Supongamos que el teorema se cumple para m=k-1:

Es decir: G =	 Hil y para toda j, Hi n [u, .	 = {1}	 G tz's

111-1
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ÉL,/ Para m=k:

Sea H = ] y como se cumplen las hipótesis de inducción para

H y los primeros k-1 Hi, se tiene que

H

luego G=	 II= [ut] n U Hm] = [11 U Hm]

por lo que II fl Hm = Hm nui,rn H = {1} y

por el teorema 1.3 G H x Hm, por tanto, G fli H x Hm,t--1

(�-) Por inducción:

Para m=2 trivial por las observaciones hechas anteriormente.

Para m=k-1: si G	 entonces G [Uhl In y para toda

j,H fl[U � H] = {1}
Para m=k:

Sea F; =	 Hi por hipótesis de inducción F} 	 FI I	 así

que

G	 x 11; , luego

entonces: {1} = F]; nH;
y G [Fm U Hm], por tanto, G [Uririi Ii U Hm] "-ti [U:1i IL]

Este teorema es importante porque se usará como criterio para de-

mostrar validos otros resultados.

= II n[u,,, /id Vi
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1.2 Descomposición en Grupos Cíclicos
Primarios

En lo que sigue trabajaremos exclusivamente con grupos abelianos .

Como es usual, utilizaremos la notación aditiva en vez de la multiplica-

tiva:

ab a ± b
a-1 —a

1 0
an . na

ab-1 a — b
HK H + K
Ha H + a

Producto directo Suma directa
H x K He K
Hmi=i zi=i

factor directo sumando directo

Las siguientes observaciones para grupos abelianos simplifican mu-

cho las cosas:

Si a, be Gy n EZ entonces n(a b) = na nb

Si H es un subconjunto no vacío de G, entonces [H] es el con-

junto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de H con

coeficientes enZ.

Definición 1.7 . Sea p un primo. Un grupo G es p-pimario (ó es

un p-grupo) si todo elemento de G tiene orden una potencia de p.
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Si se trabaja en el contexto de grupos abelianos se usa el término p-

primario; si no, se usa p-grupo.

Por ejemplo, 82 y Z16 son 2-primarios, 827 es 3-primario.

Definición 1.8 . Sea G un grupo y p un primo, Gp es el conjunto de

todos los elementos en G cuyo orden es una potencia de p.

Claramente Gp es subgrupo de G.

Ejemplo 1.3 . Si tomamos G = Z20, entonces G2 = {0, 5,10,15}

Z4), y G5 = {0,4, 8,12,16}	 85)

El siguiente teorema es el primer paso hacia el objetivo de este capítulo

ya que reduce el problema de clasificar grupos abelianos finitos al de

grupos p-primarios finitos

Teorema 1.9 (Teorema de Descomposición primaria :) Todo

grupo abeliano finito es una suma directa de grupos p-primarios.

Demostración: Afirmamos que G = E Gp , donde los indices varían

sobre el conjunto de todos los primos que dividen a IGI. Usaremos el

criterio del teorema 1.6 , y demostraremos en este orden:.

i) x E G = x es una combinacion lineal de elementos en Gp.

fi) Gp r)[(J,�p Gq] = {O}
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(i) Sea x E G,x O, y sea n el orden de x. Por el teorema fundamen-

tal de la aritmética, n = 	 , donde los pi son primos distintos

y el exponente ei > 1. Tomemos al conjunto de ni = 4,-, y observemos

que (ni, n2, ..., nk) = 1. Así, existen mi tales que Eiti mini = 1, por

lo que , Eik minix x; nótese ahora que p:Imin,x = intnx = O, así,

minix E Gp,. Conclución UG„, genera a G.

(ji) Sea x E Gp n[U,i�p Gq]. Por un lado tenemos, pe X = O para

algún e; por otro x = E xq, donde gel = O, para exponentes eq. Ha-

gamos t = fi qeq, entonces tx	 O. Es claro que (pe ,t)	 1, así, exiten

a, b e 2 tales que ape	 bt = 1 por lo que x = apex btx = 0.

rl

Los subgrupos Gp de G son llamados componentes primarias de G.

Ejemplo 1.4 . Tomemos G = 24 E) 26 entonces las dos componentes

primarias son G2 P.:1 24 ED Z2 y G3 RD1 23

Proposición 1.10 . Sea G un grupo abeliano p -primario y sean

Y2, •.., yt elementos de G tales que

fyi, y2,	 yd = [Yil EB[Y21	 [vil



1.2. DESCOMPOSICIÓN EN GRUPOS CíCLICOS PRIMARIOS 17

(a) Si z1,z2,...,zt son elementos de G tales que pzi = y; V, í enton-

ces [Z1) z2, • ••) zt] = ki}eHe•••ekti

(b) • Si ki,k2,...,kt son enteros entonces

k2y2,	 ktyt] = [koi] ®[k2 y2]	 %[ktyt]

Demostración: Usando el criterio del teorema 1.6, la primera parte

es obvia para ambos incisos:

(a) Sea x E [z4	 entonces x =	 = Ejoi mizi} por lo

que px = m i (pzi) = miYi = Ei#i miYi E wiin[u�ifyin = {O}
px = O. Por consiguiente pm i zi = m iyi = O	 plm i 6 también;

como O = Ejoi p(mi zi) = 3.0 , m;(pzi) = Ei#imiyi r miyi = O,

luego por (6) pim i V j. Sea mi = ptj. Así, x = pt izi = Ei�iptizi

x = t iy i = j�i t jy;

Por tanto x = O

(b)Sea x E [ki y.i] Uni� i [ ki yi ]]. Luego,

x = m i ki y i = j�i mi kjy; E [yd{j[r]i�i[yi]] = {O}

Por tanto x = O.

n

6 Como el orden de yi es una potencia de p y rni yi = O entonces plmi.
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Ejemplo 1.5 . G = 216B4, (2,0) y (0,4) son tales que [(2, 0), (0, 4)] =

[(2, O)] ® [(0, 4)]

por (a) [(1,0), (0,2)] = R1,0)1 CE) [(0, 2)]

y por (b) [(6, O), (O, 4)1 = [(6, 0)] 03 [(0, 4)]

Definición 1.11 . Sea G un grupo abeliano y ni un entero positivo.

mG es el siguiente conjunto

mG {mx : x E G}

Es inmediato que mG es un subgrupo de G. De hecho mG es la imagen

del homomorfismo f: C ---> G definido por f(x) = mx.

Ejemplo 1.6 . Si G = Z8 entonces 2G = {0, 2, 4, 6} Z4

Lema 1.12 . Sea p un primo, un grupo abeliano G con pG = {0} es

un espacio vectorial sobre el campo zp y es una suma directa de grupos

cíclicos cuando G es finito .

Demostración: Denotaremos por17 la clase de residuos del entero k

en Z.

Definimos una multiplicación escalar en G por Ti: x kx donde x E G

Esta operación está bien definida ya que si k E	 mod (p) entonces

k	 = mp para algún m E Z, luego (k — T;.)x	 mpx = 0, luego

kx =-k-x.
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Se puede ver fácilmente que G es un espacio vectorial sobre 2;„ y

si G es finito, entonces G tiene una base, digamos, {x 1 , x2 , ..., x 1 } . Así

G = [x l , x 2 , ...,x t]; veamos que G = [x 1 ] e [x2] e ... e [xi]

Si a E [xi] n[u.,�i[x3]1, entonces a = ki x i = >i� , kix,porloque

xi = y: k, k, 1 x,

si ki	 O entonces Xj está en el espacio generado por {xj}, � 2: lo cual es

imposible ya que son linealmente independientes.

Así, G = [x 1 ] e [x2] e ... e [x t] (por el criterio del teorema 1.6).

Ejemplo 1.7 . Sea G = {O, x i , x 2 , x3 } con la siguiente tabla de sumar:

e o X1 X2 X3

O 0 Xi X2 X3

X1 Xi 0 X3 X2

X2 X2 X3 O X1

X3 X3 X2 X1 O

Aquí 2G = {O} (todos los elementos son de orden 2). G es un espacio

vectorial sobre Z2 y G = [xi] e [x3] (o también G =	 e [x2]).

El siguiente teorema es importante ya que es prácticamente la de-

mostración de la existencia de una descomposición de G en suma de

grupos 4,y,

Notación : G[p] = {x E G 1 px = o}
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Teorema 1.13 (Teorema de la base:) Todo grupo abeliano finito G es

una suma directa de grupos cíclicos p — primarios.

Demostración: por el teorema 1.9 podemos suponer que G es p-primario.

Usaremos inducción sobre m, donde m es un entero positivo tal que

pmG = {O}, (tal entero existe, pues tomese ni =	 : donde. (1)

(gi) = pm', gi E G}) . Si in = 1, el teorema es exactamente el lema

anterior.

Supongamos el teorema válido para m y demostrémoslo para m+1.

Así, sea pni+1G	 {0}. Sea H = pG; entonces pmH = {0}, y por

hipótesis de inducción H es suma directa de grupos primarios cíclicos

Es decir

H = pG = E[yi] con yi E pG

por lo que existen elementos zi E G, con pzi = yi. Si L es el subgrupo

de G generado por los zi, entonces L = E[z] (proposición 1.10).

Afirmamos que L es un sumando directo de G, para lo cual, debemos

producir un subgrupo complementario M de G tal que L e M = G.

Como G[p] = {x E G : px = 0}, entonces p(G[p]) = O, así es que se

cumple que G[p] es un espacio vectorial sobre Zp por el lema anterior.

Si cada ki es el orden de cada yi, entonces cada kizi tienen orden p:

en efecto pzi = yi	 p(kizi) = ki(pzi)= kiyi = O

y así, kizi E G[p].

Por la proposición 1.10, el conjunto de kizi es subconjunto indepen-

diente del espacio vectorial G[p], extenderemos ahora este conjunto a

una base de G[p] es decir existen elementos {x,,, x2, ...,:r3} tales que:



1.2. DESCOMPOSICIÓN EN GRUPOS CÍCLICOS PRIMARIOS 21

{kizi } U {x i , x 2 , ..., x,} es una base de G[p]. Sea M =

Como los x i son linealmente independientes, entoces M = Eix ;1 (obs:

M C C[13]).

Queda por probar que G = L e M. para ello usaremos el criterio del

teorema 1.6.

ro I, n M = {0}: Si x E LnM, entonces

x E bizi E aix;

pero como x EMC G[p],px = O,

así E pbi zi = O entonces 70 = pbi zi = biyi V i

= bli ki ya que el orden de y i es ki ; se tiene pues:

O = x — x =Ebi xi —Eaix; -=-Ebli kixi — E a X.1

pero {kizi } U {x;} es una base de G[p] por tanto	 O y a• = OVi, j

x = O;

(iiJ G=L+M.

Sea x E G.	 px E pG = H	 px = ci y i = Epci zi entonces

p(x — E CjZi) = O

x — E Cili E G[p]. Como {kizi,xi,.,x,} es base de G[p]

x — E CiZ	 E aix; + E bikixi

x — E ajxj + E (c€ biki)Zi E L M

n

7Por ser independientes
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Si G un grupo abeliano finito, por el teorema anterior G = Epici

donde Gi es cíclico y pi-primario (pi algún primo). Se tiene entonces

que lCd=	 con ai > 0 ya que si 1G = q-1311	 ...gfis' con qi = , qt

primos distintos y fit > 0 (1 e {1,2,..., ․ )) y si algún /3t > 1(1 .� 1)

entonces por el teorema de Cauchy para grupos abelianos ]y e Gi tal

que 0(y)	 qt � pi lo cual contradice el hecho de que Gi es pi-primario.

Así, G =	 Zp?; donde pi es primo y ai > 0.

Los siguientes dos lemas nos ayudarán a demostrar la unicidad del

teorema fundamental.

Lema 1.14 . Si G =	 Hi entonces mG =	 mlli y G[p] =

(Hi[P1)

Demostración: Sea x E mG entonces x = mg para algún g E G. Por

consiguiente existen hi E Hi (i = 1,2,...,12) tales que

	

=	 + h2 + + hi,

mg = mhi + mh2+ + mh E mili + mH2 +	 +

;Ahora si z E mHi n[i	 mII	 hi;], entonces z = m =	 mh EE

-= {0}	 z	 O
Por tanto, mG =

Ahora, sea x E G[p] (por tanto px = 0). Existen hi E ii (i =-

1, 2, ..., u) tales que x	 hl+ h2 + • •• ha, luego O	 px = phi + ph2 -I-



1.3. UNICIDAD DE LA DESCOMPOSICIÓN 	 23

...+ ph„ E ED:_. 1 Hi . �- phi = OVi	 x E Hi[p] + Hz[p]	 + Hn[p].

Si z E H; [p] n[ui�i Hi [p]], entonces se tiene que z E IIi y pz = O y

también z E [Uj�i Hi]ypz	 z E Hi n[u„,	 O.

Lema 1.15 . Sea H un grupo abeliano finito con pH {O} (por tan-

to IR] = pa , a > O) para algún primo p (H es llamado grupo abeliano

fundamental). Cualquiera dos descomposiciones de H en suma directa

de grupos cíclicos tiene el mismo número de sumandos d(H).

Demostración: Supongamos que II =	 ED711 [z.d. Como H es

un espacio vectorial sobre 4, se sigue que {y i , y2 , ..., yn} y {zi , z2 ,	 z„,,}

son bases de H, luego n = m.

Observemos que cl(H) es la dimensión de II considerada corno es-

pacio vectorial sobre 4,

n

1.3 Unicidad de la Descomposición

Notación: Si G es un grupo abeliano finito p-primario y si n > O es

entero entonces:
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U(n,G),d(  PnGnc[p] 
prt-FiGnGipp

donde d(II) es la dimención de II como espacio vectorial sobre ;;

Podría pensarse que la definición de U(n,G) esta fuera de contexto

pero con el teorema 1.17 demostraremos que U(n,G) es precisamente

la cantidad de sumandos cíclicos de orden p1+1. Antes de demostrar

dicho teorema demostraremos una proposición auxiliar.

Proposición 1.16 .	 Si c(p1) es el grupo cíclico de orden p7t+1

(Zn+1), entonces:

zp	 pn a(p71-1-1)	 19.(p71+1)[p]

Para la demostración de esta proposición utilizaremos la notación de

clases residuales, pero sólo para esta proposición.

Demostración:
zp
	

{O, p', 2pn 3pn,	 (p 1)p'} C pna (pn+1 )

ahora, tomemos Y e o-(pn+1) tal que pnY E pna(pn+i) y sea x el entero

positivo más pequeño que pertenece a la clase de residuos Y modulo

pn+1. Entonces por el algoritmo de euclides existen k1 y k2 tales que:

x = kip k2 con O < k2 < p

pnx = pn+lki pnk2 con O < k2 < p

pnr: pnk2 con O < k2 <p

prT E {O, pn, 2pn,3pn,..., (p — npn}

zp pnc(pn.+1)
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Sabernos que p" (pn+1 ) C o-(p"-")[p],

tomemos ahora, Y E c r (pn+i )[p]	 = O

Sea a: el entero positivo más pequeño que pertenece a la clase de resi-

duos Y modulo p"-". Entonces por el algoritmo de Euclides existen k1

y k2 tales quq:

x ki p" + k2 con O < k2 < pn

(O =) px p"+i k i pk2 con O < pk2 < P114-1

0 < pk2 = rpn-H. <

=7 ,1 k2 = O

kipa E pacr(pa+i).

Ahora pasemos al teorema que nos interesa..

r.L'eorema 1.17 . Sca 6' un grupo (-aflijan ° finito n-primorio. (›tualgimu

a dos descomposiciones de O en una suma directa de grupos cíclicos

tiene el mismo número de sumandos de cada orden. De hecho, el

'número de sumandos cíclicos de orden p" -1-1 es U(n, O).

Demostración: Sea G E a i , donde cada a l es un subgrupo cíclico de

G. Ahora, adoptaremos la siguiente notación:

E 0-(P) e E 0-(P2 ) e ED E 0-(P`),
donde E a(pi ) significa la suma de Lodos los subgrupos cíclicos de orden



26	 CAPITULO 1. GRUPOS ABELIANOS FINITOS

pi y E coi	 {0} Si no hay sumandos de orden p.'. Por el Irina 1.14,

G{Pi = E cr(r)EPI	 Y; 0-(P2)[P] ED	 y:a(pt)[p]

G[P] =	 g(1))	 Pc(P2) G G	 pt-ia(pt)

mientras que

pnG = Pna(P)	 pmp2)g...g Pna(Pt) (n 51)

y también por el lema 1.14

pn G	 pn pn +1 )	 pn er pn 4- 2 ) 	 e z yfuQ t ) (7i � o
Una obserbación importante que debemos hacer es que tanto E c(p)

como E a(pi)[p] y Epru(pi) (con r < i) tienen la misma cantidad de

sumandos por lema 1.14.

Entonces,

PnG 11 G[19) =E Pna(pr') e E pna(pn+2)	 ® EPna(Pt)

nza(p) EP0-(p2)ED ED EP'10-(pt)

Así Vn <1,

PnGnG[Pl=
pno.(pn+1,ezricr(pri+2,e...ezpi_1a(pt)
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Esta igualdad se tiene porque:

{0} C pi o-(pi+1 ) para i = 0,1,2, ..., n.

Y
piCT(pi-1-1) C pna(pt-f-1) para i = n,n + 1,	 t — 1

Además de usar el hecho de que si A l , bl C Cl ; A2 9 B2 C Cf2;

...; An , Bn C Cn Y [u;_,Cii =	 •••	 Cn entonces (Al	... ®: in )

I (Bie-eBn)=- (AinBis...eAnnB„).

Luego,

pn+1 G G[p] = E pn+lu (pn+2) 9 E pn+2 0.03n4-3) e e E pt_10.(pt)

(pncnc[p])AriGnqpi),>_:pnuorfi)
por tanto:

U(n,G)	 d(	 pnCT(pn+1))

Se tiene además p pno.(pn-bi) = O y por lema 1.15, se sigue que

U(n,G) es la dimención de E pn0"(pn+1 ) como espacio vectorial sobre

4,, es decir, U(n, G) es la cantidad de sumandos de orden pn+1.

Ahora, U(n,G) depende únicamente de G, no de la descomposición de

G, por tanto para cualesquiera dos descomposiciones de G la cantidad

de sumandos de orden p n es la misma.

n

Teorema 1.18 . Sea G y H grupos abelianos finitos p-primarios En-

tonces G Izz-J H si, y sólo si U(n,G) = U(n, H) Vn 0
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Supongamos que f :C ---> I/ es un isomorfismo. Se tiene que

= E ui, donde cada cri es cíclico, y por el teorema 1.17, U(n, G) es

el número de a; de orden pn+1, ahora

H = f (G) =- f (E	 = E f (ci) (por ser isomorfismo)

y f (ai) = a; V i.

Para cada n > O hay así U(n,G) sumandos f (ai) de II de orden

pn+1 pero, por el teorema 1.17, este número es U (n, H). Por tanto

U(n, G) = U(n, H) Vn > O

(.�) Supongamos U (n, G) = U(n, H) V > O. Por el teorema 1.17

tenemos que el número de sumandos cíclicos en G de orden pn+' coincide

con el número de sumandos cíclicos en H de orden pn+1, Vn > O

Sean

E er(p) F, a (P2) 9 eD E acpi)

Y

H = E 'a(p) e E 'a(p2)	 E 'u(?)

luego E a(pi) y E' a (pi) tienen el mismo número de sumandos entonces

t = .9 y E o-(pi)	 a(pi) por tanto

G= E u(P) ED E 0-(P2) ED e E 0-(P`)
r=1 E' 0-(P) e E' 0-(P2) ED ED	 0-(Pt) =



1.3. UNICIDAD DE LA DESCOMPOSICIÓN	 29

Entonces G	 H

Los dos teoremas anteriores casi completan el objetivo de este ca-

pítulo, solo falta librarnos del adjetivo p-primarios lo cual lograremos

con las siguientes tres proposiciones.

Lema 1.19. Sean G y H grupos abelianos finitos y sea f : G —> H

un homomorfismo. Para cada p se tiene,

f (Gp ) C Hp

Demostración: Sea y E f (Gp ), entonces y = f (x) para algún x E Gp.

para algún a > O pa x = O

luego p"y = pa f (x) = f (pa = f ( 0) = O.

o(y)ip"	 o(y) = IP para algún o
y E Hp

n

Teorema 1.20 . Sea G y H grupos abelianos finitos; G H si, y

solo si Gp Hp para todo primo p.

Demostración:

(�.) Observemos primeramente que sif:G—>Hes isomorfismo en-

tonces para x E G, o(x) = o(f(x)). En efecto sea m = o(x) entonces

rrzf (x) = f (mx) = f (0) = O y si O < r < m fuese tal que r f (x) = O

O = rf(x) f(rx) �. 8 rX = O

8por ser 1-1
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por tanto, o( f (x)) = o(x).

Ahora, nos gustaría ver quef(Gp) = H. Ya tenemos f(C) C Hp; si

z E Hp o(z) = p" =p&z = O para algún a > 0. Como z E H, 3x E

G tal que f(x) = z y puesto o(x) = o(f (x)) = o(z) 	 o(x) = p", así,

z = f (x) con x E Gp, es decir, Hp C f (Gp).

Por tanto f : Gp —› f (Gp) =	 es isomorfismo, es decir G	 11, Vp

primo .

Sabemos que G = G)G, donde 19 varía sobre el conjunto I de

los primos divisores de Pi.

Análogamente H = e H9 con q variando sobre el conjunto de indices

J de los divisores de ¡Hl.

Por hipótesis, para cada p E I primo, Gp Hp, por tanto, H contiene

un subgrupo Hp y como ésto se verifica Vp E I

G -= eGp ictf, eper Hp <II. Análogamente II Pi TqcjG, <G.

por tanto G H

Teorema 1.21 ( Teorema fundamental) Sea G un grupo abeliario

finito. Cualquiera dos descomposiciones de G en suma directa de grupos

cíclicos primarios tiene el mismo número de sumandos de cada orden.

Demostración: Supongamos que G W cri; G euj donde en ambas

descomposiciones los sumandos son grupos cíclicos primarios.

Sea p un primo tal que ¡4o(G)
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y sean (para n > O)

k = # de sumandos de orden pri+1 que aparecen en ® ci y

1= # de sumandos de orden p' +l que aparecen en ED

® ci	 ® °	 (ED cri ) p re:J., (e blp por el teorema 1.20

U(n,	 o-i )p ) = U(n,	 oTi )p ) Vn > O por el teorema 1.17 y por el

teorema 1.18

Por lo tanto k = 1. (V p, V n).

n



32	 CAPITULO I. GRUPOS ABELIANOS FINITOS



Capítulo 2

Grupos Abelianos Infinitos

Al contrario de los grupos abelianos finitos, los infinitos no están com-

pletamente clasificados, sin embargo los principales resultados los p-

resentaremos aquí. El principal resultado es el siguiente: Si G es un

grupo abeliano infinito, entonces G = EQWE2(t)e)R para va-

rios primos p; donde E Q es suma directa de copias de Q, Z(p")es

la componente p-primaria de Q/2 y R es un grupo abeliano "reduci-

do". Para llegar a la demostración del resultado anterior empezaremos

con algunas definiciones y ejemplos, que veremos en la primera sección,

después en la segunda sección revisaremos los conceptos de grupos de

torsión y libres de torsión que utilizaremos en el capítulo cuatro. En

la última sección demostraremos algunas proposiciones antes de de-

mostrar el resultado del que hablamos arriba.

2.1 Preliminares

Grupos cíclicos

Un grupo G es cíclico si puede ser generado por un sólo elemento. Si tal

33
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elemento tiene orden infinito, entonces G es isomorfo al grupo aditivo

de los enteros y es llamado un grupo cíclico infinito; si tiene orden finito

n, G es cíclico de orden n y es isomorfo al grupo aditivo de los enteros

módulo n.

Usaremos la notación 2 y Z respectivamente para estos dos grupos.

Sumas directas externas

Sea {Gi}EI una familia de grupos, donde I es cualquier conjunto Defin-

imos la suma directa de los grupos Gi denotada:

:= {(ai)ici E fije/ Gi/ai = O para toda i E / salvo un número finito }

Es decir los elementos de eier Gi son "vectores" que tienen todas

sus coordenadas O (cero) salvo un número finito.

La suma en Tic/ Gi se define componente a componente es decir:

(a)€j	 (b)€j := (ai	 b)ier con esta operación, G resulta ser un

grupo abeliano.

Unión e Intersección:

Si S y T son subgrupos de un grupo; Sabemos que S n T es también

un subgrupo.

Más generalmente, si {Si}idi es una familia de subgrupos de G, nic,
es un subgrupo de G. En la unión, no ocurre lo mismo (la unión de

dos subgrupos no es en general un subgrupo; de hecho SUT es un

subgrupo <=>SCTC•TCS). El subgrupo más pequeño que contiene
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a S y T (como ya vimos antes) es presisamente S + T el conjunto de

todos los elementos s t donde s E S, t E T. Generalicemos la idea:

Definición 2.1 . Sea {Si } ieI una familia de subgrupos de G. Su

unión, escrita como E je/ Si, es el subgrupo más pequeño que contiene

a Si V i E /.

Proposición 2.2 . Eje, Si = {E;=1 s ie l s i, E S,„r E J\r} (el conjun-

to de todas las sumas finitas de elementos de Si ).

Demostración: Claramente el segundo conjunto es un subgrupo de G

y contiene a S i V i E /, por tanto contiene a E je]. Si ; recíprocamente,

Eje/ Si contiene a todas las sumas que aparecen en el segundo conjun-

to; así, ambos conjuntos coinciden.

n

Sumas directas internas

Al trabajar con sumas directas se está más frecuentemente afrontado

al problema de mostrar que un grupo es isomorfo a la suma directa de

ciertos de sus subgrupos. Supongamos primero que el grupo G tiene

subgrupos S y T tales que S n T = {O}, S -FT = G. Entonces como ya

probamos en el teorema 1.3 (productos directos finitos) G es isomorfo

a la suma directa interna de S y T. En general, uno dice que G es la

suma directa de S y T y se escribe S ED T.
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Proposición 2.3 . Sea {SWEI una familia de subgrupos de G, en-

tonces G ert;	 G = Eier AViE 1 Si nE,,, S; = {0}

(o equivalentemente a esta última condición: cada g E G tiene una

represntación única como suma finita de elementos de los subgrupos

Demostración:

Sea k-P : G —> eie, Si tal que si y = si, -I-	 sin entonces

kif (9) =

donde:

si„ t = 1, ..., n

xi = O, Vi � it A t = 1, n

W está bien definida, pues la representación para g es única, I/ es

homomorfismo, es sobre y su núcleo es O. :. III es isomorfismo.

Sea (I) : G —n ejiGiSi un isamofismo y sea a E G. Existen únicos

E Sit(t	 1,...,n) tal que 4)(a) = (xi)ici donde

= si„ t = 1,	 n

xi = O, Vi � it A t = 1, n

Sea S i = {(x i) E esi/x, ES, xi	 O Vi � j},

Si es un subgrupo de e€1 S; 875,-- si A 51.i Rf' (1)(5i) < ED JE/ Si-
Así podemos pensar .1(85) como Si Vj. Por tanto Vt = 1, n t(S) =

{(x1)} donde
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xi = Sje

xj= O, V j it

y por consiguiente

1, (a) = (xi)ier = ( xnicr+(xnier+•••+(x igiEr = 4D(si1)+d)(si2)+••.+
(I)(s i„) =	 + s i, + ...+ si„) como 4, es 1-1	 a = Sh+Si2 + * s.+ Sin E1
E si.

Ahora:

Sea a E Si, n	 Si. Entonces: a = s i, =	 sin con

•••,im	 2 ,. ff)(a) = (xaiEr donde

xi = sir

X T: = O Vj

y 1. (a) =	 )+...+4)(s)„,) = (4 1 )iEr+-«+(4lier = (xi)ier
donde

xi, = si, con t = 1, 2, ..., m

Xy = O Vi � jt	= 1,2,...,m)

por lo tanto 4 = O, luego a = O.

n

Definición 2.4 .

1. Sea {Si } ieI una familia de subgrupos de G. Si Eie/

diremos que los subrupos Si son independientes.
i€1 Si,



2. Sea {xi}iel C G. Diremos que los elementos xi son independ-

intes si los subgrupos cíclicos que generan son independientes en

el sentido de (1).

Escribiremos E1(x) para el subgrupo generado por todos los

elementos{xi}.

La siguiente proposición nos hace notar la relación (o analogía) de este

concepto y el de independencia lineal en espacios vectoriales.

Proposición 2.5 . Una condición necesaria y suficiente para que los

elementos xi E G(i E 1) sean independientes es que: si una suma finita

E nixi = 0(n E Z) entonces cada nzxi = O

Demostración:

Por hipótesis EiEf(xi) = e i(xi). Supongamos que

	

77jXj	 O
suma finita

para cada.i tenemos: nixi = — Ei� , nix; =

	

(-ni)xi E (xi) n	 (xi) = {O}
3

('H Si X E (X j) n E �€(x) entonces

y 

	

X =	 =	 ni x
j� i, finita

	

(—ni)xi E.i�; nix = o	 nixi O =	 Vi i
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Por lo tanto, los x, son independientes.
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xio = <401

Xj = O V i io

Caso 1 ( a io ) es infinito.

Tomemos cualquier n > 1. Sea y = (yi);Er E G. Si y io	 O

entonces y io = ma jo y así ny es tal que nyj0 -= nma io 	ajo , por

consiguiente ny � z0 . Si yio = O entonces ny i„ = O � a;0ny

Zo.

Caso 2 ( a jo ) es finito.

Sea n = Q(a jo ) y sea y = (y i ) i e I E G. , entonces ny = (ny i ) ie t es

tal que ny io = n(majo ) = ro(na ia )= O � ajo = dio

�.ny � z0.

e

Racionales Módulo uno

es un subgrupo de Q. El grupo cociente 0/Z se conoce como los

racionales módulo 1.

Observemos que todo elemento en Q/2 tiene orden finito en efecto:

Sea r	 E Q/Z donde r	 E; p E 2,q E Ar entonces q(7- + 2) =

qr+2=p+2=2.

También observemos que Q/Z no es suma directa de grupos cíclicos,

en efecto:

Si r + 2 E Q/Z con r = E ;p E 2,q E N. Sea n E Ar entonces el

'Donde aso es el generador del grupo cíclico al que pertenece
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elemento s 2 con s = -P- satisface n(s + 2) = n(-P- + 2) = r	 ynq	 qn

por la propsición 2.7 Q12 no puede ser suma directa de grupos cíclicos.

El Grupo .Z(r)

Hay una importante modificación de los dos ejemplos precedentes. Sea

p un primo fijo. Denotemos 2 al grupo aditivo de aquellos números

racionales cuyos denominadores son potencia de p es decir:

= {lin E 21- U{0}, rn E Z}.

formemos el grupo cociente 212 y denotémoslo por Z(pc°).

Observación:

2(p°°).	 + In E 2+ U{0}, 0 < m < pn}

En efecto: Sea y EZ(r) entonces y = + 2 con mE 2,n > O

por el algoritmo de la división 3 t, r E 2 tales que ni = pnt + r con

O <r<pn; luego sp2,1=t+ p+, y así;n7, +2,(t+.»..„)+2=-;,-,+2

donde O < r < p"

Cosideremos por ejemplo p=2: podemos escribir los elementos de 2(2°°)

como ri; 1; 1; 1; 1; 1; 1; i;	 .1; etc. bajo el entendido de que la adición

toma lugar módulo 1. Así 	 =	 + = 43-- + =	 etc.

¿cuales son los subgrupos de 2(t)? Por ejemplo hay un subgrupo

de orden p consistente de U; I; ...• 	 uno de orden p2 consistente de
P	 P

U; 51; ...;2; y en general un subgrupo cíclico H de orden pn generado

	

P	 P

	Por	 {U; ; ...;  p'2

Afirmamos que los únicos subgrupos propios de 2(r) son los

En efecto: Sea H un subgrupo de 2(p'),II $2(r) observemos que

2(r), al° H,,, y Hn C H,t+itin E N. Como H Z(p')3y E
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2"(p°9 tal que y oí digamos que y = vÑcon (k,p) = 1,0 < k < pN

y N	 1. y sea M = min{n/--t E/H para algún k E {1, ... ,pn-i } tal
Pn

que (k,p) = 1} (1)...Necesariamente +4,	 vi-vr E {1, ..., pM — 1} tal

que(p, 1) = 1 pues como 0(—mi =	 ) = pM entonces si ocurriera

que p,r E H para algún 1 como antes se tendrá que ( ,-;/-4-)	 ) C

lo cual es una contradicción.

De la elección de M y de la observación (1) se sigue que Hm n Ií =
Hm_i.

Además no puede existir z E ( HM+1 — Hm) n H pues si así ocurriera,

digamos z =  A4.1.1 con (1,p) = 1, 1 <	 entonces como (  j  )+1

(  ,j+1 ) = HM+1 se tendría que HA,E +1 C	 Hm C II lo cual es absur-

do. Por consiguiente HAI+ 1 n H = [(Hm+ — HM ) n II]	 n II] =
Hm n	 = Hm_i

y en general Hm+k n H = Hm_ i Vk > 0

H = uz_o n H = [urti=-01 (11. n	 U [unm(H. H)] =

[U
i

n o(Hn n H)]Ullm_ i = HM-1 n II U	 = HM_ 1 . Así hemos

probado que los únicos subgrupos propios de Z(p°°) son los H„, que

son de la forma:

1
= ( p—n ) = {0,1,1,—, 

pn — 1
} ect'd Zpn

pn pn	 pn

Como hemos visto antes, los subgrupos forman una cadena acenclente

que nunca termina:

05 H15H2...9Hn5-9Z(Pcc).
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Por el contrario, toda cadena descendente de subgrupos debe ser finita.

Así, Z(r)tiene la condición de cadena ascendente.

Ahora daremos otra relización de Z(r):

Proposición 2.8 . Sea p un primo y sea A(?) = {w E Ç : tüPn =

1}. Si A = Unce-o A(Pn) entonces A es un grupo bajo la multiplicación

ordinaria en Ç y es isomorfo a 2(p')

Demostración: Sean to1,w2 E A. Entonces existen n/, n2 E N'U{O}

tales que wr = w2 2 = 1.

Si n = max{ni, n2} entonces:

(wiw2)Pn -= (wi)Pn(w2)P" = 1 	 1 = 1.

Claramente, si tul"' = 1 entonces (w-1)Pn = (u)P") -1 =- 1.

Ahora observemos que para cada n E N, A(pf) es un grupo cíclico, de

hecho:
A (pn) = (cos*j_2	 men 211 )\ = (eT,T)

pn I	 pn 

Definamos 1,b : Unce-0 A(p71)
	 2(Pc(3)

2/<r:
como sigue: e7r 1-> I. está bien definida.pn

2ki In 2112 ift 

Observemos que i.P(e.r e 	 ) =-	 ) = ktt r- + 111
e 2(kip-l-k2),

P"	 P"	 P"
2k/r,

Claramente 7P es sobre y es inyectiva ya que tP(er) = O= O
P"

E z e2rz = 1
P"

•

2.2 Grupos de Torsión

En esta sección reduciremos el problema del estudio de grupos, al de

de grupos torsión y grupos libres de toesión. También demostraremos
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que todo grupo de torsión es suma directa de grupos primarios.

Definición 2.9 . Diremos que un grupo abeliano es un grupo de tor-

sión si todos sus elementos tienen orden finito.

Por ejemplo Q/Z y Z(pc°) y todo grupo finito es un grupo de torsión.

Ejemplo 2.1 . Sea G = {cos(W) isen(fn In EN— {0); k E

2}, donde la operación es la multiplicación usual en Ç. Así G es

infinito; pero todo element de G tiene orden finito pues (cos( 3^

= cos(2k7r)-Fisen(2kir) , 1, de hecho G = { w E (C I wn.is„.(23kar

Definición 2.10 . Diremos que un grupo es libre de torsión si todos

sus elementos (excepto el O) tienen orden infinito.

Por ejemplo 2 y Q son grupos libres de torsión.

Ejemplo 2.2 . Sea G = {2' I r E 2} con la multiplicación usual de O.

Así ningún elemento no identidad tiene orden finito ya que:

(29n = 1 * 2rn 14, r --= Oón=0

Proposición 2.11 . Sea G un grupo abeliano y sea T el conjunto

de todos los elmentos en G que tienen orden finito. Entonces, T es un

subgrupo de torsión y G/T es libre de torsión. T es llamado el subgrupo

de torsión de G (a veces lo denotaremos por tG).

Demostración:



2.2. GRUPOS DE TORSIÓN	 45

T es un subgrupo de torsión G:

Sean a,b E T	 3 Ha, nb E Z tales que naa =- 1 y nbb = 1.

Ahora, (nanb)(ab) = (nanb)ab = O	 ab E T

y —na(--a) = naa = O —a E T

T es un subgrupo de torsión de G.

G IT es libre de torsión:

Si z E GIT digamos z=g+T. Entonces si n E N, entonces nz = 0 14-

ng T = T <Ir> ng E T am E .Ar mínimo tal que m(ng) =0<t>gE

T z = O

Definición 2.12 . Diremos que un grupo de torsión es primario si

existe un primo p tal que todo elemento tiene orden una potencia de p.

El estudio de los grupos de torsión es reducido al estudio de los

grupos primarios por el suiguiente teorema:

Teorema 2.13 . Todo grupo de torsión G es una suma directa de

grupos primarios

Demostración: Para cada primo p consideremos el conjunto Gp C G

cuyos elementos tienen orden una potencia de p. Gp es un subgrupo de

G y además es primario, probaremos que G =
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1. Sea x E G tal que 0(x) = n	 donde los pi son primos

distintos y r i > 1V i.

Escribamos n i = n/pP Vi; así (n i , ..., n k ) = 1 y por tanto 3 a1,

a k E 8 tal que a i n i +	 + ak nk = 1

luego

x a i n i x + a 2 n2x + + aknkx

y como

p:' (a inix) = a i (nx) = O	 ainix E Gp,

G es la unión de los subgrupos Gp.

2. Supongamos que x = yi + + yk = zr + + zk tal que y„ z, E

Gp, V i = 1, ..., k. Entonces y i	= (z2 + + zk ) — (y2 + + yk);

pero yi	tiene orden una potencia de pi y el lado derecho tiene

un orden producto de potencia de p2 , ...,pk . Esto sólo es posible si

yr — zr = O. Análogamente se prueba que y, — z, = O Vi = 2, ..., k.

E!

De hecho : Hay una única manera de expresar a un grupo de torsión

como una suma directa de subgrupos primarios, uno por cada primo p.

En efecto :

Ya que si G = % Hi donde por cada primo p hay un solo Hi p-primario

entonces II; = Gp (pues siempre es cierto IIi C Gp si x E Gp forzosa-

mente x E Hi).

Por consiguiente, la descomposición es única no sólo salvo isomorfismos;

los subgrupos son subgrupos únicos. Damos ahora dos ilustraciones cid
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teorema 2.13:

Ejemplo 2.3 . Consideremos el grupo cíclico Z„ donde n

donde pi son primos distintos y ri > 1V i se tiene entonces que Zn =

Zpiri e ... ED Zpicrk

Ejemplo 2.4 . Sea G el grupo aditivo de los racionales módulo 1, es

decir, G	 Q/2. Afirmamos que la componente p primaria para el

primo p, Gp, es presisamente Z(p').

En efecto:

Claramente Z(p')C Gp. Ahora, sea e E Gp tal que e = + Z con

O < m < n, (m, n) = 1.

Existe k > O tal que O = pk e =	 + 2, luegonjPI-1 E 2 y esto implica

que nipk pues (m., n) 1. Así n = pi con I < k y por tanto e = p+zE
Z(p'). Por consiguiente, Q12 es suma directa de todos los subgrupos

Z(Pce).

2.3 Grupos Divisibles

Definición 2.14 . Sea n e 2,G un grupo abeliano y x E G. Diremos

que x es divisible por n, si existe un elemento y E G tal que ny = x.

Ejemplo 2.5 . El elemento O es divisible por cualquier entero.



Ejemplo 2.6 .	 Si Q(x) = ni entonces x es divisible por cualquier

entero primo relativo a ni. En efecto: si (k, ni) = 1, existen enteros A, a

tal que kA mp = 1 por consiguiente (kA -} ni/0x x	 kAx - max

x	 k = x	 k (Ax) x.

EC

Ejemplo 2.7 . En el grupo aditivo de números racionales, cada elemew

to es divisble por cada entero no cero (x = 9, n E Z — {0}. n(=
nq	 q

Definición 2.15 . Un grupo abeliano G es divisible si para cada

x E G y cada, entero (no cero) n existe un elemento y E G tal que

ny = x.

Equivalentemente, G es divisible si G nG Vn E Z — {0}

Observaciones

Un grupo cíclico no es divisible.

Veremos que : 3 xo E G y 3 no E 2 tal que Vy E GnoY xo

En efecto:

si G es finito, entonces G =< a >, no = Q(a) = I G I, xo = a

entonces Vy E G noy = noma = ra(noa) = O	 xo. Si G es

infinito, tomamos no cualquier entero no cero.

Una suma directa de grupos cíclicos no es divisible (esto ya lo

probamos antes corolario 2.6).
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3. Una suma directa de grupos es divisible <=> cada sumando es di-

visible.



2.3. GRUPOS DIVISIBLES	 49

Demostración: Supongamos que

G=EDG,

Sea cti E Gi y n E Z. si x =	 tal que x; = O V j

xi = ai. Entonces 3y = (y.i);€1 E G tal que ny = x, luego

nyi =

Sea x (xi)ier E Gyn E Z. Para cada i El 3 yi E Gi tal

que nyi = xi; así y -= (yi)ier es tal que ny = x.

La imagen homomórfica de un grupo divisible es divisible.

Demostración Sea G divisible, H un grupo y 1. : G --> II un

homomorfismo sobre.	 Sea y E H, n E Z. Existe x E G tal

que ql)(x) = y. Para este x existe xo E G tal que nxo = x. Sea

Yo = 43.(x0) entonces nyo roP(xo) = 1.(nx0) = 41)(x) = y.

El grupo de racionales módulo uno es divisible.

Demostración Sea II: Q —> QI Z la proyección canónica. Como Q

es divisible y II es epimorfismo entonces Q/2 es divisible (por 4).

6. El grupo Z(r) es divisible:

Este hecho no es aparente a partir de la definición de Z(r)

como 12 puesto que para p primo

2	 : m E Z, n E 2+ U {0}}
pfl
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no es divisible. (Esto se tiene por lo siguiente: sea x = 1 , p >

2, n = 2; supongamos que ay = 14p E P con (m,p) = 1 tal que

2
Pk	

2m = 1. Si k > 2 entonces 2m = pk-1 lo=-2 = 1 . Entonces	 k-1

cual es imposible pues (2,p) = (m,p) = 1. Si k = 1 entonces

2m = 1 m = 2contradicción pues m E 2).

Como vimos en el ejemplo 2.4 (de la pagina 47) que 2(p") es un

sumando directo de los racionales módulo uno entonces por (3)

2(p") es divisible.

Demos otro argumento más directo:.

Como 2(p') es primario, entonces por el ejemplo (2) todos sus

elementos son divisibles por cualquier entero primo relativo a

p. Sea x = "7:„ con (m,p) = 1,s > O sea n =	 _pl.: con

ri > 1Vi = 1,2,...,k. á p,	 p V i	 (n,p) = (rt,ps ) = 1 y

así x es divisible por n (por el comentario inicial).

Si 3i tal que p, = p, digamos pi = p entonces el entero —7,1T es

primo relativo con p y así 3y E 2(p') tal que (40y = x así
Pi

72();r) = x con ( 21T ) E2(p").	 2(r) es divisible.

Definición 2.16 . Diremos que un subgrupo H de G es divisible sí

para cada h E H y cada n E 2— {O}, 3 h l E H tal que nh i = h.

Teorema 2.17 . Un subgrupo divisible de un grupo abeliano es un

sumando directo.
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Demostración: Sea H un subgrupo divisible de G. Nuestra tarea es

encontrar un subgrupo K de G con II n K = {O} y H + K = G. La

prueba del teorema utilizará el lema de Zorn.

Sea ,F = {L < G : HnL= {0}}.

.F es no vacío pues al menos {O} E

Nos gustaría conseguir un L tan grande como sea posible; buscaremos

por tanto un elemento máximal en ,F. Ordenemos parcialmente .F por

inclusión. Para usar el lema de Zorn tenemos que verificar que toda

cadena en ,F tíene una mínima cota superior.

Supongamos que {Li}i es una cadena en F.

Para conseguir la mínima cota superior simplemente tomamos la unión

de los L,: Sea M =	 Li Necesitamos verificar tres cosas:

M es un subgrupo.

Sean x, y E M; existen i, j tal que x E Li, y E Li y como Li C Li

ó L} c L entonces x—y EL óx — yELix — yEM.

III1M = {0}.

n M = n(UiLi) ui(HnLi) = {O}

M es la mínima cota superior de {Li}i.

Es claro que Li C M Vi y si N D Li Vi EIND M.

Así por el lema de Zorn ,F tiene un elemento maxímal K. Así K es

un subgrupo de G tal que K n H = {0}. Probemos que G = H + K.

Supongamos lo contrario. Por consiguiente, existe un elemento x E G

tal que x L H+K. Necesariamente x E K (pues sixEKx=-0+x E

H + K). Sea IO el subgrupo generado por K y {x}. Lin K y de hecho
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= + nx/k E K,n E Z}. Por la maximalidad de K tenemos que

H n KI $ {O} ; por tanto, existe un elemento h E HnICI,h	 O,

digamos

h = k + nx	 (*)

De la ecuación (*) se tiene que nx E H +K. En otras palabras, cada vez

que tomemos un y O H + K es decir un g = g +(H + K) O podernos

encontrar n E Z tal que ng E H + K; por consiguiente rig	 y así

G/(H + K) es un grupo de torsión.

Supongamos que n es el más pequeño entero positivo tal que nx E

H + K (por consiguiente n > 1). Sea p un primo tal que pin y sea

y = (1)x. Como ap < n entonces y « H+K (por elección de n). Pero :

py = nx = h — k

Puesto que H es divisible 311 1 E H tal que h = ph i sea z = y — hi,

entonces zgli+K (por que si z E H+ K entonces y E H+K

contradicción) pero pz = py — ph i = (h — k) — h = —k E K

Como zgH+K podemos repetir el argumento de antes y formemos

un subgrupo K// generado por K U{z} y de nuevo por la maximalidad

de K, 'CP n H {0}. Así, existe un elemento h 2 E 101 n H tal que

/1 2	O es decir,

(**)...h 2 = k2 + mz. donde h 2 O, k2 E K, m E 2

No puede ocurrir que m sea múltiplo de p porque de ser así, el lado

derecho de (**) estaría en K y el lado izquierdo en H, luego h2 E

(H(lK)— {O} contradicción.
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Por consiguiente, (m,p) = 1, luego existen enteros a, b tal que am -1-

bp = 1. Entonces, como amz = ah2 — ak2 E H + K, se tiene que

z = ainz + bpz E H + K lo cual es una contradicción.

Por tanto, G = H + K.

Teorema 2.18 . Cualquier grupo abeliano G tiene una única repre-

sentación como suma directa de M y N donde M es un grupo divisible

que contiene a cualquier otro subgrupo divisible de G, y N no contiene

a ningún subgrupo divisible.

Demostración: Sea C	 {Ha1 Ha es un subgrupo divisible de G} y

sea M = [U Ci = {xa, + + x„Ixa, E Ha, Vi E Ar}, ahora, dado

n E H, aya, E Ha, tal que nya, = xa„ por tanto xa,	 xa, =

n (ya1 +...+ ya k ) es decir M es divisible.

Eng
Claramente M es máximo (por construcción) y es el único con tal

propiedad.

Por el teorema 2.17, M es un sumando directo de G Así G = M e N.

Ahora, el sumando N no puede tener subgrupos divisibles distintos de

O pues de ser así, éstos estarían contenidos en M y así N (.1 M O lo

cual es imposible.

Definición 2.19 . Un grupo abeliano es REDUCIDO si no contiene

ningún subgrupo divisible no cero.
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Así, el teorema 2.18 establece que todo grupo abeliano G es la suma

directa de un subgrupo divisible maximal de G y un grupo reducido.

Teorema 2.20 . Un grupo abeliano divisible es suma directa de gru-

pos, cada uno de ellos isomorfo o bien, al grupo aditivo de los números

racionales, o bien a Z(p°°) (para varios primos p).

Demostración: Sea G el grupo y sea T su subgrupo de torsión. T es

un subgrupo divisible de G ya que si n E 2, x E T entonces existe

y E G tal que ny = x. Como x E T, 3 m E g tal que mx = O y así

mny	 T.

Por el teorema 2.17; 	 TeF donde F G/T y por tanto, F es

libre de torsión y también divisible (por ser imagen homomórfica de un

grupo divisible).

Ahora estudiaremos T y F separadamente. Relacionaremos la discución

acerca de F con la teoría de espacios vectoriales.

.SeaxEFynE2—{0}:ComoFes divisible y libre de torsión

existe un único y E F tal que ny = x (este y es único pues si

ny/ = ny = x con yt E F entonces n(yl — y) = O	 (yl — y) tiene orden

finito	 yl — y = O pues F es libre de torsión, así yl = y.)

Por tanto podemos dar un significado único a la expresión (1)x y por

consiguiente, también podemos dar un significado único a rx donde

r E Q. Así podemos definir:

Q x F	 F tal que (r, x) =r • x

Es fácil verificar que ésta función verifica las propiedades definitorias

de un producto por un escalar, por ejemplo veamos que:

'(xi ta

	

+x2) = xi +	 : existe un único y E F tal que y = ran (x i +x2).
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Por otro lado, existen únicos Y1 ,Y2 E F tal que yi = xi, 112 =

así nyi = nzxi, ny2	 mx2, luego nyi ny2 = m(x2 xi), es decir

n(yi ± 112) = m(x2 xi)	 y = + 112

+ x2) = —x1+ — x2

Por consiguiente, F es un espacio vectorial sobre el campo Q. Pero

cualquier espacio vectorial tiene una base, digamos que {xa}aci es base

de F. Así

F = e < xa >
cYEI

donde < xa >= {qxa I q E Q}. Traducido esto en terminos de grupos,

tenemos que F es una suma directa de grupos abelianos cada uno de

los cuales es isomorfo a Q.

Pongamos ahora nuestra atención en el grupo de torsión divisible

Como T es de torsión, por el teorema 2.13 resulta que T es suma directa

de grupos primarios y puesto que T es divisible entonces cada uno de

los sumandos será divisible. Por tanto, no hay pérdida de generalidad

en suponer que el propio T es primario, digamos que es p-primario.

Probaremos que T es una suma directa de grupos isomorfos a

Z(PG<>).

Para ello, consideremos los subgrupos de T que son isomorfos a

2(p"). Veamos que esta familia es realmente no vacía:
	

(*)
Puesto que T es p-primario y T 02, podemos encontrar un elemento

xl E T tal que 0(xl) = p. Como T es divisible existe una sucesión

de elementos x2, x3, ... E T tales que px2 = xl, px3 = x2, ... y en

2Si T = O la prueba del teorema ya terminó.
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general, px,+ 1 = x, Vi > 1 (observemos que x, tiene orden pt ). Sea

N = [Li tem x i]. Ahora, definimos:

: N -->Z(r) tal que x,

Entonces kif es un isomorfismo y así T contiene un subgrupo N que es

isomorfo a Z(p°°). Por lo tanto la familia de subgrupos de T isomorfos

a Z(p°°) es no vacía.

Nuestro objetivo es expresar a T como suma directa de tales subgrupos,

por tanto consideremos

B = familia cuyos elementos son todos los conjuntos indepedientes 3 de

subgrupos isomorfos a Z(p°°)

Así, cada elemento de B es un conjunto independiente de subgrupos,

es decir, es un conjunto de conjuntos y por tanto ¡ X3 es un conjunto de

conjuntos de conjuntos! Ahora, ordenemos B parcialmente por llichi-

ción. Sea {Ci }jej una cadena en 13, digamos que Gij = {A.1i } i con C;

independiente y A3 	Z(p°°). Sea C = U; Ex C.i; veamos que C E 13,

para éllo, hay que ver que

[U A.ii]. ED Az,
Ai,EC	 A,EC

3Recordemos que:

1. Si {Si }ier es una familia de subgrupos de G.Y siliel	 eiel Si , entonces
los subrupos Si son independientes.

2. Si {xi } iE r C G. Los elementos xi son independintes si los subgrupos
cíclicos que generan son independientes en el sentido de (1).
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Sea x E [UAijec Aii] tal que x = x1j1 + • • • + Xík,jk = O con x 1,j E

Aiikii; • • • ; xiik E Aik,5, . Pero AiL3, E Ch; • • • ; Aikdk E Cj k Luego 3j E

{ji, • • , ik} tal que C33 C C3Vs r- 1, • • , k {Aii,h,« • • ,A,;„} C Ci y

como C3 es independiente entonces xi151 	 xiki„ = O Por tanto,

C es un ~junto independiente de subgrupos isomorfos a Z(p'). A-

demás, es claro que C es la minima cota superior de la cadena {Gi}ej.

Ahora por el lema de Zorn, existe un conjunto independiente maxi-

mal de subgrupos isomorfos a 2(p°1, digamos {S}er. Sea

s [u si] = e si
iez	 ier

La prueba estara concluida si probamos que S = T veamos: por

un lado, se tiene que S es divisible ya que Si R.-1 Z(r) y 2(p00) es di-

visible. Por el teorema 2.17 se tiene que T = 8 $ R. Queremos probar

que R O. Si fuese R O, escojamos en R un elemento xl de orden p

(ésto podemos hacerlo pues T es p-primario).

Como T es divisible, entonces R es divisible y por consiguiente, razonan-

do como (*) podemos encontrar un subgrupo L de R con L Z(p').

Ahora consideremos .F = {8,}iU{L}. Entonces .F es un conjunto in-

dependiente de subgrupos isomorfos a Z(r) tal que Y {Si}i, lo cual

contradice la maximalidad de {Si}i. Por tanto R O y así 8 = T.
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Capítulo 3

Grupos Divisibles

Después de ver la importancia que tienen los grupos divisibles, en este

capítulo demostraremos seis proposiciones que nos darán una mejor

idea de como son estos, los resultados de mayor importancia de este

capítulo están en la segunda sección.

3.1 Tres Proposiciones Preliminares

Proposición 3.1 . Sea G un grupo, H un subgrupo, D un grupo di-

visible. Sea f : H ---> ID un homomorfismo. Entonces f puede ser

extendido a un homorfismo G en D. Es decir que existe un homomor-

fismo \II de G sobre D tal que el siguiente diagrama conmuta:

tp (Es decir f = o i, i es la inclusión)

59
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Demostración: Consideremos el conjunto:

S = {(s, h) : S es subgrupo de G tal que H C y h : ---> D es una

extensión de f}

0 ya que (H, f) E S. Definimos el siguiente orden "<" en S:

(Si , h;) < (S„ h,) <4. Si C 513 y Ei es una extensión de h i . Entonces <

resulta ser un orden parcial en S. Ahora, sea {(Sa , ha ll a una cadena

en S y definamos So = U a Sa y si s E So entonces 3 a tal que s E Sa,

así, también podemos definir ho(s) = ha (s). ho está bien definida pues

si s E Sa„s E Sa, entonces Sa, C Sa, o bien S, C S„, digamos

S„ C ,S,„ 2 , luego ha,(s) = ha,(s) pues ha,,Isa, = ha,.

El elemento (So, ho) E S ya que por una parte So es un subgrupo de

que contiene a H y por otro lado, si x E H entonces como II C Sa

a tendremos que ho(x) = h a (x)V a (recordemos que todos los ha(x)

coinciden), y por tanto, ho es una extensión de ha Va, y por tanto una

extensión de f.

Además (So, ho) es la mínima cota superior de la cadena {(Sa , ha ll a ya

que por un lado, So contiene a Sa Va y si x E S. entonces por definición

ho(x) = ha (x), es decir, ho/Sa = ha ; por tanto

(So, ho) > (Sa ,ha ) Va.

Por otro lado si (St,ht)> (Sa, h a ) Va Si D So y como la Sa = ha Va

entonces hl/So = ho es decir:

(S1,111) > (So, ho). Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal

(M, E S.

Mostraremos que Al = G

En efecto, supongamos que existe un elemento x E G tal que x O M.
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Sea Mi = M + [x], claramente, M	 Mi, así, que será suficiente

extender qf a Mi para tener una contradicción.

Caso I: M n[x] � O

Sea k el entero positivo más pequeño tal que kx E M. Por consigu-

iente, si y E Mi entonces y = m + sx con O < s < k y esta expresión

es única (ya que si m + sx = m/ + stx con O < s < s/ < k en-

tonces (s/ — s)x = m — m/EMy0<st—s<klocuales una

contradicción, por la elección de k). Sea z = kx. Puesto que z E M

entonces 111(z) está definido. Como kli(z) EDyD es divisible, existe

e E D tal que ke = W(x) (= W(kx)). Definamos F :	 D por

F(m + sx) = 4'(m) + se,

Entoces F((mi. + m2) + (si + 32)x)= W(mi + m2) + (si + s2)e

(si si + s2 <	 [111(mi) +	 + [W(m2) + 321]

= F(mi + six)+ F(m2 + s2x).

Si si + s2 > k entonces si + s2 = k + s con O < s < k

17((mi. + m2) + (si + 32)x)= F((mi + m2 + kx)+ sx)

=	 + m2 + kx) + se

= W(Ini)-F '11(m2)+ 1.11(kx) + se

"P (mi) + (m2) + + se

= 41(m1) + W(m2) + (k + s)e

=	 + W(m2) +	 + 32)1
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= ( 41 ( 7721)+	 + ( W (m2) 321)

F(mi s i x) + F(m2 s2x)

Así F es un homomorfismo y claramente extiende a T. Contradicción.

Caso II: M n[x] = O

Entonces M1 = M e[x]. Definamos en este caso F : M1 —+ D tal que

F(m+ Ax) T(m). F está bien definida pues la expresión para ni+ Az

es única, F es homomorfismo y claramente Pim = T, es decir, F es

extensión de T. Por lo tanto, (M1 , F) > (M, ) y (M1 , E) (M ,T) lo

cual es una contradicción.

Así, M = G

Proposición 3.2 . Sea G un grupo, H un subgrupo y supongamos que

el homomorfismo identidad de H sobre si mismo puede ser extendido a

un homomorfismo de G sobre H. Entonces H es un sumando directo

de G.

Demostración: Por hipótesis, el siguiente diagrama conmuta:
H

donde i es la inclusión y

f la extensión de Id: H --> II.

Sea K = Ker(f).

Mostraremos que: G = H K.

f
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Sea x E G, entonces x = (x — f (x)) f (x), f (x) E H

y f (x — f (x)) = f (x) — f ( f (x)) =1f (x) — f(z) = O, es decir,

x—f(x)EKG=H+K

Sea x E H r) K. Entonces f(x) = x ya que xElly fitt = IdH;

por otro lado f(x)= O pues x E K por tanto x = 0.

Combinando las proposiciones 3.1 y 3.2 se puede dar una sencilla

demostración del teorema 2.17 del capítulo tres en la pagina 50, esto

es: Un grupo divisible de un grupo abeliano es un sumando directo.

En efecto:

Sea H un subgrupo divisible del grupo abeliano G sea IH :fi —› H el

homomorfismo identidad por la proposición 3.1 existe un homorfismo

f: G —› H tal que fiff =1H.

Por la proposición 3.2, H es un sumando directo de G.

La suiguiente definición y el lema que le sigue son conceptos que se usan

para demostrar la proposición 3.3, pero se desarrollarán en el capítulo

cuatro, nos permitimos hacer esto para seguir un orden estético de las

COSaS.

Definición (De!. 4.1): F es un grupo abeliano libre sobre {xk}k si

F es una suma directa de grupos cíclicos infinitos 4 donde 4 = [xk]

lfoi= Id!!
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Lema(lema 4.3): Cualquier grupo abeliano G es un cociente de un

grupo abeliano libre.

Proposición 3.3 . Cualquier grupo abeliano puede ser encajado en

un grupo divisible

Sea G un grupo abeliano. Por el lema 4.3 G r="1 F I K con F libre.

Sea {Xe },„ EA base de F y sea F' el espacio vectorial sobre Q con base

{Xa }„ EA . Entonces F puede ser encajado en F' y por consiguiente 17 K

puede ser encajado en F'/K. F'/K, es divisible ya que F' es divisible

(por ser suma directa de grupos abelianos divisibles: copias de Q) y la

imagen homomorfa de un grupo divisible es divisible. Por lo tanto G

puede ser encajado en el grupo divisible F'/K.

n

3.2 Dos Proposiciones que Caracterizan

Proposición 3.4 . Si un grupo G es un sumando directo de cada

grupo que lo contiene, entonces es divisible.

Demostración:

Por la proposición 3.3, G puede ser encajado en un grupo divisible

D. Por consiguiente, D G ED K; como D es divisible entonces cada

sumando lo es, así G es divisible (observación 3 pag.44).

Proposición 3.5 . Las siguientes propiedades de un grupo son equiv-

alentes:
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G es divisible.

G es un sumando directo de cada grupo que lo contiene.

3. Si K es un grupo y f un homomorfismo de un subgrupo de K en

G, entonces f puede ser extendido a un homomorfismo de K en

G.

Dem:

�- (2) Sea L un grupo y G un subgrupo divisible de L. Entonces

por el teorema 2.17 G es sumando directo de L.

(3) Por la proposición 3.4, G es divisible y por la proposición 3.1

f puede ser extendido a un homomorfismo de K en G.

(3)	 (1) Sea nEZyxE G. Definimos yor„ : nZ --+ G tal que n x

(pn es un homomorfismo y por hipótesis (ion puede extenderse a un homo-

morfismo y :	 G. Por consiguiente ny(1) = 90(n • 1) = y(n) =

con y(1) E G. Así G es divisible.

3.3 Una Proposición Adicional

Proposición 3.6 . Sean G y II dos grupos divisibles p-primarios

entonces G H	 {g E Glpg = O} {h E H : ph = 0}.

Dem:

(	 ) Es clara.

(	 ) Sean G[p]	 {g e G : pg = O} H[p]	 {h E H : ph = O} Sea

tlf : G[p]	 Il[p] un isomorfismo.

(
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•

G[p]	 ...G
por tanto 2/ o : G[p] --2 H

es un homomorfismo y

4>	 lo podemos extender a un

homomorfismo W : G --> H

ya que H es divisible.    
2/ 

Veremos que I, es un isomorfismo:

Sea x E Ker(4)	 (I)(x) O. Si fuese x O sea pn = orden de

x con n, > 1. Entonces pn-'x tiene orden p y, así, p"-1x E G[p].

Entonces (pn-1 x)) =	 W es,Epn-i x) 	 pn-14„(x	 O. Como‘

isomorfismo

Q(x) ------ Pn Por tanto W es 1 a 1.

ImM es un subgrupo divisible de H por que Im(4') G y G es

divisible. Por tanto H = Irr" e K
Afirmamos que K = O. Si existiera y E K— {O}, sea pn = Q(y)

con re > 1. Entonces p"-1y E II[p], y así, 3x E G[p] tal que

W(x) = p"- l y; luego p"-l y E /rnW y como, y E K y la suma

es directa entonces p"-'y = O lo cual contradice el hecho de que

0(n) = pn . Por tanto H =

pn-ix	 O lo cual contradice el hecho de que



Capítulo 4

Grupos Finitamente
Generados

En un trabajo sobre clasificación de grupos abelianos no podría faltar el

teorema fundamental de grupos ablianos finitamente generados, que es

una simple generalización de su homólogo para grupos abelianos finitos.

Para llegar a tal resultado dividirnos este capítulo en dos secciones.

En la primera demostramos algunos resultados (importantes dentro de

la teoría de grupos abelianos libres) preliminares que nos ayudarán en

nuestro objetivo. En la segunda sección se demuestran las proposiciones

restantes para llegar al teorema fundamental.

e

4.1 Grupos Abelianos Libres

Recordemos que si S es un subconjunto de un grupo G, se dice que

S genera a G si todo elemento de G puede escribirse como producto

de potencias positivas y negativas de S. (La siguiente condición es

equivalente: S no está contenido en ningun subgrupo propio de G).

67
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Definición 4.1 . F es un grupo abeliano libre sobre {x k } k si F es

una suma directa de grupos cíclicos infinitos 2k donde 2k = [Xk]

Es inmediato que si }XI = 	 < co, entonces, los grupos abelianos

libres sobre X y Y son isomorfos.

Ejemplo 4.1 . El grupo libre sobre {x l , x 2 } es 2 $ 2

Lema 4.2 . Si F es un grupo abeliano libre con base {x i } i , G un grupo

abeliano arbitrario, y f : {x i } i	 G cualquier función, entonces hay

un único homomorfismo g F —+ G tal que g(xi )-= f(x i ) para todo i.

Demostración: SixEFyx= Et i kix i , con x i E X y ki E 2.

Entonces:

g(x) = f (xi)
i=1

Es claro que g es un homomorfismo y que g(x i ) = f(x i ) V xi E X.

Ahora sea h : F --> G un homomorfismo tal que h(xi )= f(xi )V x i E X.

Sea x EFyx.=	 kixi, conxi Exyki E Z.

Entonces:

h(x) = h(E2=i kix i ) =	 kih(xi) =	 kif (x i ) = g(x) h = g

	

Ejemplo 4.2 . Sea F el grupo libre sobre x l (F	 2). f {xi}

22 e) 2 tal f (xi ) = (1, O) entonces g(x) = x(i)

Lema 4.3 . Cualquier grupo abeliano G es un cociente de un grupo

abeliano libre.



[ 	4.1. GRUPOS ABELIANOS LIBRES 	 69i
1
1, En efecto: observemos antes que si X es cualquier conjunto, entonces

existe un grupo abeliano libre F que tiene a X como base: Si X = {x}

entonces sea F el grupo cíclico infinito Zx, es decir, el grupo que tiene

a x como generador; en el caso general sea F = ere): Zr, es decir,

F es el conjunto de combinaciones lineales finitas de elementos de X:

nixj +	 + nkxk, n, E Z, xi EX

Ahora pasemos a probar el lema:

Sea S C G un cojunto de generadores de G (por ejemplo, podemos

tomar S = G) en virtud de la observación anterior sea F el grupo abe-

liano libre con base S.

Por el lema 4.2i:8--->Gse extiende a un homomorfismo

g : F	 G.

Solo falta probar que g es sobre: Si x E G, entonces x -=- E: kixi,

conxiESykiE Z.

Sea y E F tal que y = ET,L1 kixi, con xi E S y kiE Z.

Entonces: g(y)=	 kixi)

= E:1 kg(x)

= E7-1 kixi

=- X .

g es sobre.

Como g : F	 G es un homomorfismo sobre por los teoremas de
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isomorfismos se tiene que G '-=' FI K donde K Ker(g)

El

Ejemplo 4.3 . Si G = 22 e ®23 entonces F ZEBZeZy

K = 2Z e {O} e 3Z

Lema 4.4 . Sea F un grupo abeliano libre sobre un conjunto de k

elementos. Entonces el grupo cociente F/nF es un grupo finito de

orden nk

Demostración: Sea S = {xi , x 2 , x k } una base de F y sea H

I con a, E 2„ y x, E S).

H es un módulo libre sobre Zn de dimención k, por tanto, tiene nk

elementos.

Veremosque: H 2-=‘" F/nF

Definamos g : F --> H, (si F x=	 bix„ con bi E Z y xi E 8),

como sigue

g(x) =	 E H

es claro que g es un homomorfismo sobre H.

Ker(g) C nF.

Tomemos x E K er(g)	 O = g(x) = Etk.„ bix i	 nIbi V i	 x E n.

nF C Ker(g).

Sea x E nF x = nEki _i bi x i	g(x)	 = 0 x E Ker(g)

•

r
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nF = Ker(g).

Por tanto y utilizando los teoremas de isomorfismos:

FInF H

Corolario 4.5 . Sean S y Si conjuntos finitos de distinto cardinal, y

F y FI grupos abelianos libres sobre S y Si respectivamente. Entonces

F y FI no son isomorfos.

Demostración: La prueba es por contradicción. Todo isomorfismo en-

tre F y FI inducirá un isomorfismo entre los grupos cocientes Fl Fn y

Fi/Dr, en contradicción con el lema.

Con esto se completa la demostración de que un grupo abelino libre

generado por una conjunto finito queda completamente determinado

por la cardinalidad del conjunto sobre el cual es libre.

Definición 4.6 . Se dice que un grupo es finitamente generado si

tiene un conjunto finito de generadores.

Enunciemos formalmente el último resultado.

Corolario 4.7 . Un grupo abeliano libre F finil amente generado tiene

una única representación como suma directa de copias de Z
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Demostración: Como F está completamente determinado por la car-

dinalidad del conjunto sobre el cual es libre (digamos n), sea X =

{xl , x 2 ,	 x un conjunto que tiene dicha cardinalidad entonces F =

>	 Z2  donde cada Zx, es una copia de 2

F es suma directa de n copias de 2 y n es único.

n

El suiguiente teorema muestra la importancia de trabajar con gene-

radores.

Teorema 4.8 (La Propiedad Proyectiva) Sea 3 : B --> C un ho-

morfismo sobre de B en C. Si F es libre y a : F --+ C es un homorfismo,

entonces existe un homomorfismo -y : F —n B con /3-y = a, es decir,

existe un -y tal que el siguiente diagrama conmuta.

F   

a

C 

fi
Demostración:

Sea {x k } una base de F. Para cada k, existe un elemento by, E 13

con f(bk) = a(x k ); esto se sigue por el hecho de que es sobre. Sea

f : {xk } --> B definida por f(x k ) = bk . Por el lema 4.2 existe un

homomorfismo -y : F —> /3 tal que sy(x k ) = bk . Para revisar que fi-y = a,
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es suficiente evaluar cada uno de los generadores de F, pero fi-y(xk) =

fi(bk) = a(xk).

El primer teorema de isomorfismos nos dice que si G es un grupo y

fi un homomorfismo sobre de G en F, entonces G/Ker(fl)	 F; el

corolario 4.9 nos muestra un resultado más fuerte que tal teorema en

caso de que F sea abeliano libre: G = Ker(fi) e F.

Corolario 4.9 . Sea G un grupo y fi un homomorfismo sobre de G

en F, donde F es libre. Entonces

G = K er (fi) (19 S,

donde S F.

Demostración:

Considerando el siguiente diagrama:

fi

Donde Id es la identidad. Como se satisfacen las condiciones del

teorema 4.8, existe un homomorfismo : F —> G tal que fi-y = Id.

Ahora, necesitamos demostrar que -y es inyectiva, para poder tomar

3 = imagen('y) E:
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7 es inyectiva:

Sea y E K er(-y)

�. 7( y ) = O

�•y = Id( y ) = fi(7(Y)) = 9(0) =

Si hacemos S imagen(y)s-.. F, entonces G Ker(7) ® S para pro-

bar esto usaremos el criterio del teorema 1.6.

G esta generado por K er(13) + S

sea x E G es claro que:

x = 7( 3 (x ))+ (x 7(9(x)))

Falta ver que, x —7(/3(x)) E Ker(P), ya que obviamente 7(9(x)) E S

)3 (x —1(fi(x)))= 9( x ) — 9(7(13(x)))

= 9(x)— )3(x)	 (fi o -y = Id)

=0

x — 7(9(x)) E Ker(3))•

sIC er(3)n S = {O}

Sea x E K er(3) n S

/3(x) = 0A3yEEconry(y)= x

9(7(Y)) = °

ycomo)3o7= Id
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y = O

x = 7(y) = 'Y(0) = O.

Por el teorema 1.6 G Ker(fl) e S donde S F.

El corolario anterior es muy usado para demostrar el teorema funda-

mental.

4.2 Teorema Fundamental

En esta sección utilizaremos que el grupo cociente de un grupo G con

su subgrupo de torsión es libre de torsión, resultado que se probó en

la pagina 44 (proposición 2.11). En todo lo que sigue se supondrá que

se trabaja con grupos abelianos finitamente generados, salvo que se in-

dique lo contrario.

Lema 4.10 . Si G es un grupo abeliano finitamente generado y H es

sumando directo de G, entonces H también es finitamente generado

Demostración:

Sea S tal que [S] = G y IS1 -=- n. (S existe porque G es finitamente

generado.)

Sea f : O —› H el homomorfismo natural (existe y es sobre por ser

sumando directo). f (S) es finito y If(S) 1< n =
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Mostraremos que: [f (S)] = H

f [S] C. II

Sea y E [f(S)]	 Y = Ey, E f (s ) niY
	 para cada y, E f (S) 3

x i E S tal que f(x i ) = y i =. y	 Ex,Es f(x i )	 f (EriEsnixi)

y como Ex Es ni xi E [S] = G	 y E H.

H C f [S]

y E H	 ax E G tal que f(x) = y pero COMO G= [5]

X = Eric s niXi	 Y = f (x)	 f(Erics nixi )	 Ex t es nif(xi)

E [ f (S)]

Tanto el lema anterior como todos los que siguen son preparatorios para

la demostración del teorema 4.15. En el capítulo dos demostramos que

Q no es suma de grupos cíclicos, muy al contrario el lema 4.11 nos dice

que:

Lema 4.11 . Todo subgrupo H de Q, finitamente generado, es cíclico.

Demostración:

Sea S =	 un conjunto de generadores de H con ct i , bi E Z

y bi 	0 para i = 1, 2, ..., n sea b =	 bi, y sea f : H —>	 definido

así: f (x) = bx.

f está bien definido (en el siguiente sentido: f(x)EZVxEll).

Ya que si, x E II = x	 MY y f (x) = b Eni=_ I 774	 Ein,_,
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E Z (pues	 Vi.)

Como f es inyectiva, ya que O = f(x) = bx	 x = O, entonces

H r-tdd f(H).

Sea

	

d = (a
lb a2b	 ab	 7

	

' 02 	 E
(4.1)

Veremos que f(H) =[d]

como Hrez-J f (H)	 f(H) = [f(s)] = {ct,	 ft)]

a 1)	 apor la ecuación 4.1 tenemos d rn1 1_6 ni2 
b
2+
2	

.+M	 asin 8.	 5 d E

[f(S)].

Y para cada	 por la ecuación 4.1 se tiene que dibl	 3 mi tal que

dmi = brbl[	 E [di

H f (H)	 [d].

(Aun más H	 dZ Z).

Lema 4.12 . Si G es libre de torsión y x E G, definamos

<x >= {y E G : my E [x] para al gun mEZ,ml O}

< x > es isomorfo a un subgrupo de Q.

Si hacemos G	 Q,x= 1 entonces [x]=Zy<x>4.—.,Q(ya que ésta es

una manera de construir los racionales), sabiendo esto podemos imag-

inar por donde va la demostración. Ahora pasemos a la demostración:
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Probemos primero que < x > es un grupo.

Sean x 1 , x 2 E < x >	 3 mi ,m2 ,n i ,n2 tales que

m2 x2 = n2x

= n i x y

mfm2 (x 2 + x2)= rni m2x1 + mini2x2

= m z nix m1n2x

= (m2ni + min2)x E [x]

+ x2 E < x > .

	Sea x l E < x >	 3 m,n tal que mx i = nx	 m(—xi) (—n)x

—x 1 E < >.

Sea f :< x >--> Q tal que f(y) = =1 cuando my = nx.

f esta bien definida.

Sean m, n y mi, n1 tales que my = nx y mly = nlx

Veremos que: 7-L' =

	

ni/	 7IL

nx = my

mlnx= mmly

= mnix

= mnl(ya que [x] es libre de torsión y en un grupo cíclico libre

de torsión la representación para un elemento, como múltiplo de x, es

única.) _n/ =

mt

f es homomorfismo.
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Sean yi y y2 E < x > entonces existen ml, m2, nt Y n2 tales que

miyi = nix y m2y2 -= n2x. Ahora, sabemos que

mirn2(Yi + Y2)= mim2Yi + m1m2y2

m2nix min2x

= (m2ni + min2)x

Entonces:

f (Yi + y2)= "12n1+7711	 r12
ml m2

221,22:11	 7j7i1_74_2_
Mi 7742	 7714 7n2

=	 + 1_12-
7.741	 m2

= f(y) + f (y2)

Como f es un homonorfismo sólo falta ver que:

• f es inyectiva.

O f(y) = rt;	 n = O.

O = rix = my y como mS0y= O.

x >rtj f(< x >) < Q.

Lema 4.13 . Si G es libre de torsión yx E G, entonces G/ < x >

es también libre de torsión.

Supongamos que 3 y E G/ <x > tal que ny = O, para algún n E Z.

como y = y/-1- <x >, con yl E G
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entonces 0 = ny = ny/+ < x >

nyl E< x >

3 m, k tal que mnyl = kx

yl E< x >

y = O+ < x >

�-y=0EG/ < x >

:. G/ < x > es libre de torsión.

n

Proposición 4.14 . Sea G un grupo de torsión finitamente generado,

entonces G es finito.

Sea S =	 x2, ..., x.„} un conjunto de generadores de O. Como es de

torsión 3 ri E Z tales que r i = 0(x;) para cada i E {1, 2, ..., n}.

Sea II	 {k i x i + k2x 2 + + knx,,	 : con cada k, E {1, 2, ,	 . Es

claro que HCGy MB}	 < oo

Mostraremos que: G C H.

Sea xEGx= /2x 2 + 12x2+	 lnxy, donde los 1, E Z

por el algoritmo de Euclides , para cada i, 3 a i ,	 tales que l i = riai+bi

y 1 < < ri

(ri a i bi )x, = airi x i	 =

x = bixi+ b2x2+ ...+ bnx.•

-xEH

:. G C H

G = H.
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Teorema 4.15 (Teorema de la Base) Todo grupo abeliano finita-

mente generado G es suma directa de grupos cíclicos. (Primarios o

infinitos).

Demostración:

Sea 0= [xi, x2, .• •, xn1;

Caso (i) G es libre de torsión: Probaremos este caso por inducción:

Si n=1, entonces G es cíclico de orden infinito (2), y ya estaría.	 Si

72, > 1, sea p el homorfismo natural de G sobre G < xn > como fi

manda a xn al O entonces	 < xr, > es generado por 72— 1 elementos (o

menos), y por el lema 4.13 es libre de torsión. Por inducción	 < xn >

es abeliano libre (acordémonos que un grupo abeliano libre es suma

directa de grupos cíclicos infinitos). Y así, por el corolario 4.9 (haciendo

F=01<x >), O =< xn > e (grupo abeliano libre). Ahora < x, >

es finitamente generado (lema 4.10) y un subgrupo de Q (lema 4.12),

por tanto cíclico (lema 4.11).

Tenemos así que G es libre, por tanto suma de grupos cíclicos.

Caso (ii) Caso general: GItG1 es finitamente generado y libre de

torsión, así, es abeliano libre, por el caso (i). Por el corolario 4.9,

(haciendo F G ItG) G = tG e(abeliano libre). Por el lema 4:10, tG

es finitamente generado y de torsión, por ello finito (proposición 4.14).

Por el teorema de la base para grupos finitos (teorema 1.13, pagina 20),

tG es suma directa de grupos cíclicos.

ltG es el grupo de torsión de G
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E

Teorema 4.16 (Teorema fundamental) Todo grupo abeliano fini-

tamente generado G tiene una única representación como suma directa

de grupos cíclicos primarios e infinitos.

Demostración:

Sabemos que G tG ® GItG. La unicidad para tG es precisamente

el teorema fundamental de grupos abelianos finitos. La unicidad para

la cantidad de sumandos cíclicos infinitos es el corolario 4.7.

n



Apéndice A

Lema de Zorn

En el desarrollo del presente trabajo se hace uso de una versión del

lema de Zorn que se refiere al concepto de un conjunto parcilamente

ordenado. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto con una

relación binaria > que verifica:

x > x (refiexivilidad)

x > y, y > x implica x = y (antisimetría,)

3. x> y,y > z implica x > z (transitividad).

Sea S un conjunto parcialmente ordenado y T un subconjunto. El ele-.
mento x E S se dice que es la MINIMA COTA SUPERIOR de T

si x > y para toda yETy si z > y, by E T	 z > x. Observemos

que el elemento x puede o no estar en T. Una mínima cota superior no

necesariamente existe, pero en caso de existir es única (Si x1, x2

son dos M.C.S. para T entonces xi > t Vt E ni = 1,2), luego x1 > x2

y x2 > xl, por tanto xi x2)

Diremos que un elemento x de un conjunto parcialmente ordenado S

83
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es MAXIMAL si S no contiene un elemento "más grande" (es decir,

siyESyy>xx=y).

Notemos que S podría contener muchos elementos máximales.

Diremos que un conjunto parcialmente ordenado es una cadena (o

conjunto linealmente ordenado) si cualquiera dos elemento son compa-

rables, es decir, x > y ó y >

Lema de Zorn: Sea S un conjunto parcialmente ordenado en el cual

toda cadena tiene una mínima cota superior. Entonces S tiene un ele-

mento maximal.

r
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