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INTRODUCCION
U1\ Bt s e

A pesar del auge que estdan teniendo en'nuestros dias
Tas ciencias de 1la computacidn, la mayoria de las personas
aiin no saben lo que es una computadora. Inclusive entre los
matemdticos. Esto se debe, a que se ve a las computadoras
como un producto de la tecnologia moderna, y por lo tanto,
til solo a los ingenieros y técnicos. Es cierto que las

“computadoras se usan, la mayoria de las veces, para reali-
zar tareas engorrosas y rutinarias, en las que el hombre
perderia mucho tiempo, y que ellas realizan a una velocidad
asombrosa. Se olvida, sin embargo, que las computadoras
tambien han motivado a pléntear problemas en los que antes
ni siquiera se pesnsaba.

E1 hombre, siempre estd proceséndo informacioén, muchas
Qeces sin dafse cuenta. Esta informacion es de indoles muy
diversas pero la mayoria de Tas veces, esto no es un proble
ma, pues hemos sido educados para reconocerla independientg
mente de la forma que ésta asuma ( visual, sonora, etc. ).
Tomemos el-lenguaje, por ejemplo: desde nuestra infancia,
aprendimos a reconocer y diferenciar letras y sonidos. Una
misma letra, se presentaba en formas muy distintas, impresa,
mayiscula, etc., y no teniamos grandes problemas para distin
guirla de las demds ( con sus excepciones, claro ); habfamos

aislado los patnones de la escritura. Tambien aprendimos el

significado de las palabras.

Nuestra evolucidn consiste en formar patrones mentales

cada vez mas complicados; nuestro cerebro es un gran centro
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de reconocimiento, andlisis y adquisicién de informacidn
con la cual se forman nuevos patrones.

Cuando una persona pregunta: ¢ pueden pensar las com-
putadoras ?, en realidad 1o que estd preguntando es: ¢ pue
den pensar como nosotros ?, y desde luego, la respuesta es
no. La computadora realiza tareas, pero solo aquellas que
se le han indicado en un lenguaje adecuado. Este lenguaje
debe ser preciso, matematico y facil de transmitir, y ésto
ha constituido la mdxima preocupacion de los programadores,

Si queremos ampliar los usos de las computadoras, hay
que ampliar Tos canales de comunicacidn. Un paso en esta
direccidn ha sido el 1lamado Andfisis de Patrones y mas con
cretamente, el reconocimiento de ellos. Actualmente las com
putadofas decifran cddigos, reciben Srdenes habladas y se
les estd ensefiando a reconocer la escritura manuscrita co-
mun y corriente.

Desde el punto de vista matematico, el planteamiento
riguroso de este problema,ha sido muy fértil. Por un lado,
se han conséruido teorias matemdticas del lenguaje, hésta
1legar a un Atgebna Linguistica. Por otro lado, han surgido
interesantes prbblemas de optimizacidn y estimaciéﬁ que han
enriguecido diversas ramas como la estadistica, la combina-
toria, etc..

E1 propdsito de esta tesis es dar algunos ejemplos del
tipb de matemdticas que se estdn haciendo en relacidn a pro-

blemas surgidos de cuestiones eminentemente prdcticas, asi

como mostrar someramente, 1a manera en que los resultados
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matemdticos, ademds de su valor intrinseco, han ido mas alla

de las causas que lo produjeron.

Agradezco a todas las personas, son muchas, que me han
ayudado a 1o largo de mi carrera y durante la elaboraciodn
de esta tesis. Una de estas personas, es el matemdtico Enri

que Valle Flores.
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caPITULO 0

0.1. Funciones de distrnibucibén. Una funciﬁn'de disti-
bucidén F, es una funcidén real de variable rea1, no decre-
ciente, no negativa y continua por la izquierda tal que
F(-»)= 0, F(+=)= 1. Si F puede escribirse en la forma F(x)=
[ _f(t)dt, decimos que f es la funcién de densidad de F.

Sea (R,A,P) un espacio de probabilidad fijo y X una
variable aleatoria {(v.a.) en el; la funcidn F{x)}= P{Xg<x)
es la funcidn de distribucidn de X.

Ejemplos. Generalmente es mas facil dar 1a funcidn de
densidad (f.d.), pues en algunos casos. es imposib?e la in
tegracibn exacta.

1) La densidad de Poisson.

p(x)= e M/x , x=0,1,...

Este es un ejemplo de densidad discreta. p es el para
metro de la densidad.

2) La densidad Rectangular. RC/M;LU)

Cf(x)= 1w,  p-w/2<x<pre/2
=0 otro caso.

La distribucidén generada por esta densidad, se 1lama
diﬁtribucién uniforme.

3) La densidad exponencial negativa.

h{x)= re M

» x>0
=0 otro caso.
0,2. Estimacidn. Un estimador de un pardmetro 6, es

una v.a. observable, determinada a partir de una muestra

de la poblacién de la cual & es pardmetro. Un estimador g




es insesgado en la media, si E(8)= 6. Un estimador insesga-
do de variancia finita que sea de variancia minima en la
clase de los estimadores insesgados, se l1lama eficiente.

Si un estimador ( mas correctamente, una familia de estima-
dores ) convergen en probabilidad a 8, se dice que es un
estimador consistente;

Si (xy>.--5X,) es una muestra aleatoria de una pobla-
cién con pardametro 6, la funcidn de verosimilitud de 1a
muestra, es la densidad conjunta de los X; E1l estimador
maximo verosimil de 6 es el valor que maximiza la funcidn
de verosimilitud, viéndola como funéién de 9.

0,3. En toda la tesis, se usardn las notaciones mas
conocidas. Por cuestiones tipogrdficas, x denotard al ma-

ximo entero que no excede a X. CE es el niimero de combina-

Y NATURALES
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CAPITULO I

].1. En Andlisis de Patrones, es Gtil el siguiente
formalismo { Grenander ): a partir de ciertas primitivas
1lamadas s.ignos y que pueden ser figuras gedmetricas, ca
racteres alfanuméricos, etc., formamos un conjunto ¢ de
con{igunacioneé Legales, constituido por vectores finitos
cuyas componentes son signos y que no violan un conjunto
de reglas R. Una relacidén de equivalencia da origen a cla
ses de equivalencia llamadas Amdgenes. E1 conjunto resul-
tante de imdgenes se 1lama Afgebra Imagen. Las im;genes
son los objetos que pueden ser observados bajo condicion-
es ideales y, dependiendo de la manera en que han sido ge
neradas, son clasificadas en clases de patrones que for-
man una familia de patrones.

Por ejemplo, las fotografias enviadas por satélites
artificiales y las imdgenes de televisiﬁﬁ, estdn compues-
tas por puntos de diversos tonos. Estos puntos observados
por el ojo humano, o por algiln sistema especializado, son
clasificados en montafias, valles, etc..

Es muy comiin, sin émbargo, gue se produzcan interfe-
rencias dando por resultado ihégenes deformadas, gque en
muchos casos hacen imposible el reconocimiento de la ima-
gen verdadera. Nuestro propdsito es revisar algunas formas
en que este problema ha sido atacado y resuelto, al menos

parcialmente.

Siguiendo el formalismo descrito arriba, considerare

mos un mecanismo de deformacién como un mapeo del &lgebra
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imagen A a un conjunto Af de imdgenes deformadas. E1 pro-
posito del Andlisis de Patrones es describir la generacidn
de A, el mapeo a A° y disefiar algoritmos para el _andlisis
y reconocimiento de I ( imagen real ) dada I° { imagen de
formada }.

En esta parte, seguiremos el siguiente camino: en el
plano, con la topologia ordinaria, consideremos un conjun
to de figuras cerradas y convexas 1lamadas prototipos. Con
sideremos un grupo G de transformaciones del plano en si
mismo. G puede sef el grupo de trans?acfones en R*, el de
rotaciones, el de cambjos de escala, o algin subgrupoc de

éstos.

0

E1 conjunto de signos serd g§=G( Proto }. Si s:1, s2,
cees S gon signos y B(xl,;..,xv) es una funcidn Booleana
de v variables, hablaremos de la imagen I= B(sl,...,sv),
es decir, las imagenes se forman mediante combinaciones
conjuntistas de los signos. Diremos que dos configuracio-
nes son equivalentes si originan la misma imagen; por e-
jemplo, si EC. F las imdgenes resultantes E y EF son igua
les, aunque provienen de,configuracioﬁes distintas. Es
pertinente observar que si no queremos un algebra imagen
demasiado grande, el nimero de prototipos y el nimero de
variables de B debe ser pequefio.

EjempLo.- E1 prototipo es el circulo unitario, G=

‘Trdns]&tioneSXHomotecias; Dependiendo de B se pueden ob-

tener figuras como las siguientes:
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Figuna 1

En ausencia de mayor informacién sobre el mecanismo
de deformacidn, es razonable considerar a &ste, como un
proceso estocdstico cuya accidn sobre la imagen da por re
sultado:

a) Que s6lo conozcamos de la figura una muestra alea
toria de v puntos, distribuida unijformemente sobre ella.

b) Que obtengamos 1la realizacion de un proceso de Poi
sson con parametro p dentro de la imagen. |

¢) Alguna generalizacién de los anteriores.

S61o estos casos serdn tratados, aunque tas técnicas
usadas permiten, en algunas sitUaciones, ser extendidas a
casos no considerados.

E1 método para reconstruir 1a imagen verdadera I con
sistird en calcular un cierto conjunto I* a partir de la
imagen deformada. Se tratard de que I* esté cercano, en al
giin sentido, a I; por ejemplo, minimizando Ta expresidn
‘m( IAI* ), donde m es la medida de Lebesgue en RZ.

Si la imagen deformada es el conjunto I°= { x,,...,

x_ +. formado por puntos del plano, definimos para el caso

hY)
a), la funcién de verosimiltud en la variable ( desconoci-

da ) I :




L(I)=1/m{1I)} cuando I°C 1

=0 , en otro caso.
E1l estimador midximo-verosimil I* es el que resuelve
el problema

(1) m({ I )= minimo
1°C1

Para el caso b) ponemos Lo{ I )= pVexpl m( I Ju}
cuando los puntos de Ta muestra estan desordenados, si no

dividimos entre v!. E1 estimador MV sigue siendo el que

resuelve (1). ' _ |
Notese l1a restriccion I*C 1. |
Con este planteamiento pre?imina;, podemos definir

entonces 1la Geometnria Estadistica como el estudio de cd

‘mo restaurar figuras geométricas cuando s6lo tenemos ac-

ceso a una versidn deformada de ellas ( Grenander ).
[1.2. E£ circukbo. Embezaremos por el caéo en que la

imagen.es la de un circulo descrito por tres pakémetros:

el radio y las coordenadas de su centro. Este ha sido ge

nerado por el prototipo.circulo unitario y el grupo de

translaciones y cambios de escala. En este caso, el al-

gebra imagen tiene 3 dimensiones.
Primero supongamos que el centro del circulo esta

situado en el origen de coordenadas. ET problema es es-

timar el radio R.
De todas las formas posibles de resolver este pro-

blema, se usard una que sea aplicable posteriormente a

figuras mis complicadas. Se usardn las Tlamadas caxrac-

tenisticas de {rontera. Este concepto quedard claro més




abajo.

Deaseamos un algoritmo eficiente en el sentido esta-
distico, y que nos diga cudndo la figura resultante no es
un circulo. E1 algoritmo estard basado en los didmetros
empiricos obtenidos a paftir de la imagen deformada. Un
didmetro en la direccidn ¢, es la distancia entre dos 17-

neas soporte en una direccidn ortogonal a ¢.

Un algoritmo basado en didametros empiricos es inva-
riante bajo el grupo de transformaciones,
Estudiemos la siqguiente figura, que representa al

circulo unitario y una muestra aleatoria de puntos de el:

v
ks

Figuna 2.

e Denotamos 1os puntos de la muestra por (xK,yK),

k= 1,...,v. Ponemos X .. = mgx( xK), Xoin® mén( xK).

Para encontrar la distribucidén conjunta de éstos

estadisticos de orden, notamos que:

118 Xpax™ 1 11 Xpip= -1
Escribimos entonces:

- a - o
“xmax— 1 - u/n Xmin 1 + v/n

uy v son variables aleatorias positivas y a es un

pardmetro que se determinard posterirmente.
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Figura 3
Sea G(a,b)= P{ usa , v3b }= P{ -1 + b / v* ¢ X,

<1 -a/ v ,e=1,...,v 1}. (")
En la figura, el area de 1a parte rayada es
A(8)= 8- cosbsend (2)
Haciendo cos6= 1 - x, y usando el desarrollo de

Taylor, vdlido para x pequefias, obtenemos:

o= /I - (*)
Sustituyendo (*) en (?) ‘
. A(8)= A(x)= 4/2x'"5 /[ 3 (*)

Como los X son independientes:

G(a,b)= ( m- Afa/v*)- A(b/v*) )Y 7 =V (*)
Sustituyendo (%) en (°): '

G(a,b)= ( 1 - 4v2(al"% + b1-3))Y /(3mvl 5%V

Tomamos o=2/3 y vemos que:

= _ 1.5 1.5

$1g G(a,b)= exp{ -4/2(a + b. y/7(3m) ).

E1l resultado obtenido, nos dice varias cosas: u y v,
son asintoticamente independientes y tienen una funciébn

de distribucidn del tipo Weibull:
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H{(x)= 1 - exp{ -ax'"5% } para x>0
= 0 | otro valor.
E1 exponente a=2/3, 'dd 1la rapidez de convergencia

de Xmax y X

min’
E1 didmetro empirico en la direccidén x, es D,=

X - X

nax min’ Introducimos la v.a. z= u + v, cuya distri-

bucién asintdtica es K(x)= H*H, que puede ser escrita asi:

K(x)= j? H{x-y)h(y)dy , h(y) la f.d. de H.

En efecto:
K(x)= [T (h*h)(u)du = [ ([T h(y)h(u-y)dy)du =

= /7 hly) (S hCu-y)du Jdy = [ nly) (XY htu))dy

= [T h(y)H(x-y)dy = [ h(y)H(x-y)dy

Escermoﬁ m ( m natural fijo ) direcciones $1seneat
y efectuamos el procesd anterior, obteniendo m diametros
empiriﬁos Di asintdticamente independientes, siempre y cuan
do los segmentos correspondientes no se corten, pues el pro
cedimiento usado para obtener G, ya no valdria. Esto vale
para m pequefias y muestras grandes.

Se tiene: z=u + v = (2 - Dl)n2/3, y para cada didmetro

D, se puede definir una v.a. g, de manera que:

k




. -2/3 . .
%lﬁ P( mgx Dké 2 - on / )= %lﬁ P( min g,> 0o )=

=1 - K"(o) .
Como para un circulo de radio R, las distribuciones

probabilistas no cambian, podemos usar el estimador

R"= max Dy / (2 - cr)n'z/3
En particular, si escogemos o tal que satisfaga la e
cuacidn Km(c)= 1/2, obtenemos un estimador asintéticamente
insesgado en la mediana.
| Supongamos ahorﬁ, que el circulo ha sido transladado,
de tal manera, que hay que determinar las coordenadas (xg,
¥o) del centro. Usando los didmetros empiricos obtenidos an

teriormente, y un conjunto fijo de direcciones ¢, escribi-

mos :
Xﬁax= xocos¢ + ygseng + R{1 - u/na )
Xé. = X,C050 + ypsen¢ + R(-1 + v/n%)
min 9 ° : =
para las mediciones méxima y minima en la direccidn ¢ res- §§
. e £
pectivamente. E1 estimador obvio es el promedio, o punto §§ .
W ' é‘
medio gg

o
X¢=-xucos¢ + ypsend + Rw/n” , w= u - v.
w es una v.a. con media 0 y variancia 203. Escogemos

una combinacidon Tineal de X¢, que nos dé un estimador Ti-

3 neal insesgado:

m
<o
=T~
>y
=5 ~
=23
hEm

-4 T

= >

o*_ o) - -
Xp= } ¢ X con ) c¢.cos¢=1 , Jec senp= 0.
ed ¢ , ¢ ¢

La variancia del estimador es:




V(Xg)= (2R%02J ¢z )/n2®

- *y -4/3 .
Como a=2/3, vemos que V(X )= O(n ), que en parti-
cular,dd una convergencia mas rdpida que X. Para calcular

* -
Yo, se usa.el mismo procedimiento.

Figura 4

E1 andalisis es parecido cuando las imdgenes son de 1la
forma I= gV, donde V es una figura cerrada convexa y con
curvatura continua. Si G= cgmbios de escala, y hay que cal
cular el factor R, se procede asi: ‘

En 1a figura, T; ¥ T, son 2 lineas soporte en la di-
reccién ¢,sus puntos de contacto son P; y P, y los radios
de curvatura son R {¢) y Rs(¢).

Con un eje de coordenadas ortogonal a T, y T,, intro

duc1m?s Xmax y Xmin por medio de las fdérmulas:

X% = R{ X% - ky(¢)u/n® )

max

X%, = R{ x? + kp(o)v/n® )

min
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Los factores k: y k, se introducen para medir la des

viacién a un circulo ( el de curvatura ) en los puntos de

Y Ry

contacto,
g
: ki{e)= ( mRI(¢) }/m(V) i= 1,2.
Tomamos R®= ( x%_ - x¢ )/ (x$ - x$ )

L max min
"~ Se puede escribir:

R?= R - R(kiu + kav)/ (X3 - x$)n®

*
E1 estimador Ec¢R¢= R es insesgado si:

Je (1 - ulky + ko }/(x3 - x§ yn%= 1
(0] r
Es de variancia minima si:

Je(ky + ko )/0x¢ - x¥ )%= min.

En todas tas férmulas, u es la media de la distribu;
cién H. De.nuevo, V(R")= O(h'4/3). |
Ahora, pbdemos permitir operaciohes conjuntistas en-
tre imdgenes. Los métodos seguidos, son extendibles a casos
como los de la figura 5; sin embargo, en el caso de las
figuras con picos, la distribucidon probabilista ya no es
H, sino D(x)= 1 - exp{ -xZcosdécos(v/2)/A%* }, x>0, v el dan-

gulo de la esquina y ¢ la direccidn en qgue nos acercamso.

Por esto; es deseable usar otro tipo de métodos menos pa-

ramétricos y aplicables a casos mas generales.
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Figuna 5.
Antes de pasar a métodos generales, examinaremos un

caso muy interesante:

Figura 6.
Se tiene por imagen una banda de ancho unitario y una trans
versal tocdndola en un punto P a u unidades del origen. EIl
problema es estimar u, primero bajo la hipdtesis de que te
nemos acceso a una cantidad ilimitada de informacidn.

Sea {xi} una sucesién de v.a. independientes, xieR(
O,ai), a;= 1+ ¢(i/n}/n, donde ¢ es no decreciente y conti
nua escalonadamente.

De Ta figura se vé, que a;= 1 para i= 1,...,14, ¥ que
remos ver cual es el subindice ig= an, observando 1o0s X

Hacemos A= 1 + &/n, 6>0 y escogemos el subindice para

81‘cUa1
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X1€A, X28€A,... xk_lsx, xk>l.

Pero esto ocurre con probabilidad

k-1 AN\ =
pk= | ' ” ( x.i_‘ék )P Xk>)\ ) \_'.
1 BL SABER DE MIG HiJOB
Hacemos: - HARA MI GRANDEZA
k ALTC. __ :DIOS
Q=T TPx5e0 ) BIBLI"~~~A

La probabilidad de que k no exceda un cierto tope nx,

nos la da la distribucion:

Fn(x)= P( kg nx )= p, + po + ... + P 1 - Qﬂﬁf

De l1a forma de las a;, vemos que si ¢(i/n)< s, Tos fac
tores correspondientes de Q son 1, y tomando l1a rafz mis pe

quefia x' de 1a ecuacidn ¢(x)=8§ , resulta:

Qe =TT PUxg<a J="TT (1 +8/n)/( 1 +(i/n)/n)
X'<i/n<x
'Si n es grande:

InqQ .= Y (8- 6¢(i/n))¥/n + o(1/n)

nx x*'<i/n<x

Teorema. La distribucidén Jimite F, del tiempo k, cuan-
ﬁho las observaciones pasan el nivel A, es
F(x)= Jim P( k¢ nx )= 1 - exp{ [a(s - e(x) )dx 3, x>x!
En la figura anterior, ¢{x)= B{x - a ) cuando x>a ¥y
${0}= 0 en otro caso. B es 1a pendiente de la transversal.
En ééte caso, x-"= o+ §/B Yy

F{x)=1 - exp{ - B(x - « )52 + ( x - a - §/B ) +62]28}
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Ademds, Mediana( x )= ot &/8 +/?Tﬁ§7é= X! +(21n2/8)1/2
Un cambio mas brusco de la trayectoria, queda descri-
to por:
| o{ x )=1 si Ogxga
= i+d otro caso
con d>8, y para esta situacidn:
Corolanio. Para un cambio sdbito de las as, la dis-

tribucidén 1imite estd dada por:

F(x )= 1 -exp{ -(d -8 )(x-a) 1}, x>a.
Bajo las mismas hipotésis, supongamos ahora, que so-
lo se tiene acceso a N= cn observaciones, c>a. Construimos

la funcidn de verosimilitud, para a”">a:

chl
< )=T1 1] 1/( 1+(B/n)(1/n -a”) ) s ox.<1 +(B/n)(
i=a7p
- i/n-aY para a’ngigcn
L{ o” )= d _en otro caso.

E1 estimador miaximo-verosimil a*, es el maximo valor

de o~ para el cual se sigue teniendo

-

X ;<€ 1+(B/n)(i/n-a”")}, con i entre ¢’n y ¢

Ca]cu]amos

G ( t)=Pla*t )= 1 =T T{1/w) T T(1+(8/n) (i/n-t)})/w;

agi/ngt tgi/ngc
donde wr 1 + (B/n)(i/n- a).
ObtenemOS‘
G( t )= 1im 6 (t)=1 - exp{ -g((t-a)?/2 + (c tY(t-a)}

n>e N
y se puede enunciar:

Teonema. E1 e.m.v. cuando sdélo se tiene acceso a ¢n
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observaciones, tiene la distribucidn 1imite:
G{ t )= 1 - exp{ -p((t-a)?/2 + (t-a){c-t)1}, a<t%c
=1 t>c
1n3. EL mecanismo de deformacidn es un proceso de
Poisson. Consideremos dos funciones continuas_¢1 y ¢2 can
¢1(x)<¢2(x) para toda xe(0,1), y ‘los signos sl={ (x,y)]
xe(0,1), y<oo(x) by sp=0 (x,y)] xe(0,1), y30,(x) 3.

La imagen es I= (9151 (9252), donde g, ¥ g, son trans
laciones en la direccidn del eje y, de a; ¥y a, unidades
respectivamente ('a1 y az.no negativos ).

El procesc de Poisson tiene parémetro y da una i-
magen deformada 1°={ (xl,yl),...;(xn,yn) }. La situacidn
se muestra en Ta figura: . | “

s S
~r goota, /]

x

¥

¢‘(I’) - 4,

Figura 7.
Para encontrar el e.m.v. de a; ¥ 2, basta minimizar
el &rea A(al,a2)= A(0,0) + ay 4 355 asi que basta minimizar
a; ¥ 2, separadamente. Los estimadore$ son:

a.i= m?X{cpl(X.l) = 'y'l} a'§= m?X{y.l - d) 2()(1)}

Para encontrar su distribucién conjunta, es suficien-

te observar que si s<a; y t<a,, entonces F{s,t)= P{ ajs<s,

aj<t )= P( '¢1(x1)-s<yi<¢2(xi)-t, i=1,...,n)= exp{ -u(

A(al,az) - As,t) }= exp{-u(al—s) —p(az—t) }. Esto nos di-
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ce que los estimadores af y a3 son estocdsticamente inde-
pendientes, y el error ai—a$ tiene una distribucién expo-
nencial par i=1,2.

1.4. Comporntamiento del conjunto margen. Considere-
mos una imagen de la forma I=gl,, generada a parti de un
prototipo I, fijo en R?, convexo, cuya frontera tiene
curvatura continua y positiva. La imagen deformada es [°=
{ (xl,yl),...,(xn,yn) }C1, y 1a Gnica hipdtesis es que
el elemento de] grupo de transformaciones es dnico para
cada imagen: glIg= 9210 > 91%9,.

E1 problema de determinar qué elemento del grupo de'
transformaciones produce a I, se reduce a una bisqueda en
el conjunto Yn={ geG | g_l(I°)CfI },_y‘1os aigori%mos que
den resultados en Yoo S€ Tlamaran admiaibteé}‘En cada caso,
el algoritmo admisible usado, se determina por criterios
adicionales, como error cuadrdtico medio, verosimi}itud,
etc.. |

Los Y, son conjunto; gstocésticos que forman una suce
sién decreciente. Si formamos Tla cubierta convexa de I° y
la denotamos por 1°, es fdcil ver que P( 1°| I )= 1, pues
siempre 1° I, pero entonces, si I= gVIn, vemos que

Y= Lalg™ (1) € Lo 1,

Timy = {9[9-1(9V10)= Io}

N
de donde, por nuestra hipdtesis, g-lgv= e, 1o cual implica:
Teerema. Cualquier algoritmo admisible, es consistente’

en el sentido estadistico.

Demostracibn. Se ha visto que 1imYn= {gv}

n-ro
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Efemplos. G es el grupo de translaciones en RZ. Escri
~bimos sus elementos en la forma g= {(a,b), y ponemos 9,” (
a,B). En este caso

Y= { (a,b)] (xi—a,yi-b)elo,i= 1,...,n }

Definiendo

E;= { (a,b)] 3F(x,y)el,tal que (a,b)= (xi-x,yi—y) }s,
Tos Ei son conjuntos estocdsticos independientes y convexos
que satisjacen:

Tn” :'()1 i

Y, &S convexo.

Sin examinarlo en detalle, cuando G es el subgrupo del
grupo lineal de R? formado por‘1os elementos de determinante

positivo, definimos

Ei= (ol (919%4%915Y1:9p1%%9pp¥ 1) eTads

cuando
g 1= (911 g12)
921 922

n

y se sigue verificando que fﬁ\Ei= Y,» Y, €S convexo.
sl

n
Para este ejemplo, se tiene el siguiente lema:
Lema. En el caso descrito arriba, estimacibén m.v. de

g,> es equivalente a un problema de programaciéﬁ cuadrdtica.
Demostrhacién. Poniendo la funcidn de verosimilitud
L(1)=m(1)7",

debemos minimizar m{ I )= det(g)m( I, )}, y por lo tanto,

basta minimizar la fuﬁcién cuadrdtica det(g)= 9119227912991~
.Por i1timo, veamos un teorema sobre el "tamafio promedio”

de Tos conjuntos Yo'

Teorema. Si G es el grupo aditivo de las translaciones,

el conjunto de margen Y, verifica:

.\ N ;/



17

= 2 _ m
Tim n E(m(Yn))— Kfj d¢/D$

n-e
donde K es una constante positiva, D¢ es el didmetro aso-
ciado a dos lineas de soporte en la direccidn ¢

Demostracibén. Denotemos por AO el drea de I,; por g

al elemento (x,y); por Ig= I, + {x,y) v por f al indicador

de I,. Usando el ejemplo anterior, vemos que el indicador

: [
de Y puede ser escrito como _ ﬂﬁ
| 3
i
n by,
ql{x,y)= T Tf{x;-x,y:-y), asi que o
i=1 ! ! it
i
m(Yn)z ,rR2| ]f(x'i’x’y'i_'y)‘ M;:
Como los puntos (Xi’yi) son estocdsticamente indepen- gﬁ
dientes, con funcidn de densidad Aalf(x,y), “ﬁ
. Hm‘l{:

Em(Yn)F IRZ(Aalfsz(u—x,v-y)f(u,v)dudv)ndxdy

Definimos A K(x,y)= ngf(u—x,v—y)f(u,v). Se tiene:
K{x,y)= A;lflolgf(u—x,v—y)f(u,v). | ;?
Em(y, )= [o2K"(x,y)dxdy

Obviamente K{x,y)sl, y si el vector {x,y) es pequefio

y apunta en ‘la direccién ¢, ponemos D¢ para el didmetro a-

sociado en la direccidén ¢é. Pero la integral que representa
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a2 K, es el drea de la regidn IoIg, Yy por lo tanto, puede
ser aproximada por Ay - ||gI|D¢(1 + 0(1)), de donde, asin
téticamente,

K(xoy)=1 - |1giID,/Ay= expt -11g||D /Ay }

De aqui que;

Em{y )= [gzexpl -n!|g}|D¢/A0 }dxdy

Pasando a coordenadas polares:

- 2T _
Em(y,)= [27[ exp{ -nD,p/Ay }odpds
La integral f?exp{ bt }t" tiene el valor F(n+1)/bn+1;

simplificando 1a expresidon de arriba, obtenemos:
_ -2 2 2
Em(Yn)— Agn jn d¢/D¢

Nota. Se. puede enunciar unteorema andlogo para el caso
de rotaciones, y otro para el caso de cambios de escala, pero
no se obtiene nada nuevo.

1.5. ALgonitmos generafes. Los métodos anteriores se
caracterizan por usar propiedades de la frontera de I. Sacri-
ficando esto, se pueden construir algoritmos mds generales
que resultan consistentes en el sentido siguiente:

Definimos el error esperado de I y I* como

e{(l1,I*)= Em(IAI*)

i
iid
il
s
iy
i
i

o
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Los algoritmos consistentes son 10s que hacen tender
a 0 éste error cuando los parametros de los mecanismos de
deformacidn crecen.

La imagen deformada I° no sirve como estimador de 1
pues e(I°,I)= Em({I). Para remediar esto, cuando I1°= {xq,

.,xn}, cubrimos cada X; con discos de radio p y centrados

en el punto; la unidén de estos discos nos da un estimador
consistente si_escogemos el radio adecuado. E1 teorema si-
guiente nos dice como hacerlo.

ﬁTeo&ema. Sea I°= {xl,..:,xn} una imagen deformada de I.
I*=£¥{Cp(xi), donde 1los Cp(xi) son discos de radio p y centro
Xis define un algoritmo de reconstruccidn consistente para
cualguier imagen I cuando el mecanismo de deformacidn es del
tipo a) y p se escoge de manera gue p»0, np?se,

Demos trhacibén. Denotamos por I{x), I*(x) los indicadores

de I, I* respectivamente. Se tiene:

Ee(I,I%)= Em(IaI*)= [ {1-EI*(x))dm(x) + [po {EI*(x)dm(x)

Construimos

BIBLIOTECA

Dé= {xel|d(x,3I)zp} _ - D“ClENcms
1 X k g t EXACTAS
Dp= {xeR%2-T|d(x,3I)3p} N Y NATURALES
EL SABER DE MIS HIJOS
Si xeD', calculamos HARA MI GRANDEZA

1

p(xel*)= 1 - P{x¢I*)= 1 - TETP(XEC;(Xi))=

EI*(x)
i=1

1 - (1 - 7p2/m{I))"= 1 - exp{ nwp?/m(I)}.

Analogamente,EI*(x)= 0 para xeD; . Pero cuando p>0 teng

mos que:




" Kie— 357

m(DF'JnD; )0
E(I*(x))~>1

y con esto, obtenemos el resultado.

Este no es el dnico estimador que se puede construir;

por ejemplo, en la figura

Figuna §.
una vez formada la cubierta convexa de 1°, denotamos por
P1 y P2 los puntos vértices del lado de mayor longitud. For
mamos circulos de radio p y que pasan por P1 y Pg. E1l esti-
mador de I serd I*= C(ol)f\G(pz), donde Py ¥ p, hacen mini-
ma la expresidon m(I*) con la restriccion I*CI.

Esto sugiere que para imdgenes de la forma I= B(sl,...
,sn), donde B es una funcidn booleana, tomar como estimador
1%= B(sul,...,san), donde se intersecta sobre todos los
(Sul""’san) que hacen I°(:B(sa1,...,san). Los s . se gene
ran a partir de los prototipos por medio detransformaciones

de similaridad. Bajo hipétesié débiles, se demuestra que és

te es un estimador consistente,

e
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CAPITULO I1I

11-1. Planteamiento del problLema. E1 problema general
que atacaremos en este capitulo, es el de como guardar y
recobrar informacidén en una computadora. Esta informacidn
puede ser numérica, por ejemplo, en una etapa de un algo-
ritmo para resolver numericamente ecuaciones diferencial-
es, se ha guardado en la memoria de la computadora una ta
bla de valores de una funcién f(x); en una etapa posterior
es necesario buscar el valor correspondiente a un cierto
Xx. Algunas veces la informacidn es menos matematica, por
ejemplo, buscamos la traduccidn de una cierta palabra en
ruso.

La manera en que este problema serd resuelto, serd
un tanto probabilista. Empezaremos por fijar la nomencla-
tura.

Vamos a suponer que un conjunto de N dafos ( records
), han sido guardados y el problema es encontrar el que
necesitamos. Cada dato tiene asociado una cfave ( key )}
que 1o identifica univocamente. E]l conjunto de datos, se-
ra 1lamado la ftabfa ( file ).

E1 método del Hashing recupera informacidn asi: un
nimero m ( m>N ) de posiciones de memoria dentro de la
computadora son usadas para guardar los datos; suponemos
que un dato cabe en una localidad de memoria. Estas po-

siciones seran El,...,Em. Tambien son reservadas m Joca-

Tidades T1,...,Tm para las claves. Si Ti no estd vacia,
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Ei contiene el dato correspondiente a Ta clave guardada

en Ti' Para guardar los datos, tomamos una clave X y cal
culamos una cierta funcidn h(x) que toma valores enteros
entre 1 y m; guardamos a x en Th(x) y el dato correspon-
diente en Eh(x)' En principio, buscar la 10ca11dad que {
guarda a x, es buscar el dato cuya clave es x. ,

Es necesario que h sea facil de calcular, y que

h{x} # h(y) para x # y, pero con N claves y m localida-
des, la probabitidad de encontrar una de esas funciones |
hash es P = (m)N / " , un nimero muy pequefic si N es

grande. Ademas, generalmente no sabemos por adelantado

que claves van a ser usadas, asi que h debe funcionar pa
ra cualquier conjunto potencial de claves. Es inevitable
pues, que debemos permitir que sucedan cofis.iones, esto
es, que para algunas parejas x # y ocurra que h(x) = h(y)

En 1a prdactica las funciones utilizadas, son aque-
11as que, con dominio el conjunto de todas las posibles
claves, y contradominio { 1,...,m }, den a una colisidn
una probabilidad de ocurrencia de 1 / m. Un ejemplo bas-
tante bueno de estas funciones, es h{x)= x(mod m) + 1
donde escogemos a m primo. Este tipo de funciones, es
muy frecuentemente favorecido en los Métodos Monte Carlo
( véase Knuth ). Una manera de resofver colisiones, es
buscar en Tas localidades h{(x) + 1, h(x) + 2,..., hasta
encontrar una vacia.

E1 algoritmo siguiente, resume 1a discusion anterior

Pase 1. A h{x) 1o 1lamamos i

Paso 2. Si Ti contiene a x, sacamos la informacidn
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de Ei' £l algoritmo termina.

Pasc 3. S1i T estd vacia, es por que la clave x no

esta gquardada. Se guarda en Ti'

Paso 4. Si i = m, ponemos i = 1; si no, aumentamos
i en una unidad. Regresamos al paso 2.

Este serd el Algonditmo L.

E1 algoritmo sirve tanto para guardar la informacidn
como para recobrarla, pues al empezar, todas las Ti estan
vacias; para guardar una clave ( y'el dato correspondien-
te ), calculamos h{(x) y buscamos a x por las T;s no 1o en
contraremos y el algoritmo parard en el paso 3: guardamos
a x en Ti' De ahora en adelante, cuando se nos dé x, en-
~cotraremos la posicidn Ti por medio del algoritmo y asi

recuperaremos la informacidn.

11.2. Aspecto Matemdtico. E1 problema bdsico plan-

teado en relacion al algoritmo anterior, es determinar

que se repite el paso 2 hasta en-
J

el promedio de veces
contrar x. Veamos un ejemplo con 10 claves A, B,...,

y 10 localidades Ti,..., T1o. La funcidn hash serd h{x)

i-8simo digito de w. Al gquardar las claves, obtenemos

la siguiente configquracidén simbdlica:

A1l cabo de cierto tiempo, algunos pedazos de la ta
bla empiezan a congestionarse y las configuraciones re-

sultantes no pueden considerarse aleatorias. Por ejemplo

despues de colocar las primeras 7 claves, obtenemos las
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sigiuentes posiciones ocupadas:

1 5 6 7 B 9 10

2 3 b
B D A C E G F

Para la clave H, si SUponemos.que empieza en una po-
sicidbn aleatoria, la probabilidad de que quede en T, es
0.6, pero Ta probabilidad de que termine en Tg es 0.1.

Las distancias recorridas por las 10 claves son: 0,
0, 0,1, 0, 0, 4, 1, 3, 7.

Para el andlisis matemdtico, empecemos por suponer

que los valores de 1a funcién hash son 81,...,2,. Esto

serd una sucesid hash. Calculamos uK(m,n), el nimero de

sucesiones hash parciales a;,...,a tales que, despues

n!
de haber colocado las primeras n claves, la posicidn «
queda vacia. Por consideraciones de simetria, se debe
tener u;(m,n)= u{m,n)= ... = uK(m,n). Llamemos u{m,n)

a ese nimero. Entonces:

m
) uK(m,n) = mu{m,n)
K=1
Cada sucesion a1,...,3, deja vacias {(m-n) posicio-
nes, es decir, es contabilizada por (m-n) de los uK(m,n).
Como hay_mn sucesiones de n términos, obtenemos la ecua-
cion:
n
mu{m,n) = (m-n)m .
Denotemos ahora por v{m,n,k) el nimero de sucesiones
hash parciales, tales que, despues de guardar n claves,
las posiciones 1, 2,..., k, quedan ocupadas y las k + 1 y

m vacias. Para que las posiciones 1,..., k queden ocupadas
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es necesario gue en la sucesdn a;,...,a haya k nimeros

n L]

menores que k + 1, pues como la localidad m deb quedar va

cia, esas posiciones no se l1lenaron a partir de nlmeros mis

grandes; pergo estos nimeros, forman una de las sucesiones
contadas por u(k+1,k). Los niimeros restantes, forman una
sucesion enumerada por u{m-1-k,n-k).

Todas las sucesiones contadas por v{m,n,k), pueden
ser construidas intercalando una AE las sucesiones conta-
das por u(k+1l,k) con una de las contadas por u{m-1-k,n-k).
Obtenemos: |

v(m,n,k)= Clu(k+l,k)u(m-1-k,n-k)

= 7 (k+1) % L(mok-1)n-k-1

{m-n-1}).

La distancia recorrida por la n-ésima clave es k, si,
y solo si, la sucesidn parcial al,...,an_1 ha ocupado las
localidades a s an+1,...,an+k-1 y dejado vacia la an+k.

La probabiiidad pk(m,n) de que la n-ésima clave deba
recorrer k localidades hasta encontrar una vacia, es:

pk(m,n)= Yvimyn-1,k+r) / m" -1

rz0
En efecto, hay m""! sucesiones de n-1 términos, de és
tas nos interesan las que dejan ocupadas las localidades

an,...,an+k—1 y dejan vacia la an+k. Por simetia, estas son

las enumeradas por v{(m,n-1,k+r), con r3z0,
Teonema.La distancia promedio d(m,n) que la n-ésima

clave debe recorrer hasta l1legar a una localidad vacia, es:

2d(m,n)=  2(n-1)/m + 3(n-1)(n-2)/m + ... ).




Demosthacibn. Por probabilidad elemental, sabemos que:

d{m,n)=} kpk(m,n)
k=0

Sustituyendo el valor de P> obtenemos:

d(myn)= Tk (Jv{m,n-1,r) )/m"" % = )
kgo rik notr) ) ‘%ﬂ ?}
1;<%; i

- 1-n, .n-1 r-1 n-r-2 qk O

= - kC +1 ~r-1 A i
raE)O(m njm - {r+1) (m-r ), o 15;7 i

(1/2)(:11-n)ml_n ) rCE'l(Ml)r (m-lr‘-l)n"r'2
rz0

En el G1timo paso se usd la identidad Yk= r(r+l)/2. it

k=1 | il

Hemos obtenido la ecuaciodn:

Emn-ld(m,n)= T rﬁg_l(r+1)r(m—r—1)n'r'2(m—n)
r:0 j

= (n-1) ¥ cpfkr2)* Hm-2-1) "R (o)
k>0 |

En la G1tima igqgualdad, se hizo el cambic r-1= k.

Estudiemos la funcidn:

s(n,x,y)= T Cp 2xrk) T y-10" K3 (y-ne2)
k»0

Desarrollamos:
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n-2 n-k-3

Sn,x,y)= 1C, X(X+k)k(y-k) (y-nt2) 4+
k>0
TRCR ™2 (x+k)  (y-1) K3 (y-ne2)
k=0

En la primer suma, hacemos u= n-2-k; en la segunda,

v= k-1, para k>0. Obtenemos:

S(n,x,y)= xZCE_Z(x+n-2—u)n'2’“(y—n+2)””1(y—n+2) +
u>0

(n—2)263"3(x+1+v)V+1(y-1—V)"'V"4(y-n+2)
v>0
Recordando la fdérmula de Abel, vdlida para reales ar

bitrarios a y b (a#0) y t, entero positivo:

(a+b)t= ) C:a(a—rc)r'l(b+rc)t"r ¢ real arbitrario.
r>0

S puede escribirse:

S({n,x,y)= x(x+y)n-2 + S{n-1,x+1,y-1) . (%)

Regresando a Tla ecuacidn para 2m"'1d(m,n), Vemos que
la suma de la derecha es S(n,2,m-2); para obtener el resul
tado, basta desarrollar la ecuacién (%).

Del teorema, obtendremos unos corolarios muy importan
tes:

Conolanio. La distancia promedio 8{m,n), recorrida

por las primeras n claves, satisface:

§(myn)= (n-1)/(2m) + (n-1)8{m,n-1)/m
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En efecto, &§{m,n)=
k

i t~1>=

d{m,k) )}/n = ( (n-1)/m + ... )/2
1

Una simple factorizacién, dd el resultado.

Conolandio. Cuando n=m, la distancia promedio recorri-
da por cada clave es:

mem)= ( (m=1)/m + {m-1}(m-2)/m? + ... }/2 -

En éste caso, todas las localidades reservadas quedan @
ocupadas. B

Es interesante ver algunos casos‘asintéticos, por e- k
jemplo, si a=m/n es el cociente de Tocalidades ocupadas en i

tre el total de localidades, se puede demostrar que si ha-

cemos tender m a infinito, manteniendo a a fija, &(m,am)

tiende a a/2(1l-a). Ademas, para el caso n=m, si m es bas-
tante grande, se tiene: i

s(m,m)> (wm/8)1/% _ 273 = o(mt/?) | )

11,3. Variantes def problfema. La técnica usada para
resolver colisiones, se 1lama bdsqueda £Lineal; como el prin %
cipal problema que ocasiona es el del congestionamiento, ;
se han creado otras formas de biisqueda. Al respecto, hay J
el siguiente teorema: J

Teorema. E1 promedio de veces que se necesita buscar i :
una clave por medio de bisqueda lineal, es independiente i
del Grden en que hayan sido guardadas las claves { Peter- |
son 1957 ). _ F

Esto quiere decir, bajo la hipbétesis de que todas las J
localidades son igualmente elegibles, que la sucesidén 314
1592653, dd la misma configuracién { localidades ocupadas) !

que la 3562951413 o que cualquier otra permutacidon de ella.

R -
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En particular, guardarlas simultaneamente no alivia
nada.

Demostracibén. Para demostrar el teorema, supongamos
que la sucesidn Ays-esd s dd lugar a la configuracion
bl,...,bn. Basta demostrar el teorema para la sucesién
al""’ai—l’a1+i’ai""’an’ donde 1<i<n. Hasta b,

i-1°
tas posiciones son las mismas para la segunda sucesidn.

es-

La i-ésima clave, en la segunda sucesién es mandada a a.

y debe quedar guardada en b a menos que se encuentre

i+l?
a bi ( que para la segunda sucesidn esta vacia )3 si no

Ta encuentra, la clave (i+1) mandada a a;, termina en b.;
si 1la encuentra, la clave (i+1) debe terminar en b.yq {
el resto de las localidades no se han modificado ). En

el peor de los casos, las claves i y (i+l), han intercam

biado localidades; pero entonces, el promedio es el mismo.

E1 nimero de pruebas para la clave (i+l), ha disminuida
en la misma cantidad que ha aumentado para la i-ésima.

En el algoritmo L, podemos cambiar el paso 3 i«i+l
por i«i-c ( o bien, i+c ) donde ¢>0 y {c,m)= 1. Aunque
una ¢ fija no reduce el congestionamiento, podemos mejo-
rar el algoritmo, haciendo que ¢ dependa de las claves
( Balbine 1968 ). Esto nos 1leva al algoritmo D,.cono-
cido como Hashing doble:

Paso 1. i+h1(x)

Paso 2. Si Ti estd vacia, ir al paso 6; si no, y Ti
contiene a x, sacamos la informacidn de Ei' E1 algoritmo

termina satisfactoriamente.

i+1
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Paso 3. Si X¢Ti, c+h2(x)

Paso 4. d<i-c; si <0, j«i+m .

Pase 5. Si Ti estd vacia, ir al paso 6; si xeTi, ha-
cer comoc en el paso 23 si X¢Ti’ ir al paso 4.

Paso 6. Guardamos a x en Ti’ y 1a informacidn corres-
pondiente en Ei'

Una buena eleccidn de funciones hash h1 y h2, es tomar !

m de tal manera que {(m-2) y m sean primos; si hl(x): X (
mod m ) + 1, podemos escoger hz(x)z x{ mod m-2 ) + 2. La

razén, es que con este tipo de funciones, tenemos una cier-

ta independencia probabilista: la probabilidad de que a !
una misma clave la manden al mismo valor, es del orden m °. 1

Otra técnica que evita congestionamientos, es la 1la- H
mada Hashing simple: Tomamds una matriz S de mxm enteros, . 1
tal que cada rengldn es una permutacidén de { 1,...,m} y la

primer columna, contiene a los enteros 1,...,m ordenadamen

te. Por ejemplo, para m=4, una matriz de hashing simple es 1

4
3
1
1

W MNP (W
N B BN

1
2
Ch 3
a4

La funcidn hash h(x), selecciona un renglon de S, ¥y
para buscar un dato, seguimos el orden dictado por ese ren
glén. Tenemos el mismo algoritmo L, con la modificacidn:

Paso 4' i+ siguiente valor en el renglén h{x) de la
matriz S; volver al paso 2 . ]

La bisqueda lineal es un caso particular del hashing ' ¥

simple. Para el caso m=4, la matriz es:

— ’ ' - . e .
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4 1 2 3

En to que sigue, 1lamaremos hashing cfclicc al que u-
tiliza bisqueda lineal.

Hay ((m-l).’)m matrices que cumplen Tos requisitos pe-
didos para una matriz de hashing simple; para cada una de
ellas es posible definir las medidas dl(m,n) y ¢{m,n) ana-
logas a las del hashing ciclico. E1 problema es determinar
en promedio dl(m,n), para una matriz escogida aleatoria-
mente. Se conocen las férmulas, pero no la manera de sim-
plificarlas; sin embargo, se sabe que para m grandes,
Sl(m,m)ﬁ inm+ 7y - 1.5, donde es la constante de Euler.
Es claro que este promedio es mejor gue el obtenido ante-
riormente, pero para una matriz determinada, su promedio
puede ser mucho mas pequefio que 51, asi que vale la pena
investigar‘que tan chico puede ser 61, y para que matrices
se obtiene este valor. Otro problema asociado a éste, es
el de construir matrices gque tengan promedic cercano al Op
timo, y para las cuales el paso 4' sea facil de realizar.

Por ejemplo, se sabe que para m=4, la matriz 6ptima
es la de hashing ciclico. E1 problema no ha sido resuelto
en generd], pero existe la conjetura de que el mejok esque
ma de hashing simple ( el que minimiza 61 ), es el obteni-

do con matrices construidas de la siguiente manera: cada

renglon es obtenide a partir del anterior, sumando 1 mo-

dulo m. Estas matrices son muy practicas, pues uno solo ne
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cesita conocer un renglidn, para conocerla completamente.

Un ejemplo de estas matrices es:
1 2 4 3
2 3 1 4
3 4 2 1
4 1 3 a/

Este esquema, se conoce como hashing ciclico genena-

Lizado.
En éste campo, hay varias conjeturas, pero es dificil

fundamentarlas empiricamente y las demostraciones formales

parecen necesitar un método ain no descubierto.
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