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~ Dentro de los factores que influyeron para la realizacién del proyecto PAREIMM estén la poca
. difusién de los temas de Redes en la Universidad de Sonora, y a la carencia de Software de este
tipo. Lo que imposibilita que se puedan resolver numerosos problemas reales, que se plantean en el

area.

En la primera parte del trabajo se analizan y plantean problemas hasta llegar a obtener la red

« que los modela; el resolver dichos problemas es equivalente a encontrar un flujo de valor constante

con costo minimo. En el capitulo siguiente se establece toda la teoria completa necesaria para la

" demostracién del teorema que garantiza la convergencia de cada uno de los dos algoritmos que

resuelven el problema y que se implementaron. Los capitulos tres y cuatro, como ya se comentd

establecen cada uno el teorema central para cada algoritmo y se presenta la demostracién detallada

de él. Ademds se d4 un panorama del tipo de estructuras y el manejo de la informacién que se

atilizé en la implementacién. También se presenta una corrida de escritorio con graficas y con las
estructuras de datos correspondientes para efectos de comparacién. '

Al final del trabajo se presentan tres anexos importantes; el primero contiene los conceptos
bésicos de teoria de Grificas que se requieren para entender el presente trabajo y el segundo
contiene un pequefio manual del usuario, donde se explica de una manera sencilla como se opera
cada uno de los programas y como se debe leer la solucion al problema resuelto, también contiene
éste anexo el cédigo de los programas. El éltimo de los anexos contiene los c6digos de los programas

implementados.

Una importante observacion es que en la realidad una solucién de estos algoritmos puede no
resolver completamente un problema real, debido a que las condiciones reales son mas complejas
que las implementadas en la teoria y generalmente son afectados por otros factores dificiles de
modelar completamente, pero las soluciénes tedricas pueden dar un acercamiento a la solucidén real

del problema.




Capitulo 1

Planteamiento del Problema y
Ejemplos

En este Capitulo veremos en que consiste el problema de flujo constante a costo minimo, para
esto partiremos del problema ya conocido de flujo maximo, recordémoslo planteando el siguiente
ejemplo: Supongamos que acabamos de comprar un rancho y que lo utilizaremos para el cultivo de
maiz, el abastecimiento de agua para nuestro rancho es por medio de un rio pero se encuentra un
poco alejado de nosotros, hay diversas tuberias desde el rio que llegan a nuestro rancho que pasan
por rancherias vecinas. En cada rancherfa hay una compuerta para el paso de agua de ahf hacia
nuestro rancho y es manipulada por cada duefo. Las tuberias son de diferentes tamaiios por lo que
tenemos una cantidad maxima de agua que puede pasar por cada una de ellas; nosotros queremos
saber cuales tuberias debemos usar de tal manera que nos suministren la mayor cantidad de agua
posible para establecer las hectireas de maiz que sembraremos.

Como sabemos, el algoritmo de Ford y Fulkerson (de flujo médximo) resuelve este problema y
despeja nuestra incdgnita.

1 Que pasaria si por la grave situacién econdmica que se vive en el pais los dueitos de las rancherias
deciden cobrar cierta cantidad de dinero por mantener e} grifo abierto?. Los costos que éstos pongan
dependerd del criterio y necesidades de cada duefio,ahora nuestro problema se complica un poco
mds, ya que no solo hay que encontrar la cantidad maxima de agua que recibiremos, sino tambiéu
nos interesa que sea lo mas barato posible. Esta nueva situacién que acaba de surgir se denomina
problema de flujo mdximo-costo mirimo. El problema en si es mas general, ya que no solo se puede
plantear para el valor v maximo de flujo, sino para cualquier otro valor v/ de flujo, con la condicién
que v/ < v, para que haya factibilidad.

Aqui también se expondrén algunos ejempios y sus debidos planteamientos hasta llegar a diseiiar
una red que lo represente; dichos ejemplos nos ayudardn a comprendel mejor el problema.

Un comentario importante es que el Método Simplex para redes es un caso particular de este
problema, ya que al adecuar la red para aplicar el Simplex se pone un nodo auxiliar con conexiones
hacia todos los nodos, arcos de salida si los nodos son de demanda, de llegada si son de productores



y en los nodos intermedios puede ser de llegada o salida ya que el costo que se les asocia es cero; con
este arreglo nos queda una red con flujo constante de valor la demanda total, o bien la produccién

total que son iguales.

Mas adelante veremos cdmo la informacién en la red nos es muy 1util para disefiar dos algoritmos
que resuelven el problema, el primero basado en localizar circuitos de costo negativo, y el segundo
encontando rutas mas cortas, por lo tanto los algoritmos de Ruta mds corta de Floyd y el de
Dijkstra Generalizado seran de mucha ayuda para la implementacién.

1.1 Planteamiento del Problema de Flujo Constante a Costo
Minimo

Establezcamos formalmente el modelo del problema de flujo Constante a Costo Minimo, para esto

veamos algunas definiciones que se utilizarin muy a menudo.

Siempre que haya referencia a una red R = [X,A,k,q,c] tendremos que:

o X .e‘as el conjunto de nodos que componen la red.
e A es el conjunto de arcos de la red.

¢ k es ]a funcién de capacidad minima de los arcos.
e ¢ es la funcidén de capacidad méxima de los arcos.

® c os la funcién de costos unitarios del flujo a través de los arcos.

Al considerar un flujo sobre una red, supondremos que hablamos de un flujo factible, esto es,
que cumple con las restricciones de capacidad minima, capacidad mixima y cumple con las leyes

de Kirchhoff.

Sabemos que dada ura red R se puede encontrar el flujo miximo que puede circular por esta,
mediante el algoritmo Ford-Fulkerson. Mas adelante veremos que es fécil modificar el algoritmo
para obtener flujos con cvalquier valor menor que el mdximo. Ahora si asociamos costo a cada
unidad de flujo en los arcos, el problema de flujo constante a costo minimo consiste en, dado un
valor v/ de flujo en una red R = [ X, A,k,q,¢], encontrar la distribucién del flujo que sea de

costo menor.
Definiremos el costo de un flujo factible f a la cantidad > (i.jyea €ij fij, donde ¢;; es el costo

unitario del flujo a través del arco (2,7), y fi; es la cantidad de flujo a través de (7, 7). Esto nos’
va a servir para calcular los costos de los flujos en cada iteracién de los algoritmos.



-9 Ejemplos de Problemas y su Planteamiento

A. continuacién se presentan algunos ejemplos * estudiados hasta plantear una red que los represente,
para poder aplicar el algoritmo y encontrar el costo minimo de un flujo de valor establecido; el

‘algoritmo se presentara en el siguiente capitulo.

1.2.1 Distribucién de Produccion

Una planta manufacturadora posee tres mdquinas especificadas con 1, 2 y 3 para elaborar su
producto y tres almacenes marcados con los nimeros 4, 5 v 6, donde los guarda. Para colecar
_Jos m productos en los almacenes tiene un sistema de bandas de transporte distribuidos como se
" indican en la figura. Cada banda puede transportar a lo mas 50 unidades por hora y la descarga
en los almacenes es 60 unidades por hora. Cada mdquina tiene una produccién de P, P, y P,,

| respectivamente y se pretende hacer la distribucidn de los productos mediante las bandas de tal
manera que se minimice la distancia que recorrerdn dichos productos. Las distancias se indican en

. la figara.

100

. 1

@)
L
il

200)

@)
QJ

- 90 —+{ = 50 -

FIG. 1.1 Distribucién de las miquinas y almacenes de descarga

El problema se puede plantear mediante flujo en redes. A cada punto donde estan situadas las
méquinas que elaboran los productos asignémosle un nodo; asf también a los almacenes de descarga.
Cada arco que pongamos en la red representard el recorrido que puede hacer un producto, ya sea

*Todos los ejemplos son modificaciones de los encontrados en [4]




- de.una méiquina a otra o a un centro de descarga. A cada arco le pondremos la informacién de
1: gapacidad minima y mdxima de productos que pueden pasar por las-bandas, en el caso de los
almacenes, las capacidades de almacenamiento. Debido a que la produccién de cada maquina es una
cantidad fija, agregaremos un nodo mas por cada uno de los ya establecidos para poder representar
~ese flujo fijo de productos. Entonces el ejemplo lo podemos plantear como un problema de flujo
‘constante (que en este caso es la suma de las producciones de las méquinas) a costo minimo, ya
" qﬁe el costo lo podemos asociar a la distancia que deberdn recorrer los productos, y queremos que

" sea lo menos posible.

Los nodos 1,2 y 3 representan a las mdquinas; 1, 2’ y 3’ son nodos auxiliares para representar
las restricciones en los nodos 1,2 y 3 ya que se tiene un flujo fijo que es la produccion que tiene

" cada miquina.

Los nodos 4,5 y 6 representan los almacenes y los nodos auxiliares 4/, 5" y 6' al ignal que en
las mAquinas sirven para la restriccidén de desecho fijo de productos en el almacén.

Los datos de los arcos estdn compuestos por:
(Cota Inferior del flujo, Cota Superior del flujo, Costo)
donde:

e El flujo es las unidades por hora que se transportan

¢ El Costo es la distancia que recorren los productos

La red que modela este problema queda de la siguiente manera:

@ (PXrP:I.sU) (0,50,20) @ (60,60,0) @
(0,50,80)
@ (P, Pa,0) (60, 60, 0) @
(Ov 50190)
(P53, P3,0) J (0,50,50) ~ (60,860,0)
® @ -©

FIG. 1.2 Red que modela el problema de Distribucién de la Produccién
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1.2.2 Fabrica de Herramientas

Una tienda recibe un pedido para elaborar 6 tipos de herramientas. La compaififa posee solo dos
maquinas para la elaboracién de las herramientas con la restriccién de que la herramienta 4 no
puede ser hecha por la maquina z. El problema a resolver es minimizar el tiempo para hacer dichos
trabajos pero a fin de balancear la produccién se requiere que cada maquina haga tres herramientas.

Los tiempos requeridos se presentan en la siguiente tabla.

Herramientas
Miquina | 1] 2 3[4 ]5]6
1 31719]1219(4
2 7112|110 | M| 6|6

El problema se enfoca en minimizar el tiempo total requerido por las 2 mdquinas para hacer
las herramientas.

La letra M asignada como tiempo a la heramienta 4 en la maquina 2 representa una cantidad
muy grande, que significa asociarle un costo alto para garantizar, que al momento de encontrar
la solucién no se asigne esa herramienta a esa maquina, ya que la condicién del problema asi lo
establecia. Tomando en cuenta que, si una herramienta no se realiza en primer lugar, el tiempo
requerido para ella es el tiempo de espera mas lo propio en hacerse; es decir si C,, C, y C, son
los costos de las herramientas hechas en los lugares 1,2 y 3 respectivamente por la maquina 1 el
tiempo total sera:

C, +(Ci+C) +(C, +C, + Cy) = 3C, +2C, + G,
5i los nodos 1 al 6 representan los seis tipos de herramientas que se pueden hacer; 1/ al 6
son nodos auxiliares para garantizar flujo constante y los nodos £ representan la posicién i de

'la maquina 7 y los costos de los arcos es el costo de hacer la herramienta k en el lugar ¢ por la
maquina 7, tenemos la siguiente relacién para los costos de los arcos.

Crij = (3 —1+1)Cy;

Donde C};; es el costo de hacer la herramienta k en el lugar ¢ en la miquina j y C; es el costo
dado de hacer la herramienta k en la miquina 7.

Los costos se pueden ver en la tabla sig.



‘Tabla de Costos para la Red

Trabajos || 11 21 31 || 12 22 32

1 3*¥3 2¥3 1*3 | 3T 2¥7T  1*7
3F7  2%T7  1*7 || 3¥12 2*12 1*12
3%9  2%Q  1%9 || 3*10 2*10 1*10
3*2 2%2 1%2 || 3*M 2*M 1*M
3*9 2*%9 1*9 || 3*6 2% 1*6
3*¥4 2% 1*4 | 3*6 2%*6 1*6

S o W N

La informacién de los arcos es:
(Cota Inferior del flujo, Cota Superior del flujo, Costos)
donde:

o El flujo representa el nimero de herramientas elaboradas.
o FEl costo es el tiempo requerido para elaborar una herramienta.
La letra M asociada a las capacidades representa también, como en el costo, un mimero muy

grande, que significa que no hay un limite en la capacidad maxima de producto que pase por esa
banda. Entonces tenemos un problema de flujo constante a costo minimo con red:




FIG. 1.3. Modelo de red para el problema de la Fabrica de Herramientas




1.2.3 La Cantina de Emilio

G. Emilio Quintana tiene y trabaja una cantina que se encuentra a un lado de la Universidad,
por esta razdm, la mayoria de su clientela son estudiantes universitarios. Debido a los problemas
que se empezaron a suscitar a raiz de que los estudiantes salian de la cantina muy bebidos, y para
evitar que le clausuraran su Cantina, Emilio tuvo que llegar a un convenio con el Departamento de
Seguridad de la Universidad, el acuerdo fue que no se lo clausurarfan mientras no permitiera que

salieran muy borrachos.

Emilio estd en un dilema, ya que necesita tener su cantina en pie para poder subsistir econémi-
camente, pero también requiere que estén contentos los encargados de seguridad.

Una situacion tipica de cualquier noche en el mesén es:

Cuatro clientes sedientos estan sentando en la barra con 750ml de Tequila para dividirlo entre
ellos. (ninguno abandonara la Cantina mientras haya licor). Como Emilio estd sirviendo, él cantrola
la cantidad de Tequila que cada cliente recibird. Si son buenos clientes atiguos, sabe que cada uno
debera recibir al menos 70ml del licor, pero como el cliente 1 pagé la botella se puede quejar si
recibe menos de 300ml y el cliente 3 tiene problemas amorosos por lo que no debe beber mds de

100ml.

La probabilidad de que el cliente 2 no se emborrache después de haber bebido i mililitros de

Tequila es:
R —_ e“"“)"ia'—'i

donde
Y. = .01 7¥; =.05 Y3 =.10 Y Y, = .01
i Cuantos mililitros de Tequila deberia Emilio dar a cada cliente para maximizar la probabilidad

de que los cuatro clientes permanezcan sobrios?

Claramente la probabilidad de que estén sobrios los cuatro clientes es P = P, % P« P, % P, y
queremos maximizar el valor de P.

Esta funcién objetivo no lineal no es apropiadas para técnicas de programacién de flujo en redes.
Sin embargo, recordando que un producto de variables pueden estar expresado como la suma de
los logaritmos de las variables, eso hard a nuestra funcién objetivo apropiada para solucién por

técnicas de redes.
ImP=hP +nP,+hP,+InP,

Entonces
In P = —.01z, — .05, — .10x, — .01,

Maximizando P es equivalente a maximizar In P, lo cual es igual a minimizar — In P.

Por lo tanto si Emilio proporciona a sus cuatro clientes la cantidad de licor tal que la suma
0.01x, 4 0.052; + 0.10%; + 0.012,

se minimice, se maximizara la probabilidad de que. estén sobrios.

11



Los nodos A, A’, B y B’ son nodos auxiliares para permitir flujo constante que representa la
cantidad de Hcor (750 ml.) disponibles.

TLos nodos 1, 2, 3 ¥ 4 representan los cuatro clientes que Emilio tiene en una noche.

La informacidn de los arcos es la siguiente:

(Cota Inferior del flujo, Cota Superior de flujo, Costo)

donde:

»

o El flujo representa los mililitros de licor que se van a proporcionar a cada cliente.

e El costo representa el coeficiente «y; para el cliente ¢ en la distribucién de la probabilidad

La figura ilustra Ja red que Emilio utilizé para llegar a la distribucién éptima de Tequila.

(70,M,0.05) (70,M, o)

(750,750,0)
(B

(750n 750, 0)

(0,100, 0.10)(0’ 100,09

FIG. 1.4 Red modeladora del Problema de la Cantina de Emilio

1.2.4 Racismo en una Escuela del Distrito de Smallvillie

En el distrito de Smallville hay problemas por cuestiones raciales que han provocado cada vez mas
disturbios. En un intento por mejorar la situacién, los encargados de repartir al estudiantado del
Distrito entre las escuelas, han decidido que no habri privilegios de inscripcién para nadie, y no
solo eso, sino que han decidido que la reparticién de estudiantes sea aproximadamente del 50% de
blancos y 50% de latinos en cada escuela para que el reparto sea equitativo, ya que algunas escuelas
tienen mala fama por su ubicacién y son poco concurridas.

El Distrito se divide en cinco subdistritos, que deberan hacer uso de las tres \inicas preparatorias.
Las reglas adicionales son:
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e Todos los estudiantes deberdn ir a la escuela

o Ninguna escuela puede tener mas estudiantes que la capacidad indicada

‘T.as tablas siguientes contienen informacién importante para este dramitico y penoso asunto. La
informacién de la distancia de cada subdistrito a cada escuela preparatoria estd dada para que el
estudiantado camine lo menos posible. Para facilitar un poco las cosas, la distribucién de estudiantes

podré ir de %40-%60 a %60-%40 en cada escuela.

H Subdistrito “ Nimero de blancos [ Nimero de Latinos I Tota.l—‘

1 35 15 50
2 25 10 35
3 90 5 95
4 10 115 125
5 15 30 45
Total 175 175 350

[l Escuela preparatoria [| Capacidad |

A 170
B 80
C 100

Distancia a las escuelas en Km
Subdistrito || Prepa A | Prepa B | Prepa C
1 3 7 9
2 4 4 12
3 6 4 10
4 7 5 4
5 4 7 3

En suma, se trata de distrubuir mas o menos mitad de blancos y mitad de latinos en cada
escuela, procurando que se alejen lo menos posible de sus casas,

Los nodos ¢ L representan a la distribucion de Latinos en el distrito ¢, de igual manera los nodos
1B son la distribucién de Blancos en el distrito #; los nodos L’ y iB’ son nodos auxiliares para
tener un flujo constante de personas sobre cada distrito.

Los nodos AL y AB representan la distribucién de latinos y blancos para la escuela A, respec-
tivamente; BL y BB, asi , también la distribucién de latinos y blancos pero ahora para la escuela
B, andlogamente los nodos CL y CB lo representan para la escuela €. Los Nodos 4, By C
Tepresentan a las tres diferentes escuelas en el distrito.
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La informacién de los arcos es la siguiente:

(Cota Inferior de flujo, Cota Superior de flujo, Costo)

donde

e El flujo representa la cantidad de personas que se distribuyen

¢ El costo es la distancia que los estudiantes tienen que recorrer para llegar a la escuela.

Una red que modela este problema es la siguiente:
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FIG. 1.5 Red que representa el Problema del Racismo en el Distrito de Smallville.
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.2.5 Un Gran Trabajo

A una fibrica de cierta gran compaiifa se le ha asignado una labor excepcional, de la mas alta
?fprioridad, dividida en cinco partes. Esta fibrica posee siete maquinas casi del mismo tipo, y solo
e necesitan cinco para efectuar tal labor.

La siguiente tabla indica el tiempo (en minutos) que se tardaria cada mdquina en cambiar de
gu labor actual a cada una de las 5 partes del trabajo.

El problema aqui es asignar una maquina para cada parte del trabajo, de tal manera que el
tiempo de cambio sea minimo. )

Maquinas

Parte [ 12 [3 4567
1 22128 |34 |41 |45 ] 22 | 52

19 [ 27 |45 | 52 | 44 | 28 | 21

52 (45 (372821 )17 |22

37 155|140 |45 [ 55[39 31

56 |28 133 54|25 31|56

[ BT

Los nodos de 1 a 7 representan las siete mdquinas con las que cuenta la compaiiia y los nodos 1’
al 7' son auxiliares para limitar la capacidad de flujo de cada parte; los nodos 11 al 15 representan
las cinco partes en que se divide el trabajo, asi los nodos 11’ a 15’ son también nodos auxiliares
para garantizar el flujo constante en la red.

La informacion de los arcos es la siguiente:
(Cota Inferior del flujo, Cota Superior del flujo, Costo)

donde

e FEl flujo es las actividades en que se descompone el trabajo

® El Costo es el tiempo en que tarda cada maquina en cambiar su labor.

Una red que modela este problema pudiera ser la siguiente:
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FIG. 1.6 Red que modela e} problema de Un Gran Trabajo
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1.2.6 Eliminacién de Productos Quimicos

Para eliminar 210 litros de liquido altamente corrosivo, la Compaiiia Quimica de Noroeste tiene
disponible solamente cuatro contenedores de 50 litros cada una con una resistencia a la corrosion

diferente.
La probabilidad de que se rompa el recipiente % al agregarle la sustancia es:

muLt

Pi=1—e
donde r; es el coeficiente de resistencia y »; es el volumen del liquido corrosivo en litros.

Formulando un modelo de flujo en redes que pueda ser utilizado para determinar la cantidad
de liquido a poner en cada recipiente tal que la probabilidad de que ninguno de los contenedores
fallen sea mdxima, vemos que el problema es un flujo a costo minimo, donde ¢l flujo es el vohimen
de liquido (en litros) de cada recipiente y el costo el coeficiente de corrosién.

Si P; es la probabilidad de no efectividad de cada contenedor 2, entonces el problema se traduce

en
minimizar P = P, *« P, % Py % P,

que significa minimizar el mayor desastre, o bien para tener una funcién lineal tenemos que

minimizar In P = InP, + InP, + InP; + In P,
minimizar In P = —rv, — 710, —ryu; — 1,0,
maximizar —InP = mw, + v, + T35 + Ty

Los nodosA y A’ son auxiliares para garantizar el flujo fijo de la cantidad de liquido por
distribuir. Los nodos 1 al 4 representan a los tipos diferentes de contenedores.

La informacién en los arcos es la siguiente:

(Cota Inferior del flujo, Cota Superior del flujo, Costo)
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FIG. 1.7 Red que modela el problema de la Compaiifa de Productos Quimicos

1.2.7 Enfriamiento de un Rio en Sonora

En el estado de Sonora se encuentra un rio que sirve como descarga de desechos de cuatro Industrias
designadas por las letras A, B, C y D segiin su localizacién a partir de la fuente del rio. La
Comisién Ecolégica del Estado ha encontrado que aunque los desechos no son toxicos para las
fauna de ese rio, si le afecta el aumento de 10 grados de temperatura que causan, es por eso
que ha impuesto como requisito que cada Industria tenga un sistema interno para disminuir la
temperatura de los desechos, y asi no aumentar tanto la temperatura del rio en esa parte. El costo
por decrementar un grado la temperatura de los desechos es diferente para cada industria, ya que
depende del tipo de enfriamiento que haya adoptado cada una, pero todas tienen la capacidad de
disminuir a lo mas 10 grados la temperatura. La Comisién Ecoldgica determiné que para que las
especies de peces que ahi habitan puedan sobrevivir, la temperatura del rio debe estar entre 50 y

60 grados.

En la fuente del rio situada antes de las cuatro industrias siempe hay una temperatura de 50
grados, y debido a la corriente del rio éste realiza una baja de temperatura de 3 grados de A a B,
5 grados de B a C, 4 grados de € a D y 2 grados de D a la desembocadura del rio.Fl problema
entonces es encontrar cuantos grados necesita enfriar sus desechos cada industria, de tal manera
que cumpla con los lineamientos de la Comisién y que les cueste lo mas barato posible. El costo
por grado de enfriamiento para cada Industria se muestra en la tabla de abajo.
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” ‘Industria ” Costo de enfriamiento

A 10
B 15
C 20
D 15

Los nodos 1 y 2 son auxiliares para garantizar el flujo fijo de entrada y salida respectivamente;
los nodos A, B, C, D y E representan los puntos donde estdn localizadas las industrias a través
del Rio, cada uno de estos nodos posee un nodo auxiliar primado para expresar las restricciones de
los nodos. Los nodos biprimados se utilizan para representar el aumento de 10 grados de calor que
cada industria.

Los cuatro nodos que poseen letras minisculas se establecen para representar el decremento en
la temperatura de ese punto del rio.

La informacién de los arcos es
(Cota Inferior de flujo, Cota Superior de flujo, Costo)

donde

¢ El flujo representa los grados de temperatura en el rfo

¢ El costo es el de enfriemiento del rio.

Formulando un modelo de red que las compafifas puedan utilizar para minimizar el costo y
cumplir con la restriccién del gobierno.
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FIG. 1.8 Modelo de red del problema de Enfriamiento de un Rio en Sonora

1.2.8 General Ramos 1

Una gran batalla se ha estado sosteniendo entre dos pueblos. Los enemigos estan prontos en llegar
para atacar al General Ramos y su tropa; él necesita hacer una operacién rapida y eficaz, para lo
cual estdn a su disposicién 8 mensajeros que pueden ir a toda velocidad por refuerzos a 12 fuertes
de apoyo. El nimero de tropas que se manden desde cada fuerte amigo dependerd del poder de
convencimiento, sobre los Coroneles de cada fuerte, que cada mensajero tenga. Solo se puede enviar

un mensajero a cada fuerte de ayuda.

Los ocho mensajeros se encuentran repartidos en 4 estaciones, tres en la primera, dos en la
segunda, solo uno en la tercera y los restantes en la cuarta.
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El general Ramos desea saber hacia donde mandar cada mensajero, de tal manera que puedan
recibir la mayor cantidad de ayuda posible para no perder la batalla. El ndmero de tropas asociado
a cada mensajero por fuerte de ayuda se muestya en la tabla.

Mensajero Fuerte

1 [ 23 [4][5]6 78] 9 [10]11] 12
2251200210 | 150 (60 | 175 [ O (10| 25 [ 25 | O | 190
2001210 1210 | 25 |90 | 90 22| 0 100160 ] O | 120
210 (220 (225 75 [ 50| 160 |75 (65| 50 [ 160 [ 35 65
75 | 90 [ 95 [ 100 (.75 {135 (90 |50 75 [ 200 | 25| 175

- JUR N

Considerando a los mensajeros como el flujo sobre una red, y el costo al nimero de tropas
posibles de mandar, el problema se plantea como flujo constante a costo maximo. Para adecunarlo
al tipo de problemas que aquf se plantean, el nimero de tropas, que son los costos se multiplican
por menos uno, para poder minimizar costo. La figura 1.9 muestra la red que utilizard el General
Ramos.

Los nodos del 13 al 16 sirven para representar las estaciones desde donde pueden partir los
mensajeros, el nodo 17 es auxiliar para representar los 4 mensajeros que harian falta para cubrir
los 12 fuertes por visitar, esto es, la asignacién de alguno de estos cuatro mensajeros fantasmas
querrd, decir realmente que no se asignd ningin hombre hacia ese fuerte. Para cada uno de los
nodos anteriores existe uno primado que es 1til para representar la cantidad fija de personas que
se asignan desde ahi.

Los 12 fuertes de ayuda también se representan mediante nodos que, al igual que en las esta-
ciones, poseen nodos primados para que llegue solo un mensajero; el costo de los arcos que van
desde los nodos hacia sus nodos auxiliares es cero.

El costo de los arcos que salen del nodo 17 es cero, ya que simboliza que no llegara mensajero
¥ no se mandarin tropas.

La informacion de los arcos, al igual en los casos anteriores es:

(Cota inferior de flujo, Cota Superior de flujo, Costo)
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FIG. 1.9 Modelo de red del Problema del General Ramos 1
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1.2.9 General Ramos 2

El General Ramos mandé a hacer un estudio més exaustivo de los mensajeros a su disposicién,
pidi6 que se les hicieran pruebas de velocidad, tenacidad y resistencia entre otras. Los resultados
reflejaban que no todos los mensajeros tenian buenas aptitudes, y se llegé a la conclusién de que
esto afectaria al ndmero de tropas que los fuertes amigos pudieran mandarles para ganar la batalla.

La tabla que se muestra establece los cambios que se tubieron que hacer en el nimero esperado
de tropas a recibir.

{| Mensajero ‘Campamentq

" 1|2]3|4|5|6[7|8 9 [ 10 {11 ] 12 |
1A 2451175210 { 145 {45 (165 | 0 {15{ 35 | 256 | O | 165
1B 220 | 2251235155 [301225) 0 |[10)] 10 | 25 | O | 190
1C 2051200 (195|176 (75 (140{ O (10| 45 | 20 | 0 | 235
2A 235 1235|245 | 110 (75| 200 | 85 [ 95 45 | 60 | 20| 35
2B || 195|205 (220 | 60 {40 145| 70 {50} 75 [ 200 |45 90
3JA 210 1220 (225 75 |50 [ 160 | 75 | 65] 50 | 160 | 35 | 65
4A 70 | 70 | 70 | 85 | 65110 | 65 90| 100 | 210 { 30 | 190
4B 90 [ 110 | 120 {120 | 95| 150 | 110 | 65 | 50 } 150 | 10 | 140

El problema. sigue teniendo el modelo de flujo constante a costo minimo, solo que ahora se asigna
un nodo para cada mensajero, ya que los costos, que son el niimero de tropas, estd en funcién de
las caracteristicas de cada mensajero. Istos 12 nodos se representan con una combinacién de
nimeros y letras, donde el nimero representa la estacién de donde parte, y la letra se le asigna

para diferenciar a los mensajeros.

Los doce nodos correspondientes a los fuertes de ayuda también estdn situados en la red que
el General Ramos utilizard. Para cada nodo hay un nodo auxiliar primado, que, al igual que el
ejemplo anterior sirven para representar una cantidad fija de flujo {mensajeros ) que pasa a través
de &l.

La informacién que aparece en los arcos es
(Cota inferior de flujo, Cota Superior de flujo, Costo)
donde

e el flujo es el nimero de mensajeros a ese campo.

¢ el costo es el nimero esperado de tropas que refleja las habilidades de cada mensajero.
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FIG. 1.10 Red gue modela el Problema del General Ramos 2
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Con el planteamiento de estos diversos problemas se puede deducir una manera de como asociar
la red a la informacién que se tiene. Se establece primeramente que dato es apropiado para asignarlo
al flujo, el costo se establece a la informacién que involucra la minimizacién o bien, cambiando de
signo lo que se requiera maximizar, es muy natural poner los nodos, ya que siempre representan
lugares, productores, etc. Los arcos simbolizan las restricciones.

Con el planteamiento de las redes no termina el problema, en el capitulo 3 se establecerd
la teoria necesaria, asi como uno de los algoritmos que resuelven completamente los problemas,
este algoritmo se basa en la eliminacion de circuitos negativos en una red llamada marginal o
incremental, que se construye a partir de la red del problema, de esta manera se va modificando el
flujo del valor deseado, hasta llegar a uno que sea de costo minimo. El segundo algoritmo que se
analizari en el cuarto Capitulo consiste en encontrar rutas mas cortas entre el nodo fuente y destino
en la red marginal construida, las justificaciones tedricas de éste método también se presentan en
este cuarto capitulo. La utilizacién de uno u otro algoritmo va a depender del tipo de problema,
ya que para utilizar el primero de los algoritmos mencionados es necesario tener un flujo factible
inicial del valor deseado, que puede ser encontrado por el algoritmo de Ford y Fulkerson para
flujo maximo, haciéndole una ligera modificacién, la cual encontraremos especificada en el capftulo
siguiente, asi como algunos resultados teéricos importantes para poder asegurar la convergencia
de los dos algoritmos mencionados; el segundo de los algoritmos, en cambio no requiere tener una
distribucién inicial de flujo si todas sus cotas inferiores son cero, de no ser asf , si se requiere un
flujo inicial factible 6ptimo de menor valor al deseado, ya que el algoritmo se basa en ir aumentando
unidades de flujo en la red cuidando que esta asignacién de flujo sea siempre éptima.
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Capitulo 2

Teoria Sobre Flujo Constante a
Costo Minimo

Fn este capitulo se estableceran algunas definiciones y resultados importantes sobre la teotfa del
Problema de Flujo Constante a Costo Minimo. Se tomara como base que se conocen los conceptos
bésicos de Teoria de Grificas * y el Algoritmo para encontrar un flujo méximo en una red (Algoritmo
Ford-Fulkerson). La teoria planteada en este capitulo es necesaria para demostrar los teoremas que
aseguran la convergencia de los dos algoritmos que se establecerdn en los capitulos 3 y 4.

A continuacién una definicién de las mds importantes para la descripcién de cualesquiera de los
dos algoritmos.

2.1 Red Marginal o Incremental

Aquf introduciremos un concepto sumamente importante para todo el desarrollo del trabajo; una
nueva red que nos permitira efectuar las iteraciones de los algoritmos. La nueva red que lamaremos
marginal, comprenderd dos tipos de arcos: aquellos que nos permitan aumentar el flujo a través de
ellos y que tendrin costos positivos, y los arcos que sefialen que se puede disminuir flujo sobre ellos
con costo negativo. Esta forma de considerar los costos permitiran identificar circuitos negativos
que estdn asociados a ciclos en la red original, con los cuales, manteniendo el mismo valor de flujo se
decrementar4 el costo. Por otra parte, la red marginal permitira encontrar rutas mas cortas, que en
la red original significa encontrar cadenas aumentantes para subir flujo conservando la optimalidad
en costo minimo.

Definicidén. Dadaunared R = [ X, A, k, q,¢], con X el conjunto de nodos, A el conjunto
de arcos que la componen, k la funcién de capacidades minimas asociadas a los arcos, ¢ la funcién
de capacidades maximas asociadas a los arcos y ¢ los costos por unidad de flujo que pasa por los

*ver Anexo A
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arcos. Definimos para una distribucién f de flujo factible a través de R

R (f) = [-_X’Al U A,,q/,c]

donde:

)Eﬂ fu < q:_;

2
¢ .7) | (.771:)6@3’ Jis > ki } 'ﬁkﬁ%”r‘nﬁiﬁ‘;’{"
P -

Jrt (J e))

gt;; describe la capacidad de los arcos de Rt (f) como sigue

A ={4
A,,_{
(

2
1

P B e f“T para todo (#,7) € A,
= fi; —ki; paratodo (i,7) € A,

¢f describe el costo unitario del flujo a través de los arcos de R/ (f) de la siguiente manera:

o1, = | ci para todo (i,7) € A,
¥ 7 ) —ei;j paratodo (7,2) € A,

La nueva red marginal posee el mismo nimero de nodos. El conjunto A, de arcos son aquellos
arcos de la red R tales que el flujo es menor que la capacidad, esto es, cada arco que se coloca
en la red marginal representa lo que se puede aumentar de flujo en esa direccién, manteniendo el
mismo costo; en cambio los arcos del conjunto A,, que son aquellos tales que en sentido inverso
estin en R con flujo mayor que su capacidad minima, es decir, arcos de regreso con capacidad lo
que se puede decrementar sobre él, con costo negativo al original.

Una observacién es que en la red marginal los arcos tienen como cota inferior cero, es por eso

que no se hacen explicitas al crear dicha red.

Sintetizando lo que pasa al construir la red marginal tenemos que:

o Si ki; < fi; < qij se agregan dos arcos en la red marginal, uno de ida y el otro de retorno.
e Si fi; = gi; solo se agrega el arco (7, 1) de regreso en la red inarginal.
o Si fi;j = ki; solo se agrega el arco original (4,7) en la red marginal.

La red que se presenta a continuacién serd de mucha importancia, ya que en todo el desarrolio
del presente trabajo se utilizard para aclarar conceptos, asi como para realizar las iteraciones de

los dos algoritmos,

Tomemos la red con el flujo dado y encontremos su red marginal asociada a ese flujo. Sim-
bolizaremos los arcos del conjunto A, con lineas punteadas, y los arcos equivalentes a la red

original con linea continua.
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FIG. 2.2 El nimero asociado a cada arco es el flujo a través de él.

Entonces la red marginal respecto al flujo definido en la fig.2.2 es:

A, = { (33 1)s (3,2), (134)3 (11 2)’ (2’“4): (2$5)) (3st), (4at)s (5st) }
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qlsy = gs —fn = 3—2 =1 clyy, = €4 = 3
Glsa = Gy~ fon = 4—2 = 2 cly, = €52 = 6
gly, = Q14"'.fs4 =3—2 =1 clhy = €y = §
glis = qa—fia = 2—0 = 2 chy = €3 = 1
qla, = q=4-f=4 = 3—1 =2 clyy, = €y = 3
Glag = Qas—Jas = 3—1 = 2 cly = €33 = 6
@y = gu—fat = 5—1 =4 Clyy = €3t = 4
gy = qu—fug = 5—4 =1 Cly = € = 2
@y = gt —Ju = 4—2 = 2 clgyy = €t = 4

A, = { (1,8), (2,8), (3,8), (451), (452)s (552), (5’3)_: t,3), (t:4), (4»5), (t,5) }

ghs = fSI - 2 clyy = —€n = —3
Qs = foa = 2 €lay = —Cyy = —6
qlys = .fsa = 3 clyy = —Czg = —4
gy = fiy = 2 €lyy = —Cy = 5
qly; = f24 =1 cly; = —€3y = —3
Qle; = foy = 1 cly; = —Cgy = —6
gz = fos = 2 Clyy = —C35 = —7
gty = fat =1 cliy = —C3t = —4
qhyy = Jip = 4 ely = —¢y = —2
qlys = fs4 = 1 Cclyg = —Cgy = —1
Qlyy = fst = 2 clyy = —Cq = —4

7 (1,:3) §

A gy (4,-2)
5 7y

7 (26) @,5; (24)

.'..-(23'7)
- (414.)‘ P

FIG. 2.3 Los nidmneros asociados son (capacidad, costo) de la nueva red marginal.

Acabamos de ver cdmo se contruye la red marginal asociada a un flujo dado en una red, existe
una estrecha relacién entre estas dos digrificas, cuando se quiere resolver un problema sobre la red
original no siempre resulta ficil, pero en ocasiones es mds cémodo trabajar con la red marginal y

después traducir los resultados hacia la red original.
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9.1.1 Relaciones entre la Red Original y la Red Marginal

buando se construye la red marginal asociada a un {lujo dado en la red, como ya se vio anterior-
mente, existen dos tipos de arcos, los que perlenecen a un conjunto denotado por A, que son los
grcos por donde se puede incrementar el flujo y los del conjunto A, por los cuales se puede bajar
¢} valor del flujo. Cuando en la red marginal se detecta un circuito, claramente corresponde a un
clclo en la red original, ya que los nodos que conforman ambas redes son los mismos, y para cada
arco de la red original corresponde al mnenos uno en la red marginal, que puede ser en el mismo
gentido o en el contrario.

Ademas, cuando encontramos trayectorias en la red marginal (caminos dirigidos elementales)
* gstas corresponden a cadenas aumentantes en la red original, para ver lo anterior basta plantearlo
- para un par de arcos consecutivos de la trayectoria encontrada en la red marginal, cuyos nodos son
i, 7 v k. Representando a los arcos de A, con linea continua, y los arcos del conjunto A, con linea

puntea.da..

a) Cuando ambos arcos (3,7) y (j, k) pertenecen a A, implica que en la red original son arcos
donde se puede aumentar el flujo, por lo tanto sf corresponden a una cadena aumentante.

® 0 (%) nes Mazginal

G\f @ ,O Red Original

b) Cuando ambos arcos pertenecen al conjunto A, significando que en la red original se puede
decrementar el flujo a través de ellos, en la red original aparecen los arcos en el sentido contrario
del que aparecen en la red marginal, significando que se puede decrementar el flujo en una cierta
cantidad a través de ellos conservando la factibilidad del flujo, lo cual significa que pertenecen a

una cadena aumentante en la red original.

@ ..... .@ ..... PO ..@Redmarginal

@- @ . @ Red Original

¢) 8i el arco (¢,7) € A, y (3, k) € A,, en la red original se encontraran los arcos (7,1) (7, k),
al modificar el flujo en una cantidad d apropiada (que no sobrepase los limites de capacidades de
todos los arcos de la cadena) el cambio se realiza sumando d en los arcos de A, y restando esa
misma cantidad en los arcos del otro conjunto, de esta manera se mantiene la factibilidad de la red
original y corresponde a una cadena aumentante de ésta.
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@ ................ @—@ Red Marginal

@ @ @ Red Original

d) Cuando (2, 7) pertenece 4, y (j, k) € A,, donde en el primero se puede aumentar flujo y en
" la red original se encuentra en la misma posicién, en cambio en el arco (7, k) se puede disminuir el
" flujo y en la red original se encuentra en la posicién contraria; cuando se hace el reajuste de flujo,
mievamente define un flujo factible de mayor valor que el anterior, siendo entonces ésta una cadena

- aumentante.

................ .@ Red Marginal

@ @ @ Red Original
2.2 Modificacién del Flujo a Través de un Circuito

Como ya se menciond antes, un ciclo en la red R corresponde a un circuito en la red marginal, y
si existe una cadena aumentante “abierta” entre s y £ en R entonces existe un camino “abierto”
entre s y t en R/ (f) y viceversa. La importancia de lo anterior tadica en que los algoritmos se
basan en la construccién de la red marginal y la utilizan encontrando circuitos negativos o rutas
mas cortas, para llegar a la optimalidad.

Sabre los circuitos en R7 (f) (o ciclos de R) se puede modificar el flujo ya que sobre los arcos
(¢,7) € A, corresponden arcos de A con k;j; < fi; < qi; donde se puede incrementar el flujo,
y los arcos (¢,7) € A, corresponden a arcos (f,i) € A tales que f;; > k;; por los cuales puede
decrementarse el flujo a través de él.

De aqui en adelante se supondr4, sin pérdida de generalidad, que las redes utilizadas solo tienen
un nodo fuente y un nodo destino, si no es asi se agregan dos nodos auxiliares s/ y # hacierdo las
veces de tnicos fuente y destino, s/ se conecta con arcos de salida con todos los nodos fuentes, y
el nodo #/ con arcos de llegada con los nodos destinos originales, las capacidades inferiores de los
nuevos arcos serd cero, y la capacidad maxima de ellos un nimero M, que retomando lo establecido
en el capitulo anterior simbolizaba una cantidad sumamente grande, a estos arcos se les asigna el
costo cero, ya que son arcos auxiliares sin costo asignado. Otra suposicién que es importante
establecer es que los flujos a los que se refieran son de valores enteros, ya que si fueran racionales,
basta multiplicar todos ellos por una constante lo suficientemente grande para lograr el objetivo;
el trabajar con miiltiplos en los flujos y/o capacidades no altera en absoluto el problema, ya que
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se aplica el mismo esquema del algoritmo de Ford y Fulkerson que se puede aplicar solo si hay
capacidades enteras.
Si el cambio en el flujo se hace como se indica en el siguiente teorema, se obtendrd un nuevo

flujo factible del mismo valor v, pero de diferente costo. Asi, cuando se utilicen circuitos negativos,
se logrard bajar el costo del flujo conservando su valor.

Teorema. Seaunared R = [ X, A,k,q,c] con red marginal R/ = [ X, A, U A,, g/, cr)
y flujo factible de valor v. Si existe circuito en R7 y se modifica el flujo en cierta cantidad d, tal

que se cumpla lo siguiente .

kij < fij—d
fij +d < g
modificando como sigue
. fii si (¢,7) no pertenece al ciclo
fri; = § fi; +d si(4,7) € A, y pertenece al ciclo

fii —d si(3,%) € A, y (3,7) pertenece al ciclo

se obtiene un nuevo flujo factible f# de valor v».

Demostracion.

Para demostrar que ft es factible y de valor v también, basta ver que se cumpla

v si1 =38

Zfl,'j—-z_ffk,' = o si ‘i-}?{-g,t

j k —p siz =1

que es la condicién de flujo de las redes sin ganancia (Leyes de conservacién del flujo o Leyes
de Kirchoff).

Si el vértice ¢ no pertenece al ciclo es claro que cumple la condicién de flujo en la red R
v s1t1=s
Yofi=d fui =4 o sii#st
J k —v st = ¢
Ahora si ¢ es un vértice del ciclo tiene dos vecinos m y n en el ciclo.

Si en el circuito correspondiente en R/ (f) estdn los arcos (m, i) e (1,1) tenemos varios casos:

a) Si (m,1) e (i,n) € A, tenemos en la red R
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Donde m es predecesor y n es sucesor de % en el ciclo, entonces

DoIri=3 I = 3 frii+ frimn— Y i — frmi
J

k phi#En kk#m
= Y fit (Fin+ ) = —pi ~ (Fmi + d)
ji#n Kok

= Zfij"“z.fki
j k

v sii = s
= o sitFs,t
-v st = ¢

b} Si (m,3),({,n) € A, tenemos en la red R

C e e

Donde n es predecesor y m sucesor de %, entonces

Dfri=d i = > i+ frin - 37 Fhi— Frmi
i k .

diin kk#m
= D fit(fa—d)= Y —ki—(fmi—d)
Jn kkgm

= Zfij“z.fki
J k

v sit = s
= o sit#s,t

—v sit = ¢

c¢) 8i (m,i) € A, y (i,n) € A, tenemos en la red R
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Donde m y n son predecesores de 2, entonces

S =3 fe = Y. fri— Y. —Frmi— fin
i k i bkt kn
= Y fi— Y —Afmitd)—{(fu—4d)
i

k km, ktn
= > fij— Y fu
i k

v sit = s
= o sit#s,t
—v sit =t

y el ultimo caso.

d) Si (m,i) € A,y (i,mn) € A, tenemos en la red R

G——O——0

Donde m y n son sucesores de 4, entonces

YoFri= f = Yo it flim+ ftin =Y fhu

j k Ji#En.g#Em k
= Y, fit(Fm—)+(Fn+d) =) fu
hifng#m k
= Y fi—> fu
7 k
v sit = s

= o sitFs,t
—v sit =t

diagrama nos ejemplificard mejor lo anterior.
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Lared marginal nos indica entonces la manera de obtener otros flujos factibles del mismo valor, y
no solo eso sinoc también nuevo costo, ya que incrementar una unidad de flujo en los arcos (7, 5) € A
significa incrementar el costo en ¢;;; y decrementar flujo en arcos (%, ) implica decrementar el costo
en ¢;; . El cambio de costo estard dado por el producto de las unidades de flujo con las suma de los
costos de los arcos del circuito en R/; a este valor le llamaremos Costo del Circuito. El siguiente
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FIG. 2.4 Circuito 1, 2, 4, 3donde {Capacidad, Costo},
entonces ¢l costo del circuitoes 3+ 4+2+1 é 10,/

"

De lo anterior se puede concluir que para bajar el costo de una red con un flujo constante hasta i
-encontrar circuitos en la red marginal asociada al flujo que tengan costos negativos y modificar el
flujo a través de él.

Como el comportamiento al decrementar el costo en la red es lineal, una pregunta interesante
serfa jCual es la cantidad mdxima de costo que se puede bajar en un circuito negativo?.

La tinica condicién que se tiene que cumplir al cambiar el flujo es que no se rebasen las capaci-
dades de los arcos que forman el circuito, entonces la maxima cantidad de flujo d que pueda pasar
por el ciclo serd lo mds que se pueda bajar el costo de la red, donde

TR e i o

d = min { g;; con (2,7) en el circuito de la red marginal}

E
L
i
e
Ok
i
#
‘.Dl
¥

Retomando nuevamente la red de la fig.2.3 veamos cuanto podemos modificar el flujo para
disminuir el costo en el circuito negativo (1, 2, 4, 1) de costo —1, tenemos que

d = mn{2 2,2} = 2
N P . .
entonces podemos modificar a lo mas 2 unidades en flujo que produce una baja en el costo de.—2

quedando finalmente la red siguiente con costo 82. -
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FIG. 2.5 Red con cambio en el flujo para disminuir el costo.
Los Niimeros en los arcos representan el flujo a través de ellos.

Coti el procedimiento anterior acabamos de bajar el costo del flujo en la red pero atin no es de
costo minimo ya que existen otros circuitos negativos como loson ( s, 1,2, 8}, (2, 4, 5, 2 ),
(5 35 ty, 5 ) donde también se puede decrementar el costo de la red.

Antes de establecer en un teorema las condiciones necesarias y suficientes para tener un flujo
de costo minimo necesitamos un resultado importante de descomposicion de flujos.

2.3 Flujo Conforme

La descomposicién de un flujo en unidades elementales es necesaria para la demostracién de uno
de los teoremas centrales, que garantiza la convergencia del Algoritmo de eliminacién de circuitos
negativos, cuando se efectia tal descomposicién, cada unidad posee un tipo especial de flujo llamado
conforme, que es un concepto muy itil en la demostracién, por lo cual es conveniente establecer
primeramente lo que es un flujo conforme.

Antes de establecer formalmente la definicién de lo que es ur flujo conforme hay que clarificar
el concepto de flujo total a través de un par de vértices.

Si dados dos nodos ¢ e 3 con arcos en la direccién (2, 7) y (7,%) (pueden ser mas de un arco en
la misma direccién) y denotemos por w;; y w;; al flujo que circula a través de cada arco con las
direcciones respectivas sefialadas anteriormente, definimos el flujo neto que pasa a través de esos
nodos en la direccién ¢ a 7 como: f;; = Z(i,j)eR wi; — E(JJ)ER wji.

Definicion. Sea una red R sobre la cual hay definido un flujo f. Decimos que un flujo es
Con forme si para cada par de vértices z e § con f;; el flujo neto a través de ellos, hay un nimero
total de unidades f;; de flujo todas usadas en la direccién de ¢ a j.
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Los flujos pueden no ser conformes, por ejemplo, si hay un nimero total de f;; + p unidades
de flujo a través del arco en la direccién ¢ a 7 y p unidades de flujo a través del arco en la direccién
“opuesta, produce un flujo neto de fi; de ¢ a j. En la siguiente figura se puede apreciar mas este
‘comentario. ‘

fia=3+5-23=6 fia=44+23=86
Flujo no Conforme Flujo Conforme

FIG. 2.6 Ejemplo de Flujo Conforme y no Conforme

2.4 Descomposicién de un Flujo

En esta seccién veremos como descomponer un flujo dado en una red como suma de flujos mas
simples: En la prictica esto no es muy usual, pero en cambio en desarrollos tedricos es 1til tener
una simplificacién tal de un flujo. La descomposicién mencionada consiste en primeramente obtener
una nueva red, con el mismo nimero de nodos y un arco por cada unidad de flujo; posteriormente se
desglosa la red en circuitos y trayectorias elementales, por las cuales circule solamente una unidad
de flujo. '

Denotaremos por h o (S) al flujo de un conjunto S arbitrario de arcos (2,7) en una red R,
donde f;; = henarcos (3,7) € Sy fi; = osi(1,7) € S. El conjunto S puede ser un circuito
o una trayectoria.

El sigujente ejemplo nos clarificard la notacién establecida anteriormente.

FIG. 2.7 Donde S = {(2,3), (3,4), (4,2)} entonces
30 (5) es el flujo de valor 3 que pasa a través de S.

La manera como se da la descomposicién de un flujo se establece en el siguiente.
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Teorema. Si f es un flujo (de s a t) de valor v (entero) en una red R, entonces f se puede
descomponer como:

f=10(P)+ 10(R)+...+ 10(P) + 10(B,) + 10(P) +...+ 10(Py,)

donde P,,..., P, son trayectorias de s a ¢ de Ry ¥,,...,P; circuitos elementales también en
R.(Los P; y ®; no necesariamente distintos).

Demostracion.
Dadalared R = [ X, A,k,q,c] con un flujo f, construimos la red unitaria
R* = | X*, A% k,q,c] como sigue:

o El conjunto X° de vértices de R® es el mismo que el conjunto X de vértices de R.

e Si f;; es el flujo en el arco (4,5) de R entonces ponemos f;; arcos paralelos entre los cor-
respondientes nodos ¢ y 7 de R®. Si fi; = o, entonces no se colocardn arcos entre ° y
3.

Cada arco en R°® corresponde a una unidad de flujo de los arcos de la red R, entonces R®

representa el flujo fen R.

En la red Re el grado de los vértices satisface la siguiente condicién dado que la condicién de
flujo para redes sin ganancia se cumple:

r-@) = TIt(3%) Vi # sfotf
r-(sy = Ittt =»

Como el total de unidades de flujo que energen del nodo fuente llegan al nodo destino, y dado
que por cada arco solamente puede pasar una unidad de flujo a través de ella, tenemos v caminos
dirigidos simples de s a t? que conducen dichas unidades de flujo. Sean Pt,, Pt,,..., Pt, esos
caminos. Los caminos P/; no necesariamente es elemental , pero un camino no elemental se puede
considerar como la suma de una trayectoria (de s® @ £*) y un nidmero de circuitos elementales cuyos
arcos son disjuntos3, entonces tenemos:

f=10(P)+ to(P) +...+ 10(P) + 10(P,) + 10(P;) +...+ 10(B)

donde los P; son las trayectorias elementales (de s° a t°) y los &; son los circuitos elementales
-

A continuacién veremos un ejemplo de un flujo f que es descompuesto en trayectorias de s a t
y circuitos.

ver Anexo A
3ver Anexo A
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dos veces

®- @~ —(@ ®
+
| | 2 ~@
@ €)
+
2 dos veces

dos veces

©

FIG. 2.8 Descomposicién de un flujo f en trayectorias
elementales (de s a t) y circuitos

En el ejemplo anterior se puede apreciar la descomposicién de un flujo f en unidades de flujos
unitarios (trayectorias y circuitos), como se puede ver las unidades de la descomposicién no son
todas diferentes.Una observacién interesante es que la descomposicién en esta forma de un flujo no

es trivial como pudiera parecer.

En gereral no todos las trayectorias y circuitos son distintos. 5i solamente la primer trayectoria
v? y el circuito k7 son distintos, con la trayectoria F; apareciendo h; veces en la lista P;,..., P, y
el circuito ®; aparece l; veces en la lista @,,..., Py, entonces f se puede escribir:

w ki
f = Zh,-o(P;) + 3 Lo ()

=1
Un resultado importante obtenido en el desarrollo de la anterior demostracién es que las u-

nidades de flujo en el cual f ha sido descompuesto son con formes, gue como se vi6 anteriormente
quiere decir que el flujo total que pasa por cualquier arco (2, 7) se encuentra precisamente solo en
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esa direccién, y es facil de ver, ya que el flujo fue descompuesto en circuitos y/o trayectorias con
E flujo unitario. ‘

A continuacién se presentara una proposicién que es muy importante en el desarrollo de la
demostracién del Teorema que justifica el método basado en la eliminacién de circuitos negativos.
Para establecer la proposicién como tal hay que recordar, del teorema anterior, que si se tiene una
descomposicién de un flujo f, ésta es en unidades conformes de flujo.

No solo es importante esta proposicién para el teorema, sino que ademds es un resultado tedrico
" muy interesante. Lo que establece la proposicién es que si se tiene una descomposicién del un flujo
factible, cualquier suma parcial de los elementos de la descomposicién serd un flujo factible también
- para la red.

Prop osicion. Sea f un flujo factible en ’una red R, con &escomposicio’n
f=10(P)+10(P)+...+ 10(P) + 10(®,) + 10(8;) +...+ 10(Py)
entonces cualquier suma

f=10(P)+ 10(P)+...4+ 10(Pp) + 10(F,) + 10(F:) +...+ 10(H)

con 1 <'m < vy1 <1< kesfactible, donde el flujo es cero en los elementos de la descomposicién
que no aparecen en la suma .

Demostracion.

Para demostrar que la suma dada antes sea factible, basta ver que cada vértice cumple las
ecuaciones de conservacién de flujo. :

La demostracién se hara por induccién.

Tomemos la distribucién de flujo que consiste de una sola unidad, (ya sea circuito o trayetoria)
de la descomposicidn, y todos los demds arcos con flujo igual a cero, esta distribucién es factible,
ya que cada término de la descomposicién cumple las leyes de Kirchhoff.

Veamos ahora que pasa si nuestra distribucién de flujo consiste de dos elementos de la descom-
posicién, ya sean circuitos o trayectorias.

Sea 7 un nodo de la red, claramente si este nodo pertenece inicamente a un elemento de la
descomposicién del flujo, se siguen cumpliendo las ecuaciones de conservacién de flujo.

Sean f y g las distribucidnes de flujo respecto a dos elementos de la descomposicién, entonces
tenemos para el vértice i que >°; fij — 25 fei = 0y 205855 — 25 gk = o. Siel vértice ¢ se
encuentra en dos unidades de Ja descomposicidn, las leyes de Kirchhoff aplicadas a. 8l serdn:
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SN (fii+g) — D (futgu) =
i p

1

Sofi + Y 95 — Yo frui — ) gk

] i k k

= S fi = Y Fut Y g — Y ok
J k i k

= 0

Siguiendo el procedimiento anterior se demuestra para k + 1 unidades de fiujo partiéndo de la
hipétesis de induccién vélida para k elementos, con esto el resultado queda demostrado.

Retomemos el ejemplo anterior de descomposicién de un flujo para observar que cualquier suma
parcial de elementos de la descomposicién es un flujo factible para la red.

Tomando la primera trayectoria y los dos iiltimos circuitos de los elementos de la descomposicién,
y en aquellos arcos que no se¢ encuentren en ninguno de las anteriores componentes definimos el

flujo de cero, nos queda definido el siguiente flujo.

FIG. 2.9 Flujo factible definido mediante Ja suma parcial de elementos

de la descomposicidn

Recordando que para aplicar el algoritmo de eliminacién de circuitos negativos es necesario
tener un flujo factible de cierto valor » menor o ignal al maximo sobre la red que deseamos resolver,
se coment anteriormente que una modificacién ligera al algoritmo de Ford.y Fulkerson nos era ttil.
Esta modificacién del Ford-Fulkerson también nos puede servir para el segundo de los algoritmos,
ya que éste opera a partir de un flujo de valor menor al deseado que sea factible, aunque el fiujo
inicial que siempre se toma por facilidad es el cual todos los arcos tiene cero en flujo si las cotas

inferiores para todos los arcos es cero.
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En la siguiente seccién se comentard sobre el cambio que hay que hacer el algoritmo de Flujo
maximo para nuestros propésitos.

2.5 Modificacién de Ford-Fulkerson para Obtener una Red con
Flujo de Valor v

Como ya sabemos el algoritmo de Ford y Fulkerson estd basado en encontrar cadenas aumentantes
del nodo fuente s al nodo destino £, hasta que ya no se pueda aumentar el flujo; para obtener un
flujo f de cierto valor v con éste método solo hay que hacer una modificacién en el criterio de paro.
Cada que se encuentre una nueva cadena aumentante se tendri que revisar si el valor v/ de flujo
obtenido con esa nueva cadena es menor que el valor v deseado de flujo, si es asi , se continda; si
los valores de los flujos son iguales, el algoritmo se detiene y ya se posee el flujo deseado.Si el nuevo
flujo sobrepasa al valor deseado, basta regresar y efectuar la iteracién para un flujo v — v/

Recordemos que en el algoritmo de Ford y Fulkerson se manejan solo cantidades enteras en
los flujos, y que en cada iteracién del algoritmo hay aumento, es por eso que sirve sin problema a

nuestros-fines,

Aqui termina la parte de los conceptos y resultados importantes que son base para demostrar
los dos teoremas centrales que justifican la convergencia del Algoritmode Eliminacién de circuitos
negativos, y el de rutas mas cortas, que como ya se comentd antes, el primero de ellos consiste
en encontrar en la red marginal circuitos con costo negativo, y a través de ellos modificar el flujo
haciendo con esto bajar el costo total del flujo; el segundo algoritmo consiste en, a partir de un
flujo de valor menor al deseado encontrar rutas mas cortas en la red marginal, que corresponden a
cadenas aumentantes en la red original por donde se mandara el mdximo posible de unidades de
flujo, manteniendo la optimalidad del flujo, hasta llegar al valor deseado de flujo.Estos algoritmos
serdn detallados en los dos capitulos siguientes,tres y cuatro, también se hard la corrida de las
iteraciones necearias para resolver dos problemas.

43



apitulo 3

lgoritmo Basado en la Eliminacién
de Circuitos Negativos

Fn este Capitulo se presentard uno de los teoremas centrales del presente trabajo, en donde se
justifica la convergencia del método basado en eliminacién de circuitos negativos y nos lleva a
formular un primer algoritmo que nos resuelva el problema de flujo constante a costo minimo.
Los detalles de la implementacién computacional de este algoritmo también serd presentada aqui ,
ademds, se resolveran problemas utilizando la informacién en una red representada graficamente y
se realizan corridas de escritorio del algoritmo con las estructuras de datos utilizadas.

Este Capitulo y el siguiente serdn la parte central del presente trabajo.
3.1 Condicién de Optimalidad

Fl aspecto tedrico que justifique la convergencia de un algoritmo es muy importante, ya que con
esto se garantiza que se va a tener una solucién confiable al aplicarlo. en esta seccién se plantea el
teorema que nos da la condicién de optimalidad, asi como sn demostracién.

Teorema. Un flujo f de valor v es de minimo costo si y solo si no existe circuito @ en
R!(f) en el cual la suma de los costos de los arcos en ¢ es negativo.
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Demostracion.

Dado que el teorema indica euna caracterizacién de un flujo éptimo de valor minimo mediante
" la ausencia de circuitos de costo negativo, la demostracién se hard en dos partes, La primera parte
- ge demostrard por contradiccién partiendo del hecho de que el flujo definido en la red es de costo
minimo y suponiendo la existencia de un circuito de costo negativo en la red marginal, dado que
sobre cualquier circuito en la red marginal se puede modificar el flujo por lo menos una unidad
adicional sin que el flujo total en la red se modifique, se obtiene un nuevo flujo de menor costo, ya
. que él circuito es de costo negativo y de esta manera se contradice el hecho de que el flujo inicial

era 6ptimo de costo minimo.

Para la demostracién de la segunda parte se inicia del hecho de que no existen circuitos de
costo negativo en la red marginal asociada a un flujo f pero que no es de costo minimo, se utilizan
resultados derivados de la descomposicién de un flujo en unidades elementales de flujo conforme
~ hasta llegar a la contradiccion de que el flujo f no es minimo.

Sea c[ f ] el costo del flujo f en lasredwR y [ € | R/(fajella-suma de los costos de los arcos en
el circuito @ con respecto a la red R/.

NECESIDAD. Sea ¢ @ | R/{f) ] < o para algiin circuito @ de R/(f). La circulacién de una
¢ unidad adicional de flujo al rededor del circuito & produce el nuevo flujo f + 10 (P) y &l valor
del flujo v de s a £ no cambia. El costo del flujo f + 10(B)esc[f] + c[® | RI(f)] < [ f]
lo cual contradice la aseveracién que f es el flujo de costo minimo de valor v,

SUFICIENCIA. Asumamos que ¢[ ¢ | R/(f)] > o para cada circuito @ en la red R/ f) y que
f* (# f) es el flujo de minimo costo de valor ».

Ahora tomemos f* — f, donde para el arco (2,5) es ﬁ}' - fi;-

Cada flujo f* y f pued ser descompuesto en la suma de flujos a lo largo de trayectorias y
circuitos elementales, como lo establece un teorema anterior, pero como ambos flujos son de valor
v, solo difieren respecto a los arcos que se encuentran en circuitos, de aqui que la descomposicién
de la diferencia de esos flujos solo va a involucrar circuitos, es decir, si ¢,, ¥,,..., P son los
circuitos elementales dados podemos escribir:

ff=—f=10(®) +10(F,) +...+ 10(P)

Dado que cada flujo 1 0 (®;) % = 1,...,k es conforme (por un teorema anterior), y sabemos
que el flujo f* = f + 10(B,) + 10(P;) +...+ 10 (Pi) es factible, cualquier suma
F* = f+ 10(®,) + 10(F,) +...4+ 10 (D) es factible para cualquier 1 <1 < k.
Entonces considerando el flujo f + 1 o (#,) tenemos:

elf +10(2)] = f]+ | RAS)]
2 df]

Consideremos ahora la red incremental Rf( f + 1 0(®,) ). Los inicos arcos de la red los
cuales tienen los costos reducidos comparados con con los correspondientes costos en la red R/ son
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aquellos que van en "reversa” en el circuito #,. Ahora, ya que los flujos 1 0 (?,), 1 0o (®,),... s0n
conformes y bajo la suposicién de que no existen circuitos negativos en la red incremental, tenemos

que:

c[@ | R(f + 10(2,))] 2 cf&i|RI(f)]

para cualquier I = 1, 2,...,k.

" Realizando un procedimiento andlogo al anterior vemos que el flujo f + 1 o (®,) + 1 0(B,)

€s: .

o f+10(2)] + c[@a| RI(f) +10(S,))]
cdff +10(P)] + [ | R/ (f)]

off + 10(d,)]

ol f]

e[f + 10(P) + ro(d,)]

VIV IV

Continuando de esta manera, finalmente tenemos que ¢f f* ] > ¢ f ] lo cual contradice la
suposicién de que f* es el flujo de costo minimo.

Entonces de acuerdo a este teorema para encontrar el flujo de costo minimo es necesario te-

ner un flujo inicial de valor deseado; lo anterior puede ser encontrado con el Algoritmo de Ford
y Fulkerson para flujo maximo haciendole la modificacion en el criterio de paro. Para verificar si
existen circuitos de costo negativo en la red se pueden utilizar el algoritmo de Floyd, que nos da
la ruta mas corta de un nodo dado a todos los demds y si existe un circuito negativo lo sefiala, o
el algoritmo General de Dijkstra, que nos proporciona la ruta mas corta entre un par de vértices o
bien el ciclo negativo que exista.
De esta manera teniendo un flujo factible, verificamos si existen circuitos negativos, si asi es mod-
ificamos el flujo d unidades, donde d es la maxima cantidad de flujo que podemos hacer pasar en
ese ciclo, con la certeza de que el nuevo flujo es de costo menor que el anterior, y se repite este
procedimiento hasta no tener circuitos negativos en la red marginal asociada.

3.2 Descripcién del Algoritmo

La descripcién del algoritmo se establece en los pasos que a continuacién se presentan, cada uno
de ellos estan justificados en el teorema anterior, o bien en resultados del capitulo dos.

Paso 1 [Obtencién del flujo factible de valor v} Determinese un flujo factible de valor v mediante
la modificacién del algoritmo de Ford y Fulkerson.
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" Paso 2 [Red Marginal] Constriiyase la red marginal R/(f) con respecto a f.

Paso 3 [Circuitos negativos] Mediante algin algoritmo de rutas mas cortas, identifiquese algin
circuito negativo en Rs(f). Si no existen circuitos negativos, terminar. FEl flujo actual f es
el requerido; en otro caso, sea @ el circuito negativo. Ir al paso 4.

PAsO 4 [Actualizacién del flujo] Sea d = ming; jyca{q/i;}

(i) Para todo arco (4,j) € A tal que (2,7) € A, N B, actualizar fi; = fi; + d.
(ii) Para todo arco (4,3) € A tal que (7,7) € A, N &, actualizar f;; = f;; — d.

Con este nuevo flujo ir al paso 2.

3.3 Implementacién Computacional del Algoritmo

Como observamos en la secciém anterior no basta tener un algoritmo eficiente que nos resuelva un
problema, es también importante tener una implementacién computacional de él, ya que permite
resolver problemas de gran tamafio en un tiempo corto, y mientras mas eficiente sea ésta, mejores
resultados se tendrin. En esta seccién se presentard una implementacién realizada del algorit-
mo presentado, realizado con Lenguaje C por ser un lenguaje muy versitil, con ficil manejo de
estructuras de datos, que se utilizan en la implementacidn.

En las siguientes secciones veremos en general como opera el Algoritmo bajo las estructuras de
“informacién definidas, el cédigo del programa fuente, asi como de las funciones que se utilizan se
.. presenta en el Anexo C. -

: Algo sumamente importante para la implementacién de un algoritmo es tener la informacién
-agrupada en una manera clara y ficil de utilizar. Para el algoritmo de eliminacién de circuitos
. negativos se utilizaron Estructuras de Datos ! como listas, listas doblemente enlazadas. La red
“ principal es una lista ordenada de nodos, cada nodo tiene ligadas una lista de arcos sucesores; la
‘red marginal se construye de una manera similar agregandole una lista de arcos antecesores. Para
guardar el circuito negativo que detecta el algoritmo de Floyd aplicado a la red marginal se utiliza
una lista doblemente ligada para facilidad de recuperar la informacién.

En la implementacién del Algoritmo basado en la eliminacién de circuitos negativos se utilizé el
algoritmo de Floyd. Una pregunta interesante seria ;Por qué utilizar Floyd en lugar del Algoritmo
de Dijkstra?. Una de los hechos por que se prefirié el algoritmo de Floyd es que el algoritmo de
Dijkstra va formando en la solucién una arborescencia de peso minimo con los arcos, los arcos que
‘1o entran en la soluci6n inicial se revisan para ver si ayudan a reducir el costo de la solucién, pero
mediante esta revision de arcos no necesariamente se detectan todos los circuitos de costo negativo
~que pudieran haber en la red marginal, otra ventaja que ayudé a la decisién de implementar con
Floyd fue que es un algoritmo sencillo y répido, sin demasiada sofisticacién, ya que solo se utiliza
para el cdlculo de circuitos negativos, en cambio para el algoritmo de determinacién de rutas mas
cortas sclamente se puede utilizar el Dijkstra Generalizado, ya que se necesita determinar rutas
mas cortas en redes con pesos negativos, y de los dos es el iinico que lo encuentra.

*ver referencia [7]
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Aunque se aventaja en sencillez y rapidez con el algoritmo de Floyd, éste tiene la desventaja
ue descompone la red que se utilice, es por eso que fue necesario construir la red marginal aparte
del 1a red original, y calcularla en cada iteracién. Una implementacién més eficiente serfa aquella
en donde se actualiza la red marginal, ya que de una iteracién a otra solo cambia en los arcos que

fue modificado el flujo.

3.3.1 Manejo de la Informacién

Como ya se ha comentado el manejar de una manera adecuada la informacién es muy importante
para una buena y eficiente implementacién de un algoritmo, a continuacién se muestran las estruc-
turas de datos que se utilizaron para el guardado de la informacién, cada estructura distribuye de
diferente manera la informacion que se requiere de acuerdo al uso que se le vaya a dar dentro del al-
goritmo. Las estructuras de datos para los nodos o arcos de ambas redes (Marginal y original) no se
encuentran aisladas, hay clerto tipo de ligamientos entre ellas,algunas estdn ligadas sencillamente
" pudiendo solamente accesar al elemento siguiente, otras tienen la caracteristica de interaccionar
con ¢l elemento anterior y posterior debido a una doble ligadura, el tipo de uniones depende de la
manera como son utilizadas a lo largo de la implementacidn del algoritmo. En la seccidn siguiente
se detallard mas sobre la manera en que se va ligando la informacién para formar la red marginal,

el circuito de costo negativo detectado, etc.

¢ Red Original |

En la red original tenemos definida las siguientes estructuras:

Estructura NODO {
NUMERO
Dir_ArRco_Suc
DIR_SIGUIENTE

}

En la estructura NODO se guarda la informacién de los nodos de la red, donde cada elemento
representa lo siguiente:

— NuMmEeRo. Corresponde al nimero asignado al nodo en la red.

— Dir_Arco_Suc. Nos permite tener acceso a la lista de los arcos de salida de ese nodo.

— DIR_SIGUIENTE. Da acceso al siguiente nodo de la lista ordenada.

El nombre asignado al inicio de la lista de nodos de la red original es NODOQ_INT.
La figura siguiente muestra un diagrama de la representacién de un nodo mediante estructuras
de datos,

Nodo Ini —
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. Estructura ARCO_SUC {
Dir_Nopo_Fivai
PEso
Car INF
CAP_SUP
FLuso
HR_SIGUIENTE

}

En la estructura ARCO_SUC se guarda la informacidn de los arcos de salida de la red {Arcos
Sucesores), donde cada elemento representa lo siguiente:

— Dir_Nopo_FiNAL. Nodo de llegada del arco.

— PEso. Corresponde al costo del arco por unidad de flujo.

— Capr_NF. Capacidad minima de flujo que puede circular por el arco.

— Cap._Sur. Capacidad maxima de flujo que puede circular por el arco.

— Fruio. Flujo que circula a través de ese arco.

"~ DIR_SIGUIENTE. Da acceso al siguiente arco de la lista ordenada.

__Dir Nodo_Final

eso
ap_Inf
ap.Sup
' o
.

» Red Marginal

Para la red marginal definimos otro tipo de estructuras, adecuadas para poder aplicar el
algoritmo de Floyd y encontrar ciclos negativos.

Estructura NODOM {
NUMERO
Dir_ArRco_SucM
Dir_ArRcO_ANTM
DIR.SIGUIENTE

}

En la estructura NODOM se guarda la informacién de los nodos de la red marginal, donde
cada elemento representa lo siguiente;

— NuMERO. Corresponde al nimero asignado al nodo en la red marginal.
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— Dir_Arco_SucM. Nos permite tener acceso a la lista de los arcos de salida de ese nodo.
— Dir_Arco_ANTM. Nos permite tener acceso a la lista de los arcos de llegada de ese

nodo.
— DIR_SIGUIENTE. Da acceso al siguiente nodo de la lista ordenada.

El nombre asignado al inicio de la lista de nodos de la red marginal es NODO_MARGINAL.

Nodo_Marginal
odo_Margin —

T

EL SAEER DR MG RGOS
HARA b GF sTITA

. Estructura ARCO_SUCM { B\‘Si,.if‘:i{f,i\ |
DEPﬁ-.’rQ".rﬂ.ﬁﬁ:;HU ¥

Dir _Nopo_INI MATERATICR
Dir_Nopo_FinaL "
Marca

Peso

Car_Sup

DIr_SIGUIENTE

}

En la estructura ARCO_SUCM se guarda la informacién de los arcos de salida de la red
marginal (Arcos Sucesores), donde cada elemento representa lo siguiente:
— Dir_Nobpo_IN1. Nodo antecesor en la ruta dada por Floyd.
— Dir_Nopo_FINAL. Nodo de llegada del arco.
— MaRrca. Indica si pertenece al conjunto A, o a A,.
* Vale 1 si pertenece a A,.
* Vale 2 si estien A,.
— PEso. Corresponde al costo del arco por unidad de flujo.
— Car_Svur. Capacidad maxima de flujo que puede circular por el arco.

— DIR_SIGUIENTE. Da acceso al siguiente arco de la lista ordenada.

ir Nodo Ini
’_—DJI__Dir_Nodo.Fina.l
~—Marca
o Peso
r_Cap_Sup
-
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Estructura ARCO_ANTM {
Dir_ExT
MARCA
PEso
Car_Sup
Dir_ANT

}

" En la estructura ARCO_ANTM se guarda la informacién de los arcos de llegada de la red
marginal (Arcos Antecesores), donde cada elemento representa lo siguiente:
— Dir_ExT. Nodo de salida del arco.
— MARCA, Indica si pertenece al conjunto A, o a A,.

* Vale 1 si pertenece a A,.
* Vale 2 si estd en A,
— PEso. Corresponde al.costo del arco por unidad de flujo,
— Cap_Sup. Capacidad méxima de flujo que puede circular por el arco.

" DIr_ANT. Da acceso al anterior arco de la lista ordenada.

. ir_Ext
' , r_DurMa.rca
— Peso

r—Cap-Sup

e Circuito Negativo

Para guardar el ciclo que regresa el algoritmo de Floyd sobre la red marginal, también se
utiliza una estructura especial.

Estructura CICLO {
COMIENZO
DIR_ANT
DIR_SIGUIENTE

}

En la estructura CICLO se guarda el nodo que se encuentra en el ciclo, donde cada elemento
representa lo siguiente: ‘

— CowMmienzo. Nodo del ciclo.
— DIR_ANT. Acceso al anterior elemento del ciclo.
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— Dir_SiGUIENTE. Elemento siguiente en el ciclo.

El nombre asignado al inicio y final de la lista del ciclo son CICLOINI y CICLO_FINAL
regpectivamente.

|

El establecimiento de estas estructuras de datos es clave para la implementacién, ya que tanto
la red original, la red marginal y el circuito negativo se basan en estas unidades de informacién
para construire de una manera ficil y de manejo eficiente y rapido de toda su informacién.
El Algoritmo de Floyd aplicado a la red marginal estd basado en éste tipo de estructuracién

de la red.

3.3.2 Procesamiento de la Informacién: Red Marginal y Circuito Negativo

El enlazar adecuadamente estas estructura de datos para crear las redes que se utilizaran es muy
importante, ya que no basta poseer solamente la informacién de un nodo en particular, sino poder
accesar libremente a la de otros nodos o arcos que también componen la red.

A continuacién se muestra la representacién de la red original del Ejemplo 1 que servird como
base para construir la red marginal asociada al flujo definido en ella, cabe aclarar que el valor de
las cotas inferiores no se esncuentran especificados ya que todos poseen la cota inferior igual a cero.
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Arcos Sucesores

odo Final

Nodos
80
p. Maxima

Nodo_[l'li__.__.;* :
ujo

113132 2161412 314133

Tz ATE T
'—’|4|3|3l1!—'|5!6|3|1|
’—’15]7|2|2Ht|4l5|1|
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5 .4111 t]4}1412
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FI1G.3.1 Representacién de la Red Original
mediante Estructuras de Datos

e Red Marginal

La red marginal se crea a partir de la red original ya creada mediante la funcién denominada
CRrREA_RED_MARGINAL(), y se realiza de la signiente manera:

— Se va recorriendo sobre cada nodo de la red original, supongamos que se estd en el nodo
1.
— Se realiza también un recorrido sobre los arcos sucesores que salen de ese nodo, tomemos
como nodo final del arco el nodo 3.
— Se revisa la informaci6n de ese arco (i, )
* Si CapInf < Flujo < Cap_Sup, se agregan dos arcos en la red marginal.
+ El arco (¢,7) € A, con Cap_Sup = CapSup - Flujo y Costo = Costo.
- El arco (7,t) € A, con Cap_Sup = Flujo - CapInfy Costo = -Costo.
% Si Cap_Inf < Flujo = Cap_Sup, se agrega un solo arco.
- Fl arco (7,1) € A, con Cap Sup = Flejo- CapInf y Costo = -Costo
* Si Flujo = CapInf, se agrega un arco.
+ (3,7) € A, con CapSup = CapSup - Flujo y Costo = Costo.

— Se continua el recorrido sobre los arcos sucesores del nodo hasta no haber.
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— Se prosigue el recorrido sobre los nodos hasta agotarlos.

Cada que se agrega un arco en la red marginal, el proceso es similar alagregar arcos en la red
original.
A continuacién la distribucién de la red marginal del Ejemplo 1 en la primera iteracidén con

estructuras de datos.

Arcos Antecesores Arcos Sucesores

Nodo Final

Nodos
Nodo_Margiua]_'
(313[4[3}2[4(6]2F12[3[3[1}

BIaIs[ao2[112)

p. Maxima

2[6{4{2]
RT12To{4[5[3121+{3]4[3]3

41313111516)3j1131413]13113141313

5
-
1

BEEEFEEEEHIBEEEFGEEEH
| (GELEEFEEIEN

-Dn-n—mﬂm

t1215]4~1t{414]1213[413]13314131{3

BEARgRANASNBEAAS
[3T3Ja] 3 1aTalat Tl 1][4 ]}

[313]4]3}{2]4]4ltH1]2]114

FIG.3.2 Red Marginal representada con Estructuras de Datos

41111]1}+t]4141213]41313

o Mo

—lali]ifit]4]4]2+{3]4[313]

o Circuito Negativo
Cuando se aplica el algoritmo de Floyd a la red marginal, y se encuentra en ella algin
circuito negativo, el algoritmo de rutas mas corta crea una lista doblemente enlazada donde
va guardando la informacién de los nodos que forman dicho circuito. La lista se va creando
de la siguiente manera: En alguna iteracién de Floyd se detecta un circuito de costo negativo
que contiene a la ruta del nodo z al nodo 7.

— Se busca si en el ciclo existe el arco en direcciém (1, 3).

* De haber existido dicho arce.
1. Se llena la informacién de la primera estructura CICLO (CICLO.NI) con la
informacién del nodo j.
2. Se apunta CICLO_FINAL a esta estructura.
3. Se recorre sobre la ruta encontrando el siguiente nodo k del ciclo.
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4. Se liga una nueva estructura CICLO con la informacién de k al final de la lista
doblemente enlazada.
5. Se reasigna la direccién de CICLO_FINAL.
6. Se regresa a (3) hasta encontrar el nodo ¢ y agregarlo.
* De no haber encontrado arco directo de 7 a j se realizan los pasos a partir de (1)
para el nodo ¢ hasta encontrar j.

La figura siguiente nos muestra como se representa a la estructura del ciclo mediante Estructuras
de datos. La informacién es del Ejemplo 1 con el ciclo detectado en la primera iteracion.

CicloIni

—

2

’_Ciclo Final

F1G.3.3 Diagrama del Circuito Negativo representado
con Estructuras de Datos

3.3.3 Desarrollo del Algoritmo

Para que la descripcién computacional del algoritmo que de mas clara, se desglosard en partes,que
codificado significa utilizar funciones que laboren partes del programa, esto facilita 1a lectura de los
codigos y esclarece el desarrollo general del programa.

La tematica general del algoritmo se describe a continuacién, el nombre de las funciones uti-
lizadas en el cédigo se encuentra entre corchetes.

Habiendo sido creada la red original, a partir de los datos leidos del archivo del problema
previamente verificados, se itera de la siguiente manera:

e Mientras se detecten circuitos de costo negativo en la red matginal, se realiza lo siguiente:

1. Se crea la red marginal asociada al flujo actual en la red. [ CREA_RED_MARGINAL() |
2. Se aplica el algoritmo de Floyd a la red marginal ya construida. [ FLoyDp() ]

3. Se revisa si se detectd un circuito negativo.
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® De haberse encontrado circuito, se continua con el paso 4.
# 5i no hay circuito negativo, termina la iteraciéon y se escribe la solucién en un archivo.
[ GrRaBA_SoLucioN() ]

4. Se Calcula la cantidad d maxima de flujo que se puede modificar a través del circuito. [CaL-
cuLa_D() ]

5. Se modifica el flujo del circuito en la cantidad antes determinada, [ Mobirica_Fruio() |

6. Seliberala memoria utilizada en crear la red marginal y el circuito negativo, a fin de garantizar
memoria para crearlos en la siguiente iteracién. { LiBERA_MEMORIA() ]

Fl anélisis de cada una de las funciones que actiian en cada parte del algoritmo se analizaran
en el siguiente médulo. Cabe aclarar que la implementacién que se utilizé del Algoritmo de Floyd
no es la mis eficaz, ya que en el desarrollo de la implementacién se necesitan agregar arcos a la
red marginal y con una revisién de ellos se puede omitir agregar algunos, en general, bajo algunos
cambios la implementacién de log algoritmos pueden hacerse més eficientes.

3.3.4 Modificacién de Flujo

Lo referente a la modificacién del flujo en la red, habiéndo encontrado un circuito negativo en la
red marginal por Floyd, se divide en dos partes; la primera consiste en determinar la cantidad d
que es aproiada para modifical el flujo de tal manera que provoque la maxima cantidad que es
posible bajar el costo, la segunda parte es modificar el flujo en la red original, en los arcos que se

encuentran en el circuito negativo.

Los pasos que se siguen en estas dos etapas son las siguientes, empezando por describir la
primera parte [ CaLcura_D() |.

® A partir de la estructura del ciclo, se van leyéndo los arcos que se encuentran en él.

o Se accesa a la informacién del arco en la red marginal, para obtener el valor de la capacidad
Superior de flujo.

e Finalmente, después de comparar las capacidades de los arcos del circuito, d es el valor del
menor de esas capacidades.

La cantidad d es la apropiada para disminuir lo mas posible el costo de la red, modificando el
flujo, manteniendo el mismo valor deseado de flujo.

La modificacién del flujo en la red original es la siguiente [ MopiFica_FLuio() |:

o Se localiza el arco en la red marginal identificado como en e} circuito.

e Se detecta si el arco es de aumento o disminucién de flujo (es decir si pertenece a A, o a A,).
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o Se modifica el flujo como sigue:.

— Si fi; simboliza el flujo actual de él y éste arco es de aumento se modifica fi; = fi; +d.
— Si el arco era de disminucién de flujo, queda fi; = fi; — d.

¢ Se avanza sobre el siguiente arco del ciclo hasta agotarlos.

De Esta manera se tiene la red con un flujo nuevo definido sobre ella, se calcula la red marginal
sociada al nuevo flujo y se empieza una nueva iteracién hasta que no se localicen circuitos negativos
on las redes marginales, en ese momento se esté en el ptimo y el flujo definido en la iteracién anterior
ra el que dé el costo menor para ese valor de flujo.

Y

Esto es a grandes rasgos la descripcion de la implementacién realizada del Algoritmo basado en
liminacién de circuitos negativos.

En la siguiente seccién se presenta la corridas de escritorio para el Ejemplo 1 resuelto con
visualizando la red y con las estructuras de datos para poder comparar.

3.4 - Corrida de Escritorio

En adelante tomaremos la convencién de que los recuadros de los arcos que se encuentren en linea
cortada corresponden a arcos que el algoritmo de Floyd agrega a la gifica y sirven para asignar
la ruta mds corta, o como es el caso, el circuito negativo. Los datos de las estructuras que se
encuentren tachados y aparece el nuevo valor arriba, simbolizan cambio de peso de una ruta, este
cambio también lo efectiia el Floyd al momento de iterar, recordemos que las marcas en los arcos
nos indican si son arcos de aumento o de disminucién de fiujo, 1 si se puede incrementar y 2 lo
contrario. Los nodos que son antecesores de las rutas minimas detectadas por floyd se sefialan en
“la parte de arriba del ntimero de nodo en los arcos sucesores, si en alguno no aparece indicado
- significa que el antecesor de la ruta es el nodo del que salen dichos arcos. Al haberse aplicado el
- algoritmo de Floyd, éste detecta un circuito negativo en la revisién que efectda sobre los arcos, los
* arcos que se encuentren encerrados en ovalos son aquellos donde fue detectado el circuito negativo,
~ para extraer el circuito se hacen las siguientes revisiones:

o Se revisa si el arco sucesor (N f) encerrado en ovalo tiene un nodo sucesor distinto del nodo
inicial (V) del arco. '

— Si es asi €l ciclo se reconstruye con los nodos antecesores de la ruta de N a N f.
— En caso contrario el ciclo se busca sobre los antecesores de la ruta Nf a N.

Los arcos representados con linea continua pertenecen a la red marginal asociada a ese flujo.

3.4.1 Ejemplo 1

Determinemos el flujo a costo minimo de valor 7 en la red de la Figuraz.1 mediante el algoritmo
basado en eliminacién de circuitos negativos.
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ITERACION 1. Utilizando la.red de la Figuraz.2, donde nos da una distribucién del flujo de
valor 7 y de costo 84.

FLUIO =7
COSTO = 84

La figura siguiente nos establece a la réd del poblema mediante estructuras de datos
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—2[i[2[o{a]5]3]2]
—{a[3[31{5[6]3[1]
—aTi i [4]4]2]
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La red marginal asociada a ese flujo la retomamos de la Figuraz.3,y es:

Identificando el ciclo 8, 1, 2 de costo —2, tenemos que:
d = Hﬁn{q,&; qlia q’sS} = {13 2, 2} =1

la fig. siguiente muestra la red con estructuras de datos después de aplicar Floyd.
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entonces
fo = fat1=2+1=3
fiz = fia+1=0+4+2 =2
f82:f89"1:1_1:0
donde la red queda:
FLUJO =7
COSTO = 82

FIG. 3.4 Nueva red despnés de la la. iteracién

Realizando la actualizacién del flujo en la red original con estructuras de datos, nos queda:
s —{1]3[s[3[2[6]4]13}4]3]3]
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S ANnRsOnng

Flujo = 7 Costo = 82
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Capitulo 4

Algoritmo basado en deteccién Rutas
mas Cortas

En este capitulo se presentara un segundo algoritmo que también resuelve el problema de asignar un
flujo'de cierto valor en una red, tal que sea de costo minimo. A diferencia del método anterior éste
necesita de un flujo éptimo de valor menor al deseado y en cada iteracién lo que hace es aumentar
el flujo manteniendo la optimalidad.

La eleccién de cualesquiera de los dos métodos de solucién dependerd de la naturaleza del
problema, ya que algunas veces es mas ficil encontrar un flujo factible de valor deseado, o bien uno
de menor valor sabiendo que es de costo minimo.

Para garantizar la efectividad del procedimiento basado en la determinacién de rutas mas cortas
en la red marginal se establecerd un teorema cuya demostracién ilustra los pasos a seguir también
en este capitulo se mostrard la corrida de escritorio para el ejemplo 1 resuelto anteriormente por
el algoritmo de eliminacién de circuitos negativos, estableciéndo los pasos aplicados en la red como
con la estructura de datos que se utlilizé en la implementacién computacional.

4.1 Condicién de Optimalidad

El algoritmo del Capitulo anterior se basa en que dado un flujo f de valor v, se modifica el flujo
sin cambiar su valor hasta tener la optimalidad. A este método se le conoce generalmente como el
problema primal, ya que conservando las condiciones originales se llega al costo minimo. Existe
otra alternativa de resolver el problema mediante el método dual que en cambio construye un flujo

que sea 6ptimo de valor v empezando con un flujo de costo mimo v, < v e ir aumentando flujo a-

la red conservando la optimalidad hasta llegar al valor v del flujo. Generalmente e} valor inicial de
flujo que se toma es cero que es un flujo de costo minimo, ya que la red marginal asociada a este
flujo es igual a la red original.

El algoritmo esta basado en el cdlculo de rutas mas cortas en la red marginal y sobre la cadena
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aumentante asociada a esta ruta incrementar unidades de flujo. La idea de la demostracién es
verificar que con este nuevo valor de flujo definido en la red sigue siendo de costo minimo, viendo
que no existen circeitos de costo negativo en la red marginal asociada a este nuevo flujo, de esta
manera se tiene un flujo éptimo de mayor valor que el inicial, continvando con este procedimiento

se aumenta flujo hasta llegar al valor deseado.

Teorema. Sea f un flujo de costo minimo de valor v en una red R y P* es la ruta mas
corta (de costo minimo) de s a £ en la red marginal R/ f} y sea P la cadena aumentante en la red
R correspondiente a P*. Entonces f + 1 o (P*) es el flujo de costo minimo de valor v + 1.

Demostracion.

“Claramente el flujo f + 1 0 (P*) es de valor v -+ 1, ya que se aumenta una unidad de flujo a

través de la cadena P*.

Por otro lado, puesto que f e de costo minimo, I#(f) no contiene circuitos negativos. Para
demostrar que el flujo f + 1 0(P*) también es de costo minimo, basta probar que la red marginal
Ri(f + 10 (P*)) tampoco posce circuilos negativos.

Las redes marginales R/(f)y R/(f + 10(P*) ) coinciden excepto, posiblemente, en los arcos
de P*. Consideremos la particion, de los arcos de P, en los conjuntos N y X — N, donde

e N = {(4,7)] fij < qi; }
e X — N = {("’!.7)' .fij > 0}

Si f.'j + 10(P*) = f,’j +1 < q,—_,-,pa.ra.todo (i,j) c Nyf,-_,' + 10(P*) = f,‘j —- 1 > 0,
para todo (z,5) € X — N, es claro que R/(f)y R/{(f + 10 (P*)) contienen los mismos arcos
y por lo tanto R/(f + 1 0 (P*) ) no contiene circuitos negativos en este caso.

Ahora, si existe algiin (i,5) € N talque f;; + 10(P*) = fi; + 1 = gq;; entonces este
arco, que pertenece a R/{f), no pertenece a R/(f + 10(P*) )y el arco (7,1) pertenece a esta
iltima red. Supéngase que este arco pertenece a un circuito @ de R/(f + 10 (P*) ), y sean los

vérticesde P : ¢, 1, 2,..., k, 7, 2..

Puesto que P* es una ruta mas corta de s a t en Ri{(f + 10 (P*) )}, entonces el arco (2,7)
es una ruta mas corta de ¢ a 7 ya que pertenece a P*. Por lo tanto en la red R/(f) se tiene que
elj > el + cfyy ..+ el luego ef(P) = el — cly + €y F... 4 clij — cti; 2 o
- que es el costo del circuito, donde ¢#;; es el costo del arco (¢, 7) y por lo tanto € no es un circuito

negativo.

Anélogamente se prueba que R/(f 4 1 0(P*) ) no contiene circuitos negativos si existe algin
arco (1,7) € X — Nitalque fi; + 10(P*) = f;; — 1 = o.
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Como ya se menciond el flujo f de valor v = o es factible y de costo minimo si las cotas
inferiores para todos los arcos es cero, para este caso el problema se facilita ya que no se tiene que
buscar algiin flujo factible éptimo, si hay cotas inferiores diferentes de cero se comienza con un flujo
éptimo que cumpla con dichas restricciones de arcos, el siguiente paso es determinar la ruta mas
corta de s a ¢, en la red marginal; de nuevo es posible utilizar el algoritmo general de Dijkstra para
encontrar arborescencias de rutas mas cortas para después enviar la maxima cantidad posible de
flujo de la cadena obtenida de s a ¢ y por el teorema anterior el nuevo flujo serd de costo minimo,
procediendo igualmente hasta alcanzar el valor de flujo deseado.

Caba sefialar que, si en alguna iteracidn no existe ruta alguna de s a t en la red marginal y el
valor v/ del flujo actual f es menor que v entonces no existe ningan flujo del valor requerido ya
que, al no existir ruta de s a ¢ en la red marginal, no existen ¢adenas aumentantes de s at en la

red original y por tanto f es flujo maximo.

Por otro lado, si v/ mas la capacidad incremental de la cadena encontrada es mayor que »
entonces solo sera necesario enviar la cantidad » — v/ a través de esa cadena para determinar el
flujo deseado.

4.2 Descripcién del Algoritmo

A continuacién se establecen los pasos a seguir para aplicar el algoritmo, al igual que en el algoritmo
anterior dichos pasos estan sustentados por la demostracién del teorema anterior o algunos otros

resultados vistos en el capitulo dos.

Paso 1 [Obtencidn de un flujo factible]. Establéscase el flujo factible f de costo minimo en R.
Paso 2 [Red Marginal]. Constriyase la red marginal, con respecto a f, R/(f).

PAso 3 [Ruta mas corta de s a ¢ en Rs{f)]. Determinese la ruta mas corta P* de s a ¢ en R/(f)
Paso 4 [Actualizacién del flujo]. Sea d = ming; j)ep-{g%i;}

(i) Si el valor del flujo f + do(P*)esigual a v, actualizar f = f + do(P*)y terminar.

En este caso f es el flujo a costo minimo de valor v.

(ii) Si el valor del flujo f + d o (P*) esigual a v, actualizar f = f + do(P*)y
terminar. En este caso f es el flujo a costo minimo de valor v.

(iii) Si el valor del flujo f + d o (P*) es mayor que v y v/ es el valor de f, actualizar
f = fF + (v—ovt)o(P*)y terminar ya que f es el flujo requerido.

4.3 Implementacién Computacional del Algoritmo

Como ya se ha comentado anteriormente es muy importante tener una buena implementacién del
algoritmo, y para ello se hizo uso de estructuras de datos para almacenar la informacién y poder
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accesar a ella de una manera répida. Al igual que en la implementacién del algoritmo de circuitos
negativos se crea la red marginal en una estructura aparte de la red original, para detectar la ruta
mas corta entre el nodo fuente s y destino ¢ se utiliza el algoritmo Generalizado de Dijkstra, ya
que en la red marginal se pueden fener pesos negativos y éste algoritmo encuentra la arborescencia
minima aiin habiendo costos negativos.

4.3.1 Manejo de la Informacidén

Al ignal que en el capitulo anterior en esta seccién se definirdn las,estructuras que se utilizaron,
cada una muestra la informacién que contiene, necesaria para el desarrollo del algoritmo en diversas
etapas, la red original posee una lista ligada de nodos y en cada uno de ellos cuelga una lista de
arcos, la forma en que se construye la red original es exactamente la misma que para el algoritmo
anterior, solo se cambiaron algunos nombres por facilidad de manejo de variables. La red marginal
se construye exactamente igual que en el capitulo anterior, es por eso que en esta seccién se omitira
su descripcién; para la recopilacién de la ruta mds corta encontrada por el Dijkstra se utiliza una
lista doblemente ligada muy similar a la que se utilizé en el almacenamiento del circuito negativo
del algoritmo anterior.

¢ Red Original
Para crear la red original se definen las siguientes estructuras:

Estructura NODO {
NUMERO
ARCO_INI
Sic

}

En la estructura NODO se guarda la informacién de los nodos de la red, donde cada elemento
representa lo siguiente:

— NuMERO. Corresponde al nimero asignado al nodo en la red.

— ARCO_INI. Nos permite tener acceso a la lista de los arcos de salida de ese nodo.

— S1G. Da acceso al siguiente nodo de la lista ordenada.

El nombre asignado al inicio de la lista de nodos de la red original es NODO_INT.

La figura siguiente muestra un diagrama de la representacién de un nodo mediante estructuras
de datos.

NodoIni ___ __ —
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Estructura ARCO {
NF
PEso
Cap_INF
Cap.Sup
FLuio
SiG

}

En la estructura ARCO se guarda la informacién de los arcos de la red, donde cada elemento
representa lo siguiente:

NF. Nodo de llegada del arco.

PEso. Corresponde al costo del arco por unidad de flujo.

Car_INF. Capacidad minima de flujo que puede circular por el arco.

Cap_Sup. Capacidad méxima de flujo que puede circular por el arco.

FLujo. Flujo que circula a través de ese arco.

- S1G. Da acceso al siguiente arco de la lista ordenada.

ir Nodo_Final
e80
ap_Inf
ap_Sup
' [—Flaio

————t

e Red Marginal

Para la red marginal definimos otro tipo de estructuras, adcuadas para poder aplicar el
algoritmo General de Dijkstra y encontrar ciclos negativos.

Estructura NODOM {
NUMERO
ETig
DisT
ANTECESOR
ARrco_Suc
Si¢

}

En la estructura NODOM se guarda la informacién de los nodos de 1a red marginal, donde
cada elemento representa lo siguiente:
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— NuMgro. Corresponde al niimero asignado al nodo en la red marginal.
— ETiqQ. Etiqueta que sirve para la aplicacion del Dijkstra.,
— DisT. Distancia de la ruta minima desde el nodo Fuente hasta el nodo en cuestion.

ANTECESOR. Nodo antecesor en la ruta minima desde el nodo fuente.

Arco_Svuc. Acceso a la lista de arcos que salen del nodo.
— Si16. Apuntador al siguiente nodo de la lista.

El nombre asignado al inicio de la lista de nodos de la red marginal es NODO_MARGINAL.
dmero

tiq ’
ist
Nodo Marginal rAnLecesor

Estructura ARCOSUCM {
NF
MARCA
PEso
Capr_Sup
SiG

}

En la estructura ARCO_SUCM se guarda la informacién de los arcos de salida de la red
marginal (ArcosSucesores), donde cada elemento representa lo siguiente:

— NF. Nodo de llegada del arco.

— MARcA. Indica si pertenece al conjunto 4, o a A,.

—~ PEso. Corresponde al costo del arco por unidad de flujo.

— CaP_Sup. Capacidad méxima de flujo que puede circular por el arco.

- 81G. Da acceso al siguiente arco de la lista ordenada.

f
arca
eso
‘,_Cap_Sup

et
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o Ruta mas Corta

Para guardar la ruta mas corta entre el nodo fuente s y el nodo destino £ que regresa el
algoritmo General de Dijkstra sobre la red marginal, también se utiliza una estructura especial.

Estructura RUTA {
COMIENZO
ANT
Si1G

}

En la estructura RUTA se guarda el nodo que se encuentra en la ruta mas corta entre s y £, |
donde cada elemento representa lo siguiente: ) ‘;‘M

— CoMIENZO. Nodo que se encuentra en la ruta.
— ANT. Acceso al anterior elemento de la ruta.
— Sic. Elemento siguiente en la ruta.

El nombre asignado al inicio y final de la lista de la ruta son RUTA_INI y RUTA FINAL
;'espectivamente.

P

I

Con las estructuras antes definidas se crean las redes original y marginal, as{ como una lista
donde se guarda la informacién de los nodos que estin en la ruta minima entre s y ¢ que regresa el ;
algoritmo General de Dijkstra, la manera de enlazar estas estructuras se establecera en la siguiente
parte de ésta seccion. i

4.3.2 Procesamiento de la Informacién: Red Marginal y Ruta mas Corta r

Como se habia mencionado anteriormente es muy importante hacer un enlace correcto de las es-
tructuras de datos, a fin de que el acceso a la informacién que se requiera sea muy facil, la parte de
la creacién de la red marginal no se explica ya que es el mismo procedimiento visto en el capitulo
anterior, salvo quizé algunos arreglos por la diferencia de estructuras utilizadas en los diferentes
algoritmos.

¢ Red Marginal

La creacién de la red marginal a partir de la informacion de la red original se realiza mediante
la funcién CREA_RED_MARGINAL(), ésta funcidn es exactamente la misma que la presentada
en el capitulo anterior, por lo que no se volverd a detallar la manera como se construye.

A continuacién se muestran la red original y marginal para el Ejemplo 1 en la primera iteracién
del algoritmo, a fin de ver como quedan establecidas con las estructuras y ligas adecuadas.
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FIG. Red Original del Ejemplo 1 con un flujo ignal a cero.
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FIG. Red Marginal de la 1a. iteracién del Ejemplo 1
representada con estructuras de datos.

# Ruta mas Corta

Cuando se aplica el algoritmo Generalizado de Dijksta a la red maginal éste detecta la ruta
mas corta entre el nodo fuente s y el nodo destino ¢, ésta informacion es guardada en una
estructura doblemente ligada. La lista se va creando de la siguiente manera:

Se busca en la lista de nodos al destino &.

Se llena con la informacién del nodo la primera estructura RUTA (RUTA_INT).
Se apunta RUTA_FINAIL a esta estructura.

Se toma el nodo k tal que es el nodo antecesor en la ruta del Destino.

A o o

Se llena una estructura RUTA con la informacién de ése nodo y se efectuan las ligaduras
agregando al final de la lista.

6. Se apunta RUTA_FINAL a esta nueva estructura.
7. Se toma el nuevo nodo que es antecesor en la ruta a k.

8. Se va al paso 5 hasta encontrar el nodo Fuente,
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De esta manera se tiene guardada la informacién de los nodos para poder utilizarse posteri-
ormente en el desarrollo del algoritmo, en seguida se muestra la ruta detectada en la primera
iteracién del Ejemplo 1 con estructuras de datos.

9

I___Ruta_F inal

FIG. Diagrama de una Ruta representada

con Estructuras de Datos

4.3.3 Desarrollo del Algoritmeo

El desglose del algoritmo, al igual que el anterior fue hecho mediante funciones, el desarrollo general
del algoritmo se establece en esta parte, los nombres de las funciones utilizadas para efectuar tal

labor se encuentran entre corchetes.

La informacién del problema por iterar es recogido de un archivo previamente preparado, a la
captura de estos datos se va creando la red original de informacién verificando que verdaderamente
el flujo dado sea factible bajo las restricciones de arcos establecidas, al valor de Flujo definido enla
red le lamaremos Flujo_Total y al valor deseado de flujo Flujo_Deseado, de esta forma se comienza
a iterar de la siguiente manera:

e Mientras el valor del Flujo_Total sea menor que el Flujo_Deseado se realiza lo siguiente:

1. Se creala red marginal asociada al flujo actual definido en lared. [CREA_RED_MARGINAL()]
2. Seaplica el algoritmo Generalizado de Dijkstra ala red marginal ya creada.[DUKSTRA_GENERAL()]
3. Se revisa si se encontrd la ruta minima

— De haberse encontrado ruta minima se continua con el paso 4.

— Si no existe ruta el Flujo_Total es miximo y se escribe la solucién obtenida en un
archivo.[GRABA_SOLUCION)

4. Se Calcula la cantidad d maxima de flujo que se puede aumentar a través de la ruta.

[CaLcuLa D]

5. Se modifica el flujo a través de la ruta en la red original en la cantidad antes determinada
bajo las siguientes condiciones. [MobIFIcA_FLUIO()]
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— Si la Flujo_Total + d < Flujo_Deseado. Continuar
— Si Flujo_Total + d = Flujo_Deseado. Parary grabar la solucién. [GraBA_Sorucion()]
— Si Flujo_Total 4+ d > Flujo_Deseado.

Continuar con lamodificacién de flujo para d = Flujo Deseado - Flujo_Total.

6. Se libera la memoria utilizada en crear la red marginal y la lista de nodos en la ruta a
fin de garantizar memoria disponible para la iteracién posterior.[LIBERA_MEMORIA]

‘En esta parte se establecieron los rasgos generales del desarrollo del algoritmo, el estudio mas
detallado de las labores que realiza cada una de las funciones antes mencionadas se explica en la
giguiente parte de esta seccion, para un andlisis mas detallado de éstas y otras funciones que se
uilizaron en la implementacién del algoritmo ver el Anexo 2 que contiene los cédigos fuetes de la
implementacién en Lenguaje C.

4.3.4 Modificacién de Flujo

Cuando se ha detectado en la red marginal la uta de peso menor entre el nodo Fuente y el Destino
se procede a hacer una modificacién en el flujo definido en la red, este proceso se realiza en dos
pasos principales, el primero de ellos consiste en determinar cual es la cantidad maxima que se
puede aumentar de Flujo a través de la trayectoria, la segunda parte consiste en el cambio del flujo

sobre la red original.

Los pasos a seguir en la siguiente parte se muestran a continuacion, éstas labores las realiza la
funcidn CALCULA_D en la implementacién.

# Con la lista que posee la ruta, se va leyendo los arcos que lo forman, ya que se tiene perfec-
tamente determinados los extremos inicial y final de dichos arcos que pertenecen a la ruta
minima.

® Se accesa a la informacién del arco en cuestién en la red marginal para obtener el valor de la
capacidad Superior de ése arco,

® Se realiza la misma bdsqueda para todos los arcos de la red que se encuentran en la ruta.

® Después de analizar todos los valores de las capacidades superiores se toma como d a la menor
de ellas.

La cantidad d encontrada es la apropiada para aumentar lo mas posible el flujo a través de la
ruta minima, ya que recordemos que esta ruta estd asociada a una cadena incremental en la red
original. '

Para la segunda parte, ya sabiéndo la cantidad éptima de flujo por aumentar en la iteracién se
realiza el cambio de flujo en la red original mediante la funcién Mobirica_FLujo:

® Se localiza cada arco de la ruta en la red original.
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¢ Se detecta si el arco en la red marginal era de aumento o de disminucion de flujo (si pertenece
a A, 0aAd,)

¢ Se modifica el flujo como sigue:

— Si fi; simboliza el flujo actual de él y éste arco es de aumento se modifica f;; = fi; + d.

- Si el arco era de disminucién de flujo, queda f;; = fi; —d.

e Se avanza sobre el siguiente arco de la ruta hasta agotarlos.

Este nuevo flujo definido en la red es de mayor valor que el que se obtuvo en la iteracién anterior
y es de costo minimo como se vi6 en el teorema de la seccién 4.1., asi aumentando el valor de flujo
hasta tener el deseado y conservando la optimalidad se llega al éptimo del problema.

Esta ha sido a grandes rasgos la temdtica de las funciones principales utilizadas en la imple-
mentacién computacional del algoritmo. En la seccién posterior se muestra la corrida de escritorio
para el Ejemplo 1 ya resuelto con el otro método, haciendo tambien la comparacién entre la corrida
sobre la red y con la estructura de datos.

[

4.4 Corrida de Escritorio

Para representar los arcos de decremento en la red marginal (los que pertenecen a A,) se utilizardn
lineas punteadas, los arcos de A, estaran dispuestos con linea continua, los nodos que se encuentren
rellenos simbolizan que pertenecen a arcos de la ruta localizada por el algoritmo General de Dijkstra.

4.4.1 Ejemplo 1

Encontrando ahora el flujo de costo minimo de valor 7 de la red de la fig.2.1, pero utilizando el
algoritmo de rutas mas cortas. La red se presenta a continuacién.
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e Se detecta si el arco en la red marginal era de aumento o de disminucién de flujo (si pertenece
aAd oaA,)

o Se modifica el flujo como sigue:

— Si fi; simboliza el flujo actual de él y éste arco es de aumento se modifica f;; = fi; + d.

— Si el arco era de disminucién de flujo, queda f;; = fi; — d.

® Se avanza sobre el siguiente arco de la ruta hasta agotarlos.

Este nuevo flujo definido en la red es de mayor valor que el que se obtuvo en la iteracién anterior
y es de costo minimo como se vid en el teorema de la seccién 4.1., asf aumentando el valor de flujo
hasta tener el deseado y conservando la optimalidad se llega al 6ptimo del problema.

Esta ha sido a grandes rasgos la temdtica de las funciones principales utilizadas en la imple-
mentacién computacional del algoritmo. En la seccidn posterior se muestra la corrida de escritorio
para el Ejemplo 1 ya resuelto con el otro método, haciendo tambien la comparacién entre la corrida

sobre la red y con la estructura de datos.

ae

4.4 Corrida de Escritorio

Para representar los arcos de decremento en la red marginal (los que pertenecen a A,) se utilizardn
lineas punteadas, los arcos de A, estaran dispuestos con linea continua, los nodos que se encuentren
rellenos simbolizan que pertenecen a arcos de la ruta localizada por el algoritmo General de Dijkstra.

4.4.1 Ejemplo 1

Encontrando ahora el flujo de costo minimo de valor 7 de la red de la fig.z2.1, pero utilizando el
algoritmo de rutas mas cortas. La red se presenta a continuacién.
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Los valores en los arcos son (Capacidad, Costo)

ITERACION 1. Tomando el flujo de valor o, donde en cada arco el flujo es también o, vemos
que es factible, y de costo minimo ya que su red marginal asociada es la original y no posee ciclos
negativos.

FLUJO =0
COSTO =0

FIG. 2.30 Red de flujo constante de valor o

La red representada con estructuras de datos queda:
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8 |~[IsTol3]0l-{z 6 ol4 o {34 [0]3]0
1 -2[iola 045 ]0]3]0]

> |-AER o -E e ]
.
3 {s]7]a[2]o}~e]4]0]5]3
i
4 [—{9]2]o]5]0

5 41110]11]0 9]14)0141]0

Como ya se menciond en ésta primera iteracién la red original y la marginal coinciden, encon-
trando en ella la ruta més corta se tiene que es: P* : s,3,¢ de costo 8. En este caso

d = min{qf_,a, q’at} = {3, 5} =3

La red marginal después de aplicar el algoritmo Generalizado de Dijkstra se muestra en la
siguiente figura.

87



i)
|
jf;
9|Ds8|3 1{1]3]3f2]1[6[4[13]1]4[3 b
K b
51DJ10] 2 2i111})2 41153 !
KX ]
4 P72 ~lala]3]sl{s]1]6]3] ! |
! : » i |
s [p]4] anng |
— |
2 [0 4 [+ BT
. :
1{D|3}|8 —’|4]1|1I1H9|1|4I4|
v
g8y{Djlo] 8
Ruta: 8, 3, 9 d=3
y actualizando el flujo f = f + 3o (P*); es decir, se aumentan 3 unidades al flujo a través
de los arcos (s, 3), (3,t), la siguiente red lo muestra '
|
FLUJO =3 -
COSTO = 24 3
E
FIG. 2.31 Red de nuevo flujo de valor 3 :
Expresado con estructuras de datos nos queda: ‘f
i
b
]
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| ETo3 ez e [0 a0}l [5 3]
R ANDEO S Oa0ED
-Gl G E]

S HHDBNENNDEE
ST
Tl o (s e e [40]

O ] b e 0 ] o k] = ] oo

ITERACION 2. La red marginal de la red de la iteracién anterior se muestra en la siguiente
figura. '

FIG. 2.32 Red Marginal asociada al flujo anterior

La ruta mas corta entre s y t es: P* : s, 1, 2, 4, t de costo g. Luego

d = min{qlna qliay Qlay, q,4t} = {33 2, 3, 5} = 2
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y con estructuras de datos tenemos:

—{1{1i3]3f—(2]1]e]4]
—2l1]1]2{4]1]5]3]
—af1]3[3f{s]1]6][3]

3
1
2
1
2
'
3 [o]4]s | -EREEHERTHA0TET]
',.
1
[}
8
Y
8

[9]1{2]5]
1{Dp]3]8 —{aft]1fifyo]1[4]4]
81D} O
Ruta: 8,1,2,4,9 d=2
Se actualiza f = f + 2 o (P”) definiéndose, de este modo, el flujo mostrado en la siguiente
figura.
FLUJO =5
COSTO = 42

FIG. 2.33 Flujo resultado de la segunda iteracién
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El flujo actualizado se presenta en la siguiete lista.

—{1[3[0]3[z {2 e]o[<o {32 ]0]3]3]
—~|2|1|-0|2|2|—'[4|5|0|3[0|
TG
—[s[7Jo]2[0}~{s]4]0]5]3]

|-eTeerErE
i]1]o[1[o}-{s[alo 4 0]

Ot fe—f i b 0 e O ] — ] o

ITERACION 3. La fig.2.34 corresponde a.(la n)ueva, red marginal.
3,5

T ag
(1,3),/" (201)

."..-(.21'3)

46)
27

FIG. 2.34 Red Marginal para la iteracién mimero 3

P* resulta ser: 8, 1, 4, t de costo 10, de donde

d = min{‘]’su qli4 ‘I’4t} = {13 3 3} =1
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—’,1]1|3]1H2'1|6l4l

—'!8|2I-3|2H4|1‘5I3l

—{1]2]1]2]{a]1]8]3]

—(s[2[4[s]~{s[1]7[2}{o]1]4]2]

ARSNga N

’_’|4|1|1]1H9l1]4|4l

9Ip|8]3
—
5 |D10] 2
7
4alp|7]2
7
3|p|4]s
—
2|pl4]1
X
1|p{3]s
!
giDjo]s

Ruta: 8,1,4, 9 d=1

El flujo f + 1 o (P*) se muestra en la fig.2.33

1

FLUJO =6
COSTO = 52

FIG. 2.35 Nuevo flujo para la red del ejempio 1

92




—[1[s]o[s[3]~{2[6]of4]o[~{3[4]0]3]3]
—(2[1[o]2]2[{4]5[0]3]1]
—{als[o]s[2]~{s]6]o0]3]0]
—{s]7[o]2]of~{9]4]05]3]
—[9]2]0]5]3]
—{4[1]o]1]o{~{9]4]0[4]0]

O e v fe] s b o b o b = k] oo

ITERACION 4. La red marginal asociada al flujo de la figura anterior es mostrada en la siguiente
figura. '

FI1G. 2.36 Red Marginai actualizada

P* es: s, 2, 4, t de costo 11. De aqui

d = min{g/,,, qlays ‘I’qt} = {4, 1,3} = 1
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La red marginal asignada a esta iteracién es la siguiente.

51172 9(1]4|2

ABEERONEIE

o [o [ [s | -erirere]
7
51D7]10 2 —{8]2]-3]s4]1]5]2]
+] o [ 7] 2 |-IRAEHELTEE]
!
s|D|4]s8 glaf4[s
7
2IDj4]1 1]2]-5]1
1{pi3{s al1f1]1{o]1]4]4
!
gsIDlo]s8

Ruta: 8,2,4,9 d=1

Se actnaliza f = f + 10 (P*). De este modo se obtiene el flujo de valor 7 deseado que se
muestra en la fig.2.35. que es de costo 63, siendo el minimo.

FLUJO =17
COSTO = 63

FIG. 2.37 Distribucién de flujo de valor 7 de costo minimo
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La red con el flujo de valor deseado de costo minimo se muestra en las siguientes estructuras
de datos.

—{1[3]o[3]3}~{2]6]o[4]1}{3[4]0]3]3]

—12]t{o[2]{2[~4[5[0]3]1]

—14[3]ofs[s—{5]6of3]0]
sl7]oj2fo~{9f4[0[5]3]

—19f2]0]5]4]
—14]1]oftfof—{9]4]o]4fo]

CD!—'CJ’(-—A-—DJ-—M‘—H.—(@

Asi se tiene un flujo de valor 7 definido en la red y de costo minimo, verificando con los resultados
al iterar con el algoritmo de elimiracién de circuitos negativos se puede observar que la distribucién
de flujo es la misma para los dos y 6ptimo.

Como se puede observar la implementacién de cualesquiera de los dos algoritmos es sumamente
sencilla, las funciones que se utilizaron resultan de una manera natural al seguir los pasos del
algoritmo. La eficiencia y rapidez de las implementaciones radica en gran medida por el tipo de
estructuras utilizadas y la versatilidad del lenguaje para accesar a la informacién de una manera
rapida.

Cuando se tenga un problema por resolver mediante flujo constante a costo mfnimo, la decisién
de utilizar uno u otro algoritmo dependera en gran medida de la naturaleza del mismo, ya que
como se comentaba anteriormente para algunos problemas se puede conseguir un flujo del valor
deseado que sea factible y entonces es inmediato que el algoritmo que se utilizard en este caso sea
el de eliminacién de cicuitos negativos, en cambio cuando en el problema sea ficil encontrar el
flujo de cierto valor menor que e} flujo deseado y garantizando que es de costo minimo el algoritmo
de rutas mas cortas es una buena eleccidn, esta iltima situacién en la prictica no se presenta
muy a menudo, ya que tener un flujo factible de valor menor que el deseado puede ser facilmente
encontrado para algunas redes, pero garantizar la optimalidad no siempre es sencillo, para este caso
una opcién pudiera ser hacer una combinacién de ambos algoritmos, teniendo ya la distribucién
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de valor menor aplicar el algoritmo de eliminacién de circuitos negativos para obtener asi un flujo
6ptimo de ese valor, para después estar en condicién de aplicar el método de rutas mas cortas y
asi tener el flujo 6ptimo para el problema que se tenga. Otra opcidn es modificar el Ford-Fulkerson
que da una primera solucién factible agregandole que los incrementos sean por rutas mas cortas
para que la primera solucién factible sea dptima.
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Conclusiones

Con la elaboracién de éste y otros tres trabajos mas’ se amplié el PAREIMM a problemas de Flujos,
quedando un contenido de ocho diferentes algoritmos. Dentro de los algoritmos que trabajaba en
esta primera version se encuentran los de Prim y Kruskal para arbol de minima expansién, Floyd y
Dijkstra Generalizado para el calculo de Rutas mas cortas, el algoritmo de Ford y Fulkerson para
encontrar flujo maéximo y sus Generalizaciones, los algoritmos para el problema de Flujo Constante
a Costo minimo, que se presentan en éste trabajo, y €l Simplex especializado en redes. Con esto se
cumple otro de los objetivos trazados y realizados que fue la creacién de una serie de monografias
completas sobre ésta irea que servirin de consulta y apoyo a futurcs estudiantes interesados en

ésta area.
Los proyectos de trabajo a futuro son eficientar y ampliar los programas elaborados haciendo

un analisis mds detallado de la complejidad de los algoritmos y las estructuras de datos utilizadas
para obtener futuras versiénes profesionales, asi como el incluir en el PAREIMM representacién

grafica de redes pequefias. '

6} [7] ¥ (8]
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Teoria de Graficas:

En éste Anexo se presentari un panorama bdsico de Teorfa de Gréficas, donde se muestran los
resultados mas importantes que se utilizan para analizar el problema de flujo constante a costo
minimo. Las demostraciones a los teoremas que se enuncien no se presentarin, una referencia
donde se encuentran son {1] y [5].

Uno de los conceptos bésicos e importante a la vez, es el de grafica y digrafica, el cual posteri-
ormente se extiende para establecer el de red que es sumamente utilizado.

A.1 Graficas y Digraficas

Definicidn. Una Gre fica G = (X, A, f) consta de:

1. Un conjunto X = X(G) cuyos elementos se llaman vértice (puntos o nodos) de G.
2. Un conjunto A = A(G), €l conjunto de las aristas (o lineas) de G.

3. Una funcién f : A(G) — X(G) X X(G), la funcién de incidencia de G.

Siempre que nos refiramos a una grifica supondremos de antemano que es finita.

Si @ es una aristade G y f(a) = {u, w} se dice que u y w son los exiremos o vértices terminales
de @. Una arista cuyos extremos coinciden es un lazo. Dos aristas @ y a/ son paralelas si tienen
los mismos extremos, es decir si f(a) = f(as).

Definicién. Una Digrafica (o grifica dirigida) es una terna D = (X, A, f) formada
por;

1. Unconjunto X = X{(G) cuyos elementos se laman vértice (puntos o nodos) de G.
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2. Un conjunto A = A(G), el conjunto de arcos de G.
3. Una funcién f : A(G) — X(G) x X(G), la funcién de incidencia de G.

Si a es un arcos de G y f(a) = (u,v) se dice que u es el extremo inicial y v el extremo final

del arco a.

Obsérvese que la tnica diferencia, aunque importante, entre ambas definiciones, es que en una
digrafica los extremos de los arcos estdn ordenados, mientras que en una grafica no. Las figuras
A.1y A.2 nos muestran un ejemplo de grafica y digrafica.

Una aclaracién importante que el término arista o linea se utiliza en grificas y arco para
digrificas, aunque aveces se hace referencia a uno u otro en forma indistinta.

A.2 Representacion Geométrica de una Grafica

Una cuestién importante es el hecho de como poder representar geométricamente a una gréfica, la
representacién que se utiliza es una consecuencia natural de su definicidn.

Los nodos de la grifica se representan mediante puntos o circulos y las aristas por lineas entre
nodos. Si es grafica dirigida los arcos se representan poniendo una flecha en la direccién de llegada.

Ejemplos:

)

o

A.3 Subgraficas

Otros de los conceptos importantes que surgen de una manera muy intuitiva es el de subgréfica, es
muy comin su utilizacién en el célculo de soluciones en los problemas de rutas mdas cortas y en el

de cdlculo de flujos Sptimos.

Definicion. Sea G = (X,A,f) y G/ = (X1, Ar, f1) dos grificas. Se dice que GV es
subgrifica de G (G C G} si X1 C X, A1 C Ay f(a) = f/(a) para toda arista a de G. Se dice
que es una subgrafica

(a) Generadora de G cuando X = Xv.
(b) Inducida de G (Gt C G) cuando f(a) C X7 X X1 implica que @ € Ar.
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FIG. A.1 Representacién de una Grifica

DIGRAFICA

FIG. A.2 Representacién de una digrifica




Si Gr = (X1, At, f1) es subgrifica de G diremos que X7 induce G/ en G.

Entonces las graficas generadoras de una grafica G dada son aquellas que poseen los mismos
nodos que la original y quizd no todos los arcos. Otra manera de verlo es que si se agregan algunos
arcos a la grafica inducida se obtiene la grifica original, es por eso que se le denomina Generadora.
En cambio la grifica inducida es aquella que posee un subconjunto de nodos de la grafica original
y todas las aristas entre esos nodos que se encuentren también en la grafica original.

En las figuras A.3 y A.4 se muestra una gréfica generadora y una inducida.

A.4 Grado de un nodo

Con la representacién geométrica que se hace de una grafica es claro ver que para cada nodo es
diferente el niimero de aristas que tienen como extremo ese nodo, al igual en las digraficas el nimero
de arcos de entrada o de salida de un nodo puede no ser el mismo para todos los nodos, surgiendo
entonces el concepto de grado de un nodo tanto de una grafica como para una digrafica.

Définicion.sSi v es un vértice de la Grifica G, se llama grado de v y se denota I'(v) al
nimero de aristas de & que tienen a v como extremo.

Definicion. Si D es una digrifica y v un vértice, se llama grado de entrada de v y se
denota I't(v) al nimero de arcos cuyo extremo final es v y se llama grado de salida de v y se
denota I'~(v) al nimero de arcos cuyo extremo inicial es v.

Denotemos I'(v, v) al niimero de arcos con extremo inicial u y extremo final v,

PI‘OpOSiCi(’)D- Si D es una digréfica, u,v son dos vértices y a el nimero de arcos, se
verifican las propiedades siguientes:

(a) I't(v) =) I(u,0); I'(v)=3 I(v,u)

uEX veX
(Bla= > It(v)=> I (v)
veX veX

Ejemplos:

El siguiente ejemplo nos muestra el grado de cada nodo como grafica, el grado de entrada y de
salida de la digrifica definida.
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GRAFICA GRAFICA
GENERADORA

FIG. A.3 Ejemplo de Gréifica Generadora

RAF GRAFICA
GRAFICA INDUGIDA

FIG. A.4 Ejemplo de Grifica Inducida




Miy=a rt(1)=2 r-(a)
I'(s)=4 F+(a)=3 r—(=)
I =3 I'g)=1 (s
Ma)=4 M) =2 I'{4)
Ms)=4 IM(s)=1 I'(s)

A.5 Camino, Paseo, Trayectoria, Ciclo y Circuito |

La definicién de Camino, Paseo, Trayectoria, Ciclo y Circuito en graficas o digraficas segiin corre-
sponda es muy importante para el problema de flujo Constante a Costo Minimo, ya que el primer
algoritmo se basa en gran medida en la deteccién de Circuitos de peso negativo en la red Marginal
asociada al flujo definido en una red, éstos circuitos en la red marginal corresponden a ciclos de la
red original. En el segundo de los algoritmos es muy utilizados los conceptos de Camino, Paseo y
Trayectoria, ya qge para obtener el flujo 6ptimo en una red se calculan trayectorias minimas en la
red marginal asociada a un flujo.

Definicion. Sea G una grifica. Un Camino es una sucesién alternante
(170, Gy Uiy ereyVpoayln, ﬂn)

de vértices y aristas de G en donde cada arista a; tiene por extremo al vértice »;_, que le precede

y tal gue le sigue »;
O———0

Si 4 es un camino, la longitud de ~, I(y) es el nimero de aristas no necesariamente distintas

que figuran en ~.

Si el camino tiene un solo vértice y no tiene aristas, su longitud es cero, y se dice de él que es
nulo.

Se dird que ~yes un v,v, - camino (o camino de v, a v,) que tiene como exiremo v, y v,.
Un camino no nuloc cuyos extremos son iguales se llama Cerrado.

Un camino que no repite aristas se llama Paseo o camino simple.

Un camino que no repite vértices se llama Cadena o camino elemental.

Nétese que toda cadena es un paseo pero no reciprocamente.

Definicion.Un ciclo es un camino cerrado elemental de longitud positiva.
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Deﬁnicién. Sea D una digrdfica. Un Camino Dirigido en D es una sucesion de vértices
y arcos.

(”oaan”n '--,”n—-uam”n)

tal que v;.., y v; son, respectivamente, los extremos inicial y final del arco a;.

@; i
Viaa L

Un camino dirigido que no repite vértices se llama trayectoria.

Definicién. Un Circuito es una trayectoria cerrada que no repite arcos.

Ejemplos:

|

|

® v, = (1,0,1,2,a3,,3,a43,4,a4,,2,a3,,3) I{(v,) =5 . ILsun camino. i
l

¢ Yz = (130'51: By@gyy 4y @ys5: 5y Qgas 2) [(72) =4 Es un paseo. ]

® Y= (4: Q292 Aqay 3) I(‘Ya) =2 Es una cadena.
® Y= (13 @132y 030y 3y Gyza4y Bsys 53 U5y 1) 1(74) =5 Es un ciclo. ‘
¢ Vs = (4, @393y 032y 2y B3y 1) 1(’}‘5) =3 Es una trayectoria.

® Y5 = (50545 4y Oys9 5) l(‘}’s) =2 Es un circuito.

Teorema.Sea P un camino dirigido simple entre un nodo s y un £, entonces se puede
descomponer en una trayectorias de s a t y n circuilos elementales de vértices de P,

La demostracién de éste teorema es muy importante para el teorema de descompusicion de un
flujo sobre trayectorias y circuitos elementales, la idea de la prueba es muy intuitiva. Dado que la
trayectoria sobre la cual se trabaja es simple, es decir que no repite arcos en ella, se construye un
nuevo camino quitindo todos aquellos circuitos que posee P, claramente el nuevo camino dirigido
P* ser4 una trayectoria, ya que no repetird vértices y serd elemental, en los circuitos eliminados
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de P se realiza un procedimiento andlogo de eliminacién de subcircuitos para obtener al final un
. . . .,
conjunto de circuitos elementales y una trayectoria. Demostracion.

Dado que el camino dirigido P es simple no se repiten arcos en él. Sea P* la trayectoria
resultante de eliminar todos los circuitos que hubiere en el camino I?, esto es:

Si P = (8,8@05-.-5%0F,...,4,a],...,t) P* quedaria (55@0y...y8yaf,...,t) donde ¢ # 3
Vi,3 € P* y claramente es una trayectoria entre s y t.

Sean &,,9.,..., Pht,, los circuitos eliminados de €l camino P, con un procedimiento analogo
de eliminacién de subcircuitos se obtienen &,, %, ..., Phi, circuitos elementales entre los nodos

de P, donde m < n.

Asf, el camino P queda descompuesto en una trayectoria P* y n circuitos elementales.

A.6 Graficas Eulerianas

Los cornceptos que se presentan a continuacién serdn muy dtiles para la demostracién de descom-
posicién de un flujo en trayectorias y circuitos elementales, que a su vez servird en la demostracién
central del teorema que garantiza la convergencia del algoritmo basado en la eliminacién de clrcuitos
negativos de la red marginal asociada a un flujo dado.

Un comentario interesante es que algo muy importante para el surgimiento de la teoria de
grificas fue un problema que Planted y resolvié Euler en relacién de encontrar Un paseo Euleriano
Cerrado, y fue precisamente Euler quien le dié gran impulso a esta rama de la Matemaitica.

Definicién. Un camino simple que contenga a todos los arcos de una grafica G se dice que
es Fuleriano

Definicidn. Una grifica es Euleriana si tiene un camino etleriano cerrado.

Teorema de Euler. Una grifica G = (4, X, f) con A # 0 es una grifica Euleriana y
sin vértices aislados si y sélo si es conexo y todos sus vértices tienen grado par.

A.7T Conexidad

El Concepto de Conexidad es uno de los mds importantes en la teorfa de graficas, ya que la mayoria
de los algortimos sobre grificas o digrificas se basan en la conexidad de ellas. El concepto intuitivo
de conexidad en una gréfica es que sea de una sola pieza, es decir que a partir de un nodo dado se
pueda accesar a cualesquira otro por un camino.
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Definicion. Dos vértices u y v de una grifica G se dice que estdn conectados cuando existe

un camino en G de extremos w y v.

Definicidon. Una grifica G es conexa si, y solo si para todo par de vértices uw y v de G
existe un camino en G que conecta u y v.

Ejemplos:

Grifica Conexa Grafica Disconexa
A.8 Arboles

En los problemas de ruta minima el concepto de arbol y arborescencia es de suma importancia, ya
que las soluciones estdn caracterizadas por ellos y en general la teoria que se deriva de éste tipo de
problemas gira en torno a la definicién y propiedades de drboles y arborescencias. Otro uso que
10 es menos importante es en la implementacién de algoritmos, ya que muchos de los conceptos de
estructuras de datos que eficientizan la implementacién de un algoritmo se basan en las propiedades

de los arboles.

Definicidon. Una grifica G se dice que es un arbol si, y sélo si se verifican las siguientes
condiciones.

(a) G es conexa;

(b) G no posee ciclos (aciclica).

Definicidén. Un arbol A se dice que es un arbol generador de la grifica G si A es subgréfica
de G tal que su conjunto de vértices coincide en el de G.

Proposicidn. Todo grafo conexo posee un arbol generador
Proposicién. Un arbol con n vértices tiene n 1 aristas

Proposicién.‘l‘odo arbol con mas de un vértice posee al menos dos vértices de grado 1.
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A.9 Arboles Dirigidos

Definicidn. Un vértice v de una digrifica D se dice que es una raiz de la digréfica si existe
camino dirigido a todos los demas vértices de D.

Definicién. Un drbol con raiz (irbol dirigido) o Arborescencia es una digrdfica tal que
posee una raiz y su grafica asociada es un 4rbol, o bien se trata de la digrafica vacia..

Utilizaremos alguna ferminologia nueva cuando tratemos con arborescencias:

o Si el par de vértices « y v son los extremos inicial y final respectivamente de un arco de un
srbol dirigido, diremos que v es hijo de u o bien que u es padre de v.

o Llamaremos grado de un vértice al nimero de hijos, es decir, I'". Tengamos en cuenta que
I't es uno en todos los vértices salvo en la rafz que es cero.

e Si u es un vértice de un arbol dirigido, Hamaremos subarbol de raiz u al subgrafo generado
por el vértice u y todos sus descendientes.

r

e Llamaremos nivel o profundidad de un vértice a la longitud del dnico camino que existe
con extremos inicial en la raiz del irbol y extremo final en dicho vértice, y diremos que la
profundidad de un drbol es p, si p es el miximo de las profundidades de sus vértices.

¢ Un arbol de profundidad p diremos que es completo de grado k si todos los vértices del drbol
(salvo los de nivel p, es decir) tienen grado k.

Definicién. Se dice que un irbol es binario cuando cada nodo a lo mas posee dos hijos,
denominados hijo derecho e izquierdo segin corresponda.

Arbol Completo de Grado 2
Profundidad = 3
Arbol Binario
2 es hijo izquierdo de 21
3 es hijo derecho de 1.

Para representar una arborescencia de una mejor manera se puede utilizar la forma de un arbol,
la figura A.g muestra ésta mejor manera de representacién.
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A.10 Red

P R e o

Fl concepto de red sera muy utilizado a lo largo de todo el trabajo, y es sobre el cual es posible el
planteamiento del problema de Flujo Constante a Costo Minimo y muchos otros mas.

Definicion. Dada una digrifica D = (X, A, f) se dice ser una red R = [ X, A,k,q,c]
E si; - ‘

® X es el conjunto de nodos que componen la digrifica.

F_ ® A es el conjunto de arcos de la digrifica.
o k es una funcién k : A(G) — R de capacidad minima de los arcos.

® g es una funcién q : A(G) — R de capacidad méxima de los arcos.

® c es una funcién ¢ : A(G) — R de costos unitarios del flujo a través de los arcos.
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FIG. A5

Representacion grafica
- de una arborescencia

Mejor representacion grafica
de una atborescencia



Apéndice B

M'anual del Usuario

B.1 ;Cémo se prepara la informacién?

La informacién que se utiliza para la corrida de los programas se obtiene de un archivo que previ-
amente debe estar preparado. El archivo con la informacién puede llevar el nombre que se desee,
bajo al restriccién normal de poseer un nombre con a lo mas ocho caracteres; la terminacién del
archivo debe ser .SOL, para que pueda ser leido. Ejemplo: EJEMPLO1.50L '

La informacién tiene que estar distribuida de la siguiente manera:

e Un primer renglén con solamente el niimero 3.

Este nimero sirve para identificacién dentro del programa.

¢ La informacién de los arcos se pone por renglén de la siguiente manera
NODOINICIAL NODO_FINAL CAP MINIMA CAP MAXIMA COSTO FLUJO

® Ya que se hayan capturado todos los arcos se pone un renglon que contiene cinco ceros.

e La 1iltima linea contiene la informacién siguiente:

NUMERO_DENODOS NUMERO.DE_ARCOS PESO FLUJO

En cada renglén la informacién va separadapor espacios.

A continuacién se muestra como ejemplo de como se distribuye la informacién del archivo de la
grafica del ejemplo 1 para que los programas los puedan leer.
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3
810332
8§20462
830343
120210
140352
240331
250361
360272
390541
540111
490524
590442
00000

712847

Al empezar la corrida del programa, lee la informacién del archivo y crea una red.

B.2 ;Coémo se corren los programas?

Consideremos que todos los datos de un problema que se quiere resolver ya se encuentran en
un archivo adecuado con terminacién .PRB, supongamos que se estd trabajando con el Ejemplo
1 mostrado anteriormente, el archivo va a cambiar si se desea aplicarle el programa basado en
eliminacién de circuitos negativos o el de deteccién de rutras mds cortas, a continuacién se mostrard
la manera de utilizar cada uno de los problemas mostrando el archivo del ejemplo 1 para cada

problema.

e Algoritmo de Flujo Constante a Costo Minimo por medio de Elimi-
nacion de Circuitos Negativos
Como se comenté anteriormente para correr éste programa se necesita tener todos los datos
en un archivo distribuidos correctamente, los datos para el Ejemplo 1 con un flujo inicial de
valor 7 se encuentran en el archivo PROB2.PRB el cual se utilizard como ejemplo. Lo datos
siguientes nos muestran la infoirmacién de PROB2.PRB en un archivo.
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3
810332
820462
830343
120210
140352
240331
- 250361
350272
390541
540111
490524
590442
00000

712847

Para correr el programa hay que cerciorarse de que el archivo .PRB se encuentre en el disco
- de trabajo de la computadora, para ejecutar un problema se teclea:

— El nombre del programa (CICLOS).
— Seguido y separado de un espacio el nombre del problema con extensién .PRB

— Posteriormente los niimeros de los nodos Fuente y Destino de la red.

Esquematizado quedaria de la siguiente manera:

%: CICLOS [NOMBRE|.PRB [#FUENTE] [#DESTINO]
Ejemplificado para el PROB2.PRB se tendria:

x: CICLOS PROB2.PRB 8 g

Si los argumentos en linea no se encuentran completos el programa presenta el siguiente
mensaje:

Uso: CICLOS problema.prb Fuente Destino

La extension .PRB es obligada para el nombre del archivo

que contiene al problema. Tal archivo debe tener una

primera linea que solo contenga el nimero 1,

la informacién de los arcos sera :
NODO_INICIAL NODO_FINAL CAP_INF CAP.SUP COSTO FLUJO
una linea al final de la informacién de loé arcos

que contenga 5 ceros {0 0 0 0 0).

por iltimo un renglén con la siguiente informacién
NUMERO_DE_NODOS NUMERO_DE_ARCOS PESO FLUJO
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Si los argumentos si fueron dados completos el programa empieza a correr y manda letreros
si la solucién no se pudo dar por alguna causa, o bien indica el archivo donde fue grabada la
solucién, en la seccién posterior se detallard la forma de interpretar la solucién o resultados.
Antes de dar la solucién manda el mensaje siguiente:

FLUJO A COSTO MINIMO POR ELIMINACION DE CIRCUITOS

NEGATIVOS (CICLOS)
Versién 1.0, 1993 DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE SONORA

Algoritmo de Flujo Constante a Costo Minimo basado en la deteccién
de Rutas mas Cortas '

Para este caso consideremos que la informacidn del Ejemplo 1 para aplicar éste algoritmo se
encuentra en un archivo PROB2R.PRB, queriéndose encontrar el flujo de costo minimo entre
el nodo 8 y g con un flujo de valor 7 partiendo de una distribucién de flujo igual a cero, ya que
para todos los arcos la cota minima de arcos es igual a cero. Los datos siguientes muestran
el archivo PROB2R.PRB listo para ser ejecutado.

3
810330
820460
B30340
120210
140350
240330
250360
350270
390540
540110
490520
590440
00000

71207

Para correr el programa hay que cerciorarse de que el archivo .PRB se encuentre en el disco
de trabajo de la computadora, para ejecutar un problema se teclea:

— El nombre del programa (RUTAS).
— Seguido y separado de un espacio el nombre del problema con extensién .PRB
— Posteriormente los nimeros de los nodos Fuente y Destino de la red.

— Al final se coloca el valor de flujo que se desea en la red.

Esquematizado quedaria de la siguiente manera:

«: RUTAS [NOMBRE|.PRB [#FUENTE] [#DESTINO]| [#FLUJO]
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Ejemplificado para el PROB2R.PRB se tendria:
*: RUTAS PROB2R.PRB 8 9 7

8 i Si los argumentos en linea no se encuentran completos el programa presenta el siguiente

mensaje:

Uso: RUTAS problema.prb Fuente Destino Flujo_Deseado

La extensién .PRB es obligada para el nombre del archive

que contiene al problema. Tal archivo debe tener una

primera linea que solo contenga el niimero 1

la informacién de los arcos sera

NODO_INICIAL NODO_FINAL CAP_INF CAP_SUP COSTO FLUJO
una linea al final de la informacién de los arcos

que contenga 5 ceros (0 0 0 0 0).

por iltimo un renglén con la siguiente informacion
NUMERO_DE_NODOS NUMERO_DE_ARCOS PESO FLUIJO

Si-los argumentos si fueron dados completos el programa empieza a correr y manda letreros
si la solucién no se pudo dar por alguna causa, o bien indica el archivo donde fue grabada la
L : solucién, en la seccién posterior se detallard la forma de interpretar la solucion o resultados.
\ Antes de dar la solucién manda el mensaje siguiente:

FLUJO A COSTO MINIMO POR BUSQUEDA DE

RUTAS MAS CORTAS (RUTAS)
Version 1.0, 1993 DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE SONORA

B.3 ;Cémo se Escribe la Solucién?

La escritura de la solucién se efectda en un archivo del mismo nobre que el problema resuelto pero
con la terminacién .SOL, ejemplo:PROB2.SOL. Cuando se pudo calcular la solucién el programa
manda un mensaje donde se indica el nombre del archivo solucién (Solucién grabada en [Nombre].

El archivo contiene al principio un nimero tres que indica que tipo de solucién esti grabada.

Los datos que se van escribiendo en el archivo corresponden a arcos de ]a red y ordenados en la
siguiente manera:

NODOINICIAL NODO_FINAL COSTO FLUJO

Al final del archivo, aparece una linea con cuatro ceros, que significa el fin de la informacién de
los arcos, posteriormente hay un renglén con la informacién general de la solucidn:

NUMERODE..NODOS NUMERO_DE_ARCOS COSTODE_LA_RED FLUJO_TOTAL
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Resolviendo el PROB2.PRB, el archivo solucién queda escrito de la siguiente manera:

3
8 1 3.000000 3

8 2 6.000000 1

8 3 4.000000 3

1 21.000000 2
14 5.000000 1
24 3.000000 3

2 5 6.000000 0

3 5 7.000000 0

3 9 4.000000 3

4 9 2.000000 4

5 4 1.000000 0

5 9 4.000000 0
0000

7 12 63.000000 7

y-\para, el PROB2R.PRB nos quedaria un archivo igual al anterior.

En el caso de que no haya solucién para alguno de los dos programas, éstos envian mensajes de
acuerdo a la falla existente, estos son:

« CICLOS

— ERROR: Archivo [Nombre] no encontrado: Este letrero surge cuando el programa
no encontré un archivo con ese nombre .

— ERROR: Archivo [Nombre] no abierto: Este letrero surge cuando el programa no
pudo abrir el archivo con ese nombre .

— ERROR: Archivo [Nombre] no adecuado: Este letrero surge cuando el programa
detectd incompatibilidad en el tipo de archivo para aplicar el algoritmo.

— ERROR: Archivo [Nombre| vacio: Este letrero surge cuando el programa detectt
que el archivo con el nombre dado se encontraba vacio.

— ERROR: Archivo [Nombre] demasiado grande: Este letrero surge cuando el archivo
contiene un programa muy grande para el propdsito educativo de ésta version.

— ERROR: Memoria insuficiente para continuar en [Nombre] : Este letrero surge
cuando el programa detectd escasez de memoria para seguir iterando.

« RUTAS

— ERROR: Archivo [Nombre] no encontrado: Este letrero surge cuando el programa
no encontré un archivo con ese nombre .

— ERROR: Archivo [Nombre] no abierto: Este letrero surge cuando el programa no
pudo abrir el archivo con ese nombre .

115



M BIBLIOTECA
=y DE CIENCIAS EXACTAS
S Y NATURALES

EL SARER DE M1§ HLIOS
RARA WI GRANDEZA

— ERROR: Archivo. [Nombre] no adecuado: Este letrero surge cuando el programa
detectd incompatibilidad en el tipo de archivo para aplicar el algoritmo.

— ERROR: Archivo [Nombre] vacio: Este letrero surge cuando el programa detectd
que el archivo con el nombre dado se encontraba vacio.

ERROR: Archivo [Nombre] demasiado grande: Este letrero surge cuando el archivo
contiene un programa muy grande para el propdsito educativo de ésta versién.

— ERROR: Memoria insuficiente para continuar en [Nombre] : Este letrero surge
cuando el programa detectd escasez de memoria para seguir iterando.

— No hay ruta minima, hay ciclo negativo: Este mensaje es mandado pqr el algoritmo
General de Dijkstra y como se indica no existe ruta minima, ya que existe un circuito
negativo.
El Nodo [Nombre] no existe : Indica que en algiina bisqueda no se encontré el nodo
en cuestién.

— Memoria insuficiente para la primera fase: Insuficiencia de memoria para aplicar

la segunda fase de! algoritmo General de Dijkstra.

— No hay arborescencia para el nodo [Nombre]: Indica que no se pudo encontrar una

arbaorescencia con el nodo Fuente como raiz.

— Del Nodo [Nombre] no salen arcos En la bisqueda de una arborescencia que cuelga
del Nodo fuente no se encuentran arcos que cuelguen de éL

Asi se presentaron los aspectos bdsicos para la corrida de los dos programas que resuelven el
problema de Flujo Constante a Costo Minimo.
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