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INTRODUCCION

Para construir un modelo no estándar, utilizamos la teoría

de Filtros y Ultrafiltros, cuyas definiciones varían en algunos

libros y publicaciones.

Aquí se pretende ver los conceptos a partir de una teoría más

sencilla como es el álgebra booleana.

En el capítulo I se hace la presentación de las

estructuras booleanas, como álgebras y anillos, las cuales son

básicas para definir en el capítulo II los homomorfismos e ideales

booleanos.

En el capítulo II definimos los Filtros y Ultrafiltros como

duales de ideales booleanos, comparamos estas definiciones con

otras que se dan en libros y publicaciones, además de otras

caracterizaciones, y probamos la equivalencia entre ellas.

En el capítulo III se hace la presentación de un modelo de

análisis no estándar, es un modelo que , combina la teoría de

modelos y la teoría axiomática de conjuntos.

En el capítulo IV se presenta la solución de un problema que

permaneció abierto por mucho tiempo y cuya solución se dió por

medio del análisis no estándar.
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L- ESTRUCTURAS BOOLEANAS

•
En este capítulo se hace la presentación de estructuras

booleanas, como son anillos y álgebras booleanas, después de haber

recordado algunas propiedades conjuntistas presentándolas como

nuestro primer ejemplo de álgebra booleana.

Además del ejemplo conocido del álgebra proposicional, aquí

presento otro ejemplo diferente e importante, el de los conjuntos

regulares abiertos; se demuestra que la clase de todos los

conjuntos regulares abiertos de un espacio topológico arbitrario

no vacío es un álgebra booleana.

Esta presentación de estructuras booleanas nos sirve

para comprender definiciones que se dan en el capítulo II.

•

I.1 ANILLOS BOOLEANOS

Definición: Un anillo booleano es un anillo con unitario en

el cual cada elemento es idempotente, es decir p2 = p.

2



Ejemplos:

Un ejemplo trivial de anillo booleano es el anillo de los ente -

ros módulo 2.

Otro ejemplo no tan trivial es el conjunto 2 x de todas las

funciones de un conjunto arbitrario no vacío X en un anillo

isomorfo al de los enteros. módulo 2; al cual lo simbolizaremos por

Rz. Los elementos de 2 x serán llamados funciones en X, 2-valuadas.

Los elementos distinguidos y operaciones en 2 x son definidos así:
•

0(x) =0 y 1(x)=1 para cada x en X.

Si p y q son funciones 2-valuadas en X, entonces las funciones

p+q, pq son definidas por: (p+q)(x)= p(x)+q(x) (1)

(pq)(x)= p(x)q(x)

Es necesario afirmar que sea x*0 para garantizar que 0 y 1

son distintos.

iii) Sea A el conjunto de todos los elementos idempotentes en un

anillo conmutativo R con unitario, con adición definida como una

nueva suma de p y q en A:p*q= p+q-2pq.

Los elementos distinguidos de A, son los de R, y la multiplicación

en A es justamente la multiplicación en R restringida a los

elementos de A.

(A,+,.) es un anillo booleano.

Demostración:

- Con la suma•

p*q= p+q-2pq por definición de operación.

*Aquí las operaciones de la parte derecha, se refieren a las de R
2

3



Cerradura: (p*q) 2= p*q

P.D. (p+q-2pq) 2= p+q-2pq
(p.i.q_2pq) 2= p2+pr2p2q+pq±q2_2pq2_2p2q_2pq2+4pq

= p+pq-2pq+pq+q-2pq-2pq-2pq+4pq (por idempotencia)

= p+q+6pq-8pq

= p+q-2pq

Elemento neutro:

3 x E A, V p E A, p*x = p.

Demostración:

Probaremos que tal elemento es x = O.

p*0 = p+0-2p0

= p-O

= P

Elementos inversos:

Para cada p E A, 3 y E A tal que p*y=0.

El candidato propuesto es y =p. A continuación probamos que

reúne los requisitos:

P*P = P+P-21313

= p+p-2p

= 2p-2p

= 0

(Por definición de la operación)

(Por idempotencia)

Cada elemento es su propio inverso.



Asociatividad: Vp,q,r E A, p*(q*r)= (p*q)*r.

p*(q*r) = p*(q+r-2qr)

= p+q+r-2qr-2p(q+r-2qr)

= p+q+r-2qr-2pq-2pr+4pqr

(p*q)*r = (p+q-2pq)*r

= p+q-2pq+r-2(p+q-2pq)r
•

= p+q-2pq+r-2r(p+q-2pq)

= p+q+r-2pq-2rp-2rq+4rpq

= p+q+r-2qr-2pq-2pr+4pqr

p*(q*r) = (p*q)*r

Conmutatividad: Se hereda de la conmutatividad de R.

- Con el producto:

Cerradura: V p,q E A, pq E A.

(pq) 2= p2q2	 (Por ser R conmutativo)

Pq
	

(Por ser p y q elementos de A)

Asociatividad: Se hereda de la estructura de R.

5



Distributividad: y a,b,c E A, a(b*c) = ab*ac.

a(b*c)= a(b+c-2bc)

=ab+ac-2abc

ab*ac= ab+ac-2abac

= ab+ac-2a2bc

= ab±ac-2abc

a(b*c)= ab*ac

Hasta aquí nuestros ejemplos de anillo booleano.

La idempotencia en la definición de anillo booleano tiene

gran influencia en su estructura. Dos de estas concecuencias son:

Todo anillo booleano es conmutativo.

Todo anillo booleano tiene característica 2 (i.e. p+p=o v p E A)

Demostración:

Lema: pq = -qp

Demostración:

(1:4(1) 2= p24.perillp_i_q2

Por idempotencia tenemos que (p+q) 2= p+q, por lo que:

p2+pq+qp+q2 = p+q

p+pq+qp+q = p+q

(p+q)+pq+qp = p+q

pq+qp = O

pq = -qp n

6



por el lema, si p=q, tenemos que: qq= -qq

2	 2q= —q

q= -q

Por lo que pq = -qp = qp, lo que demuestra 1),

y p+p = p+(-p) = O, lo que demuestra 2)

1.2 ALGEBRAS BOOLEANAS

Sea X un conjunto no vacío y sea p(x) (el conjunto potencia

de X) la clase de todos	 los subconjuntos de X. Del álgebra

conjuntista, conocemos las propiedades siguientes:

A,B E p(X), AuB e p(X) (Cerradura de la unión).

A,B,C e p(X), (AuB)uC = Au(BuC) (Asociativa de la unión).

A,B E p(X), AuB = BuA (Conmutativa de la unión).

A,B e p(X), AnB E p(X) (Cerradura de la intersección).

A,B e p(X), AnB = BnA (Conmutativa de la intersección).

A,B,Ce p(X), (AnB)nC = An(BnC) (Asociativa de la intersección)

3 O e p(X) A 3 X E p(X), V A E p(X), AnX = A A Au0 = A (Existen-

cia de elementos neutros,para la unión e intersección).

A,B,C E p(X), An(BuC) = (AnB)u(AnC) A Au(BnC) = (AuB)n(AuC)

(Leyes distributivas).

A e p(X), Auit = x A	 = 0 (Definición de complemento).

o c= x A xe= 0

y A,B e p(X), (AnB)
	

ActfficA (AuB) c= Aers13` (Leyes de De Morgan)

Cualquier otro conjunto B que ocupe el lugar de p(X) arriba

mencionado, una operación binaria (+) en B que ocupe el lugar de u

7



y otra operación binaria (.) en B que ocupe el lugar de n; un

signo ' que aplicado a cada elemento a de B (a') ocupe el lugar

del complemento y con los elementos O y 1 que ocupen los lugares

del vacío y el universo respectivamente, que cumpla con las mismas

propiedades respectivas de AuB, AnB, A°, O y p(X); constituye lo

que llamaremos ALGEBRA BOOLEANA, cuya definición más simple es la

dada por Huntington en 1904, que establece lo siguiente:

Definición: Un conjunto no vacío de elementos B con dos

operaciones binarias (+),(.) (denotamos a.b o ab) se llama álgebra

booleana si y sólo si valen los siguientes postulados:

Las operaciones (+),(.) son conmutativas.

Existen en B elementos identidad O y 1 relativos a las

operaciones "+" y ".", respectivamente.

Cada operación es distributiva con respecto a la otra:

a.(b+c) = a.b+a.c

a+(b.c) = (a+b).(a+c)

Para cada a en B existe un elemento a' en B, tal que a+a'

= 1 y a. a' = O

Un ejemplo sería el álgebra proposicional, cuyas operaciones

binarias son pAq, pVq.

Usaremos una tabla de verdad para definir estas operaciones:

p q pVq pAq

1 1 1 1

1 O 1 0

O 1 1 0

0 0 0 0

8



TEOREMA 1.2.1: El álgebra de proposiciones es	 un álgebra

booleana.

Demostración:

El que (+) y (.) son ambos conmutativos	 se obtiene

inmediatamente de la definición y, por lo tanto, se verifica el

postulado 1 (definición de,álgebra booleana).

Si f representa una falacia, entonces f cumple con el papel de

neutro aditivo ya que para cualquier proposición p, p+fspVf

s p.

Igualmente, si t representa una tautología, entonces dicha t

cumple con el papel de neutro multiplicativo; ya que para

cualquier proposición p, ptspAt --a p.

Lo afirmado en el inciso b) puede comprobarse mediante las

siguientes tablas:

p f pVf p t pAt

1 0 1 1 1 1

O O 0 O 1 0

•

c) Cada operación es distributiva respecto a la otra.

La siguiente tabla establece una de las leyes distributivas,

y para la otra ley se procede de forma similar.

9



Demostración de que p+qr = (p+q)(p+r)

p q r qr p+qr p+q p+r (p+q)(p+r)

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 O O 1 1 1 1

1 O 1 O 1 1 1 1

1 O O O 1 1 1 1

O 1 1 1 ,	 1 1 1 1

O 1 O O 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

O O O O o o 0 o
T T

d) Para cada proposición p, hay una proposición -p, la negación de

p, que satisface las relaciones p(-p) E f y p+(-p) E t.

Podemos introducir en todo anillo booleano operaciones muy

semejantes a las de teoría de conjuntos:

aob = ab

aeb = a+b+ab

3) a' = 1+a

Las operaciones de la parte derecha en las igualdades

anteriores, se refieren a las operaciones del anillo booleano; el

mismo conjunto, con las nuevas operaciones (las de la parte

izquierda) es un álgebra booleana.

La suma y el producto pueden escribirse a partir de

uniones, intersecciones y complementos:

ab= anb

a+b= (anb')u(a'nb)

10



Teorema 1.2.2: Todo anillo booleano es un álgebra booleana y

viceversa.

Demostración: Si las operaciones booleanas son definidas en

un anillo booleano A por , 1), 2) y 3), entonces A es un álgebra

booleana y si las operaciones de anillo son definidas en un

álgebra booleana A por 4) y 5), entonces A es un anillo booleano. n

Polinomios Booleanos: La definición de polinomio booleano es

igual que la de polinomio ordinario, en el entendido de que las

operaciones satisfacen la estructura booleana, y pueden ser una o

varias variables.

Pongamos nuestra atención en el caso típico del polinomio

polinomio f(p,q) en dos variables. El complemento de f(p,q) es por

definición f'(p,q), el dual es f'(p',q') y el contradual,

f(ptsql)•

Todo teorema de álgebra booleana se da en pares duales.

Dualizar una expresión booleana consiste en intercambiar el O con

el 1 y . con +.

Por ejemplo, si f(x,y,z) = x+y+xyl+xyz

su dual es f'(x',y',z') = xy(x+y')(x+y+z).

p(X) «no es el único medio para construir un álgebra booleana

en un conjunto no vacío X. Un camino más general es considerar una

subclase arbitraria no vacía A c p(x), tal que si p,q e A,

entonces PnQ, PuQ y P' estén también en A.

A contiene al menos un elemento, de aquí que A contiene 0 y X, por

lo que A es un álgebra booleana. Toda álgebra booleana obtenida de

esta forma es llamada "CAMPO DE CONJUNTOS".

11



Ejemplos:

1) Un subconjunto P de X es cofinito (en X) si su complemento

P' es finito. La clase A de todos los subconjuntos P finitos

o cofinitos de X es un campo de subconjuntos de X.

Observación:

Sea A= {subconjuntos finitos} U {subconjuntos cofinitos}.

Si X es finito, entonces A= p(x).

Si X es infinito, entonces los subconjuntos finitos no son

cofinitos y los cofinitos no son finitos, por lo que tendríamos

un nuevo ejemplo de álgebra booleana.

2) Sea X el conjunto de todos los números reales. Sea A un

intervalo semicerrado.

La clase A de todas las uniones finitas de intervalos

semicerrados es un campo de subconjuntos de X.

*Un ejemplo importante de álgebra booleana es la de los

"CONJUNTOS REGULARES ABIERTOS". En ella, los elementos del álgebra

booleana son subconjuntos de un conjunto, pero las operaciones no

son las usuales en la teoría de conjuntos.

Sea X un espacio topológico arbitrario (no vacío). Decimos

que un conjunto abierto X se llama regular en caso de que coincida

con el interior de su propia cerradura. Es decir, el conjunto P es

regular si y sólo si P= P- '' (P denota la cerradura de P) ya que

q° = ci ff (q°denota el interior de q). Es conveniente escribir P'=

12



p-f ; en estos términos, se tiene que P es regular sí y solo si P=

P 11 .

Notamos que un conjunto P es abierto sí y sólo si éste tiene

la forma &para algún conjunto Q. En efecto, si P =Q I , entonces p

es el complemento de un conjunto cerrado Qy recíprocamente, si p

es abierto, entonces P= Q I donde Q es el complemento de P.

TEOREMA 1.2.3: La clase A de todos los conjuntos regulares

abiertos de un espacio topológico X (no vacío) es un álgebra

booleana con respecto a los elementos distinguidos y operaciones

definidas por:

0= 0

1= X

P.Q= PnQ

P+Q= (PvQ)"

5) P f = P
	 •

Donde P I , para todo conjunto P, es el complemento de la

cerradura de P.

Demostración:

Lo primero que hay que probar es que el lado derecho del 1)

al 5) son conjuntos regulares abiertos.

Para 1) y 2), ésto es obvio.

Lema 1.2.1: Si PcQ, entonces QicPI.

Demostración:

PcQ	 PcQ

13



Q 1cP 1 (por complementación). n

Lema 1.2.2: Si P es abierto, entonces PcP11.

Demostración:

PcP

P 1 cP' (por complementación)

P 1 c P' (ya que P' es cerrado)

P"cP"

PcP 11 . n

Lema 1.2.3: Si P es abierto, entonces pl . 1:1 111 .

Demostración:

Hay que demostrar lo sig.:

P 1
cP

111 .

13 111 cP 1 .

La demostración de la parte i) es directa del lema 1.2.2,

tomando P I en lugar de P.

Para la parte ii): por el lema 1.2.2, tenemos que PcPII , y

por el lema 1.2.1 , (p11)1cp1 y esto es igual a tener

Por lo que concluimos que P 1
= PHl

•

Una consecuencia importante del lema anterior es que si P es

abierto, entonces P i es regular. Esto prueba que el lado derecho de

5) corresponde a la clase A de conjuntos regulares abiertos.

Como (PuQ) I es siempre abierto, se cumple la parte derecha de 4);

para 3) necesitamos un argumento más:

14



Lema I.2.4:'Si P y Q son abiertos, entonces (pnwil = p 11n Qn.

Demostración:

como PnQ c P y PnQ c Q,

por el lema 1.2.2, PnQ c P" y PnQ c Q", por lo que

(PnQ) c (PU ) U ;

pero ( p11)11:= (p1)111 = (p, ) , por el lema 1.2.3.

Entonces, como (P) = P 11 ,

(PnQ) li c pu

Igualmente (PnQ) C QU y entonces (PnQ) U
C P l/

n Q n

Como Pn12c PnQ c (PnQ)-

PnQ c (PnQ)

[ (PnQ) "c (PnQ)

(PnQ) ic

(PnQ) c (P'uQ 1 ) - c P 1141-

(Pl uQ 1 ) c (PnQ) ]

P i I nQ IIc (PnQ)

PnQ
11

c PnQ
l1

c (PnQ)"

PnQ l1 c (PnQ)	 (a)

Una aplicación de 	 (a) con PH en lugar de P, seguida de

aplicar (a) con los roles de P y Q intercambiados lleva al lema 1:

P II nQ IIc ( P II nQ) II c (PnQ) 1111

P lInQ I I c ( PnQ ) . n

Este lema implica	 inmediatamente que la intersección de

dos conjuntos regulares abiertos es regular y de aquí que el lado

15



derecho de 3) pertenece a A.

Lema 1.2.5: La frontera de un conjunto abierto es un conjunto

cerrado denso en ninguna parte.

NOTA: La frontera de P es 1"nP7 (y es equivalente a is n p f por ser

p abierto).

Demostración:Si P es ún conjunto abierto, y si la frontera de

incluye un conjunto no vacío abierto, entonces ese conjunto

abierto tendría una intersección no vacía con P y al mismo tiempo

debería ser ajeno a P, esto contradice la propiedad fundamental de

cerradura. n

Este lema implica que si P es abierto, más aún, si es

regular, entonces el complemento de la frontera de P, es decir

PuP 1 es un conjunto abierto denso.

Se sigue que:

(pup1)1= O y de aquí que (pup 1 ) u = 3(

Por lo que PuP =X, PnP 1 = O; es decir p + p l = 1, pp 1 = O.

Ahora sí podemos verificar que la clase A de todos los

conjuntos regulares abiertos de un espacio topológico X cumple

con los axiomas de un álgebra booleana:

	

i) P.1= P	 P+0= P, es decir:

	

PnX= P	 Pu0= P

Demostración:

16



P.D. PnX= P	 Pv0= P

pn (pupl ) 11PnX=	 Pv0= Pv(PnP1)

= Pn(PnuPin)

= Pn(P11vP1)

= (Pn1211)v(PnP1)

= Pv0

= P	 ... PIJO= P

PnX= P

P.P f =	 P+P'= 1, es decir:

PnP	 PuP = X

P.Q = Q.P.

Puesto que P 11nQ11 = Q11nP 11 .

iv) Leyes distributivas

*) [Pu(QnR)] 11=	(PvQ)11n(PuR)11

[Pv(QnR)] n= Pv(QnR)

= (PvQ)n(PuR)

= (PvQ) nn(PnR)

**) Pn(QvR) I1= [ (PnQ) u (PnR)711

Pn(QvR) n= Pn(QvR)

= (pnQ) nv .(PnR)n

Ejemplo de conjuntos regulares abiertos:

Sea (X,r) un espacio topológico con I= p(X).

= (PvP)n(PvPI)

= Pn[P-{front.P}]

= P

17



0 y X son regulares abiertos. Tomando A s X tal que A = 0 nos

hacemos la siguiente pregunta: A es un conjunto regular abierto?

Como TI = A (porque A y A' son abiertos en X) entonces A es

cerrado; y así el int(71) = int(A) = A. Por lo tanto para toda A

X, A es regular abierto.

1.3 ORDEN

Continuamos trabajando con un álgebra booleana A.

Lema 1.3.1: p.q=p si y sólo si p+q=q.

Demostración:Usando las leyes de absorción;

=) p•q=p p+q=(p.q)+q

=q

*) p+q=q * p.q=p.(p+q)

=p. n

En Teoría de Conjuntos, las ecuaciones correspondientes •

PnQ=P y PuQ=Q equivalen a PcQ.

Esto motiva la introducción de una relación binaria en toda

álgebra booleana, escribimos psq o gap en caso de que p.q=q o,

equivalentemente, p+q=p.

Lema 1.3.2:

0=p y p=1, Vp E A.

Si psq y r=s, entonces per=q.s y p+rsq+s

iii) Si p=q, entonces qi=p'

18



iv) psq si y sólo si pq'= O

Demostración:

ii) Si psq y rss, entonces p.rsq.s y p+rsq+s.

pq'=0	 rs'=0

pqi+rs'=0

rpq1+rrs1=0

prq,+rs1=0

pprql+prs1=0

pref+prs1=0

pr(qi+s9=0

pr(qs)'=0

prsqs.

Si psq, entonces q'sp'.

psq pq1=0

(pg'q1=0

cif(pf)f=0

cifsips

psq	 pq'=0.

Sabemos que si psq, entonces p.q=p, p+q=q.

pq1=0

p+q=q	 pq' =pp'q'

p'q'=q'
	

q'=p'q'

q	 (q1)1=(pliqgl
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pq'=p(p'q')
	 q=p+q

pq'=(pp')q'
	

qsp	 n

pq'=0(41

pq'=0

Lema 1.3.3: La relación = es un orden parcial. •

Es decir es reflexiva (psp), antisimétrica (si psq y qsp,

entonces p=q) y transitiva (si psq y qsr, entonces psr).

Demostración:

Transitividad: si Psq y qsr entonces psr.

psq	 pq1=0

qsr	 qr' =o

Por lo que : pr'= pr'(q+q')

= pr'q+pr'q'

= p(0)+r'(0)

= 0+0

= 0
•

pr' = O psr

Antisimetria: si psq y qsp, entonces q=p•

psq	 pq°=0

qsp	 qp'=0

Por lo que:

pq ' =qp '	 pq'=qp'
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p/.1.q=q1-1-p	 pf_l_q=c4/41,

ppflpq=pqtApp	 qp'+qq=qq'+qp

0+pq=0+p
	 0+q=0+qp

pq=p
	 q=qp

qp=p

Reflexividad :psp.

Como pp f =0, psp. n

ordenado tal como nuestra

eli-conjunto F de todas las

tiene o no un elemento más

caso de que psq para todo

conjunto parcialmente

A, podemos considerar

de E y preguntar si F

Un elemento q pertenece a F en

decir que F tiene un elemento

q=p

pequeño.

p en E;

Si E es cualquier subconjunto de un

álgebra booleana

cotas superiores

que es el más pequeño, significa que existe un (obviamente único)

q en F tal que qosq para todo go en F.

La máxima cota inferior de E es llamada el ínfimo de E. A la

mínima cota superior del conjunto E, la llamaremos supremo de E.

Todas estas consideraciones tienen sus duales obvios.

Si el conjunto E es vacío, entonces todo elemento de A es una

cota superior de E (p en E implica psq para cada q)

y. consecuentemente, E tiene un supremo llamado 1.

Similarmente (dualmente) si E es vacío, entonces E tiene un

ínfimo, llamado O.
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Consideramos el caso de un conjunto con un solo elemento, sea

{p}, su supremo es p y similarmente tiene un ínfimo que es p.

La situación es menos trivial cuando tenemos un conjunto con

dos elementos.

Lema 1.3.4: Para cada p 	 y q, el	 conjunto {p,q} tiene el

supremo p+q y el infimo p.q.

Demostración:

psp+q	 Y	 p•q-Sp

qsp+q	
P•n

p•qs(p+q)•(p+q)

p.q=p-hq

pcisp-Fq

pq5psp+q

y pciscispiii•

Hay que probar que p+q es la mínima cota superior, o en otras

palabras que si p y q son dominados por algún elemento r, entonces

p+q s r lo cual es fácil de ver por la parte ii) del lema 1.3.2:

Si psr y q3r, entonces p+q3r+r por lo tanto p+qsr.

Que p.q es la máxima cota inferior, se sigue por dualidad. n

El lema 1.3.4 se generaliza inmediatamente a conjuntos no

vacíos arbitrarios (en lugar de conjuntos con solo dos elementos).

Podemos concluir que si E es subconjunto finito no vacío de A,

entonces E tiene un supremo y un ínfimo denotados por VE y AE,
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espectivamente. Motivado por esto, extendemos la interpretación

e los símbolos usados para disyunción y conjunción a conjuntos

que son vacíos o infinitos. Si un subconjunto E de A tiene un

supremo, lo denotaremos por VE independientemente de su

cardinalidad y similarmente usaremos AE para todo ínfimo. En esta

notación todo conjunto pequeño (es decir que tiene a lo más un

elemento) puede ser expresado como sigue:

VO=0, A0=1 y V{P}=A{P}=p.

La notación usada anteriormente para la unión o intersección

de una sucesión finita de elementos es también extendible para el

caso infinito.

Si {Pi} es una sucesión infinita con un supremo (propiamente,

si el rango de una sucesión tiene un supremo) entonces el supremo

es denotado por 1/1°--iPi. Si, más generalmente, {Pi} es una familia

arbitraria con un supremo, con índices i de un conjunto 1, el

supremo es denotado por VIEIPI, o simplemente por ViPi.
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II.- FILTROS Y ULTRAFILTROS COMO DUALES DE IDEALES BOOLEANOS

En este capítulo se definen un homomorfismo e ideal booleano

para así dar una definición de filtros y ultrafiltros como duales

de	 ideales	 booleanos	 e	 ideales	 maximales	 booleanos,

respectivamente; además sé dan a conocer otras definiciones de

filtros y	 ultrafiltros	 para compararlas y demostrar su

equivalencia..

1I.1 HOMOMORFISMOS E IDEALES BOOLEANOS

Haremos un breve recordatorio de homomorfismos e ideales en

el álgebra ordinaria.

Definición: Se dice que una aplicación O del anillo R en el

anillo R' es un homomorfismo si:

0(a + b)	 0(a) + 0(b),

0(ab) = 0(a) 0(b), para cualesquiera elementos a,b E R.

Definición: Se dice que un subconjunto no vacío U de R es un

ideal de R si:

1) U es un subgrupo de R bajo la adición_

2)Para todo u e U y para todorER, tanto ur como ru están en U.

Un homomorfismo booleano es un mapeo f de un álgebra booleana

B, en un álgebra booleana A tal que:
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f(p.q) = f(p)	 f(q)

f(p+q)= f(p) + f(q)

3 ) f (Pg= (f(P))f

siempre que p y q están en B.

Así, un homomorfismo booleano es un mapeo que preserva

estructuras entre álgebra&booleanas. Un sinónimo conveniente para

"homomorfismo de B en A", es "homomorfismo A-valuado sobre B".

•

Un homomorfismo booleano puede describirse con los mismos

términos del álgebra ordinaria:

Un homomorfismo puede ser uno-a-uno (monomorfismo, si

f(p)=f(q), entonces p=q); puede ser sobre (epimorfismo, todo

elemento de A es igual a f(p) para algún peB); puede ser uno-a-uno

y sobre (isomorfismo); el rango puede estar incluido en este

dominio (endomorfismo, A c B) y puede ser un mapeo uno-a-uno de

este dominio sobre sí mismo (automorfismo). Si existe un

isomorfismo de B sobre A, entonces A, B son llamados

isomorfos.

Los elementos distinguidos O y 1, juegan un papel especial

para los homomorfismos. Si f es un homomorfismo booleano y p es un

elemento en su dominio, entonces f(p.p')=f(p).(f(p))' =0 y tomando

p=0, se tiene f(0) =0 y por 3), f(1) =1; así,

f(0)= O

f(1)= 1

Una observación general acerca de homomorfismos y su kernel:

Una condicion suficiente y necesaria que un homomorfismo
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sea monomorfismo (uno-a-uno) es que su kernel sea {0}.

Demostración:

(Necesidad)

Sea f un homomorfismo. Si f es uno a uno y f(a)=0, entonces

f(a) = f(0), y por consiguiente a = O.

(Suficiencia)

Si el kernel de f es {O} y si f(a) = f(b) entonces f(a-b)=

=f(a)-f(b)=0, así a-b=0, y esto hace que a=b. n
•

Un zapeo que envie todo elemento de un álgebra booleana al

elemento cero de otra no es un homomorfismo (falla la 3ra.

condición).

El rango de un homomorfismo con dominio B es llamado

imagen homomórfica de B.

Puesto que toda operación booleana puede definirse en términos

de (+,.,'), se sigue que un homomorfismo booleano preserva tales

operaciones. Así, si f es un homomorfismo booleano y a y b son

elementos de su dominio, entonces fja'+ b) = f(a') + f(b) (esto

último, en lógica, equivale a la preservación de la condicional

bajo homomorfismo). Se sigue, en particular, que todo homomorfismo

booleano es un homomorfismo de anillo, y también que todo

homomorfismo booleano preserva el orden, es decir, si asb,

entonces f(a)=f(b).

Procederemos a considerar algunos ejemplos de homomorfismos

booleanos:
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Ejemplo 1: Sea B un álgebra booleana arbitraria y sea ao * O

un elemento arbitrario de B. Sobre el conjunto A de todos

subelementos de ao (asao) puede construirse un álgebra booleana

como sigue: el O, la suma y producto en A son los mismos de B,

pero el 1 y a' en A se definen como los elementos ao y ao-a=ao.a'

de B. El mapeo a4a.ao es un homomorfismo A-valuado sobre B.

Demostración:

i)f(x . y)= (x . y). ao

f(x) . f(y)= (x . ao) . (y . ao)

= (x . y) . (ao . ao)

= (x • y) . ao

f(x.y)= f(x) . f(y).

ii) f(x + y)= (x . y) + ao.

= (x . ao) + (y . ao)

= f(x) + f(y)

iv) f(x')=(f(x))'

f(x') = x'. ao

(f(x))'= (x . ao)'= ao - x.ao = o - x = x'= x'.ao. n

•

Considere en seguida un campo B de subconjuntos de un

conjunto X, y sea xo un punto arbitrario de X. Para cada conjunto

a en B, sea f(a) 1 o O según si xo e a o xo E a'. El mapeo f es un

homomorfismo 2-valuado sobre B. Observe que f(a) es igual al valor

de la función característica de a en xo.
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Ejemplo 2: Sea un mapeo arbitrario de un conjunto no vacío X en

un conjunto Y, y sea A y B campos de subconjuntos de X y Y,

respectivamente. Sea f= 0 -1 , es decir, para cada a en B, sea f(a)

la imagen inversa de a.

En general el conjunto f(a) no pertenecerá al campo A. Si

f(a) E A siempre que aEB, entonces f es un homomorfismo A-valuado

sobre B.

Demostración:

f(PuQ) = f(P) u f(Q)

f ( PuQ) = lb-1 (Pu(2) = 451 (P ) u 0 1 ( 12) •

x e 0 1 (PuQ)~ 0(X) E PUQ b q5(x) e P y Ø(x) e Q

: X E 0 1 (P) V X E 01(Q)

(=> X E 0 1 (P) y 45-1(Q)

f (P ' ) = [f(P)]'

451 (r ) -= [ IS-1(P)]1

XE 0 1 (P') E 0(x) E 131

•

-[0(x) E P]

E ~[X E 01(P))

XE [q5-1(P)]'

Llamaremos al homomorfismo descrito en estos ejemplos,

homomorfismo inducido por ao, Xo y O, respectivamente.
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Si B es una subálgebra de una álgebra A, entonces el mapeo

identidad (esto es, el mapeo f definido para toda a en B por f(a)=

a) es un homomorfismo de B en A, y , en particular, el mapeo

identidad sobre A es un automorfismo de A.

Hay una manera natural de definir el producto de (algunos)

pares de homomorfismos, y se obtiene que el mapeo identidad

mencionado actúa como una identidad multiplicativa.

Definición: El producto o (composición) fog de dos

homomorfismos f y g se define en caso de que A,B y C son álgebras
•

booleanas, f mapea B en A, y g mapea C en B; el valor de fog en

cada elemento a de C es dado por: (fog)(a) = f(g(a)).

Si, además, h es un homomorfismo de D, digamos, a C, entonces:

fo(g0h)= (fog)oh

Esto es, la operación composición es asociativa.

Un isomorfismo entre álgebras booleanas preserva todo supremo

e ínfimo, pero en general, un mero homomorfismo no hará eso. Un

homomorfismo f es llamado completo en caso de que preserve todo

supremo (y consecuentemente todo infimo). Esto significa que si

{al} es una familia de elementos en el dominio de f con supremo a,

la familia {f(al)} tiene un supremo y este supremo es igual a

f(a).

Si f es un homomorfismo booleano, digamos de B en A, el

kernel de f es el conjunto de los elementos en B, cuya imagen bajo

f es O en A.

En símbolos, el kernel N es definido por N= f -1 (0) o lo que

es equivalente N = {a e B/ f(a) = O e A}.
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Motivados por las propiedades obvias de kernel hacemos la

iguiente definición:

Definición:Un ideal booleano en un álgebra booleana B es un

conjunto M de B tal que:

0 E M

V a,b E M, entonces a+b é M

3) k/aeMybeB, SI.bEM

Claramente el kernel de todo homomorfismo booleano es un

Ideal booleano. La condición 1) en la definición puede ser
•

reemplazada por la condición de que M es no vacío, sin cambiar el

concepto de ideal, pues si M es no vacío y peM, por 3) se tiene

que a.0 E M.

"Un subconjunto M de una álgebra booleana B es un ideal

booleano si y sólo si es un ideal en el anillo booleano".

) Supongamos que M es un ideal booleano; probaremos que si a y b

están en M, entonces a+b están en M.

a.b i l M por 3), a'.b e M por la misma razón y consecuentemente

(a.b')+(a'.b) e M por 2).

Ahora suponga que M es un ideal en el sentido de la teoría de

anillos; si a y b están en M, entonces a+b e M, porque un ideal en

un anillo siempre contiene a a+b+ab cuando contiene a y b.
•

El lenguaje de orden no tiene mucha contribución para teoría de

ideales. Puede decirse que la condición (3) puede ser reemplazada

por:

SiaEMybsa, entoncesbEM; bsa	 a.b=bEM. Al no

cambiar el concepto de ideal, la prueba es elemental.

Si f(a)= a.ao para cada a, entonces el ideal correspondiente
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consiste de todos esos elementos a para los cuales a.ao = O, o

equivalentemente a = ao'. 	 Si f está definido sobre un campo de

subconjuntos de X también f(a) es el valor de la función

característica de a; como algún punto particular xoeX, entonces el

ideal correspondiente consiste de todos esos conjuntos P en el

campo que no contienen a xo. Si, finalmente, el homomorfismo f es

inducido por un mapeo	 de un conjunto X en un conjunto Y,

entonces el ideal correspondiente consiste de todos esos conjuntos

P en el dominio de f y son ajenos al rango de 0. Hay ejemplos de

ideales para los cuales no es obvio que estén asociados con algún

homomorfismo. Uno de tales ejemplos es la clase de todos los

conjuntas finitos en el campo de todos los subconjuntos de un

conjunto. Más generalmente, la clase de todos estos conjuntos

finitos que pertenecen a algún campo particular, es un ideal en

ese campo; Se dispone de una generalización para cada uno de los

siguientes tres ejemplos siguientes. La clase de todo conjunto

contable es un ideal en el campo de dos todos los subconjuntos de

un conjunto arbitrario; la clase de todos los conjuntos de medida

cero es un ideal en el campo de todos los subconjuntos medibles de

un espacio de medida; y 	 la clase de todos los subconjuntos

totalmente densos es un ideal en el campo de todos los

subconjuntos de un espacio topológico.

Toda álgebra booleana B tiene un ideal trivial, el conjunto

{0}. Toda álgebra booleana B tiene un ideal impropio, B (él

mismo); otro ideal será llamado propio. Observe que un ideal es

propio si y sólo si no contiene al 1 (si lo contuviese sería el

propio B).
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La intersección de toda colección de ideales en un álgebra

booleana B es de nuevo un ideal de B. De esto sigue que si E es un

conjunto arbitrario de E, entonces la intersección de todos estos

ideales que incluyen a E es un ideal (Existe siempre al menos un

ideal que incluye a E, llamado ideal impropio de B). La

intersección, decimos M, es el ideal más pequeño en B que incluye

E. El ideal M es llamado el ideal generado por E. Por ejemplo, si

E es no vacío, entonces el ideal generado por E es el ideal más

pequeño posible de B, llamado el ideal trivial {0}. Un ideal

generado por un único elemento {p} es llamado un ideal principal;

éste consiste de todos los subelementos de P.

11.2 EL TEOREMA DE HOMOMORFISMO

Un ideal es maximal si es un ideal propio que no está

propiamente contenido en cualquier otro ideal propio. Equivalente-

mente, decir que M es un ideal maximal en B, significa que M es

diferente de B y, más aún, si N es un ideal tal que McN, entonces

N=M o N=B.

Los ideales maximales se caracterizan por una propiedad
•

algebraica curiosa:

LEMA 11.2.1: Un ideal M en un álgebra booleana B es maximal

si y sólo si pEM o p'EM, pero no ambos, para cada p E B.

Demostración:

*) Supongamos que, para algún po e B, se tiene po	 M y po'EM;

probaremos que M no es maximal. Sea N el conjunto de todos los

elementos de la forma p+q, donde p=p0 y gel. La verificación
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directa prueba que N es un ideal que incluye a M y contiene a po;

entonces, N es el ideal generado por Mu{p0}, y se sigue que McN,

m*N. Solo falta probar que N*13; demostraremos que po'no pertenece a

En efecto, si po' E N, po' =p+q, con pspo y géM, entonces

po ' = q+q

po'p' = pp'+qp'

"1 po' = O+qp' E 14

por lo que po' =q, contradiciendo que po' no pertenece a M.

•

o Suponemos que peM o p f eM, y que N és un ideal que incluye

propiamente a M; probaremos entonces que N=B.

Como N*M, 3 qEN que no pertenece a M. Esto implica q f eM, y por lo

tanto q'él;ycomoNes un ideal, se sigue que p+p'= 1éNyN=B..

La definición de ideal se formula también para garantizar que

el kernel de todo homomorfismo sea un ideal; de aquí que un

homomorfismo nunca mapea 1 en O; más aún el kernel de todo

homomorfimo es siempre un ideal propio. Esto es importante para

plantear la pregunta: ¿Es todo ideal propio el kernel de algún

homomorfismo? Para ideales maximales la respuesta es sí.

Supongamos que M es un ideal maximal en B, y escribamos f(p)=0 o 1

según el elemento p de B pertenezca a M o no. En el Lema 1, la

definición de f puede formularse de esta manera: f(p)=0 o 1 según

se tenga peM o p'EM. Una verificación directa basada en el Lema 1,

prueba que si f es un homomorfismo de B para el anillo de los

enteros módulo 2, el kernel de f es obviamente M.

Lo que hemos probado en esta forma es un caso muy especial del

resultado siguiente , conocido como EL TEOREMA DE HOMOMORFISMO.
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TEOREMA II.2.2:(DE HOMOMORFISMO)

Todo ideal propio es el kernel de algún epimorfismo.

Demostración: La manera simple de aclarar el asunto es

referirse a la teoría de anillos.

Si B es un anillo lboleano y M es un ideal propio en B,

entonces el cociente B/M es un anillo. La idempotencia de los

elementos de B implica lo mismo para B/M.

El epimorfismo es también llamado natural o mapeo canónico, o

proyección, de B sobre B/M; este asocia a cada elemento de B la

clase de equivalencia de ese elemento módulo M.

..., Asociado con el teorema de homomorfismo existe una colección

de resultados de la clase algebraica universal, algunos de los

cuales procedemos a establecer.

Supongamos que M es un ideal propio en un álgebra booleana B,

escribimos A= B/M, y sea f la proyección de B para A. El mapeo que

asocia con todo ideal N en A el conjunto f-1 (N) en B es una

correspondencia uno a uno entre todos los ideales en A y todos los

ideales . que incluye M en B. La imagen del ideal trivial y de A

bajo esta correspondencia son M y B, respectivamente. Si N1cN2,

entonces f-1(N1)cf-1(N2).

Si fo es un homomorfismo de B en un álgebra booleana Ao,

decimos, y si el kernel Mo de fo incluye M, entonces existe un

único homomorfismo g en A para Ao tal que fo=gof.

La prueba de todas estas afirmaciones son las mismas para

álgebras booleanas que para otras estructuras algebraicas (tales
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como grupos, anillos); las palabras cambian pero la idea es la

misma.

No vale la pena recordar la prueba.

Un álgebra booleana se llama simple si no tiene ideales

propios no triviales. Simplemente es un concepto algebraico

universal, pero, como en el contexto de álgebras booleanas esto no

es fructífero. La razón -'es que existe exactamente un álgebra

simple. Si B es simple, y si p es elemento de B diferente de O,

entonces el ideal principal generado por p debe ser impropio, lo

cual puede suceder solamente si p=1. En otras palabras, B es tal

que si un elemento de B no es O, entonces este es 1; esto, porque

B es el anillo de los enteros módulo dos.

La correspondencia entre los ideales de un álgebra cociente y

el, ideal de estos "numeradores" prueba que el álgebra cociente

es simple si y solo sí este "denominador" (el ideal) es maximal.

Por el algebra ordinaria, sabemos que un álgebra cociente es

igual a un álgebra simple si y sólo si este denominador es

maximal. Esto es una observación, no tan profunda como el teorema

general de homomorfismo.

11.3 CONCEPTO BOOLEANO DE FILTRO

Dualizando las propiedades de ideales booleanos:

En lugar del ideal M tenemos al conjunto Y que será llamado

Filtro, y las propiedades duales respectivas serán:

1 e I.

SipEYyqeY, entonces p.q E Y.

3) SipEYyqe13, entoncesp+qe Y.
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Esta idea general la llevamos a un caso particular de álgebra

ooleana.

Sea X un conjunto arbitrario; consideremos el álgebra

ooleana generada por p(X), donde la suma es unión, el producto es

ntersección y ' es complemento.

Un ideal en p(X) seria un conjunto M c p(X) tal que:

1) O E M

V A,B E M, AuR E M

VAEMyVBEp(X), AnBE M.
•

Dualizando, tenemos las propiedades de Filtro:

Sea Y c p(X) tal que:

X E Y.

V A,B E g , AnB E 9.

3)VAEY	 y V B E p(X), AuB E Y.

Algunos libros y artículos presentan la definición de filtro

de la siguiente manera:

Si X es un conjunto no vacío, un filtro Y sobre X es una

subcolección no vacía de subconjuntos de X tales que:

0 E 9

Y es cerrado bajo intersecciones finitas.

3) (VP) (VQ)	 (PEV A QEp(X) A PÇQ),QE Y.

En particular,	 * O 4 X E 9.

Probaremos	 que la definición anterior y la definición de

filtro como dual de un ideal booleano son equivalentes:
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Demostración:

Llamaremos D1 a la definición anterior y D2 a la definición

de filtro como dual de un ideal.

Primero veremos la equivalencia de la propiedad 1) :

Un ideal propio (no trivial) no debe contener a X (X es

neutro multiplicativo), porque si lo contiene, el ideal M

contendría a p(X).

... X E M

y por dualidad, 0 e Y.

Recíprocamente, 3 de D1 implica X E Y en Dl.

La equivalencia de la propiedad 3)

D2 D1

Si P s Q, entonces PuQ = Q, y como PuQ E Y (por hip.) entonces Q e

Y.

D1 4 D2) VP E Y y VQ E p(X), PuQ E Y

P c PuQ

P E J PuQ e Y. n

Un filtro Y1 se llama más fino que un filtro Y2 (Y2 5 Y/) si
•

siempre que F E Y2, implica que F E &1.

Def.: Un filtro se llama un ultrafiltro siempre que no está

propiamente contenido en cualquier otro filtro, es decirlos

ultrafiltros son elementos máximales del conjunto parcialmente

ordenado de filtros.

En	 relación	 a ultrafiltros	 tenemos	 la	 siguiente

caracterización:
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Ci: Un filtro Y es un ultrafiltro si y sólo si para todo F c

x, FelóX-Fe Y.

Cz: Un filtro Y es un ultrafiltro si y sólo si:

Si i1Fie Y (Fi c X, 1 = 1,2  3	 	 n) , entonces Fi E Y para=

al menos un i, y asi , es en sí misma una caracterización del

concepto-de ultrafiltro.

Proposición: La definición y las caracterizaciones son

equivalentes.

Demostración:

Ci 4 C2

t
U Fi e U

( 
i
U

i	
Fi)	 iÉ 'U

=

n	 c

	

Fi	 U

1=1

F( sE 'U para al menos un i = 1,2,...

Ft e U

C2	 Ci

1 U 1
Fi e U 4 Ft E U para al menos i= 1,2,...

=

SeaFcXy

Fi = F

Fz = X-F
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Fi u Fa = Fu(X-F)

= X E U

Fi E U para al menos i= 1,2

X-F E U.

3) Defs4 Cl.

Si Y es un ultrafiltrd sobre X y Fe X, entonces X E Y ó X-F E

3.

Supongamos queFeYyX-F0 Y.

Sea G = {B c X/ FuB E Y}

Por demostrar que G es un filtro, Y s G, y por tanto obtendremos

una contradicción.

Para ver que Y s G, sea C E Y, ya que C c FuC E Y,por lo tanto C e

Y (por definición de G).

Sean Cl,C2 e G y Ci s C2, entonces FuCi G FuC2.

Ya que FuCi e Y (por def. de G), entonces FuC2 E Y (por

contención).

C2 E G (porque también FuC2 E Y).

Sean C1, C2 E G entonces FuCi y FuC2 E g (por def. de G) y

como Y es filtro:

(Fuel) n (FuC2) e Y (por def. de filtro)

pero por distributividad (en el álgebra booleana):

F u (C1 n C2) E Y

Ci n C2 E Y (por def. de G).

iii) P.D. 0 e G

SióeGentoncesFuO=FEY, pero habíamos supuesto que

F e Y, por lo tanto 0 e G.	 G es un filtro y Y e G.

39



Ci 4Defe

Supongamos que existe Ni filtro tal que Icgt.

Sea F e Y/ tal que F cE Y.

Entonces F e Y-Y1, y por Cl, FeY ó X-F E Y pero como F g Y,

S-F e Y, y además YcYt. entonces X-F E g1, por condición de filtro

..Sn(X-F) debe estar en Y1, pero Fn(X-F) = O e 7i por lo que &i no

es ultrafiltro. n

. Una interesante manera de demostrar la misma equivalencia

anterior (Def. 	 C1) es mediante el uso sistemático del recurso

que dió origen a nuestra manera de presentar los conceptos de

filtros y ultrafiltros, a saber, el concepto de dualidad y el

principio de dualidad; tal demostración consiste en probar la

correspondiente equivalencia de los respectivos conceptos duales

(Ideal booleano maximal y su respectiva caracterización) tal como

se presenta en el lema 11.2.1.

Según el principio de dualidad, el hecho de que este lema

esté demostrado, 	 implica automáticamente que 3) y 4) de la

proposición relativa a caracterización de ultrafiltros, ya está

demostrada, ya que es exactamente el teorema dual del lema 11.2.1

que ya fué demostrado en el contexto propio de la teoría de

ultrafiltros.

Definición: ti es un ultrafiltro 5-incompleto, si existe una

sucesión de {Ft}; i= 1,2,3,... Ft e Y tal que riFt o U.
1=1

En relación a ultrafiltros 8-inGumpletas tenemos la siguiente
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aracterización:

Un ultrafiltro U es 8-incompleto si y sólo si existe una

partición contable {Xn/n=1,2,...} de X tal que Xn E U, para toda

E N.

ota: La definición y la caracterización son equivalentes.

Demostración:

C * Def.

1,X2,...,Xn,... c X

Xn 1 1 L Vn E N
orp

`:tenemos quenlyn = X (por hipa)

Állixn)°=

Xne =0011
n=1

Xne E 1L .

Def.# C

Si {Fi} es la sucesión de elementos de U a la que se refiere

la definición, W. A. J. Luxemburg en la página 12 de [2] propone

como elementos de la partición mencionada la siguiente:

{Xn/ Xn = Fn n (X - n Fn); n = 1,2,...}.
Se sugiere al lector analizar la Validez de esta

construcción.

Un ultrafiltro se llama LIBRE siempre que n(F:F E Y) = O. No

se conoce la existencia de ultrafiltros 6-incompletos libres.

Este problema se conoce como el problema de la medida de
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In - CONSTRUCCION DE UN MODELO DE ANÁLISIS NO ESTANDAR

este capítulo presentamos una superestructura *R de R que

en cierto sentido, las mismas propiedades de campo

completo que posee R, mediante la cual se justifica el

infinitésimos e infinitamente grandes; esta presentación

dentro del contexto de la teoría axiomática de conjuntos,

se combina el lenguaje lógico tanto del primer orden como

n superior. •

a construcción formal y fundamentada se ha presentado ya en

trabajos; aquí sólo presentamos, sistemáticamente los

ales teoremas de este modelo, demostrando solamente

1.05 en los que se utilice directamente la teoría de

filtros; ilustrando así la importancia que dicha teoría tiene

Denotemos por IR, al conjunto de los números reales; definimos

ctivamente los conjuntos:
n

y Rwn =	 1P(U Rk); con n=o4,2....donde P(x) =	 conjunto

Los elementos de R se llaman entidades de la superestructura

Los elementos de Ro = IR se mencionan algunas veces como los

lacia/Jales (o individuos) de R.

supondremos que un par ordenado (a,b) se define en el sentido

Kuratowski por (a,b) = {{a},{a,b}} y las eneadas (al,a2,...,a.)

definen inductivamente por (a) = (a, (al , a2 ,	 an) )
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( (al ,	 . , an_1 ) , an ) .

Se sigue inmediatamente que las eneadas y conjuntos de

eneadas son entidades de R.

Las operaciones algebraicas de R pueden definirse en términos

de relaciones definidas por ternas ordenadas como sigue:

ab = c si y sólo si (a,b,c) E P E IR y

a+ b= c si y sóló si (a,b,c) E S e IR, donde P y S son

fijos;	 por otra parte, la relación de orden es una relación

binaria. De esto se sigue que los axiomas y propiedades de.R

pueden expresarse en términos de ciertas entidades de R.

Las entidades de Rn-R11-4(n=1) se llaman entidades de rango n

en R. A los individuales se les asigna el rango O; y por tanto, al

conjunto vacío le asignamos rango 1, ya que 0 1 Ro y como 0 c Ro,

0 E-R1, y por tanto 0 E 021 -RO.

Si 0 * a E IR, entonces el rango de a es el número natural más

pequeño n tal que a E Rn. Se puede demostrar que si a1 ,a2 ,...,a E

R, el rango de (al,...,an) = max(rango de a l , rango de

..,rango de an) + 2(n-1).

Algunas propiedades conjuntistas de IR se resumen, para

referencias posteriores, en el siguiente lema:

Lema II1.1:

IRp c Rn Vn = p = 1.

U 
=0

Rk = Ro u Rn para todo n=1.
k

RkERII-FiVOsk=nyVn=0

iv) SiXEYERn (n=1),	 entoncesXERoUR:1-1

y) Si	 E	 Y E IRp (P=1):entonces (xl,...,xn) e

Ro U Rw4.
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En particular, si una entidad 0 e R es una relación binaria,

entonces su dominio es dom0 = {x/ (3y) (x,y) E 0} e R, y su

rango, ran0 = {y/ (3x) (x,y) E 0} E R.

En nuestro desarrollo haremos uso frecuente del lenguaje

lógico (L).	 Esto es un conjunto de constantes, variables y de

relaciones	 (conectivos, "' por ejemplo)	 que se ponen en

correspondencia con las entidades de la estructura considerada (en

el sentido del apéndice I de [4]).

Una vez considerado R como modelo de lenguaje L, nos

referiremos a él como una L-estructura.

Cuando tenemos dos proposiciones lógicas las cuales podemos

enlazar mediante el uso de conectivos y cuantificadores, nos queda

una:-formula lógica, pero al hacer un uso adecuado de los símbolos

de agrupación, ésta fórmula lógica queda libre de 	 cualquier

ambigüedad y la llamamos fórmula bien formada	 (fbf). Además,

agregaremos a la terminología que en las fbf [(Vx) 	 V ] y [(3x) V

], , V se llama campo del cuantificador. Una variable x en V se

llama libre si x no está en (3x) ó (Vx) o en el campo de- un

cuantificador (en otras palabras, las variables	 libres son las

variables que no están ligadas con cuantificadores). Una fbf se

llama sentencia si toda variable en ella está en el campo de un

cuantificador, en caso contrario, se llama predicado.

Para nuestro propósito, sólo consideraremos las fórmulas bien

formadas (fbf) de L que tienen la propiedad 	 que todos los

cuantificadores son de la forma "(Vx) [[x E A]	 ...]" y " ( 3x)

[[ce/s.] A ...]" donde A es una entidad de R y las	 llamaremos fbf

admisibles.	 -
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Cualquier *L-estructura *(R) en la cual la L-estructura puede

sumergirse propiamente y para la cual todas las sentencias

admisibles de R que se cumplen en R, con adecuada interpretación

de los símbolos en IR también se cumplen en *(IR), se llamará un

Modelo de análisis no estándar de orden superior de R. En este

caso el conjunto de *R de individuales de *(R) es un campo

totalmente ordenado del cual R es un subcampo propio. Pero *(IR) no

es la superestructura determinada por *R. En efecto, si A = P(R),

entonces bajo la inyección de IR en *(R), ésta constante no

denotará el conjunto de todos los subconjuntos de *R como podría

esperarse sino sólo un subsistema de P(*R).

' Ahora nos dedicaremos a describir una estructura que es

ultrapotencia de R.

Sea I un conjunto infinito, sea U un ultrafiltro S:incompleto

de subconjuntos de I y sea {In} una partición que satisface In 1 11

•

Por R' denotamos el conjunto de todos los mapeos de I en R.

Existe una inyección natural a-4*a de R en O2 1 definida por *a(i)= a

para toda i e I, esto es, IR se identifica en R I con los mapeos

constantes.

Definición: Si a,b E R , entonces a = ub si y sólo si {i/ a(i) =

b(i)}ellyaEab si y sólo si {i/ a(i) Eb(i)}E U.

Se puede demostrar que Va,b E 1/ sucede que a = b ó a b,

y también que aEb ó aob.

Unicamente lo demostraremos para la igualdad (=).

a = ab a { ieI/ a(i) = boj) E ti
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si a ub b {ioI/ a(i) = b(i)} I U

{ieI/ a(i) * b(i)} E U

Sean a,bel r ytomemosA= {ieI/ a(i) = b(i)}. Entonces A e U o

A o U por una propiedad básica de los ultrafiltros.

Si AeU, entonces a = ub;

si AoU entonces I-A E U

pero I-A E U 4 {lel/ a(i) * b(i)} E U

y entonces Au(I-A) = I E U

óa* b. n

En el siguiente lema, enlistaremos para referencia posterior,

algunas de las propiedades básicas de la inyección a 4 *a de R en

^IR .

Lema 111.2:

*43 =

Si a,b e R, entonces a c b implica que *a c *b

Si a,b E IR, entonces a E b si y sólo si *a E *b

Para todo a E IR, tenemos *{a} = {*a}

Si al,...,an E R, entonces *(U al) = U *al,
1=1	

1=1
n

*(n al)	 = n *al, *{at,...,an} = {*al,...,*an},
t=1	 1=1

Para todo a,b E IR, tenemos *(a-b) = *a-*b

Si b E IR es una relación binaria, entonces *(dom b) = (dom

•*b)

*(ranb) = ran*b, y para todo a E IR tenemos que *(b(a)) = {Y/

(3x	 (x E a A (x,y) E b)} = *b(*a) = {Y/ (3x) (x E *a A (x,y) E

*b)}.

Demostración:

Sólo probaremos ii) ya que la las demás pruebas son
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similares.

ii) Dados a,b E R y acb, se busca demostrar que ce*a ce*b

Sean	 {iEI/c(i) E *a(i)} a {iEl/CM E a} E U

y U2= {ieI/c(i) E *b(i)} a {iEI/C(i) E b}

Como U1 E U y ThcU2	 entonces U2 E U f por condición de

filtro y por lo tanto c E *b. m

Definición:	 Una entidad de la *L-estructura 6ti se llama interna

siempre que existe un número natural n=0 tal que a E *Rn.

Definición:	 Una entidad interna se llama estándar siempre que

existe una entidad b E R tal que a = *b. Todas las entidades que

no son internas se llaman externas.

Teorema 111.1: Existen entidades externas que no son

estándar. En efecto, si a E R es una entidad que tiene infinidad

de elementos, entonces existe una entidad b E *a tal que b no es

estándar.

Demostración:

Debido a que a es un conjunto infinito, existe una sucesión

de elementos	 de a tales que bn*bm para toda

n,m=1,2,... y n*m. Sea b el mapeo de I en a tal que b(i)=bn para

todo iEIn (11.1,2,..). Entonces bE*a pero b no es igual a algún-

elemento estándar de *(R), lo que demuestra el teorema n

Teorema 111.2: Si a E b E 90Rn (n=1), entonces a E *Rn-i, esto

es, los elementos de una entidad interna son internos.
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Teorema 111.3:	 Sea V=V(xl,...xp) una L-fbf con las variables

libres xl,...,xp,	 sea A =	 {(xl,...xp)/	 (xl,...,xp)	 e a A

V(xl,...,xp)}, donde a es una entidad arbitraria de R. Entonces A

E IR :

*A = { (yi,...,yp)/(y1,...,yp) E *a A *V(yi,...yp)}.

Las demostraciones de estos teoremas se encuentran en [8].

Ahora probaremos el teorema fundamental de Ultrafiltros.

Teorema 111.4: (Teorema Fundamental o Principio de Transferencia):

*(1) es un modelo no estándar de orden superior de R, esto

es, una sentencia admisible V de K(L) (K(L) es el conjunto de fbf

admisible de L) se cumple en IR si y sólo si *V se cumple en *(R),
A

y IR se "sumerge" propiamente en *(R).

Demostración:

En un teorema anterior vimos que que la inyección a • *a de IR

en *(R) es propia. Tenemos que demostrar si V E K(L), entonces V e

Ko (donde Ko es el subconjunto de K de todas las sentencias

admisibles que se cumplen en R) si y sólo si *V E *Ko. Si V

no tiene cuantificadores, se sigue inmediatamente de la

definición; supongamos que V e K tiene la forma normal precedente

V= (qxn)...(qxl)w, donde w no tiene cuantificadores. No hay

pérdida de generalidad en suponer que (qxn) es el cuantificador

existencial (3 xn). Entonces V E Ko(L) es equivalente al conjunto

A= {xn/xn e aA (qxn-1.)...(qxi)w} * 0, donde a es el dominio de

(3xn). Entonces, por el teorema anterior y el lema III.2(i), A * 0

es equivalente a A* = { xn/ xn e *a A (qxn-4)...(qx:)*w} * *0, lo

cual es equivalente a *V E *Ko. n
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Un aspecto importante del análisis no estándar es el uso

repetido del teorema fundamental para transformar los enunciados

verdaderos de R en enunciados verdaderos de las entidades internas

de *(R).

Teorema 111.5: Sea V = V(xl,...,xn) una fbf interna con las

variables libres xi,...,xn, y sea a E *(IR) una entidad interna.

Entonces el conjunto {(xl ..... xn)/ (xl,...yxn) e a A V(xi,...,xn)}

es interno.

La demostración de este teorema se encuentra en [8].

III.1 EL SISTEMA DE LOS HUMEROS REALES NO ESTÁNDAR *R.

El conjunto *R de individuales de la 'U-ultrapotencia *(R) de

la superestructura R, donde 'U es un ultrafiltro 8-incompleto,

tiene de acuerdo al T. Fundamental las mismas propiedades que R.

Ya que R es un campo totalmente ordenado y es fácil ver que

esto puede expresarse por sentencias de Ko (donde Ko es el

subconjunto de K de todas las sentencias admisibles que se cumplen

en R) se sigue que *R es un campo totalmente ordenado. La

inyección a *a de IR en *R sumerge R en un subcampo de *R. Con el

fin de simplificar nuestra notación, denotaremos las extensiones

de las operaciones algebraicas y del orden con los mismos símbolos

al pasar de R a *R. Por lo tanto, a+b = c en *R significa en

términos de 'U que {i/a(i)+b(i) = c(i)} E U. Como una ilustración,
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el enunciado afirma quela relación de orden "s" ordena a R

totalmente puede expresarse por la siguiente sentencia de Ko:(Vx)

(Vy) [xER A yéR] * [x <y] V [x = y] V [x > y], asi,se sigue

del T. Fundamental que la extensión de la relación de orden de R

ordena totalmente a *IR.

El elemento unitario e E *R tiene la propiedad de que para
-4

todo O * r E R, *r(*r) 1=e, y asi e = *1, donde 1 denota el número

real uno.

Para simplificar la notación, identificaremos IR con el

subcampo de los números estándar de *IR, y tendremos la libertad de

escribir R c *R.

El valor absoluto irl de un número r E IR definido por Irl= r

siempre que r=0 y Ir' = -r cuando r<O, puede considerarse como un

mapéo de R en IR P= {r/rE RA r=0}. La constante de L que denota este
A

mapeo se extiende, al pasar de IR a *(R) a un mapeo *I	 I de *R en

*(R ) el cual, de acuerdo al T. Fundamental, tiene la propiedad de

que *la' = a para todo a=0 que está en *R *Ial = -a para todo a<0

que está en *IR. También en este caso eliminaremos la notación * y

escribiremos la' para denotar el valor absoluto de un número real

a E *R. Similarmente, escribiremos max(a,b), a,b E *R, para las

extensiones *max(,) y *min(,) de los mapeos max(r, ․ ) y min(r, ․) de

RxRen IR respectivamente.

Denotemos con la constante S un subconjunto de R. Entonces al

pasar a *(R), *S denota un subconjunto de *R que es una entidad

estándar y, por el T. Fundamental, tiene las mismas propiedades

que S en la medida en que puedan expresarse por sentencias de Ko.

Más precisamente , la subestructura *(S) de *(R), donde S denota

la subestructura definida por S, es un modelo no estándar de S
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(ultrapotencia). Sobre las bases del lema III.2.(iii) y de esta

notación, expresaremos que S c *S. Además, por el lema III.2(v),

s=*S si y sólo si S es un conjunto finito.

Si la constante N denota el conjunto de número naturales de

esto es N denota un conjunto de números de *R que tiene las

mismas propiedades de N en la_medida en que pueden expresarse como

sentencia de Ko. Es decir, *(N) es una ultrapotencia que produce

un modelo no estándar de orden superior a la aritmética.

Del teorema III.1 se sigue que *R es una extensión propia de

R, y así, de acuerdo a un resultado de álgebra que afirma que todo

campo arquimediano es isomorfo a un subcampo de R, concluimos que

*R es no arquimediano. Pero *R tiene las mismas propiedades que R

y R es arquimediano. Examinaremos esta aparente paradoja; el hecho

de i-que R sea arquimediano puede expresarse por la siguiente

sentencia de Ko:

(Vx)(Vn) [x e R] A [n E N] 4 [[nx s 1] b [x s 0]], y así por el

T. Fundamental, se cumple para *R que (Vx) (Vn)(x E *R] A [n e *N]

[nx s 1] b [x = 0], esto es, con la interpretación propia de

las constantes, *IR es arquimediano con respecto a *N. No es

arquimediano en el sentido del metalenguaje tal que a+...+a > 1,

n-veces +.

Hasta ahora, sólo hemos considerado propiedades de IR y su

extensión expresable en lenguaje de primer orden.

Examinaremos algunas propiedades de R que son de orden

superior.

Propiedad de Completez de Dedekind:

Todo subconjunto no vacío de R acotado superiormente tiene

una mínima cota superior (sup).
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Como esto puede expresarse fácilmente con una sentencia de

Ko, la cual contendrá al cuantificador universal cuya variable

representa subconjuntos de R, por el uso del T Fundamental se

sigue que *R satisface la propiedad de completez, es decir:

i)Todo subconjunto interno no vacío de *R acotado

superiormente tiene un sup.

- Ya que *(N) es un modelo no estándar de orden superior de la

aritmética, se sigue que bajo una interpretación adecuada del T.

Fundamental, el modelo *(N) satisface todos los axiomas de Peano.

Por ejemplo, el principio de inducción que establece que todo

conjunto no vacío de números naturales tiene un primer elemento,

propiedad de orden superior de N, tiene que ser interpretada en
a

*(N) en el siguiente sentido:

ii) Todo subconjunto interno no vacío de *N, tiene un primer

elemento:

Del teorema III.1 también se sigue que *N-N * O. Es decir,

probaremos que existe un número natural w e *N tal que Iri < w

para todo r E R. En efecto si w(i) = n para todo i e In (n

1,2...), {In} una partición _cia I tal _que In 1 U para toda n =

1,2,..., entonces w es un mapeo de I a N con la propiedad de que

para todo 0< r e IN, el conjunto {i/w(i) < r} é ti, y así w e *N y

Iri< w para todo r E R. Esto prueba, en base a que U es

6-incompleto que *N contiene un número que es más grande que

cualquier otro número real positivo, que podría llamarse

infinitamente grande.

Definición: Un número real se llama finito, siempre que

existe un número real estándar O < r e R tal que lal < r. Un
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número real a e *R que no es finito, se llamará infinito.

Un número real a e *R se llama infinitesimal (o infinitésimo)

o infinitamente pequeño, siempre que la' < r para todo O < r E R.

Aquí cobra pleno significado y fundamento la teoría de

Leibniz.

El conjunto de todos los números reales 	 finitos de *R se

denotará por Mo y el conjunto de todos los infinitésimos por Mi.

Observese que R c Mo, Mi c Mo y R n Mi =	 {o}, esto es , O

(el nulo) se considera también como un infinitesimal estándar.

Un número a E *R es infinito si y sólo si jai > r para todo O < re

R. Por lo tanto, el número natural w definido arriba es infinito.

Su recíproco, es un infinitésimo. Más generalmente, un número real

o * a E *R es un infinitésimo si y sólo si 	 su reciproco es

infinito.

El siguiente teorema sirve para determinar los números

nanaturales finitos:

Teorema 111.1.1: Un número natural n E *N es finito si y sólo

si n es un número natural estándar—En símbolos, *N n Mo = N.

Demostración: Es obvio que N c Mo. Si n e *N es finito,

entonces existe un número real estándar0<reRtal que n < r.

-Por lo tanto, los números Ko contiene la sentencia:

(Vx) [x e N] a [x s r] b [x = 1] V [x = 2] V ... V [x = p], donde
r y p son las constantes y p = [r] es la parte entera de r. Por el

T. Fundamental obtenemos que n =1 ó n= 2 ó 	 n=r, y la prueba

concluye. n

Ahora haremos una discusión acerca de las propiedades de los

números finitos de *R.

Es fácil ver que Mo es un subanillo de R, y de hecho es un
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dominio entero, es decir, Mo no tiene divisores de cero. El

conjunto de los infinitésimos constituye un subanillo de Mo con la

propiedad de que si h e Mi y a E Mo, entonces ah e Mi, esto es, Mi

es un ideal en Mo. Es fácil ver además que Mi es un ideal máximal.

En efecto, observe que si a e Mo y a 4 Mi, entonces existen

números reales positivos ri, r2 E R tales que O < ri < la' < r2,

y así -e Mo lo cual muestra que cualquier ideal que contenga a Mia

propiamente debe contener el elemento 1 de Mo y por tanto todo Mo.

Si a,b e- *IR y a-b es infinitesimal, entonces diremos que b

está infinitamente cerca de a y escribiremos a = lb.

Considere al anillo cociente Mo/Mi. Entonces, ya que Mi es un

ideal máximo en Mo, el anillo cociente Mo /Mi es un campo. En

relación a esto tenemos el teorema siguiente.

Teorema 111.1.2: El anillo cociente Mo/Mi es de orden

isomórfico a el campo R de los reales estándar.

Demostración:

Primero observemos que si A es una clase lateral en Mo módulo

Mi, entonces A no puede contener dos números reales estándar

diferentes ri y r2. Ya que, en ese caso Ii ri-r21 = O, y así ri * r2

implica por definición que irl-r21 < Iri-r21 y se obtiene una

contradicción. Esto muestra que R es un subcampo de Mo/Mi. Para

completar la prueba, tenemos que demostrar que a cada a E Mo

corresponde un número real estándar r, el único tal que a-r = o.

Para este fin observese que si a E Mo, entonces los conjuntos D=

{r/reR A rea}yD' = R-D definen una cortadura de Dedekind

(D,D') en R. Sea r e IR el número real en IR que determina la misma

cortadura (D,D 1 ). Entonces, mostraremos que a = r. Si no es así
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por definición existe un número real positivo0<ceRtal que

la-r1 = c . Si a > r entonces la-r1= c implica que r + ! < a, y
2

contradice el hecho de que a y r determinan la misma cortadura,

similarmente, si r > a, entonces r-§ > a da origen a la misma

contradicción. Por lo tanto Mo/Mi es de orden isomórfico a IR y la

demostración concluye. n

Definición: El orden homomorfico de anillo de Mo sobre Ro con

núcleo Mi se llamará el homomorfismo de la parte estándar y se

denotará por St.

Teorema 111.1.3:

St(a+b) = St(a) + St(b), St(ab) = St(a)St(b), y St(a-b) =

St(a)-St(b), Va,b E Mo.

Si a,b E Mo, entonces asb implica St(a) 5 St(b).

St(lal) = ISt(a)I, 	 St(máx(a,b)) = máx.(St(a),St(b)) y

St(min(a,b)) = min(St(a) 	 St(b)), V a,b E MO.

St(a) = O si y sólo si a E Mi.

Para todo r E IR estándar, tenemos St(r) = r.

Si a E Mo y St(a) -= O, entonces lal = st4a)

vii) Para todo a,b E Mo, tenemos a = b si y sólo si St(a)=St(b).

A las clases de equivalencia laterales de Mo con respecto a

Mi se acostumbra llamarlas mónadas. Las mónadas se denotan por

g(r), r E R.

En particular , g(0) = Mi.

La demostración de este teorema se encuentra en [8].

Definición y propiedad de algunas entidades externas.

Ya se estableció que el recíproco del teorema 111.2 no es
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necesariamente cierto, es decir, un conjunto de entidades internas

no es necesariamente interno; por otro lado, tenemos ya definidos

algunos conjuntos de individuales tales como *N-N, Mo, Mi, g(r), r

E R. Ahora surge como pregunta natural si estos conjuntos son

internos o no. Para ello supondremos que cada conjunto en cuestión

es interno y mostraremos que viola alguna propiedad que debería

poseer por ser interno y por el T. Fundamental.

Teorema 111.1.4: Los conjuntos no vacíos *N-N, Mo, Mi, g(r)

(r E R), y el conjunto de números reales infinitamente grandes *Rw

= *R-Mo son todos externos.

Demostración:

Supongamos que *N-N es interno. Entonces ya que *N-N = 0

(teorema III:1) tenemos por ii) que *N-N tiene un primer elemento,

digamos Wo. Pero el conjunto de números naturales infinitamente

grande no tiene un primer elemento. Así, si W e *N-N entonces k+1

< W para todo k E N, esto implica que W-1 E *N-N, y así Wo-1 < Wo

lo cual prueba que *N-N-no tiene primer elemento. Por lo tanto,

*N-N es externo.

Supongamos que el conjunto Mi es interno. ya que Mi � 0yhe

Mi implica que ihl <1, se sigue de i) que Mi tiene un sup, digamos,

ao. De O E Mi, se sigue que ao = O. Además ao 1 Mi ya que Mi

contiene otros elementos diferentes de cero. Pero entonces áa es
2

también un sup de Mi, obténiendose así una contradicción, por lo

que Mi es externo.

Similarmente, en base a i) podemos mostrar que Mo es externo.

Si *R = *R-Mo es interno, entonces también Mo = *R-*R es

interno y se obtiene una contradicción. Por lo tanto, *Rw es
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externo.

Ya que las traslaciones son mapeos internos, se sigue

inmediatamente del hecho de que g(0) es externa que g(r) = g(0) +r

(r e O) es externo. Esto completa la prueba. n

Observaciones:

*) Si D c Mi es interno y no vacío, entonces, de acuerdo a (4.1)

tiene un sup. La demostración anterior muestra que el sup es un

infinitésimo.

Similarmente, el sup de un conjunto interno no vacío de

números finitos es finito. El inf de un conjunto interno no vacío

de números infinitos es infinito.

**) La operación "parte estándar" es un mapeo de Mo a R. No es por

lo tanto, un mapeo interno. Ya que , si fuera interno entonces de

acuerdo al teorema precedente concluimos que la operación "parte

estándar" es una operación externa.

Teorema 111.1.5: Si A E R, entonces el conjunto *A-{*a/a e A}

de todos los elementos no estándar de *A es vacío o externo, y en

el último caso, el conjunto {*a/a E A} es también externo..

Demostración:

Si A E R, entonces el conjunto *A-{*a/a e A} = O si y sólo si

A es finito. por el teo. III.1 y lema III.2v. Supongamos, por lo

tanto, que A es infinito. Entonces existe un mapeo f uno-a-uno de

un subconjuto de A sobre N = {1,2,...}.

Si B = *A-{*a/a e A} es interno, entonces B n dom(*f) es

también interno (teo. 111.5). Por consiguiente, tenemos que *N-N =

*f (B n dom.*f) es interno, lo cual contradice el teorema 5.1 y la
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prueba concluye. n

Definición: Un conjunto D de entidades internas de *(R) se llama

*-finito siempre que exista un número natural w E *N-N y un mapeo

interno uno-a-uno de D sobre el conjunto interno {1,2,...,w}. En

ese caso, diremos que la cardinalidad interna de D es w.

Si D es *-finito, entonces es claro que su cardinalidad

externa es al menos Xo.

Teorema 111.1.6: Todo conjunto *-finito de entidades internas

es interno. Un conjunto *-finito de números reales tiene un

elemento máximo y un mínimo.

Demostración:

Ya que el dominio de una función interna es interna, se sigue

inmediatamente de la definición que un conjunto *-finito es

interno.

Si D es un conjunto *-finito de números reales de U, tiene un

elemento máximo y un elemento mínimo; lo cual completa la prueba. n
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IV.- UNA APLICACION DE UN MODELO NO ESTANDAR A UN PROBLEMA QUE

HABIA PERMANECIDO ABIERTO.

En este capitulo aplicaremos resultados de álgebra lineal de

dimensión finita en espacios infinito dimensionales. La idea es

-encontrar un espacio E E *e que se aproxime al espacio infinito

dimensional dado; entonces el Principio de Transferencia nos

permite aplicar los resultados de la teoría finita-dimensional

al espacio infinito dimensional dado.

Este método fué usado por Bernstein y Robinson para resolver

un problema que había estado abierto por muchos años. Primero

introduciremos alguna terminología:

Definición: T es llamado "Polinomialmente Compacto" si T es

un operador lineal acotado y para algún polinomio

p (X) = co-Fc1 X+... +C
n
Xn , Co ,	 , Co E C,

el operador p(T) es compacto.

Definición: El subespacio E del espacio unitario H = 1 2 es

invariante para el operador T si T[E] 5 E.

En 1930 J. Von Neuman había probado sin publicarlo el hecho
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Lema 1: Sea [ajk] la matriz de un operador compacto

Entonces aik z O para j e *N-N, y todo k E N+.

60

de que un operador compacto sobre un espacio

subespacio invariante no trivial (es decir, dxstamtode,	 •	 ,

todo el espacio).

Se originó la pregunta de cuales operadores no compactos

poseen subespacios invariantes no triviales, pero no hubo progreso

considerable. Finalmente, en 1966 se usaron métodos no estándar

para obtener el siguiente resultado:

Teorema (BERSNTEIN-ROBINSON): Sea T un operador polinomialmen

te compacto en 1 2 . Entonces existe un subespacio lineal cerrado de

/ z distinto de {O} o 1 2 , que es invariante para T.

Iniciamos nuestra discusión con algunas 	 consideraciones

generales. En este capítulo consideramos solamente. H = 1 2. Sea

leth e Ir} alguna base ortonormal para 1 2. Que posteriormente

especificaremos . Entonces si T es un operador lineal sobre 12,

podemos escribir

co
Tek -= Ea.e.11c}=1	 .	 k = 1,2,...

El arreglo (affig (el cual es, desde luego un mapeo de NxN en

C) e's llamaddo la matriz de T con respecto a la base dada. Como es

usual, podemos pensar de ajk definida para hk que pertenecen a *N

con valores en *C.



Demostración: Por el principio de transferencia,
Tek =Ea

1E *N
+ 1ke 1

Puesto que T	 es compacto y Ck ese finito, Tek es casi

estándar

Así Tek z y E 1 2 donde, decimos, y=

ie*N

Sea C = ITek-1112

= 1 E. (a , k -Y,) el H
2

lE*N

_ 2

1E*N . 
la	 i1 k

donde hemos usado el Teorema de Pitágoras. Puesto que Tek

O. Eligimos cualquier valor j E *N-N. Claramente,

la jk-y I 2 s 1,

Y así
la jk-y I S €2

	

Entonces	 la Jk	 I = la jk -yJ y j 1

1

= e 10

•
Puesto que y E 1

2
, Eh/ I2 converge de modo que yn	 y de
n=1 n

aquí lyj i z 0. Concluimos que kik ! z O. n

Definición: Una matriz [a 
jk

] es casi supradiagonal si aJlt = O

para toda j > k+1.

Sea	 (ajk]	 casi	 supradiagonal.	 Entonces	 definimos

recursivamente



a
0.1 = a
jk	 111

= E a (n) a = E a 
(n)

aa
(n+1)
jk	 .11	 1k

1=1	 1-Skl 
JI	 1k.

Lema 2: Sea [aJk ] la matriz casi supradiagonal del operador

lineal acotado T. Entonces la matriz da Tn es [a
(n)

1.
Jk

Demostración: La prueba es por inducción sobre n. Para n = 1

el resultado es inmediato.

Suponga que el	 resultado	 es	 válido para n. Sea [ope] la

matriz de T. Entonces

E b e =	 ek
Jk	 j

j 1

Tn (Tek)

= Tn(E aIke I )
1=1.

= Tn (E a
1k

e
i

)
1 Sk+1

= E a
ik

(Tne )

(n)= E a
lk 

E 
aJi e

au
= E ( E a (n) a ) e = E a (n+tl e

J1	 1k	 Jk	 J •j =1 IS-ktl	 j=1

1:5-k+1	 J=1
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Lema 3: Sea [alic] casi supradiagonal. Entonces para s,m,n> 0;

a (s)
n+m, n

a
(m)
n+m, n

= O si s < m,
m-I

= TT an+1+1 n+1 .
1=0

Demostración: Primero,probamos 1) por inducción sobre s.

Para s = 1, m=2. Como [apj es casi supradiagonal,

a
u) = a	 = O.
n+m, n n+m, n	 .

Asumimos que 1) es válido para supraíndices menores que s.

Por hipotésis de inducción,

a
(s-1) = O para s-1 < m y para toda m,n. Pero
n+m, n

a(s) = 
E
n+1 

a(s-1)
n+m, n

i S	
n+m, I	 In.

Pero para isn+l y s<m, por la hipotésis de inducción, todos

los términos de la suma son 0, y así también es a(s)
n+m, n

	Enseguida probaremos	 2) por inducción en m. Para m=1 el

resultado-es trivial. Suponga que 2) es- válido para m-1, -entonces

a
(m- 1)

n+m-1, n
= rr an+1+1 n+1
1=0

para toda n.

(m-1)	 ( m-1)Usando 1), como a4.1 = a y m-1<n+m-i, a
n+m, 1	 n+ni , 1

o

para i=n. También,

a
(rol)

=	
(ri-1)E a	 a

n+m n	 n+m , 1	 lit
1 Sn+1

rn



= a (na-1) a
n+m, n+1 n+1,n

m -2

= 01 a a
n+1+2,n+1+1) n+/ n

1 =O

m -1
a

n+1+1,n+1 .

Lema 4: Sea T un operador polinomialmente compacto sobre 12

en el cual la matriz	 [a ] es casi supradiagonal. Entonces para
J k

algún entero infinito y , avi 	 z 0.

Demostración: Sea p(T) = a o + a T +...+ akTk compacto y [bik] su

matriz . Entonces usando el lema 2 ,

b	 = cc +a a (1)	 +a a (2) +. . . +a a (10

n+m,n	 O 1 n+m,n	 2 n+m,n	 k n+m,n

Usando (1) y luego (2) del Lema 3,

= a a
(n) = a TT ab

n+ro,n	 m n+m, n	 m "• n+1+1, n+1 .
1=1

Puesto que p(T) es compacto, el lema 1 implica b	 On+co,c 

para una n infinita.

Eligiendo una n tal que, uno de los números a
n+1+1,n+1'

con

i = 0,...,m-1 debe ser infinitesimal. n

Definición: Para E E *g , sea °E el conjunto de x e 1 2 , tal

que x 2: y para algún y E E.

Lema 5: °E es un subespacio lineal cerrado de /2.

Demostración: Sea x, y e °E y X E C. Como x x' E E Y Y zY'

TT
=0

m-1

E E, x+y x'+y' E E; así, también x+y E °E. Además, como Ax	 Ax'

e E, también Ax E °E.



Para ver que °E es cerrado, sea x un punto límite de °E

probaremos que x E °E.

Sea n e N* . Entonces existe x' e °E tal que lx-x9 < I..

Ahora x' = y para algún punto y E E, también que ciertamente

1x' -111 < 2ñ2n
. Entonces lx-yl ñ1

Sea K = { n E *N */ *	 I3y E E) (lx—yo < )}

Por lo anterior, N*1 K.	 Como K es interno, debe haber un
infinito v E K. Así existe una y E E tal que lx-yl < 1 = O. Esto

es, x E °E. n

Ahora el plan es usar el principio de transferencia y el lema

5 para obtener subespacios invariantes en 12.

Lema 6: Para x E 1 2 y E e *E, x e °E si y sólo si x z PEX,

donde PEx es el único "y" tal que ix-y1 s lx-zil Vz E E.

Demostración: Si	 x	 PEx E E, entonces, x E

Recíprocamente, si x e °E, entonces x = y para algún y E E.

Por la definición	 de PE, el teorema 7 (ver Apén.) y el

principio de transferencia, lx - P
E
XII s lx-yl	 0. n

Sea T algún operador lineal acotado dado sobre 1 2 . Sea v E

*N-N, sea Hv espacio de Hilbert de dimensión v y

Pv(a) = Eaiet, si a = Ealet,
1=1	 1=1

Tv = PvTPv

y sea T la restricción del operador Tv a Hv. Así Tv es un operador

lineal sobre *1 2 , T es un operador lineal sobre Hv, y

II T II S 1Tvl	 s 1PvTPvl s OTO

Puesto que Hv e *E, para cualquier subespacio lineal interno

E de Hv, tenemos E E *C. n



Lema 7: Si E es un subespacio lineal de Hv y Tv[E] 5 E,

entonces tenemos T[°E] 5 °E.

Demostración: Sea x E °E; deseamos probar que Tx E °E.

Por el lema 6, PEx = x. Puesto que T es continua, TPEx = Tx,

y de aquí TPEx es casi estándar. Por el teo. 1 (Ver apéndice)

Pv(TPEx) = TPEx.

TvPEX = PvTPvPEX = TPEx 1 Tx
Pero PEX E E, y como por hipotesis TvPEx E E; luego,Tx es

infinitesimalmente próximo a un punto de E (es decir, TyPEx) y por

la definición, Tx E °E. n

Lema 8: Sea E, F E *g tal queE5Fydim(F) = dim(E) + 1.

Entonces °E 5 °F, y para cualquier par x, y E °F, existen X

E C y z E °E tales quex = Xy+z óy= Xx+z.

Demostración: Si x E °E, entonces x=y para algún y E E. Como

E 5 F, y eF, y de aquí que x E °F. Así, °E 5 °F.

Sean x,y E °F. Entonces n i , y=y' para x',y' E F. Como E, F E

y además dim(F) = dim(E) + 1, por el principio de

Transferencia, y'= Xx'+z (o x'= Xy s +z) con X E *C, Z E E.

consideramos dos casos.

Caso 1:

X es finita.

Puesto que x', y' y X son casi estándar, también es

z = y'-Xx' (o z = x'-ay')

°z = °y'-°(Xx l ) (o °z = °x'- °(A17'))

= y - (°X)x (o °z = x- (°X)y)

De aquí que y = °Xx + °z (o x = °Xy + °z) con °z E °E.

Caso 2:
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A es infinita.

Dividiendo por A, tenemos

A.'•=xy' -	 z	 (o y' =-	 x , - j z)
pero por que z e E, (1) está además en E. De aquí nos devolvemos

al primer caso. n

Ahora	 desarrollaremos	 la prueba del	 teorema	 de

Berstein-Robinson.

Fijemos	 alguna x	 e 1 2 donde lx1	 = 1, y consideramos	 el

conjunto A = {x,Tx,T2x,...}.

Caso 1:

A no es un conjunto linealmente independiente .

Sea k el entero más pequeño tal que

Tk
X = aix	 a2TX	 akT

k-1
X, Oa,...,ak E	 (1)

Entonces tenemos el conjunto

E = Span

y sostenemos	 que E reúne	 los requerimientos del teorema 	 de

Bernstein-Robinson. Tenemos E * {O} porque x E E, NI = 1. Puesto

que E es finito dimensional este es cerrado por teo. 2 	 (ver

apéndice) y distinto de 1 2 . Finalmente, si a E E, decimos

a = flux	 P2TX	 pkTic-lx

entonces Ta = fliTx + P2T 2x + ...+ pkTkx

y por (1), tenemos que Ta E E.

Suponemos ahora que A es linealmente independiente.

Para cada n e N, existe Gn tal que Gn = Gen (x,Tx, .,Txn-t)

Sea E = U Gn, y F=1. Por el teorema 3 (ver apéndice) F es un
n=1

subespacío lineal cerrado de 1 2 . F*1 .2



Caso 2:

Claramente, F*{0}. Probaremos que F es invariante para T. Si

a E E, entonces a	 E Gn para algún n y Ta E Gn+1 c E así es

invariante para T. Finalmente, sea a e F. Entonces debe de haber

una sucesión {an \ n E -N} de puntos de E tal que an 4 a. Pero

entonces Tan 4 Ta, y , por consiguiente, Ta e F.

Caso 3:	 •

F=12.

Puesto que A es un conjunto linealmente independiente, los

puntos fi = T í-1
X, i
	

1,2,3,...	 forman una base para 12'

Aplicando el proceso de	 Gram-Schmidt para los puntos {fi},

obténemos una base ortonormal {ei} tal que para cada n E N,

Gen{el,ez,...,en} = Gen(ft,fz,...,fn).

Usaremos esta base ortonormal para completar la demostración.

Así, para cada k E N,

ek E Gen(fl,f2,...fk)

Además Tek E Gen(fz,f3,...,ftw.) s Gen(el,...,ewhg.
Sea [nik] la matriz de T con respecto a la base ortonormal

{el,ez,...} entonces tenemos que

	

ce	 k+1

Tek = E ajkej= E aikej.

	

j =1	 j=1

pues [ajk] es casi supradiagonal ya que {ei,ez,...} es ortonormal.

Usando la hipotésis de que T es polinomialmente compacto y el lema

4, concluimos que para algún infinito v (el cual fijamos), av-n,v

:=1 0.

Enseguida probaremos que 'T es una buena aproximación para T:

•
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Lema 9: Si ¿ E Hv y es finito, entonces TC z 111.

Demostración: Puesto que Hv = Gen(ei,ez,...,ey), tenemos

= E akek, ak E *C.
k=1

Por el teorema de Pitágoras:

	

`1	 V

RE 2=E l ak i 2?' I 12;
k=1

De aquí ay es finita. Entonces puesto que [aik] es casi.

supradiagonal ,

y
TI C = E akTek

k=1

v	 k +1
= E ak E ajkej
k=1	 j-=1

v+1
= E ak E ajkej

	

1=1	 j=1

v+1 y
= E (Eakajk) ej.

1=1 k=1

De aquí que
y y

PvTC = E (E ockajk)
j=1 k=1

y
Así,	 TI = PvTC + E akav+/,k ev+1

k=/

	

= PvTC	 akav+1,k ev+1

Y puesto que la matriz es a lo más superdiagonal. Por

consiguiente
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HTE — TE1 = HTE - TvEl = lavi.lav+i,v1 Z O

usando el hecho de que av es finito. n

Lema 10: Si E es finito y C e Hv. Entonces Vil 1=1 Tne, para

toda n E N.

Demostración: El caso n = 1 fue el lema 9. Suponga que el

resultado es válido para n-1.Entonces IITn1cHs
 urnel es

finito. Por consiguiente, usando la hipotésis de inducción, la

continuidad de T, y lema 9,

Trae = T(rw4e)

T(r1e)

= Inl . 
n

•

Ahora sea p(X) el polinomio dado tal que p(T) es compacto.

Lema 11: Sea E finito y E e Hv. Entonces p(T)E p(T)E.

Demostración: Es inmediata del lema 10.

Definición: Sea f un mapeo de-*X a *T, donde q e *X. Entonces

f es llamado microcontinuo en q si p=m implica que f(ppf(q) para

toda pe*X. f es microcontinuo en *X si f es microcontinuo en todos

los puntos q E *X.

Lema 12: p(Tv) es microcontinua sobre 12.

Demostración:

Sea p(A) = EalA l . Entonces usando el teorema 4 (ver apéndice)
1=0

ilp (rv)	 s E J a i1 11Tvlit
t=0
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s E la11.11 1= M,
1=0

donde M es un número real positivo. Así si w lv, u,v e *I 2
, tenemos

Ip(Tv)u-p(Tv)vil = Hp(Tv) Udiu-vi

s	 z 0. n

Lema 13: p(rv)x z O.

Demostración: p(T)x s O, en otras palabras los puntos Tix

serán linealmente dependientes. Por el teorema 1 (ver apén.) Pvx z

x. Así p(T)Pvx r=1 p(T)x, puesto que p(T) es un operador lineal

acotado (teorema 4 apén.) y p(Tv)Pvx z p(Tv)x por lema 12. Por el

lema 11, p(Tv)x = p(T)x, que es, °(p(Tv)x) = p(T)x * 0. n

Haremos uso del siguiente resultado fundamental del álgebra lineal

finito dimensional.

Teorema de invarianza: Sea E un espacio de dimensión m y T un

operador lineal sobre E. Entonces existe una cadena:

{O} = Eo c El c 22 c...c Em = E, donde dim(E0 = i y cada Et es

invariante para T.

Este resultado es equivalente para la existencia de una base

en términos del cual T tiene una matriz "triangular".

• Ahora usamos el teorema de invarianza del álgebra lineal

finita dimensional como	 se cita arriba, y el principio de

transferencia para obtener una sucesión interna

{O} = Eo c El c...cEv = Hv,

donde dim(Ei) = 1 y T[El] s El para i = 0,1,...,v.

Puesto que Hv E E,	 cada Et E E y la proyección PEI queda

definida. Enseguida definimos la sucesión {ril j=0,1,...,v} de

números hiperreales por rt = dp(Tv)x-p(Tv)PEixl.
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Ahora, puesto que Eo = {0}, PEOX = O. Así ro = lip(Tv)xli y por

el lema 13, existe un número real positivo r tal que ro > r. Por

otro lado , PEv = PHv = Pv, también

rv = IIp(Tv)x - p(Tv)Pvx1 z O por el lema 12.

En particular, rv < 2-r. Por el teorema 6 (ver apén.) existe

Zr,n mínimo g tal que rg < 2-  y de aquí que rg-i ir.

	

Ahora, por los lemas 5 y 7,	 los espacios °E/, j = 0,1,...,v

son subespacios lineales cerrados de 1 2 que son invariantes para

T. Por lo tanto, únicamente resta probar que al menos uno de ellos

no es trivial. De hecho, probaremos que °Eg-1 o °Eg es no trivial.

Lema 14: x 4 °Eg-/ y °Eg-1 * 12.

Demostración: Suponga que x E °Eg-1. Entonces por el lema 6

x = PE 1 x. Pero entonces por el lema 12, se tendría

rg-1 = lip(Tv)x -p(TV)PEU z O,

lo cual es imposible porque r 	 r. nm-1 2: i

Lema 15: °E x {0}.

Demostración: Sea y = p(Tv)PEjux. Puesto que Eg es invariante

para T (y de aquí que también para p(T)), y e Eg. Por el lema 11,

y z .p(T)PE x. Ahora, como p(T) es compacto y PE X es finito, se

sigue (teo. 5 del apén.)	 que p(T)PEbtx es casi estándar, lo mismo

que y. Sea y z z E 1 2, entonces z E °E . Para probar el lema es

suficiente probar que z * O.

Si por el contrario, z = O, entonces y z O. Pero entonces r

z Hp(Tv)xli > r, lo cual es imposible puesto que ru
	 2
< ir. n

	

Por los lemas 14 y 15, si	 °E	 °E son ambos triviales,
4-1 , /I

debemos tener que °S	 0 °.L..1 = {}, S = 12.
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Pero la dita(%) =	 = dim(Eg_i ) + 1. Esto se implica por el

lema 8 que para cualquier par de puntos x,y e 1 2, tenemos y = Xx o

x = Xy para algún X E C.

Pero esto es falso, por lo que concluimos que °Eu o °Eg-1 es

no trivial, y la prueba del teorema de Bernstein-Robinson queda

completa. n
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CONCLUSIONES

El problema tratado en el capitulo IV es una muestra de la

importancia de tener un modelo no estándar, lo versatil que éste

resulta, y además se destaca la importancia de las herramientas

que permiten su construcción, ocupando un lugar distinguido la

teoría de ultrafiltros, de ahí la importancia de los trabajos que

en este campo se realizan como los presentados en el XXVI CONGRESO

NACIONAL DE LA SMM.
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APENDICE

Definición 1: Para un espacio topológico X, un punto p e *X es

llamado casi estándar si pzq para algún q E X.

Teorema 1: Sea y E *N-N, y sea a e *1 2 casi estándar. Entonces

Pva z a.

Teorema 2: Un subespacio de H de dimensión finita es cerrado.

Teorema 3:

Si {En\n E N} es una sucesión de subespacios lineales de H

y En S En+1 para cada n, entonces G = nUoEn es también un subespacio

Si E es un subespacio lineal de de H también lo es É.

Teorema 4: Sea Ti, 712 un operadores lineales acotados de N en

N (N espacio lineal), y sea a E D (D un campo). Entonces Ti.+Tá, «Ti

y T1T2 son operadores lineales acotados y

11'1+1'21 s

laT11 = I al IIT1II

IITiTzp =IITiII 1Tzl

Teorema 5: El operador lineal T es compacto si y sólo si mapea

puntos finitos de *N en puntos casi estándar.

Teorema 6: Sea Al*N tal que A E *X, A*0. Entonces A tiene un

elemento mínimo.

Teorema 7: Para cada x E H, existe un único punto y E E tal

que lx-yl 5 1X-Z1 para toda z E E.

NOTA: Las demostraciones de todos estos teoremas se encuentran

en [1].
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