(.3) &

&

@iﬁ L plcddocts Ao lbvrrrmalle G, ervoxa, /&Z
et llr L e 2880 Kovae Aot oAids +F Lo
DIzt O e SPGS5 e ALttt Sopy 227 4,/52/,¢/q_,
o K-205 e/ ,/,g/m?”mwz‘ A 2T 5 Brr Lt D

ey M Dot gt inat ol a&’/mﬂ:«iw/ e —
 Les7O0EL D
D Loban  Rloces Esguneta -
W C Lc&da\ré\p Fele Mece Avwenka
W Cades b Qavles, (o

p'zz‘? "; %,y MC/’@ a7 MM@ A/,a,(ZZ,Z
f}:(ﬂ,lj CZL/L // 85 /’ﬂa./ ,7&4224&-&) /,&,(/W /Mo,é»ﬂd)?d&f.) e
f:‘:‘s; (jZ, ? a 4. g_z,,ﬂ-« /w Pttt ctw ol

: j K etncer /Jd o7 X/M.Z%ZZQCZ/O A>3 777@@77&2&0
| Exp to. 02330¢-8

4{{/‘?‘?_i , J«’«/ /4/ @azg S Mo 7 / o racn ) ~Fh ot int A
B Zoiitr EniBiteitbootn, @ | BThnitatecties , tir
_." 74_‘20 i =g 4‘/“4174%7/ X@ ﬂmw
B A ,{;ge' %J/ﬂo/ex_; /w.4/ tena Ll
B /«z—u Tl ) gty pellnlc ALt Al
_ ceeielinilondi g lewpiiie e LiboZiles
] M&M 3 Ao < M s
o 0Q le.eloataros
B | AReoBhdo  §oc  OMRWIMIAAY -
_ Qts contiro o (Lo 2o
e | ‘ QMMO A %«;;c; Al o veee Oty Lo
A Al Byt op poxas Chne s Forrttsn y et

s /Ze.vtmc/gu /4" M,—ﬂ o v o et



Universidad de Sonora
Departamento de Matematicas

Tesis

3-Variedades, un aspecto en su clasificacion:

Los Espacios Lente L(p,q)

Que para obtener el titulo de

Licenciado en Matemdticas

Presenta

Rafael .Robe'rfo Ramos Figueroa

EL SABER DE MIS HILJOS
HARA Mi GRANDEZA

BIBLIOTECA
CEPARTAMENTO D
MATEMATICAS

Hermosillo, Sonora, 17 de Mayo de 1995




:.c“ontenido

- rntroduccién

* cAPITULO I
aspectos Topoldgicos y Algebraicos.

.lo l'
1.2.

1.3. .

1.4.
1.5.
1.6.

1.7.

1.8.
1.9.

1.10.

Espacios Topoldgicos.....ccvevnnenn et ceate i
Aplicaciohes COoNEINUAS. i i ittt terneetteacaosnccsssnnannas
Topologia INAUCida. cerevsosoeveasnossnsnannsosensssonnnsss
Topologia Producto........ Ciees e ei sttt et e e as e .
Topologia Cociente....... crenee ceenan cesens cisanecaas ..

 Preliminares Algebraicos......... e i i,

Espacios Conpactos (Mas sobre Topologia).s.eeeeeeevanaan

T ESPAcios de HauSAOrE L. ... v e e eeneennocennosoannaennns

Espacios Conexos..... e terea e et cee i teeaaeas
Caminos y Espacios arCo-—CONeXoOS........... e S

CAPITULO II .
n-variedades y la clasificacién de las 2-variedades.

n-variedades........... e e, S
Variedadés orientables, no orientables |
Y COMPACLAS. .. veruuerneennns e te e S S
Enunciado del Teorema de Clasificacidn para -

Superficies COmMPACEasS.:.ceirioeeenerrenoonnnnon. Cereae e

CAPITULO III
Homotopia y el Grupo Fundamental
Espacios Cubriente.

Clasificacidén de 2-variedades con borde conexas y

compactas.........0... Nearbevasssanns Cecesencnesrsenassnas




Homotopias de Aplicaciones ContinuUas.........coeeeeeenennn 81
Multiplicacion de CaminOS . vttt eeeneenennenoeanneesaness 87
construccidén del Grupo Fundamental......veu e reeneeennn.. 93

Espacios Cubriente.......... ... il iinnanea. 96

CAPITULO IV ‘
Una definicién por construccién de los espacios L{(p,q).

4.1. §° COMO” @SPAaCio lente. ..t ir ittt it eneenrennaescannnn 105
4.2. Una definicién por construccién de L(P,d) «-c-cveeeeennnens 106
CAPITULO V

Los Espacios Lente L(p,q).

5.1:. Definicién y construccién de L(p,q)...; .................. 112
5.2. Representacidén Toroidal de S? ............................ 115
5.3. Representacidén Toroidal inducida de L{p,d)..cceveeeenasns 119
6.1. El Espacio Fibra de Seifert.......... [T e eemaas 125
Conclusiones | : : _ | ) ' 127
Bibliografia o ' L 128

HER
, T TATIONT




INTRODUCCICN

" %_ Quizd el motivo mas importante para el estudio de los espacios
lente L{p,d4) ha sido el problema de clasificacién para las
j,variedades compactas. Aungque los espacios lente  fueron
' introducidos primeramente por H. Tietze (1908) en su trabajo scbre
los lnvariantes topoldgicos de variedades de dimensidén més alta,
un estudio detallado de tales espacios no aparecié hasta los
trabajos de Threlfall y Seifert (1930, 1932). Aqui los autores
definieron 1los grupos esféricos de rotacidn G(p,gqg) sobre la’
j-esfera s, E1 problema de homeomorfismo para los espacios lente,
el cual fue originalmente sugerido por Tietze (1908), fue entonces
parcialmente contestado por Threlfall y Seifert- (1932) cuande
ellos obtuvieron una condicién suficiente para que los espacios
L(p,q9) ¥ L(p,g’) fueran homeomorfos juﬁto con una condicidn débil
neceéaria. Fue demostrado después que la condicién suficiente es
también necesaria (Reldemelster 1835).

~El objetivo de este trabajo es.dar ads caracterizacidnes para
los espacios lente.y probar la equivaléncia entré:estas, Hemos
hecho un esfuerzo para que este trabajo sea autosuficiente.en el
sentido de incluir las herramientas necesarias de topologia que
utilizamos para nuestro propdsito. Asi; el Capitulo I comienza con
la definicién y las propiedades de los espacios topoldgicos,
aplicaciones continuas, topologia inducida, topologia producto y
"topologia cociente. También en el Capitulo I se incluyen conceptos.
algebraicos, como los  conceptos de.accién_de un grupo sobre un
conjunto, -fesultados elementales de Teoria de  Gfupos,“ los
conceptos de G-conjunto y G-espacio. Otros conceptos_topolégicos
tales como espécios de Hausdorff, espacios conexos y arco—conexés-
también se'ihcluyen en este capitulo. En el Capitulo II definimos
el concepto de n-variedad pohiendo particulaf atencién a las
2-variedades y al Teorema de Clasificacién de Superficies. EL
Capitulo III trata los conceptos de homotopias de aplicaciones
continuas hasta llegar a definir el cooncepto de Grupo fundamental




M(X,x). También en este capitulo incluimos los conceptos vy
resultados de espacios cubriente y elevaciones de funciones.

Los Capitulos IV y V contienen la "sustancia" del trabajo, en
los cuales damos dos caracterizaciones para los espacios lente. La
primera caracterizacién es la representacién poliedral (o
esférica) sugerida por Tietze (1908). A partir de ésta, obtenemos
la representacién de L(p,q) como el espacio que ' se obtiene al
pegar la superficie frontera de dos toroides de manera adecuada
(Threlfall y Seifert 1932); esto es el objeto del Capitulo IV y 1la
parte primera del Capitulo V. En la segunda caracterizacidén
consideramos a S’ como la 3-esfera unitaria en el planc bicomplejo

c? y definimos L(p,g) como la 'regiédn fundamental de un particular

grupo de homeomorfismos G, definido sobre s®. Nuevamente obtenemos

exactamente la misma representacidén toroidal para L(p,q);
obteniendo primeramente una representacidén toroidal para s’ (S3 es
el espacio lente L(1,0)}) y usamos este hecho para obtener la
representacidén toroidal de L(p,g). Como el grupo G estad definido
en términos de las coordenadas complejas de Sa, la representacién
toroiaal correspondiente a‘L(p;q), la obtenemos a partir de s’
apelando directamente a la definicién (via accién) de L(p,q), lo
cual es el objeto del cCapitulc V. Como ambas definiciones tienen
‘la misma representacidén toroidal concluimos que ambas definiciones
son equivalentes.




CAPITULO I
Aspectos Topoldgicos y Algebraicos.

1.1. Espacios Topoldgicos.
Una topologia en un conjunto X, no es mads que una familia de
subconjuntos de X (gque llamaremos conjuntos abiertos o elementos
de la topologia) que nos permiten decir cuando un punto x € X esta

proximo o adherido a un subconjunto A de X.

1.1.1. Definicidn.

Sea X un conjunto y U una subcoleccidén de subconjuntos de X que
cumpla: X € U, @ € U, intersecciones finitas de elementos de U
pertenecen a U, y unidn arbitraria de elementos de U pertenecen a
U, entonces tal coleccién U de sﬁbconjuntos de X se 1léma una
topologia en X v se denota por (X,U) al espacio topoldgico
resulEante, aunque:a menudo escribiremos T o X. Los elementos de X
se llaman'puntos de T. -

Como ejemplos mas triviales de espacios topolégiéos tenemos los
siguientes. El1 primero esﬁcuahdo'u={z, X}, llamada la topologia
burda dé  X. ©Otro és cuando U. es el conjunto de todos los
‘subconjuntos de X; esto es P(X). Claramente U es una tdpologia_én

X llamamada la topologia discreta en X.
" otro ejempio de'topologia en un conjunto X es la'llémada'tOPOlogia
de los complementos finitos. Aqui U se compone de o, y de aquellos

subconjuntos de X cuyo complemento es finito.

-Se deduce inmediatamente que todo espacio métrico da lugar a un

'?5espacio topoldgico. Se dice que el espaéio resultante posee la

:topologia,métrica. Donde la topologia métrica esta dada por

: U ={2} v {ESX E es unién de bolas abiertas }
Y por una bola abierta de radio r y centro x entenderemos el
~Conjunto | '

B(x) ={yeX; d(x,) <r }.

. r




81 X es un espacio topoldgico metrizable entonces se cumple dque
ipara todo par a, b de puntos distintos de X existen conjuntes
.ablertos Ua y Ub disjuntos que contienen a y b respectivamente. En
‘efecto, puesto que x * y, d(x,y) = 2¢& para algin £ donde d@ es la
‘métrica en X que nos de la estructura de espacio topoldgico de
:X, los conjuntos Bc(x) = { 2 € X; d(x,z2)<e } y Bs(y) satisfacen

entonces las condiciones requeridas.

De aqui qﬁe el reciproco no es cierto, esto es existen espacios
topoldgicos que no se obtienen a partir de ningiin espacio métrico,
pues por ejemplo si X posee como minimo dos puntos y estd dotado
de la topologia burda, entonces X no es metrizable.

Existen condiciocnes necesarias’ y suficientes para que un
'espacio topoldgico sea metrizable.'(John L. Kelley 1967 pag.127).

‘Para cualquier subconjunto Y de un espacic topologico X podemos
considerar el mayor conjunto abierto contenido en Y v se llama el
interior de Y. En otras palabras
) o
Y= U Uj
- . jes .
donde - {U;; jeJ} es la famllla de todos los conjuntos abiertos:

. [+ ]
contenidos en Y. Obviamente, xe¥. si Y sélo si existe un conjunto

abierto U ¢ Y tal que X € U; es decir Y es vecindad de X.

Por ejemplo, sea Iﬁ el subconjunto ae.Rn siguiente:
I { x = (x XypooerX ) e R'; 0 = X =1, i=1, 2,..., n}
Sl R" tiene la topologla usual entonces el 1nterlor de I” es
I"={ x; 0< x <1, i=1, 2,..., n}

n-—-

' Para verlo, sea x e I" y pongamos ¢ mln{l-x X 7 '1=1, 2,..., nj}.
La bola ablerta B (x) de centro x y radio € (esto es,

o
n

{'y € R"; d(x,y)<e 1) esta contenida en I 'y, por tanto, I es
abiertb.‘Pdr otra parte,_51 para ‘algin i, x=10x=0, cualquiér_
‘bola Br(x) de :centro x y radioc r contiene puntos gue nc son de i“,

independientemente del valor de r.




Un concepto gque serid mds Gtil de ahora en adelante es el de

entorno de un punto.

1.1.2. Definicién
Sea X un espacio topeldgico. Un subconjunto N € X con x € N se dice
que es un entorno o vecindad de x si existe un conjunto abierto U

tal que x € U £ N.

En particular, todo conjunto abierto es un entorno de cada uno de
sus puntos. A continuacidén se dan algunas propiedades simples de

los entornos.

Sea X un espacio topolégico. _ |
i)Para cada punto x € X existe por. lo menos un entorno de x (el
mismo X). o | '
ii)Si N es un entorno de x y N € M, M también es un entorno de X. o
' 1ii)Si M y N son entornos de x, también lo es N n M. o i
iv)Para cada x € X y cada entorno N de X, existe un entorno U de x L
tal que U ¢ N y U es ﬁn entorno de cada uno de sus
puntos. (Basta tomar U como el abierto que estd contenido en N)

l.l.3.Teorema.

o
"A'e Ue A=A,

-Demostracién.

La unién U de todos los subconjuntos abiertos de un conjunto A es .
f claramente'un subconjunto abierto de A. Si A contiene una vecindad o i
‘de cada uno de sus puntos, entonces cada puntc x de A pertenece a . -
algﬁn_subconjunto-abiertd de A y de aqul que x e U y por lo tanto b
A es abierto. Reciprocamente, si A es abierto contiene una

“vecindad (tomemos A) de cada uno de sus puntos.s B E

'E1 complemento de un conjunto abierto tiene un nombre especial.

1.1.4. Definicién | : ' o :
Un subconjunto C de un espacic topolégico X se dice que es cerrado

8l y s6lo si X-C es abhierto.



Observemos que si X es un conjunto y Vv una familia de subconjuntos
tal que ©,X € V, la unidén de dos elementos cualgquiera de V
pertenece a ¥V y la interseccidén de una coleccién arbitraria de
elementos de V pertenece a V; entonces U = { X-V; VeV } es una

topologia en X.

Ejemplos:
En un espacio topolégico discreto todo subconjunto es abierteo y

cerrado a la vez.

Si un espacio topolégico X consta de un nimerc finito de puntos,
cada uno de 1los cuales es un subconjunte cerrade, entonces la

- topologia de X es La discreta.

Para cualquier subconjunto Y de un espacio topoldégico X podemos
considerar el menor conjunto cerrado gque contiene a Y; este

conjunto se denota por Y v se llama de adherencia de Y. En otras

palabras

Y= n FJ ‘

: J€J .

donde { FJ; jeJ } es la familia de todos los subconjuntos cerrados
-gque contienen a Y. Los puntos que pertenecen a Y pero no a Y se
llaman puntos 1limite de Y. El1 resultado siguiente da una

deécripcién alternativa de Y.

1.1.5. Lema _
x € ¥ si y sblo si para todo conjunto abierto U que contiene a x,

Un Y = 2.

Demostracidn. .

Sea x € Y ‘y supongamos gue existe un. conjunto abierto .U gue

contenga a x y tal que Un Y = a.rAsi pues X-U es cerrado y YSX-U}
poxr tanto '?i_s X-U, Pero x € i y X € U, 1lo cual es una
contradiceién.

Reciprocamente, supongamos que X ¢ Y, es decir x e X-Y. Pero X-Y

es abierto, y (X-¥) n ¥ = @; por tanto (X-Y¥) n Y = 2, que es una

T T e e L




contradiccién.s

Ejemplos:

Si consideramos R con su tbpologia usual, la adherencia de los
conjuntos (a,b), [a,b), (a,b]l y [a,b] es {a,b].

{1,2,3,... t esA={1,2,3,... }.
R.

= R.

il

La adherencia del conjunteo A
La adherencia del conjunto B = { X; X es racional } es B

La adherencia del conjunto C = { ¥X; x es lrracional } es

i

Qi

Un operador dgue aparece con bastante frecuencia como para
justificar su definicién es 1la frontera. La frontera de un
subconjunto A de un espacio topoldgico X se define como el
conjunto de todos los puntos x que no son interiores a A ni a X\A.
Es decir Fr(a) = (X\i) A (X\(X-A)"). Una caracterizacién'muy_ﬁtil
es la siguiente
X ¢ Fr(A) & ¥ U € €(x) se cumple que Un A # oy U n (X\Y) # 2

y donde € (x) es el conjunto de entornos de x.

Es clarc gque la frontera de A es idéntica con la frontéra de

X\A.

Como ejemplos, si X es indiscreto y ni A ni X son vacios,
entonces la_frontera de A_éslx, mientras que si X es discreto la
frontera de todo subconjunto es vacio. La frontera de un_intervaio
de nimeros reales, con la topologia usual , es el chjuntq_cﬁyds
inicos miembros son los puntoé extremo del intervalo, sin importar
que el intervalo sea abierto, cerrado o semiabiertd. La frontéra
dél.cénjunto de raciohalés, o el conjunto de irracionales, es el
~ conjunto de todos ‘los nimeros reales.

Otras propiedades:de la adherencia y frontera de un conjunto nos

las da el siguiente teorena.

1.1.6. Teorema

-a) Si Y es un subconjunto de un espacio topologlco X con Y SFcX

y F es cerrado, entonces Y € F

b)Y es cerrado si y s6lo si ¥ = ¥

)Y = ¥
A)AUB=AuB, AnB<An

)
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e)X-; = (X-Y)

£)Y¥ = ¥ u 8Y, donde 8Y = ¥ n (X-Y) (&Y se llama la frontera de Y)
g)Y es cerrado si y sblo si 8Y ¢ ¥ 7

h)8Y = @ s1 y sb6lo si ¥ es a la vez abierto y cerrado

i)8({ xeR; a < x < b }) =8({ xRy a=x=Db}) ={ab}

j)Y es la adherencia de algGn conjuntoe abierto si y sélo si Y es

la adherencia de su interior.s

No es dificil descubrir las relaciones entre frontera, cerradura e
interior. El siguiente teorema, cuya demostracién omitimos

relaciona estos conceptos.

1.1.7.Tecrenma.

Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X y sea Fr(a) la
. [+]
frontera de A. Entonces Fr(A) = A n (X\A) = A\A,
O L3

X\Fr(A) = A v (X\A)°, A = A u Fr(A) y A = A\Fr(A). , -
Un .conjunto es cerrado si y sélo si contiene a su frontera y es ‘

abierto si y sélo si es disjunto con su frontera.ms

Bases y Sub-bases.

Cuando definimos la Itopologia usual para el conjunto de los
nimeros reales por ejemplo, empezamos con una familia 3 de 1

intervalos abiertos, y a partir‘de ésta familia construimos la %
~ topologia U. E1l mismo método es de utilidad en otras situacicnes y E
examinaremos la - construccidén en detalle. Una familia B de . ﬁ
'conjuntos_es una base péra una topologia U si y'sélo si B es una
subfamilia de U y para cada punto x del éspaciq, y cada entorno U .
'de ¥, hay un miembro V de B tal que x € V ¢ U. Asi la familia de - i

intervalos abiertos es una base para la topologia usual de los’ , F
nGmeros reales, apelando a la definicién de topologia usual y al '
hecho de gque los intervalos abiertos son abiertos con esta
tbpoloqia.

' Existe una simple caracterizacién para las bases la cual es
usada frecuentemente como una definicién: Una subfamilia B de uﬁa
topologia U es una base para U.si y sélo si cada miembro de U es f
la unién de miembros de B. Para probar esto, sﬁpongamos que B es :

una base para la topologia U y que U € U. Sea V la unidén de todos .

10
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s miembros de B que son subconjuntos de U y supongamos gue X € U

tonces existe un W en B tal que x € W ¢ U, y consecuentemente

e V. De aqui que U ¢ V y ya que V es un subconjunto de U, V = U.
para probar el reciproco, supongamos que B ¢ U y cada miembro de U
es la unién de miembros de B. Si U € U, entonces U es la unidn de
‘ s miembros de una subfamilia de B, y para cada x € U existe V en

tal que x € V ¢ U. Consecuentemente B es una base para U.

Aunque este es un método muy conveniente para la construccién
de topologias, es necesaric un poco de precaucidén pordque no toda
familia de conjuntos es una base para una topologia. Por ejemplo,
sea X = { 0, 1, 2 yyseaBA={ 0,1 } yseaB=4{1, 2 1}. 81 ¥ es
la familia cuyos miembros son X, A, B y @, entonces ¥ no puede ser
la base para una topologia ya gue: por cdlculo directo, la unién
de miembros de ¥ estd en ¥, asi que_si ¥ fuera;lafbase de una
topologia, dicha topologia deberia ser ¢ mismo, pero ¥ no es una
topologia pues A n B e ¥. La razén de esta situacién es clara por
el siguiente teorema.

1.1.8. Teorema. o

Una familia 8 de conjuntos es una base para alguna topologia para
. el conjunto X = U { B: B e B } si y sélo si para cualesquief dos
“miembros U y V de B y cada punto x en U n B. existe un W en 8 tal
que X e Wy WecUnV. | '

Demostracidn. 7 _

'Si B es base pafa alguna topologia, U y V son miembros de By
X eUnV entonces, como U n V es abierto, existe un miembro de B
al cual x pertenece y esta contenido en U n V. Para mostrar el
reciproco, sea B una familia con la propiedad especificada en el
teorema y sea U la familia de todas las uniones de miembros de B.
Una unién de miembros de U es asimisma una unién de miembros de B
Yy es por tanto un miembro de U, y es solo necesarioc probar due la
interseccidn de dos miembros U y V de U es un miembro de U. Si
x & Un V, entonces podemos elegir U’ y V/ en B tal que x € U’ ¢ U
Y X € V! ¢V, y entonces un miembro W de B tal qﬁe X e WeU nVv/

¢ U n V. Consecuentemente U n V es la unién de miembros de B, y U

es una topologia.m

11
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Hemos visto que una familia arbitraria de conjuntos puede fallar

. como base para alguna topologia. Variamos un poco la pregunta y
inos preguntamos si hay una Unica topologia la cual es, en algin
'sentido, generada por ¥. Tal topologia debe ser una topologia para

el conjunto X la cual es la unién de los miembros de ¥, y cada

miembro de ¥ debe ser abiertoc en esa topologila; esto es, ¥ debe

.ser una subfamilia de la topologia. Esto plantea la pregunta:
" ¢Existe la maAs pequefia de todas las topologias en X la cual

-contiene a ¥? El1 siguiente simple resultadeo nos capacitara para

exhibir esta topologia.

-1.1.9. Tecorema.

Si ¥ es una familia no vacia de conjuntos, la familia de todas las
intersecciones finitas de miembros de ¥ es base para  alguna

topologia en el conjunto X = U { S: S e ¥ }.

Demostracién.

Si ¥ es una familia < de <conjuntos sea B 1la familia de

intersecciones finitas de miembros de ¥. Entonces la interseccidn
de dos miembros de B es nuevamente un miembro de B ¥, aplicando el

teorema anterior B es la base para alguna topologia.m

Una familia ¥ de cohjuntos es una subbase para una topologia U si
Yy s6lo si la familia de intersecciones finitas de miembros de ¢ es
una base para U (equivalentemente, si y sdlo si cada miembro de U

es la unidén de intersecciocnes finitas de miembros de ¥). En vista

- del teorema anterior toda familia ¥ no vacia es la subbase para

alguna topologia, vy esta 'topologia-_es; clarc, UGnicamente
determinada pdr ¥. La cual es la mds pequefia de todas las
topologias gque contienen a ¥ (esto es, es una topolbgia gue
Contiene a ¥ y es una subfamilia de toda-topologia que contiene a
£ .

la mis apropiada eleccién puede depender del problema en
consideracién. Como ejemplo una natural subbase para la topolegia
usual de los numercs reales es la familia de semi-~infinitos

intervalos abiertos; esto es, la familia de conjuntos de la forma
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{ x: x > a } y { xt x < a }. Cada intervalo abierto es 1la
interseccidén de dos de tales conjuntos, y esta familia es

consecuentemente una subbase.

1.2.Aplicaciones Continuas.

1.2.1. Definicién
Una aplicacidn f:X—Y entre dos espacios topoldgicos se dice que
es continua si la imagen inversa fq(U) de todo conjunto abierto U

de Y es ablerto en X.

Obsérvese gque la definicién es una generalizacidén de continuidad

en espacios métricos.

los ejemplos mads obvios de aplicaciones continuas son la
aplicacidén identidad 1x:(X,U})—(X,U) y 1la aplicacidén constante

X—Y que aplica todo punto de X en un mismo punto prefijado de Y.

Si consideramos un espacio X con la topologia discreta, toda
aplicacién f:X—Y de X en cualgquier espacio Y es continua, puesto

gue la imagen inversa de cualquier subconjunto 'de Y es abierto en

X.

Reciprocamente si X es un espacio topolégico con la propiedad de
que, para cualquier espacic topolégico ¥, toda aplicacién f:X-—Y
es continua entonces X tiene la topologia discreta, puesto que si
tomamos Y = X, con la topologia discreta y f = 1x todo subconjunto
A de Y = X tiene comeo imagen inversa f'l(A) = A y como f es
continua A es un abierto en X, entonces X tiene la topologia

discreta.

Por otra parte si consideramos Y con la topologia burda, toda
aplicacién f:X—Y de culgquier espacio topolégico X en Y es también
continua, como es facil de observar.

Reciprocamente, si Y es un espacio topolégico con la preopiedad de

13
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‘que, para cualgquier espacio topoldgico X, toda aplicacidén f:—Y es

~continua entonces Y tiene la topologia burda, para verlo basta

-1
(Y),

3 = £ '(p) entonces los dnicos abiertos en Y son Y y e, por lo

tomar X = Y y @ son los (nicos abiertos en X y ademds X = f

~tanto Y tiene la topoleogia burda.

Un ejemplo de una aplicacién no continua es el siguiente.
sea X = (R,U), donde U = { 2 } v { R } v { (-=,X); X € R } y sea
f:X—X¥ dada por f(x) = ¥, La aplicacidén £ no es continua ya que

fA((-w,yz)) = (-y,¥) gue no pertenece a U.

Observemos que si X, Y, Z son espacios topolégicos y f:X-Y vy
g:X¥—Y son aplicaciones continuas, la composicidn h = gf:X—2

también es continua.

Observemos también que si X es un conjunto arbitrarioc, U y U’ dos
topologias de X, la aplicacién identidad id:(X,U)—(X,U’) es
continua si y sélo si U’ < U.en efecto:

Supongamos que la aplicacién identidad es continua.

Sea U e'U’, idq(U) = U € U por la continuidad, por tahto'ﬂ’ s U.
Reciprocamente, supongamos que Uf < U entonces si U ¢ U’ tenemos
que idd(U) =1 e U, por tanto id es continua.

1.2.2. Teorema. , .

Si X y-Y‘son espacios topolégicos y £ es una funcién de X a Y,

entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) La funcidén £ es continua. '

(b) fq(C) es cerrado en X. Con C un cerrado en Y.

(c) la imageﬁ inversa de cada miembro de una sub-base para una
'topologia para Y es abierto en X. '

_(d) Para cada X e X la imagen inversa de cada entorno f(x) es un
entorno de x. | , B |

(e) Para cada x € X y cada entorno U de f(x) existe un entorno V
de x tal que £[V] < U.

(f) Para cada subconjunto A de X se tiene f[A] < E[A].

(h) Para cada subconjunto B de Y, £ '(B] < £ '[E].

14
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Demostracidn.
Demostraremos UGnicamente (a) » (b) = (£) = (h) = (a).

(a) = (b)
supongamos que f es continua. Si C es cerrado, ¥Y-C es abierto v,

por.tanto,-fd(C) es cerrado.

(b) = (f)
Sea A < X. Obsérvese que f[A] es un conjunto cerradoc en Y; como

(b) es valido, se tiene que £ ' (F[A]) es un conjunto cerrado en X
y claramente A ¢ £ (FTA]) (pues f(A) <
cerrado gque contiene a A entonces X c f '(F[A]) y por tanto
f{A] < £[AT].

< f[A]) como A es el menor

(£} » (h).
Sea B € Y y pongamos A = fq[B]. Como (d) es valido. lo aplicamos a

Ay tenemos que f[A] < F[A] < £(£'(B]) ¢ B. Por tanto, f£(X) < B,

por 16 que & < £ [B]; es decir, £[B] ¢ £ [B].

“(h) » (a)
- Sea x & X arbitrario y N un abiertoc en Y tal que f(x) € N. Y-N = B

es un cerrado en Y. Por (h) £ '[B] € £[B] = £ '[B] pues B es un

conjunto cerrado en Y. Asi, £ [B] g.fq[B] por lo que £ '[B] es
un conjunto cerrado en X de aqui que M = X - quB] es abierto en
X y contiene a x ( puesto gque si suponemos que'x € f—l(B) =
X € fﬁ(Y—N) 3 f{x) € ¥Y-N lo que contradice el héchq de gque f£(x)
€ N.) | . : _ - _ |

y ademds f£(M) = £(X-f'(By) € Y. -£(£'(B)) = ¥ -B= Y - (Y-N) = N.

Por tanto £ es continua en X.

Una aplicacién que transforma conjuntos abiertos en conjuntos
abiertos se dice que es una aplicacién abierta. Las aplicaciones
abiertas no necesariamente son continﬁas. Por ejemplo, sea Y el
conjunto formado por dos puntos { a,b }con la topologia discreta y
- 8ea X la recta real con la métrica ﬁsual. La aplicacién f:X—Y

definida por
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: a si x=0
f(x)=

b si x<0

es abierta pero no es continua ya gque fq({a}) no es abierto en X.
:toda aplicacidén de un espacio topoldégico en un espacio topolédgico

discreto es necesariamente ablerta. Diremos que 1la aplicacidn
f:X—Y es cerrada si la imagen de f de cualgquier conjunte cerrado
es cerrado.Las aplicaciones cerradas no necesariamente son
continuas;de hecho, la aplicacién abierta considerada en el Ultimo
ejemplo es también cerrada. En general, una aplicacidén puede (i)
no ser abilerta ni cerrada, (ii) ser abierta pero no cerrada,
(iii) ser cerrada pero no abierta, (iv) ser abierta y cerrada.
Como ejemplos podemos considerar los siguientes: Para (i) sea X un
conjunto A con la topologia discreta, Y el mismo conjunto A con la
topologia burda y  f la aplicacién identidad> para. (ii)
consideremos X = { a,b } con con la topologia discreta e
Y = { a,b } con la topolegia { ¢,{ a },{ a,b } };.1la aplicacién
constante a € Y es.abierta.y continua pero no cerrada. Para (iii)
tomemos X = { a,b‘} con la topologia discreta e Y = R con la
topologia usual; la aplicacidn f:X—Y dada por f(a) = 0, f(b) =1
-_es: continua y cerrada perc no abierta. Por @ltimo, para (iv)
podemos tomar un espacio topoldgico arbitrario X = Y y como f la
identidad. |

1.2.3. Teorema. o _
Sean X y Y espacios topolégicos y f:X—Y una funcisén biyectiva,
son equivalentes: - |
a)f™' es continua
b)f es abierta
c)f es cerrada

Demostracién.

(@) = (D) . o

Sea A un abierto en X, como £ ':Y—X es continua y A es un abierto
de X (£)7'(a) es un abierto en ¥, pero (f ') '(A) = f(A) pues f
es biyectiva. Asi f(A) es abierto en Y. ‘

16




(b) = (<)
como f es biyectiva f(X-E) = ¥ - £(E). Sea F un conjunto cerrado

en X, entonces F = X-E con E un conjunto abiertc de X. Luego
f(F) = f(X-E) = Y - F(E), como (b) es vdlido y E es un conjuntoc
abierto en X es tiene que £f(E) es abierto en Y, por tanto,
f(F) = ¥ - £(E) y por tanto f es cerrada.

(e) = ()

Sea F un subconjunto cerrade en X. Como f es biyectiva tenemos que
(fdj"l(F) = £f(F) Y COomo (c) es valido tenemos que
£(F)=(£ )" (F) es cerrado en Y; por tanto, (f ') '(F) es cerrado

en Y y por tanto £ ' es continua:s

La definicién siguiente nos dice cuando dos espacios topoldgicos

se consideran equivalentes. Usaremos la palabra homeomorfismo.

1.2.4. Definicién.
Sean X e Y espacios topolégicos._Decimos'que'X e Y son homeomorfos
si existen aplicaciones continuas f:X-—Y, ¢g:Y—X inversas una de
la otra (es decir si £ y g son continuas y fg = 1y, gf = 1.
Escribiremos X = Y y diremos que f y g son homeomorfismos

entre X e Y.

Puede darse una definicidén equivalente para gque una aplicacidn

f:X—Y sea un homeomorfismo requiriendo (i) gue sea biyectiva,
- . cus . -1 v
(ii) gque sea continua y (iii) dque su inversa £ sea también
continua. Asi, un homeomorfismo entre X e Y es una biyeccidn entre

los puntos y los conjuntos abiertos de X y Y.

Algunos ejemplos de homeomorfismos son los siguientes.

a)Si X es el espacio topoldgico resultante de un espacio métrico Y

con métrica d’ dada por 4’ (x,y) = 4d(x,yv)/{(1 + d(x,y)), X e ¥
son homeomorfés.(Pgdemos tomar como homeomorfismo la funcién

identidad). _

b)sSi X = R" con la topologia métrica usual e Y = R” con la
topologia obtenida a partir de la métrica 4d(x.,y) = max[xl4yJ.
.De nuevo X e Y son homeomorfos.

€)si X = R

n

" con la topologia usual e Y = R" con la topologia

17

e in=ll A PR



discreta, X e Y no son homeomorfos.

Un ejemplo de dos espacios X e Y y de una biyeccidn continua
f: X—Y tal dque £ no sea continua lo podemos obtener tomando a X
como un conjunto con la topologia discreta, Y = X con la topologia

pburda y a £ como la funcidén identidad, de esta forma X # Y.
Un coroclario del teorema 1.2.3. es el siguiente:

1.2.5. Corolario.

Sean X e Y espacios topoldgicos y f£:X—Y continua y biyectiva ,son
equivalentes:

a)f es un homeomorfismo

b)f es abierta

c)f es cerrada

1.2.6. Teorema.

Sea X un espacio topolégico y denotemos por G(X) el conjunto de

los hameomorfismos f:¥—X. Para cada A € X sea ‘
G(X) ={feG(X); f(a) =avach}.

Entonces GA(X) es un subgrupo de G(X).

Demostracién. _ .
El hecho de dque G(X) es grupo es claro.
Demostraremos gue GA(X) es subgrupo de G(X). .
Sean f,9 ¢ G, (X); como g & G(X) entonces existe g™' ¢ G(X) tal que
gg’ = 1 y ademds g '(a) = a,con a € A, pues de lo contrario si
gﬂ(a) = b, con b € X y b # a entonces g(gﬂ(a)) = g{b) entonces
a = g(b) entonces g(a) = g(g(b)) = g(b) lo cual es una
contradiccidén pues g es una funcién biyectiva por tanto gd(a) = a
luego, fg '(a) = f(g''(a)) = f(a) = a ¥ a € A; por tanto G (X) es
subgrupo de G(X).m '

La homeomorfia es una relacién de equivalencia y la topologia es

el estudio de las clases de equivalencia. Las dos secciones.

siguientes describen métodos para construir, a partir de unos

espacios dados, nuevos espacios topolégices.
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1.3. Topoleogia inducida.

Sea S un conjunto de un espacio topoldgico X. Podemos dotar a S de

una topologia a partir de X.

1.3.1. Definicién.
La topologia inducida en S por la topologia de X es la familia de

los conjuntos de la forma U n S, para todo conjunto abierto U de X.

En otras palabras, si U es la familia de los conjuntos abiertos de

X, entonces Us = { UnS; UelU} es la familia de los conjuntos

abiertos de S. Es c¢laro que Us.es una topologia en S.

A veces se habla de la topologia inducida como de la topologia
relativa. si el subconjﬁnto S esta dotado de la topolbgia inducida
-se dice que S es subespacio de X.
Por ejemplo, si consideramos el subconjunto [a,b] de R (con la
topolbgia usual) y le dotamos de la topologia inducida, los
conjuntos

[a,c}) a < c < b,

(d;b] a < d < b,

(d,e) a's d <c=Dhb _
son subconjunteos abiertos de [a,b]. Obsérveserque el que U sea
abierto en [a,b] no implica que U sea abierto en R. Obtenemos otro
ejemplo si dotamos a 1la circunferencia unidad s' ¢ R® de 1la
topologia inducida por la topologia usual de R°. Los conjuntos
abiertos de _S1 ‘son entonces uniones de "arcos abiertos"™ (es
decir, arcos con los extremos excluidos). Més generalmehte,

podemos dotar a la n-esfera estandar
' n+1

"= {xeR"; T x =1}
de la topologia inducida por la topologia usual de R™.
En R™ podemos considerar el subconjunto S definido por X ., = c.

Si dotamos a S de la topologia inducida (usando la topologia usual

de R™'), S es homeomorfo a R".

19
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Es interesante considerar subespacios de R’ e intentar descifrar
cudles son homecmorfos entre si. Por ejemplo, los intervalos [a,b]
'y [c,d] de R < R’ son homeomorfos.
pruede darse el homeomorfismc mediante

' f(x) = c + (d-c) (x-a)/(b-a)
No es dificil construir una inversa £ y demostrar que f y £t
son continuas.
Intuitivamente, 1o UGnico que hacemos es estirar o encoger cada

intervalo en otro.

Ya Y3

Figura 1.3.1

Para otro ejemplo, consideremos una circunferencia y un cuadrado,
{por un cuadrado entendemos las aristas de una regién

cuadrada); véase la figura 1.3.1. La aplicacién gque mapea los

. . . 1 .
~.intervalos con oriligen en xi y final xi+1 de 5 en los intervalos

“.'de origen Y, Y final y del cuadrado define un homeomorfismo de

2

la circunferencia en el cuadrado._si { (x,v); x + y2 = 1 } es la

.circunferencia vy { (X,y)}); X =*1, -1 sy s 10 =-1=<x=1, y = *1}

‘es el cuadrado, podemos dar homeomorfismos = explicitamente

mediante:

circunferencia — cuadrado cuadrado — circunferencia

(x,¥y}) — (%¥/m,y/m} (x,y) — (x/r,y/Tr)
donde m = max(|x|,|y|} v r = V(x%qf) .Intuitivamente no hacemos

mMAs gue torcer o combar la c¢ircunferencia para formar un cuadrado.
En general, intuitivamente, dos subespacios de R’ (o de Rz) son
homeomorfos si pbdemos torcer, combar, estirar © encoger unc de
ellos hasta obtener el otro sin pegar puntos ni hacer ningun

Corte. Asi por ejemplo, una rosquilla es homeomorfa a una taza de
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té (con una asa); véase figura 1.3.2.

il

I

Figura 1.3.2

En la figura 1.3.3(a) y (d) se da otro ejemplo de espacios
homeomorqu, mientras que en la figura 1.3.3(b) y (c) se ilustran

espacios homeomorfos intermedios.

o
{ A
=

a) ‘ () 0 : {d)

_ Figura 1.3.3

Si h:X—Y es un homeomorfismo, para fodo punto x € X los espacios
fx-{ Xx } e ¥Y-{ h(x) } son homeomorfos. Esto nos proporciona algunas
_vedes un camino para demostrar gque ciertos espacios no son
Vhomeomorfos; Por ejemplo por lo menos intuitivamente a este nivel,
los espacios [0,1] y (0,1) de R no soh_homeomorfos, ya gque si
'suprimimos cualquier punto de (0,1) obtenemos (intuitivamente) dos.
- plezas; con mas precisién; el espacio que resulta es la unién
;disjunta " de dos subconjuntos abiertos no vacios. Ahora bien
. {intuitivamente), una pieza no puede ser homeomorfa a dos plezas
(ello implicaria cortar, due no es un proceso continuo) y, por
“tanto, [0,1] no puede ser homeomorfo a (0,1). '

~La idea anterior puede'extenderse al proceso de suprimir dos o mas
~puntos. '

.Ejemplos intuitivos sobre homecmorfismos.

51 consideramos una circunferencia y una circunferencia anudada en
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RS (véase 1la figura 1.3.5) puede construirse fAacilmente un

nomeomorfismo entre ambas. La idea consiste en dividir cada una en

Xy
X X
y ‘ e Y3 ¥
X, X3 - .
Ys ¥
X3 Ye Y !
Xy .
Xg L3 ¥ ¥

Figura 1.3.5

partes, nueve por ejemple, y aplicar el intervalec de 1la
circunferencia gque va de X a X sobre el intervale de 1a
circunferencia anudada que va de Y 2y,
Si la circunferencia anudada estd hecha de cordel fino, puede
verse que no es posible obtener una circunferencia a partir de
~ella torciéndola y curvdndola pero sin cortar ni pegar. Sin
.embargo, si hacemos provisionalmente un corte en la circunferencia
anudada, desanudamos y Qpegamos de  nuevo, obtenemos una
circunferéncia. Esto nos sugiere que podemos modificar nuestra
nocién intuitiva de homeomorfismo entre subespacios -de R’
permitiéndonos cortar temporalmente. La idea es gue. podemos cortar
temporalmente, llevar a c¢abo algin homeomorfismo (torciendo,
curvando, etc.)_y después volver a pegar los puntos por los que
habiamos cortade; los espacios inicial y final son,_ entonces,
homeomorfos. Esta idea puede describirse de forma rigurosa usando
el concepto de espacio cociente'que introduciremos en la seccidn

1.5. (Véase en particular el teorema 1.5.8).

Ejemplo: los"subespacios de Ra de la figufa 1.3.6 son homeomorfos;
El primer subespacio se obtiene pegando tres tiras retorcidas de
papel a dos discoé circulares de papel. El segundo se obtiene
pegando dos tiras largés de papel.

Figura 1.3.6.a)
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ge obtiene este homeomorfismo haciendo un corte en dos de las

tiras retorcidas, despegando y volviendo a pegar de nuevo.

. Figura 1.3.6.Db)
Hemos mencionado ya que si S es un subespacio de X, los conjuntos
" abiertos de S no son necesariamente abiertos en X. Sin embargo, si

.8 es abierto en X, los subconjuntos abiertos de S son abiertos en

X,
Los lemas siguientes los enunciaremos sin demostracién.

1.3.2. Lena

" topologia inducida es abierto en X.m _ .
(ii)8i S es cerrade en X, todo subconjunto cerrado de S con la

topologia inducida es cerrado en X.m

1.3.3. Lena.
8i.Y es un subespacio de X y Z un subespacio de Y, entonces Z es

un subespacio de X.nm

1.3.4. Teorema. )
Sea S un subespacio de X. Entonces la inclusidén 1i:5—X es
continua. Ademads S tiene la topologia menos fina (es decir la que

tiene menos conjuntos abiertos) para la cual la inclusidén es

‘Demostracién.
Sea U e (U,X) i"(U) =U A S € (U,,8) por tanto i es una funcién
continua.
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sea (U,S) otra topologia que hace continua a la inclusidn.

para cada abierto V ¢ (U, S) existe un abierto W en (U,S) tal que
vy =UnSsS s W Ue (U,X) (tomar W = U n S, pues iq(U) = U n 8)
por tanto S tiene la topologia menos fina que hace continua a la

inclusién.n

1.3.5. Teorema.

gea X un espacioc topoldgico, S un subconjunto e 1i:5—X la
inclusién. Dotamos al conjunto S de una topologia tal gue para
‘todo espacio Y y toda aplicacién f:Y—S es continua si y sélo si
“f:1¥—X es continua.

Entonces la topologia de S es la topologia inducida por.X.

Demostracién.
Tomemos £ = i la inclusién y Y = S.

Entonces f:Y—8 es continua pues la funcién identidad siempre es
continua. |

Como f:Y—X también es continua por hipétesis £1(U) = U n S donde
Ue (U,X) pero Un S ¢ (US,S) que es la topologia inducida por X.m

1.3.6. Teorema. 7

Sea Y un subespacio de X y A un subespacio de Y. Designemos por
Clx(A) la adherencia de A en X y por Cly(A) 1la adherencia de A en
Y. Entonces Cly(A) < Clx(A), Ademds, en general, Clv(A) = Clx(A).

Demostracién.

Por definicidén tenemos gque _

Clx(A) = {C¢<X; Ces cerrado en Xy A € C }

CIQ(A),= N{CnY¥Y; Ces cerrado en Xy A< Cn Y}
=n{CngY¥; Ces cerradoen Xy A< C }

Claramente Cl,(A) < CL (A).

ﬂara ver dque en general ClY(A) # ClX(A) considérese X = R con la
opoclogia usual, ¥ = {0,1), A = (0,1).

enemos que Cly(A) = [0,1), Clx(A) = [0,1].

laramente cly(A) * Clx(A).-

Teorema.
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gean X,Y espacios topoldégicos y S un subespacio de X. Si f:X—Y es

una aplicacidén continua, también lo es £|S:5—1f(S).

Demostracidn.
gea V abierto en f£(S). Esto implica que existe un abierto en X tal
gque V = U n £(3S). ‘
U A £(8)) = £U) n £UE(S)) = £(U) A £(S) (pues el
dominio de f|S es S) que es un abierto en S5, por tanto,

£i15:5—f(S) es continua.ms

Ejemplos de homeomorfismos.

(1)E1 subconjunte (a,b) de R con 1la topologia inducida es
homeomorfo a R.

(Podemos verlo facilmente usande la aplicacidén tan(m(cx+d)) para

c=1/(a -b) yd=1/2 - b/(a - b). B

(ii)Los subespacids (1,0}, (0,1) de R con la topologia usual son
homeomorfos. (Podemos verlo usando la aplicacién X—>1/X.)

(iii)s"-{(0,0,...,0,1)} es homeomorfo a R® con la topologia usual.
Podemos verlo via las funciones:
p:8"={(0,0,...,0,1)}—R" definida como: .

PR Xypeeey X ) = (X /(2% ), X [(1-x ), .-, % [(1lrx )
con inversa continua ¥ definida por
Y:R"—S"-{ (0,0,...,0,1) } definida como
o 2 2
W(xl, Kyt ooes xn) = [1/ (1+ixl )}(2x1,2x2,...,2xn,uxu -1)

1.4. Topologia Producto.

w

Un método para construir espacios nuevos a .pértir' de espacios
topolégicos dados es mediante el producto directo. Recordemos que
el productc directo XxY de dos conjuntos X, Y es el conjunto de
Pares ordenados {(x,y) con x € X e y € ¥, Si X e Y sor espacios
topoiégicos, podemos usar las topologilas en X e ¥ para dar una .
topologia en XxY¥. En una primera aproximacién podriamos pensar que

los conjuntos abiertos de XxY deberian ser el producto de
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conjuntos abiertos en X y en Y; sin embargo, esto no es suficiente

_como veremos en seguida.

1.4.1 Definicién
. gean X e Y espacios topoldgicos. El1l producto (topoldgico) XxY es
el conijunto XxY¥ con la topoleogia ’uX><Y formada por la familia de

conjuntos gque son uniones de productos de conjuntos abiertos de

X e ¥Y.

Un elemento tipico de 1&xy es de la forma U U;x v N donde ] es un
jed
conjunto de indices y para cada j € J, Uy V, son subconjuntos

abiertos de X e Y respectivamente. No es dificil comprobar gque

um” es una topeclogia: 2 = ox@ y XxY¥ = XxY, con lo que la primera

condicién se satisface. Si W, W’/ e 1&Xy, entonces, para ciertos

'conjuntos de indices J, K se tiene W =LJt%x VJ y W= U U;x V;
JEJ : j€lJ

donde UJ, U; son abiertos en X, y Vj, V; abiertos en Y. Puesto que

WnW = U (U, n U!)x (v r\V’)
(j,k} € JIXK i
.resulta que se satisface la condicién (ii) para una topologia. La

_tercera condicidn es trivialmente cierta.
El concepto de producto topoldgico de X e Y puede extenderse al
producto topolégico de una familia finita de espacios topoldgicos

‘de manera obvia.

2 1.4.2. Teorema.

”;Sea XxY el producto de dos espacios ﬁopolégicos. Un conjunto

W S XxY es abierto si Y s6lo si, para tode w € W, existen abiertos

: Uw V; tales que U es abierto en X, Vw es abierto en Y, tax vV SW
__-y W € wa V“.

Demostracidn.

“Supongamos que W es abierto: entonces W= U U;x V donde J es
' jed .
_cierto conjunte de 1indices vy Uj, \G son abiertos en X, Y vy

claramente coincide con W.

Existen proyecciones obvias H tXxY—X ¥ H XxY—+Y dadas por
(X, y)-—x Yy (x,y)—Yy. Se llaman las proyecciones producto. Puesto
Jque H:(U) = UxY¥ y.H:(V) = XxV, es claro due Hx ¥ HY son ambas
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aplicaciones continuas.s

1.4.3. Teorema.
para todo y € Y el subespacio Xx{ Y } € Xx¥ es homeomorfo a X.

Demostracidn.

Consideremos la aplicacidén f:Xx{ y }—X dada por (X,y)—X, que es
claramente biyectiva. Podemos considerar f como la composicidn de
la inclusién Xx{ y }—Xx¥ y la proyeccién HX:XxY—ex, ambas
continuas. Supongamos ahora que W es un subconjunto ablerto de
Xx{ v }; asi, w = (U Ux Vj) n X<{ y }, donde UJ, Vj son abiertos

jeJd
en X, Y respectivamente. W puede reescriblrse como U Ux{ y }
jeJ’
donde J’ = { j e J; y € Vj }; asi pues f£(W) = U Uj, gue es un

_ . JjeJ
abierto en X. Esto prueba que f es también abierta y, por tanto es

" un homeomorfismo.s

Si f:A—X y 4g:A—Y son aplicaciones entre espacios topolégicos,
podeﬁés definir una aplicacién h:A—XxY mediante
h(a) = (f(a),g(a)). Esta claro que h es la Gnica aplicacién tal

de h v la de £, g se llama la propiedad universal del producto.

-1.4.4. Teorema.’ , :
Sean A, X e Y espacios topoldgicos. Para cualquier par de
aplicaciones f:a—X, g:A—Y, la aplicacién h:A—XxY definida por

h(a) = (f£(a),g(a)) es continua si y sélo si £ y g son continuas.
Demostracidn. : _
Si h es continua, también lo son H#l = f vy Tgh = qg.
"Reciprocamente, supongamos gque f y g son continuas. Sean U, v
,Subconjuntos  abiertos de X, Y respectivamente. Entonces
puesto que £ (U) ¥y g (V) son abiertos, también lo es h™ (UxV).
 entonces x € UxV & W, donde U, V son abiertos en X, Y. Asi pues,

h'x) e £HU) n gl(v) ¢ n'(w) y, por tanto, hT(W) es
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que Th =fy H&h = g. La relacién existente entre la_éontinuidad

h(Uxv) = { a; f(a) € U, g(a) € V } = £YU) n g'(V), pero

- Consideremos ahora un subconjunto abierto W en Xx¥. Si x e W, .




1.5. Topologia cociente.

En la seccidén 1.3 hemos considerado, escencialmente, un conjunto
s, un espacio topolégico X y una aplicacién inyectiva de S en X.
opbtuvimes asi una topologia en S: la topologia inducida. En esta
geccldén consideraremos un espaclo topoldgico X, un conjunto Y vy
" una aplicacién sobre de X en Y. Esto nos dara lugar a una

topologia en Y: la llamada topologia "coclente".

1.5.1. Definicién.

Supongamos dque f:X—Y es una aplicacién sobre de un espacio
topoldgico X en.un conjunto Y. La topologia cociente en Y respecto
a £ es la familia Uf = { U; fﬂ(U) es abierto en X }.

Es facll comprobar que ?& satisface las condiciones para una
topologia: claramente o € uf e Y e_ur, y las otras. condiciones se

1&J j&J

‘aplicacién f:X-—Y es continua.

Ejemplos:
1) Sea RP" = { { Xx,-%x }; x € S } de ciertos pares no ordenados de
' puntos de S§". Existe obviamente una aplicacién sobre

T:5"—RP" dada por x—{ X,-x }; donde ~x es la antipoda de X.

-aplicacién T se llama el n-espacic proyectivo real.

Q)Sea c = { (x,v,2) € R3; 2+ y2 =1, |z] =1 } el eSpacio con la
topologia inducida. (C es un cilindro.) Sea M el conjunto de
pares no ordenados de puntos de C de la forma { p,-p }; esto
-es, M= { { p,-p }; peC Y. Puestolque tenemos una aplicacién
sobre natural de C en M podemos dotar a M de la topoldgia
~cociente; el espacio resultante se llama la banda o cinta de

' M6bius (algunas veces Mdbius se escribe Moebius).
__Consideremos la aplicacién f:M—R> dada por

{R,-p ) & ((x*-y%) (2+x2), 2xy(2+x2), yz)
~donde p = (X,y,z) € R’. La funcién asi definida es inyectiva.
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deducen de £7(UAU) = £7(U) n £(U) vy £ Uuu) -'=Uf_1(Uj).

Obsérvese que una vez gue dotamos a Y de la topologia cociente, 1la

El conjunto RP" con la topologia cociente respecto a la




En la figura 1.5.1 dibujamos la imagen f(M) ¢ R’ con 1la

topologia inducida: la continuidad de f se deduce del hecho de
que F:R°—R’ definida por

F(x,y,2) = ((xz—yz)(2+xz),2xy(2+xz),yz) es continua y de la
propiedad universal del cociente (Teorema 1.5.2) también £ es

continua.

Figura 1.5.1.

Estableceremos y demostraremos a continuacién la propiedad

- universal del cociente.

1.5.2. Teofema. _
si (Y,Uf) es la tqpologia cociente en Y inducida por f:X—Y vy
(X,U), entonces uf es la mayor topologia en Y que hace continua a
f vy es la tnica que satisface:

Para todo espacio topolégico (Z,Uz), g:Y—Z es continua si y sélo
81 gof lo es.

iO equivalentemente que el siguiente diagrama sea conmutativo.

(x,u) S (v ,u)

gof |9

(z,,)

_‘Demostfacién.

Puesto que la aplicacién f:X—Y es continua, si g es continua
también lo es la composicidén gf. Reciprocamente, supongamos que gf
‘es continua. Si V es abierto en Z, (gffd(V) es abierto en X, o en
tras palabras, f '(g°'(V)) es abierto en X. Por definicién de
bpologia coclente en Y resulta que gq(V) es abierto en Y y, por

anto, g es continua.
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Para ver que ‘uf es la mayor topologia que hace continua a la
L4
funcidén £, supongamos que U es una topologia en Y gue hace

4 -
- continua a £, entonces para todo A & U f’l(A) g (X,U)y, es

decir, (¥,u') € (Y,u).

- probemos ahora que uf es la dGnica topologia en Y que satisface tal
- propiedad.

- gupongamos que U’ es otra topologia en Y que satisface la misma
-propiedad; entonces en particular tomando Z = Y, uz = Ur se tiene
que id: (Y, U’) — (Y,U) es continua pues f = ide.f: (X,U) — (Y, U)
lo es. Por tanto id: (Y,U’) — (Y,l%) es continua, es decir,
'a=1id'(A) € U’ ¥V A e U_. Por tanto U < U’.

Por otro lado como

id: (Y,U’) — (Y,U’) es continua y U’ satisface la misma propiedad

que uf se sigue que la composicidn (X,U) azes(Y,U’) Ege (¢, u")

idef es continua, esto es, f: (X,U) — (¥Y,U’) es continua, pero
- como probamos dque uf es la mayor topologia que hace a la funcidn £

~‘continua resulta que U’ s U.
~ Por tanto, U’ = uf quedando demostrada asi la unicidad.s

Ahora daremos una generalizacidn de éstos resultados.

1.5.3. Definicidn.
Dada una familia de espacios topolégicos { (xa,ua) toer
familia de funciones ¥ = { fa: xa—ax'}aél. Donde X es un conjunto

'gprefijédo, definimos la topologia Ug o u“‘}'en X de la siguiente
. . - ° a

y una

. manera:
i . __1, .
A e Ug - fa (A) = ua Y o€ I, es decir,

9 -1 '
u? = { A< X;-fa.LA) € ﬂa VoelIr}.

‘A la topologia Uy la llamaremos la topologia fuerte o coinducida

~en X por la familia de espacios topolégicos { (X ,U ) }, . Y la

familia de funciones ¥ = { f_:X —X } .
: ) a’ o o€l
De ésta definiciédn se deduce el siguiente teorema.
1.5.4. Teorema.
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i) Ug es una topologia en X.

ii) fa:(Xa,Ua)—e(X,U?) es continua para cada o € I ¥y U? as la
mayor topolecgia en X con esta propiedad.

iii)u§ es la Unica topologia en X que satisface: ‘
Para cualquier espacio topeoldgico (Z,ﬂz) y cualquier funciédn
g:(X,Ug)—a(Z,UZ) se cumpie

g es continua < gofa es continua para cada a s I.

Demostracidn.

i) Es facil probar gque U, es efectivamente una topologila de Y. Por
ejemplo, si A, B e ur, entonces f?(A) Y f?(B) son abiertos en Xi
para, cada i € I y, por tanto, £, (&) n le(B) = f;l(A_r\ B) es
también abierto en X  para cada 1 € I, es decir, A n B « 1%.
ii) Supongamoi ahora que U; es una topologia de X tal que
£f = Xi;_é (X,Uf) es continua para cada i € I. Esto implica que si

i
v e-'uf, entonces f;l(V) es abilerto en Xi para cada 1 € I, es
4

decir, V e« U . Por tanto, Uf_ < U y U es la maxima con la
propiedad mencionada.
" 1ii) La demostracién de este inciso es andloga a la del

Teorema 1.5.2

Ejemplo.

Sea { (X_,U,) 1} ., una familia de espacios topoldgicos y X = U X,
5 - aEl

‘Podemos considerar en X la topclogia fuerte ‘inducida por 1la

I

familia de inclusiones ¥ = { ja:xa — U Xa ; ja(x) = x ey ¥ POT

los espacios topolégicos {.(Xa,ua) } A la pareia (X,Ug) le.

xel .,
‘llamaremos la topologia suma de los éspacios Xd Yy a ﬂg la
ltopclogia suma. De esta manera, un subconjunto A en X, es abierto

‘en X < A n xa = j&l(A) es abierto en Xa v o e I.

~Un ejemplo mas concreto es el siguiente.
‘Ejemplo.’ '

- Sea X1 = { a,b,c } con la topologia Ul = [ @, le {a} {ab}}
X2 ={ 0,1} con la topologia UZ = { g, Xz, {01} }
X_es

Entonces la topologia suma para X = X? v X
L, = { 2, XX vXx, {a} {ab}, {01}, {a0d}, {abo},
{an0,1}, {a,b,0,1}, {a,b,c,0} }

31




Ejemplo.
La aplicacién f:RP>-—R" definida por
{ X,-x } — (x2—x 2 X% X X ¥ X )
! , 1 T2t et 1Tt TaTs 5 .
ademd&s de ser inyectiva es continua pues la composicién fIl:S$°—R

2 2 .
— (X -X X X X X inua.
dada por X ( Xy XX, XX, x;%) es continua

Una consecuencia inmediata de la definicién de conjunto cerrado y
del comportamiento de la imagen inversa del complemento de un

conjunto es el siguiente:

1.5.5. Lema. _ _
Si Y tiene la topologia cociente respecto a f:X—Y entonces un
subconjunto A de Y es cerrado si y sdlo si fq(A) es cerrado en X.

Demostracidn.

- X\A es un abierto en Y.

| £f'(X\A) = X\Aes un abierto en X. Por tanto f (A) es cerrado en X.
Reciprocamente, f  (X/A) = X\f '(A) es un abierto en X. Por tanto
X\A es un abierto en ¥, por tanto, A es cerrado en Y.=s

1.5.6. Teorena.

Sean X,Y,Z espacios topolégicos y £f:X—Y, g:Y¥Y—2Z aplicaciones
sobres. Si las.tdpologias de Y y de Z son las topologias cociente
determinadas por f y g respectivamente, entonces la topologia de Z
es la topologia cociente determinada por gf:X—3Z. A

Demostracién. .
‘Sea A = (U,,Z) - gla) e (u,Y). Por definicidn se tiene que
£ (g7 Aa)) = (9f) T (a) e (U_,Z). Por tanto A e U .
Reciprocamente, sea A (uﬁ,Z). Por definicidén se tiene que
g a)) = (gf) " (A) es un abierto en X. Por tanto g(A) es un .
:abierto en Y y por tanto A e U,. Por tanto, U = UmJ-
1.5.7. Teorema.
‘Sea X un espacio topolégico y f:X—Y una aplicacién sobre.
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Designemos por ur la topologia cociente en Y. Supongamos que U es
una topologia en Y tal que f:X—Y es continua respecto a esta
topologia.

gi f es una aplicacidén abierta o cerrada, entonces (Y,U) es

homeomorfo a (Y,Uf).

Demostraciodn.
como f:X—Y es continua y Uf es la mayor topclogia gque podemos-
construir en Y tal que f£ es continua, se debe cumplir que U, s u.
Probemos ahora gque u. s U, esto es si A € Uf entonces A € Uy.
supongameos primero gque f es abierta; sea A e U_  entonces
£7(R) e U.
como f es abierta entonces f(fﬂ(A)) es abierto en Y respecto a la
topologia U . Pero f es suprayectiva, asi que f£(£'(A)) = A. Por
tanto para A € Ur entonces A e uy.
Supongamos ahora que f es cerrada y sea A € uf; entonces
fd(A) € 1& entonces X\fq(A) es cerrado en X respecto a la
- topologia %&. Como £ es cerrada entonces f(X\fd(A)) es cerrado en
¥ respecto a la '
‘topologia uy. Ademas claramente f(X\fd(A)) = Y\A por tanto A es
‘abierto en Y respecto a la topologia uy, es decir, A e U . Por
tanto si A € Uf entonces A E.UY.I

Si quitamos la hipéteéis de que f sea abierta o cerrada podemos
tener (Y,U) # (Y,Ur). Por ejemplo:

"Sea X = R con la topologia discreta. Sea ¥ = R con la topoloéiq
}usual; i:X-—-Y la funcién identidad. o _
“Claramente, 1:X-—Y es una funcién continua pues X tiene la
'topologia'discreta. Ademds 1 no es abierta ni cerrada.

T(Y,u) z (Y,Uf) pues por ejemplo, (0,1j es un abierto en (Y,Ufi pero
-N0o lo es en (Y,U). ' ' ‘

Por lo tanto (Y,U) % (Y;uf).

n ejemplo del teorema anterior es el siguiente.
Sea f:R—S' (S' ¢ R®) definida mediante
f(t) = (cos(2nt),sen(2mt)) e R°
emostraremos que la topologia cociente Ur determinada por £ en st

oincide con la topelogia U inducida por la inclusién en R° (es
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. 1
decir, que (8',U) = (8, U).
pDemostracidn.

funcién f(t), ademés f es una funcidén abierta, y claramente es

sobre. Asl por el teorema anterior (sl,uf) = (SI,U).-

ygn procedimiento para obtener aplicaciones sobres consiste en
considerar las <clases de equivalencia de una relacidn de
equivalencia. Asi si X es un espacio topoldgico y ~ es una

relacién de equivalencia en X, definimos f:X—X/~ por f(x) = [x],

de las clases de equivalencia). Se dice a menude gque X/~ con la
topologia cociente ha sido obtenida por identificacién topolégica.
Por ejemplo, si ~ es la relacidén de equivalehcia en S" dada por
x ~y si y sélo si x = ty, S"/~ es desde luego por definicidn,
RP". Andlogamente la misma relacidn en el cilindro C nos da C/~,
'‘que es la banda de M&bius.

'Si consideramos en R el cuadrado unidad X = { (x,¥); 0 = x,y s 1}

icon la topologia inducida y definimes en X una relacién de
:;equivalencia ~ por (x,y)r~ (X',y") & (x,¥) = (x',¥y") o _

;{ X,x'} = { 0,1} ey =Yy’ entonces X/~ con la topoclogia cociente
"es homeomorfo al cilindro, lo cual es intuitivamente claro.
Representaremos X con su relaciéh de equivalencia como en la
figura 1.5.2(a) donde las flechas indican que.puntos (y en que
forma) estan identificados.

Figura 1.5.2.

(a)Cilindro (b)Banda de M&bius
Podriamos construir una banda de M&bius por un procesc similar;
estd representada por la Figura 1.5.2(b) y la relacidén en el

Cuadrade X es
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La topolgia inducida por la inclusién 1:58'—»R® hace continua a la

la clase de equivalencia que contiene a x (X/~ designa el conjunto .




(x,y) ~ (x',¥') e (x,y) = (x,¥') o { ¥x,x'} = { 0,1 } ey=1~-y"’.
pa Figura 1.5.3 muestra otros dos ejemplos obtenidos a partir de

un cuadrade unidad por identificaciones topolégicas.

Figura 1.5.3

{(a) Toro (b)Botella de Klein
Las relaciones no triviales en X dadas en la figura 1.5.3{(b) son
(0,y) ~ (i,y), (x,0) ~ (x,l), mientras gque las relaciones no
triviales en X dadas en la Figura 1.5.3(b) son

| (0,y) - (L,¥), (%x,0) ~ (1-x,1) |
El toro (el espacio de la figura 5.3(a)) es homeomorfo al
subespacio de R’ definido por |

EQ,Y) — ((2+cos{2nx)}cos(2ny), (2+cos(2nx) )sen(2ny),sen(2mx))

Esto nos lleva a la tradicional representacién de un toro como la
superficie de una rosquilla.
véase la Figura 1.5.4

Figura 1.5.4

Intuitivamente, si con un fnaterial flexible de la forma de la

Figura 1.5.3(a) realizamos las identificaciones apropiadas,-

obtenemos de nuevo este cuerpo. Véase la Figura 1.5.5.
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{a) te)

(d (e)

Figura 1.5.5

El proceso andloge para la botella de Klein es mas dificil de
realizar ya que la identificacidén debe realizarse en R*.

: La primera, K identificacién (Figura 1.5.6(c)) es facil.

f ] Para la segunda (Figura 1.5.6(c)) necesitamos cuatro dimensiones.

] Lo representamos graficamente como en la Figura 1.5.6(d). La
circunferencia de interseccién que aparece no existe realmente;

porque vivimos en un mundo de tres dimensiocnes.

: _ /

Figura 1.5.6

Cortando la figura 1.5.6(d) por un plano vemos (Figura 1.5.7(a),
(b)} que una botella de Klein es exactamente la unidén de dos
“bandas de. Mdbius a lo largo de su borde comdn, tal como estd
visualizado en la Figura 1.5.7.(c), (d).

{a)

(b}
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(c) (d)
Figura 1.5.7

“Recordemos para su utilizacidn posterior, que el plano proyectivo
" RP? estd definido como 5%/~, donde X ~ X' o x = *x/.

En este caso el hemisferio norte estd identificado con el
 hemisferio sur y, por tanto, podemos restringir nuestra atenciodn
"al hemisferio norte que es homecmorfa al disco

| D = { (x,y) € R®; %+ y® = 1} _

via la aplicacién (x,y,z) e S? con z =z 0. Asi .pues, podemos
redescribir RP° como D2/~ dohde X ~ X" & ¥ = x' o ¥, x? els1 < p°
Ly X = =X,

‘La Figura 1.5.8(b), o equivalentemente la Figura 1.5.8(c) da esta
representacion. Desde luego, no hemos dade una demostracién

| '||||||l’ | (:::;i:::> [::;i:::’
!
{a) _‘ () (¢)

Figura 1.5.8

rigurosa.

. ' 2. o~ P 2
S1 suprimimos en RP® una pequefia regién (homeomorfa a D7)

-obtenemos una banda de Mébius; véase la Figura 1.5.9. Asi pues, el

- plano proyectivo puede pensarse como una banda de Mébius a la que

le hemos cosido un disco.

(89 3e[c

(d)

Figura 1.5.9
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La esfera puede ser representada como un espacio cociente tal como
lo indica la Figura 1.5.10(a) o (b).
Intuitivamente imaginamos los espacios como bolsas con cremallera.

cerrando la cremallera obtenemos una esfera.

{q) (b)

Figura 1.5.10.(a) - Figura 1.5.10.(b)

Los andlogos en dimensién unce del disco y de la esfera son el
intervalo y la circunferencia: si identificamos los extremos de un
‘intervalo unidad obtenemos una circunferencia; intuitivamente es

claro.

Para ver una demostracidén de la afirmacidén anterior sea.

I =1[0,1] Ry ~ es la relacidn de equivalencia
X ~ X" e { Xx,x'} = { 0,1} o x=2x'.

Demostraremos que I/~ es homeomorfo a 8 = { (X,y); X+ vi =1 }.

Sea £:1/~ —s' ¢ R® definida pdr [x] — (cbs(znx),sen(znx)) f esta.

‘bien definida, es biyectiva abierta y continua; por tanto, I/~ es

: 1
homeomorfo a §°. .

El resultado siguiente da condiciones suficientes que nos aseguran

que los cocientes de espacios homeomorfos son homeomorfos.

. 1.5.8. Teorema.

‘Sea f:X—Y una aplicacién entre los espacios topoldégicos X e Y.
Supongamos que tenemos relaciones de equivalencia ~x y ~y en X e
Y respectivamente tales que x ~x x’ si y sdlo si f£(x) ~y f(x’). si

f es un homecmorfismo, los espacios X/~x Yy ¥Y/~y son homeomorfos.

Demostracioén.,

‘Definimos una aplicacidén F:X/~x —Y/~y por F(x] = [£(x)] donde 1los
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corchetes indican clases de egquivalencia. F estd bien definida, va
que si ([x] = [x’], entonces x ~x x’, de donde f£(x) -~y f£(x’) vy
[£(x)) = [£(x’)]. Probemos que F es un homeomorfismo. Para ver dgue
£ es inyectiva supongamos gque F[x] = F[x'], de donde
[£(x)] = [f(xi)], es decir f(x) =~y £(x’); pero entonces X ~x X' y,
por tanto, ([x] = [x’]. El hecho de que F sea sobreyectiva es
consecuencia de que f es un homeomorfismo. Para demostrar que F es
continua considerenos las proyecciones naturales thx—ﬂ{/"x. Yy
I :¥Y—Y/~y, que son continuas.

C)]F.aramente FTIX = Hyf Y, puesto gque f es continua, deducimos dque

FII es continua, de donde se sigue la continuidad de F por la
X

.propiedad universal del <cociente. La demostracidén de la

continuidad de F! es andloga ya que F'IIIy = fo_l.-

Como ejemplo consideremos R" = (0,) € R con la relacién de
equivalencia x ~ x' si y sélo si existe un entero n tal que
%’= 3"%x. Consideremos también R con la relacién de equivalencia
X ~ xX'si y sbélo si existe un entero n tal que x’ = n+x. La
aplidacién f:R'—R dada por f(x) = ldgs(x) es un homeomorfismo y
X ~ x' siy sélo si f(x) ~ £f(x’). En efecto, si x ~ x’ entonces

~existe un entero n tal que x’'= 3"x, pero

f(x’) = log (x') = log (3"x) = log (3")+log (x) = nlog (3)+log,(x)

=n + log3(x) = n + £(x). Por tanto x ~ x’ » £(x) = £(x'}.

Reciprocamente, si f(x) ~ f(x’) entonces existe un entero n tal

que f(x’) = n + f(x) pero esto implica que logg('x’) = n + llog3(x)

e log3(x'.) = log3(3nx) > X' ~ x. asi pues, los espacios -lR+/~ ¥

R/~ . son homeomorfos, de hecho, . ambos son homeomorfos a  la

circunferencia. .

El teorema 1.5.8 rigoriza la idea intuitiva de "homeomorfismo" tal
como es presentado en la seccidn anterior:

Partimos de un espacio W. Cortandolo obtenemos X y una relacién
que nos dice como debemos pegar de nuevo X para obtener W,
Realizamos ahora un homeomorfismo f en X obteniende ¥ con 1la
relacidén de equivalencia ~y naturalmente gueremos que '

X ~x X' e £(x) ~y £(x'). .
Volviende a pegar Y segin la relacién -~y cbtenemos 2 = ¥Y/~y en

virtud del teorema 1.5.8 el espacio Z es homeocmorfo a W = X/~v.
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El siguiente teorema es fundamental y nos muestra que todo espacio
cociente es escencialmente un espacio particién, es decir, un
espacio obtenido por identificacién de ciertas clases de

equivalencia.

1.5.9. Teorema.
Sea (x,ux) un espacio topoldgico. Si Y tiene la topoclogia cocilente

inducida por una funcién suprayectiva £f:X—Y¥Y (asi f resulta
continua), entonces existe un homecomorfismo h de Y en el espacio
particidén ¥ = { fq(y); y € Y } de X. Ademds hof es igual é la
proyeccién natural M:X—¥%, es decir, el siguiente diagrama

conmuta.

SN

. \\\\f\ hof(x) = II(x) VYV x € X

Y
(Y,U,) —— (F,U)
h
Demostracidn.
Demos explicitamente el homeomorfismo, el cual es completamente
"natural®: | '

Sea h:Y—% tal que h(y) = £

(y). h asi definida es tal que el
diagrama conmuta, pues para cada x € X (hef)(x) = fq(f(x)) = MI(x) -

tenemos que para Y,r ¥, € Y,‘ tales due Y, * Y, entonces
fq(yl) # fﬂ(ya), es decir, h(y) =* h(y,) si y = y,. Por tanto h
es una -funcidén inyectiva. Ademds claramente h es una funcidn
suprayectiva;gAhora bien tomemos B un subconjuntc de ¥F, entonéeé
h‘l(B) = A € ’uf P .f_I(A) = { f'l(y); y € A } es un.conjunto

‘abierto en X = U { £7(y) } = h(A) = B es abierto en ¥.
: yEA _
-Asi hemos probado gue h es una funcidén continua y también probamos

que h es una funcidén abierta. Por tanto h es un homeomorfismo.
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1.6. Preliminares Algebraicos.

Un concepto que serd de mas utilidad en adelante es el de un
grupe G gue "actua" sobre un conjunto X. Este concepto es muy
fructifero y nos proporcicna ejemplos de espacios con la topeologia

cociente.

1.6.1. Definicién.

Sea X un conjunto y G un grupo. Decimos que G actda (u opera)
sobre X y que X es un G-conjunto si existe una aplicacidn de GxX
en X, gue denctaremos por (d,X)—g-X, tal que:

(1) 1-x = x para todo xeX, donde 1 es el elemento identidad.

(ii) g-(h'x) = (gh)-x para todo x € X y todo g,h € G.

Ejemplos:
l)Sea G el grupo de los homeomorfismos de un espacio topoelégico X%
y definamos g-x = g(x) para todo geG. Obtenemos asi una accién

‘de G sobre X puesto que, claramente 1-x=1(x)=x y g-{(h-%x}) =

= g-h(x) = g(h(x)) = (gh)(x) = (gh).x. .

2)Sea G =Zz = { *1 }, el grupo de orden 2, y X = S". Se comprueba
ficilmente que medianté *1-x = *x obtenemos una accién de Z2
sobre S". Si tomamos G = Z-elrgrupo de los enteros y X = R,

n-x = n+x, donde neZ, ¥ € R nos da una accidén de Z sobre R.
.Este ejemplo puede generalizarse a una  accién de ZxZ sobre R®
mediante (m,n)-(x,y) = {(m+x,n+y). En ambos casos se obtiene una

accidn en el sentido de la definicién 1.6.1 Nuestro dltimo

ejemplo de momento, es una accién de Z sobre la banda infinita
- { (x,y) e R5; -1/2 sy s 1/2 }

dada por ' ,

Come(x,y) = (m¥x, (-1)"y) : |
Hablando con precisidén, nuestra definicidn de G-accidn es la de
una G-accién por 1la izquierda. Existe también el concepto de
G~accidn por la derecha cuando tenemos una aplicacién XxG—X, gque
~ denotaremos por (x,9)—x-g tal que x*1 = x y (x-g)'h = x-(gh). ﬁna

G-accidn significard siempre una G-accidn por la izquierda.

" Algunos resultados y definiciones importantes sobre acciones vy

~grupos son los siguientes:
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"1.6.2. Teorema.

gsea X un G-conjunto por la derecha. Para todo x € X y todo g € G
(por la

D -1 ; . .
definimos g'xXx = x:(g ) entonces obtenemos una accién

izquierda) de G sobre X.m

i.6.3. Teorema.

. Sea H un subgrupo de G. Para todo h € H y tocdo g € G definimos h-g

como hg. Entonces ésta es una accidén de H sobre G.m

otro ejemplce de accidn es el siguiente.
Sea G un grupo Yy designemos por £(G) el conjunto

subconjuntos de G. Entonces g'U = gU = { gh; heU }, g € G, U e £(G)

define una accién de G sobre 2(G).

1.6.4. Definicién.

Sea G un grupo gue actida sobre X.

Definimos el estabilizador de x € X como el conjunto
G={geC gx=x}

1.6.5. Teorema.
Gx es subgrupo de G.

Demostracidn.
Sean g,h € Gx.
gh)'x = g-(h-x) = grx = x. Por tanto gh « Gx.
glx = gd-(g-x) = (gg”'}:x = 1-x = x. Por tanto g_1 € G .

. X
Por tanto, Gg es subgrupo de G.n»

1.6.6. Definicién.
Sea G un grupo gque actda sobre X.
- Definimos la érbita de X € X como el subconjunto de X

Gx={9gXx geG}

l1.6.7. Teorema.

Dos érbitas G-x, G-y son disjuntas o coinciden.
Demostracidn.
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Supongamos dque existen 9. 9, < G, x,y € X, tales que
g,"X € G'x, g9,y € Gy y tales que g,"%x = g,°Y-.

> (g, g)x=y

= gy = G'[gzgl}‘x = (ggégl)-x € G-X Vg e G.

> gy € GX VgegaG.

> Gy ¢ G-X.

Andlogamente podemos obtener G-x ¢ G-y.

Por tanto, Gx = G-Yy.

Observacion:
Del teorema anterior se deduce que todo G-conjunto X se descompone

en unién de subconjuntos disjuntos:

El siguiente teorema nos muestra que una consecuencia importante
de la definicidén de G-conjunto X es gue, de hecho, G actda sobre X
por biyecciones.

1.6.8. Teorema.
Sea X un G~-conjunto. Para todo geG la aplicacidén 8g:X—X definida

por Xx—g'X es biyectiva.

Demostracidn.
De la definicién de G-conjunto resulta 8¢6h = 8gn y 61 = 1x; asi

pues ege§4= 1x = eddeg Y, por tanto, 8¢ es biyectiva.s

1.6.9. Definiciédn
Si g actda sobre X, podemos definir una relacidn de eguivalencia ~
en X mediante '

A X ~ Yy o existe un g € G tal que g-x = y.

0, en otras palabras, x ~ y si1 y s8dlo si v € G'x (Véase tecrema

1.6.7). El conjunto de clases de equivalencia, gque designaremos

por X/G, se llama el conjunto cociente de X por G. Si X es un
espacio topolégico sobre el cual actiia ¢ podemos dotar a X/G de la
topologia cociente. Al espacio X/G con la topologia cociente le

llamaremos el espacio cociente de X por G.
Por ejemplo, si Z 6 act@a sobre s" por #l-x = #x, §°/Z> que no es
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otra cosa que RP". Si Z actla sobre R por n'x = n + X, R/Z es
precisamente st.

1.6.10. Definicién.
Ssean X e Y G-conjuntos. Decimos que la aplicacién f:X—Y es

G-equivariante si f(g-x) = g-f(x) para todo x € X y todo g € G.

1.6.11. Teorema.

Si X e Y son espacios topolégicos y f es un homeomorfismo
G-equivariante, (es decir, f es un homeomorfismo vy es
G-equivariante) entonces X/G e Y/G son homeomorfos.

Demostracién.

Sean %X,y € X tales que x ~ y, es decir, v = g'x (Y &€ G'X).

£(y) = £(g'x) = g-£(x) » £(x) ~ £(y) en Y.

Reciprbcamente, sean f(y) ~ £(x) =» f£(y) = g f(x) =» f(y) = f£(g-'x)
2 y = g-x puesto que f es biyectiva.

Asi por el teorema 1.5.8, X/G 2 Y/G.n

Observacién:

Si X e Y son espacios topolégicos sobre los que opera G tales que
X/G

[[4

Y/G, entonces X e Y no son necesariamente homeomorfos.

En los ejemplos que anteriormente hemos dado de acciones de un
grupo sobre un espacio topoldgico, los grupos en cuestién actuaban
con continuidad; estos espacios tienen un nombre especial.

1.6.12. Definiciédn. _ :

Sea X un espacio topolégico y G 'un-grupo; decimos que X es un.
G-espacio si G‘éctua.sobre X y si las aplicaciones eg definidas por
X—g-+xX son continuas para todo g € G.

'1.6.13. Lena. |
Sea X un G-espacio. Entonces para tode g € G la aplicacién eg

definida por x-—g-'x es un homeomorfismo de X en si mismo.

Demostracién.

‘Como las aplicaciones 6@ definidas por ¥—g- X son continuas para
: g
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todo g 8 'también es continua, ademas Bgeda = 8g6g-1 = 1 .
g

También @ , 8 -1 son biyectivas por el teorema 1.6.8.
g q

Por tanto, @ es un homeomorfismo de X en si mismo.s
g

1.6.14. Corolario.
Con las hipbétesis del lema anterior existe un homomorfismo de G en
el grupo de homeomorfismos de X.

Demostracidn.
Sea Y:G—G(X) = { f:¥X—X; £ es homeomorfismo } dada por ¥(g) = & .
¥(9,9) =66 8 = y(g)y(g,).u

glg2 gl g2

En virtud del corolarioc 1.6.14. y del lema 1.6.13 se dice a veces

que G es un grupo de homeomorfismos de X si X es un G-espacio.
Usando esto probaremos el préximo resultado.

1.6.15. Teorema.
Supongamos gue X es un G-espacio. Entonces, la proyeccidn candnica

H:X—éX/G es una aplicacién abierta.

Demostraciéh.
' _Sea U un conjunto abierto en X y consideremos Hq(H(U)).
T(M(U)) = { x e X; I(x) < (V) }

={ x € X; G'x = Gy para algin y € U }

={ x e ¥X; % gy para algin y €« U y algin g € G }
={ x € X; x € g-U para algin g € G }

ges

La accidén de cada g de G es un homeomorfismo en virtud del lema
1.6.13 . por lo que si U es abiérto también lo es Tt ruy )
(pues g-U es abierto por ser 6y abierta por ser homeomorfismo,

asi, como ¢g-U es abierto ¥ g € G, 'LJg-U es un abilerto) y comoc X/G
. ges )
tiene la topologia cociente NI(U) es abiertoc en X/G.ms

El siguiente resultado es una extensién de la propiedad universal
del cociente. '
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1.6.16. Teorema.

Sea X un G-espacio y M:X—X/G la proyeccidédn candnica. Supongamos
gque g es una aplicacién de X/G en un espacio topolégice 2.
Entonces g es una aplicacién abierta si y sb6lo si gll es abierta.

Demostracidn.
Por el teorema 1.6.15 1T es una aplicacién abierta, si g es abierta
también lo es la composicién gll.
Reciprocamente, supongamos gue gll es abierta.
Sea U un abierto en X/G y consideremos Hﬂ(U) que es un abierto en
X. gll(IT"'(U)) es un abierto en Z pero gH(N '(U)) = g(U). Por tanto,
g es una funcidén abiertsy.

especial.

1.6.17. Teorena.
Sea X un G-espacio, con G finito. Entonces la proyeccidn natural

M:X—X/G es una aplicacidén cerrada.

Demostracién.
Sea U un conjunto cerrado en X.

Como vimos en el teorema 5.12, I (I(U)) = U g-U
gEG
la accidén de cada g de G es un homeomorfismo, por lo gue si U es

cerrado, también lo es U g-U (por ser unién finita), asi T (II(U))
. get EEE
~es cerrado, por . tanto, II(U) es cerrade. (La topologia cociente

también se puede definir via conjuntos cerrados).
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Mas sobre topologia.
1.7. Espacios compactos.

En esta seccidn daremos algunas definicines y resultados de los
llamados conjuntos compactos de un espacio topoldgico que nos

seran de utilidad mas adelante.

1.7.1 Definicidn.
Un recubrimiente de un subconjunto S de un conjunto X es una

coleccidn de subconjuntos { qu € J } de X tal que S ¢ U Uj;. si el
jeJ
conjunto de indices es finito, se dice que { Uj; j e J } es un

recubrimiento finito.

1.7.2 Definicidn.

Supongamos que { Uj; jed )}y { v k € K } son recubrimientos del
subconjunte S de X. S1 para todo J € J existe un k € K tal que
U= V.

decimos que { Uj; j € J } es un subrecubrimiento del recubrimiento
{ Vk; kK € K }.

~1.7.3 Definicidn.

Supongamos que X es un espacio topolégico y S es un subconjunto.de
X. Decimos que el recubrimiento { Uj; j € 3 } es un recubrimiento
abierto de s si cada qﬁ‘j-é J es un subconjunto abierto de X.

1.7.4 Definiciédn.
Un subconjunto S de un espacio topolégico es compacto si todo
recubrimiento abierto de S posee un subrecubrimiento finito.

A continuacién daremos dos teoremas los cuales enunciamos sin

demostracidn.
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1.7.5. Teorema.

Un subconjunto S de X es compacto si y sélo si es compacto como

espacio dotado de la topologia inducida.m

i.7.6. Teorema.

Sea f:X—Y una aplicacidén continua. Si S5 ¢ X es un subespacio

compacto, f£(S) es compacto.s ,

1.7.7. Teocrema.
A € R" es compacto si y sélo si A es cerrado y acotado.s

1.7.8. Teoremna.
Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracién.
Sea { UJ; j € J } un recubrimiento abierto del subconjunto § < X,

donde cada U&res‘un subconjunto abierto de X. Puesto que U U; 2 s,
: j€J

A UJ;%j € J } v { X-8 } es un recubrimiento abierto de X y como X
es compactoe admite un subrecubrimiento finito que serd de la forma
{ Uk; k €« K} o{ Uk; ke K} v{ X-S }, donde K es finito. Por
tanto, { U;; k € K } es un subrecubrimiento finito de
{ Uj; j € J }, que recubre S. i

1.7.9., Tecorema. (Nimerc de lebesgue).

Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Si { Uj; j e J j
es un recubrimiento abierto de X, -existe un nimero real p>0
(llamado nidmero de lebesque de { Uj; j € J }) tal que todo
subconjunto de X de didmetro menor gue p estd contenido en algln
Uy, 3 e J.

‘Demostracién.
Para cada x € X, elegimos r(x) > 0 tal gque B(X,r(x)) esta
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contenido en algin Ua; % de la = cublerta abierta
{ B(x,r(x)/2); x € X } extraemos una subcubierta finita:

{ B(xi,r(xi)/Z); i=1,...,n }. Sea p = minJ r(xl)/z,...,r(xn)/z 1;

entonces p>0 es el nimero de lebesgue. Pues dado B(x,p), tenemos  §-

que X € B(x1,r(xi)/2) para algin 1 y tal que para algln z € B(X,p)
d(z,x) =d(z,x) +d(x,x) <p +1r(x)/2=1r(x).

1.7.10. Teorema. (Compactificacién por un punto).

Sea X un espacioc topoldgicc no compacto y definamos X° como
X v {w}, donde » es un elemento no contenido en X. Si U es la
topologia de X, definimos U” como U junto con todos 1los
subconjuntos de la forma V v { » }, donde V € X y X-V es cerrado
y compacto en X. Entonces:

a) U” es una topologia en x”.

b) X es un subespacio de X y X° es compacto (X° se llama la

compactificacién por un punto de X).

Demostracisén.

]

a)-@ e Um, vya gque ¢ € U & U

X7 e U ya gque X-X = 2 es compactoc en X y cerrado, luego
X*=Xvu{a} et
 -Sean A1’ A2 e U demostraremos que Al'n A2 e U”,
si A, AE € U entonces A nA € UGS u”.
Si A1 s U, A2 = V v { « } donde X-V es cerrado y compacto,
.entonces _
'A1AA2=A1n(v-u{m_}). Como { @} £ X An (Vu {w})
= Al_n VelUc U (Por ser V abierto en X).
Si A, A son de la forma A =Uv {w}, A =Vu{ =} donde
X-U, X-V son cerrados y. compactos en X entonces
A nA =(Uv{w})n (Vu{we}) =(UnV)uw{a«}
Luego V. n U € U por lo que X-(V n U) es cerrado en X; adenas
tenemos que X-(V n‘U)-= X\V v X\Ues compacto pues es la unidn

finita de compactos, luego entonces X-~(V n U) es cerrado y

compacto; por lo tanto, (Vn U) u { w } € u”.

‘Sea {A} _ A = U” demostraremos que U A e 1” donde algunos de
i€l
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los A pueden ser de la forma Ai = Uﬁq o } donde X\U1 escerrado vy
compacto en X. (El caso en que todeos los Ai € U es claro).

,Consigengmns_xx;U;E%;= N (X\A ) donde X\A es cerrado en XV i eI
ier igl
y también n (X\Ai) ¢ X\V para algln V gue es cerrado y compacto
1€ 1
(tomamos V = Uj para alguna j tal que X\Uj =X\AJ es cerrado ¥y

compacto), luego como interseccidén arbitraria de cerrados es

un cerrado y como ) (X\Ai) es un cerrado contenido en un
i€l
conjunto compacto se tiene que (X\Ai) es cerrado y compacto;por
i€7
tanto se concluye que U A « u” para (A}, ¢ u”.

b)+ X es un subespacio de X ¥y X" es compacto.

(X” se llama compactificacién por un punto de X)

‘X es subespacio de X pues X#o, XsX",y X~ es una topologia;
ademds, si A e (U,X) entonces por definicién A e (U”,X") y A se o :
puede escribir como A = A n X € (U”,X). - '
si A e (U",X) entonces A = (Uv { » }) n X donde X\U es cerrado
Yy gompacto en X, pero A=(U v { = }) n X = U n X =1U que es un
abierto en X. '

‘X es compacto.

Sea { A ; 1 € 1 } una cubierta abierta arbitraria para Xw; come
X~V ¢ X° (donde V es cerrado y compacto) entonces { A i3I}
también es una cubierta ‘abierta para X\V y como X\V es compacto
existe una subcubierta finita { A,....,An } que cubre a X\V.
Luego { A,...,A } v {Vuvu{ e} } es una subcubierta finita
de { A,1 ielI } gque cubre a X

Por lo tanto X es compacto.a




Espacios de Hausdorff.

1.8.1 Definicidn.
Un espacio topolégico es de Hausdorff si para todo par de puntos
distintos x, vy existen conjuntos abiertos U, Uy, gue contienen a

X e y respectivamente, tales gue Ux N Uy = g.

Asi pues todos los espacios metrizables son de Hausdorff; en
particular R" con la topologia usual y cualguier espacio con 1la
topologia discreta es de Hauydorff. Un espacico con la topolegia

burda no es de Haussdorf si tiene mas de un punto.

1.8.2. Teorema
En un espacio de Hausdorff todec punto es un conjunto cerrado.m

De hecho se tiene un resultado mucho mds general.

1.8.3. Teorema.
Todo subconjunto compacto A de un espacic de Hausdorff X es

cerrado.

Demostracién. )

Podemos suponer gue A # o y A = X pues de lo contrario A es va
cerrado y no hay nada que demostrar. Elijamos un punto x € X-A.
‘Para cada a € A existe un par de conjuntos abiertos disjuntos U,
V con x e U y a e v . El conjunto { Vi aeh} recubre A y,
puesto que A es compacto, existe un subrecubrimiento finito

V ¥ v »
{ ai{l) a{2) aln)

" que recubre a A. El conjunto U = U n U Aeee 0 U es un
all) a(2) ain)

conjunto abierto que contiene a x y gue mo intersecta a ningin

ey

Va“); asi pues U ¢ X - A. Resulta que para cada punto x € X - A
existe un conjunto abierto que lo contiene y que estd contenido en
X - A. Esto significa que X - A es abierto y, por tanto A es

cerrado.m
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El tecorema 1.8.3. nos permite demostrar el siguiente importante

resultado.

1.8.4. Teorema.
Supongamos que f:X—Y es una aplicacidén continua de un espacio
compacto X en un espacio de Hausdorff Y. Luego f es un

homeomorfismo si y sélo si £ es biyectiva.

Demostracién.

Obviamente si £ es un homeomorfismo es biyectiva. El reciproco es
el caso mds interesante. Supongamos, pues, que f es biyectiva, por
lo que existe £ '. £f' es continua si y sélo si, para todo

conjunto cerrado V de X, (£ (V) = £(V) es cerrado. Ahora bien,
si V es cerrado en X, V es compacto por 1.7.8, de. donde £f(V) es
compacto por 1.7.6 y por tanto f(v) es cerrado en virtud de 1.8.3,

lo que demuestra la continuidad de £ m

. En el resultado anterior necesitamos las dos condiciones, de
'compaéidad y de Hausdorff. Por ejemplo, si X es el conjunto de los
nﬁmeros reales con la topologia discreta (por tanto no es
compacto) y si ¥ es R con la topologia usual(que es de Hausdorff),
la identidad X—Y es <continua y bivectiva pero no es

homeomorfismo. Por otra parte, si X = {x,y} con la topologia
~discreta (que es compacto) e Y = {x,Y} con la topologia {@,Y,{x}}
(por tanto no es de Hausdorff), 1la identidad es continua vy

biyectiva pero no es un homeomorfismo.

Usando el teorema anterior pueden demostrarse fécilmente muchos
de los homeomeorfismcs de la seccién 1.5. Por ejemplo, la imagen
f(X) de un espacio compacto X en un espacio de Haudorff por una

aplicacidén continua e inyectiva es homeomorfa a X.

Vamos a estudiar ahora la conservacién de 1la propledad de

Hausdorff en subespacios, productos topoldgicos y espacios

cocientes.

1.8.5. Teorema.
Todo subespacio S de un espacio de Hausdorff X es de Hausdorff.s
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1.8.6. Tecrema.
gSean X e Y espacics topoldgicos. XxY es de Hausdorff si y sélo si

X e ¥ lo son.m (C. Kosniowskl. 1986, pag. 59)

Asi pues espacios tales como s'x58'x...x5' son de Hausdorff.

A pesar de que los subespacios de Hausdorff son de Hausdorff vy
los productos de espacios de Hausdorff también lo son, no es
cierto en general que un espacioc cociente de uno de Haudorff sea
de Hausdorff. En efecto, sea X un espacioc de Hausdorff y A un
subespacio de X que no sea cerrado (por ejemplo, X =R, A = (0,1))
Sea Y = X/~, donde ~ es la relacidn de equivalencia de X dada por
x ~ x' si y sblo si x = x'o { %x,x’ } € A (intuitivamente, Y es X
con A colapsado a un punto; al espacio ¥ = X/~ lo designaremos por
X/A). Si dotamos a Y de la topologia cocliente respecto a la
proyeccién natural g:¥X—Y, la preimagen del punto [(x]eX (donde
X, € A) es A, gue no es cerrado en X. Asi pues, el, punto [xo] noe
es cerrado en Y y, por tanto, Y no es de Hausdorff.

Para asequrar que todo espacio cociente Y de un espacio de
Hausaorff X es de Hausdorff necesitamos imponer algunas

restricciones a X. Como ejemplo incluimos el siguiente resultado.

1.8.7. Teorema.
Sea Y el espacio cociente del espacio topoldgico X determinado por
la aplicacidén sobreyectiva f£:X—Y. Si X es compacto de Haussdorff

y £ es cerrada, entonces Y es (compacto) de Hausdorff.

Demostracién. . _

.-Como f es continua,'por el teorema 1.7.6 Y es compacto. Vamos a
probar que Y es de Hausdorff.

Puesto que los puntos de X son cerrados, los puntos de ¥, que son
imdgenes de puntos de X, son también cerradds. Sean Y, Y, dos
puntos distintos de Y. Los conjuntos fd(yl) v fdfya) son
subconjuntos cerrados disjuntos de X. Para cada punto x e fq(yl)
Yy cada puhto a € fd(yJ existe un par de conjuntos abiertos

disjuntos Ux Yy Vx , tales que x € U y a € Vx‘a. Puesto que

a a X,a
fﬂ(yz) es cerrado, es también compacto, y, por tanto, como
{Vx L a € £ (yz) } es un subrecubrimiento de £ (yz) ; existe un

subrecubrimiento finito {an; a € A}, donde A es un subconjunto
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finito de £ (y,)). En

particular, existen conjuntos abilertos disjuntos Ux y Vx con

xeU vy fq(yz) sV dichos conjuntos estan dados por
X

U = U v =U v
x Xy 3, X X,a
aca ag€aA
u n V = g pues de no ser asi, existiria un a € A tal que
X X,a
U n v # o para toda a € A.
X,a X,a

Ahora bien, {U; x « fq(yl)} es un recubrimiento de ifl(yl), gue
es un compacto; por tanto, existe un subrecubrimiento finito
{E&; x € B}, donde B es un subconjunto finito de f_l(yl). Asi

pues, los conjuntos

Uu=Uu, V=V
X X
x€8 xEB
son conjuntos abiertos disjuntos pues de lco contrario existiria

un x € B tal que V n U # & para toda x € B. Ademas V sigue
cubriende a fd(yz) pues para cada x € fq(yl), V; cubre a
fd(ya).Por tanto U y V son conjuntos abiertos disjuntos tales que.
£7(y,) sUyY £(y,) s V. -

Puesto que f es cerrada, por hipétesis, £(X - U) y f£(X - V) son
subconjuntos cerradosde Y, por lo dgue W= Y - f(X - Uy y
W, =Y - £(X - V) son subconjuntos abiertos de Y tales que y, € W
Y v, € Wz' Finalmente hemos de comprobar que W1 n EE = @&,
_ Supongamos pues que Yy € W1 n Wz; entonces y ¢ f(X - 1U)

yy e £(X - V). Por tanto, £ (y) sUnV =2y, porAtantq,

W nW = o.m
1 2
Como corolario obtenemos el resultado siguiente.

1.8.8. Corolario.
Si X es un G-espacio compacto.de Hausdorff con G finito, X/G

también es un espacio compacto de Haussdorff.

Demostracién.
Sea C un subconjunto cerrado de X. Entonces
i (n(e)) = U g-C

geGC _
donde m:X—X/G es la proyeccidn natural. Puesto que la accidn de

g € G sobre X es un homecmorfismo, g-C es cerrado para todo g € G.
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Asi pues, nq(n(C)) es cerrado y, por tanto, w(C) también lo es,

1o que demuestra que T es una aplicacidén cerrada.

Asi, por ejemplo, RP" es un espacio compacto de Hausdorff.

Se puede obtener otro corolario del Teorema 1.8.7 considerando
un espacio X con un subconjunto A € X. Recordemos que X/A dencta
X/~, donde ~ es la relacidén de equivalencia en X dada por.

X ~ %' si y sélo si x =% o x,x' € A
1.8.9. Corolario.

Si X es un espacio de Hausdorff y A es un subconjunto cerrado de X

entonces X/A es un espaclio compacto de Hausdorff.as
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1.9. Espacios conexos.

Intuitivamente un espacic X es conexo si es de una sdla "pieza';
pero, ¢(cémo hay gque interpretar topoldgicamente el término
"pieza"? Parece razonable exigir que los conjuntos abiertos vy
los cerrados en una "pieza® sean abiertos o cerrados,
respectivamente, en el espacio total X. En virtud del lema 4.4,
una "pieza" deberd ser un subconjunto de X abierto y cerrado. Esto

nos lleva a la definicidn siguiente.

1.9.1 Definicién.
Un espacio topoldgico X es conexo si los UGnicos subconjuntos de X
abiertos y cerrados a la vez son 2z y ¥X. Un subconjunto de X es

conexo si es conexo como espacio con la topoclogia inducida.

El siguiente teorema nos da caracterizaciones de 1los espaciocs

COonexos.

1.9.2. Teorema.

Las sigquientes proposicicnes son equivalentes.

a) (X,U) es conexo. _ _

b) X no es la unién de de dos subconjuntos abiertos disjuntos no
vacios de X. |

‘C) no exiéten conjuntos cerrados noc vacios A y B-de X tales gque
AnB=g, X=AuvB. .

d)nd existen dos subconjuntos no vacios A y B de X tales gue
X=AuUBY (AnB)u (AnB) = a.

Demostracién.

Probaremos Gnicamente a) <« b).

Sea X conexo Yy supongamos que X = X, v X, donde X ¥y X, son

subconjuntos abiertos disjuntos de X. Entonces X - X1 = X2 Y, por

tanto, X es a la vez abierto y cerrado, lo que significa que

X1 =2 0XyX =Xo vacio respectivamente. En ningdn caso X es

la unidén de dos subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de X.
Reciprocamente, supbngémos gue X no es la unién de dos
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subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de X y sea U € X. 81 U
es a la vez abierto y cerrado, entonces X - U es también abierto y
cerrado. Asi pues, X seria la unidén disjunta de dos conjuntos
abiertos U vy X - U, por lo que unc de ellos debe ser vacio; esto

es, U=02 0 U= X.n

Por ejemplo el subconjunto s° = {t1} de R no es conexo, ya gue
{1} es a la vez un subconjunto abierto y cerrado de SO; o,
equivalentemente, porque s° es la unién disjunta de los
subconjuntos abiertos {+1} y {-1} de s°. Un ejemplc de un
subconjunto conexo de R lo constituye ([a,b], pero esto es un
teorema. Antes de demostrarlo veamos algunos ejemplos més. Los
ejemplos nos muestran gue debemos tener cuidado con nuestra
intuicién.

Sea X el conjunto de los nilmeros reales con la topologia
{2} v {R} v {(==,%X); X € R}; entonces, todo subcdnjunto'de X es
conexo. Para demostrérlo, sea S un subconjunto arbitraric de X.
_Supoqgamos que F es un subconjunto no vacio de S a’ la vez abierto
Yy _cé;:'rado en S. Podemos, pues, escribir F como Uns=2¢Cn s,
donde U es un abierto en X y C es cerrado en X; esto es,
U = (-=,b) para algin b y C = [a,m) para algGn a. Puesto que
F=UnS=Cn§s, resulta que si x € S entonces x < by x = a (si
existe un X = b entonces C n S # U n S; andlogamente, si existe un
X < a entonces Un 8 # Cn 8). Asi pues,rs $ [a,b) ¥ F = 8 lo que
51gn1f1ca gue S es conexo. | B

Sea ahora X el conjunto de los nGmeros reales con la topologla
¥ definida por: S € ¥ si y s6lo si para cada s € S existe un t > s
jtal que [s,t) € S. En este caso los Gnicos subconjuntos conexos no
vacios de X son los formados por un sélo punto. Para demostrarlo,
.supongamos que gque T es un subconjuntq conexo ﬂo vacioc de X y sea
X un punto de T. El subconjunto [X,xX + £) de X es a la vez abierto
Yy cerrado para todo £ > 0. Asi pues [x,x + €) n T es un
subconjunto abierto ¥y cerrat_io"r de T. Puesto que T es conexo y
(¥, X + €) nT = g, resulta que {x, x + ) nT = T'bara todo £ > 0
Pero esto es sdlo posible si T = {x}. Claramente los puntos son
conjuntos conexos y asi los Gnicos subconjdntos conexos no vaclos
de X son ios formados por un punto.

Llegamos ahora a la demostracién de que el subconjunto [a,b] de
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R (con la topologia usual) es conexo.

1.9.3. Teorema.

El intervalo [a,b] € R es conexo.

Demostracidn.

Supongamos que {a,b] es la unién disjunta de dos conjuntos
abiertos U, V de [a,b]. Supongamos también que a € U. Obsérvese
que U y V son también cerrados en [a,b] y, por tanto, puesto que
[a,b] es cerrado en R, también son cerrados en R. Sea h la minima
cota superior del.conjunto

{ ue U; u<v para todo v € V } .

(este conjunto no es vacio puesto gque contiene al punto a). Puesto
gque U es cerrado, h € U. Ahora bien, (h - £¢,h + €) n V # @ para
todo € > 0 (de lo cpntrario h no seria una cota superior) Y en
virtud del lema 1.7, h € V, ¥ desde luego, h € U n V, obteniendo

una contradiccién, que nos prueba que [a,b] es conexo.s

1.9.4. Teorema.
La imagen de un espacio conexo por una aplicacién continua es

" conexa.

Demostracién. 7

Supongamos que X es conexo y que f:X—Y es una apliCacién continua
sobre. Si U es abierto y cerrado en Y, entonces fd(U) es abierto
y cerrado en X, lo que significa que £ U) =2 o Xy pof tanto U =

@ o ¥. Asi pues, Y es conexo.a

1.9.5 Corolarlo.
Si X e Y son espacios topolégicos homeomorfos, X es conexo si y

sdlo si Y 1o es.m

Del Teorema 1.9.4 deducimos que la circunferenéia s' es conexa
puesto que existe una apllcac1on continua exhautiva f: [0 11 — st
definida por £(t) = (cos(2nt), sen(2mt)) e st ¢ R?

Para probar que los intervalos de la forma [a,), (a,b] vy (a,b)
son conexos hacemos uso del siguiente resultado. | |
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1.9.6 Teorena.
Supongamos gque { Yj; j € T } es una coleccién de subconjuntos

conexos de un espacioc X. Sin Y # @, entonces Y = U ¥ es conexo.
JE€J je1

Demostracidn.

Supongamos que U es un subconjunto abierto y cerrade no vacio de
Y. Entonces, para algan i, U n Y # @, y UnyY es a la vez
abierto y cerrado en Yi; pero, puesto gue Yi es conexo, U n Y:= Yi
Yy, por tanto, Yi < U. El conjunto Yi intersecta a todos los otros
YJ, j € T y, por tanto, U intersecta también a todos 1los YJ,
j € J. Repitiendo este razonamiento deducimos que Yj € U para todo

3 € J y, por tanto, U = Y.n

El hecho de que los subconjuntos [a,b), (a,b] y (a,b) de R sean
conexos resulta del Teorema 1.9.3, del corolario 1.9.5 y de
[a,b) = U {a,b - (b - a)/2"]

aZ1 . _ S
etc. De manera andloga se deduce que el propio R y los intervalos

de la forma [a,»), (==»,b], (=w,b), (a,w) sSon conexos.
El d4ltimo resultado que demostraremos se refiere al producto de

espacios conexos.

1.9.7 Teorena. ‘
Sean X e Y espacios topoldgicos. XxY es conexo si y sélo si X e ¥

son ambos. conexos.

Demostracién.

VSupongamos ‘que X e Y son _éonexps. Puesto que X ‘= Xx{y} e
4 {x}xY¥, para todo X e X,'y € ¥, resulta que Xx{y} Yy {X}xY¥ son
_conexos. Ahora bien, (Xx{y}) n ({x}x¥) = {(%X,Y)} = 2 y, por tanto,

(Xx{y})y v ({x}xY) es conexo por el Teorema 9.6. Podemos escribir

R

XxY de la forma

XY = U ((Xx{y}) v ({xIx¥))
] xeX - A
para algin y € Y fijo. Puesto que N ((Xx{y}) v ({x}xY)) = a,

deducimos que XxY es conexo.
Reciprocamente, supongamos due XxY es conexo. Del Teorema 1.9.4
y del hecho de que nx:XxY—ex y m:iXx¥—Y son aplicaciones

continuas sobreyectivas, resulta que X e Y son conexos.
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De los resultados anteriores se deduce que R® es conexo.

1.10. Caminos y Espacios arco-conexos.

Antes de definir.lo que son los espacios arco-conexos necesitamos
el concepto de "camino". Un camino en X es una aplicacién continua
f: [0,1] — X. El punto f£{0) se llama origen del camino y el punto
f(1) el final. Decimos que £ une £(0) y £(1) v que f es un camino
de £(0) a £(1).(Alguas veces se usa el término arco en lugar de
camino.)

Obsérvese que el camino es la aplicacién f y no la imagen
£([0,1)); la‘imagen se llama una curva de X.

Normalmente pensaremos en el pardmetro t e [0,1] como el
tlempo, con lo que f(t) es nuestra posicidén en el -instante t.

EL ejemplo mis sencillo de camino es el camino constante
ex:_{o,l] — X, definido por ex(t) = X para todo t € [{0,1], donde
X es un punto de X. En este camino pasamos todo nuestro tiempo en
el mismo punto x € X. | o

Existen dos métodos sencillos, pero importantes, para obtener
nuevos caminos a partir de unos obtenidos anteriormente. Los
daremos en el préximo lema. El_primer método asocia a cada camino
f un camino £ que escencilmente recorre a f en sentido\édntrario.
- El segundb, une dos camines £, g (cuando sea posible, es decir,
con la condicién de que £(1) = g{0)) para dar otro camino f*xg. -

1.10.1. Lema. :

(a) si £ es un camino de X . ¥y T estd definido por f(t) = f(;-t),
entonces f es también un camino de X. ’ '

(b) 8i £ v g son dos caminos de X tales que el punto final de £

coincide con el origen de g, la funcién f*g: [0,1] —» X definida

por

) () { £(2t) si 0=t = 1/2
*g ==

g(2t-1) si 1/2 = t =1

es un camino de X.
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decir, E es convexo si con cada dos puntos contiene el segmentc de

linea recta gque los une.

En particular, todo intervalo de R' es arco-conexo.
Los resultados 1.10.4 - 1.10.7 gque damos a continuacidén son

andlogos a los resultados 1.9.4 -1.9.7.

1.10.4. Teorema.
La imagen de un espacio arco-conexo por una aplicacidn continua es

arco-conexa.

Demostracién. .

Supongamos que X s arco-conexo Y que g!: X — Y es una aplicacidn
continua y sobre. Si a, b son dos puntos de Y, entonces existen
dos puntos a‘’, b’ de X tales que g(a’} = a y g(a’) = b. Puesto que
X es arco-conexo existe un camino £ de a’ a b’. Pero entonces ¢gf
‘es un camino de a a b, lo cual demuestra qﬁe Y es arco-conexo.s

'1.10.5. Corolario.
Si X e Y son espacios topoldégicos homeomorfos, X es arco-conexo si

y s6lo si ¥ lo es.wn

Del teorema se deduce due 's' es aréo—conexo. Podemos éntqnées
demostrar dque rR™!- { 0 1}, s™ y RP" son arco-conexos para n = 1
(para R™- { 0 }, ya que todo par de puntos de R™'- { 0 } ests
en alguna circunferencia que no pasa por { 0 }; para S" y RP", ya
. que son imdgenes continuas de R™'- {0 ¥W.
1.10.6. Teorema.

Supongamos'que { YJ_;, j € J } es una coleccién de subconjuntos

arco-conexos de un espacio X. Sin Y # @, entonces Y =U Y es

jeJs . J&J
arco-~conexo.

Demostracién.
Supongamos que a, b € ¥; entonces, a € Yk y b e Y1 para ciertos

k, 1 € J. Sea ¢ un punto arbitrario de n ¥ . Puesto que
jeds

Yk €s arco-conexo y a, C € Yk existe un camine £ de a a c.
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decir, E es convexo si con cada dos puntos contiene el segmento de

linea recta que los une.

En particular, todo intervalo de R' es arco-conexo.
Los resultades 1.10.4 - 1.10.7 que damos a continuacidén son

andalogos a los resultados 1.9.4 -1.9.7.

1.10.4. Teorema.
La imagen de un espacio arco-conexo por una aplicaciédn continua es

arco-conexa.

Demostracién. .
Supongamos dque X es arco-conexc Y que g: X — Y es una aplicacidén
continua y sobre. Si a, b son dos puntos de Y, entonces existen
dos puntos a’, b’ de X tales que g(a’) = a y g(a‘) = b. Puesto que
X es arco-conexo existe un camino f de a‘’ a b’. Pero entonces gf
es un camino de a a b, lo cual demuestra que Y es arco-conexo.ms

1.10.5. Corolario.
Si X e Y son espacios topoldgicos homeomorfos, X es arco-conexo si

y s6lo si Y lo es.s

Del tecrema se deduce que s' es aréo—conexo.' Podemos entonces
demostrar gue R™'- { 0 }, 8" y RP" son arco-conexos para n = 1
(para R™'- { 0 }, yva que todo par de puntos de R™'- { 0 } esta

en alguna circunferencia que no pasa por { 0 }; para s” y RP", ya

_que son imigenes continuas de R™'- {0 }).

1.10.6. Teorema.
Supongamos gue { Yj; i € T } es una coleccién de subconjuntos

arco-conexcs de un espacio X. Sin ¥ # @, entonces Y =U Y es
jeg jes !
arco-conexo. ' :
Demostracidn.
Supongamos que a, b € Y; entonces, a e Yk ¥ b = Y1 para ciertos
k, 1 € J. Sea ¢ un punto arbitrario de n Y . Puesto gque
- jeJ
Y es arco-conexo y a, C € Y existe un camino f de a a c.
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Andlogamente existe un camino g de c a b. Entonces, el camino

n = f£*g dado por

£(2t) si 0

1A
(1.
1A

1/2,
h(t) =

A
ot
1A
ol

g(2t-1) si 1/2

es un camino de a a b.m

El resultade anterior nos proporciona una forma alternativa de
demostrar que R™'- { 0 } (y, por tanto, S"y RP%) es arco-conexo

para n = 1.

1.10.7. Teorena.
Sean X e Y espacios topolégicos. XxY es arco-conexo si y sdlo si X

e Y lo son.

Demostracidn.
Es idéntica a la del Teorema 1.9.7, sélec hay que reemplazar la

palabra conexo por arco-—-conexo.

Los resultados anteriores no nos deben hacer pensar que no hay
diferencia entre conexidén y conexién por arcos. El1 teorema

‘siguiente nos muestra que si la hay.

1.10.8. Teorema.
Todo espacio arco-conexo es conexo. No todo espacic conexo es

arco-conexo.

Demostracién.
Supongamos que X es un espécio arco-conexo. Vamos a probar que X.
es conexo. Para ello sea - X = U v V con U, V abiertos no vacios.
‘Puesto que X es arco-conexo Yy U, V son no vacios, existe un camino
£: [0,1] — X con £(0) € U, f(1) € V. Puesto que [0,1] es conexo,
-también lo es £([0,1])y, por tanto, U n £([0,1]), V n £([0,1]) no
Pueden ser disjuntos. Asi pues, U, V no pueden ser aisjuntos, dé
donde X es conexo.

Para demostrar gque no todos Ilos espacios conexos  son

arco-conexos daremos un ejemplo conocido con el nombre de el peine
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y la pulga a(véase la figura 1.10.1). Consideremos el subconjunto

¥ € C dado por X = A v B con

A= {11} (la pulga),
B=1{[{0,1]v{ (l/n) +vyi; neN, 0=y s 1} (el peine)

Figura .1.10.1. El peine y la pulga.

- Afirmamos que X es conexo_pefo no arco-conexo. Para probar gque X
es conexo observemos primero que B es arco-conexo (aplicando el
Teorema 1.10.6 a B = [0,1] v { (1/n) + _yi,--os'y =1}, neN, el

cual es arco-conexo para toda n y después a Bn que es no
) ' neN
vacio,). De ahi, B es conexo. Supongamos que U es un subconjunto

abierto y cerrado de X. Podemos suponer que A £ U (de lo contrario

el complementario de U seria un subconjunto abierto y cerrade de X
gque contendria a A). Puesto gue U es abierto e i € U, existe un ¢
> 0 tal que .
{x; | i-x | < e } nX < U. _
Sea n un entero tal que (1/n) + i € U; (pues la sucesién {(1/n)+i}
converge a i cuando n — @) en particular,'U n B * . Pero b es
coheko‘y U n B es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio de B}
asi pues, U n B = B, es decir B ¢ U. Pero, puesto gque X = A v B y
A € U, resulta que U = X, si observemos que si escogemos X = U
entonces - estamos escogiende el vacio, por lo que los tnicos
conjuntos cerrados y abiertos a 1la vez son 2 y X; por lo gue X es
conexo.

Para demostrar qgue X no es arcoconexo, vamos a ver que el dnico

camino de X con origen i € X es el camino constante. Sea f un

camino de X que empiece en i € X. Puesto que 1 es cerradc en X,
£71(i) es cerrado en [0,1]; ademas f (i) * o ya que 0 e £ '(i).

64




sea U el subconjunto abierto de X dado por

U=Xn{zeC; |z-i|] < 1/2 }
si ¢, € fﬂ(i), la continuidad de £ implica la existencia de un
e > 0 tal que f(t) € U siempre que [t-tol < e&. Vamos a ver que
f((tb - £, t0 + g) n [0,1]) = 1i. En efecto, supongamos due
|t1 - to| < e y f(t) € B. Puesto que U n B es la unién de
intervalos disjuntos, el intervalo que contiene a f(t1) es a la
vez abierto v cerrado en U (ablerto ya que U es abierto, y cerrado
ya que el intervalo es de la forma { (1/n) + yi; 0sy =1 } n U
para algin n e N). Pero esto contradice el hecho de que
f((t0 - g, 1:0 + €) n [0,1]) sea conexo. Asi pues, i

(t, =€, £, +€) n [0,1] ¢ £71(1). iR
Hemos pues demostrado que si t0 € fd(i) entonces ;_J

(t, - &, £ + &) n [0,1] § £ (i), o]
lo que significa que fd(i) es abierto. Puesto gque fq(i)es
también cerrado y [0,1] es conexo, resulta que fd(i) = [0,1], o,
en otras palabras f([o, 1j) = i, No existe por tanto ninglin camino
entre i € Xy cualquler otro punto B € X, por lo que X no es un

espac:l.o arco-conexo, como querlamos demostrar.

El siguiete resultado da condiciones necesarias y suficientes en. . -
R" para la equivalencia de subconjuntos conexos y arco-conexos.

1.10.9 Teorema.
Todo subconjunto conexo abierto no vacio E de R" es arco-conexo.

Demostra01on.“
Sean p € E y F el subconjunto de E formado por los puntos de E que
pueden unirse a p por un camino de E. Afirmamos que F es abierto.
Para probarlo sea g € F ¢ E. Puesto que E es abierto, existe un
n-disco abierto D £ E con centro (,esto es |

gebD={%; | gx || <¢e}
para un € > 0 conveniente. El n-disco abierto D es arco-conexo (ya'
que es homeomorfo a R") y, por tanto, cualqﬁier punto de D puede
unirse a g por un camino de E, y por .tanto, cualguier punto de D
puede unirse a p (usando composiciédn de caminos), de donde

g € DS F. Asi pues, F es abierto.
Afirmamos también que F es cerrado. Para verlo consideremos G
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E - F; G consta pues de aquellos puntos de E gue no pueden unirse
a p por un camino de E. Por un razonamiento similar al anterior
podemos demostrar que G es abierto:
para probarlo sea g’ € G & E. Puesto que E es abierto, existe un
n-disceo abierto D’ € E con centro gq’,esto es

Q' €D’ = {%x; | ¢'~x || <€’} cE
para un £’ > Q0 conveniente. El n-disco abierto D’ es arco-conexo
pero ningin punto de D’ puede unirse a p por un camino de E, pues
de existir algin x € D’ con dicha propiedad, por ser 4D’

arco-conexo, existiria un camino de g’ a x y usando composicién de

caminos tendriamos que existe un camino de ¢’ a p, lo cual implica

que g’ € F que es una contradiccién. Por tanto g € D’ § G, y asi,

G es abierto; y, por tanto, F es cerrado.
El subconjunto F es no vacio, abierto y cerrado; puestc que E es

conexo F = E y, por tanteo, E es arco-conexo.
1.10.10. Definicién.

Se dice que un espacio X es localmente arco-conexo si para todo
¥ € X todo entorno abierto de x contiene un entornc abierto

arco-conexo de x.

- Asi pues,si X es localmente arco-conexo y U & X es ablierto en X

entonces U es localmente arco-conexo, puesto gque todo abierto en

U es abierto en X.
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CAPITULO II . , B
n-variedades y la clasificacién de las 2-variedades
2.1. n~-variedades.

2.1.1. Definicién.

Sea n un entero positivo. Una n-variedad n-dimensional es un
espacio de Hausdorff tal que cada punto tiene un entorno abierto
homeomorfo a la bola abierta n-dimensional (U'= { x € R"; IlxI<1 })
Por brevedad, la llamaremos usualmente "n-variedad".

Ejemplos.
1.E1 espacio euclideo R" es obviamente una variedad
n-dimensional. Podemos mostrar facilmente que la esfera unidad de

dimensién n

s"={xeR™; Ixl =1}
es una n-variedad. En efecto, para el punto x = (1, 0, ..., 0}, el
conjunto (xl, ey xmd) e s x > 0 es un entornc abierto con las

propiedades exigidas, como puede verse por proyeccidn ortogonal
sobre el hiperplano delmmq-definido'pdr X = 0. Para cualquier
otro punto x e Sn,_exisﬁe una rotacidén que transforma x en el
puntoe (i, 0, ..., 0). Dicha rotacién es un homeomorfismo de S§"
sobre si mismo; por lo tanto x tiene también un entornc del tipo

‘deseado.

2.81i M' es una variedad n-dimensional, cualquier abierto de M" es
también una variedad n-dimensional. La demostracién es inmediata

de la definicién.

3.5i M es wuna variedad m-dimensional y N una. variedad

n-dimensional, el espacio producto MxN es una variedad

(m+n) ~dimensional. Esto se sigue del hecho de que UU" es
homeomorfo a U"". Para demostrarlo observemos que, si k es un
entero positivo cualquiera, U° es homeomorfo a RY, y R"xR" es R
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+
homeomorfo a R™ .

ey

2.2.Variedades orientables, no orientables y compactas.

L.as variedades conexas de dimensidén n, n > 1, estan divididas en
dos clases: orientables y no orientables. Trataremos de aclarar
bien la diferencia sin esforzarnos en una precisidén matematica.

Consideremos, primero, el caso n = 2. Podemos dotar de una

orientacién al plano euclideo R® Y, en general, a una pequefia
regidén del plano, de vérias maneras. Por ejemplo, podemos fijar
cudl de las dos clases de sistemas de coordenadas del plano sera
considerada positiva y cudl como negativa. Otra manera seria fijar
el sentido de rotacién en el plano, alrededor de un punto, gue se
considera como positivo y el que se considera como negativo.
Imaginemos un microbio o algGn ser de dimensidén 2, inteligente,
sujeto a moverse en un plano; uné vez que que él ha decidide 1la
eleccidn de una orientacidén en cualguier punto del plano, puede
llevar esta eleccidn consigo al desplazarse. Si dos de estos seres
coinciden en orientacidén en un punto dado del plano, y uno de
ellos hace un 1largo viaje a otro punto distante del plano y
“eventualmente vuelve al -punto de partida, ambos seres coincidiran
ain en la eleccién de la orientacién.

Consideraciones andlogas se pueden aplicar a cualquier variedad
conexa de dimensién 2, ya que cualquier punto tiene un entorno
homeomorfo a un entorno de un punto del plano. Aqui nuestros dos
seres hipotéticos coinciden en la eleccidén de la orientacién de un
punto. 8in embargo, es posible que, tras el regreso de uno de
ellos de un largo viaje a algln punto distante de la variedad, se
encuentren con que sus orientaciones ya no coinciden. Este
fendmeno puede suceder incluso suponiendo que ambos han tenido
cuidado extremo en ir manteniendo una comprobacidén precisa de 1la

orientacidén positiva.

El ejemplo mds simple de variedad 2-dimensional que presenta

este fendémeno es la famosa banda de Mobius. Como sabemos podemos
construir una bande de Mdbius tomando una tira rectangular de
papel, larga y estrecha, y pegando los extremos en sentidos
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K— A
B

opuestos (véase figura 2.1.1).Matemdticamente, una banda de M&bius

Y g
Y

Unir el borde ABC al A'B'C’

Figura 2.1.1 .
es un espacid topoldgico que podemos definirlo como sigue.
De51gnemos por X el 51gu1ente rectangulo del plano:
= { (x,y) € R®: -10 = x < +10, -1 < y < +1 }

Formemos‘entonces_el espacio cociente de X obtenido al identificar
los puntos (10,y) y (-10,-y) para -1 < y < +1. Obsérvese qué los
dos bordes del rectangulo se omiten. Esta omisidn es escencial; en
caso contrario el resultado no seria. una variedad (seria una
variedad con borde, concepto que estudiaremos mas tarde, en esta
misma seccidn). Podriamos definirla también mediante un
subconjunto de R’ que fuera'homeomorfc al espacioc coéciente que
acabamos de describir. _

Como qulera que definamos. la banda de Mdébius, la linea central
de 1la tira rectangular pasa a ser un circulo tras la unién o
identificacién de los dos extremos. Si nuestro ser imaginario
partiera de cualquier punto de esta circunferencia con- una
determinada orientacién y diera una vuelta a la circunferencia
llevando consigo esta orientacién, al volver al punto inicial su
orientacién original estaria invertida. De un camino tal en una
variedad diremos que invierte la orientacién. De un camino que no
tenga esta propiedad diremos que conserva la orientacidén. Por
ejemplo cualquier <camino cerrado del plano conserva la
orientacién. ' ”

Por definicidn, una variedad 2-dimensional conexa es
orientable si todo camino cerrado conserva la orientacidén; una

variedad 2-dimensional conexa es no orientable si existe al menos

un camino gue invierte la orientacidn.
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Consideremos ahora la orientabilidad en variedades de dimensién
3. Podemos dotar de una orientacidn al 3-espacio euclideo, o a una
pequefia regién del mismo, fijando la clase de sistemas de
coordenadas considerada como positiva y la clase considerada como
negativa. Otra manera seria fijar el tipo de hélice, o rosca de
tornillo, gue se considera que avanza en sentido directeo, y el que
lo hace en sentido inverso. Podemos ahora decir gque un camino
cerrado de un 3-variedad invierte o conserva la orientacidédn segln
gque un viajero que recorra el camine vuelva o nc al punto inicial
con los sentidos directo e 1inverso, gque se han elegido
inicialmente cambiados. Si nuestro universo no fuera orientable,
un austronauta que hiciera un viaje a lo largo de un camino que
invirtiera la orientacidén, volveria a la tierra con los lados
derecho e izquierdo de su cﬁerpo cambiados: Su corazdn no estaria
ya en su costado izquierdo, etc.

Existe una generalizacidn de la banda de MBbius para dimensidn
3, dque nos proporciona un ejemplo sencillo de 3-variedad no
orientable. Sea : _

X={ (x,¥,2) € R3: -10 = x = +10, -1 <y < 41, -1 < z < +1 }
Formemos un espacio cociente de X por identificacién de los puntos
(10,v¥,2) v (=10,-y,z) para -1 < y < +1 y =1 < z < +1. Este espacio
puede ser considerado también como producto de la banda de M&bius
ordinaria por el intervalo { z € R: -1 < 2 < +1 }. En todo caso,
el segmento -10 = x = +10 del eje X, pasa a ser un;circulo,después
de 1la identificacién, este circulo es un camino-que invierte la
orientacién de la 3-variedad resultante.

Para poder dar definiciones andlogas en el caso de
n-variedades, tenemos primeroc que distinguir entre dos clases de
sistemas de coordenadas en un n-espacio euclideo. Esta distincién
puede hacerse como sigue. Si tenemos dos sistemas de coordenadas,
-cualguier punto x tiene coordenadas (%, ...,'xn) Y (X!, ..., %I
en los dos sistemas, y estas coordenadas estan relacionadas por

ecuaciones del siguiente tipo:
n

r = ] =
X/ j?laux1J + b“_ i i, 2, ..., n.

Las aiJ Y blJ que aparecen, son numeros reales que no dependen del
punto x escogido. Adem&s es un hecho conocido que el determinante

de las a ,
1j-f:_
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es distinto de cero. Decimos gue estos dos sistemas de coordenadas
son de la misma-.clase si este determinante es > 0. De las
propiedades clasicas del determinante de un sistema de ecuaciones
lineales tal como el anterior, se sigue que la relacidén "ser de la

misma clase" es una relacidn de equivalencia entre sistemas de

coordenadas de R', y que hay exactamente dos clases de
equivalenéia. Elegir una orientacién de R" es elegir una de estas
dos clases de equivalencia de sistemas de coordenadas como clase
distinghida. Podemos designhar a un tal sistema de coordenadas con
" algin adjetivo como "positivo" o "directo". '

Una vez que se ha escogido la clase de sistema de coordenadas
distinguida, un camino que invierta o conserve la orientacién. en
una n-variedad conexa se define, escencialmente, del mismo modo
que para vériedades de dimensidén 2 y 3. La Gnica diferencia es que
tenemos escasa intuicién geométrica pafa guiarnos en. los casos de
dimensién superidr., En el desarrollo completc de este tema es
necesario entrar en mpchos mas detalles para conseguir un rigor
matemd&tico. ' . ‘

En cualquier caso, es posible - definir el concepto de
orientabilidad y no orientabilidad para las n-variedades conexas.
El espacio euclidec R" vy la esfera S" son ejémplos de n-variedades
orientables. Podemos definir sin dificultad una generalizacién
para dimensién n de la banda de M&bius, que es una n-variedad no

orientable. Consiste en el producto de una banda de Md&bius

. . . . . 2 -2
ordinaria y una bola abierta de de dimensién n-2, U" -.
En el resto de esta seccidn nos referiremos principalmente a

variedades 2-dimensionales; por tanto, nc insistiremos md&s en

estas cuestiones.
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Ejemplos de 2-variedades conexas compactas.,
Para ahorrar palabras, de ahora en adelante nos referiremos a una
2-variedad conexa como una superficie. El ejemplo mds sencillo de
superficie compacta es la esfera SZ; otro ejemplo importante es el
toro. De una manera imprecisa, un toreo puede describirse como
cualgquier superficie homeomorfa a la superficie de una rosguilla o
de un anillo sélido. Con mds precisidén puede definirse asi:
(a) Cualquier espacio topoldégico homeomorfo al producto de dos
circunferencias, s'xst.
(k) Cualquier espacio topoldégico homeomorfo al siguiente
subconjunto de R:
{ (%,y,2) € RO [(x* +y)"* =212 + 22 =1}
[Este conjunto se obtiene por rotacién del circulo
(x—2)2 +z° =1 del plano xz, airededor del eje z].
(c) Sea X el cuadrado unidad en el plano R%:
' { (x,y) eRP: 0=x=1, 0svys= 1},
Entonces un toro es cualguier espacio topoldgico homeomorfo al
espacio cociente de X obtenido‘por identificacién de los lados
cpuestos del cuadrado X seglin las siguientes reglas: Se
‘identifican 1oé puntos. (0,y) y (l1,y) para 0 = y = 1, y los
puntos (x,0) yv {x,1) para 0 = x = 1.

Consideraremos conveniente indicar simbélicamente ¢dmo se lleva a
cabo la identificacién,_mediante un diagrama comc el de la figura
2.1.2. Los lados que se‘identifican estan indicados con la misma
letra del alfabeto, y las identificaciones deben hacerse de forma
que las direcciones indicadas por las flechas coincidan.

Otro ejemplo de superficie compacta es el plano proyectivo real
(al que , por brevedad designaremos como planc proyectivo). Debido
a gue no es homeomorfo a ningln subconjunto del plano euclideo R®,
el plano proyectivo es mucho mas dificil de visﬁalizar que la
esfera o el toro. ' '

Recordemos la definicidn:

Llamamos plano proyectivo al espacio cociente de la esfera s?

‘obtenido por identificacién de cada par de puntos diametralmente
opuestos. Cualquier espacio homeomorfo a este cociente también 1lo

llamaremos plano proyectivo.
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Para quien haya estudiado Geometria proyectiva, explicaremos

porgue a esta superficie se la 1lama plano proyectiveo real. En el
estudio de la Geometria Proyectiva plana, un punto tiene
oordenadas homogeneas {x b x_} donde x X X son Numeros
C O: 1 » 2 0) 1 ] 2
reales ¥ al menos une de ellos es distinto de cero. £l termino
" " 0 1 ¥ )
homogeneas significa ue (x X x_) (x X x')
g q q Ol 1 » 2 Y 0) 1 3 2
representan el mismo punto si y solo si existe un numero real A

(necesariamente #0) tal que

X = Ax’ i=o0, 1, 2.
i i
a
b A hb
1
7 Fig. 2.1.2 i
$ o - i g
Construccldn de un toro o
I
‘E'!."'
- o
51 interpretamos (xo , ' X ' x2) como coordenadas euclideas E
i
3 ’ .
ordinarias de un punto de R, vemos que (xo, xl , x2) b4
(xc”, x; . xé) representan el  mismo punto del plano proyectivo si

v solo si estan ‘sobre una  misma recta que pase. "por | el origen. Ast

pues, podemos . reinterpretar un punto . del plane proyectivo COma una

recta de R que pase por el origen. La cuestion inmediata es como

dotar de una . topologia al conjunto de todas las rectas que pasan
. 3 : : okl
por- el origen de R 7 Quizas la manera mas facil, es observar que ﬁ;
3 ‘ it
cada recta de R que . pasa por el origen corta a - la esfera unidad ':;
2 . ' . ) o
'S en un par de puntos diametralmente opuestos. Esto - nos conduce "“
| N
r ]

a la definicion anterior.

Eaai iy B T b

Sea H = . { (X,y,2) € §%: z =2 0 } el hemisferio superior cerrado
de s’. Es evidente que, cada par de puntos de s? diametralmente
Opuestos, al menos uno se encuentra en H. Si los dos puntos se

encuentran en H entonces estdn sobre el ecuador, que es el borde
de H. Asi, pues, podemos definir también el plano proyectivo como
@l espacio cociente de H obtenide per identificacién de puntos

diametralmente opuestos del borde de H. puesto que H es obviamente
homecmorfo al disco unidad cerrado E° del plano,
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E°= { (X,y) € R°: x* + y° = 1},

el espacio cociente de E° obtenido por identificacidén de los
puntos diametralmente opuestos del borde es un plano proyectivo.
Pero E® puede sustituirse por cualquier espacio homeomorfo,en
particular un cuadrado. Asi pues, un plano proyectivo se obtiene
identificando los ladecs opuestos de un cuadrado tal como se indica
en la figura 2.1.3.

Se ve facilmente que el plano proyectivo no es orientable; de

necho, contiene un subconjuntoc homeomorfo a una banda de Mdbius.

-~

d

Fig.2.1.3
Construccién de un plaho proyective a partir de un cuadrado.

Indicaremos ahora cOmo se pueden dar muchos més ejemplos de
superficies compactas formando lo que se llaman sumas conexas.
Sean's1 Y S2 dos superficies disjuntas. Su suma conexa, designada
por S, # S, estd formada practicando un pequefio agujerc circular
en cada superficie y pegando entorices ambas superficies a lo largo
del borde de estos égujeros. Para - ser precisos, escojamos
subconjuntos Di € Sy D2 c 5, tales dque D1 y D, sean discos
Vcerrados (es decir, homeomorfos a Ea). Sea S: el complemgntario
del interior de Di en Sl, i =1, 2. Escojamos un‘homeomoffismo h
del circulo borde de D1 sobre el circulo bqrde de sz Entonces
S, # S, es el espacic coclente de SR Sé obtenido identificando
los puntos x y h(x), para todo x del borde de D1' Estd claro que
S1 # S2 es una superficie. Parece natural, y puede ser demostrado
rigurosamente, gue el tipo topoldgico de S, # S, no depende de la
elecciébn de 1los discos D vy D, ni de 1la eleccidén del

1
homeomeorfismo h.

- Ejemplos. .
1. &i S1 es una 2-esfera, entonces s1 # S2 es homeomorfo a S1'
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2. §8i S1 Y S2 son dos toros, entorices S1 # 52 es homeomorfo a la
superficie ‘de un bloque que tenga dos agujeros gue lo perforen.
(Se supone desde luego, que los agujeros no estds tan juntos que

sus bordes se togquen o intersecten.)

3. Si 81 Y 82 son dos planos proyectivos, S1 # 82 es una
"botella de Klein", esto es, homeomorfo a la superficie obtenida
por identificacién de los lados opuestos de un cuadrado como
muestra la figura 1.4. Podemos probar esto por la técnica ‘"cortar
y pegar", como sigue. Si S, es un plano proyectivo, D, ¢ 5 es un
disco cerrado, entonces S;, complementario del interior de D, es
homeomorfo a una banda de Mobius (incluido el borde). En efecto,
consideramos S, como el espacio obtenido por identificacién de los
puntos diametralmente opuestos del borde del disco unidad E° en
R®, podemos elegir D, como la imagen del conjunto
{ (x,y) € E: |y| =z 1/2 } por la identificacidn, y entonces queda
clara la veracidad de la afirmacidén. De agui se deduce Que S, # S,
se obtiene pegando dos bandas de Mdbius a lo largo de sus bordes.
Por otra parte, la figura 2.1.5 nos muestra cémo corta cémo cortar
una botella de Klein para obtener dos bandas de M&bius. Cortamos a
lo largo de las liﬁeas AB’ y BA’; tras la identificacidn, este

corte pasa a ser un circulo.

Consideremos ahora algunas propiedades de esta operacién de

formar sumas conexas.

A )

N

Figura.2.1.4
Construccidén de una botella de Klein a partir de un cuadrado.
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Figura.2.1.5
La botella de Klein es la unién de dos bandas de Mdbius.

De nuestras definicidnes resulta claro que no hay distincién
entre S1 # Sa; es decir, la operacidn es conmutativa. No existen
dificultades en ver que las variedades (S1 # Sa) # S, Y

81 # (S2 # Sa) son homeomorfas. Asi pues, vemos gue la suma conexa

es una operacidén conmutativa y asociativa en el conjunte de clases
de homeomorfia de superficies compactas. Aln mas, el'ejemplo 4.1
muestra que la esfera es un\elemento identidad o neutro, de esta
operacidn. No debemos apresurarnos a concluir que el conjunto de
clases de homeomorfia de superficies compactas es un grupo con
esta operacidn: No existen inversos. sélo forma lo gue se llama un

semigrupo.

La suma conexa de dos variedades orientables es a su vez

orientable. Por otra parte, si S, © 8§, no es orientable, tampoco

lo es S1 # Sz.
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2.3. Enunciado del teorema de clasificacién

para superficies compactas

En la seccidén anterior hemos visto ¢émo podian construirse
ejemplos de superficies compactas formando sumas conexas de varios
toros y/o planos proyectivos. Nuestro teorema principal asegura
que estos ejemplos agotan todas las posibilidades. De hecho, es
inclusoc un poco mas fuerte, pues no necesitamos considerar
superficies que sean sumas conexas de toros y planos proyectivos a

la vez.

Tecrema 2.3.1
Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a una suma
conexa de toros, © a una suma conexa de planos proyectivos.([2]

(Massey. 1967. pag 10).

variedades con borde

El concepto de variedad con borde es una ligera generalizacidn del

de variedad.

2.3.2. Definicién.
Una variedad n-dimensional con_borde:es-un-espacio de Hausdorff
+al gue todo_punto tiene un entorno abierto homeomorfo al discb
abierto U" o bien al espacio ' o |

, { (%, %X, «-uy xn)'e U x, =0}
El conjuntc de de todos los puntos que tienen -un entorno abierto
homeomorfo a U” se llama el interior de la variedad, y el conjunto

de puntos p qﬁe tienen un entorno abierto V tal gque existe un !ﬁ
homecmorfismo h de V sobre { x e U": X =z 0 } con S
h(p) = (0,0,...,0) se llama el borde de la variedad.

.%  Ejemplos.
: 1 El disco cerrado o bola E° = { x € R: |%x|] = 1 } es una
variedad n-dimensional con borde. La esfera S” ' es su borde Y

el disco abierte U" su interior.

77



i

2 Otro ejemplo es el "semiespacio", { x € R': X, = 0 }.

3 La banda de Mdbius, tal como se define normalmente, es una

variedad 2-dimensional con borde.

4 Otros ejemplos de variedades 2-dimensionales con borde pueden

obtenerse recortando una coleccidén de pequefics discos abiertos de

una variedad 2-dimensional.

'Es bastante razonable, y puede probarse rigurosamente, que el
conjunto de puntos del Borde y el conijunto de puntos interiores

son mutuamente disjuntos. Se ve facilmente gque el conjunto de

puntos interiores es un subconjunto abierto denso; por tanto, el
conjunto de puntos del borde es un cohjunto cerrado. E1 conjunto
de puntos del borde es una variedad (n-1)-dimensional. El interior
es una variedad no compaéta. _

El lector observaré que los términos "interior" y "borde" se
han empleado en ios parrafos precedentes en un sentido distinto
del gue usualmente tienen en 1la topologia conjuntista. Sin
embargo, el gmpleo de éstos términos raramente lleva a confusién.

Hay ejemplos que demuestran gque una variedad con borde puede
ser compacta o no compacta, conexa © no conexa. Una variedad con
borde no compacta puedé @ no tener una base numerable de abiertqs.
En cualquier caso es,siempre'localmente compacta. Observemos gue
el borde de una varie&ad conexa puede ser no conexo; igualmeﬁte el
borde de una variedad no compacta puede ser compacto.

Los conceptos de orientabilidad y no orientabilidad se aplican
a las variedades con borde exactamente como en el caso de las
variedades. Por ejemplo, una banda de Mdbius es una variedad con
borde no orientable, mientras gque el cilindro

{ (X,Y¥.,2) € R3:-x2‘+ yz = 1,'0 =z =sx1
es una variedad con borde orientable.

La orientabilidad de wuna variedad -con borde ,depende
escencialmente de de la orientabilidad de su interior considerado
como una variedad no compacta. Hagamos notar que cada componente
del borde de una n-variedad es unha (n-1)-variedad que puede ser
orientable o no. De hecho pueden darse los dos casos. Sin embargo,
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puede demostrarse que toda componente del borde de una variedad
orientable debe ser orientable. Por otra parte, una variedad no
orientable puede tener componentes del borde orientables vy
compornientes no orientables. Por ejemplo, si indicamos por P el
plano proyectivo y por I el intervalo unidad cerrade, entonces
P°xI es una 3-variedad con borde no orientable. El borde consta de
dos componentes, sz{O} y sz{l}. Si quitamos un pequefic disco
abierto 3-dimensional del interior de PaxI, obtenemos entonces una
variedad con borde, cuyc borde tiene 3-componentes: sz{O},
sz{l}, y una 2-esfera que es el borde del disco suprimido. Asi
pues dos de las componentes son no orientables, y 1la otra es
orientable.

Nota sobre 1la terminclogia: 'Segﬁn nuestras definiciones, toda
n-variedad (tal come la definimosen 1la seccién 1) es una
n-variedad con borde (tal comc lo hemos definido en esta seccidn).
Por comodidad, a' partir de ahora, utilizaremos el siguiente
convenio: Cuando hablemos de una variedad con borde, querremos
expresar que su borde no es vacio; de lo contrario usaremos
simplemente la palabra "variedad". A una variedad 2-dimensional
con borde (no vacio) conexa le, ‘llamaremos una superficier coh
borde. La palabra "superficie" sola continuard significando una

'superficie sin borde.
2.4.Clasificacidén de 2-variedades con borde conexas y compactas

Hemos aludido al hecho de que, si en una superficie compacta,
seleccionamos un nimerc finito de discos cerrados disjuntds Yy
gquitamos sus interiores,‘obteﬁemos una superficie con borde. El
nimero de componentes del borde es igual al nimero de discos
escogidos. | |

Reciprocamente, supongamos que M es una superficie con borde
compacta, cuyo borde tenga k componentes, k = 1. Cada componente
del borde es una 1l-variedad conexa compacta, esto es, . una -
circunferencia. Si tomamos k discos cerrados y pegamos el borde
del i-ésimo disco a 1la i-ésima componente del borde de M,
obtenemos claramente una superficie compacta M. El tipo
topoldgico de la superficie resultante M depende. obviamente sdlo




del tipo topolégico de M. Lo que no es tan obvio es gque se
verifigue una especie de reciproco: El1 tipo topoldégico de 1la
superficie con borde M, depende sdélo del nimero de componentes de
su borde y del tipo topoldgicoe de la superficie M  obtenida al
pegar un disco sobre cada componente del borde.

Podemos enunciar esto mismo de otra manera: Si partimos de una
superficie compacta y construimos una superficie con borde
quitando los interiores de k discos cerrados, que sean dos a dos
disjuntos, entonces la situacién de los discos que hemos gquitado
es indiferente. La variedad con borde resultante sera
topolégicamente la misma, independientemente de la posicidén de los
discos elegidos. Establecemos formalmente este resultado de la

siguiente manera:

Teorema 2.4.1. - 7
Sean My M, superficies con borde compactas; supongamos gue sus
bordes tienen el mismc nimero de componentes. Ent?nces*M1 Yy M2 son
homeomorfas si y sélo si lo son las superficies Moy M (obtenidas
pegando un disco a cada componente del borde).

Para ver mas sobre variedades y las demostraciones de estos
teoremas se puede consultar el libro: "Introduccidn a la topologia

algebraica” (William S. Massey).
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CAPITULO TIII

Homotopia vy el Grupo Fundamental.

Espacios Cubriente.

3.1. Homotopias de aplicaciones continuas.

3.1.1, Definiciédn.

Sean X e Y espacios'topolégicos, I = [0,1] el intervalo unitario
de la recta real R. Decimos gque dos aplicaciones continuas
£, £: X -— Y son homotdpicas si existe una aplicacién continua

o 1 .
F: I — Y tal que F(x,0) = fo(x) y F(x,1) = fl(x).

En la figura 3.1.2 vemos un ejemplo en el que se ilustra esta

definicién.

figura 3.1.2

A la- relacién F se le 1llama homotopia entre f0 y f1' La
relacién de homotopia la denotaremos por f0 ~ f1 o por F: f0 = £
si deseamos especificar la homotopia entre f0 Y f1‘

Si f: I — Y es un gamino cualquiera, podemos ver facilmente

que f es homotdpico al camino constante €& para ello definimos

£(0) '
la homotopla F: IxI — Y por F(x,t) = £((1-t)x). Asi tenemos que:
| F(x,0) = £(x)
F(x,1) = £(0) = &,

Con el fin de excluir este tipo de situaciones introducimos un

concepto mAs general de homotopia, el de homotopia relativa a un
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subconjunto A, en la gue es necesario que foua== fHA, es decir,

la homotopia deja fijo a todo punto de A.

3.1.2. Definiciédn.

sea A subconjunto de X y fo, f1 dos aplicaciones continuas de X en
Y. Se dice gque £, es homotdpica a £ relativamente a A si existe
una homotopia F: XxI — Y entre fO y f1 tal que para toda a £ A,
F(a,t) no dependa de t, esto es, F(a,t) = fo(a) para toda a € A Yy
para toda t  I.

Diremos entonces que la homotopia F es una homotopia relativa a A
y denctaremos la relacién de homotopia relativa a A por £, =
f&(relA) o por F: f0 ﬁ?qu-si queremos especificar la homotopia
relativa a A entre f0 Yy f1' Veamos por ejemplo la figura 3.1.3 en

lagque X=IvA={01%} e X.

R

................

XL

figura 3.1.3.

En la figura 3.1.4 se muestra otro ejemplo donde X = I, A = {0,1}
Yy Y es un anillo en Rz. En este caso_'particularmente las
_aplicaciones fo, f no son homotdpicas relativamente a A aln

1 ‘
cuando _SOn. homotépicas; ya que F: IxI — Y dada por F(x,t)

fo((l-t)x) es una homotopia tal que F: f0 = 8{(0) y G IxI' — ¥
ol

dada por G(X,t) = fi((l-t)x) es una homotopia tal que G: f1 S
€, o 2Si pues definamos H: IxI — Y como
1 . .
o F(x,2t) 0=t < 1/2
H(x,t) =
: G(x,2-2t) 1/2 =t =1

la continuidad de H nos la garantiza el lema 1.10.2, y haciendo

los calcules correspondientes obtenemos que H(X,0) = fo(x) Y
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H(x,1) = fi(x); por tanto fO o f1' Sin embargo, no podemos
encontrar una homotopia gque manteniendo fijos a { 0,1 } deforme

continuamente a f0 en f1 debido a que se interpone el agujero.

fig. 3.1.4

Es claro que si A = @ entonces una homotopia relativa a A no es
md&s que una homotopia. E1 siguiente resultado muestra gque 1la

homotopia relativa a A es una relacidén de equivalencia.

lema 3.1.3
La relacién = = definida en el conjunto de aplicaciones
continuas de X en Y es una relacién de:.equivalencia.

Demostracién. _

La relacidén es reflexiva, ya que F(x,t) = f(x) es una homotopia
relativa a A entre f y ella nisma. Es simétrica ya que si
F: XxI — Y es tal que F: £ * o 9 donde F: XgI'—e Y, entonces
G: XxI — Y donde G(x,t) = F(x,1-t) es la homotopia gue deforma
continuamente a g en £ dejando fijo atodo punto de A. Para ver que
es tr;—msitiva' supongamos que f ~ox 9 Y 9 = ., h, sean F y G
las homotopias que realizan las respectivas equivalencias. Tenemos

que exhibir una homotopia H tal que realize 1la equivalencia -

x

relA. h; para ello construyamos H utilizando a F y G de tal
‘manera que realicen las equivalencias correspondientes en la mitad

del tiempeo original,asi pues

F(x,2t) 0

1A

_ t =1/2
H{x,t) =

G(x,2t-1) 1/2 st =1

A

La continuidad de H se sigue del Lema 1.10.2; efectuandd.algunos
cdlculos tenemos gque H(x,0) = f(t} y H(x,1) = h(t); de 1la
definicién y dado que f y g mantienen fijo a A resulta que H
también 1lo mantiene fijo. Por lo que H es la homotopia deseada.m
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Utilizando el concepto de aplicaciones homotdépicas podemos definir
también una relacidn de equivalencia entre espacios topoldgicos en

el siguiente sentido.

Definicién 3.1.4
Se dice que dos espacios X y Y son del mismo tipo de homotopia si
existen aplicacidénes continuas f: X — ¥, g: ¥ — X tales que

gf = 1: X — X, fg = 1: ¥ — ¥
A las aplicacidnes f y g se les llama equivalencias homotépicas;
en tal caso diremos también que X y Y son homotdpicamente

equivalentes.

La nocién del tipo de homotopia generaliza a la del tipo
topolégico (correspondiente a la relacién de homeomorfismo). Pues,
una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que dos
. espacios homeomorfos son del mismo tipe de homotopia. Pero el
rec1proco no es cierto. Veamos el siguiente ejemplo: si n>o, el
n-dlsco D"¢ R" no es homeomorfo a un punto { y } € D", a pesar de
ser del mismo tipo de homotopia que un punto. Verlflquemos que
efectivamehte son homotépicamente eduivalentes; consideremos para
ello la inclusién f: {y } — D" (dada por f(y) = y) y la
aplibacién constante g:“ﬂ“—er{ v }. Claramehte gf = 1: {y} — {¥}.
ahora sdlo falta ver que fg = 1: D" — D", perc dicha equivalencia
esta dada por la -homotopia F: D"xI — D", definida por
F(x,t) = tx + (1-t)y, ya que F(x,0) =y Yy f(x,t) = x donde ambas

igualdades se cumplen para todo x € D"; que es loc que deseabamos .

tener.
Los espac1os que son homotoplcamente egquivalentes a un punto

reciben un nombre especial.

Definicién 3.1.5 _
Se dice que X es un espacio contraible si es homotépicamente

~ equivalente a un punto.

Por tanto, D" es contraible. En general, todo subconjunto convexo
de R" es contraible, la justificacién a esta afirmacién es 1la

siguiente: supongamos que A < R" es convexo y sea {y} &€ A, para
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ver que son del mismo tipo de homotopia consideremos la inclusién
f: {y} — A y la aplicacién constante g: A — ({y}. Es claro
gf = 1: {y} — {y!}, en seguida veamos que que fg = 1: A — A,
como A es convexo entonces para todo X, y € A el conjunto
{ tx + (1-t)y; 0 = t = 1 } estd contenido en A por lo gque tiene
sentido definir la homotopia F(x,t) = tx + (1-t)y, la cual realiza
la equivalencia deseada ya que F(x,0) =y y F(x,1) = x.

Intuitivamente, un espacio es contraible cuando puede
deformarse en si mismo a un punto. Por ejemplo una circunferencia

no puede deformarse en si misma a un punto.

En seguida, considerando el cilindro C y la circunferencia _s1
obtenemos otro ejemplo de un par de espacios homotdpicamente
equivalentes. Para verlo, vamcs & expresar a C Yy s' como

C={ (x,¥,2) €R; xX+y =1, -1 =221}

s'= { (x,¥,2) e R; xX*+y° =1, z =0 }
1

. Consideremos i: § — C la inclusién y r: C — s' dada por

r(x,y,i) = (x,y,0). Claramente ri = 1: s'— Sl, por otro lado para

ver que ir = 1: C — C tenemos gue dar una homotopia que realize

la equivalencia. Sea F: CxI — C dada por

F((X,¥,2),t)=(X,y,(1-t)z) comprobemos que esta es 1la homotopia._

~ deseada . .
F((x;y,i),O) = (X,¥,2) = 1; C — C
F((x,y,2),1) = (x,y,0) = ir(x,y,z).m
Este ejemplo da pie a las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.6

Sea X un espacio topolégico. Diremos que A s X es un retracto de X

si existe una aplicacién continua r:X — A tal gue ri = 1: A — A

(es decir, si r|/|A = 1), donde i: A — X es la inclusién. A la.

aplicacidén r se la llama retraccidn.

Definicién 3.1.7
Sea A ¢ X, diremos que A es un retracto de deformacién de X si
_existe una retraccién r: X — A tal que ir = 1: X — X, donde

i: A — X es la inclusidn.
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Esto es, A es un retracto de deformacidn de X si es posible
encontrar una homotopia F: XxI — X tal que F(x,0) = x para todo x
€ Xy F(x,1) € A para todo x € X. De las definiciones anteriores
tenemos que la circunferencia es un retracto de deformacién del
cilindro; ademas de las mismas se concluye gue si A es un retracto
de deformacidn de X, entonces A. y X son homotdpicamente
equivalentes. Es mads, en el ejemplc de la circunferencia y el
cilindre, 1la aplicacién ir es homotdpica a 1la identidad
relativamente a la circunferencia; lo gque da pie a otra

definicidn.

Definicién 3.1.8
Se dice que un subconjunto A de X es un retracto de deformacidn

fuerte si existe una retraccidén r: X — A tal que ir = aali X =X

Asi tenemos gue A es un retracto de deformacidn fuerte de X, si
existe una homotopia F: XxI — X tal que F(x,O) = ¥ para todo
X € X, F(a,t) = a para todo a € A, £t € I vy F(x,1) € A para tocdo
X & X. Considerando las dos Gltimas definiciones tenemos que un
retracto de deformacién fuerte es también un retracto de
deformacidn. De manera intuitiva, podemos considerar gque A es un

‘retracto de deformacidén fuerte de X, si X puede deformarse en si

mismo a A, dejando fijo a A.

Veamos ahora un ejemplo md&s en el gue se involucra el concepto de

retracto de deformacién fuerte de X,. Sea Y = C1 v C2 el
subconjunto de R® dado por ' A '
o c ={x= (xl,xz):'(xl'—l)2 + xz =11}
C2 = {x= (xl,xa): (xf+1)2~+ xz =11}
Por lo gque Y es una "figura de 8"; es decir , un par de
circunferencias unidas por un punto. Consideremos
X =Y - {(2,0),(-2,0) }; veamos que el punto X, = (0,0) es un

retracto de deformacidn fuerte de X. Para ello, denotemos por
i:{xo} — Xyr: X — {xo},'las aplicaciones inclusién y constante
respectivamente. Claramente ri = 1:{x0} — {xo}; por otro lado la

equivalencia ir = 1x(;el{xo}) se obtiene de 1la siguiente
homotopia. Sea F: XxI — X dada por

F(x,s) = (1--s)x/||(1-s)x1 + (-1)‘, (l-s)x2" para x e C, i=1,2.
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Primeramente observemos que ((1—s)x1 + (—l)i, (l—s)xz) = (0,0) con
i = 1,2 v para x € X. Por lo que F es continua, pues es cociente
de dos funciones continuas. Puesto que F(x,0) = x para toda % € X,
t) = x, para toda t € T y F(x,1l) = Xy donde X, = (0,0),
resulta entonces que ir = Jm(rel{xo}) de lo dque concluimos que

{xo} es un retracto de deformacidén fuerte de X.m

3.2. Multiplicacién de caminos.
Si £ y g son dos canminos de X tales que f(1) = g(0), entonces
definimes el producto de f y g como el camino f*g dado por
f{2t) 0 =t = 1/2
(£*g) (t) =
g(2t-1) 1/2 =t s 1
Ahora nes dedicaremos a analizar detalladamente @ 1la
"multiplicacién" de caminos; de hecho, consideraremos la
multiplicacién de caminos salvo homotoplas relativas a { 0,1}
para evitar situaciones como la que se menciond al introducir este
concepto y, precisamente bajo que condiciones dicha multiplicacién

satisface los axiomas de grupo.

Definicién 3.2.1 , _
Diremqs que dos caminos f y g de X son equi#alentes si £ y g son
homotépicos relativamente a { 0,1 }. Y denotaremos esta
equivalencia por £ ~ g. - '

En términos de la definicién anterior deducimos que los caminos
£y £ de X son equivalentes si existe una aplicacién continua-
F: IxI — X tal que

F(t,0) = £(t) y F(t,1)

F(0,s) = £ (0) y F(1,s)
Como se muestra en la figura 3.2.1. También podemos escribir F: £,

fl(t) _ para t € I,
f1(1) para s ¢ I.

~ fl,-cuando se quiera especificar la homotopia gque "liga™ a f0 Y




Ya se demostrd en el lema 3.1.3 gue “e1p S5 UN2 relacién de
equivalencia en el conjunto de los caminos de X, en particular
tomando A = { 0,1 }, tenemos que ~ es una relacidn de equivalencia
en los mismos términos. Esto da lugar a una particidn del conjunto
antes mencionado en clases de equivalencia; es decir, [f] = { g; g
es camino y g ~ f }. Denotaremos primeramente que el producto de
clases de equivalencia de caminos dado por

[£11g9] = [f*qg]
estid bien definido. En otras palabras, la "multiplicacién" de
caminos es compatible con la “relacién de equivalehcia dada

anteriormente, en el siguiente sentido.

Lema 3.2.2
Supongamos gque fo, f1’ Jdgr 9, sSon. caminos de X tales que
£,(1) = g, (0) y £(1) = g (0). si fo' ~ £ Yy 9, - g, entonces

1
fo*qo - f1*g1'

Demostracidn.
Sean F: fo ~ f1 Yy G: 9. ~ 9, las homotopias relativas a { 0,1 }
requeridas. De la figura 3.2.2 se deduce la construccién de la
homotopia H: IxI — X dada por

{ “F(2t,s) 0

G(2t-1,8) 1/2

1A

' , t =1/2
. H(t,s) =

A

t=1

fig. 3.2.2

Dado gque F(1l,s) = fo(l) = QOUU = G(0,s), H es continua (como
afirma el Lema 1.10.2). Ahora verificaremos gue H es una homotopia
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relativa al { 0,1 } entre fg*g) Vi f&*g“ para ello hagamos 1los

cAdlculos necesarios

F(2t,0) 0= t =1/2 fo(zt) 0=t s 1/2 'é
H(t,0) = é

G(2t-1,0) 1/2 = t=1 Jp(2t-1) 1/2 =t =1 8l
asi H(t,0) = (£ *g)(t), 1l

iA

F(2t,1) 0s t =1/2 { £ (2t) 0=t = 1/2

H(t,1) = { =
G(2t-1,1) 1/2 = t= 1

asi H(t,1) = (f *g)(t),

gl(zt-l) 1/2 = t

1A
[

i
i

(£,*g,) (€) ¥
(£,*g,) (1) .

H(0,s) = F(0,s)
H(l,s) = G(1,s)

£,(0)
g, (1)

i
il

Lo cual comprueba que H es la homotopia deseada.w

La compatibilidad expresada en el Lema 3.2.2 muestra que el
~ producto deflnldo asi, no depende del representante. '

El siguiente resultado nos dice que la multiplicacidén de clases de
equivalencia de caminos es asociativa; esto es |

([£10g9)) (h] = {£1([g](h]) _
siempre y cuando este producto tenga sentido (es decir, si f(1) =
g(0) y g(1) = h(0)). Obsérvese que puede darse (f*g)*h = £*(g*h).

Lema 3.2.3 _ ' -
Supongamos que f, g, h son tres caminos de X tales que £(1) = g(0)
v g(1) = h(0), entonces (f*g)*h ~ f£*(g*h).

Demostracién. , _
Primeramente obtengamos una expresién para (f*g)*h y f*(g*h), para
ello consideremos los siguientes diagramas en 1los cuales se

encuentran representados

£ g h o f g h
L 1 L i ' | i 1 I
0 1/4 1/2 1 0 172 3/4 1
(f%g)*h £*{g*h)
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Asi por ejemplo, para obtener ((f*g)*h(t)) en el intervalo
{— —] se usa g y se compone con el homeomorfismo lineal que

transforme el intervalo [— -] en [0,1] Yy conserve la orientacién, -
r -
la cual es t — 4t-1. De esta forma, obtenemos g variando t en el -

. 11 . - < q s . -
intervalo [Z’E] (2dn mas, se puede utilizar cualquier aplicacién

. 11 X 1 1 )
continua de [Z’E] a [0,1] gue aplique 2 en 0y s en 1, sédlo que al
escogerla lineal los calculos se facilitan).

£(4t) 0 =t s 1/

1) ((f*g)+*h) (t) = { g(4at-1) 1,8 5t < 12
h(2t-1) 172 =t = 1

, f(2t) 0=t=< ‘r

2) (£*(g*h))(t) = { g(4t-2) 1/4 =t < 3/
h(4t-3) 374 2t =1

Para c¢onstruir una homotopia entre (f*g)*h y £*(g*h)
consideramos la figura 3.2.3. La. idea de la homotopia es sencilla,
consiste en expandir o comprimir linealmente los intervalos de

definicién de £, g, h, de tal forma que pasemos de (f*g)*h-a

£*(g*h). Para ver en qué intervalo debemos definir £ en la
homotopia, procedemos de la siguiente manera: encontramos  la
ecuacién de la recta que expande el intervalo [0,%} al [0,%] que
son los dominios. de definicidén de f, dicha ecuacién es s = 4t-1;
por lo que para un valor fijo de s tomamos f en el intervalo

. (s+1 2)
[O,Gf) g en el intervalo [S:),h: 1 y h

(5+2)
(==, 11.

‘en el intervalo

: 0 s*tis+2 |
' 4 4
4

figura 3.2.3

Asi, utilizando el método descrito arriba definimos F: IxI — X

por

E((4t/ (1+s)) ' 0 st = (s+1)/2

F(t,s) = g(4t-s-1) : (s+1)74 = £ = (s+2)/4
h{(4t-s-2)/(2-s)) (s+2)s8a = £ = 1
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La funcidn F es continua y
F(t,0) = ((£%q)*h) (t) F(t,1) = (£%(g*h)) (t)
F(0,s) = £(0) = ((f*g)*h) (0) F(1,s) = h(1) = ({(f*g)*h))
por lo que F es la homotopia que realiza las equivalencias.m

Si x € X, definimos Ex: I — X come el camino constante, es
decir gx, para t € [0,1]. Los canminos gue pertenecen a la clase de
equivalencia del camino constante se comportan como un elemento
unidad (por la izquierda o por la derecha), esto es

(8,111 = [£][E]

Lema 3.2.4
Sea f un camino en X con origen en x y final en y, entonces Ex*f~f

£+8 ~£.
Y y

Demostracién. ,
Mostraremos Gnicamente gque Qx*f~f; ya gque mostrar f*€y~f es

andalogo. Primeramente observemos que

1A

b4 . 0 st 1/2

(€ *f) (t)-= { _
* Cf(2t-1) 1/2 =t

1A

1

‘Ahora tomando la idea expuesta en la figura 3.2.4 y siguiendo el
procedimiento descrito en la demostracién del Lema 3.2.3 definamos

F: IxI — X

\ X : | 0=t = (1-s)/2
F(t,s) = : ‘
: f((2t-1+s) /(1+s)) (1-s)/2 s £t =1
_ . _
€x f
} \ Q1-s 1
: 2
.0 €y lT ¢!
figura 3.2.4
Efectuando algunos calculos tenemos que
F(t,0) = (& *f) (%) Y . F(0,s) = (8 *f) (0) = £(0)
F(t,1) = £(t) F(1,s) = (& *f) (1) = £(1)

Por lo que F es la homotopia deseada.s
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Por dltimo veremos como se pueden invertir caminos (salvo
homotopias). Dado un camino £:I — X, el camino f: I — X dado por

f(t) = £(1-t), 0 = t = 1, recorre a f en sentido opuesto.

Observacién. El camino f(t) asi definido es compatible con ~; es
decir, f ~ g si y sélo si £ ~ g. Para verlo supongamos primeroc que

f ~ g, lo cual implica que existe F: IxI — X tal gue

F(t,0) = £(t) y F(0,s) = £(0) = g(0)

F(t,1) = g(t) F(l,s) = £(1) = g(1)
Definimos entonces, G: IxI — X por G(t,s) = F(i-t,s) v,
efectuando los cédlculos correspondientes obtenemos

G(t,0) = E(t) v G(o,s) = £(0) = g(0)
G(t,1) = g(t) G(1,s) =.£(1) = g(1)

De donde f ~ g. La demostracién en el sentido opuesto es similar.ms

El siguiente lema enuﬂcia que la clase de f actda como un
inverso de la clase de equivalencia de £, es decir '
" - LE1(E) = (8] = (E)[f) = (€]
para todo camino en X con origen en x y final en y.

Lema 3.2.5

Si £ es un camino en X con origen en x y final en y, entonces

(E*f ~ @x y £*f ~ Sy.

 Demostraci6n. 7
'Se probara dnicamente f*f ~ & El demostrar f*f ~§_ es analogo.
Veamos como podemos representar el camino £*f, para ello debemos
considerar que primero viajamos a 1lo largo-de f, de x a y, y de
nuevo a lo largo de f pero en direccidn opuesta, estd es de y. a x.
Para lograr que f*f quede definido en el intervaloc [0,1] viajemos
pues al doble de la velocidad normal. Interpretando lo anterior,
f*f queda determinado por ' | |

(£*E) (t) =

CE(2%) 0 =t =5 1/2
£{2-2t) 1r2 = £t =1

Para construir la homotopia entre‘f*f -~ 8x consideramos la figura
3.2.5.
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B £x Ex

g inr]
-+
)

(a) ()
figura 3.2.5

En la figura 3.2.5(a) tenemos que f y f estdan "sobrepuestas",
puesto que f recorre en sentido contrarioc a f; y la recta que une
a los puntos (%,0) y (0,1) y deforma a f*f en g, tiene por
ecuacién s = 1-2t. "Desdoblando" 3.2.5(a) obtenemos 3.2.5(b) donde
la idea es viajar a lo largo de f durante la primera (1-s)/2-parte
de nuestro tiempo, y llegar al punto f(1-s), esperamos en é&l,
mientras t se mueve en el intervalo [(1-s)/2,(1+s)/2] y finalmente
retornamos a lo. large de f durante la dltima (1-s)/2 parte de
nuestro tiempo. |

Tomando enh cuenta lo anterior definimos F :IxI — X por

( f(2t) 0=t = (1-s)/2
F(t,s) = f(1-s) {(1-s)s2 = £ = (1+s)/2
' £(2-2t) (1+s8)/2 = £ =1

Asi, cuando s = 0 obtenemos f£*f, y cuando s = 1 permanecemos en X
para toda t € [0,1], es decir obtenemos €x. Por lo que, F es 1la

homotopia gue realiza la equivalencia.m

3.3 Construccidén del grupo fundamental.

Hasta aqui se ha demostrado que el conjunto de las clases de
equivalencia de caminos de un espacio X, practicamente tiene una
estructura de grupo, pero se presenta el inconveniente de que la
multiplicacién no siempre esti definida vy, ademds de la necesidad
de definir dos elementos que se comporten como la identidad (uno
por la derecha y otro por la izquierda).

En el afén de solucionar este tipo de problemas intrcduciremos




el concepto de camino cerrado.

3.3.1. Definiciédn. 7
Decimos que un camino f es cerrado si f£(0) = £(1y. Si?

f{1) = x, diremos que f es un camino con punto base x.

Frecuentemente a este tipo de caminos se les llama "lazo";.Uﬁ
consecuencia inmediata es que elproducto f*g esta definido paré“
todo par de lazos con punto base en algin x € X. Denotaremos por
II(X,x) al conjunto de clases de equivalencia de lazos basados en
X € X. Dicho conjunto posee un producto definido por [f][g]=[ £*g]
donde [f], [g] e O(X,x) y el cual estd bien definido, en virtud
del 1lema 3.2.2. En sequida demostraremos que la :multiplibacién
inducida en II({X,x) por el'.pfdducto de lazos define en &l una

estructura de grupo.

3.3.2. Teorema.

H(X,xi es un grupo.

Demostracidn.

El enunciado de este teorema es consecuencia de la seccién
"Multiplicacién de caminos". Ya observamos dgue el producto de
lazos esta siempre definido. E1 elemento [Sx]:desemﬁeﬁa,el papel
del elemento identidad, en.vista del lema 3.2.4. Si (f] € II(X,x)
el lema 3.2.5 demuestra que [f]' = (F]. ¥ por Gltimo lé
asociatividad ‘se deduce del lema 3.2.3.m S ’ o

Observacidn. Como consecuencia de la asociatividad del producto de %
clases de equivalencia de lazos es indistintq escribir {f*q*h] en %
lugar de [(f*g)*h]. Sin embargo, no podemos escribir f*g*h en ﬁ
lugar de (f*g)*h; por ejemplo, tomando en cuenta las expresiones o
para los productos en la demostracién del lema 2.2.3, tenemos que
( (£*g) *h) (i—) = f£(1) mientras gque (f*(g*h))(%) = f(%). Por tanto, .

en general no son iguales.

A T(X,x), con la estructura de grupo que acabamos de sefialar,
se le conoce como Grupo Fundamental o Primer Grupo de Homotopia
del espacio X {(relativo al punto base X € X). H. Poincaré fue el



que intredujo el Grupo Fundamental por lo que a veces es llamado

el Grupo de Poincaré del espacio X.




3.4. Espacios cubriente.

'Sea p: X — X una aplicacién continua. Decimos que ‘el .

subconjunto abierto U ¢ X estd propiamente recubierto por p si
p'(U) es la unién disjunta de subconjuntos abiertos de X cada uno
de los cuales se aplica homeomérficamente sobre U. Se dice gue la
aplicacién continua p: X — X es una aplicacién recubridora si
todo punto x € X es un recubrimiento, X es el espacio recubridor
de X y X es el espacio base de la aplicacidn recubridora p: X — X

En otras palabras,

3.4.1. Definicién. .
p: ¥ — X es un recubrimiento si:
i) p es continua, sobreyectiva, y
ii) para todo x € X existe un entornoc abierto U de x tal que

p Uy =U UJ para una cierta coleccidén { Uj;' i € T } de

jes - . :
subconjuntos de X tales que Ujr\t% =@ para J * Ky pIUJ: Uj-—é U

es un-homeomorfismo para cada j € J.

Ejemplos.

1) Obviamente, todo homecmorfisme h: X — X es una aplicacién

recubridora. _ : E 7 -
2) Otro ejempio_trivial de recubrimiento p: X — X consiste en
tomar X como Xx¥, donde Y és un espdcio discreto y p es 1la
 proyeccién canénica.
Algunos" G-espacios dan lugar a espacios recubridores.

"3.4.2. Definicidn.
Sea X un chonjunto. Decimos que'G opéra libremente sobre X (o que
la accién de G es libre) si g-x = x para todo x e Xy ge G, g = 1.

3.4.3. Definiciodn.
Sea X un G-espacio. Decimos que la accidén de G sobre X es
propiamente discontinua si para cada xeX existe un entorno abierto

V de x tal qué g-Vng'-V=uwnpara todo g, g’ €« G con g = g’.

Obsérvese gue si la accidén es propiamente discontinua, g-x * X
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para todo g € G, g # 1 y todo x € X, ya que si x € V, entonces
g'x € g-V. Antes de dar algunos ejemplos demostraremos un teorema

que justifica la introduccién de acciones propiamente

discontinuas.

3.4.4. Tecrema.
Sea X un G-espacio. Si la accién de G sobre X es propiamente

discontinua entonces p: X — X/G es un recubrimiento.

Demostracidn.
Observemos en primer lugar gue p: X — X/G es una aplicacidén
continua y sobreyectiva. En virtud del Teorema 1.6.15, p también
es una aplicacién abierta.

Sea U un entorno abierto de x € X que satisfaga la condicidén de
discontinuidad propia. Puesto que p es una aplicacidén abierta,

p(U) es un entorno .abierto de G'x = p(X) Y p-l(p(U)) = U g-U
’ geEG

(Teorema 1.6.15), donde { g'U; g € G } es una coleccidn de
subCohﬁuntos abiertos disjuntos (por ser la accién propiamente
discontinua) de X. Ademas plg-U: g-U -— p(U) es una aplicacidn
continua, abierta y también biyectiva ya gue para G-x € p(U) se
tiene que (plg-U)q(ij) = Gx n gU = { gx } € gU (pues
G'X A g-U € GU n g-U y U es un entorno de X gue satisface la
condicién de discontinuidad propia); por lo tanto,

plg:U: ¢g'U -- p(U) es un homeomorfismo, y por tanto p es un

recubrimiento.m

Ejemplos.
La accién de Z sobre R dada por X — X -+ n es propiamente
discontinua, va que si x e Ry ¢ < 1/2, entonces (x - ¢, X + £€) es
un entorno abierto de x que cumple la condicién requerida. Puesto
que esta accién de Z sobre R convierte a R en un Z-espacio,
resulta por el Teorema 3.4.4 que p: R — R/Z es una aplicacidn
recubridora.

El ejemplo siguiente nos muestra que la aplicacidn natural
s" —» RP", es decir, la que a cada x € §' le asocia el par {x, =X}
es una aplicacidén recubridora. Consideremos el Zz—espacio s",

donde Zz actiia como *1:-x = #x. Para cada x € S", el conjunto
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{yes | y-x| <12}
es un entorno abierto de x que cumpie con lacOndch_n :
discontinuidad propia. Alternativamente, p-uesto.'qué_f x == *xy
de Hausdorff, existen entornos abiertos disjuntos V, W. de
respectivamente. El entorno V n (-W) de x cumple.. con’ lacen

de discontinuidad propia. Este ejemplo puede generaliz

3.4.5. Teorema. :
Si G es un grupo finito que opera libremente sobre un espaci'o--‘;ﬂde; :

Hausdorff X, la accidn de G sobre X es propiamente discontinua.

Demostracién.
Sea G = { 1 = 9,
existen entornos abiertos U Usreeey Un. de g X, 9-%X,..., g-X,
respectivamente, tales que g, n UJ =@ para j = 1, 2,..., n. Sea U
n

la interseccidn n qj’l-Uj; como
. j=0 .

g,'x € U1 ¥ i=1, 2,..., n

¢ 90 9yreees 9 }. Puestb que X es Hausdorff,

» g X =Yy para algin vy € Ui
» X = gi'l-y para algin y € U/
3 X € gi"l-_Ui para cada i
o
_ R
> X € N gj Uj

_ §=0. _ , .
Ademds cada -:_;;I-Uj es un -abierto en X por 'ser 6 un
homeomorfismo; por tanto, N gj'l-UJ es un entorno abierto de X. g
4 j=0 7 .
, n i
i — . —1. "1. . i
Ahpra bien, como u = g (<;,r1 Ul) ngogj I.TJ_ .Y como _eg es §|
biyectiva se tiene que !
n n .
' - : . -1, = . -1 . \ ;
9,0 = gtg (gJ Uj) Q g, ({.;'j Uj) s U, donde .j = 1

=0 J
por otra parte, ' o |

9,°Un g U= (39790 n (g0 ;
'1.g1.U) n U]J por ser eq biyectiva

= gj'[(g}
= gj‘(qk'U n U) ' (para alguna k)
=2 ya que gk-U U, UsU

n
— -1| _1- -
(pues U0 =g, U0 ajgugj Uj )

y U n U, son disjuntos -
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Asi pues la accidén de G sobre X es propiamente discontinua.s

3.4.6. Teorema.

Sea p: X — X una aplicacién recubridora. Entonces
i) p es una aplicacidén abierta

ii) X tiene la topologia cociente respecto a p.

Demostracidn.

i) Sea U un subconjunto abierto de X y sea x € p(U). Puesto que p

es una aplicacién recubridora, existe un entorno abierto V de x
. s ~ -1
propiamente recubierto. Sea x € p (X)) n U; puesto que

X e p'i(V) = U Vv, existe algin conjunto abierto Vj de X tal
jeJ
que X € VJ. Puesto que VJ n U es un abierto en Vj v pIVJ es un

homeomorfismo de Vj sobre V, resulta gue p(Vj n U) es un

subconjunto abierto de V. Pero al ser V abierto.en X, p(VJ n Uy

es también abierto en X. Puesto que x ¢ p(VJ n U) < p{U),
resulta que p(U) es abierto, por lo que p es una aplicaciédn
abierta. ' - '

ii) Sea U un subconjunto de X tal gque p '(U) es abierto en X.
' Ya que p es una aplicacidn abierta p(pq(U)) = U es un abiertd
en X, y como la topologia cociente es la mayor topologia que
haée continua a p, entonces X tiene la topologia cociente

respecto a p.(Teorema 1.5.7)

3.4.7. Definicién. o
si p: ¥ — X és un recubrimiento y £f: Y — X es una aplicacién
continua, una elevacién de f: Y — X es una aplicacidn continua

Y — X tal que pf:.= £.

‘ b4
fJ
' X

) [
Fhi
it

El resultado siguiente demuestra que si existe una elevacién, ésta

es ascencialmente finica.
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3.4.8. Lema.

Sean p: X — X un recubrimiento y ¥, £: v — X dos elevaciones de
f: Y — X. Si Y es conexo y f(yo) = %(yo) para algun y_ € Y,
entonces f = %.

' ? Demostracidn.

. E Sea Y’ el conjunto { y € Y; E(y) = %(y) } que es no vacio ya gue
Y, € Y’ por hipbtesis. Demostraremos que Y’ es abiertoc y cerrado a
la vez. Sea y € Y; existe entonces un entorno abiertoc V de f(y)

:t que estid propiamente recubiertec por p; es decir, p'l(V) es la
unién disjunta de { VJ; j e T } vy plvj: Vj — _V es un
homeomorfisme para cada j € J. 8i y € Y/, —entonces
fF(ty)y = By) e v para algtn k € J y 'E'l(vk) A %'I(V;) es un

entorno abierto de y contenido en Y’. Para ver esto Gltimo, sea oy
X € fq(V£)'n %q(VL) entonces f(x)_e VoY B(x) e V., pero también
pf(x):= p%(x) = f(x). Puesto que piV es un homeomorfismo, (por
“tanto_biyectiva) resulta que f(x) = %(x), Asi pues, todo punto de
Y’ tiene un entorno abierto contenido en Y’ y, por tanto, Y’ es
abierto. Por otra parte, si y ¢ Y/, entonces f(y) e vy By) e v,
para ciertos k y 1 con k # 1 (pues si suponemcs gue F(y) = %(y) Y
f(y).s V.Y %(y) sV, entonées‘p(f(y)) # p(%(y)) puesto que p es
localmente un homeomorfismo, pero esto contradice el hecho de que '
t vy % soh'eleyaciones).,Resulta pues que E“(vk) n ?'1(Vl) * 2, i
pues . al menos 'y e fd(v;) n 'fq(vl) y ademds es un entorno :
abierto de y contenido en el complementario de Y’. El razonamiento : i
es parecido al del caso anterior, tomemos ‘ ' '
X € fd(VL) n ?*(vly entonces f(x) e v, F(x) e vV, con k # 1 pero '
entonces V; N V1 = @, por tanto, f(x) * %(x). Asi pues, Y’ es
cerrado. Puesto gue Y es conexo, resulta que Y = ¥’ y por tanto

. -

f=1%f.n
Un interesante corolario es:

3.4.9. Corolario.

Supongamos que X es un espacio arco conexo y ¢p: X — X es una MATCATIC

aplicacién continua tal que pyp = p. Si cp(xl) = X para algGn

R X, entonces ¢(x) = x para todo x € X (es decir ¢ es la
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aplicacién identidad)

Demostracidn.

o

Sea x un punto arbitrario de X y a: I — X un camino de X a Xx.

Puesto que w(xi) = X los caminos o ¥y Py tienen ambos por origen
a X . Ademas, pax = PP, Ppor lo que o ¥ ¢, son elevaciones del
camino pa: I — X. En virtud del lema anterior a = ¢, Y, en

particular, los puntos finales de o Yy ¢, coinciden; es decir,
p(x) = x.m

El resultado siguiente es conocido como el teorema de elevacidn
de homotopias de caminos.

3.4.10. Teorema.

Sea p: X — X un recubrimiento.

i) Dado un camino f: I — X y un punto a € X tal que p(a) £(0),

a.

existe un unico camino f: I — X tal que pf = £ y £(0)

ii) Dada una aplicacién continua F: IxI — X Yy un punto a € X tal
que pf(a) = F(0,0), existe una dnica aplicacién continua
F: IxI — X tal que pF = F y F(0,0) = a.

Demostrac1on
i) Para cada x € X sea U un entorno abierto de x tal gque p (UQ
sea la unién disjunta de subconjuntos abiertos de X cada uno de
los cuales se aplica por p homeomdrficamente sobre Ux..El conjunto
{ £ (U ) x € X } puede expresarse en la forma
{ J,yj) n I; jJ € J } que es un recubrimiento ablerto de I.
Puesto gue I es compacto, existe un subrecubrimiento finito de la
forma: . _ '

[o, t1+ 81)’ (t2— €1 t2+.52),..'., (tn- F.:n]

Con t+ e > t - €  para i =1, 2,..., n-1. Elijamos ahora
a € (t1+1- € 1t t1+‘€1) para i = 1, 2,..., n-1, de manera dque
0=a<a<a<...<a =1

: 1 2 n
Ohviamente f([a , ]) ¢ X, perco aldn mas: f([a ‘ ]) esta

contenido en un subconjunto abierto X de X tal que p’ (X ) es la
unién disjunta de subconjuntos ablertos de _x, cada uno de los

cuales se aplica por p homeomérficamente sobre S .
1
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Definiremos elevaciones £ inductivamente sobre [0,a ] para
: k

k=0, 1,..., n de manera que fk(O) = a, para kK = 0, es trivial:
Eo(o) = a; no hay otra eleccidén. supongamos dque hemos definido
£f: (0,2 ] — X de manera unica. Recordemos gue f([ak,ak J) € Xy

que p_l(Xk) es la unién disjunta de { Wj; j e J } donde
ple: WJ — X es un homeomorfismo para cada j € J. Ahora bien,
existe un Gnico miembro W de { Wi j  J } tal que fk(ak) e W (es
claro que fk(ak) no puede pertenecer a dos Wj’s pues estos son

disjuntos).

Cualgquier extensidn fk+ debe aplicar (a, a_1 en W ya que

(o, akﬂ] es arcoconexo (;or tanto conexo) y ;511*1 es continua.
Puetc que la restriccidn piW: W — X es un homeomorfismo, existe
una Unica aplicacidn p: (a, &, } — W tal que pp = f![ak, akd]
dada por p = (piW)'f ( la cual por cierto esta bien definida por

ser plW: W — X un homeomorfismo) . Definimos entonces:

_ £(s) o=ssa
£ (s) = ' :
kel p(s) a =s = a
k k+1
pf(a,) = pp(a); como £(a), p(a) € W y pIW es biyectiva se
tiene que f(ak) = p(ak), luego entonces por el _lema 1.10.2 fkﬂ

es continua, y ademds es Unica por construccidn.
En conclusién, vimos que fk(ak) se puede definir de manera dnica

para k = 0 como EO(O) = a, supusimos dque ,fk([o,ak])' se puede
definir de manera Unica y probamos gue esto implica que tenemos

que definir fk,‘_i([o,akﬂ]) de manera UGnica. Hemos probado por
induccién que f: [0,a] —» X estd bien definida de manera ftnica
para k = 0, 1,..., n; por tanto f:{0,1] — X estd bien definida de

manera Gnica.s

1i) Este inciso se demuestra de ‘manera anidloga al anterior.
Para cada x € X sea Ux- un entorno abierto como el del inciso
. . -1 . . §
anterior. El1 conjunto { F (Ux),: ¥ e ¥ } es un recubrimlento
abierto de I° y dado que este es compacto podemos encontrar:
= < R € . < =
0 a0 a1 r:12 an 1
0 =hbh<b<b< ... b =1
o) 1 2 m
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Denotemos por R, , el rectangulo

1,

= 2' - - = =
th ={ (t,s) € I a = t = a .. bj— 8 = bj+1 ¥

para i=1, 2,..., n-1 y 3 =1, 2,..., m-1. Claramente,
iJ) €X, pero mas audn, F(R j) estd contenido en un conjunto
abierto X_lj de X para el cual p’l(x1 j) es la unidn disjunta de

subconjuntos abiertos de X, cada uno de los cuales se aplica

homeomdrficamente sobre Xi 5

Definiremos elevaciones F | inductivamente sobre los
rectangulos
2
R;,1={(t,s)eI;0£t5ak,Osssbk}
para k = 0, 1, 2,..., ny 1 =90, 1, 2,..., m; de manera due
f‘kl(0,0) = a, Para kX = 1 = 0 tenemos gue f‘OO(O,O) = Xy no hay

otra eleccidén. Supongamos gque hemos definido i-"“: R!’c1 — X de

manera finica. Recordemos que F(Rk ‘1) < Xkl Y ‘que p"l(Xk 1) es la

unién disjunta de { Wa; o € A } donde pIWa: WO" — Sk1 es un

homeomorfismo para cada a € A. Asi pues, existe un dnice
W e { Wa; x € A } tal que fkl((ak,b])) e W per lo que cualquie

extensién Fkﬂ ,,, debe aplicar R en W dado que R es c.p.c.
Puesto que la restriccidén p|W: W — S , es un homeomorfismo,
entonces 1la aplicacidn p: R 6 — W dada por p = (plW) 'lFle

estd bien definida. Por lo que podemos definir

1

f‘k(s) s € R’

F - k,1

e it p(s) s € RQ&
si (a b)) E~R;,1 n R entonces p-p((ak,bl)) = pF((ak,b‘l)); como
p((ak,bl)), F((ak,bl)) € W, la funcidén pl|W es biyectiva y por
tanto p((a b)) = f‘((ak,bl)), Luego por el lema 12.2 §k+1,1+1 es

continua y ademds es Unica por construccidn. Por tanto, obtenemos

F mediante induccién.(En forma similar al inciso anterior).m

Como corolario obtenemos el llamado teorema de monodromia.
3.4.11. Corolario.

Supongamos due f0 Yy f1 son caminecs equivaientes de X.
si EO(o-) ='%1(0), entonces Eo(l) = fl(l).
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Demostraciodn.
Por hipbtesis £, v £ son hométopos relativamente a { 0,1 }. Sea F
la homotopila rel{ 0,1 } entre fO y f1' Es decir,
F(t,0) = £_(t), F(t,1) = £ (t) para t e I
F(0,s) = fO(O), F(1,s) = fo(l) para s € 1
Por el teorema anterior inciso ii) podemos elevarlo de manera

finica a F: I° — X con F(0,0) = ED(O) = fl(O) (escogemos

x, = £,(0) = £ (0), puesto que p(f (0)) = p(£ (0)) = £(0) = F(0,0)
Puesto gque F(t,0) = Eo(t) y F(t,1) = £ (t), resulta que
F(t,0) = fo(t) y F(t,1) = E1(t) ya que la elevacién es tnica.

Ademas, F(1,t) es un camino de fo(l) a fl(l) puesto que

F(1,t) = £(1) = £ (1). Pero F(1,t) e p_l(fo(l)), que es la unién
disjunta de puntos en X; lo cual implica que F(1l,t) es constante
¥, por tanto, fo(l) = E1(l) que completa 1la demostracién.
Obsérvese que de hecho F es una homotopia relativa a { 0,1 } entre
£y fl.i
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CAPITULO IV

Una definicién por construccién de los espacios L(p,q).

4.1. 8° como espacio lente.

Sea S° la esfera unitaria en el plano bicomplejo:
s° = { (z,w) € Ca; z1%+ |wlé= 1 }
una parametrizacidén para s’ esta dada por:
P: A/~ — C°

P(u,v,w) =

( (cosw cosv cosu) + i{cosw cosv senu) , - (cosw senv) + i(senw) )

donde 0 =u =27
-m/2 = v = m/f2

-mfz2 = w = n/2,
donde A ¢ R’ es igual al producto cartesiano de tales conjuntos, y

A/~ es el espacio cociente obtenido via la funcién proyeccién

p:A —» A/~ cuya relacién de equivalencia ~ obtendremos por

1A

construccién como sigue. -

La parametrizacidn que hemos dado vista como una funcidén de A en
3 § L= " : L] r L]
R® es una funcidén bien definida y biyectiva pero soloc en los

puntos interiores de A, por lo que -debemos analizar el mapeo en

la frontera de A y proceder a identificar los puntos
adecuadamente.

Asi, fijamos una componente y dejamos las demads libres

w = -ﬁ/z 2 (0+01i, 0-1i) = P2

w = mu/2= (0+01, 0+i) = P

v = -m/2 » (0+01i,-coswt+isenw) = C,

v = m/z s (0+01, cosw+isenw) = c,

u=209 » ( (cosw cosv ) + i0, (cosw senv) + i(senw) ) = E

u=2n = ( {cosw cosv ) + 10, (cosw senv) + i(senw) ) = E

tenemos entonces que en la figura 4.1.1 las caras inferior Yy

superior del cubc A son identificadas a los puntos (0+0i, 0-i) ¥y
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(0+01i, 0+i) respectivamente, las caras laterales so

a una circunferencia y las caras frontal: .
identificadas a una semiesfera, es decif,'”

posterior son identificadas entre si.

RJD+O P‘l UJ

‘ Fig.4.1.1
Luego entonces tenemos el sigquiente

L

4.1, l.kTeorema ,
La 3-esfera S es el espacio que se obtiene al

" pegar" 1las
superficies del hemisferio superior e inferior de una bola B3, sin
“torcer los hemisferios, 'de tal modo que la identificacién es la

identidad en el ecuador.
4.2. Una definicién por construccién de L(p,q) .
Consideremos una bola con su superficie dividida en dos

hemisferios a lo largo del ecuador. ¢(Qué ocurre cuando pegamos la
superficie del hemisferio superior con la del hemisferio inferior?

fig.4.2.1
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Como vimos anteriormente, si pegamos sin ningdn torcimiento, de
tal modo que la identificacién es la identidad en el ecuador, la
variedad resultante es §°.

Por otra parte, si los hemisferios son pegados con q/p de
revolucién en sentido contrario al del reloj, donde g y p son
primos relativos, cada puntoe a 1lo largo del ecuador es
identificado con otros p-1 puntos.

Modelo Geométrico para un Espacio Lente.

Consideremos la bola unitaria B° en R°.

Entonces identificamos cada puntc de la mitad superior (z = 0)
de &B° con su imagen bajo la rotacidén de un &angulo 2ng/p en
sentido contrario al de las manecillas del reloj y eje de rotacién
el eje 2z, seguido por una reflexidén en el plano xy, como en la

figura'4.2.2.

Fig.4.2.2

107




Ahora removemos una tajada vertical de la figura y dibujamos

lineas verticales igualmente espaciadas sobre &1,

extremos de los sectores.(£fig.4.2.3)

Figura 4.2.3
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Después identificamos las caras superior e inferior, cuyas

rectas verticales se unen para formar una curva toroidal (p,q) .

\/1 (Ndclec)

-

Fig.4.2.4

lo gque queda del Espacio Lente se divide en cortes verticales

de angulo 2m/p. Cuando las regiones numeradas 1, 2, ..., m de la

figura son identificadas el resultado es un cilindro con la curva
meridional p como la orilla de cada cara. las marcas del corte

siguen el mismo ciclo Xoo X4 oees (donde los indices son tomados
médulo'p) en ambas caras (Fig 4.2.5), asi, cuando los cortes son
reunidos obtenemos un toro sdlido con "p" como una curva

meridional. (Fig 4.2.6)
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Figura 4.2.5

Asi hemos descompuesto el Espacio Lente como la unidén de dos
toros sélidos con una curva-nudo (p,g) scbre &1, la cual contiene
la informacién del torcimientc y del proceso de "pegadura®.

Las curvas longitudinal Yy meridional M Yy B de la figura 4.2.4
forman un sistema fundamental de curvas en el sentido de que toda
curva en V es una combinacién lineal de estas dos curvas. Lo
mismo.para p ¥y B,. (para una discusién detallada de estas curvas
ver la seccidén Gltima 5.4). Si reetiquetamos a la curva p por M,
podemos decir que el espacio lente L(p,q) es el espacio que se
- obtiene "pegando” las éuperficies frontera de dos toroides \ AR
con curvas meridional M1’ 'Mz y Jlongitudinal B1' de tal forma que
‘ . Mz ~ pB1 + qM1 . ‘
-en la superficie fontera de los toroides. El1 simbolo ~ denota
"hom&logo a";Esto lo enunciaremos formalmente como un teorema:

4.2.1. Teorema.
El espacio lente L(p,q) es el espacio obtenido '"pegando" las
superficies frontera de dos toroides vV, y V, con curvas meridional
M, My longitudinal B, B, de tal forma que

M, ~ PB + gM |
donde la superficie frontera de V sea igual a la superficie

frontera de V2 .
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CAPITULO V
Los Espacios Lente L(p,q)
5.1. Definicién y construccidén de L(p,q)

Sea S° la esfera unitaria en el plano bicomplejo:

= { (z,w) e €% lzi%°+ |wi%= 1}

Para primos relativos p ¥y ‘g, con p>0, sea .h:5° 8’ el mapeo

definido por

h(z,w) = ( exp(2mi/p)z , exp(znq'i/p)w ) (5.1.1)
Nétese que efectivamente h es una fun01on de s° en S° puesto que
si (z A ) € §°
(xo,yo) = h(z ,w,)) = ( exp(2mi/p)z, , exp(2miq/p)w ) | B
( (cos(zn/p) + 1sen(2n/p))z ‘ (cos(2nq/p){+ isen(znq/p))wb)
De aqu1 que : _ ‘ |

ixol = | (cos(2n/p) +.isen(2n/p))1|zo1 j
lyol = |(cos(2ng/p) + isen(2mg/p))|Ivw_|
por tanto, Ix 1%+ ly 1% =iz + |w(® =1

y por tanto h(zb,wo) e s siempre que (zo,wo) e Saf
-h es un homeomorfismo.

h es continua con inversa h™':s°—s® dada por

hq(x,y) = (exp(-2mi/p)x. , exp(-2mnig/p))}) que es continua,
(x,y)es>.

Asi pues tenemos
hh'i(xm = (%,y)
n'hiz,w) = (z,w) . _
por tanto h es un homeomorfismo de s® con perlodo P (hp I vy ht:I
para 0<t<p). Obsérvese que G definido como G = { I, h, n° fasay hr'}
es un grupo ciclico con la operacidn composicidn y gue ademés cada
uno de sus elementos es un homeomorfismo de S° (pues la

composicién de homeomorfismos es un homeomorfismo).

El espacic cociente = L(p,q) estd definido comec la region
fundamental de la accidén en s® del grupo G = { I, h, hz,..., hpd}
de homeomorfismos de s (L(p,9) es el espacio cociente de



s° obtenido por la relacién de equivalencia ~ definida por

(z,w)~(2’,w’) si y sdlo si (z,w) = h%(z’,w’) para algin elemento
n' de G; es decir, L(p,q) es un G-espacio. (Spanier 1966. pP.88).
Nétese que la accidén es libre puesto que ht(z,w) # (z,w) para h'=1
y ¥ (z2,w) € 53, como S° es de Hausdorff, y G es un grupo finito
que actua en S3 de manera continua, por el teorema 3.4.5 la accidn
es propiamente discontinua, luego entonces por el teorema 3.4.4 la
aplicacién p: s - S3/G es una aplicacién recubridora.

Una definicién_por por construccion de L(p,g) (Hilton y Wile 1962.
p.223) es de utilidad para determinar las propiedades de L(p,dq) Yy
serd incluida aqui, la cual es sdlo una ligerisima variante de
la definicidén que dimos en el capitulc anterior, ademas probaremos
la equivalencia de esta definicién con la que dimos al principio
de este capitulo. Sea P una pirdmide doble sdlida en el 3-espacio

euclideano R3, obﬁenida a partir de un poligono reqular en R® de

" s -0 0
p-lados con vértices { a  a,

az en ambos lados del poligono (Fig.5.1.1). La frontera de P esta

.r ai_i} .adjuntande dos puntos ai y

cubierta por 1los tfiéngulos a? afL1 a?, O=is=p, Jj = 0,q, Yy L(p,q)
se define entonces como la 3-variedad compacta obtenida de P
. [P ‘= o4 0 2 0 ] 2
identificando 1ios triangulos frontera a a . a y ai+q ai+q+1 aq

obsérvese que los subindices de a? pueden tomarse médulo p.(es
decir, si r es un subindice entonces r=mp+i para algGn meZ). De
esta definicidén alterna se cbhserva que L(p,dq) Yy L{(p,p+q) son
_homeomorfos ya que las identificaciénes de P son 1idénticas.
También, L(p,q) ‘ Yy L{(p,-q) son homeomorfos ya que - éstos

corresponden a identificaciones de P por medio de los é&ngulos

2ng/p ¥ 2n{(-9)/p respectivamente.'De agul que no hay restriccién
en la definicién de L{p,q) al suponer que p y g satisfacen
0 =g =p/2 7 (5.1.2)

Como ejemplos de espacios L(p,q) tenemos los siguientes:

1) Volviendo a la definicién original de L(p,q) se ve facilmente
que s° es el espacio lente L(1,0), (el cual estudiaremos con
mas detalle después) para este caso (p=1, q=0);

h(z,w) = (exp(2ri/l)z,exp(0)w) = (z,w), donde h es el
.~ homecomorfismo identidad y la regidén fundamental de la accidn de




Fig.5.1.1 Representacién Poliedral de L(7,2). (Las &reas
sombreadas son identificadas.) |
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G = { h=1 } sobre S’ es precisamente s .

2) También observemos gque L(2,1) noc es otro que RPS; puesto que
G = { I,h} tenemos:
G (z,w) = { (2,w), (exp(2ni/2)z, exp(2mi(1l)/2)w) }

{ (2,w),(exp(mi)z,exp(mi)w} }

{ (z,w),(~2,-wW) }

Es decir, cada punto (z,w) € S’ es identificado con su punto

I

antipodal,por tanto efectivamente L(2,1) = S3/G es RP°.

A través del siguiente capitulo estaremos interesados en obtener
la representacién equivalente de L(p,q) (Threlfall y Seifert 1932,
p.554) como una variedad toroidal (Ver teorema 5.3.1 de este

capitulo para el resultado).

La representacidn toroidal del espacio lente s = L(1,0) sera
obtenida primeramente, después la definicidn de L{p,q) como la
regioén fundaméntal de la accién de G sobre §° ser& aplicada para
obtener la'representacién toroidal deseada de L(p,q).

5.2. Representacidén toroidal de s

Un toroide V es el producto tépolégico de un 2-disco euclideanoc D
con frontera D y una curva cerrada siﬁple; la frontera de V esta
dada por T = 8D x C. Por una curva meridional de V entenderemos
que ;é una curva cerrada M en N la cual estd libre de puntos
dobles, nulhomotdpica con V, pero no nulhomotépica con I, 1la
eleccién de M siendo dnica con . respecto a orientacidén vy
deformacidn continua en T. Una curva longitudinal de V es definida
entonces como una curva cerrada B en NI la cual esta libre de
puhtos dobles y la cual intersecta a M exactamente una vez. Ver
definicién 5.4 para una discusién detallada de M y B). Con las -
definiciones basicas anteriores. = podemos proceder a la

representacién toroidal de S°.




Como antes, sea S  la esfera unitar
s> = ¢ iy

T, = " {z,W) € s%; 1z
(5.2.4) o
si 53 es el espacio topolégicd-. _
T, v T obtenida identificando el suk _s
Tlr\T2 = { (z,wW) e g3 ; lzl=lw! } en la

topologia coinducida por T y T, —én’ e

suma- (es decir

Sg = { A s 53' p (A) es abierto en T ¥ p
donde p:T — s’, p,:T,— g® son 1as" g
natural. Asi SO = T1 v 'Zl:'2 con 1la tcpoleql

hc;'meomorfo al espacio T, V T, con 1a topologia coe:
por la proyecc1on m: T v T, — (T, V T) /~ﬁ
homeomorfo con §° Y s° puede ser cons:..derado comno =%

obtenldo de-‘I‘1 v 'I‘2 " pegando " su subespacio comﬁr_t.l
_Sea (2,W) € T1' Entonces peor (5.2.3) y (5.2.4),

1 = |zi?+wl? s 2Iw—|2,.-asi que 1/v 2 = {w] =1y O sjz] =

st z, = Coexp(i¢0), donde 0 s { = 1/VZ y 0=

mantenido fijo en el z-plano, entonces la’ w-coordenada de.

punto (z ,w) e T, tiene méduleo |w| = 1/1-(_: , asi que
= Jl-cz exp(ir), 0 = a < 2m.

De agui que el subespacio H(z) = { (z,,W) € T } es hn§ curVQﬁf;q
cerrada simple en T 'y serd llamada la T,-fibra sobre 1z -
(figT5.2.1).
.Ademas, como H(z) n H(2’') = o péra Z#=z2' y ya gue cada (z2,W) € TL
estd contenido en la Tl—fibra'sobre z, entonces la descomposicidn

T, = U H(z) donde 0 = ¢ = /Y Zyo0=s¢<2m de T es una posible

| z=§el¢ | ‘ '.

‘fibracién de T . (Ver seccién 5.4 para la definicién de fibra). Si

V, es el cilindro circular recto en el 3-espacio Euclideano cuyas
Areas circulares superior e inferior son identificadas (sin
torcer) | '

={ (C7,9',A"); 0 =C <12, 0=¢’, r'<2nu, A tomada mod 27 }

-~
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entonces el mapeo l,ll:Tl—> v, definido por

¥( Cexp(ig), v1-§ exp(ir) ) = (,¢,A) :

es un homeomorfismo el cual mapea la T1 fibra dada por |
z, = goexp(iqbo) en.la curva “paralela al eje": e
{ (L,d,A) € V1; 0 = A <2} _ L

En la terminologia de Seifert (Ver seccidn 5.4), T, es e‘lntdl_'i_c_éis;; u
toroide fibrado con fibras { H(z): 0 = |z| = 1/V 2 }. Sin hace

caso a su estructura de fibra, ‘I‘1 as el producto toPolégi.cfi'd'f'éii_’_"

2-disco Euclideano D1= {z; 0=zl =1/vV 2 } en el z-plano v 1a"
curva cerrada simple C= { (z,w) € T; |z] = 0 } y es por tanto un
toroide. (fig.5.2.1).

Un argumento similar puede aplicarse al subespacio T2 < s°. si
(2,w) € Ta' entonces nuevamente por (5.2.3) y (5.2.4),

1= [21%+wl®=21zl% asique 1/v T =zl =1 y 0= |w = 1/v 32
si w, = Eoexp(iqbo), donde 0 = Eos 1/v 2 y 0 = 80 < 2m se
mantienen fijos en el w-plano, entonces la z-coordenada de cada
punto (z,‘wo) € T2 tiene médulo |(z| = V1-£§ ' asi que
z = Vl—gi exp(ip) para 0 = p <2m. Como antes, el subespacioc
K(wo) = { (z,wo) € T2 P (la ‘I’2 fibra sobre wo) es una curva

cerrada simple en T, Y '1‘2 es el producto topoldgico del 2-disco
Euclideano D= { wj 0 = lwl = 1/¥' 2 } en el w-plano y la curva

' cerrada simple C, = { (z,w) € T ; lwl| = 0 . (fig.5.2.1).

Considérese el subespacio T, n T = { (z,W) < s% 1zl = Iwl }.
Si (z,w) € T n T, entonces de (5.2.3) Izl = |wi = 1/v 2, asi que
las superficies frontera II1 Yy .Hz_, de los toroides T. ¥y T,
respectivamente, cada una se identifica con el subespacio T n T,.
De aqui, cada (z,W) € T1 n T2 tiene las representaciones ' ,
(z,w) = ( 1/V 2 exp(i¢), 1/v/ 2 exp(if) ) como un punto en I 'y
(z,w) = ( 1/V"2 exp(ip), 1/vV 2 exp(ir) ) como un punto en T . De
esto se sique que ¢ = p(mod 2n) y A = 8O(mod 2m) en las
superficies frontera oy Hz. Escogiendo la curva meridional -

M= { izl =1//72, A =01} ={ (1/V 2 exp(i¢), 1/V 2 ) }
y la curva longitudinal |

 B={¢=0, 12l =1V Z}={ (VI 1/VZexp(id) ) }

de_'l‘i' junto con la curva meridional
M= { Iwl =1//2, p=01}={(1/V2, 1//2 exp(i6) ) }




y la curva longitudinal _ _
fe=0,lwl =1V321={ {12

de Tz, Yy orientando esas curvas apropiac

forma natural de "pegar" H1 Yy Hz_sétisf.ce§
{ (1/V 2 exp(ig), LV 2 ) } ~ { (1}
{ (1/V'2, 1/V 2 exp(i8) ) } -~ { (1
es decir, M ~ B, Yy Mo~ B, (en n‘l' =__‘n_;é}.~_
simbolo ~ siempre significard "es homdlogo ‘a’

Asi obtenemos el siguiente

Lema 5.2.1 -
La 3-esfera S° es el espacio obtenido al "pegar"“la
frontera H y I, de dos toroides T, y T, con las curvas :
Yy longltudlnal M1’ B vy M, B respectlvamente en forma'
ny ~ B2 Yy M2 ~ B1' (en TI1 I )

5.3 Representacién toroidal inducida de L(p,q).

‘Considérese el efecto de definir el ‘homeomorfismo h:8%— 53,

definido por (5.1..1), en los toroides T, ¥ T, de la-seccién,5.2. 

Para cada (z,w) € T, (z,%) = (C exp(i¢), v1-C° exp(ir)), donde

0s{s1/V 2y 0=¢, A < 2n. De aqui - '
(z/,w’) = h(z,w) = (exp(2mi/p)z, exp(znqi/p)w>-

= (Cexp((d + am/mi), VAC exp((x + 2ma/p)i) ),

‘ asiffenemos que |z/| = = lzl, ¥ por lo tanto h mapea cada punto
‘(z,w) € Ti a un_pgnto (z',w’) el cual yace en el mismo cilindro
concéntrico { { = constante } de T1 al igual que (z,w). De esto
observamos que el mapec hi_:T — T, (la restriccién de h.a T ) es
un homeomorfismo de T, el cual rota cada cilindro concéntrico
{ 'L = constante: 0 < { = 1/v 2 } un &angulo 2n/p en la ¢-direccidn
y un éngﬁlo 2ng/p en la direccidn A, y la curva cerrada c={ {=0 }
(E1 cilindro eje de T) un dngulo 2ng/p en la Aa-direccidn.
(£ig.5.3.1). Similarmente, para cada (zZ,w) € Tz,

ii9




T,

Fig.5.3.1. Accid

n de h sobre los Tcroides de §°.
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(z,w) = (Y1-€" exp((p + 2m/p)i), £ exp((® + 2mg/p)i) ). Como - .
antes, him es un homeomorfismo de T, el cual rota cada cilihd’rb
concéntrico { £ = constante: 0 < ¢ = 1/1/ } de T, un angulo 214
en la 6-direccidn, un angulo 2n/p en la p-—dlrecclon

) L

cilindro-eje C2 = { £€=0 } Qe T2 un angulo 2m/p en la p-dlrec.ci'é«
(Fig 5.3.1). R

Sean L y L, ;l.as regici?es fundamentales de 1la acd_j._én'
G = { I, h, h%..., N } sobre los toroides T y
1 -

respectivamente. Eligiendo apropiadas representacicnes para L

L, en T y T, la representaciéon toroidal para L(p,q) es
sugerida en la fig.(5.3.1). Cons:.derense los toroides T Yy T en
la forma de cilindros circulares rectos como antes. Como h rota':- .
los puntos de 'I‘1 un angulo 2n/p en la ¢-direccidn, elegimos como -
un representante para L, el sector de T dado por L, U 61' donde
L ={ (L/¢,2) eT: 0<Ls1/V2, 0=¢<2n/p}y
{ (L,9,2) eT: =0, 0=2x<2m/p} (fig.5.3.2). Bajo las
identificaciones 1nduc1das en L (P es identificado con h(P},
h® (P),ecnay hpl(P) }, A tomada modulo 2n para f.l' y mbédulo 2n/§
para 51),1as fronteras planas { ¢ = 0 } y { ¢ = 21m/p} son
- identificadas por un é&ngulo 2ng/p en la A-direccién y las Aareas
superior e inferior de I_.1 son identificadas sin torcer..

Sea S el sector circular de 4&ngulo 2n/p dado por la
interseccién de L con el disco { A = - 2—133- k (mod 2m) }
para k = 0, 1, ..., p-l. Entonces por las identificaciones
inducidas en Ll, .51 = pUls és homebmor’fo a un 2-disco euclideano,
asi qgue L = [')Ixc1 yk 0es por tanto un toroide con superficie

- )
|

. r -
frontera Hl = H1 n L1 (Fig.5.3.2). Ademas D1 es el disco

D={ A =201} deT tomado médulo el subespacio L, asi que si A

'es el arco circular del sector «circular S para todo
- ’ . .
x =10, 1, ..., p-1, entonces la curva cerrada M de L definida

’ .
por Z-KOA1 Ap_l- (M1 es la curva cerrada P P Pz}?3P4P0 de la

- Fig.5.3.2), es la curva meridional |
M= { { = 1/V2, A =0 } de T, modulo el subespacio L . La curva ;

cerrada M en la superflcle frontera 1'[ de L estd 1.Lbre de puntos
L

dobles y no es nulhomotépica en H1' ya que de otro modo M1 seria
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Fig.5.3.2.
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nulhomotépica en M y como tal no podria ser una curva meridional
para T . Ademés, cada arco circular es deformable con L al punto
A= - 2:q k (mod 2m) sobre el eje C, del toroide T, y “todos los
puntos que cumplen tal condicién son identificados en el proceso
de obtencién del eje C, del toroide L (C, es identificado méqulo
2n/p para obtener CI). Por lo tanto 1la curva cerrada

1
para el toroide L .

’ N T
M = M(mod L) es una eleccidn adecuada de curva meridional

Ya que h rota los puntos de T, un angulo 2n/p en la p—direcci6h   

elegimos como un representante para L2 la seccién Ade T, dada por
{ (&,8,p) € T,; 0 = p = 2n/p } (Fig.5.3.2). Bajo 1las
identificaciones inducidas en L, (P es identificado con h(p)), 1las
adreas circulares { p =0 } v { p = 2n/p } de L2 son identificadas
rotandclas un angulo 2ng/p en la ¢—di;§cci6n). Si C, es la curva
cerrada a partir del eje toroidal de T, por medioc de 1la
identificacidn 1nduc1da de p modulo 2n/p V' D ‘as el 2-disco
euclideano de T co? superficie frontera H L= Hz fa L2 (Fig.5.3.2)
La .curva cerrada M= —M sobre H es una eleccidén adecuada de
curva merldlonal para L ya que M es una curva meridional para
T,. Sea B la curva sobre II2 que va desde P = (1/v 2, 0, 0) hasta
h(p) = (I/V"E} 2ng/p, 2mn/p) la cual satisface la relacidn de
homologia '

:pB; - B, + gM, (sobre I, ) “ (5.3.1)
Donde B2 es la curva longitudinal { & = 0, £ = 1/v 2 } de T2
(Fig.5.3.2). Entonces por la identificacidén natural de H1 Y Ha, la
cual aparece en el Lema 1, B2 ~ Ml‘(en II1 = Ha) asi que por la
relacién de homologia de (5.3.1) tenemos gque o

” ’ pB; ~M o+ qMZ (en ‘n1 =M). (5.3.2)

Ahora,  ya gue H Yy II? son las restricciones de I y N, a los
subespac1os L y L ’ M2 = —M es una curva merldlonal para L Yy
82 es una curva cerrada an H la cual estd libre de puntos dobles
y corta a M »exactamente una vez, entonces: de la relacién de
homologla (5. 3 2) anterlor,

M- pB, + qM (en T, = 1), (5.3.3)
dode B es una curva longltudlnal para L . Pero fue,determinado
anterlormente gue la curva cerrada M =M (mod L } es una elecc1on
adecuada de curva meridional para L1. Por tanto M1 (en II) es

7 L] 3
idéntica a MY asi tenemos la siguiente representacién tor01dal
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para L(p,q)-

Teorema 5.3.1

El espacio lente L(p,q) es el espacic obtenido "pegando" las
superficies frontera I vy H2 de dos toroides T, ¥ T, con curvas
meridional y longitudinal M, B1 y M, B respectivamente en forma
tal que

M2 ~- pB1 + qu (en IT1 = 1'[2).
Este teorema muestra también la equivalencia entre la definicién
para L(p,q) en éste caplitule y 1la definicidn del capitulo
anterior, puesto gue sus representaciones toroidales son

exactamente las mismas.
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! 5.4 El espacio fibra F de Seifert

j Un espacic fibra de Seifert, (de agul en adelante nos réfErz
&l simplemente como un espacio fibra), es una 3-variedagd M?Coﬁ

por caminos, en la cual un sistema § = { H } de curvas cerradas h:

sido dibujado satisfaciendo; (a) para cada punto x & M existe:
exactamente una H ¢ S5 tal que x € H, y (b) para cada H e § exista 
un subconjunto QH € 5 tal gque H = S%{ Yy !%{ puede ser mapeado
"fibra-verdadera" en un "“Toroide fibrado” V, donde H es mapeado a
la "fibra central” de V. M siempre serd considerada compacta. Las

curvas cerradas de S represéntan las fibras de M, y el subconjunto
Q,  sera 1llamade una fibra vecindad de H. Por un mapeo
fibra-verdadero entre dos espacios fibra significara un
homeomorfismo el cual mapéa fibras en fibras, la caracterizacidn
de espacios fibra serd Thecha por medio de  espacios
fibra-verdadero. Un toroide fibrade V es un cilindro circular
recto en el espacio 3-EBuclideano de altura 1 cuyas fibras son
dibujadas paralelas al eje del cilindro, (la fibra central de V),
y cuyas &reas circulares superior e inferior son identificadas a
través de un dngule 2mv/u, donde v y 4 son enteros primos
relativos (fig.6.1.1). No hay restriccidén al suponer que u > 0 y
0 <v s 1/2u, o si u es reemplazado por -, Yy vV por -v o v + ku
(k es un entero), se ve facilmente que el toroide fibrado
@;esultante es fibra-verdadero con el original. El caso en gue
7] = 1, el toroide fibrado V es llamado regular. En la seccidn
anterior definimos una curva meridional para un toroide "~ (no

fibrado) V con superficie frontera II sin puntos dobles el cual es
nulhomotépico con V perce no nulhomotépico en II, y una curva
longitudinal para V como alguna curva cerrada B en II sin puntos
dobles la cual intersecta a M exactamente una vez (fig.6.1.1). Las
curvas M y B forman un un sistema fundamental de curvas en Il en el
‘sentido de gque toda curva cerrada en I es homdloga a una
combinacidén lineal de M y B con coeficientes enteros. El sistema
fundamental de curvas se denota por {M, B}, una orientacidén de la
superficie M es determinada siempre gque asignemos orientaciones
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(direcciones) a las curvas M y B. Ademds, si M’ y B’ curvas

meridional y longitudinal para V arbitrariamente
entonces

elegidas,

M’ ~ tM v B/ ~ B + xM (en M),
para X un entero. Las infinitas elecciones no homélogas para la
curva longitudinal B’ ocurren puesto que la definicién de dicha
curva no restringe el namero de veces dJque B’ se
meridionalmente alrededor de V.

tuerce

bz

center fibre

Fig.6.1.1. Toroide Fibrado.
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CONCLUSIONES

Hemos dado dos caracterizaciones para los espacios lente L(p,q),
una por construccién y otra por medioc de 1la accidn de un
particular grupo de homeomorfismos G actuando sobre 53, Luego,
a partir de estas <caracterizaciones hemos obtenido otra
representacién para L(p,q), como el espacio que se obtiene al
"pegar" dos toroides de manera adecuada. Estos resultados sirven
comc herramienta para obtener otros resultados gque no hemos
incluido en estge trabajo pero gue nos conducen a la clasificaciédn
topolégica y homotépica de los espacios L{p,q). Algunos de dichos

resultados son los siguientes:

1) Hl(L(p,q)) = Zp. Es decir, el primer grupo de homotopia de
L{(p,q) es Zp. ' '

2) El espacio cubriente universal de L(p,q) es S°.
3) Teorema de Clasificacidén Topoldgica.
L(p,q) # L(p,q’) si y s6lo si qq’ = 1 (mod p).
[Whitehend 1241]. '
4) Teorema de Clasificacién del Tipo de Homotopia.

L(p,q) = L(p,q’) si y s6lo si gg’ = + b°(mod p)
para algin b ¢ Z.. '
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