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INTRODUCCION.

El objeto de este trabajo es presentar dos de los métodos -

más antiguos que se conocen para la búsqueda de soluciones perió-

dicas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, estos son, el Método

de Poincaré y el Método de Van Der Pol. Quizá un estudio sistemá

tico de este tipo de problemas deba empezar con el Análisis de es

tos métodos y de algunas de sus aplicaciones. Esto es lo que se

pretende hacer aquí.

El capitulo I expondrá el Método de Poincaré y algunas de -

sus aplicaciones, en particular, la aplicacióna cierta ecuación ----

diferencial que se presenta en el estudio de generadores de tipo --

Termiónico.

El capitulo II consistirá del Método de Van Der Pol y -----

también se verá su aplicación para la ecuación diferencial mencio-

nada en el párrafo anterior.

El Método de Poincaré y el de Van Der Pol se aplica a sis

temas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias del tipo cuasi-lineal,

es decir, a sistemas de la forma:

(1.1)	 5(---ct.xl-by+,u ft (x,y)

5/-= cx+ dr-,a f, (x,y)

- i -



con a, b, c, d constantes reales o complejas; fs y f 2 funcio--

nes analíticas y	 un parametro pequeño, como veremos en --

el desarrollo de este trabajo.

Para estudiar la existencia de soluciones periódicas para

sistemas no-lineales más generales que el de las ecuaciones 	

(1.1), tales métodos no son aplicables y se tiene que recurrir a -

métodos analítico topológico, como son: Teoría del Grado Topolági

co, Método de la Alternativa, etc. - Realizar un estudio de estos -

métodos va más alía de la intención de este trabajo, pero el lec 	

tor interesado puede recurrir a las referencias [ 211 3 1 .

al SABER DE MIS MIS
NARA PM GRANDEZA

ALTO:: ESTUDIOS

BIBLIOTECA
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METODO DE POINCARE.  

1.1.	 Introducción.- Es evidente que para aplicaciones, son

necesarios métodos cuantitativos capaces de proporcionar -

(1.1.1.)

nos soluciones númericas para las, ecuaciones diferenciales

ordinarias.

En general, no existen métodos capaces de darnos so_

luciones exactas de ecuaciones diferenciales no - lineales,-

y el único método disponible es el de aproximaciones.- En

aplicaciones, una clase típica y muy general de ecuaciones

diferenciales no - lineales son las llamadas de tipo cuasi—

lineal que son de la forma

5 r--AX+,“ f (X)

Donde A es una matriz n x -n, X e TR n, ,a u -a

parámetro pequeño y f :70—> -7-l a	una función analítica.

Cuando j.L= o, la ecuación (1.1.1.) será lineal y si --

cumple ciertas condiciones; sus soluciones serán tu perió_

dicas. ( Ver apéndice I).

Nuestro objetivo es demostrar que muy cerca de algu

na de éstas soluciones cuando /2-=.-o, pueden existir solucio-

nes periódicas de la ecuación (1.1.1.) para valores muy --



( 2 )

pequeños de	 La búsqueda de estas soluciones -

es el propósito del Método de parámetros pequeños de

Poincaré.

La exposición de éste método, constituye el princi_

pal objetivo de la sección 2.

El alcance de los métodos cuantitativos disponibles-

en el presente es bastante limitado. En efecto, la cla

se de ecuaciones diferenciales no-lineales del tipo ---

(1.1.1) están restringidas por la condición de que el -

parámetro p_ debe de ser muy pequeño. A pesar de

estas limitaciones. la utilidad de éstos métodos es ---

muy grande y sus aplicaciones son muchas en varias

ramas de la ciencia aplicada.

En la sección 3 veremos las expansiones de

Poincaré y soluciones generadoras.

En la sección 4 incluiremos un ejemplo de la apli_

cación de ésta teoría. En esta misma sección daremos

un ejemplo de una ecuación diferencial cuasi-lineal la_

cual cumple con la hipótesis de analiticidad para la --

perturbación f,	 y sin embargo no existen solucio -

nes periódicas de dicha ecuación en ninguna vecindad_

de la solución periódica cuando el parámetro es igual-

a cero.

### 3.



( 3 )

1.2 Método de Poincaré.
11111,77211711159.7

Consideremos el sistema de ecuaciones diferen -

ciales

(1. 2 . 1. )
= a. x+b y+ fa	

• 

(x, y)
jr=c x +d	

• 

(x, y)

Donde ,a es un parámetro pequeño, ft y f 2 son

funciones analíticas en sus variables (x, y)

En primer término buscamos las soluciones pe

riódicas de este sistema cuando es lineal, es decir,

cuando fi = o• Su ecuación característica es

(1.2.2) 82- (a+d) + (ad-c 6) = o

Para que existan soluciones periódicas se deben

(1.2.3)

cumplir las siguientes condiciones

a+d=o y ad-cb >o

Con estas condiciones encontramos que todas las

soluciones periódicas del sistema lineal son de la for_

ma

(1.2.4) x xo (t,K)=1( cos	 + b sen w t
y=y, (t, K)=-K sen wt4b cos u.) t

Con condiciones iniciales y. (0). K y y. (o) = b

Estas soluciones tienen período 2 Vui donde ---

w= ad-c b (Ver Apéndice I)

## 4
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El método de Poincaré consiste en indicar los condi-

ciones bajo los cuales existe una solución del sistema ---

(1.2.1) para cada valor dei suficientemente pequeño, que

tienda a la solución periódica del sistema lineal cuando --

fi	 O •

Las soluciones deL sistema (1.2.1) las designamos -

por

x = x (t , A isk K)

Y = Y(t, A7 Se, K)

con condiciones iniciales

x (0)14,81) )82 ,K) = x . (o,	 + A (a)
y (o,fi, A,,a2 ,10= ye„ (o, K) 4,8 2 (fi)

Donde A (f) y,82 (ii_) son las desviaciones de las condicio

nes iniciales de las soluciones x (t/24132 ,K) y y(tIfi,4992,h)

con respecto a las condiciones iniciales X t,(o,K)y y, (c),K )

de las soluciones periódicas del sistema cuando es lineal.

En base al teorema sobre la dependencia analítica --

respecto al parámetro, podemos expander las soluciones

x(t„u.,A, Pez, K) y y (tp,A,S,,K) en series de potencias de

p, A, y /92 las cuales convergen en un intervalo finito —

del tiempo, esto está demostrado en el Teorema de las --

Expanciones de Poincaré. ( Ver Apéndice II)
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Los coeficientes de las expansiones así obtenidos son

funciones del tiempo. Sustituyendo éstas expansiones en la

ecuación (1.2.1) es posible determinar estos coeficientes -

igualando como potencias de /2 ,A y A2,	 Obtendremos

de ésta manera un sistema de ecuaciones diferenciales su_

jeto a ciertas condiciones iniciales.

La solución periódica del sistema cuando es líneal --

tiene período T y es lógico suponer que en una vecindad_

de esta solución, la solución periódica del sistema 	

(1.2.1) cuando it.# o, tendrá un período T4 754 (fi.) donde_

91 (,u) es una pequeña corrección la cual tiende a cero

cuando	 o.

Demostraremos que bajo ciertas condiciones pueden -

existir soluciones periódicas siempre que ,a	 sea suficien_

temente pequeño.

La condición de periodicidad de (1.2.1) es:

X (Ti- tal 14,A„e2 , K)-- X (0„ü, /91. ,	 K) = o
KT J, Juniet , /32 , K) — y(o,,a „se pa K) o

Para valores determinados de fi y 1<	 debemos selec

cionar funciones A OIL 82 (,u) ale/[) que satisfagan ----

(1.2.7) además la ecuación no - lineal será lineal cuando —

,a=o luego A (o). A (o)= 91 (o)=. o

### 6
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Como el ángulo fase es arbitrario, es posible hacer

una de las p igual a cero, digamos que Ar-o„82 = A

y así la condición (1.2.7) la podemos escribir como sigue:

X (T4-04, ÁL, O, A 1.0—X (0,,U,	 <)=- (1)(91J2 2 A, )

y (T4-7040 ) 4 K)-Kova,o,i9,K)--tir (as	 K)

donde 4> y 4- son funciones analíticas de (Z ,u ,,9, K y

El sistema (1.2.1) cuando es lineal y cumple las ---

condiciones de periodicidad, tiene una infinidad de solucio

nes periódicas correspondientes a los valores arbitrarios -

de l< en las ecuaciones (1.2.4). En tal caso (1.2.8) se -

rán satisfechos idénticamente para cualquier valor de	 K.

Por lo anterior los términos independientes de fi son cero

lo cual implica que existen cp t y tt	 tales que

(35 u, A K ) = ,íz ick 	 K)

r (94, >, 10= Á ler, (r of , )9, K)

donde iopt y rtirt son funciones en las cuales r (fi), 13 (ji)

están expresadas en términos de

Por el Teorema de las Funciones Implicitas, se pue_

de afirmar que si. el jacobiano

(Ver Apéndice III)

fr#4 7
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94)i cki

a ( 4i ami ) o
9 3^

a

a s

9 Nri a (20 )	 )
a2° 9 S

y además para	 O 2 (0 )= ( fi)= o , para cada

valor de	 suficientemente pequeño podemos encon —

trar un par único de funciones g.( (,L)ys(Aque satisfa

gan las condiciones de periodicidad (1.2.7).

Por lo tanto con las condiciones señaladas, para

cada	 suficientemente pequeíra, existe una solución

periódica de (1.2.1) que tienda a la solución periódica

del sistema lineal cuando A —> O.

En el caso cuasi-lineal calcularemos el jacobiano

Tenemos las funciones siguientes:

+( atli,A K ) = filk UP;11.),8,K)

(2 4,,u ,19,	 K)

donde tiy-th son funciones analíticas en las cuales -

4 Cabr ,a (u) están expresadas en términos d

Representemos a d"GtOyi9Cu)como series de poten -

cias de A

(fi)=d /u + e A' +...

/3 (A) zdi # el itz#

### 8
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Expendiendo las funciones eik y -tir i 	obtenemos

k=4).01+a,u+ bial+cf34...=o

Irt = 'In 4. a., Ja 4 bi + C i 	= o

Sustituyendo en estas expansiones los valores de ---

2' (µ) y f3 (,a) dados por (1.2. 10)

podemos considerar el problema

Sot +	 (a+bd4 cd,) .0

-Ir" 9.4,4 bid + di )---: o

ya que el Teorema de las funciones fmplicitas solo tiene -

que ver con la continuidad de las primeras parciales de -

podemos despreciar los términos de segun_

do orden ya que éstos están relacionados con los segundos

parciales.

Las ecuaciones (1.2.12) deben ser satisfechas por va

lores muy pequeños de fc, por lo tanto las siguientes dos -

condiciones deben ser satisfechas:

= +.1 ( K ) =0;	 (K )= o

(1.2.14)
	 a4bd cd s zto, ad bi d i-cidt=o

La condición (1.2.13) establece que los términos inde

pendientes de ,a. deben ser cero, y (1.2.14) que el sistema

### 9
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de dos ecuaciones deben darnos los valores de d y di,

los cuales determinan las cantidades de a'Cii)y,5 (p.) de

primer orden.

Esto es posible siempre que

b
b, c, + 0

Lo anterior es equivalente a calcular el jacobiano        

	

a 41	 2 4'1

	

aa	 a A

	

.a Alri	 a 

	

a 01	 a   

(1.2.15)  b c

b1 c1                     

Entonces siempre que el jacobiano (1.2.15) sea --

diferente de cero, existen soluciones del sistema ---

cuasi-lineal.

1.3.	 Expansiones de Poincaré, Soluciones. Generadoras.

En lugar de la ecuación (1.2.1) consideraremos --

ahora una ecuación diferencial no-lineal de la forma
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(1. 3. 1. )	 5Z+-X=ii f (x,k)

Sea x =x (t , ,	 z , k<)	 su solución periódica

en la vecindad de	 p = o	 Expandiendo esta solución -

en una serie de potencias de ji, 	 ,82 7	 sabemos por

el teorema de Poincaré que estas expansiones convergen_

en un intervalo arbitrario pero finito del tiempo siempre

que estas cantidades sean suficientemente pequeñas en —

valor absoluto. Obtenemos

(1. 3. 2. ) X = (t) + A	 +	 /32 + c -rD $ i yu 4 E /32 it+

donde g l ° , A , B,	 .	 son funciones de t 	 . -Nuestro

propósito será identificar la expansión (1. 3. 2. ) con una_

solución periódica de (1. 3. ) siempre que Azi/, /,e1 /
y 782 / sean pequeños.

Derivando (1. 3. 2. ) con respecto 	 t,	 obtenemos

(1.3. 3.) SI= CP. 0 (t) + Á /3+ 1)/3 2 +	 p + I 5 13	 + 1132 p
y.,d>a(t.)-1-*Nsi4%,82.4_	 µ+.1,52 ,42

Expandiendo -F. (x, ;<)	 en una serie de Taylor a lrede- -

dor de los valores X 0 , * o tenemos:

(1. 3. 4 . ) f (x, )*()=f (xo,Ñ,)+(x— x 0 )(á fx )0 +(;<— X 0) ( 	 )0 +

+ tx—xj (1,it )0	 (X— o)( 125( 1 )of

+-(x— x o) (j<-5(0) tx af„)0 +. • • •	 ### 12.
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Sustituyendo en (1. 3. 4. ) a x-xo= x- c1 0(t)yX-* 0=x-c1) 0 (t )

dadas por (1.3.2.) y (1.3.3.) y reemplazando a x, s>s<

y f Ex,	 )	 por sus va lores (1. 3 .2. ), (1.3. 3 .) y (1. 3. 4. )

en la ecuación diferencial (1.3.1.), obtenemos una serie -

arreglada en términos de ju, a l , fez, /Si 	 A ,t(„14,2•.- la

cual por el teorema de Poincaré converge. -Por una iguala

ción de los coeficientes de obtenemos un -

conjunto de ecuaciones diferenciales.-Si la expansión está

limitada por términos de segundo orden, obtenemos 9 - --

ecuaciones diferenciales de las cuales 3 son idénticamente

satisfechas y las 6 restantes son como sigue:

ed+c---f (ko,ko)

D+D4-1 .. )0 A+ ( 	 1:)0 A:14-E7-(:)90B+(1;<f )0

F+F=(1 xf )0 c+(1	 ),

Aquí los símbolos "
f 0,)oy k „ ) ,, designan la de

rivada parcial de f con respecto a las variables x y >"<

en las cuales las soluciones generadoras x o (P o (t) j

).< 0 =	 (t)	 surán sustituidas después de la deriva- -

ción.

### 13.
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Por (1. 2. 6. ) podemos escribir a (1. 3. 2. ) y su deriva

da con respecto a t en la forma siguiente:

(1.3.6.) X— X 0 =f31=AA4B44C,11+DAI A + E,8 a 	+ FA	 , 	.
Ñ — X, =A z = A,81 4 &el + ¿va + 15/31 p 4- É /82 ^u F /11. 1 4-	 .

obtenemos las siguientes condiciones iniciales

(1. 3. 7. )	 A (o) =1	 (o)

13 (o)= c(o)= D (o) :: E(o) . F (0)=Á(o)=¿(o)= 6(o) É(0)=- 1(o)r o

Con estas condiciones iniciales, las 2 primeras ecua

ciones de (1.3.5) tienen las soluciones:

Á= cost 5 B = sen

con período 2. n.

Las 4 ecuaciones restantes de (1.3.5.) son de la for--

ma v + tr= V (t), teniendo las condiciones iniciales ---

-17(0)=	 (o) = o . -Por la fórmula de variación de	 Pa

rámetro,	 la solución de estas es:

(1.3.8.)	 =f1 v(u) sen (t-u) d u0

Reemplazando V (u) en la ecuación (1.3.8.) por los

términos del lado derecho de las 4 últimas ecuaciones de -

# #14.
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(1. 3. 5 ), obtenemos las siguientes expresiones:

(1.3.9.) A=cos ;	 sen

a= sen t; 6 = cos t

C= Jo f [4), (u), th i, (u)I sen(t-u) d u

e= Pf [1.(u.), 110 	cos (t—u) du
o
tD _, r ra f 

o 
c o s u	 aa	 *f ,, se n -ul s en (t-u) d u_J, L

D	
a x

. .-.. 
ki [a 

Y 

0 
cos -u— aa f  sen u] cos(t-u)d uF a X	 5(0D

rt [ a f
	  sen. u+ 

a x
a .f. cos u] sen(t --Lt) d 'uE.

J 	 e. L 9 xo

I. ft [-1 -fo
	 a X-a v sen -u 4,- -11--r- cos u] cos (t-u) d uw o L y ^ 0

F = ir [ 1 xf 0 c #	 o ¿] sen (t -u) du

p . i: [fry, C4- 1 j,, ¿j cos (t--u) d u

Donde X„= K cos t, Xo =— Ksen t son las soluciones_

generadoras en las cuales la fase está tomada como ---

cero.

Como solo soluciones periódicas son de interés aquí,

es importante saber los valores de A, B,... 3 F después_

de un período.

Reemplazando t por 2 r	 en las expresiones ---

(1. 3. 9. ) obtenemos lo siguiente:

### 15.
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A (27r)--- 1 3 Á(27r)=o

B (2x)=o; á (17)-=-1.
rtic

C(2x)= — ) f (xos k) sen u du

C(2x)=Ji(x.,*(,) cos u duo
rale

D(27c)= j	 f sen z u+	 f sen z dua	 a X,	 a Sco	 o

D (2 -7c) = f [ a f costu— 2	 sen 2 "U.1 du
Zn

E (ve o 	 a x[	 sent u- 4- tiro sen	 u]duo

1(23t)	 Hro sen 2 u+ &cos i du

F(171)1---S.2"[-1-1-0 C(u)sen u— ett-<.e(u)sen uld u

É(2-11) 
Jo L 4

c (u) cos u + -no	 (u) cos	 du.

Las. expresiones D y E pueden ser aún más simplifi

cádas, expresando los valores de 	 K du	 cos u)	 Y

d (f sen	 de la siguiente manera:
K du

chi
(f cos	 cos -u. — f sen u.d

df = af	 ax. t af “(c,
d u.	 a x. a u	 35(0  au

Corno las soluciones generadoras	 X 0 y 5(c,	 son:

	

X„= K cos u I *0	 - K sen
a xo_Ksen lk;	 a	 =	 K cos u
a u

luego

d f-
	 f cos—	 u.

fi u	 a 
o sen	 K 

a xo

### 16.
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por lo tanto

t 	 (f cos U_) =	 3 f	 sen u cos u- a f  Cos 2 It- -f— sevl UK d u	 a x o 	 x* o

K ic	 n 	 i 9 f	 f	 f(1.3.11.)--- CoS -119=	 2.	 9 X sevi z u	 cos u-T sen u0d u	 Ao

y similarmente

(1.3.12.) K	 a(f	
a x sen

2 u- 21	 fo sen z u+ —f cos ua x

Las expresiones D, 5, E y É de (1. 3 .10 . ) tomando -

en cuenta la expresión para C son simplificadas por -

medio de las ecuaciones (1. 3. 11.) y (1.3.12.) y adoptan_

la siguiente forma simétrica:

VI	 0 2 lt

(1. 3. 13.) D ( 2 'n'Y= f .--1--- - da- c(22`) , 5 (2.1)=i -2-i cl u. ¿ (z 7`)o a X o	 K	 o a Xo	 VÇ

E el -it) =- al ¿(rn); É (z-g)=-11--.0 (lit)

Si C ir) O

(1.3.13.) serán:

y C ( -7r) + o , las ecuaciones

z-sr
"	 "rt(1. 3. 14) D (2 ic)—	 1)to d u i 6(2-7t)—i 

a f
n a xo-	

)

K

E (2 R) =— f (77t) 5 E (2 7r) = O

### 17.
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Si C (21t)=d	 o tenemos:

IX	 2 7C

(1.3.15.) D(Z X) := I 	 du; b(27c)=--f	 gr du
o a )< 0	 a x.

E (2	 = O 3 E (2 it)-= o

De (1.3.15.) las expresiones D (2 ir)	 y 15 (2 X) , -

representan los términos constantes de la expansión de —

af y	 afFourier de	 multipliacadas por 2 7c
a X„,	 0 X c,

Por otro lado, —C	 ) y d	 7t) , como se die ----

ron en (1.3.10.) son los coeficientes de seri t. , COS t

en la expansión de multiplicados por r

Entonces, si f	 ,)está dado, estos coeficientes

pueden ser calculados directamente de la ecuación

(1.3.10.).

Estamos ahora en posición de escribir las ecuacio

nes (1.3.10.) en una nueva forma, ,expresando la existen

cia de soluciones periódicas. Es claro que por la elec

ción de las soluciones generadoras en la forma 	

y	 k (t) =—K sen t(t)= K cos t	 o	 , la

amplitud K está ya contenida en las expresiones para --

Si 	y A	 así la ecuación (1.2.9.) puede ser ese

crita como:

	

(1.3.16.) $ XII, At ,	 = o Y lf (9,,m,4"82)=0
### 18.
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Estas ecuaciones expresan las condiciones suficien- -

tes para la existencia de soluciones periódicas. Hay --

así 2 ecuaciones con 3 incógnitas 
?1, 18	 S/

Una de las 1B	 , como ya se mencionó antes, es arbi

traria y la poaemos tomar como cero.

Si además,	 las ecuaciones (1. 3.16.) pueden resolver

se dándonos 7P y $ i . , como funciones de ji de tal ma-

nera que cuan& At —3- o	 ,	 (j')--> O y Si ( p)----> o

el problema está resuelto. Si esto es imposible, hay -

aún otra alternativa.

Podemos poner si= o y tratar de resolver para —

y $ como funciones desconocidas de p.

Los términos de la izquierda de las ecuaciones

(1.3.16.),	 representan la diferencia

X(2 -7( + 2'1)—X (o)	 y 5( (2.-3T IE a-1)— 5( (o)

Expandiendo x (2 n + -a-0	 y X (2 7( +	 en --

una serie de Taylor en la cual 31 	se considera pe- —

queria , tenemos:

x	 +	 = X (27c) 4 •al >s< ( 2 Ir) ±.. -
(1. 3. 17. )

	

zta') =	 (z 71) +	 SZ (2 7r) +
### 19
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Aquí sustituimos las expansiones en serie (1.3.2.) y

(1.3.3. ). - Los coeficientes	 A (27c) , B (2 -rt)...	 , ya

están calculados en las ecuaciones (1.3.10.). Considera

remos a 9" y ,a cantidades de primer orden quitando

las expresiones de segurido orden, tenemos:

(1. 3. 18. ) 	 x (27+V) =;,(27r)4-A(27c),I1+ 8(29T)/32 4-ce24u4-D(27)sva 4-

+ E (27t) /82 ili + F (271) /41 2 474 >k o elit» a' A (270 pi+

2 4 é (21c) »re í...a"' ¿ (27r) » + —12- 3 0 ( 2 R.)

(1. 3 . 19. )	 X (27x+ z)= Xo(2-sc)+ A(21r)p1+ Ci(2-tt)p2+ C(27r)p+ b (27r),81,,u+1(2/r)a2,a+

É (z x),a2 + 5.< 0 (lir)+ TÁ (21r),131+Z^ B (27c)/32 -194 e (27t)ii +

1A2 «Xl.0 (2 1r)

Pero x o (2.-x)=--X0 (o)	 y *o (27r),-5<o(o) además -

A (27r) 7.- I , A (2 7.) .= O , B (2 7c)= o, á (rr)-=	 . -

Con estos valores de los coeficientes, las ecuaciones-

(1. 3. 18. ) y (1. 3 . 19. ) quedan.

(1.3.20.)	 (27+7/)—x(o)=-K-r I- 94 42 + C(2-7r),u+ aA t (2 7r),14 +

+ D(27)/3 1 U +E(27)	 it F (27c) ;1 2 = O

(1.3.21).	 *(27 	3^-?1,91+¿ (27r)	 +	 ¿. (2 gr)	 +

+ h (2 7e/5, /4 + É (2 ert-) j3 2 j.4 + F (27) )4 2 = O

### 20.
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Uno de los parámetros j3 puede

ESLTI.P 1	
; /

Q1

ECA
hacerse de manera

que nos satisfaga.-Así para un valor dado de una de -

las p	 , esta ecuación determina la otra 	 y la -

corrección al del período. - Como ,u, ,B, ,82 y .214 -

son cantidades pequeñas de primer orden, podemos -

obtener condiciones diferentes de acuerdo con el orden

de aproximación.

El caso más simple es aquel en el cual considera- -

mos soluciones de primer orden, quitando términos de

segundo orden. -El único término de primer orden en -

(1. 3. 20. ) es C (2-yr) ,u y en (1. 3. 21. ) hay 2 términos de

primer orden -- K 9" y e (2 ir) j4. 	 . -Igualando estos tér

minos con cero, obtenemos las siguientes dos ecuacio

nes:

(1. 3. 22. ) C (cit.)	 f (Kcos u-Ksen	 sen u cl-u	 ti)	 ) o

t(1. 3. 23. ) "ars = c el- 7r)	 	 .7: 21- í r(5( cos	 sen cos chi	 y (K)
o

La ecuación (1. 3. 22) determina la amplitud K de - -

las soluciones generadoras en una vecindad de una so-

lución periódica ya conocida de (1. 3. 1. ) , y la ecua- ---

ción (1. 3. 23. ) nos da la corrección Y 	 del periodo, -

### 21.



- 21 -

siempre y cuando ¿ (27r) + o r si C (2R-) = o

de las ecuaciones (1.3.15. ), E (2 1T = É (27C)=. O . -En-

tonces las ecuaciones (1. 3 . 20. ) se reducen a:

(1.3.24.) D (27c) /9 4. + F (2 )	 =o

Ya que	 es un cero de primer orden, podemos

proseguir con el de segundo orden y poner 2'= o- lu z . -

De (1.3.21.), en la cual podemos poner ,8 z = o , y

donde t. ( 7c) ,-- o , «C: (21r) = o	 y É (2 7c).-= o,

obtenemos:

— K o- /1 1 + 6 ( 2 7t) Á3i	+ (2 ir) z = O

Dividiendo entre	 y sustituyendo el valor de --

s1 , obtenido en (1.3.24.), la ecuación anterior nos

queda:

(1.3.25.) a-  1(2ir) D (2-70—F (27t) 15 (27r) 
K • D (2R)

La corrección	 Cr ,11. 2-	 debe ser introducida al

mismo tiempo que el movimiento es isocrono de pri-

mer orden.- Asi si K10 y 	 -rc) 1 o	 , las

ecuaciones (1. 3. 24. ) y (1. 3 .. 25.) determinan s i

= p. 2 , la amplitud K está determinada por ----
### 22.
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(1. 3. 22. ). - Sustituyendo los valores de A, B, C y -

,	 en (1.3. 2. ) obtenemos;

(1.3.26.) X= K cos t-19.1if (Kcos 	 sen u) Sen	 d u —
o

F	 cosD(ZII)

Donde K ha sido calculada en (1. 3. 22. ).

Hacemos notar que los términos:

2	 	 f (X„, 5(	 sen (t- -11) clu+ a 
O

representan el primer término de la expansión de -- -

Fourier de la función que aparece del lado derecho --

de la ecuación (1.3.1. ). - Además, el período ha sido_

cambiado por la presencia de -a^ , la correción del -

período. - La función x ( t ) dada por la ecuación - - - -

(1. 3. 26. ) permanece periódica.

Debemos mencionar aquí que la presencia de tér-

minos seculares no destruye la perioricidad, tan so-

lo explica una modificación del período. -La aparición

de términos seculares puede verse como en el si- - -

guiente ejemplo:*

### 23.
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(1.3.27.) X (t)-= >  [a K (,u)cosKW(,u)t+b K (,u)senKw(,u) t]
K. o

En donde la amplitud y la frecuencia son funcio--

nes de un parametro

La expansión de esta función en una serie de po--

tencias de	 nos da:

(1.3.28.)	 x (t) =)	 (o) cos K (o) t + bk (o) s en K CO (o) t] +
K=0

+ //i	 [a'y (d)cos K u-) (o) t+ (o) sen K w (o) t —
K=0 -

CA. K (0) Csi'(o) K t sen K W (o) ti- bk (c)(1)(o)K t cos K W (o) 	 +
c0 

K=0

Donde a;,	 y cú representan las derivadas de

a K	 (1a)	 b K (,u) y	 w ( K )	 con respecto a 14

en las cuales el valor de	 it = o	 se sustituye --

después de la diferenciación. -Observamos que como_

la función x	 ( t ) es periódica, la presencia de tér

minos seculares no destruye la perioricidad en vista

de la sumatoria de o o. oo .

Con referencia a (1.3.26.) se observa que los tér-

minos seculares no aparecen en la expansión de --- —

x ( t )	 si la corrección y puede calcularse pri--

### 24.
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mero, lo cual requiere que ID (2 -rr) 4 0	 . -Es -

suficiente entonces usar como el período sobre el -

cual las funciones A, B, • • • de Poincaré están --

determinadas , el período corregido 74- 	 , cuyas_

cantidades de las soluciones generadoras escogidas
n ? —

en la forma K co+X o 3 *O
en 	 s	 	 ]t, 2 7C	 2 It

en lugar de I< co s t	 y — K Sen t .

1.4. Ejemplo.

1.4.1. Ciclo Límite y Frecuencia de un Generador ---

Termiónico.

Nos proponemos	 aplicar la teoría anterior a la

ecuación de un Generador Termiónico. - Esta ecua--

ción simplificada se puede escribir como:

(1. 4. 1. )	 +	 = u ( p-3 ó 1r2)

Esta ecuación es de menor dimensión; ,8 > o fb> o . -

El parametro pequeño itt , ha sido introducido, así

que podemos considerar a la oscilación como del ti-

po cuasi-lineal y por lo tanto se puede aplicar la - -

teoría anterior.

### 25.
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Para fit o las soluciones generadoras son

forma:

de la -

(1.4.2.) ello = 4,	 Kcos	 i.7.0 -z(ppo(b)=-- K sen t

En este caso: f Cif,--(J)43-fr- 36 -u2 U y entonces:
•

(1.4.3.) f (14„-iro)=—$ K sent+ 3 6 K3 cos t t sen t

Hagamos uso de las condiciones de Poincaré, ecua -

ción (1.3.22.), en la integración de la ecuación 	

(1.4.3.) y vemos que AK- 4,1-: 6 K 3=0 y entonces tene

mos que:

(1.4.4. ) K 2 _ 	
36

Por lo tanto la amplitud de la solución generadora -

en la primera aproximación depende del radio 	

J6	 .-En otras palabras, la amplitud de oscila -

ción lograda por el proceso de auto excitación será --

más grande a medida que el valor de ó 	 se hace

más pequeño.

Esto es físicamente obvio, cuando 6	 O la au -

to excitación podría crecer indefinidamente, ya que --

el factor que limita eventualmente ésta, es precisa --

### 26.



- 26 -

mente la no linealidad de la característica expresada

por el término -- 6 1 -u 3	 . -Regresando al término'

no lineal f (-u-, 	) , encontramos que 
V
f z: 6 6	 •

a fy	 /9 -3 6 ir 2 , así que:
a -u-

a va
9 f c. 6 6 1< 2 cos t sen t = 3 6 K 2 sen 2 t

9 f
a t-o =p-3 5 K2 cost t

De (1.3.14) y tomando en cuenta (1.4.4.), tenemos

21c

(1.4.5.) D(2n)=S (p —s K 2 cos z t)dt=z7t( is 362/K )=2.7c te, .-
0

Vemos también que 6 (77c). O . -De la ecuación

(1.3.26.) la corrección para el período ó = cr m g- es

(1.4.6.)

Calculando

obtenemos:

(1.4.7.)

(7 7) de la última ecuación (1.3.10.)

pz

El coeficiente C (t) dado por la ecuación (1.3.9.)

después de un cálculo es:

Y

94=
K

(2 -yr)
112

	

C (t)=.	 3362K3

	

dB	 fi '

	

4	 V 36
Por lo tanto,

seculares es:

15 6 K3
3?

sen 3 t	 513	 sen t
z+	 36

la solución periódica sin términos

s en 3 t sen t =

### 27.
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(1.4.8.) 1r=2 11-6- cos[(1.- '47 ,11 2 ) t441-1-Al ( 4 	
6 

sena[

[(1 n22 )t-1- 911+,ii-54 j-16- sen [(1- P2,2/82 )t4-

Donde V es un ángulo fase arbitrario.-Es claro -

que la solución periódica se encuentra en la vecindad

Sde la amplitud 2

	

	 . -La corrección del perro—	 .3 6
do es de segundo orden y entonces puede despreciar--

se para valores pequeños de p	 . -Los términos -

seculares no aparecen aquí en vista de que el factor_

de corrección al para el período ha sido calculado -

primero.

A continuación veremos un ejemplo de un sistema -

de ecuaciones diferenciales de tipo cuasi-lineal el ---

cual cumple con la hipótesis de que 	 f es una fun -

ción analítica y sin embargo, no existen soluciones —

periódicas en ninguna vecindad de la solución periódi_

ca del sistema cuando es lineal.

Este sistema es:

x, + x t	 — xtt.

x + e x, (i— x t, — )t)

### 28.
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Donde E es un parámetro y las funciones 	

fi (x„x 2) . x i(i-x-xl) y f,(x„x,) = x,

son funciones analíticas en sus variables (x t , xl).

Cuando E = O el sistema será lineal y sus solucio_

nes son periódicas con período 2 'X , digamos que -

Xt= cos (t + 24) Y x = sen (t + al ) donde y es una_

constante. Para E o las soluciones del sistema ante-

rior no son periódicas.

Para mostrar esto, tomemos E > O y considere

mos las coordenadas polares -r, o con xi = n's cos 0,

x z = -r sen e
	

luego tenemos el sistema

E r (1.- 7.2) 6=1

la solución con condiciones iniciales r (o)=0. .7 o	 y

e (o) = b	 está dada por -fa = ét (1.442 4- e2E{1-1,

e = ID 4- t	 y -r 	 , G —> + 00 cuando t--.74-

Por lo anterior vemos que las soluciones son espi_

rales que se enrrollan alrededor de Xi + x2 =

cuando t —7 1- oO

### 29
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CAPITULO	 II 

METODO DE VAN DER POL.

2.1. Introducción. En este capítulo trataremos otro -

método para encontrar soluciones periódicas de -

un sistema de ecuaciones diferenciales no-linea--

les del tipo cuasi-lineal. -El Método de Van Der -

Pol consiste en cambiar el sistema de coordena--

das originales en un plano fase por un sistema —

rotatorio en el cual las soluciones periódicas es-

tarán representadas por puntos.

En la sección 2 desarrollaremos el Método de --

Van Der Pol. - En la sección 3 veremos la Topología

del Plano de las Variables de Van Der Pol. - En la -

sección 4 analizaremos un ejemplo de la aplicación -

de este método.

2.2. Método de Van Der Pol.

2.2.1. Rotación del Sistema de Ejes, Ecuaciones de Pri-

mera Aproximación.

Consideremos nuevamente la ecuación cuasi-lineal

+xr--	 f (x, y)
### 30.



Su sistema equivalente en-R 2 es

(2.2.1)	 5,,,y	 —x	 f (x, y)

(;) = F (x,y)=-7Y)i-
z-x.	 G7f (?(' Y))

La notación es la misma que en el capítulo anterior.- ----
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a

Para p.= o tenemos la ecuación lineal -X+X=

ul ción armónica.

(2.2.2)	 xr-a cost+b sen t ; con *=---a. sent b cos t donde a y b son --

constantes de integración.

Las trayectorias fase en este caso son círculos con 	

radio KVa.2 -irb 2 .-Si en lugar de considerar un sistema de coorde

nadas(x, c)en un plano fase fijo, introducimos un sistema rotato -

rio con velocidad angularcutialrededor del origen común de ambos

sistemas, en éste plano fase rotatorio la ecuación (2.2.2) repre -

sentará un punto fijo A a una distancia OA-=-K-r- 11 del origen O.-

La inclinación de O A con respecto a una línea en el plano rotato -

rio está dada por el ángulo e= tañ t	 . Aquí vemos que esta_

transformación no es más que el método usual de representar ---

cantidades senoidales por rectores usados en la teoría de corrien

tes alternas.

Al plano rotatorio que consideramos anteriormente y que ---

tiene una velocidad angular w = 1 tiene coordenadas ( a, b) ---

las cuales varían con respecto al tiempo 	 t , a este 	

### 31
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cos í+ d6 sett = O

dt	 di
(2 2.6) da

(31)

plano lo llamaremos el plano (a, b) de Van Der Pol.

Consideremos ahora a la ecuación (2.2.2) como --

una transformación que depende de t , definiendo a --

X y y en términos de las nuevas variables & b

(y)

Tenemos que estudiar el comportamiento de un pun

to dado en (x, 5c) , en el sistema rotatorio que conside

ramos ahora esto es equivalente a estudiar la transfor---

mación A (t) (b) , luego tenemos que:

X = a cos t b sen t	 y= -a sed + b cos t

cos( 	
t sent

-sent cost (z)

JC = da
dt

_ da
ct4

cos +
dt 

sent +E- a

cos t + -411. settf + y
dt

seni 1. 6 cosí=

y = -dá sed- 4- di) nos t +(- a
dt	 dt

un{	 db nos t - x
dt	 dt

cos t - b sen fi=

Considerando el sistema equivalente 	 y

+ x =	 Cx, y)
y tomando en cuenta la transformación anterior, vemos -

que el sistema (2.2.1) es equivalente en el plano (Q. ) b) de

Van Der Pol a las ecuaciones

_ sen i + cos
d+

t ji..ffacost +6 sentr and + b cosi]

### 32.
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El sistema (2.2.6) contienen t exlícitamente y el sistema -

original no. De (2 . 2 . 6 ) obtenemos
d =	 f (0,cos b sentra sent.4 b cos t ) se n td t

4)	
etd n/u f cost b	 a serd+ b cost) cos t

Como ji tiene que ser pequeña,* yft- son también peque_

ñas ya quef(x, y) está acotada. En otras palabras, a_ y b son canti
•

dades de variación suave en comparación con la rápida variación -

de términos trigonométricos de frecuencia w= i . Por lo tanto 	 -

para la primera aproximación es suficiente considerar ay b como_

constantes en el lado derecho de la ecuación (2.2.4). - Si a x y y

las reemplazamos por sus expresiones (2.2.2), el lado derecho de

(2.2.4) es periódico y puede expanderse en una serie de 	

FOURIER, [Ver apéndice IV] . Por lo tanto las expresiones 	

(2.2.4 ) nos quedan

cicI ta` nif °	 + !t i (a, b) cos t.	 b) sen +
-ir (pi (a, b) cos z t +

ddib jaro 	 b) gr (a, cos t + i (ct., b ) sen
+	 (a9b) cos 2-E+..

Para el análisis de los puntos representativos del sistema 	

(2.2.5) en el plano (a, b) de Van Der Pol, 	 introduciremos un siste

ma de ecuaciones de primera aproximación con respecto a 	

(2.2.5) en el cual es más fácil estudiar estos mismos puntos que-

en el sistema original (2.2.5)
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Van Der Pol considera las siguientes ecuaciones "abreviadas"

como ecuaciones de primera aproximación

d a 	 _kknb_)_	 d 
di, na.	

o
z	 a t = /-1 tw`" 

(a, 
b)

Ellas fueron obtenidas de (2.2.5) quitando los términos que -

contienen funciones trigonométricas. Por otro lado tenemos que

aly
11 (a. 1 b	 S f (0,cos	 b sen, —a sen	 cos cos

2.	 e 9r
o

Expresemos al sistema (2.2.6) en coordenadas polares (K,Q)

mediante el siguiente desarrollo. Multiplicando la primera ecua —

ción de (2.2.6) por a 	 , la segunda por b , sumándolas y sustitu

yendo K 2= az+ b t obtenemos

	

d R2-
- 

Kdijni	 S f (a. cos14 b sen	 seng+ b cos 0(-a sen +
2. di	 o

+ b cos	 d g.

Poniendo a cos	 b sen 1=K cos (§-e)

sen	 b cos =-»K Gen (

-donde G--= ta vi' 6—	 e introduciendo la variable ru.-= —	 tene

mos:

kt	 cp (K) , y por otra transformación similar da--f	 (K).

Por lo tanto el sistema (2.2.6) en coordenadas polares nos queda

d K_
d t

ja cp ( K )	 , c1-7-et  =	 ( K)	 donde

### 34
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(K)=- z	  f(k cos u ) -K sevi u) seo. u, d
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Vemos que la integral definida en estas ecuaciones coincide

con las funciones C C2 gc) y e(zic) de Poincaré ecuaciones 	

(1.3.10), las cuales son las coeficientes deSent , coS t en la ex

pansión de f ( xo, ;co) multiplicados por "it,

a.3.- Topología del Plano de Variables de Van Der Pol.

En el plano fase(X,y) el ciclo límite es alcanzado cuando la

trayectoria fase es un círculo, en el plano (a,b ) de Van Der Pol,

la condición necesaria para que exista un ciclo límite estable es

satisfecha cuando el final del vector K es un punto de -equilibrio -

estable, o sea, en el punto donde
K t	 ci) (K) o

Entonces, existen ciclos límite para radios h correspondientes a_

las raices de
z-x

(K) = 	 ff(Kcosu,- K sevtu)setl udu=o

Vemos nuevamente que esta ecuación coincide con la ecuación ---

(1.3.22) la cual determina la amplitud K de las soluciones genera

doras en una vecindad de una solución periódica ya conocida de -

(1.3.1), en la Teoría de Poincaré.

Una raiz K 1 deCkKyocorresponderá a un ciclo límite estable si

CR( (K 1 ) < O . El ciclo límite será inestable sil):,(K u ) > O .

[Ver 1 cap. 6] .

Consideremos ahora la segunda ecuación (2.2.8). Aquí dos -

o

ZC R	 f	 cos u, - K ser. u.) Cos u d

casos son de interés. ### 35
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Caso 1.
( 2 Ir

(2.3.2.)	 (w)=	 f	 (4( cos	 sen)cos u c1=0o 

topológico de las trayectorias en el plano de las --

variables (a, b)	 de Van Der Pol, en este caso,

es mostrado ' en ta figura [ 2.3 1] .- El equilibrio

de un ciclo límite en el punto K 	 para 0 ec, es

estable si el punto representativo comienza a des--

plazarse a lo largo del radio regresando a K i ;

si este punto no regresa a K	 , como por ejem

plo el punto 1< )-„ tal ciclo límite es inestable.

El lugar geométrico de los ciclos límite en este ca

so son círculos concéntricos correspondientes a to-

dos los valores de posibles de Go
b

Ciclo
MI% Limite

Estable

yrif
Ciclo

Limite
Punto FInestable

Ciclo	 Estable
Estable
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Si retornamos a las variables originales (x, y) -

del plano fase, debemos aplicar la ecuación de trans

formación (2.2.2.), donde las variables a y b son -

K i cos eo	 ki se rk e 0 respectivamente . - Esto

nos da:

(2.3.3.) x= a cos t +b sen t= K i cos 00 cos t+: K i sen °o sen t=

=K i cos (t-e)

y=-a sen t+ b cost — K l cos po sen t+K i sen ea cost

=-K 1 sen (t-e)

donde eo es arbitraria. -Esta arbitrariedad de e o -

para el plano fase (X, y), es debida al hecho de --

que un punto de equilibrio en el plano de variables -

, corresponde a un ciclo en el plano fase -

. -La forma general de las trayectorias en el

plano ( x, y) es mostrada en la figura [2.3.21

Caso 2.
r. 7C1 

K

	

Y (K)=
2 7(	

f (K COS u,- K sen u) cos u. du o

	

_ _	 e.

sean K 1 , K2, ... las raíces de rilr (R) .- c) y su-

pongamos que son diferentes a las raíces 	

K 1 , K, ... de (I)	 (K). o •

###37.
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El movimiento en un ciclo límite es representa-

dodo en el plano de las variables (a , b) por puntos

de equilibrio dados por las ecuaciones

(2 - 3.4. ) o.= K i coS [11	 ( k i ) t 'Be]

b= K l sen	 € -I- (36]

obtenidas de las ecuaciones (2.2.8. )

La estabilidad (o inestabilidad) de un ciclo límite_
1,

es determinada nuevamente por el signo de q) (K 1 ) y

la dirección de rotación por el signo de ny- (Kit) .- El

retrato topológico de las trayectorias en el plano --

es mostrado en la figura [2.3.3.] . -Las

trayectorias "regresan" a los puntos corres pondien- -
— —tes de las raíces K

1/ in.—K	 de elv (K 1) aproximán_

dose al ciclo límite estable el cual está determinado

nuevamente por los puntos de equilibrio en el plano_

de Van Der Pol . El retrato topológico de las trayec-

torias en el plano fijo (X, y) tiene la misma apa-

riencia como el que se mostró en la figura 	

2.3.2.1 . -La única diferencia entre los dos casos,

es que, en el segundo caso, la ecuación (2.3.3. ) es:

### 38.



yectoria espiral no es uniforme
b

Ciclo Límite Estable

Lugar geométrico
de las tangentes
radiales
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(2.3.5.) x=a cost+b Gen t= K i cos (HL" V(K))1t-e0)

y=-o,sent+b cost=—K i sen ([1-,cw(v	 t--00)

Es claro que en este caso existe una corrección;

de la frecuencia expresada por ,u y ( K j). - En

otras palabras, la velocidad a lo largo de la tra---

Por un análisis más amplio se puede demostrar -

que cuando Y ( K .1 ) -= O la corrección de la fre---

cuencia (y por lo tanto del período) es del orden --

,a 2	y consecuentemente se puede despreciar en la

teoría de la primera aproximación.- Sin embargo, -

### 39.
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si	 (Ki)	 O	 , esta corrección de la frecuen-

cia aparece con el primer orden de /u.

Resumiendo los resultados de esta sección, pode-

mos decir que el uso de las variables (a, b) de ---

Van Der Pol nos permite, si el sistema es isocrono,

representar un ciclo límite por un punto en el plano

(a, b)	 , esto es, por un vector constante. -Tal —

representación de ciclos límite es similar al modo -F

de representar corrientes alternas por vectores. --

Por las condiciones anteriores el punto representad-

yo se mueve hacia el ciclo límite punto o se aleja -

de él a lo largo de la extensión del radio vector, -

ya que el ángulo fase ce,,,	permanece constante. --

El ángulo fase en este caso no tiene un significado_

físico particular si se considera un simple fenóme-

no oscilatorio. -No obstante,	 si	 ( K )	 o	 , es -

decir, si el movimiento no es isócrono, en el pla--

no de las variables 	 (a, b) de Van Der Pol el vec--

tor K 1	sufre oscilaciones dependiendo de las raí

ces de V" (K) = O .

### 40.
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2.4.1. Auto-Excitaciones "Suaves" y "Fuertes" de un  --

Generador Termiónico.

Es sabido que existen 2 clases de auto-excitacio

nes de circuitos termiónicos designados como

"suaves" y "fuertes".

cremento del coeficiente de inducción mútua X en-

tre el ánodo y los circuitos de parrilla, empieza

suavemente la auto-excitación tan pronto como un

valor crítico X X, de este parametro es obteni-

do; para X	 'X„ la amplitud de las oscilaciones -

aumenta constantemente con el crecimiento de X ,_

como se muestra en la figura [2.4.1.] , ésta re-

presenta el caso de auto-excitación "suave"; con X-

decreciente  el fenómeno toma lugar en dirección --

opuesta, como lo muestran las flechas

2.4. Ejemplo.
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En algunos casos ocurre un tipo diferente de auto-

excitación, como se muestra en la figura [2.4.2.1 .-

Con el crecimiento de X se observa que	 auto----

excitación empieza abruptamente con una amplitud --

finita para X. "N i y crece suavemente paraX, �- X.-
•

Con X decreciente observamos que el fenómeno es

diferente; digamos, que para X = "X3 i , la auto excita-

ción no desaparece; esta desaparece cuando 	

X= X 0 < T	 . -Este tipo de auto-excitación es

llamado "fuerte" . -Este fenómeno es debido a . la no 	

linealidad del sistema.

Nos proponemos aplicar el Método de Van Der Pol

al problema tratado en el capítulo anterior sección

[ 1. 4 .1 . -Consideremos la ecuación 	

( 3 4- attr— 3 6 -tí') rir	 . -Aquí hacemos 	

=	 ,s, ;	 A ( 94	 6 = fx 6 1	 , don

de do es un parametro pequeño.

(2.4.1.) -V. + tr = ,u (p 1 1-291 11'3 bl v.2)

donde ,19 	 241 3 6 1	 son positivos.

En este caso f	 -tif3)= (8 +2, 7lA IT-3 b -13r1 ) 'ir

### 42.
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Usando la primera ecuación de (2. 2. 9. ), tenemos:

2. 7r

(2. 4. 2. ) (I) (K)=+ 7,17;1 (p4	 Kcos u-s K2 cos tu) K sen usen udu
"

en donde se han sustituido las poluciones generadoras

-= K cos u

tenemos:

, v =-K sen	 . Luego -

27r	 f27C

(2.4.3.) 4 ( K )=	 K s'ele	 chm 2 ?ft	cos u senz u cl u
O

-3b K 3 I' Icóst u sería -u. du
O

2.1(zn
Como r sen.2 udu •gt	 • S se n2 u cos u du	 ,	 la

o

integramos por sustitución, haciendo -11 ,---senu,du rcos ud
vi(

luego tenemos que: R .' chr=[3,4 	
3] 2. lt 

o	 y
lit 'O O

COS seni ctu= sentu du-S tsen4 u. du =	 - 3 -Ir =
0	 0	 o	 4

esto lo obtuvimos haciendo uso de lo siguiente:

Gas' -u. + sen ? u=i	 luego cos 2	 = 1- s en 7-

por lo tanto: cos 2 11 sen z u. = s enz u-seno u.

Con los valores de las integrales anteriores tene-

mos que:

(2.4.4.) q5 (K)=-L (fi K •ir 36413	 /71- 03K	 3 6413	 )zit 
/ 4B 3 64K2 

### 43.
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Por la primera ecuación (2.2.8.), la condición pa

ra que exista un ciclo límite es que I) (K)	 .-De

la ecuación (2.4.4.) esto tiene lugar cuando K i= o y

K - 4 
3 6

Para K i n- O , el ciclo límite se reduce a un --

punto que es el punto singular. -El radio de un ciclo

límite finito es:

(2.4.5.) 36

Para determinar que hay realmente una condición

de auto-excitación, tenemos que probar que la singu-

laridad es inestable y que el ciclo límite es estable.

Para demostrar el primer punto debemos de cons---

truir ecuaciones de primera aproximación en el sen

tido de Liapunov.

El sistema equivalente a la ecuación (2.4.1.), des

preciando los términos no-lineales es -ir= y Y

51 -tr = ju p y , esto es:

(2.4.6.) -Cr =y jt = -11 + P. /9 y

### 44.
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La ecuación característica es $	 S+ 1. =o

cuyas raíces son: 51,2=.-

Como ju es pequeña, esto nos hace ver que las

raíces son complejas, con una parte real positiva. --

Por lo tanto, la singularidad es un punto focal inesta

ble por lo cual las trayectorias espirales se van de-

senrrollando acercándose al ciclo limite 1( „±- 1/4p ,
36

con tal que éste sea estable.

Para determinar la estabilidad del ciclo límite --

K z=j4,8 , es necesario determinar el signo de
3b

(k is ( K )	 . -Vemos que:

49K ( K t) = 2 (P- 3 P) < o

Entonces el ciclo límite es estable.

En esta discusión hemos estado suponiendo que --

los coeficientes 9, 31 y d introducidos en la ecua

ción (2.4.2.) son positivos.-Sin esta suposición pode

mos analizar los casos adicionales siguiendo el mis-

mo procedimiento.

Es interesante investigar también la segunda ecua-
1111.1'
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ción (2.2.8.),	 la cual concierne a la frecuencia de --
d e oscilación á t

	

La función	 K)	 en este caso es:
f 27Y

	

(2 Ltd 7- ) V ( K ) = 2-1—K	 $-F	 D's K cos u-36K 9-costu) K sen u cos u du
O

Desarrollando ésta encontramos que:

	

211-	 2.1e•

	  Ki	 sen u. cos u du 42 -a" K2 cosi u s en u du-
z -N	 O

	—3 6 K s 	 cos a u sen u da.]
o

zlt
Tenemos que 5 sen u cos u du	 integrando por --

sustitución, haciendo -u-= sen u, d u = cos u d u. luego:
21t 21 7t* 

_tr d v-=	 sent 27r isent o  -o;o

	

2. 0	 a
tir	 21Y

cos a u sen -u = —S	 v- 2 d v. donde -u-= cos -u, dir =-sen du

-ir	 1 cos-z-n	 cosa o 	 s	 1oluego 3	 3	 3 3	 3

entonces: pi—, 	 -- cO,4] 27T	 4
s 2	 C OS	 O 

4

-1- o	
4

forTICOS3 sen du=—;	 dir, con u=cosu,du-=-sen u du	
ÍÍ

Como todas estas integrales son cero entonces --

d e	 O . -Esto significa que en el plano fase el
d
radio vector del punto representativo gira alrededor

del origen con una velocidad angular constante, y la

corrección de frecuencia es cero de primer orden.

o

O	
27Y

### 46.
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Para investigar la variación de	 K	 como una fun

ción del tiempo,	 la primera ecuación (2.2.8.) debe --

-ser integrada sustituyendo ¿p (K) por su valor dado

en (2.4.4.).

	

K	 lÇ3

donde:	 nn = Sra y n -- 386	 Esto nos da:

d K 	 	_	 i	 d 
K-n K 3 	m	 (t —	 K 2	 a

donde:	 /0 = -Y-1 - ±3-= -t2- • Tenemos que :
m 45

d K 	 dK  4_	 IDK(.1K	 di
K(d.-- ID O	 t--pl<2

luego: d	 1o9.(1-f Kl=mpdt

K

ó d(loy.ft- f 	')=mpdt

integrando obtenemos:
Ko 

19.(p-f K 2 	 3 1- F Ko )11. In	 t

ó	 K	 Ko
	 1	 -

	

(2.4.9.) J1- ID 1<`•
,	 mAJÁ

e	 '	 K:

finalmente: K0
(2.4.10) K=	 (1- fi K 20 ) e-2 " t +f Ko2

para t o	 , K= K o = J4 6	 y para t
36

K — e o	 , lo cual significa que, cuando t 	 cre

ce, el radio vector K	 crece y se acerca al vector

K o =j4 R	 en el ciclo lfmite. -Además, cuando 	
3

t	 cyo	 , K = K o	, lo cual demuestra que el
### 47.
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ciclo límite es estable.	
ALTOS	 JOIOS

SABER DE MIEI HUN
RIMA MI GRANDEZA

WIRLICTFri

Para eliminar la operación con infinidades inheren

tes, en la naturaleza asintótica del proceso,	 podemos

seleccionar para IK y K 0 en la ecuación (2.4.10.) -

ciertos valores inicial y final K' y lie° ligeramente --

alejados del punto focal inestable y del ciclo límite -

respectivamente.- En tal caso la ecuación (2.4.10.)_

puede ser usada para cálculos numéricos con vistas_

a descubrir que tan rápido el proceso de auto-excita

ción de oscilaciones se reconstruye como una función

del tiempo.

El paso inverso del plano fase (a, b) de Van Der

Pol, al plano fase original(x, y) restituye las expre

siones	 K cos t , y=	 — K sen t	 , don-

de K	 está dada por la ecuación (2.4.10.).

La condición de auto-excitación considerada ante--

riormente, representa a la llamada de tipo auto-exci

tación "suave". Topológicamente, ésta corresponde -

a la existencia de una singularidad inestable rodeada

por un ciclo límite estable o de una singularidad es-

### 48.
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table dentro de un ciclo límite inestable. -El primer

caso representa la reconstrucción de oscilaciones -

acercándose asintóticamente a un ciclo límite esta-

ble; el segundo, a una desaparición asintótica del -

proceso oscilatorio. - Si, no obstante, entre una sin

gularidad inestable y un ciclo límite estable existe

un ciclo límite inestable, entonces pertenece a las_

llarnadas del tipo auto-excitaciones "fuertes" de os-

cilaciones.

La característica, en su aproximación por una -

serie de potencias, tiene un punto de inflexión, en_

la cual tenemos el término E -u- 5 con signo negativo.

Como términos iguales no tienen ningún efecto en -

la determinación de ciclos límite, podemos enton-

ces despreciarlos en la ecuación:	 Bajo estas con

diciones la ecuación de Van Dér Pol será de la --

forma:

(2.4.11.) 1Cr +u=	 ( )94-3 -u-2- n v 4) ir.

En este caso: nir,	 (p + 3 ó v 2 - 5 n -u- )
	

Y

K cos u,- K sen -u) - (s+3 6 K 2 cos 2 u-5n K'cos4u)Ksen u

### 49.
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De aquí, por la primera ecuación (2. 2.9. ) Tenemos:
21(	 2aiti(K)=72141. 	 sen2 udu-4 36 K 3 cosa u son"' udu-S s Kscos4useniudtg

o	 o	 O

1.2.1r	 .7C=	 [A J. seri' u d ti+ 36 K 2 I cosi u sen2 u du-s v7 K4 i. cos4usenzudil

Los valores de estas integrales definidas es:
Lz7o

sen2 -Lcdo.= .vr ) 	iu du= 
vio
sen'udu-i seno u du=7c-4 	 irn.- 1=c -o	 sen	

4	 4

	

o	 O

coso r .54 u, gen? u du= fc.lr, 4 u du- cos 6 u	 -
o	 4	 4.6

Esto nos da:

(2.4.12)	 (I) (K)=4-(s+ -.437 6 K 2-	 n K4 )=0

Que es la condición para ciclos límite. -Aquí su --

ponemos que p, 6 y v7 son positivas . - Una raiz es

claramente K = O	 . Siguiendo el mismo procedi

miento como antes y haciendo uso de las ecuacio-- -

nes de	 Liapunov de primera aproximación, encon-

tramos que la singularidad es un punto focal Mes

table .

El ciclo límite adecuado está dado por la ecuación

cuadrática

(2.4.13.)	 58 vi s 2- 71- 6S-$= O

Donde S = K -1 . Solo raíces positivas serán consi-
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deradas ya que S=K z es esencialmente positivo.- -

La ecuación (2.4.13.) podemos escribirla como:

3 	 9.7 

1=-1- rl 82-1 b=.. P2521 8:1325 -9-s4 4 9 1	 41,z

)9.-,( 4,5- 29-9	 )24 donde f a _ r? y _	 6

17- 

Si esta ecuación la reacomodamos tenemos:

(2.4. i4. ) 03+ 4(1 9 ,	 )	 (5 ;tí,
	 2

s
Alik=

La ecuación (2.4.14.) representa la parábola ----

(p—B0 )= ,p2 (3 - 56 ) 2 , como se muestra en la figu

ra L2.4.1.1 .- Si cambiamos los ejes (s, p) por -

un nuevo sistema de ejes (34 , pi con un nuevo --

9-	 c-4- orlen en (A_	 , S o — 2.1,2 la ecuación ---)
91�

(2. 4. 14. ) será:

=	 3

### 51
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La segunda raiz corresponde al ciclo límite K 1 -36	 yz 5 r?

la primera a un punto focal inestable, el cual fue de-

terminado y explicado al principio de esta sección.

Para /8 c o	 , esto es, a la izquierda del ori--

gen o , las raíces de la ecuación cuadrática 	

f t 5' — ct O son:

4/$/ /)2 
2 p

Ellas son reales y positivas solo cuando ciz-4M/p2-0.

Estas corresponden a los puntos S i y	 s z de -

las intersecciones de la parábola con la recta p= --

constante.-La condición para una doble raiz es

78° [= 4cI f
2

2	
; en este valor de la fi	 negativa,

el valor de la raiz es S i, = 2g- f2 .-La tangente -

a la parábola en este punto es vertical.

En la región entre o' y o , donde existen 2 -

raíces, hay dos ciclos límites K1r-- 3

El primero es inestable y el segundo estable.

### 52.
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Para ilustrar este punto, derivemos la ecuación -

(2.4.12.) con respecto a K

(2.4.15.) V(1<)=- Jr 2 lz, 2 --	 /92 le= t 4410_ifzst

Es suficiente sustituir en esta ecuación los valores

de las raíces Si y	 S, por p	 en el intervalo

ya que la curva no se extiende - -

a la izquierda de p4 
92	

y tiene solo una raiz

a la derecha de $ = O	 . -Consideremos por ejem

cl plo, el valor medio en este intervalo, Pi=	 2 . -Las

raices correspondientes son:

3i,z = 2;2 	')

esto es, 5 1 = a 293 912 {3 2	y S 2 =1.707 972 p2

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.4. 15.),

en la cual 9=
8 PI	

, encontramos después de una -

reducción,- que d),'( K i ) > O	 y 41 ( K„. ) < 0 . -En-

tonces el ciclo límite S I	 en la rama baja de la

parábola es inestable y en la rama superior S z	 -

es estable. Si $	 varía de valores negativos y --

alcanza el punto O'	 , no hay auto -excitación a -

lo largo de la extensión O' O ya que el ciclo 'e-

mite inestable S 1	, se interpone entre los puntos_

### 53.
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focales estables situados en el eje— S y el ciclo lí-

mite estable S 2 , actúa como una barrera, evitan--

do la auto-excitación del desarrollo. - Tan pronto co

mo el punto o en el cual el ciclo límite inestable -

desaparece estando obtenido, el ciclo límite estable

K 2 = 33 6 es obtenido abruptamente. - Si is es --
5n

nuevamente incrementada, la amplitud del ciclo lí-

mite se incrementa continuamente, el punto repre-

sentativo S sigue la rama superior de la parábo

la a la derecha del punto A.- Si, no obstante, /9	 -

decrece, la amplitud del ciclo límite estable sigue

la rama superior 5 2 hasta que el punto 	

g o (Ko= 4 17-6 6 ). es obtenido. -Aquí la oscila—

ción auto-excitada desaparece abruptamente. Este

tipo de auto-excitaciones son llamadas "fuertes".

En el segundo ejemplo que dimos en el capítu

lo 1 el cual no cumple con la Teoría de Poincaré, -

vemos que en el Plano de Variables de Van Der Pol --

únicamente en el caso en que E	 , CID ( 1-) O , es --

decir, sólamente en este caso el final del vector -r es

un punto de equilibrio estable, además 211/^(-7-)=0 , por

lo tanto e es constante.
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[ 1] Consideremos

(1)

Con A= e-1 b\
c ., dy

Apéndices

el sistema lineal autónomo de orden dos

.( 1 1-=- a. x j. 4 b
Ñ ezz c x + x„.

/a bY	 + Oc d

Sean )1/4.1)z las raices características de A. Para la determina

ción de estas raices se obtiene la ecuación característica

a— b
no o 	 (a+d) x+(a d- b) o

d— X

donde X 1 , X son las raices de la ecuación característica. Co

mo Det.kto ninguna raiz puede ser cero, y se presentan tres -

casos para las raices a) que sean reales y distintas, b) reales

e iguales c) complejas conjugadas. Las formas canónicas de A

El caso I corresponde a raices reales y distintas, los casos

II y III a raices real e iguales y el caso IV a raices complejas -

conjugadas donde s.. y fi son sus partes real e imaginaria res

pectivamente.
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Cualquiera que fuere el caso, siempre existe una matriz -

real no singular P tal que, la matriz 13 - 1 A P adopta la forma __

canónica ; luego si hacemos el cambio de variable x Py , ob_

tenemos un sistema en el que la matriz tiene una de las formas

canónicas. En vista de lo anterior podernos suponer que la ma -

triz A está en una de las formas canónicas I, II, III, IV, y ve

remos como son las soluciones en cada caso.

cuya

Caso I el sistema (1) adopta la forma

;y= X., x„
xa

solución general es:

x K	 x - Kz— 2 e 7tzt,

donde Ky K 2 son constantes arbitrarias. Se presentan dos situacio

nes esencialmente diferentes, que x t y	 sean de igual o dis -

tinto signo. Supongamos que x i<xa < o , en este caso es claro -

que las soluciones tienden a cero cuando t-->+°0 ya que las ----

exponenciales tienden a cero, en particular los semi - ejes son —

soluciones. Por otro lado se tiene que x,,Ix 1 -=K2/Ki e(x.1-7\-1)t

y como Xz---Ái > o , la pendiente de cualquier solución con 	

I7K	 	  o	 tiende a ac,

### 56
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Supongamos ahora queN 1<0< X 2 en este caso, para ---

cualquier solución, Xs-->

vo, si, K,= a )

Y X 2 3 caz-c' cuando ±->o0 (sal -

Caso II Ahora (1) toma la forma

j‹ ,	 X t

5K 2 	 1(e
fr

cuya solución general es xinis e
Ti Kt e xt

Estas ecuaciones son las de una recta con pendiente K ez / K

y si 2\ < O las soluciones tienden al origen cuando t	 4- cgD

Caso III el sistema (1) adopta la forma

;s.=	 + X e

cuya solución general es xir,-(ki-iKz-t)C)`±, x er K z e )'-t . Si 7\.< O

las soluciones tienden al origen cuandot.-->+ ocy . Por otro lado,

la pendiente X --->o cuando	 +- w , y además todas las --

e

trayectorias, salvo para 1.< 2. 7.= o , cortan al eje )C parat=-Ki/Ke.

Caso IV. Ahora las raices son complejas conjugadasxi=oz.+i/B,

=	 /9 y (1) adopta la forma_
<1--flocX1 +P

)( e. = -A X L c-c-

cuya solución general es:

éx t (K, cos ,8 i+ K2. sen f9t), xa e`ch K1 sen fit+K2 cos,3t)pt

Distínguiremos ahora 2 posibilidades.



Sis / 0 5.tdi  igarnosoc,

xt2+X2 (K1 + K	 2•°` . Las solucio

den hacia el orikien cuando t --÷ oc),

Suponganienhora que oc o es inmediato ver que

4x2	 i=K 2 4 K are y por lo tanto las soluciones son círculos con

centro en el origen, cuyo sentido parat „creciente depende del -

signo de A9 sodas sus soluciones son periódicas, con perro

do 2 -Ye "3
"2-

En conclusión, para que el sistema (1) tenga soluciones pe

riódicas es necesario que las raices características sean imagina

rias puras y esto se cumple cuando en la ecuación característica

- (a.+d)	 c b), o

ck.+d o y ad—cb>o

[

luego x,,„=- ±i/— (a d— c b)

Teorema de las Expanciones de Poincaré sea la ecuación diferen

eial

(2)	 x (x, y, t, )

con t real y X	 una función analítica en sus variables (X, y) ,

la ecuación tiene para yn. o una solución ( t) en el intervalo

ta	t z- t 1	 tal que para una t	 fija, X•L (X) y, t
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puede expanderse en una serie de potencias de (xc-I L (t) y

de yL uniformemente convergente en alguna región

ix-e(,//<	 g y j <oc, t E

luego haciendo -1(L°) =- 5 ,	 la ecuación (2) tiene una solución

x°, y)	 tal que 5 (t,	 ( )	 y que para un t fi

jo,S'i(t,x°, y)	 puede expanderse en una serie de potencias de

(x! —	 y yi convergente para t E I y (x°, y) en cierta

región

x°- /<	 , //yi<fl.

En particular si	 y)=-1(t,y) entonces esta última es

una solución tal que Ç(t90)=1(t) y que C (t, y ) puede expan

derse en una serie de potencias de y l convergente en una ---

región y // < A.

Teorema de las Funciones Implícitas

Si las funciones f (x, y, z,	 y8 (x, y, z, ir) son-

continuas en una región que contiene al punto (X „1/4 z o -u-o ) para_

el Cual f ( xo yó , za ,	 (>(c, »,	 tro)r-- O y las prime -

ras derivadas parciales de f y 3	 son continuas en dicha re

gión, y si en (xo yo 3 Zo ) -u-0) el determinante 	
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[v]

raf	 -a f ,
i a Z_	 a -u-

a8	 a y,
a z	 a -u-

O

existe un intervalo en torno de(x., yo ,z_ o , -13-0 ) en el cual el-

sisternaf (X, y, z	 ) = O y y (){, y, z, 1T) = O se puede -

despejar z y -u- corno funciones continuas y derivables de x ey

z= dP( X J Y) 3 -u—n4r( X ' Y)

Teorema. - Toda función periódica f con período 2 Tc (esto_

es, f (x+ 2	 = f (x)	 ), seccionalmente continúa (junto con su-

derivada), seccionalmente mónotona y que satisface la condi -

cien] ( en los puntos de discontinuidad ).

f (x)= f(x—c)) + F (x+ O ) 

2
puede desarrollarse en una serie de Fourier.

f (x) ,- 2e -+->	 cos -1€1. x	 sen
-n= t    

\J
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