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INTRODUCCION.

El objeto de este trabajo es presentar dos de los métodos -
mas antiguos que se conocen para la blsqueda de soluciones perié-
dicas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, estos son, el Método
de Poincaré y el Método de Van Der Pol. Quizd un estudio sistem:i
tico de este tipo de problemas deba empezar con €l Andlisis de es
tos métodos y de algunas de sus aplicaciones. Esto es lo que se -

pretende hacer aqui.

El capitulo I expondrd el Método de Poincaré y algunas de -
sus aplicaciones, en particular, la aplicaciéna cierta ecuacién ~---
diferencial que se presenta en el estudio de generadores de tipo --

Termidnico.

El capitulo II consistird del Método de Van Der Pol y ----—
también se verd su aplicacién para la ecuacién diferencial mencio-

nada en el pdrrafo anterior.

El Método de Poincaré y el de Van Der Pol se aplica a sis_
temas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias del tipo cuasi-lineal,

€s decir, a sistemas de la forma:

(1.1) X=ax+by+u f,(xy)
y=exedyruf (x,y)

- i -




con 2, b, c, d constantes reales o complejas; f1 M4 f2 funcio--
nes analiticas y U un parametro pequefio, como vVeremos en --

el desarrollo de este trabajo.

T

Para estudiar la existencia de soluciones periddicas para --
sistemas no—li_neales mis generales que el de las ecuaciones ----- |
(1.1), tales métodos no son aplicables y se tiene que recurrir a -
métodos analitico topoldgico, como son: Teoria del Grado Topoldgi |
co, Método de la Alternativa, etc.- Realizar un estudio de estos -
métodos va més alla de la intencidn de este trabajo, pero el lec--

tor interesado puede recurrir a las referencias [ 2 |l 3] .

HARA Mi GRANDEZA
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L.1.

(1.1.1.)

CAPITULO 1 e N
& T i
R

METODO DE POINCARE. l;.L"é};l;fUS '
A

Introduccion. - Es evidente que para aplicaciones, son
necesarios métodos cuantitativos capaces de proporcionar -
nos soluciones nimericas para las ecuaciones diferenciales
ordinarias.

En general, no existen métodos capaces de darnos so
luciones exactas de ecuaciones diferenciales no - lineales,-
y el Gnico método disponible es el de aproximaciones.- En
aplicaciones, una clase tipica y muy general de ecuaciones
diferenciales no - lineales son las llamadas de tipo cuasi-—
lineal que son de la forma

X=AX+ u f (X)

Donde A es una matriz nxm, Xe€TR"Y « w M
pardmetro pequefio y frR*—m" | una funcidn analitica,

Cuando u= o, la ecuacion (1.1.1,) sera lineal y si --
cumple ciertas condiciones; sus soluciones serdn w perid-
dicas. ( Ver apéndice I).

Nuestro objetivo es demostrar que muy cerca de algu

na de éstas soluciones cuando u =0, pueden existir solucio-

nes periddicas de la ecuacion (1.1.1.) para valores muy --

#HHE 2,




(2)
pequefios de 4  La bilisqueda de estas soluciones -
es el propdsito del Método de pardmetros pequefios de

Poincareé.

La exposicion de éste método, constituye el princi |

pal objetivo de la seccidn 2.

El alcance de los métodos cuantitativos disponibles-
en el presente es bastante limitado. En efecto, la cla
se de ecuaciones diferenciales no-lineales del tipo _—
(1.1.1) estdn restringidas por la condicidon de que él -
pardmetro u debe de ser muy pequeiio. A pesar de
estas limitaciones. la utilidad de éstos métodos es ---
muy grande y sus aplicaciones son muchas en varias -

ramas de la ciencia aplicada.

En la seccion 3 veremos las expansiones de ---=--

Poincaré y soluciones generadoras.

En la seccion 4 incluiremos un ejemplo de la apli
cacion de ésta teoria, En esta misma seccion daremos
un ejemplo de una ecuacidn diferencial cuasi-lineal la
cual cumple con la hipotesis de analiticidad para la --
perturbacion f, v sin embargo no existen solucio -
nes periddicas de dicha ecuacion en ninguna vecindad

de la solucidn periddica cuando el parametro es igual-

a cero.

#4413,
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Método de Poincaré,

Consideremos el sistema de ecuaciones diferen -

ciales

X=a x+by+uf (Xy)
y=ex+d yruf, (%)

Donde 4 es un pardmetro pequefio, ﬂy f, son

funciones analiticas en sus variables (X,y)

En primer término buscamos las soluciones pe -
riddicas de este sistema cuando es lineal, es decir, -

cuando 4 = O- Su ecuacidn caracteristica es
(1.2.2) 8% (@+d) S+(ad-cb)=o0

Para que existan soluciones periddicas se deben -

cumplir las siguientes condiciones
(1.2.3) a+d=0 y ad-cb>o

Con estas condiciones encontramos que todas las
soluciones periddicas del sistema lineal son de la for

ma

X=X, (t,K)=Kcoswt+bsen wt

(1.2.4)
v=vy, (1, K)=-Ksenwtibcos wt
Con condiciones iniciales ¥, (0)=K y y, (©0)= b

Estas soluciones tienen periodo 'avr/uu donde .-

w=/ad-Ccb (Ver Apendlce 1)

HHH 4




(4)

Fl método de Poincaré consiste en indicar los condi-
ciones bajo los cuales existe una solucion del sistema ---
(1.2.1) para cada valor de 4 suficientemente pequefio, que

tienda a la solucidon periddica del sistema lineal cuando -— -

/.L——~‘7 Q.

Las soluciones del sistema (1.2.1) las designamos -

por |

Xx=x(t, 4, By, By, K)

y=yt & B, By, K)
con condiciones iniciales

X (0, 1> Byy B K) =X, (0,K) + B, ()

Y (05 s Brs Bas K)= Yo (0,K) 48, (1)
Donde B, (u)yA, (u) son las desviaciones de las condicio_
nes iniciales de las solucionesx{,u,4,8,,K)y y & B B K)
con respecto a las condiciones iniciales X,(0,K)y VY, (O,K)

de las soluciones periddicas del sistema cuando es lineal.

En base al teorema sobre la dependencia analitica --
respecto al pardmetro, podemos expander las soluciones -
x(t, 4, B, BrsK) ¥ Y (L 4.8, B, K) en series de potencias de
M, B,y B, las cuales convergen en un intervalo finito —
del tiempo, esto estd demostrado en el Teorema de las --

Expanciones de Poincaré, ( Ver Apéndice II)

#H# S,



(5)

Los coeficientes de las expansiones asi obtenidos son
funciones del tiempo. Sustituyendo &stas expansiones en la
ecuacion (1.2,1) es posible determinar estos coeficientes -
igualando como potencias de «, 8,y A,. Obtendremoé
de ésta manera un sistema de ecuaciones difereqciales su;

jeto a ciertas condiciones iniciales.

I[a solucidn periédiéa del sistema cuando es lineal --
tiene periodo T y es légico suponer que en una vecindad
de esta solucidon, la solucidn periddica del sistema -------
(1.2.1) cuando u# ©, tendrd un periodo T4+ ( «) donde
2" (4) es una pequefia correccidon la cual tiende a cero

cuando u« —> 0.

Demostraremos que bajo ciertas condiciones pueden -
existir soluciones periddicas siempre que 4 sea suficien

temente pequerio.

ILa condicion ‘de periodicidad de (1.2,1) es:

X(T+23 4, By, By, K) = X(0, 45 By, B, K )= 0
YT+, B By K )=y (0, M By B K) = O
Para valores determinados de x4y K debemos selec_'
cionar funciones B, (u), B, (u)y #'(4) que satisfagan ----

(1.2.7) ademdis la ecuacidn no - lineal serd lineal cuando -

=0 luego B (0)=5,(0)=2"(0)=0.
HH# 6
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Como el dngulo fase es arbitrario, es posible hacer

una de las B igual a cero, digamos que B=0,8, = B

y asi la condicion (1.2.7) la podemos escribir como sigue:
X(T+8 4,0, 8,K)=%(0, 4,08, K)=9(? 4, B, K)
Y (T+23 4:0,8,K) =y (0: 4,0, B,K)= ¥ (T 1,8, K )

donde ¢y Y son funciones analiticas de (2} u, B, K).

El sistema (1.2.1) cuando es lineal y cumple las --- '

condiciones de periodicidad, tiene una infinidad de solucio

—

nes periddicas correspondientes a los valores arbitrarios -

de K en las ecuaciones (1.2.4). En tal caso (1.2.8) se -
rdan satisfechos idénticamente para cualquier valor de K.
Por lo anterior los términos independientes de M Sson cero
lo cual implica que existen ¢, y ’tlri tales que

(% 4, B, K)= 1 & (70 1, B K)

V(& 4.8, K)= ¥y (T 4, B, K)
donde ¢, y Y, son funciones en las cuales 7' (u), Au)

(1.2.9)

estdn expresadas en términos de u.

Por el Teorema de las Funciones Implicitas, se pue

de afirmar que si. el jacobiano

(Ver Apéndice III)
#4487




(1.2.10)

(7)

89, 29,
I °r 2 (4 %) 4,
2%, 2 2(2 B)
a7 2 B

y ademds para u=0 2'(0)= B(u)=0 , para cada
valor de u suficientemente pequefio podemos encon —
trar un par Gnico de funciones 9 (u)y B(u)que satisfa_

gan las condiciones de periodicidad (1.2.7).

Por lo tanto con las condiciones sefialadas, para -
cada # suficientemente pequefia, existe una solucidn —

periddica de (1.2.1) que tienda a la solucion periddica

del sistema lineal cuando A —> 0,

En el caso cuasi-lineal calcularemos el jacobiano

Tenemos las funciones siguientes:

(D u, B K= 4 by (24,58 K)
V(B K) = a0 (%4, B, K)

donde q)iy'lh son funciones analiticas en las cuales ----

’f)"(/;)y B () estin expresadas en términos d u.

Representemos a 2*(u)yBujcomo series de poten -
cias de y's
F(u)=d ugre i +...
B (u)=d, w+e uis...
#HH 8
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Expendiendo las funciones ¢, y 7, obtenemos -

b=, tap+ b¥+CcBhr...=0
Y=Y, +a, u+b, ¥+C B+...=0
Sustituyendo en estas expangiones los valores de ---

?(u)y B(u) dados por (1.2.10)

podemos considerar el problema

$,= ‘¥01+/‘(a+bd+ cd,) =0
W, =Y, (@t bdrc,d, )=0

va que el Teorema de las funciones fmplicitas solo tiene -
que ver con la continuidad de las primeras parciales de -
b, ¥ Vs podemos despreciar los términos de slegun_
do orden ya que éstos estdn relacionados con los segundos

parciales.

Las ecuaciones (1.2.12) deben ser satisfechas por va
. lores muy pequefios de u, por lo tanto las siguientes dos -
condiciones deben ser satisfechas:

(1.2.13) (sz ¢°1(K)=O; 1}';’1::%1(}():0

(1.2,14) at+bd+cd,=0, a,+b,d+c,d =0

La condicion (1.2.13) establece que los términos inde

pendientes de a4 deben ser cero, y (1.2.14) que el sistema

#H4 0




(9)

de dos ecuaciones deben darnos los valores dedy d“

los cuales determinan las cantidades de 9"(}1));5(#) de

primer orden.

Esto es posible siempre que
b &
b, ¢,

+ o

Lo anterior es equivalente a calcular el jacobiano

29, 29
(1.2.15) J 32 28 b ¢
= # O
2V, 2% b, ¢
3 9 A

Entonces siempre que el jacobiano (1.2.135) sea -—

diferente de cero, existen soluciones del sistema ---

cuasi-lineal.

1.3. Expansiones de Poincaré, Soluciones Generadoras.

i En lugar de la ecuacion(l,2,1) consideraremos --

ahora una ecuacidn diferencial no-lineal de la forma -

#4411
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(1.3.1.) Xex=u t{(x,%)
Sea X=X (t sy By By K) su solucién peribdica
en la vecindad de wu=0 Expandiendo esta solucién -

en una serie de potencias de u, B,, B,, sabemos por_

el teorema de Poincaré que estas expansiones convergen:

en un intervalo arbitrario pero finito del tiempo siempre
que estas cantidades sean suficientemente pequefias en -

valor absoluto. Obtenemos

(1.3.2.) x=¢, (1) +AB +BB, +cu+DB, 4+EB, u+F ..
donde ¢,, A,B,... son funciones de t  .-Nuestro
propdsito serd identificar la expansién (1.3.2.) con una
solucién peribdica de (1.3.1.) sienipre que //a/, //91/

y //B'z/ sean pequefios.
Derivando (1.3.2.) con respecto t, obtenemos

(;.3.3.) X = 4>°(t)+f\/81+ BB, + Cu+DB, u+ EB, i +F 4 ...

X= dD'O(t)+'l\'Bi+BB,_,_+ Ef,u-t—D,/:'i1 A+ EB, m+F u*+...
Expandiendo f(x, X) en una serie de Taylor alrede--

dor de los wvalores X tenemos:

(1.3.4.) {(x,k)zf(xo,&b)+xx (?X—)OJr( - %) (

+ "%—'(X—XD) ( xi‘ }

)O

o f
9 X
( {

1
o*q St

+(x—><o)(>'<—>'<o)( g;g).()oJr #HH 12,
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Sustituyendo en (1.3.4.) a X-X,=X~— ¢0(’£)y>'<—>'<0=5<—$0(t)
dadas por (1.3.2.) y (1.3.3.) v reemplazando a x, X
v f (x, %x) por sus valores (1.3.2.), (1.3.3.) y (1.3.4.)
en la ecuacién diferencial (1.3.1.), obtenemos una serie -
arreglada en términos de x, B, B,, B, M, B, M, X} - la
cual por el teorema de Poincaré converge. -Por una iguala
cion de los coeficientes de A, B, ... obtenemos un -
conjunto de ecuaciones diferenciales, -Si la expansién estd--
limitada por términos de segundo orden, obtenemos 9 - --
ecuaciones diferenciales de las cuales 3 son identicamente

satisfechas y las 6 restantes son como sigue:

_R+A=0; B+B=0; 'C.+C=f(xm>'<0)

beo=(2) A+ (25 A;E+E:(§_£_)OB+(6 £y, 8

FaF= (a ’r) C+(—g_§<-)o ¢

- - ?f 2 f ,

Aqui los simbolos (—5?)0 y (W)" designan la de
rivada parcial de f con respecto a las variables x Y X
en las cuales las soluciones generadoras X = (bo (t)

Ct)o (t) suran sustituidas después de la deriva- -

cion,

### 13,
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Por (1.2.6.) podemos escribir a (1.3.2.) y su deriva-

da con respecto a I en la forma siguiente:
(1.3.6.) X=X, = B=AB+BA +Cu+DB, u+EB, u+ Fu*+ ...
5(_5(0:'82:;3‘/31* éﬁﬂ'é/‘*bﬁiﬂ*fiﬁg/“ ’.:/Lz”" <o

obtenemos las siguientes condiciones iniciales

(1.3.7.) A (0)=1 B(O):

B0)=C(0)=D (O)zE(O)‘-'F(O):A(O):é(O):l.)(o):f-:(o):[:'(o):o 5

Con estas condiciones iniciales, las 2 primeras ecua -
ciones de (1.3.5) tienen las soluciones:
A=cost; B=sent

con periodo 2 .

Ilas 4 ecuaciones restantes de (1.3.5.) son de la for--

ma 1+ U=V (t), teniendo las condiciones iniciales --—
v(o)=1r (0)= 0 .-Por la formula de variacion de pa

rametro, la solucidon de estas es:

\]
(1.3.8.) v=_rv(u) sen (t~u) du

Reemplazando V (u) en la ecuacion (1.3.8.) por los --

términos del lado derecho de las 4 Gltimas ecuaciones de -

###14.
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(1.3.5.), obtenemos las siguientes expresiones:

(1.3.9.) A=cos t; A=-sent
B=sent; B= cost
L [cb (W), ¢ (u Jsen (t-w) du
e={ff | 4o (W) ), &, (u:l cos (t—u) du
D:fi 25 _cosu- 2L sen u}sen(t—u)du

D= a [aax’: cos U~ gf —sen u| cos(t-u)du
J 2? 2 X

E:L B Sen U —%’-—;Tcos u_ sen(t-u)du

E:J': _—2—-}% seny + %;f(: cos u| cos(t-u)du

F o 5 £ } )
BT s sen (t-u) du
[ af 2f ¢ _

. Cr e c]cos(t u)du

!
11
e -

“TTe+
H
o

Donde X,=X cost, X,=—Xsent son las soluciones
- generadoras en las cuales la fase estd tomada como ---

CEro.

Como solo soluciones peribédicas son de interés aqui,

es importante saber los valores de A, B,...;F después

. de un periodo.

Reemplazando t por 2 % en las expresiones --—

(1.3.9.) obtenemos lo siguiente:

##HE 15,
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(1.3.10.) A(zw)=1; Alzn)=0
B(2x)=0; B (2x)=1
C(z-x)z—f]:(x % )sen udu
Clx)= If(xo,x)cosudu

D(2%) = Jm[ af sen z U+ gi sen u:ldu

L]
1K

3f coatu— L 271
D(ex) = j [ 25« 4 S5 sen2y|du
E(ex) = "[ g;: sert u- £+ ,3; sen zu]d’u
E(?.‘K) _.j i .iz,g;;‘('_ ser 2 U+ g; cos u] du
F(27) = J‘"‘ 2 2L

¢ (u) cos u+ 3f C(u)cosu du

9 X,

-4
Fen) = J“ “[

Las expresiones D y E pueden ser aGn mas simplifi --

) L -
cadas, expresando los valores de < -51—1 (f coS u). y -

L d i .
K au (f sen u.) de la siguiente manera:
9.

—9f oeyy — '
S msu)—du cosu —f sen u
df _ af 3X,, 2.f 2%
duw 2%, 2

T tex U

Como las soluciones generadoras X, yV X son:

<

X,=K cos u; X,=—Ksen u

9 Xo__ -a-—""— 05
T Ksen u; U Kcos u

luego

[+ X
—+

2.f 2 f
- 2L sen y— K=+ 0SS U
u Kaxo he Ka Xo

(=3

### 16,
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por lo tanto

L4 ___of _of 2., 8
A du.(fcos u)aﬁ = SEn U cosu— 2o cos? u- F-senu

o] 0

o

1 d AL af - f _f
(1.3.11.) & & (foos u)=- 5 o, Sen 2 U= 25 0cos U-T-sen u
y similarmernte
' _ 2,_4 a8f £
(1.3.12.) Kdu(fsev\u) c's,en U= g g Sen 2 Uk 005 U

Las expresiones D, D, E y E de (1.3.10.) tomando -
en cuenta la expresion para C son simplificadas por -
medio de las ecuaciones (1.3.11.) y (1.3.12.) y adoptan_

la siguiente forma simétrica:

| : e 4 .
1015 D(em=] 3 o blem= [ 4u- 462

E(?.'n)zulxz & (2 7); E (zvr):—&—-c(z':r)

Si C(zx)=o0 y C(z2x)$+0

(1.3.13.) serédn:

, las ecuaciones

s

. .
(1.3.14) D(27)= f Bt - du; Blam)=| 2L~ E@w)

0 9 Xg K
E(2%)=— —~ S (':(Z'Tr); E(27)=0

17,

. L

ummmw il




2% 2
(1.3.15.) D(zvc):J. —a@—%du; f)(z;r):f

i i e R

-17 -

si C(zx)=C (2%)= 0 tenemos:

e
L=

SA BAREN DX MIB HiDE =

E(2x)=0; E(2x)=0
De (1.3.15.) las expresiones D (27%) 'y D (2 jc) , -

representan los términos constantes de la expansidn de —

Fourier de af y 21 multipliacadas por 2 ¥

9%, X,
Por otro lado, —C (2'Jr) y C (2 %) , como se die ----

ron en (1.3.10.) son los coeficientes de sen t, cost -
en la expansion de f (x, %o ) multiplicados por ¥

Entonces, sif ()(o, S(O)esté dado, estos coeficientes ------
pueden ser calculados directamente de la ecuacién ------

(1.3.10.).

Estamos .ahora en posicién de escribir las ecuacio ---
nes (1.3.10.) en una nueva forma, expresando la existen
cia de soluciones peritdicas. Es claro que por la elec --
cion de las soluciones generadoras en la forma ----- -——
X,(t)=K cos t y % (t)=—K sen t , la
amplitud K estd ya contenida en las expresiones para --
B y A aslla ecuacitn (1.2.9.) puede ser es ----

1

crita como:

x BARA M| GRANDEIA =
2f J, MRTOSZTUDIOS

9Xo  WIBLIOTECS %

Ond L

I

=

L

1.3.16.) b (@p, 8.8, )=0 v Y(@uh,A)=0

##% 18.
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Estas ecuaciones expresan las condiciones suficien--

teg para la existencia de soluciones periddicas. Hay --

asl 2 ecuaciones con 3 incégnitas 0%, B, vy B,
Una de las B , como ya se menciond antes, es arbi

traria y la podemos tomar como cero.

Si ademds, las ecuaciones (1.3.16.) pueden resolver
se ddndonos 7y ,51' , como funciones de u de tal ma-

nera que cuando y—>0o , I(u>0 ¥ B, ()~ 0
el problema estd resuelto. Si esto es imposible, hay -

afin otra alternativa.

Podemos poner B1= QO y tratar de resolver para —

> y B, como funciones desconocidas de u

Los términos de la izquierda de las ecuaciones ----

(1.3.16.), representan la diferencia
X(zm+2)—x (o) y X(zw+2)—x (o)

Expandiendo X (2®+?2') y X (2 T+ ) en --
una serie de Taylor en la cual & se considera pe-—

quefia, tenemos:
x(2w+o) =x (27)+ 2" X (2 ™) +...
(1.3.17.)

% r)=x{zm)+ ¥ (2
(2m+2) (e (27)+ w4 19
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b

Aqui sustituimos las expansiones en serie (1.3.2.) y
- (1.3.3.).~ Los coeficientes A ({z2x) , B(2w)... , va

estdn calculados en las ecuaciones (1.3.10.). Considera

i

remos a J'y u cantidades de primer orden quitando

R W |

las expresiones de segundo ordem, tenemos:

(1.3.18.)  x(zm2!) =X, (27)+A(27) B+ B(’Z'Jf)ﬁ,z‘}-C('Z')T)#"'D('Z“)ﬁi/u +

"W“&M]\‘

+E (270 B, urFlam) w24 7 X, (2m)+ 2 A (27) B, +
+7BEx) By Clam) u+ _gf'io (2 )
(1.3.19.)  X(ex+7)=%, er)A@m)As Bem)B, Cm)us D) B, u+ E(2m)B, i+
¥ F(2m) ut+ 2 X, 2+ P AR B+ T B @7 B C (2m) e +
roa |

+ --é-—- .).(.D (?.7()

Pero X, (2w} =X, (0) ¥ % ,{2m)=X, (0) ademis -
A(’Z’JT):'L,A('Z']T):O,B('ZTE):O,Q'(‘ZJT_):i .-

Con estos valores .de los coeficientes, las ecuaciones-

(1.3.18.) y (1.3.19.) quedan:
- (1.3.20.) ><(2n+a”)—x(o):—K—ﬁatl+3‘/9,2+C(‘2’N)/l+3"¢ (27) e +

+D(ex) B, u+E(2ex) B, u+Few)u?=0

(1.3.21).  X(2w+?)~%x(0)=-K - B+ C(2m) uu+ " Cl2m) p¢ +

+D(2m)AB, 4+ E(27) B, o+ Flem) uf=0

| s 20,
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Uno de los pardmetros B puede hacerse de manera
que nos satisfaga.-Asf para un valor dado de una de -

las B, esta ecuacidn determina la otra B y la -

correccidn ¢ del perfodo.- Como wu, B, 8, y o - -

son cantidades pequefias de primer orden, podemos --
pbtener condiciones diferentes de acuerdo con el orden

de aproximacion.

El caso més simple es aquel en el cual considera--
mos soluciones de primer orden, quitando términos de
segundo orden.-El (nico término de primer orden en -
(1.3.20.) es C(2m) ¢ y en (1.3.21.) hay 2 términos de
primer orden — K 72"y é(?.'rc) s .-lgualando estos t€r
minos con cero, obtenemos las siguientes dos ecuacio

nes:

(1.3.22.) C (car):—j f (kcos u-Ksen u) sen wdu= 4 (K)=0

k-irid

(1.3.23.) ¥'= € (2x) u :Jﬁ—— Sl f (K cos u-Ksen u)cosdu=4V (k)

K

La ecuacién (1.3.22) determina la amplitud ¥ de --
las soluciones generadoras en una vecindad de una so-
lucién periddica ya conocida de (1.3.1.), y la ecua----

cién (1.3.23.) nos da la correccién ' del periodo, —

##% 21,
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siempre y cuando ¢ (2w) + o~ si Czx)= 0 ,
de las ecuaciones (1.3.15.), E (2w =E (2m)=0 .-En-

tonces las ecuaciones (1.3.20.) se reducen a:

(1.3.24.) D (2x) B, + F{eam) u=0

Ya que ' es un cero de primer orden, podemos
proseguir con el de segundo orden y poner =g u* .-
De (1.3.21.), en la cual podemos poner B8, = QO , ¥y
donde C(2m)=0 , C(2m)=0 vy E(2z7)=0,
obtenemos: |

~Ko u?+0(2n) B, ut+ f:"(Z’J’C) wr=0

Dividiendo entre 4 vy sustituyendo el valor de -—
By obtenido en (1.3.24.), la ecuacidén anterior nos

qgueda:

(1.3.25.) o= Fz®)D(27)—F @2x) D (2 %)
K+D (27)

L.a correccién =0 u4?* debe ser introducida al

) mismo tiempo que el movimiento es isocrono de pri-
mer orden.- Asi si K#o0 y D (2m)# O , las

ecuaciones (1.3,24.) y (1.3.23.) determinan B, Y —

r=0 % , la amplitud K estd determinada por ----
#i## 22,
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(1.3.22.).- Sustituyendo los valores de A, B, Cy --:

B

. o en (1.3.2.) obtenemos:

‘ t
(1.3.26.) x=Kcos t+/uUf(Kcos U,—K sen u) sen (t—u)du—

——';((—?é%)—cos t]

Donde K ha sido calculada en (1.3.22.).

Hacemos notar que los términos:
T
2z Lf‘(xb,%o) sen (t-w) du
representan el primer término de la expansién de ---
Fourier de la funcién que aparece del lado derecho --
de la ecuacién (1.3.1.).- Ademds, el perfodo ha sido_
cambiado por la presencia de ' , la correcién del -

periodo.- La funcién x (1) dada por la ecuacidn ----

(1.3.26.) permanece periddica.

Debemos mencionar aqui que la presencia de tér--
minos sectlares no destruye la perioricidad, tan so-
lo explica una modificacién del periodo.-La aparicién
de términos seculares puede verse como en el si---
guiente- ejemplo:

#HHE 23,
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(1.3.27.) x(1)= i [ak(,u) cos KWw(u) t+b, (4)sen Kw(,a)t]
K=0

En donde la amplitud y la frecuencia son funcio--

nes de un parametro 4

La expansion de esta funcién en una serie de po— .

tencias de M nos da;

e
(1.3.28.) x(t):Z[a.K(o) cos Kw(o)t+b, (0) sen K w (o)t:] +
K=0
S [@*(O)cos & w (o) £} (o)sen k W (0) £ —

K=o —

— &, (0)W (o) Kt sen KW (o) t+ b, (0} (o)K E cos Kw (o) t] +

o0
rA )L
K=o

Donde a}, b, % w’ representan las derivadas de
a, () , b, (u) y W (K) con respecto a u
en las cuales el valor de u = o se sustituye --
después de la diferenciaci6n.-Observamos que como
la funcién x (t) es peridica, la presencia de tér
minos seculares no destruye la perioricidad en vista

de la sumatoria de © @ oo .

Con referencia a (1.3.26.) se observa que los tér-
minos seculares no aparecen en la expansién de ---—

x (t) sila correccién ' puede calcularse pri--

#HHH 24,
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mero, lo cual requiere que D (2 ) # O .-Es -
suficiente entonces usar como el periodo sobre el -
cual las funciones A, B, ... de Poincaré estdn --
determinadas, el perfodo corregido T+ 7" , cuyas
cantidades de las soluciones generadoras escogidas

?
; _fzzu:] . oMt
%o en la forma Kcos[i e ty—Ksen [1 e :It ,

en lugar de K cos t y—Xsent .

X

ol

1.4. Ejemplo.

1.4.1, Ciclo Limite y Frecuencia de un Generador ---

Termidnico.

Nos proponemos  aplicar la teoria anterior a la

ecuacioén de un Generador Termidnico.~ Esta ecua--

cién simplificada se puede escribir como:
(1.4.1.) i}+*u~:/u(B—?_>é’U2)'fr |

Esta ecuacién es de menor dimensidén; 5> 0,6>0 .-

El parametro pequefio 4 , ha sido introducido, asi

. que podemos considerar a la oscilacién como del ti-
po cuasi-lineal v por lo tanto se puede aplicar la --

teorfa anterior.

#4 25,
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Para y=o las soluciones generadoras son de la -

forma:
(1.4.2.) Uo:q:g (t):K.cost; ﬁbzi)o(t):m Ksen t
En este caso: T (U, U)=8U-36 ViV ¥ entonces: -
(1.4.3.) f (v, U, )=—B Ksent+ 3 6 K*cos™ t sen t

Hagamos uso de las condiciones de Poincaré, ecua -
cion (1.3.22,), en la integracion de la ecuacidn --=---
(1.4.3.) y vemos que ﬁK—% 6'K3:0 y entonces tene -

mos que:

(1.4.4.) k% =

Por lo tanto la amplitud de la solucién generadora -
en la primera aproximaciéon depende del radio ------
\/—?_— .-En otras palabras, la amplitud de oscila -
cién lograda por el proceso de auto excitacidon serd --

mis grande a medida que el valor de 6 se hace_
méas pequefio.
Esto es fisicamente obvio, cuando 6 —>» O la au -

to excitacidon podria crecer indefinidamente, ya que --

el factor que limita eventualmente ésta, es precisa --

##4 26,
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mente la no linealidad de la caracteristica expresada
por el término -— &, ~r® . -Regresando al términoé
no lineal f {v; ) , encontramos que %{—I:-Bév U

y %—: B-36U* , asl que:

SV
~h

— 66 Klostsent=386KZsen 2t

@
.
&

Y

= B3 6 K:cos?t

»
S

De (1.3.14) y tomando en cuenta (1.4.4.), tenemos

2R
(1.4.5.) D('Z’T()'—'I (B-3 6 K2 cos® t)dt:Z'x(ﬁ—-%K—z):'mt B .-

Vemos también que D (2x)=0 .-De la ecuacién_

(1.3.26.) la correccidn para el perfodo o'= 0 u* es
(1.4.6.) y=F @) e

Calculando F (2 ) de la Gltima ecuacién (1.3.10.)

obtenemos:

(1.4.7.) r= T u* B*

El coeficiente C (t) dado por la ecuacién (1.3.9.)

después de un céiilculo es:

C(t):-__i”_é_‘ﬁ_ sen at+ 150K cep t =

32 372
= £ B T sen 3t +2E [B sent
4 V38 4 V36
Por lo tanto, la solucién peridédica sin términos --

seculares es:
#i# 27,
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(1.4.8.) =2 \/—'cos[ 2',52 ++w}+,u(————)\/€sen3[
[(1 t+’¢j+,u \/—;sen[(l—&%ﬁ—z t+”tﬂ

e[ e

Donde "V es un 4ngulo fase arbitrario.-Es claro -

o

que la solucién periddica se encuentra en la vecindad

de la amplitud 2 % .-La correccién del per:L'o--;:j
do es de segundo orden y entonces puede despreciar— -
se para valores pequeiios de M .~L.os términos -
'seculares no aparecen aqui en vista de que el factor
de correccién ¢' para el perfodo ha sido calculado -

primero.

A continuacidon veremos un ejemplo de un sistema -
de ecuaciones diferenciales de tipo cuasi-lineal el ---
cual cumple con la hipdtesis de que $# es una fun -

cion analitica y sin embargo, no existen soluciones -

periddicas en ninguna vecindad de la solucion periddi

ca del sistema cuando es lineal.

Este sistema es:

. 2 *
X ==Xy + Xy (A-x ] Xx]

X,= X+ €X, (=% =x%1)

T i 2

##% 28,
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Donde € es un pardmetro y las funciones

f, (xo) % (EXE-XT) Y £ (%, %e) =X (1-%¢ =%2)

son funciones analiticas en sus variables (xi, X 1)-

Cuando €£€=0 el sistema serd lineal y sus solucio

nes son periddicas con periodo 2 W ,digamos que -
x,=cos{t+2) ¥y X,=sen (L + ) donde 7 es una_
‘constante, Para €# o las soluciones del sistema ante-

rior no son periddicas.

Para mostrar esto, tomemos £ > O y considere -~

mos las coordenadas polares 1, @ con X, =705 9,

X,= T sen O luego tenemos el sistema

“;‘: ET(i—'P‘Z), é:i

la solucidon con condiciones iniciales »(0)=a > o y

. : - 4
©(0) =D estd dada por r=€&* (~1:a"s €% 1,
e=b+t y »—=>1 ,0—>+c0 cuando t—+ oo

i

Por lo anterior vemos que las soluciones son espi

rales que se enrrollan alrededor de x} + X} = 1

cuando t —> + =0.

#HE 29
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CAPITULO I

METODO DE VAN DER POL.

2.1. Introduccidén. En este capitulo trataremos otro -

método para encontrar soluciones periddicas de -
un sistema de ecuaciones diferenciales no-linea--
les del tipo cuasi-lineal.~El Mé&todo de Van Der -
Pol consiste en cambiar el sistema de coordena--
das originales en un plano fase por un sistema --
rotatorio en el cual las soluciones periddicas es-

tardn representadas por puntos.

En la seccién 2 desarrollaremos el Método de -—
Van Der Pol.- En la seccién 3 veremos la Topologia
del Plano de las Variables de Van Der Pol.- En la -
seccién 4 analizaremos un ejemplo de la aplicacién -

de este método.

2.2. Método de Van Der Pol.

2.2.1. Rotacién del Sistema de Ejes, Ecuaciones de Pri--

mera Aproximacion,

Consideremos nuevamente la ecuacion cuasi-lineal

-

Xx+x=ut (x,y)
### 30,
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Su sistema equivalente enR? es

- iL BABER DE MIS HiJB®
2.2.1) K=V o5 Y =X f (X : HARA MI GRANDEZA
( R aT oY) ALTO. _. JDIOS

x| =F (XJY>j(y)+ ( ° ) RIBLIGTECA
N ox )\ (=)

La notacidon es la misma que en el capitulo anterior,- ----
Para 4= 0 tenemos la ecuacion lineal X +X = O , tiene una so_

Jucidbn armonica.

(2.2.2) x=a.costibsen f; con X=-—asent+bcost donde a y b son -=
constantes de integracion.

Las trayectorias fase en este caso son circulos con -------

~ radio K=/a®+b® .-Si en lugar de considerar un sistema de coorde

nadas(x, >‘<)en un plano fase fijo, introducimos un sistema rotato -
rio con velocidad angularw=1 alrededor del origen comifin de ambos
sistemas, en este plano fase rotatorio la ecuacidn (2.2.2) repre -
sentard un punto fijo A a una distancia OA=K=j!+b? del origen O.-
La inclinacién de O A con respecto a una linea en el plano rotato -
rio estd dada por el dngulo © = tar’fl% . -Aqui vemos que esta -
transformaciéon no es mas que el método usual de representar ---
cantidades senoidales por rectores usados en la teoria de corrien
tes alternas. |

Al plano rotatorio que consideramos anteriormente y que ---

tiene una velocidad angular w=1 tiene coordenadas (CL, b) -

las cuales varfan con respecto al tiempo t , a este -----------

Fm i
-
e |

) _.'- !

=

o |

e

<l




(2.2.6)

@D
plano lo llamaremos el plano (a, b) de Van Der Pol.

Consideremos ahora a la ecuacién (2.2.2) como --
una transformacidn que depende de t , definiendo a ---

Xy ¥ en términos de las nuevas variables a b
X cost sent ) (Q
(y) _sent cost b

Tenemos que estudiar el comportamiento de un pun

" to dado en (x,%x) , en el sistema rotatorio que conside

rarmos ahora esto es equivalente a estudiar la transfor---

macion A (t) (%) , luego tenemos que:

x=a cost+bsent y=-a sent + b cost
X = il.._%.cosf + %%b_senf +[—-q sent+b cos t=

.i_il.cos‘f + %%senf+y

it

yz-.ﬁl%_seu{'-;-:_gcost +(-.acosi—b smt}:

=~d2 gent 4 4b cos t- x
di dt '

Considerando el sistema equivalente X =y ; --

y+x=_«f (x,y)
y tomando en cuenta la transformacidn anterior, vemos -

que el sistema (2.2.1) es equivalente en el plano(a,b) de

Van Der Pol a las ecuaciones

db

da cost s seut =0

dt

- da gent s %.% cos t = /U.f[acosf+-bsen1’,-a sent +bcos't] :

ot
#r#t 32,
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El sistema (2.2.6) contienea. t exlicitamente y el sistema -

original no, De (2.2.6) obtenemos

-g%—:—,af(acosubsent;a sent+brost) sen t
f—f:/x f (acost+ b sent,—asent+bceost) cos t

Como A tiene que ser pequeﬁa,g‘j; yi{'— son también peque

fias ya quef(x, y) esta acotada. En otras palabras,ayb son canti_
dades de variacidn suave en comparacion con la rapida variacion -
de términos trigonométricos de frecuencia w= 1 . Por lo tanto -
para la primera aproximacién es suficiente considerar a.y b como_
constantes en el lado derecho de la ecuacidn (2.2.4).- Si a Xy.y

las reemplazamos por sus expresiones (2.2,2), el lado derecho de
(2.2.4) es periddico y puede expanderse en una serie de ------- -
FOURIER, [Ver apéndice Iv:l . Por lo tanto las expresiones -----

(2.2.4) nos quedan

i__%_:ﬂ[@ﬁﬁé_bL+ ¢, (a,b) cost+ b, (@,b) sent +

+¢2 (a, b) cos 2t+...]
don 660D,y (g, b)cos b F(asb) sent 4+

dt
+ ¥, (a.b) cos ’a£+...} |
Para el andlisis de los puntos representativos del sistema --

(2.2.5) en el plano (a, b) de Van Der Pol, introduciremos un siste
“ma de ecuaciones de primera aproximacidn con respecto a -------

(2.2.5) en el cual es mds ficil estudiar estos mismos puntcs que-

en el sistema original (2.2.5)

#H# 33
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Van Der Pol considera las siguientes ecuaciones "abreviadas"

como ecuaciones de primera aproximacion

do. a,b) . db ’t/f(a, b)
FERR R R

Ellas fueron obtenidas de (2.2.5) quitando los términos que -

contienen funciones trigonométricas. Por otro lado tenemos que

(g—) b = _’Lj.f (acos &+ bsenr §—a sen §+bcos'§) senSd §

'4.&@2 b) 1 f(acos E+bsenE ~asen §+b ms@cos%dg

Expresemos al sistema (2.2,6) en coordenadas polares (K, 6)
mediante el siguiente- des’arrbllo. Multiplicando la primera ecua —
cién de (2.2.6) por o , la segunda por b , sumindolas y sustitu
yendo K= a%+ b*® obtenemos |

_jé_j KE_ KdK J‘_jf (0.cosF+bsen §- a.sen§+bcos'§)<a5en§+

+bcos§)dE.
Poniendo a cos £+ b sen §=Kcos (§-9)

—a.senE4 b cos §E=-Keen(5-9)

donde © = tavfi—o% e introduciendo la variable u=%—¢ tene ---
mos:
s K S5 =u¢(K), y por otra transformacion snmlar —/a P (K.

dt
Por lo tanto el sistema (2.2.6) en coordenadas polares nos queda

| 2.2.8) .c%._{!i:: yn q) (K) , il—_%—-—.: yz Y (K) donde

i 34

Lo TG ESTUIDS

wonllyy

il

gl




- 34 -
2T

Cb (K):—%;J F{Kcos W, —K sen u) sen W du

(=)

- S :::;E '0"8 MIE HIJOe
BRANDEZA

W(K):%_%FK f (Keos W,-Ksen w) cos U duL ALTOS E2™ JDIOS
° RIBLICTFr,

- Vemos que la integral definida en estas ecuaciones coincide

con las funciones C( 2z ) y C(2 %) de Poincaré ecuaciones

(1.3.10), las cuales son las coeficientes desent, coS T

pansion de T (x,, X,) multiplicados por 7.

en la ex

.3.- Topologia del Plano de Variables de Van Der Pol.

RTE

En el plano fase(X,y)el ciclo limite es alcanzado cuando la
trayectoria fase es un circulo, en el plano (a,b) de Van Der Pol,
la condicidn necesaria para que exista un ciclo limite estable es
‘sat'isfecha cuando el ‘final del vector X es un punto de equilibrio -
estable, 0 sea, en el punto donde

Te=ud(K)=0

Entonces, existen ciclos limite para radios X correspondientes a

las raices de
L%
¢(K):—€;€-f F(KecosU,—Ksen W) sen wdu=0
. [+]
Vemos nuevamente que esta ecuacidn coincide con la ecuacion ---

(1.3.22) la cual determina la amplitud K de las soluciones genera

doras en una vecindad de una solucidn periddica ya conocida de -

"(1.3.1), en la Teoria de Poincaré,

Una raiz K, de¢{K)=0corresp0nderé a un ciclo limite estable si-

¢ (k)¢ © . El ciclo limite serd inestable sidi(k,) > 0.
[Ver 1 cap. 6:1 .

Consideremos ahora la segunda ecuacion (2.2.8). Aqui dos -

casos son de interés. #H# 35
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Caso 1.

T
2.3.2.) ¥ (K)= 52 [ § (Kcos u,-Ksen) cos w du=o

En este caso @ = O, = constante,-El retrato
topoldgico de las trayectorias en el plano de lag --
variables (a, o) de Van Der Pol, en este caso,.

" es mostrado~en la figura [2.3.1] .- El equilibfio
cie un ciclo limite en el punto K; para ® =&, es
estable si el punto representativo comienza a des--
plaiarse a lo largo del radio regresando a K, ;-

. si este punto no regresa a K; , como por ejem_
plo el punto KE'L , tal ciclo limite es inestable.

_El lugar geométrico de los ciclos limite en este ca

so son circulos concéntricos correspondientes a to-

‘dos los valores de posibles de o,
b

Ciclo
Limite
Estable

Cic}g
Limite
Punto Focal S inestable
. Ci o EStf.Lb\‘Z
%:r(‘e.%ltou.b\e Es‘t‘&b\a
#iH 36.
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Si retornamos a las variables originales (x,vy) -
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del plano fase, debemos aplicar la ecuacion de trans
formacién (2.2.2.), donde las variables ay b son -

K. cos ©, vy K, sen &, respectivamente.-Esto
nos da:

(2.3.3.) x=acost+bsent=K{cos o ,cost+ K seng sent=

= KLCOS (t—e)

y==a sent+bcost=-K; cos 8,sent+K; sen o, cos t=

::—-K'L sen (t—e)

donde ©, es arbitraria.-Esta arbitrariedad de ©, -

para el plano fase (X,y), es debida al hecho de --
que un punto de equilibrio en el plano de variables -
(a,b) , corresponde a un ciclo en el plano fase —

(X,y) .-La forma general de las trayectorias en el

plano (x,y) es mostrada en la figura [2.3.2]

Caso 2.

270
Y (K)= '231TK J‘ § (X cos w,—Ksenu)cosudu0 -

sean "R“ Ez, ... las raices de W (K)=o y su--

pongamos que son diferentes a las raices

K,y K,oow de & (K)=0

1!
#H#3T7 .
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El movimiento en un ciclo limite es representa--
do en el plano de las variables (a,b) por puntos -

de equilibrio dados por las ecuaciones
(2.3.4.) ‘a=X cos [/a v (Ky) t+eoj |
b=k, sen[/u V(K t+ e(,:l

obtenidas de las ecuaciones (2.2.8.)

La estabilidad (o inestahilidad) de un ciclo limite -

es determinada nuevamente por el signo de Cb‘ (K—L) y

N la direccidén de rotacién por el signo de ’W‘(K-L) .-El
retrato topolégico de las trayectorias en el plano --

(a, b ) es mostrado en la figura ,:2.3.3.] .-Las

trayectorias "regresan" a los puntos correspondien--

tes de las raices K, K, ,...deV¥ (K;) , aproximin

dose al ciclo limite estable el cual estd determinado
nuevamente por los puntos de équilibrio en el plano
de Van Der Pol. El retrato topoldgico de las trayec-
torias en el plano fijo (X, y) tiene la misma apa-4

- riencia como el que se mostré en la figura -------

I: 2.3.2.] .-L.a (nica diferencia entre los dos casos,

es que, en el segundo caso, la ecuacién (2.3.3.) es:

### 38.
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(2.3.5.) x=a costbsen t=K; cos ([ u w(k)]t-e,)
y=-asent+ b cost=-K; sen ([1—/1 W(K-L)] t-o,)

Es claro que en este caso existe una correccion:
de la frecuencia expresada por « ¥ (K;) .-En_

otras palabras, la velocidad a lo largo de la tra--—:

yectoria espiral no es uniforme

ciclo Limite Estable t

Lugar eometrico
de las tangentes
radiales

Fig. [2.3.3]

Por un andlisis méis amplio se puede demostrar -

que cuando v (K{)= 0 la correccién de la fre---
cuencia (y por lo tanto del perfodo) es del orden -—
At y consecuentemente se puede despreciar en la

teoria de la primera aproximacién.- Sin embargo, -

#i## 39.
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si W (k) £ O , esta correccién de la frecuen-

cia aparece con el primer orden de u« .

Resumiendo los resultados de esta seccidn, pode- :
mos decir que €l uso de las variables {a,b) de -
Van Der Pol nos permite, si el sistema es isocrono,:
representar un ciclo limite por un punto en el plano:
(a, b) , esto es, por um vector constante,-Tal —
representacidon de ciclos Iimite es similar al modo -F
de representar corrientes alternas por vectores. --—
Por las condiciones anteriores el punto representati-
vo se mueve hacia el ciclo lImite punto o se aleja -
de €l a lo largo de la extensién del radio vector, -
ya que el dngulo fase g, permanece constante,--
El dngulo fase en este caso no tiene un significado
fisico particular si se considera un simple fenéme—
no oscilatorio.-No obstante, si w(K) £ 0 , es -
decir, siel movimiento no es isdécrono, en el pla--
no de las variables (a,b) de Van Der Pol el vec--
tor K; sufre oscilaciones dependiendo de las raf

L

ces de ¥ (K)=0 .

#4440,
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2.4. Ejemplo.

S L. TUDIOS
BiBLiorecr,
2.4.1. Auto-Excitaciones "Suaves' y "Fuertes” de un --

Generador Termidnico.

Es sabido que existen 2 clases de auto-e_xcitaci_o_
nes de circuitos termidnicos designados como -----
"suaves" y “fuertes”.  Se observa que por el in--
‘cremento del coeficiente de induccién miitua A eﬁ-
tre el dnodo y los circuitos de parrilla, empieza -
suavemente la auto-excitacion fan pronfo como un =

- valor critico X = A, de este parametro es obteni-
do; para A > ‘A, la amplitud de las oscilaciones -
aumenta constantemente con el crecimiento de A ,_7

como se muestra en la figura [2.4.1.] , Eésta re--
presenta el caso de auto-excitacion "suave™: con A -

decreciente el fendmeno toma lugar en direccidén -—

opuesta, como lo muestran las flechas
Ps P
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En algunos casos ocurre un tipo diferente de auto-

excitacién, como se muestra en la figura [2.4.2.:] .-

Con el crecimiento de A se¢ observa que la auto----
excitacién empieza abruptamente con una amplirud --
finita para N='"A, y crece suavemente paranz A\ .-
Con ‘A decreciente c.)bservamos gue el fendémeno es
diferente; digamos, que para A ="\, , la auto excita-
cién no desaparece; esta desaparece cuando --------- |
A=N, <N .-Este tipo de auto-excitacidon es -—

llamado "fuerte' .-Este fendmeno es debido a la no--—-

linealidad del sistema.

Nos proponemos aplicar el Método de Van Der Pol
al problema tratado en el capitulo anterior seccidon -
[ 1.4.] .~Consideremos la ecuacién --------------
U+ (3+22'v—36 v?) \r  .-Aquf hacemos ~=----
B= M B, ; Y=ud, , b=pubd, , don
de 4 es un parametro pequefio.
(2.4.1) ¥+v = p (B, +2%v-3 6 v) U

donde B,, 7, 6 son positivos.

1y 71

En este caso f (U, r)=(B+27Uu-36 V") ¥

#HH 42,
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Usando la primera ecuacion de (2.2.9.), tenemos:

._(2.4.2.) c};(x):-ré%ffn (B+27 Keos u-34 Kicos® W) K sen u sen udu

=
en donde se han sustituido las soluciones generadoras %ﬂ
U=K C0S W , U=—¥K sen u . Luego - _§
tencmos: =
2R 2w |
(2.4.3.) cb(x):é—i'_fl:ﬁ KE sen®udus2 K"j. cos U sen® w du— x|
g o _;

o

‘

—36 K3 rcgs“u sen® w du

o

i

o 2N

Como J- sen®? wdw = ; S sen? u cos W duw , la

o 4]
integramos por sustitucién, haciendo v=senu,dv=cosudu
: 2% ifzw 37 2%
: w

luego tenemos: que:fqr? dv:l:—] = l:sc“ } =0
2% ° 3o L3

kA 2
J‘ cosw sen” W du = J. sen*u du~J sen* w du = —~2 qr=-I
° o o 4 4.

esto lo obtuvimos haciendo uso de lo siguiente:

y

ccos®*u+ senfu=1 luego cos? u=1-sen™u

- por lo tanto: cos? WU sen® U =sen® u—sen® u

Con los valores de las integrales anteriores tene—

mos que:

2.4.4.) $(K)=21(8 m-%*fitﬁ%(s K— 3—%5—3'—)

K 6K2 :
=— (B_iT_) _ .

#H# 43,
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Por la primera ecuacidén (2.2.8.), la condicién pa

ra que exista un ciclo limite es que ¢ (K)= O .-De

la ecuacién (2.4.4.) esto tiene lugar cuando K,= o vy

T TR L R A

‘Para K,= O , el ciclo limite se reduce a un --
punto que es el punto singular.-El radio de un ciclo
£ limite finito es:
H
2-4-5. — _‘.}..—é..
( ) K= /55

Para determinar que hay realmente una condicién
de auto-excitacién, tenemos que probar que la singu-
laridad‘es inestable y que el ciclo limite es estable.
Para demostrar el primer punto debemos de cong---
truir ecuaciones de primera aproximacién en el sen

tido de Liapunov.

El sistema equivalente a la ecuacién (2.4.l1.), des
preciando los términos no-lineales es =Yy y ---

§/+ U—_—;#/B y , esto es:
(2.4.6.) T =Y 5/:—-'1)--}-/_1, B y

i 44,
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La ecuacién caracteristica es 8%~y g8+ 1L=0 -

cuyas raices son: §,,, = M B pu /31/1—-_12“;.&?‘; '
_ > .

Wirskis.

>

Como Moes pequefia, esto nos hace ver que las-

= rafces son complejas, con una parte real positiva.«—
= Por 1o tanto, la singularidad es un punto focal inesta
ble por lo cual las trayectorias espirales se van de—

= - senrrollando acercdndose al ciclo limite X,=/48 ',
36

e con tal que é&ste sea estable.

Para determinar la estabilidad del ciclo Ymite ---

K= fz_;ﬁ , es necesario determinar el signo de ----—
b Ko
qDK(K'L):_’-ZL(ﬁ—a /9) <O

-

o)
) .~Vemos que:

Entonces el ciclo limite es estable.

En esta discusién hemos estado suponiendo que --—
los coeficientes B, 20 vy 'd  introducidos en la ecua
cion (2.4.2.) son positivos.-Sin esta suposicion pode

mos analizar los casos adicionales siguiendo el mis—

- mo procedimiento.

Es interesante investigar también la segunda ecua-

### 45.
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cion (2.2.8.), la cual concierne a la frecuencia de --

. . . d S
oscilacion 4

La funcion WV { K) en este caso es:

T
1

S 3
@2.4.7- ) w(K) ZKKJ ( B+23 ¥ cosu-36K'cos U) Ksen W ¢os udu
Desarrollando ésta encontramos que:

S_— 4.8.) ¥(K)= 'aer EBKJ' SeR U CoS udumaﬂ K J cost u sen wdu-
vsb}@’f

cos® wsen u du}
0

27
Tenemos que f sen w cos w du  integrando por --
o

sustitucion, haciendo v=sen u,du=cos wdu luego:

Tx o .
f vdv:[;‘—r—} =sent 2w _‘sen 0 — 0
o tdo z z ’

et 4
J‘I Cos> U sen u:-ﬂj‘ v2dv donde v=cos u,dv=-senudu
o

a

—_— e A e m 3 — 2 O ‘
luego 3 3 3 3 3 y
27 X
Jﬁ cos> u sen udu*——f 3 dw, con U=cos u,dvz—sen W du
4]

]

27 4 4
_costax cos* 0
entonces: [——— = + =0
J 4 A

2
va} cos?2  cos® o 1 4
[a]

Como todas estas integrales son cero entonces --

_3__?_ = O .-Esto significa que en el plano fase el

radio vector del punto representativo gira alrededor

del origen con una velocidad angular constante, y la

correccidn de frecuencia es cero de primer orden. ' !
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Para investigar la variacién de K como una fun

“ci6n del tiempo, la primera ecuacién (2.2.8.) debe --

il e

ser integrada sustituvendo @ (K) por su valor dado -

en (2.4.4.).

O 1y=mK-ni®

donde: m:%y n:—%ﬁj—‘

d K o4 d K
mK-aKk3s 7 m KL —p K?)

. Estonos da:

= uat

. _n 36, .
4 — Wflonde );D i “.43 TQ_VLE mos qfue .
3 d K _dK n PR K —m u 44

k(- PKD ~ K t-p K2
luego: d log. K-d [—%— log. (1—13 Kz)]: mudt

K
d (log. \/i—pr" J=mudt

1ntegrar'do obtenemos:

1oq([i—pK2 //1 /FKZ =m ui
(2.4.9.) [1- Pl<’3 e "t = 1- pKz

finalmente:

Ko
(2.4.10) K= \/(.L_/PK%) o2 m/u.t'*‘/P Ku?’

parat =0 , K=K, = /;vf__' ypra t — — o |
) K= 0 , lo cual significa que, cuando t cre

ce, el radio vector K crece y se acerca al vector -

K,=/4 B _ en el ciclo limite.-Ademds, cuando -------
36
t-=>+00 , K=K, , lo cual demuestra que el -

#iHH 47,
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Para eliminar la operacidén con infinidades inheren

ciclo limite es estable.

tes, en la naturaleza asintdtica del proceso, podemos
seleccionar para Ky K, en la ecuacién (2.4.10.) -
ciertos valores inicial y final K’ N K’D ligeramente --
alejados del punto focal inestable y del ciclo limite -
respectivamente. - En tal caso la ecuacion (2.4.10.)
puede ser usada para cdlculos numéricos con vistas
a descubrir que tan rdpido el proceso de auto-excita
ciéon de oscilaciones se reconstruye como una funcidn

del tiempo.

El paso inverso del plano fase (a,b) de Van Der
~ Pol, al plano fase original(x; y) restituye las expre
siones X=Kcost , y=x=—Ksent , don-

de K estd dada por la ecuacién (2.4.10.).

L.a condicidn de auto-excitacién considerada ante--
riormente, representa a la llamada de tipo auto-exci
tacion "suave'. Topoldgicamente, ésta corresponde -
a la existencia de una singularidad inestable rodcada

por un ciclo limite estable o de una singularidad es-

HHE 48,
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table dentro de un ciclo limite inestable.-El primer

caso representa la reconstruccion de oscilaciones -

acercindose asintGticamente a un ciclo limite esta—

\WH

ble; el segundo, a una desaparicién asintética del -

proceso oscilatorio.- Si, no obstante, entre una sin

=
il
=
B
- =
_'g

gularidad inestable y un ciclo limite estable existe
un ciclo limite inestable, entonces pertenece a las

Harhadas del tipo auto-excitaciones "fuertes" de os-

cilaciones. 1

La caracteristica, en su aproximacién por una -
serie de potencias, tiene un punto de inflexién, en ‘!"
la cual tenemos el término € v> con signo negativo.
Como ‘términos iguales no tienen ninglin efecto en -

la determinacién de ciclos limite, podemos enton--

ces despreciarlos en la ecuacién: Bajo estas con
diciones la ecuacién de Van Der Pol serd de la --

~forma:

(2.4.11.) ¥vvu= u(p+3b -5 nv*) 1. 1

En este caso: ][(U‘,“b'):(ﬁ+56'lf?'— 5n 'U‘A') Ty -
/K cosu,—Ksenw)=-(L+3 6 K cos® u-5n K*cos® ujKsen u

#H# 49,
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De aqui, por la primera ecuacién (2.2.9.) Tenemos:
% s ' 27
dP(K): E%D;BK Senzudu+I°35 K3 cos?u sen? udu-j;s n K5cos4usen"udu:]
= E‘_%_ ,:/Bj-ﬁgreni wdu+36K? Y?C;Sz wsen? uw du-51 K4f’2&1554u‘5€ﬁ11.d1{l
° e Q

T T"TLos valores de estas integrales definidas es:

1ot
il

K T e 27
fsen" wdu=7; | costu senu du:f 5en7udu—j sen u duz - 2= 2
b o Q el

7 X T
f cos¥ 1w sen wdu= | cos*u du—‘f cos®udu=-=2- w—322 §= .
o 0 o 4 4.5 8

Esto nos da:

K 3B K25, KAY=
_\(2.4_.12) d(K)=-3 (B+ 26K 2-n K*)=o0 |
Que es la condicién para ciclos limite.-Aquf su -- Il
I

ponemos que B, 6 y n  son positivas.~ Una raiz es | ”'
claramente K= O . Siguiendo el mismo procedi I’E

miento como antes y haciendo uso de las ecuacio--- 1l

nes de Liapunov de primera aproximacidn, encon- i

tramos que la singularidad es un punto focal ines il

table.

El ciclo 1Imite adecuado estd dado por la ecuacidn

cuadrética il

(2.4.13.) -—E-’B——n S'z_% bs_._.ﬁzo

Donde 3= K* . Solo raices positivas serdn consi-

##Ht 50
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deradas ya que S=K® es esencialmente positivo.- -
La ecuacién (2.4.13.) podemos escribirla como:
B=-5 1 5% 2 p3- p?3% qE=pPSEqSs L A
g " 4 =P qe=7 =737 a4 pe
ORI S & 2_5 _3
Bm(/PS“QP)—m dO'ﬂ.de /P h—édr?yq-4 6

Si esta ecuacidn la reacomodamos tenemos:
; q7 9 \°
(2.4.14.) (BJFW):‘[P(S— o )]

La ecuacién (2.4.14.) representa la parfbola ----

(B—B,)=p* (8- So)z , Como se muestra en la figu
ra ‘;2.4.1.} .- Si cambiamos los ejes (5, B) por -

un nuevo sistema de ejes (3, 8) con un nuevo -—

: 2
origen en (B =- :'10'2 , S,= +

la ecuaciébn ---
2 fﬂ)

(2.4.14,) ser4:

P = ’PQ 5%

4 s=K?

L/’*,

\

1A
S?.
So NEY
, S
s, | l
o [3) -p
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La segunda raiz corresponde al ciclo limite Kz/3& ¥y
la primera a un punto focal inestable, el cual fue de-

terminado y explicado al principio de esta seccidn.

— .

Para B< 0O , esto es, a la izquierda del ori--
gen O , las raices de la ecuacidn cuadrética -==-=---
{)252-‘& S—p =0 son:

— ':-:i—t\/ci'z—4’/’8/7:’2
1y 2 -P'a

e S

Ellas son reales y positivas solo cuando 32—4/,8/1)"20.

Estas corresponden a los puntos S, y 3, de -
las intersecciones de la parabola con la recta B=--

constante.-La condicién para una doble raiz es ----

. 2
/ﬁo\/: W;P—z ; en este valor de la 2  negativa,
el valor de la raiz es S, = QLP"' .-l.a tangente -

a la pardbola en este punto es vertical.

En la region entre 0 y © , donde existen 2 -
raices, hay dos ciclos limites Kiz [ 5, ¥ KZ: /Sz'

El primero es inestable y el segundo estable.

### 32.
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Para ilustrar este punto, derivemos la ecuacién -

(2.4.12.) con respecto a K

| (2.4.15.)¢’(u):§+_§%2_%ﬁ K4:%+%q8_%73231

Es suficiente sustituir en esta ecuacidon los valores

de las raices 8 vy S

(O’—Ci‘z/zl, P* ) ., va que la curva no se extiende --

a la izquierda de p=— 4—,31:_2 y tiene solo una raiz

, Pbor B en el intervalo i

Il

-w““’i h g bY -

" a la derecha de B= O

LT

.-Consideremos por ¢jem

(e

2 i

plo, el valor medio en este intervalo, B,_L:-Sqf - .~Las “
' P
raices correspondientes son:

1127 2 p? (4—t L )

esto es, 5,=0.293 qr/'z 192 y 8,=1.707 &/2 192

!
Sustituyendo estos valores en la ecuacion (2.4.15.),

_ -9 —
en la cual B= Sp7 encontramos después de una

reduccién; que $’(K,) > O y ¢(K2) {0 .-En-

en la rama baja de la
pardbola es inestable y en la rama superior S,

tonces el ciclo limite S .

es estable. Si B varfa de valores negativos y --

alcanza el punto O , no hay auto-excitacién a -
lo largo de la extensién O O ya que el ciclo 1f--

mite inestable &, , Se interpone entre los puntos
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focales estables sitvados en el eje— B8 vy el ciclo 11~

mite estable S2 , actfia como una barrcra, evitan--

do la auto-excitacién del desarrollo.- Tan pronto co
mo el punto O en el cual el ciclo limite inestable -
desaparece estando obtenido, el ciclo Ifmite estable
K,lz)/__z_s___@__ es obtenido abruptamente.- Si B es --

5n
nuevamente incrementada, la amplitud del ciclo 1i—

mite se incrementa continuamente, el punto repre-
sentativo 8  sigue la rama superior de la pardbo
la a la derecha del punto A.- Si, no obstante, 8 -
decrece, la amplitud del ciclo limite establé sigue
_ la rama superior 5, hasta que el punto ---------
S, (K, = —3}— 1/_%_EJH ) es obtenido.-Aqui la oscila-—

cién auto-excitada desaparece abruptamente. Este

tipo de auto-excitaciones son llamadas "fuertes”

t

En el segundo ejemplo que dimos en el capitu

lo t el cual no cumple con la Teoria de Poincaré, -

vemos que en el Plano de Variables de Van Der Pol --
{inicamente en el caso en que £=0, C§> (’r): O, es -

decir, sdlamente en este caso el final del vector v es
un punto de equilibrio estable, ademds ’l})‘(‘r):o , por

lo tanto © es constante,
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Apéndices

Consideremos el sistema lineal autdénomo de orden dos

Xg= 0 X, + b %,
1 4
1) x_cx+bx

3 a=fa, b
CQHA(C)d /C d/*o

Sean™n, , ™ las raices caracteristicas de A. Fara la determina -

cidn de estas raices se obtiene la ecuacidn caracteristica

/c:d?ub/—O S ®-(a+d)a+{ad-cb)=0

donde 7\11 2., son las raices de la ecuacidn caracteristica. Co_
mo Det.A# O ninguna raiz puede ser cero, y se presentan tres -
casos para las raices a) que sean reales y distintas, b) reales
e iguales c) complejas conjugadas. Las formas canbdnicas de A

para estos Casos son.

-~

. /
Casol(lxo) .Caso | O}
] N O A
2
™~ | e 19
Caso 111 Caso IV :
0O N~ -5 o

El caso I corresponde a raices reales y distintas, los casos =---
Il'y IIl a raices real e iguales y el caso IV a raices complejas -

conjugadas donde L ¥ ,5 son sus partes real e imaginaria res

pectivamente.
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Cualquiera que fuere el caso, siempre existe una matriz -
real no singular P tal que, la martriz P"* AP adopta la forma --

candnica; luego si hacemos el cambio de variable x — Py ob
Al

tenemos un sistema en el que la matriz tiene una de las formas

candnicas. En vista de lo anterior podemos suponer que 14 ma -

triz A estd en una de las formas canénicas I, I, III, AV, y ve

remos ¢omo son las soluciones en cada caso.

Caso I el sistema (1) adopta la forma

X, = 7\1 Xy
K, = 7\?_ A,

z
cuya solucion general es:

~
Xi—:‘Kie L't) Xz: K?_ e')\.z‘t)

donde Ky K, son constantes arbitrarias. Se presentan dos situacio
nes esencialmente diferentes, que A, ¥ », sean de igual o dis -
tinto signo. Supongamos que AN <A, < 0, en este caso es claro -
gue las soluciones_ tienden a cero cuando t—}+c>o ya que las ----
exponenciales tienden a cero, en particular los semi - ejes son —
soluciones. Por otro lado se tiene que X, xisz/Kie(M‘M)t

Yy COmMO A=A > o , la pendiente de cualquier solucién con ------

K, # © tiende a oo
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Supongamos ahora que,<O< A, en este caso, para ~--
cualquier solucidn, X, —> O yX,~>» == cuando troe  (sal -

vo, si,K,=0)

Caso II Ahora (1) toma la forma

X, = 7\-><1_
X, = A K,

2

. _ at _ at
cuya solucion general es X =K, € , X, =K, @ .
Estas ecuaciones son las de una recta con pendiente Kz/Kj_

y siA< 0 las soluciones tienden al origen cuando t—» + oo

Caso Il el sistema (1) adopta la forma
X o= NX R X,
>°<z = N X,
cuya solucidn general es xi:(KfL Kat)e“,x,a:Kze AL Sin< O

las soluciones tienden al origen cuandot—>+ oo, Por otro lado,
la pendientexz/ﬁ(l—avocuando t=+ o0 |,y ademas todas las --

trayectorias, salvo para K, =0 , cortan al eje e parat:-KL/Kg_

Caso IV. Ahora las raices son complejas conjugadasrzet+if
N oL —L1 A v (1) adopta la forma
K, =X+ B X,
X A X X,
cuya solucidn general es:

K= €K, cos B+ Ky sen BE), x,= € (K sen BE+ K, cos St )

Distinguiremos ahora 2 posibilidades.

N; :u it nw-fi



Supongam@ahora que =L =0 es mmedlato ver: que

'><2+>< HK + Kzﬁy por lo tanto las soluciones son cnrcuios

i

" centro en el or1gen, cuyo sentido parat .creciente depende del -

signo de A ﬁ)das sus soluc1ones son periédicas, con perio

"do"z ’Jt/ﬁ

W

. -;“:n-m

En conclusion, para que el sistema (1) tenga soluciones pe
riddicas es neces;ario que las raices caracteristicas sean imagina
~rias puras y esto se cumplef cuando en la ecuacidn car.acterl‘stica
“(a+d) n+(ad-cb)=0 |

a+d=0 y ad-cb>0

luego A, = if(a d—cb)

Teorema de las Expanciones de Poincaré sea la ecuacion diferen

cial

(2) X=X(%,y,1)

con T real v X una funcidn analitica en sus variables (x, \/) )
la ecuacidn tiene paray= O una solucién § (t) en el intervalo 1:

1< t 4t tal que para una t fija, ><.L (x, Y, t) .....
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puede expanderse en una serie de potencias de (xrgt (t) vy

de v; uniformemente coavergente en alguna region

=8t e, Jy )<, t el

luego haciendo §4°) =&, la ecuacion (2) tiene una solucion --
§(t,x5 y) tal que § (¥, §°,O):§(t) y que para un t fi_
jo,§-L(t,><‘j v ) puede expanderse en una serie de potencias de --

(x‘i — ?f) y y,. convergente para L€ T vy (x°, y) en cierta

regidn

[X=5)<B  Jyl<p

En particular si §(1, §5 y)=5{,y)entonces esta altima es
una solucién tal que §(t,o):§ (t) yque §(t,y) puede expan
derse en una serie de potencias de Y convergente en una ---

region [y /< B-

[NIJ Teorema de las Funciones Implicitas
Si las funciones f (x,y, z, U) Y g (x, Y, Z, U) son-
continuas en una regidn que contiene al punto (Xo,yojzc,vg) para
el tual f (x,, V., Z,, 'U;):oyg (X., Vo Zo U:,):O , v las prime -
ras derivadas parciales de f y g son contimas en dicha re -

gipn, y si en (xo,yo,zﬂ‘u;) el determinante ------------smooue--o-
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Je(E8)=07 T o
ﬁ\ 7, /ag J—amgq%/‘f" )
o Z a v

existe un intervalo en torno de[xo, Yo» %o, ) en el cual el-
sistemaf(x,y, Z,”U’):O yg(x, Yy Ly U‘)i O se puede -

despejar zy ‘U como funciones continuas y derivables dexey

Z:CP(ny) ; b":‘%f(x,y)

Teorema.- Toda funcidn periodica T con periodo 2 7 (esto
es, T(x+ 27)=f (x) ), seccionalmente continGa (junto con su-

derivada), seccionalmente monotona v que satisface la condi -

cidn ( en los puntos de discontinuidad ).

f(x)=f(x-0) + f (x+0)
2
puede desarrollarse en una serie de Fourier.

f(x):%"—a—i (a, cos x4k sen mx)
mn=1
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