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INTRODUCCION

La palabra acoplamiento significa literalmente formar parejas. Si
se tiene un conjunto finito de elementos con los que se pueden formar
parejas, se representa la situacidén con una grafica que tenga un
vértice por cada elemento, donde una arista entre dos vértices
significa que los elementos representados por tales vértices pueden
forman pareja, pero ademds las parejas no deben tener un vértice en
comn.

En los problemas de acoplamiento en graficas, la idea mas general
consiste en encontrar subconjuntos de aristas gque cumplen ciertos
criterios de optimizacién, donde los parédmetros involucrados pueden
ser el nimero de aristas en la solucién, el nimero de vértices que son
extremos del total de aristas o el peso asociado a las aristas. En
éste trabajo sdlo se estudiarédn dos tipos de problemas de acoplamiento
los cuales son: Acoplamiento de Cardinalidad Maxima y Acoplamiento con
Peso (problema de asignacidn), ambos en graficas big?rtitas.

N

Los problemas de acoplamiento se estudiaron por mucho tiempo
tanto en Analisis Combinatorio como en Investigacidn de Operaciones,
llamando la atencién de muchos investigadores interesados poxr sus
mdltiples aplicaciones tales como: sistema de representantes
distintos, problema de cubrimiento, descomposicién en cadenas,
cuadrados latinos, problema del matrimonico, calendarizacién de vuelos,
enrole de locomotoras, etc. y sus diversas variantes. Sin embargo, en
1957 Claude Berge fué el primero en plantear estos problemas usando el
concepto de trayectoria aumentante. El demostrd gque un acoplamiento es
maximo si y sélo si no hay trayectoria aumentante, é&ste es un
resultado cléasico de Optimizacidédn Combinatoria el cual es la base de
los algoritmos mé&s eficientes para resolver los problemas de
acoplamiento.

El método Hingaro para la solucidén del problema de acoplamiento
con peso (problema de asignacidén) estd fundamentado en el trabaijo de
dos Matem&ticos Hiangaros, D. K&ning y J. Egervdry, y particularmente
en el teorema dado por Kéning, este teocrema fué establecido vy
demostrado en términos de teoria de graficas. Una prueba de éste
teorema usando teoria de graficas fué dada por Kuhn en 1955 quien
desarrclld un algoritmo para obtener n ceros independientes (en
distinto renglén y distinta columna) de una matriz obteniendo un
acoplamiento de cardinalidad m&xima en una grafica bipartita asociada.
Este algoritmo estd basado en el trabajo de los matemdticos Hngaros
Kéning y Egervary. En honor a ellos le llamdé a éste Métode Hingaro o
Algoritmo HOngaro. Este trabajo condujo al siguiente afio, al método
primal-dual para obtener el acoplamiento de peso maximo en graficas
generales. '

Este trabajo tiene por objeto el andlisis y desarrollo de los
fundamentos tedricos de los principales métodos de solucidén de
problemas de acoplamientos. Asi como su implementaciédn para la
solucién de problemas de aplicacién.
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Para lograr los objetivos anteriores se: proporciona una
presentacioéon lo mas sencilla posible, cuidando principalmente un
enfogque algoritmico gque permita una f&cil implementacidn en
computadora de los algoritmos m&s eficientes. Por 1lo cual los
conceptos y resultados tedricos presentados en este trabajo son sélc

los necesarios, sin embargo, se incluye un apéndice y una amplia
bibliogréafia.

Debide aque al modelar problemas practicos por 1o regular
resultan de tamafio considerables, para su solucién es imprescindible
la implementacidn de algoritmos eficientes. Los algoritmos fueron
implementados en Turbo pascal utilizando estructura de datos para la
representacién y manipulacién de una grafica.

El contenido de este trabajo se desarrolld de la siguiente
manera:

El capitulo I consta de una visidn intuitiva de algunos tipos de
problemas de acoplamiento, su aplicacidén a distintos problemas reales,

formulacién del problema vy anéllsls comparative de los principales
métodos de solucién.

En el capitulo II se dan los conceptos béasicos de teoria de
graficas y acoplamiento, para enunciar y demostrar los teoremas
fundamentales de Berge, Hall y Kéning, tales teoremas proporcionan las
bases de los algoritmos que se utilizan en este trabajo para resolver
el problema de acoplamiento. También se da la implementacién del
algoritmo y se concluye este capitulo resolviendo un ejemplo.

En el capitulo III se desarrolla el método Hﬁngaro,ﬁhsi como la
justificacidén de sus pasos y su convergencia. Debido a que el método
Hingaro es tipo primal-dual se requerira de resultados de dualidad
lineal. Ademds se da la transformacién de un problema de minimizacién

a‘uno de maximizacidén y también se da la implementacién computacional
de éste método y se resuelve un ejemplo.

Finalmente se ‘dan las concluciones, bibliografia y apéndice que

contiene los teoremas b&sicos de dualidad lineal y la solucidn de los
proklemas planteados en el capitulo I.
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CAPITULO |

En este capitule se da una visién intuitiva de algunos tipos de
problemas de acoplamiento, haciendo énfasis especial en sus mGltiples
aplicaciones en distintos problemas reales por ejemplo: Sistema de
distintos representantes, Descomposicidén en cadenas, Calendarizacién,
etc. Asi como la formulacién de los problemas de acoplamiento en
términos de programacién 1lineal y andlisis comparative de los
principales métodos de soluciédn.

1.- DESCRIPCION DEL PROBLEMA

La palabra acoplamiento significa literalmente formar pareias. Si
se tiene un conjunto finito de elementos con los que se pueden ordenar
parejas, se representa la situacién con una grafica que tenga un
vértice por cada elemento, donde una arista entre dos vértices
significa gque los elementos representados por tales vértices

forman pareja, pero ademas las parejas no deben tener un vértice en
G »
comin.

En los problemas de acoplamiento en gréficas, la idea més general
consiste en encontrar subconjuntos de aristas que cumplen ciertos
criterios de optimizacién, donde los parametros involucrados pueden
ser el namero de aristas en la solucidn, el nimero de vértices que son
extremos del total de aristas o el peso asociado a los aristas.

Para enunciar de modo formal lo gue es un acoplamiento, primero
se definira lo que es una gréafica.

Definicién: Una grdfica G(V,A) consta de:

i) un conjunto finito no vacio V=V(G) cuyos elementos se llaman
vértices (nodos & puntos) de G. i

ii) A=A(G) es el conjunto finito de pares no ordenados de !
elementos de V(G) llamadas aristas (arcos, lineas o lados).

‘G _ H

vi . ]
’/’/”’0~\\\\\\ :é
¢ vz s
” ’/
0 __ :

v3 1)
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v e ) V5
E A/ \\\\?Cf////
Ve

fiqura 1.1

Por ejemplo para las grdficas G y H los conjuntos de vértices son

igualgs, es decir, V(G) = V(H) = {vi,v2,v3,v4,vs,v6}, y los conjuntos
de aristas son: A(G) = {(vi,va),(vs,va),(vs,v3),...}, A(H) = {(wva,v2),
v4,vs), (vz,vs),...}.
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Definicién: Dada una grafica G=(V,A), un acoplamiento es un
gubconjunto M de aristas (M € A) en donde no hay dos de ellas (ue
tengan un vértice coman. '

En la figura 1.2 las aristas con una linea gruesa representan un
acoplamiento, en G el acoplamiento no es el de cardinalidad maxima, en
H =21 lo es.

G H
V1 Vi i
/0\ /0\
V3 ~0 w2

figura 1.2

Definicidén: Una grafica G(V,A), es bipartita si existen V%l v, <
vVI(G) tal Que V1 N V2= @, VI(G) = V1U V2 v toda arista de A(G) tiene un

extremo en V y otro en V_ . Esta grafica bipartita se denota
G(V,,V_,A).

En la figura 1.3 se muestran gridficas ‘bipartitas donde
para la primera figura V;:{x1/i=1,2,3} v V2={y1/ i=1,2,3},

para la segunda Vli%Xi/ i=1,2} y Va={y1/ i=1,2}.

x1 O . 0 vt %1 0 0 yz

xz 0 0 ye

x3 0 0 vy2 y1 0 0 xe2
Figura 1.3 |

. Bl
Las graficas de la figura 1.1 no son bipartitas.

Existen variocg problemas de acoplamiento pero, en este trabajo

s6lo nos interesan dos, los cuales son: Acoplamiento de cardinalidad
maxima y Acoplamiento con peso.

El problema de acoplamiento fué planteado primero por Claude
Berge en 1957. Desde entonces llamé la atencién de muchos

investigadores interesados por sus miltiples aplicaciones vy sus
diversas variaciocnes.

A continuacidn se describen ambos problemas de acoplamiento en
graficas bipartitas.
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2.~ ACOPLAMIENTO DE CARDINALIDAD HMAXIMA

Dada una grafica G con un nlmero finito de vértices y aristas, se
desea determinar el acoplamiento de mayor cardinalidad (nimero de
aristas) posible. A este problema también se le conoce como
acoplamiento sin peso o acoplamiento maximo.

Ejemplo : El1l Departamento de Idiomas de la Universidad de Sonora
tiene 7 profesores para cubrir 10 trabajos de traduccidén. En la
siguiente tabla se puede determinar si el profesor tiene o no
habilidades para realizar un trabajo de traduccién.

Trabajos
Prof{ T Tzl Ta |Ta Ts] Ts] T7| Ts| To|T10
P1 si| si| no no| nej no| no| nej{ nol si

Pa no| no| si s1| si1| no| nol no{ no| no
Pa si| no|[ no nel nol nol si| si| no| no
Pa no| no| no ne| no| no[ no| si| no| no
| Ps 81| nol no sl| no| no| sil nol sif no
Ps no| si| no no! si| sil| no{ no! noj no
P7 s1] no| si s1] no| nol nol| no| sif| si

El problema es determinar el m&ximo nimero de trabajos que puede
realizar el Departamento de Idiomas, de tal forma gue a cada profesor
no debe asignarse mas de un trabajo. '

La representacion grafica del problema anterior es la sigquiente:

V1 V2

P

P2

P3 T4
Ts
Ts
T
Ta

To

Tio

Donde los conﬁuntos V1 y V2 son los profesores y tfabajos

respectivamente, laiarista (Pi,Tj) indica que el profesor Pi1 si puede
realizar el trabajo Tj. El1 problema anterior es equivalente a

determinar el acoplamiento de cardinalidad maxima de esta grafica
bipartita. ‘

R A R




Un acoplamiento de cardinalidad méxima es M = { (P1,T1}), (P2, Ts,),
(P3,T7), (Pa, Te), (Ps, Ta), (Ps,T2) , (P7,T9)} por lo que el nimero maximo
de trabajos que puede realizar el Departamento de Idiomas es 7.

Si al profesor Pz ge acopla con la tarea Ts, ¢ Se tendrd un
acoplamiento maximo? ¢Se acoplarén a todos los profesores?.

Existen diversos problemas de Optimizacidén Combinatoria que
pueden ' ser planteados de manera equivalente al problema de

acoplamiento de cardinalidad médxima. Un par de ejemplos se citan
enseguida.

2.1.~ Sistema de representantes distintos

Definicién: Dado un conjunto finite R, y TI'={Ri,Re,..,Rx} una
coleccidén de subconjuntos de R, entonces un sistema:de representantes
distintos de ' es un conjunto de k elementos tales que rFr. si i=j vy

k; ;

rieRi . para i=1,2,.%.,k.

En el siguiente ejemplo se requiere encontrar un sistema de
representantes distintos:

Ejemplo : Un despacho de nueve asesores industriales atiende a 7
empresas distintas. Considerando el conjunto de asesores {A) / j

1,2..,9} la forma en que estln asignados a las empresas es como sigue:

Empresa # 1 (Az, A3)

Empresa # 2 (A2, As)

Empresa # 3 (A1, As)

Empresa # 4 (A6)

Empresa # & (A3, Ba, A7)

Empresa # 6 (A1, As)

Empresa # 7 (As, As, As)

Para la reunidn anual de evaluacidn del despacho, se desea formar
un grupo de 7 asesores, representando cada uno de ellos a una empresa
diferente ¢(CoOmo se integra el grupo deseado?.

En este problema R={A; / j=1,2,..,9} es el conjunto de asesores,
Ri={Aj / A; puede asesorar a la empresa i} v se modela en una gréafica
bipartita escogiendo V1={Ri / i=1,2,..,7}, V,=R donde la arista
(Ri,A;}) significa que el asesor Aj puede ser agignado a la empresa Ri.

vy 2

%

‘R1 0 44JF§:::,,0 A1
"R2 O 0 Az
‘R3 0O ¢ A3
Rae O -0 Aas
Rs O 0 As
‘Re O 0 As
‘R7 0 A7
‘ As
Ag




A partir de esta grdfica, el problema sg puede resolver
encontrado el acoplamiento de cardinalidad max1ma,~este acoplamiento
es féacil de encontrarlo en la grafica anterior. Si el acoplamiento
maximo contiene menos de 7 aristas, el problema de los representantes
no tiene soclucidn, vy entonces alguno de los asesores debera
representar a mds de una empresa en la reunidn de evaluacidn.

En el capitulo 2 se dar&n las condiciones necesarias Yy

suficientes para la existencia de un sistema de representantes
distintos de Ri.

2.2.- Descomposicidn en cadenas !

En algunos problemas gque se manejan con graficas, los elementos
representados por los vértices pueden ser ordenados de modo estricto
{a<b) de manera que se refleje un orden de precedencia entre ellos.

Por supuesto, existe la posibilidad de que dos elementos en particular
no puedan compararese.

L.a formalizacidn de la 1dea anterior es como sigue:

Definicidn: Para un conjunto finito N, un orden parcial estricto
ez ‘una relacidn definida en el producto cartesianc NxN gue

es
transitiva y antisimétrica.

Por ejemplo, =sea S un conjunto finito vy P(S) el conjunto
potencia. La relacién de inclusidn propia (<)

establece un orden
parcial estricto en P(S).

Definicidén: Dos elementos i.3 de N se

-

llaman cowmparables si
ocurre i«j &

j<i, en caso contrario se llaman no-comparables.

Definicidén: Una cadena en N es un subconjunto de elementos de N
tal que toda pareja es comparable.

Por la transitividad la cadena puede escribirse en forma de orden

agcendente como: N1 < n2 < ... <ik. Se consideran cadenas a los
alementos aislades.

Definicién: La longitud de una cadena es igual al nimerc de
elementos que contiene,

Definicidén: Una descomposicidn en cadenas de N es una coleccidn
de cadenas disjuntas cuya unién forma N.

Uno de 1los problemas de Optimizacidén Combinatoria es encontrar la

descomposicidén que tenga el menor nimero de cadenas, a este problema
s le llama descompg§1c1on en cadenas.

Ejemplc : Un periddico planea cubrir las conferencias de la
Reunidn Internacional de Legisladores a celebrar en cierta fecha. Para

tal dia se ofrecen 6 conferencias con tiempo de inicioc y duracidn como
se muestra a continuacidn:



conferencia 1 2 3 4 5 6
Inicio 8:00 B:30C 9:00 10:00(10:CG0 11:00
Duracidn (horas) 1 1 1 1 C 1 1

cCudl es el minimo nimero de reporteros que pueden cubrir el
total de las conferenciasg?

Obgerve que las conferencias se pueden ordenar de mansra gque as<b
significa qgue la conferencia ‘a’ termina antes de gue la conferencia
'b’ comience. La siguiente gridfica modela el orden parcial estricto
que exliste entre las conferencias:

1

Cada vértice representa la conferencia con la que esti numerado,
y 81 se puede alcanzar el vértice ‘b’ desde el vértice “‘a’
considerando la direccidn de las aristas, se tiene la condicidn a<b.

Cada cadena de la grafica anterior representa una secuencia de

conferencias sucesivas que no se traslapan, vy que pueden ser cubiertas
por un reportero.

>
El problema se puede reducir a un caso de acoplamiento de

cardinalidad médxima como sigue: Sea N={1,2,3,4,5,6} el conjunto de las
conferencias, y G una grafica bipartita donde N=V1=Vf y la arista

(i,j) representa la condicién (conferencia i) < (conferencia 3j).
La grafica G se muestra a continuacién:

vy Ve




Encontrar un acoplamiento mdximo en la grafica anterior, equivale
a encontrar un subconjunto de pares de elementos de N que son
comparables y de modo que ningiin elemento aparece mis de una vez Como
primer elemento, ni mAs de una vez como segundo elemento de un par.
Identificando los elementos comunes en los pares encontrados, se unen
los pares y se forman cadenas disjuntas.

El acoplamiento mAximo de la grdafica anterior es: (1,3), (2,4},
(3,5), (4,6) con estas aristas se pueden construir dos cadenas 1 < 3 <
5 y 2 < 4 < 6, las cuales contiene a todos los elementos de N, el
total de reporteros. que se necesitan son 2. En ¢aso de que existan
elementos gque no sean cublertos por 1las aristas del acoplamiento

médximo (ni en Vi y.ni en Ve2) se consideraran como cadenas de longitud
uno . s

Otro ejemplo de descomposicidén en cadenas es: Sea N={ni,nz,..,nk}
un conjunto de tazones de tamafios variados, donde la relacidn ‘ni<nj’
significa que se puede acomodar el tazdn ni dentro del nj. Esta
relacidn resulta ser un orden parcial estricto en N, y una cadena es
un subconjunto de tazones que pueden ‘anidarse’. El prcblema es como

acomocdar los tazones unos dentro de otros tal que forme el menor
namero posible de ‘nidos’

En el segundo capitulo se justifica la reduccidn del problema de
descomposicién en cadenas a uno de acoplamiento maximo

2.3.- Rectanqulos latinos

Definicidn: Un rectingulo latino de hxn basado en los enteros
1,2,3...,n, es un arreglo de h renglones y n columnas formadas con los

enteros 1,2,3,..,n, de tal manera que los enteros en cada rengldn y
cada columna scon diferentes.

Algunos ejemplés son los siguientes:
Rectédngulo latino de 3x5 Rectdngulo latino de 4x3

.

1 2 3 4 5 7 4 3 1
3 4 5 1 2 7 12 3
2 3 4 5 1 3 4 2

2 1 4

Definicién: Un cuadrado latino nxn es un arreglo de n renglones Yy
n columnas de los enteros 1,2,3, ...n, de tal manera gque ningin entero
aparece mas de una vez en cada renglén y en cada columna.

Los siguientes son algunog ejemplos:

Cuadrado latino de 3x3 Cuadrado latino de_ 5x5

1 2 3 1 2 3 4 2
2 3 1 2 3 & 5 1
3 1 2 5 1 2 3 4
4 5 1 2 3
3 4 5 1 2




A continuacién se muestra como extender un rectingulo latino a un
cuadrado latino obteniendo un sistema de representantes distintos.

Dado un recténgulo latino de hxn (h < n) formado con ,10s enteros
1,2,3,..,n , se escoge R = { 1,2,3,..,n } y una cole001on de
subconjuntos de R, I's{R-Ci / Ci es ‘o1 conjunto de elementos en cada

columna i}. Por lo tanto Ih—(R-Ci) es el conjunto de elementos de R
que no estan en la columna i. Afladiendo como rengldn el sistema de
representantes distintos de I se obtiene un nuevo rectédngulo (o
cuadrado) latino. Para convertir un rectidngulo de hxn (n > h) a un

cuadrado latino, lo gue se hace es repetir (n-h)-1 veces el sistema de
representantes distintos.

Por ejemplo para el rectédngulo latino de 3x5 dado anteriormente
R={1,2,3,4,5} y la coleccidén de subconjuntos I' es: R1={4,5}, Rz2={1,5},
Ra={1,2}, R4={2,3} y Rs={3,4}.

pPara representarlo en una grafica se escoge V ={Ri/ i=1,2,..,5} ¥y
V= R quedando como sigue

v1 Vz

R1 0 01

R2 0 02
Rz 0 03
R1 0= 0 4 .
. .(.0
Es O 05

donde la arista (Rl,m) significa que j no estd en la columna Cl.

El sistema Qde representantes distintos de I' es: ri=5, r2=1, rs=2,

re=3, rs=4., Por lo tanto agregando el renglén (5,2,1,3,4) se obtiene
el nuevo recténgulo jlatino de 4x5

i

Recténgulo latino de 4x5

U W
HW e N
oo W
WU
TN XNT |

Observe gque a éste rectangulo le hace falta afiadir un renglén
para convertirlo a un cuadrado latino, pero esto es facil de completar
s6lo hay gque ver el ndmero que hace falta.

Asi, el recténgulo de 3x5 dado anteriormente se transforma en el
siguiente cuadrado latino de 5x5:

"10




Cuadrade latino de 5x5

£SO W
M Wb N
RN, W)
N WO RS
W N0

Un procedimiento similar se realiza para aymentar columnas al
extender rectingulos latinos de nxh cuando n >h basados en los enteros
12 - " n.

S 3.~ ACOPLAMIENTO CON PESO

En este problema se tiene una grdafica G donde cada arista tiene
asociada un peso que puede ser positivo, negativo o cero. Lo gque se
quiere es hallar un acoplamiento en donde la suma de los pesos de sus
aristas sea mdxima. Este problema es una generalizacién del problema
de acoplamiento de cardinalidad maxima.

Al problema  ae acoplamiento con peso se le conoce como un
problema de asignacién pues se aplica de modo natural a la blsqueda de
la asignacién o6ptima de aspirantes (elementos de Vi) a tareas

(elementos de V2) cuando se conoce la eficiencia del aspirante ‘i’ en
la tarea ’'3j’ que se denota por el peso CU . :

Ejemplo : Un corredor de bienes raices planea la venta de cuatro
lotes de terreno y ha recibido ofertas individuales de cuatro
clientes, Debido a la cantidad de capital que se requiere, estas
ofertas se han hecho en el entendimiento de que ninguno de los cuatro
clientes comprard mis de un lote. El corredor de bienes raices quiere
maximizar su ingreso total a partir de las siguientes ofertas (dadas
en miles de pesos):

lote
compr ador Ia L2 Lz La Ls
Al 16 i5 25 19 20
Ao 14 17 24 15 28
Az 17 17 20 2 13
AL 22 3 18 20 21

La grédfica asociada a esta tabla es:




Donde los conjuntos V1 0% V2 representan a los lotes y compradores

respectivamente, ademds la arista (Ai,Lj) indica que el comprador A:

se interesa por el lote Ly y cij es lo que ofrece %1 comprador Ai por
el lote Lj. ¥

cCémo deben elegirse las ofertas de tal manera que se maximize el
ingreso total?.

Para que se maximize el ingreso total el acoplamiento de peso
maximo debe ser:

Al 2 >L3, Az 25 >Ls, A3 17 L2 v A4 22 >L1, cuyo valor es 89.

Puede observarse que un acoplamiento (asignacidn) en la matriz de
pesos [Cijlmxn (considerando m < n) es escoger un elemento de cada

rengldn en distinta columna. Como se ilustra en la siguiente matriz de
peso con (*}):

lote
compr ador I Lz L3 La I3
C1 16 15 25 * 19 20
Ca 14 17 24 15 25 *
Ca 17 17 % 20 2 18
Ca - 2z * 3 18 20 21

modelados como problemas de acoplamiento con peso,

los ejemplos que se
presentan a continuacidn son de éste estilo.

3.1.~ Calendarizacién de vuelos

Supdngase gque-Aero-México tiene el siguiente horaric de wvuelos
diariogs México -~ Rio de Janeiro:

salida México vuelo llegada Rio de Janeiro
6:00 A > 12:00
7:30 B > 13:30
11:30 C > 17:30
19:30 D = 1:00
0:30 E > 6£:30
llegada México vuelo salida Rioc de, Janeiro
11:20 <« 1 5:30
15:00 <« 2 9:00
21:00 < 3 15:00
0:30 <« 4 18:30
6:00 <« 5 00:00

El prcblema que tiene Aero-México,
tripulacién en estes vuelos. Resulta que una tripulacidén (piloto,
copiloto, aeromosa,etc.) que sale de México un lunes a las 7:30,
llega a Rio de Janeiro ese mismo lunes a las 13:30, sale el martes a
las 9:00 de Rio de Janeiro y llega a México a las 15:00. El tiempo

es la calendarizacidén de 1la

Existen problemas gue requieren ser transformados para poder ser.




i

transcurrido desde 1as 13:30 del lunes hasta el martes a las 9:00, es
un tiempo muerto. En este caso se trata de reducir los tiempos muertos
de las tripulaciones en estos vuelos, sujeto a la sigquiente condicién,
cada tripulacidn debe descansar al menos 8 horas' pero no mas de 24

horas, si esta condicidn no se cumple el tiempo muerio es un valor muy
grande (M).

El problema se puede enunciar de la siguiente manera: Dénde deben
vivir las tripulaciones y gqué tripulaciones deben asignarse a los
vuelos, tal que los tiempos muertos totales se minimizen y al mismo
tiempo se respeten las condiciones de descanso de las tripulaciones.

Supéngase una tripulacién que vive en la ciudad de México, que
trabaja en el vuelo C y se regresa en el vuelo 2 de Rio de Janeiro. De
acuerdo con los tiempos de vuelo, esa tripulacién llega a las 17:30 y
sale a las 9:00 de la mafiana rumbo a México, transcéurriendo 15 horas
30 minutos de tiempo muerto. En cambio, una tripulacidén que vive en
Rio de Janeiro y sale en el vuelo 4 hacia México, y regresa en el
vuelo A a Rio, tiene un tiempo muerto de 5 horas y 30 minutos, pero
éste tiempo no cumple con la condicidn anterior asi que el tiempo
muerto es M.,

Como se puede observar una asignacidn serd un vuelo redondo.

Asi se pueden construir dos matrices de tiempos muertos, a saber:

MATRIZ I

a1 2 3 4 5
A |17.5 |21 M M (12
B |6 19.5 M M 10.5
c |12 15.5 21.5 M M
D |' M 8 14 17.5 |23
E 23 M 8.5 12 17.5

Tiempos muertos para tripulaciones con sede
en México (horas)

MATRIZ II
1 - 2 3 4 5
A 18.5 | 15 9 M M ¥
B 20 16.5 10.5 M M
C - M 20.5 14.5 11 M
D M M 22 18.5 |13
E 13 9.5 M M 18.5

Tiempos muertos para trlpulaciones con sede
Rio de Janeiro (horas)

13
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La matriz I se interpreta como sigue: Los vuelos de salida (de
México) Vvan a ser los renglones y las'columnas seran los vpelos de
regreso (desde Rio de Janeiro). De la misma manera en la matriz II las
columnas representan los vuelos de salida (de Rio de Janeiro) y los
renglones los vuelos de regreso (desde México).

Dadas estas dos matrices, se construye una “nueva, donde las
entradas tij seran:

II

; . I
t = min (tlj ' t1J

1)

donde:

t, = Es el tiempo muerto de 1la tripulacién que sale en el
vuelo 1 y se regresa en el vuelo j.

th = Es el tiempo muerto en la posicién (i,3]) de la matriz I

tfj = Es el tiempo muerto en la posicién (i,]j) de la matriz II

La nueva matriz es:

MATRIZ III

1 2 3 4 5
A 17.5 | 15 9 M 12
B 16 16.5 | 10.5 M 10.5
c [ 12 15.5 14.5 11 M
D fi M 8 14 17.5 | 13
E 113 9.5 8.5 12 18.5

Observe que en esta matriz ya se pierde informacidédn sobre que
tripulacién sale (de México o Rio de Janeiro) y que tripulacidén se
regresa (a México o Rio de Janeiro), por ejemplo si en la matriz ITI
se escoge Tiy=14 (i=D,j=3) no se sabe de que matriz proviene, entonces
este nimero se busca en la entrada (D,3) de las matrices I y II,
encontrandose este en la matriz I. Por lo tanto se conservardn las
matrices I y II para el resultado posterior.

De aqui la matriz III representa logs pesos tiy (en este caso
tiempos muertos) y las restricciones son cada tripulacidn (podrad salir

Gnicamente en un vuelo y podri regresarse en un sdlo vuelo, por lo
tanto es un problema de asignacién.

La grafica bipartita asociada G(Vi1,Vz2,A) se forma con
Vi={A,B,C,D,E}, V2={1,2,3,4,5} y la arista (i,]) con pesc tij.

14
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3.2.~ El enrole de locomotoras para un itinerario de trenes

El enrole de locomotoras consiste en la planificacidén de 1la
asignacién de locomotoras a los trenes fijados por un itinerario (con
llegadas y salidas pre-establecidas) de manera que la circulacidn de
estos gquede asegurada.

La calidad del enrole se mide por la suma de los tiempos muertos
de las locomotoras, el cual se desea minimizar.

Para el planteamiento formal de este problema se definiran las
siguientes variables:

Sro = hora de salida del tren r de la estacidn o.

Lpd = hora de llegada del tren p a la estacidén 4.

Md, Mo = son los tiempos de estancia de las locomotoras en las
estaciones d y o respectivamente.

ted = tiempo de recorrido (leocomotora sola) entre las estaciones
o y.d.

Observe que la locomotora que deja el tren p en la estacién d
para que pueda enrolarse al tren r gque sale de la estacidén o es

necesario:
{Sro - Lpa} =z Mo + Md + tod.
En caso contrario, si la locomotora ne alcanza a enrolarse con el
tren r en el mismo dia es necesario sumar el menor miltiplo de 24
horas al lado izquierdo para que lo pueda alcanzar, es decir:
" (Sro - Lpd) + 24X & Mo + Ma + toa.
Por lo tanto el tiempo muerto se obtiene por:
(Sro - Lpa) + 24x
donde x es el menor entero que hace cumplir la desigualdag
(Sro - Lpd) + 24X = Mo + Md + tod
Para evitar que hayan recorridos de locomotoras solas se

introduce un coeficiente de peso PC 2 1 (o una penalizacidn) que al

multiplicarse por el tiempo muerto refleje la inconveniencia de
recorride vacio de la locomotora.

Para resolver el problema de enrole de locomotoras se forma la

matriz de tiempos muertos y se obtiene el acoplamiento de peso méximo
que determinari el ‘enrole Sptimo.

Este resultado del enrole nos dice ademds cuantas locomoLoras son
necesarias para una determinada cantidad de trenes y en qué lugares
debe cambiarse la lbcomotora de un tren a otro.

[
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A continuacidn se aplicar&d la férmula de tiempo mnuerto dada
anteriormente al siguiente problema particular, pero ademis se
considera que los tiempos de estancia en las estaciones es cero
(Mo=Md¢=0) , asi que la Gnica variable en consideracidn es la del tiempo
de traslado.

Supdngase que Ferrocarriles Nacionales del Pacifico tiene el
siguiente horario de 8 trenes que circulan por 5 estaciones, los
trenes que se estan considerando son el BURRO y la BALA ambos con una
ida de Nogales-Navojoa (N-NV) y un regreso de Navojoa-Nogales
(NV-N), ademas el tren que sale de Mexicali se conecta en Benjamin
Hill.

Los trenes se enumeran del 1 al 8, donde los niimeros del 1 al 4
representan al tren bala, de los cuales el 1 y 2 indican el regreso
(Nv-N) y los otros dos la ida (N~-Nv), de igual manera para los otros
cuatro, los trenes 5 y 6 indican el regreso (Nv-N) y los otros dos la

ida. Para ambos trenes se dan sus respectivos horarios de llegada y
salida.

La tabla 1 indica los horarios de ida N-NV, la cual sera leida de

arriba hacia abajo, y la tabla 2 indica el regreso NV-N, se leerd de
abajo hacia arriba. 4

TABLA 1
ESTACION : TREN HORARIO
’ Burra Bala Burro Bala
Mexicali (M) Sallda Tg Ta ' 21:50 10:00
Nogales(N) Sallda T7 T3 7:00 15:30
LLega T7 T3 ‘ 9:30 17:44
Benjamin (BH) Ts Ta 7:30 17:10]
Hill | -
Salida T7 T3 10:10 18:05
LLega T T3 14:30 21:40
Empalme (E)
Salida T7 T3 15: 00 21:55
Llega Tr T3 18:05  0:23
Navojoa (NV) :
Sallda T7 Tz 18:20 0:28
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TABLA 2

ESTACION TREN HORARIO
Burro Bala : Burro Bala

Mexicali (M) Llega Ts T2 6:25 17:55
Nogales (N) LLega Ts T1 21:00 11:50

saltda  Ts Tz 21:20  10:45
Benjamin (BH) Ts T1 18:30 9:40

Hill 1

Liega Ts T1 17:5é 9:25

Saltda TS T4 13330 5155
Empalme {E)

LLega Ts T1 12:55 5:40

Salida Ts T1 9:50 3:03
Navoijoa (NV)

LLega Ts T1 S 9:38" 2:58

Pero ademas se dan los tiempos de traslado (en horas) entre una
estacién y otra las cuales se muestran en la siguiente tabla:

Estacion
Estac lon M N BH | NV
M 0 9,84 7.26l10.76|13. 37
N 9. 54 o 2.28] 5.78] 8,38
BH 7.26| 2.28| O 3.50| 6.11
E 10.76] 5.78| 3.50 0 2. 61
NV 13.37| 8.a38] 6.11] 2.861 0

A continuacién se procede a formar la matriz de tiempos muertos
(dados en hora) de locomotoras que se desocupan en los trenes

gque llegan y se ocupan en los trenes gue estan de salida en las
distintas estaciones respectivas.

Por ejemplo, T: llega a Navojoa a las 2.96 horas y Ts sale de
Benjamin Hill a 18.5 horas, en este caso el tiempo muerto es 15.54
horas y el tiempo de recorrido entre estas estaciones es 6.11 horas,

por tanto se cumple la férmula de tiempo muerto (no hay necesidad de
sumar un miltiplo de 24 horas).

~ En cambio, Ts llega a Navojoa a las 9.63 horas y T1 ocupa una
locomotora a las 3.05 horas, de agqul se observa que noc se cumple la
férmula del tiempo muerto por lo que hay gue sumar un miltiplo de 24

horas, este miltiplo es 24 por lo tanto el tiempo muerto es 17.42
horas. '

Utilizando la férmula de tiempo muerto come en los dos casos
anteriores se construye la siguiente matriz de tiempos muertos:

“
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salidas

nv E B B| N[ B[ EJ nv} M| nv|[ E| Bl B} N| B| E|lnv| M
Til T1 {M (T2 (T3 (T3 |Ta |Ta {Ta |Ts |Ts{TsiTs|T7|T7|T7|T7{Ts
—"r? 0. -“*; J0.|7.7]12,]16, (118, | 21. 31.}16.8{10| 15 318 7 15]18
Tflool2.9st7 1o |sa?|12 {95 |5 tosa |7 |.5|.5].3|28{2 |12]|.3]|.8
E| 21 5. |9. l12.116. 18, ]28. 4. |7.|12]15[25]4.]|9.|12]16
Ti|.3|0.25(4 g |84 |42 |25 |8 34 |17 |84 .8).6].3|50|34].6].1
Bl17] —— Jo. 1. |6, 18. J12.{15.]24.]24.]4.[9.]12)21|0.(8.[|8.]12
T |.6|lz20.5|!25 |34 |09 j67 |50 |05 {59 [42 |o09|o9).9).5(75(59]|92].1
N|]1sf18. |21.122. |3, je. [10.]12. |22 25{6.]9.|19]| 22| 27| 30
T™|.2lo8- |83 92 |67 {25 {08 |63 |17 22|.6|67|50}.1}.3|.1]{.5]|10
M| 33] — ltis.|16.|21.]24.] |30.]16.|15.|19|24]27 16 2413,
m2|.1]12 |75 {84 |59 |17 |28 {s5¥|09 |92 |.s|.8).a|l13].2]|%f|. 4]0z
Bio.|12. j1s.{17.121.10. J4. 6. J16.716 j19j0.)13.713}16}21]24)28
Ta| 32|18 93 |02 (77 |35 (18 |73 |27 |1 Tl 778 .2 .4].2].6] .1
VWEls. | = ‘13, l17.]20.]0. 12.112. {15120l 23l9.112117) 20| 27
Wmalzgls.os|12 {09 |84 |42 |25 {2.8|34 117 |.8|.8].6|34|.5|.3].6].1
“avlz. 9. 110.115.{17.{21.]0. |23.]9. |13|18{20l30(9.|14[127]21
9ira|s7|s.53028 |37 |12 |7 53 |os |62 (45 |.1).1].9|.8|78).6]|.9]|.a
3 2 8ls.T12. [16.[17.|22. [0. [a. 16.116.]20]1.14.]13 21] 25| 28
3 oyl eeivs s0 |s9 |34 |92 |75 |7.3184 |67 ] .3|34]17{.8|17|.8].1].6
®Inv|17]20. [24.|25.|29. 8. {12 |14, 2a. 3.|8.]11|21|24]5.]8.]|36
®|Ts .4|28 03 [12 |87 |45 |28 |83 [37 [o0.2|87]|87|.7]{.3].8!37{7 |.2
El14 20. | 21. | 26. | 5. 11.(2t.|20.]|0.[5.|8B. ‘21}2.[s. |32
Ts|.1(17 75 {84 |59 |17 |9 55 |09 |92 |s59|59|42f18].2]{09]|42}.9
Blo.l11. J1s.{1e.|21.]0. |3, {6. [16.[15.|19]{0. 3. 16 24| 27
Ts|12)98 73 |82 |57 (15 |98 |53 |07 |9 .5}57|4 |13]|.2121].4) .3
N 12.]13.y18. | 21. | 24. ) 27, 12. (1621} 24 13 21} 24
Tsj3ois.91|66 |75 |5 (o8 {91 {46 (13 |83 {.5!.5}.3{10}.1118).3].8
M| 20 27.128.]33.111.]15.]18.|3. |27 14} 24 27{32]35]{15
Tsl .6lz23.5125 |34 oo {67 |5 o5 |59 laz 131112 .9{.5{.7|.5|.91.4
Bl17 0. [1. |s.-}8. t12.]14a.[24.[24.[3.}8.[21]21j0.]5.]8.]12
T7t.5]20.4|15 |24 log. j57 |4 95 |49 |32 |99]|99]|.8|.4|65|49!82|.3
Ef12]15. |19, |20, w13, 17. |9. [19.]19. 6.|l16|19]0.13.]21
T™l.5(a1 16 |25 {28 |58 [41 |96 |5 33 | 234 {83|.5|.6{5 |83]|.3
nv|8.[11. |15 |16.} 21 3. |6. [15.115.]19]|2a]27]12 20(0.| 27
Trlo7|83 58 |67 (42 |24 |83 |38 |92 178 |.4&|.4}.2].9]16].9|25].7
Bl19|22. |2. |3. 110,14, | 16.] 26, | 26, 13|23]2.§7.]10]14
Tgi.s5|41 16 |25 |8 58 {41 [96 |5 33 |6 [11]|.8|.5]|68]l5 |.8].23

’

A ésta matriz se le aplicara el método Hlngaro que se verd en el

capitulo 3, para obtener la asignacién de locomotoras a trenes con
tiempo muerto total minimo.

4,~ METODOS DE SOLUCION DEL PROBLEMA DE ACOPLAMIENTO

Se formulardn los problemas de acoplamiento en términos de

programacién lineal y se discutiran sus métodos de solucidn, asi como
la relacidén con otros problemas.




Sea C. el peso de la arista (i,3) vy x_j la variable de desicién,
ij i
donde :

1 si la arista (i,j} es incluida en el acoplamiento

0 en caso contrario

Por lo tanto el problema gueda formulado como sigue:

m N
Min Z = ¥ ¥ Cij %Kiy

i=1 j=1
m

s.a TZXijs=s1 para j=1,2,..,n (1)
i=1
n :
LXig =1 para i=1,2,..,m (2)
3=1
Xty = 0061 Vv i,3. {(3)

El conjunto de restricciones (3) es para que el acoplamiento no
sea fraccionado. Los conjuntos de restricciones (1) y (3) exigen que
de todas las aristas que llegan a j a lo més una puede estar en el
acoplamiento, en cambio, {2) y (3} s8bélo permiten que de todas las
arigtas que salen de i a lo mds una puede estar en el acoplamiento. Se
puede observar gque hay mn variables, m+n restricciones y cada variable
aparece unicamente en dos restricciones.

El planteamiento es el mismo para el problema de acorplamiento de
cardinalidad maxima, excepto que la funcidn objetive se wmaximiza vy
si la arista (i,3j) no aparece en la grafica bipartita el coeficiente
de Xij es cero tantc en la funcidn cbjetivo como eri las restricciones,
en caso contrarico el coeficiente es 1.

Ambos problemas de acoplamiento son problemas de programacidn
lineal 0-1, pero por las caracteristicas de la matriz de restricciones
{totalmente unimodular) se garantiza que el &ptimo es entero aln
considerando todas las variables continuas 0sXij=1, sin embargo
resulta muy ineficiente resolver este tipo de problemas por medio del
métode simplex, ya que su formulacién tiene muchas variables v
restricciones, ademds de que la matriz de las restricciones tiene
muchos ceros. Por ejemplo si se tiene una matriz de peso de 10x15 la
matriz de las rest¥iccién seria de tamafio 25x%x150, con un total de
entradas de 3750 de las cuales 300 son 1's y 3450 son 0’s con 150
variables, mas 25 variables de holgura y 25 restricciones.

Por otro lado los problemas de acoplamiento son un  caso
particular del problema de transporte con m origenes y n destinos. La
oferta ai = 1 para i = 1,2,..,m y la demanda bj = 1L para j = 1,.., n.

Introduciendo origenes o destinos necesarios para transformarlo al
caso cuadradQ rxXr con restricciones de igualdad (como se indica en el
capitulo 3) y resolviendo por el algoritmo de transporte resulta gue
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las restricciones del problema de acoplamiento admiten exactamente r
variables positivas en cada solucidn basica factible y como el nilimero
de variables basicas es 2r-1, se tendran r-1 variables basicas en el
nivel cero, lo cual conduce a un problema altamente degenerado.

Como se hizo ver anteriormente un acoplamiento en la matriz de
pesos Cmxn (CONn m < n) es escoger un elemento de cada renglén en
distinta columna. Pudiera pensarse que es f&icil obtener el

. s . H
acoplamlento m&ximo a prueba Yy error, sin embargo hay (;;)‘
acoplamientos (ya que es equivalente a escoger m de las n columnas
importando el orden} el cual es un nimero considerablemente grande.
Por ejemplo para m=n=5 existen 120 acoplamientos a los cuales hay que
obtener la suma de sus pesos y escoger el de valor maximo. '

Esto pone de manifiesto la conveniencia de otros algoritmos que
aproveche la estructura de este problema. '

Los algoritmos que se utilicen para encontrar un acoplamiento de
cardinalidad mé&xima nos van a servir en el probleiid de Acoplamiento
con peso, Yy estos algoritmos estan basados en el concepto de
trayectoria aumentante, gue se veran en el capitulo dos.

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

L Mis LS
IRANDEZA

<
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CAPITULO |l

Un enfoque algoritmico que ha resultade ser Gtil para resolver el
probiema de acoplamiento es el de teoria de graficas ya que un
acoplamiento se puede representar mediante una ‘grafica donde los

elementos a formar parejas son los vértices y la posibilidad a formar
parejas se representa por aristas.

En este segundo capitulo sélo se estudiaran 1os resultados
necesarios de teoria de grdficas para obtener un método de solucidn al
problema de acoplamiento de cardinalidad wméxima. Los principales
resultados son los teoremas de Berge, Hall y Kéning, tales teoremas
proporcionan las bases de los algoritmos que se utilizan en &ste
trabajo para resolver el problema de acoplamiento. También se da la
implementacidn del algoritmo y 'se concluye este capitulo resolviendo

un ejemplo. Este capitulo es de suma importancia ya que Jjustifica el
segundo paso del método Hingaro que se dara en el capitulo 3.

1.~ CONCEPTOS BASICOS DE TECRIA DE GRAFICAS

Se dardn algunas definiciones sobre teoria de graficas, ya que

es fundamental para plantear y definir importantes resultados sobre
acoplamiento.

Definicién: Una grafica G(V,A,f) consta de:

i) Un ceonjunto finito no vacio V = V{G) cuyos elementos se llaman
vértices (nodos © puntos).
i) Un conjunto A = A(G) cuyos elementos se llaman arista (o
lineas) .
iii) Una relacién F:A(G) -~V (G) xV (@), llamada ralacién de
incidencia, ya que a cada arista se le asignan dos vértices.
Ejemplo: La figura 2.1 muestra una grafica .
: B va
/////I}E Qq '\\\\\
vt 0 — al ;O v3
- l //
. 0<‘_' _.r.-)tr
[0 S
figura 2.1
Donde V(G) = {vi, vz, v3, wva}, A(G) = {ai,az,as as,as,as,ar} y
f(a1) =(v1,v2}), f(az)={(vez,v3), etc.

Definicidén: Sea G una grifica, los extremos de una arista son dos
glementos del conjunto de vértices que la determinan. Cuando estos son
iguales, se obtiene un lazo. A dos o méds arista con los mismos
extremos se les lldmarad arista miltiples (o arista paralelas).

: 21
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Ejemplo: La graficas de la figura 2.2 y 2.3 muestran lazos Yy
arista miltiples, respectivamente

e .. N

v3 O 0 wve ve 0
O figura 2.2 O figura 2.3

Definicidn: Una grafica simple es agquella donde A(G) es finita
pero ademds no contiene lazos y arista midltiples.

En la figura 2.4 se muestra una grafica 51mp1e

_-i l\o v |

figura 2.4 4
i En este trabajo el término grafica significard grafica simple, i
a menos que se indique lo contrario ! G

Definicién: Sea G(V,A,f) y G'=(V',A’,f’) dos graficas. Se dice 7.
que G’ es subgrdfica de G (G'c G) si V¢ V, A'c A y f(a)=f’'(a) para '
toda arista a de Al

Ejemplo: En la figura 2.5 se muestra una grafica y una subgrafica
de ésta en la figura 2.6

va
0,
AN

Vi

V4 IN

7N

Vi Q- \\\\\\0 v3 vi 0~ 0 wva
figura 2.5 figura 2.6
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Definicién: Una grafica G(V,A), es bipartita si existen V , V_ ¢

V(G) tal que V. NV =@ey v =vVv UV, vy toda arista de A(G) tiene
”

un extremo en V y otro en Vz‘ Esta gréafica bipartita se denota

G(V1 ,Vz,A).

Definicidén: Dos vértices son adyascentes si existe una arista que
los tiene por extremos. Se denota u adyc v. Dos aristas son
adyascentes sl tienen un extremo en comin y, una arista y un vértice
inciden si este Ultimo es un extremo de la arista.

Definicién: (HVI,Vz,A) es bipartita completa si cada vértice de
V1 es adyascente a todos los de v, la cual se 'denotaré por Kn,m,
donde n=|V1|.y m=|V_|.

Un ejemplo de grafica bipartita completa es el corredor de bienes
raices visto en el capitulo uno.

Definicién: El grado (o valencia) de un vértice veV(G), es el
nimerco de aristas incidentes a v. Se denota gr (v).

Para la grafica de la figura 2.5 el grado de wvi es 2, m

es
decir, gr{va)=2, y el grado de v3 es 3, es decir gr(v3)=3.

Definicién: A una sucesidn de vértices wvi,vz,..,vk, kzl, se le
llama trayectoria si (vi-1,vi)eA(G) y ademds no se repiten vértices

intermedics. La cual se denotard por T:Vvi ~—3> v2 —3 ,... —3 Vk.

De 1la figura:2.4 se obtienen algunas trayectorias tales como: L

T1:V3— Vi— V5— Ve—> Ve y T2:Vi—3 Vi— V5— Ve~ VI— VE8—> V9—3 Va—) |
vi. :

Definicién: Un ciclo es una trayectoria con el mismo vértice
inicial y final, es decir, C Vo —=3> V1.,...— Vn = Vo.

Ejemplo: En la grafica de la figura 2.7, se tiene que

Ve

az

Vs

0 va

figura 2.7

Son vértices adyascentes vz y vi, v3 y ve etc.,
son aristas adyasc

un ciclo.

a2z y d4, 4a& Yy as,
éntes, az y vz inciden, Ci:vi— v2— v5—> Vi— V1 €S
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2.- ACQPLAMIENTO

. e

[

En esta seccidn se desarrolila la teoria fundamental para la
lmplemantacién de algoritmos gue resuelven los problemas de
acoplamiento (de cardinalidad méxima y con peso). Existen algunos
algoritmos que restelven estos problemas de una manera eficiente.
pstos algoritmos estan basados en el concepto de trayectoria
‘aumentante. Ambos problemas se tratardn en el caso bipartito, porque
este caso tiene una estructura muy simple. Se ilustraxdn las ideas
pasicas en graficas generales.

Definicién: Dada una grafica G{V,Aa), un acoplamiento es un
‘subconjunto M de aristas (McA) en donde no hay dos de ellas que tengan
un vértice en comin. Un acoplamiento también puede ser vacio M=g.

Definicidn: Sea M un aceoplamiento en G. 8i u,v € V(G) y (u,v)e M,
ge dice que u y v estan acoplados. Ademds si ueV(G) y u incide en
alguna arista de M, se dice que u esta M-saturado, en otro caso u es
expuesto.

En la griafica 2.8, por ejemplo, Mi={ {(vz,va), (vs,vs), (ve,vs), (v7,
vio) } (mostrada con lineas onduladas} y Mz={ (vi,va), ivs,vs), (vas,v7),
(ve,vs), (ve,vio) } (mostrada con lineas gruesas) son acoplamientos.
l VT
v 0/ ——p
vz 0 Vs

ve 0

0 wvio

f‘lqura 2.8

En la grafica.anterior observe que: ve2,v3 estan acoplados, vi y

ve son expuestos y.va,vs son saturados con respecto al acoplamiento
- M.

Definicién: M es un acoplamientoc perfecto, si para todo vértice
uevV{G) u estd M-saturado.

k]
Las siguientes grdficas muestran acoplamientos perfectos y no

perfectos (ambos se indican con lineas gruesas). Note que en la figura
2.8 M2 es un acoplamiento perfecto.

= e
0 0 0 -0

Acoplamiento perfecta Acoplamiento no perfecto

Se puede observar gque la cardinalidad de wun acoplamiento en
G(V,A) egté acotado por |V|/2, en caso de que exista un acoplamiento
cton cardinalidad |V|/2 es un acoplamiento perfecto, pero sélo basta
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e e A g D A e R o e B

En este caso hay dos aristas en M que tienen el mismo vErtice en
comin, esto contradice a que M es un acoplamiento, por lo tanto e, e’
no inciden en un mismeo vértice y por consiguiente M-T es
acoplamiento. Como se ilustra en la siguiente figura:

1 .
0 ' 0 ....0-f:::§>0 M-T

0 0 0 0....0 0 0 T

un

2) e,e’ € T-M ( en la trayectoria hay que guitar aguellas aristas
gue estdn en el acoplamiento).

En este caso las aristas en T-M son de la forma (vzj-1,v2j} para
i = 1,2,..,k de aqui que dos de ellas no pueden ser incidentes en el
mismo vértice porgue en una trayectoria alternante no deben existir
dos aristas congecutivas que no esten en el acoplamiento, por lo tanto
e, e’ forman un acoplamiento, debido a esto T-M es un acoplamiento.

Este caso se ilustra a continuacidn:

0
\e'
0 0 0 0 ..... 0 0——0 —0s 0 T
: vai-1 va) V23

3) e € M-T, e'e T-M.

En este casoISUponga que una arista e’ = (vzj-1,vz2ij} en T-M tiene
un vértice en comin con otra arista e € M-T. Sin pérdida de
generalidad, supbngase que este vértice es vz), pero vzj es un vértice

de la arista e’’ = [(vzj,v2j+1)€ M, entonces dos aristas e'’ y e de M
tienen un vértice en comin, lo que

acoplamiento, de aqui que e y e’’

no inciden en un vértice. Por lo
tanto M’ es un acoplamiento.

Este caso se ilustra con la siguiente

figura:
e
0 I 0 0 0 0
e’ e.’
v2j-1 vz} V2l
Falta por demostrar que [M'| = M| + 1.
Come (M-T), (T-M) son ajenos, entonces {M'}| = {M-T| + |T-M|, pero

ademds una trayectoria aumentante tiene un nimero impar de arxistas

{2k-1) de las cuales k-1 estan en M y kX no estan en M. De esto se
sigue que:

M7} = ( |M]-(k-1) )+k

Ml =M -k +1+ k= |M +1

Por lo tanto M’ es un acoplamiento con cardinalidad |M| + 1.
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Por ejemplo, 1la trayectoria aumentante T:Vi— Vi—s V5— V6—) VE—
v7—» Vio— Ve con respecto al acoplamiento Mi de la figura 2.8, a su

conjunto de aristas T = { (vi,va), (vs,vs), (vs,vs), (ve,va), (vs,v7), (v7,
vio), (vio,ve)} y a M1 se le aplica el lema 1 y se obtiene Ma={(v1,va),
(va2,va), (vs,ve), {v7,vs), (ve,vi0) }. El acoplamiento M3 es miximo (ya

que tiene cardinalidad |V|/2=5, es declr, es perfecto) asi que no
tiene sentido buscar mds trayectorias aumentantes con respecto a Ms.

El siguiente teorema establece condiciones necesarias vy
suficientes para ¢gue un acoplamiento M en G, sea de cardinalidad
médxima. Este teorema fué demostrado por Berge en 1957.

Teorema (Berge): Un acoplamiento M en G, no es de cardinalidad
maxima si vy sdlo i, G contiene trayectoria M-aumentante.

Demostracidn:; En el lema anterior se demostrd en un sentido {(« ),
falta sdlamente la otra direccidn (=). _

Si M no es de cardinalidad mdxima, entonces existe un
acoplamiento M’ con |M’[>|M|. Sea H=(M-M’) U (M’'-M) la diferencia
simétrica de M y M’. w2

Considere la subgrdafica H(V{G),A(H}), entonces cada veV{G) en H
tiene gr(v)= 2, sl el gr{v)=2, entonces una arista incidente a v es de
M y la otra de M’. De agqul cada componente de H es un vértice aislado,
un ciclo alternante relativo a M y M’ gque contiene un nGmerc par de
aristas & una trayectoria alternante relativa a M y M’.

Por otra parte |[M'|>|M| asi que existe en H al menes una
trayectoria alternante que tiene més elementos en M’ que en M por lo

cual debe ser aumentante con resgpecto a M. &

Para 1ilustrar, la demostracidn anterior considere la siguiente
grafica o
A 23

=

G
vi 0 Q0 Ve
\\
vz 0 ‘/\MW\J%O V7
v 0 o v
vs O 0 wvo
VS () i 0 wvio

De la grafica G, seleccione 1los acoplamientos M’ (con lineas
cnduladas) y M (con lineas gruesas) cuya diferencia simétrica es:

H = {(vaz,v7), (v3,vio), (vs,ve), (v2,ve), (va,va), (va,v7), (vs,v10)}.
Una subgrafica de G es H(V(G),A(H)), ésta se muestra a
continuacion:
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vi O 0 ve

v2 0 v

V3

0 vs

V4 0 wvo

vs

0 wvio

En la grafica H se aprecian vértices aislados, ciclos de longitud
par y trayectorias alternantes con respecto a M’', tal trayectoria es
aumentante con el acoplamiento M.

El teorema de Berge es fundamental para el’ desarrollo del

algorltmo que resuelve el problema de acoplamiento de cardinalidad
maxima.

% ‘.-:?

3.~ TEOREMA DE HALL Y ACOPLAMIENTO PERFECTO

En muchas ocasiones se desea hallar acoplamientos que sature a
todo vértice de un subconjunto de la grafica, tal es el caso del
problema de asignacién, el problema del matrimonio, etc. , donde las
graficas correspondientes son bipartitas, sin embargo, égte
acoplamiento no siempre existe. En esta seccidn se determinaran las
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de tales

acoplamientos, dados por Hall en 1935. Antes de establecerlas
se necesita la siguiente definicién. :

Definicidn: Sea S un subconjunto de vértices de V(G), se define
el conjunto de vecinos de S en G, como el conjunto de todos los

vértices adyascentes a algln vértice de § (excepto los de S). El cual
se denota V(S}.

Ejemplo: 8i de la figura 2.7 se escoge el conjunto 5 = {va,vs,vs)}
el conjunto de vec1nos es V(S) = {vs, vi, vs}.

Teorema (Ha11)° Sea G(V ,V,,A) una grifica bipartita, entonces G

contiene un acoplamiento que satura a todo vértice de v,

si y sbdlo si
|Vis)| =|s|. v ssv_.

Demostracién: Supdngase que G contiene un acoplamiento que satura
a todo vértice de V, y sea S € V1. Por demostrar que [V(S)| = |S| v
5 < V1'

Ya que M es un acoplamiento que satura a todos los veértices de
¢+ entonces todos. los vértices de S estdn acoplados bajo M, con

vértices distintos de V(S), asi jv(s)| = |s| VvV § < v,

\
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La suficiencia se hard por contradiccidn. Sea G una grafica
pipartita con particidn (V1‘V2)’ supéngase gque G no contiene un

acoplamiento que satura a todo vértice de s |vis)| = |s| ¥ 5 ¢ v,

Sea M un acoplamiento maximo en G, por hipétesis M no satura a
todos los vértices de V,. Sea ueV un vértice expuesto y Z el conjunto

de todos los vértices conectados a u por trayectorias M-alternantes.
Como M es un acoplamiento de cardinalidad mdxima, por el teorema de
Berge, G no contiene trayectorias M-aumentante, de donde sSe puede
inferir que u es el lnice vértice expuesto en Z.

Sea § = 2nV_ ¥y T = ZnV, (ver figura 2.13, donde el acoplamiento M

se muestra con lineas gruesas). Donde los vértices en S-{u} estéan
acoplados bajo M con los vértices de T, por lo tanto |[T| = |S[- 1.

Como todo vértice en V(S) estd conectado a u por twayectorias
M-alternantes, se tiene que V(S) = T, esto implica |[V(S)|=|S]|-1 <|S|

de aqui |V(S)]| < |S|, lo que contradice la hipdtesis, por consiguiente
M satura a todo los vértices de v n

viz
Vi3
Via

L V(s)
vis S

V16

figura 2.13

Ejemplo: En la siguiente gréafica, si S={v2,va}ono se
condiciones del teorema de Hall,
V(s)={wve} y por tanto |s| > |V(S)].

cumple las
va que el conjunto de vecincs es

V1 O =0 v
: ’*’ﬂ:;:;?

2 . —— 0 wvs
V3 O"”/, \\\\‘\-O V6

figura 2.14
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Del teorema de Hall se deduce el siguiente corolario que
proporciona las condiciones necesarias y suficientes par la existencia
de un sistema de representantes distintos de Ri i=1,2,..,k {definido
en el capitulo 1) muy conocido en analisis combinatorio.

Corolario: La coleccidén de subconjuntos de R, I'={R1,Rz,..,Rx}
tiene un sistema de representantes distintos si y s6lo si
Q] = U Ri voes{1,2,...k }.
1€0Q

Demostracidn: - Para ponerlo en terminos del teorema de -Hall

considere lo siguiente: Sea R = {ri, rz2,..., ro}, Ri € R, la griafica
G(V1,V2,A) con Vi=I', V2=R y las aristas (Ri,ri}€A si rj € Ri. Ademas
haciendo Q@ < {1,2,3,...,k} (conjunto de subindices de la coleccidn de
Ri) . Entonces para S={Ri / ieQ} se tiene que
v(s) = U Ri
teQ

Por el teorema de Hall para gque exista un sistema de
representantes distintos es necesario y suficiente que

_ | 5 | = |V(S)]
es decir

ol =

U.Ri‘ ™

1 €Q

Definicién: Una grafica es p-regular si todos sus vértices son de
grado p.

: Un ejemplo de gradfica p-regular es la calendarizacidn de vuelos
visto en el capitulo 1, donde gr(wvi) = 5 para i=1,2,...,10.

Corolario: Si G es una grafica bipaitita p-regular con p > 0,
entonces G tiene um acoplamiento perfecto.

Demostracidn: -Sea G(Vi,Vz2,A) p-regular. Como G es p-regular, se
tiene que p|Vi|=A(G)=p|Vz| pero p > 0 asi que |Vi|=]V2|. Sea S ¢ V1 y
A1(G), A2(G) los conjuntos de aristas incidentes en S y V(S)
respectivamente. Por definicién de vecinos A1(G) € A2(Q) se tiene:

pP|S|=|A1(G) | s|A2(G) |sp|V(S) |

De aqui se sigue |S|=|V(S)| y por el teorema de Hall, G tiene un
acoplamiento M que satura a cada vartice en Vi, pero |[Vi]|=|Vz| asi que
M es un acoplamiento perfecto. ' &

Como puede observarse la demostracidn del teorema de Hall son las
Lases de un buen algoritmo para encontrar un acoplamiento midximo en
graficas bilpartitas. Este algoritmo se dard mas adelante.
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4,- PROBLEMA DE CUBIERTA MINIMA

Un problema asociado al problema de acoplamientoc méximo es el
oblema de cubierta minima, el cual establece la relacidn entre el
mero de aristas de un acoplamiento maximo y el conjunto minimo de
grtices que son extremos de todas las aristas. Para su formulacidn se
=sfine lo siguiente:

pefinicién: Sea K € V(G). K es una cubilerta de G, si toda arista
e G tiene al menos un extremo en K. ¥2

. pefinicién: K es una cubierta minima de G, si no existe una
ubierta K‘, tal que {K'|< |K|.

: La figura 2.15, muestra una cubierta y una cubierta minima de una
agrafica:
va

Vi Vs ®

(a) cubierta (b) cublerta minima
K={V1,V2,V3,V4,v5) x=(Vv2, V4,V5, V6l
’ figura 2.15

., Observe que si K es una cubierta y M es un acoplamiento ambos de
entonces K contiene al menos uno de los extremos de la arista de M.
, para cualquier acoplamiento M y cualquier cubierta K, =se tiene

i
e |M|=|K|. Particularmente, si M’es un acoplamiento maximo y K’ es
a cubierta minimd entonces:

M| = |K'| (2.16).

Lema: Sea M un acoplamiento y K una cubierta tal que |M|=|K].
ntonces M es un acoplamiento mdxime y X es una cubierta minima.

: Demostracidén: Si M’ es un acoplamiento méximo y K’ es una
Cubierta minima, entonces por 2.16 se tiene

|M[=|m" |s|K’ |=|K|

Bor hipétesis |M|=|K|, asi que |M|=|M'| y [K|=|K’| por lo tanto M es
Un acoplamiento maximo v K una cubierta minima. ' »

En general, la igualdad no se cumple en 2.16, por é%emplo en la

gura 2,185, el acoplamientc maximo es de cardinalidad 3
M={(v1,vs), (va,ve), (v3,v1)}), mientras que la cubierta minima es 4.
X embargo, si G es bipartita se tiene |M’|=|K‘|. Este resultado,

ebido a Kéning y a Egervary guienes lo demostrardn en 1931, esta
Strechamente relacionado con el teorema de Hall.




t

Teorema (Koéning): En una grafica bipartita G(v1’vg'A) si M es un

coplamiento maximo y K una cubierta minima entonces |M| = |K].

Demostracién:

i) 8i M es un acoplamiento maximo que satura a todo V_ entonces

"MI = |V | . considere la cublerta Kle de aqui se tiene que ]M] = |K|
1

'por el lema anterior K en minima, el teorema se cumple.

'4i) S1i M es un acoplamientoc miximo gue rno satura a todo v,

entonces por el teorema Hall existe ScV_ tal que |vis)| < |s].

Por ser M - acoplamiento maximo no existe tarayectoria
M-aumentante, es deeir, la trayectoria termina en el conjunto_vl.

Sea s:Vlrn Z, donde Z es la unidn de todos los vértices de las

trayectorias M-alternantes conectadas a cada vértice expuesto en V1’

como en la demostracidén del teorema Hall. Se tiene que V(S) esta
M-saturado porque de no ser asi se encontraria una trayectoria
M-aumentante y estc contradice la hipdtesis. ‘

También se tiene que los vértices de S° estan M-saturados, pero
la arista que lo satura tiene su extremo en V(S) .

De aqui se tiene que: o

[vis)| < |8] , [8° | s |V(S)® | vy ademds |V(S)]| + |S°| = |M]

Una cubierta es K = V(S) U S° con |K| = |M| vy por el lema
anterior, K en minima. "

La cubierta minima de este teorema se utiliza en el segundo paso
del método Hingaro, el cual se dard en el capitulo 3.

5, - DESCOMPOSICION EN CADENAS

El problema de la descomposicidén en cadenas (descrito en el
capitule 1) se pugde reducir a uno de acoplamiento maximo de 1la
siguiente manera:

Sean V 'y V_ dos copias del conjunto N (V.=V_=N). A la copia en
v, de un elemento teN se le denotard como t’, y a la copia en v, como
t’’. Se forma la grafica bipartita GCVI,VZ,A), de modo que una arista
(i,j) pertenezca a A siempre y cuando se cumpla ti < tj.

Encontrar un acoplamiento mdximo en la grafica G asi construida
es lo mismo que hallar el subconjunto mas grande de parejas de

elementos comparables en N, donde no hay dos elementos que se repitan
como primer elemento o como segundo elemento en las paréjas.

W
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Las parejas del acoplamiento miximo se pueden ‘“encadenar"”
identificando los elementos comunes a ellas. Los elementos restantes
de N se pueden considerar como cadenas de longitud uno, y asi se
cbtiene la descomposicidén en cadenas de N que se buscaba.

Cada descomposicidn en cadenas D del conjunto N le corresponde un
Gnico acoplamiento M en la grafica bipartita asociada. Mas atn, bajo
esta correspondencia cada cadena de longitud m en D se asocla con m-1
parejas en M,

El siguente teorema muestra lo mencionado anteriormente:

Teorema: Si D es una descomposicidén en cadenas en N y M un
acoplamiento en G entonces |M| es miximo si |D| es minima.

3

Demostracién:;Sean C1,C2,...,Ck las cadenas en D, U Ci=N y |D|=k
de aqui se tiene qde:

]M]=(IC1|—1)+{1C2|—1)+....+(|Ck]~l)

IM|=|Ci]+]|Cal+....+|Cx| - k .

|M]=|N|-[D]

Como |N| es constante entonces el valor |M| es méximo a costa de
hacer al valor |D| minimo. -

Esto justifica la reduccién del problema de descomposicidn en
cadenas a unc de acoplamiento maximo.

Tecrema (Teorema de Dilworth): Si N es un conjunto finito con un
orden parcial estricto, entonces: min (|D|: D es descomposicidn en
cadenas de N)=max(|Z|: 4 es una anticadena en N ).

Demostracidén: Sean D una descomposicidédn en cadenas y 4 una
anticadena en N. Entonces se cumple |D|z|A|, puesto gue ninguna cadena
en D contiene mds de un elemento en A.

Ahora, supbngase que D es una descomposicién en cadenas de
cardinalidad minima, y sea M el acoplamiento asociado tal como se
describic anteriormente, el cual cumple: [M|=|N|-|D]|.

De acuerdo al teorema de Koéning, existe una cubierta minima de
vértices K que satisface |K|=|M|=|N|[-|D|. Si ni, n2 son elementos de N
que cumplen n1 < nz2, al ser K cubierta de vértices de N debe ocurrir
(por la forma en que se contruyd M) que K contiene: la primera copia

n; de m, o la seggpda copla n;' de nz. y 2

Llamando A al'conjunto de elementos n en N que no tienen ni la

copia n' ni la n'’ en K, se puede ver que 4 es una anticadena, y que
se cumple:

.
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|N|-|A|= ntimeroe de elementos n en N con n'® o n’’ en K.

para continuar, se mostrara gque no hay elementos n en N que
‘tengan simultdneamente n’ y n’’ en K, de modo que el valor |N|-|D| es
igual a |K exactamente.

supbngase que hay un elementc n en N con n’ y n’’ en K. Dado que
'K es de cardinalidad minima, no se puede eliminar d« K ninguno de esos
elementos sin alterar su condicidn de Optimo. Por tanto debe tenerse
un elemento n en N tal que nmi1 < n {para tener la arista (n’",n’'%2)) y n'
no pertenezca a K. Analogamente, debe existir nz en N tal que 0l < n2 y
néﬁ no esté en K. Entonces, por transitividad del orden en N debe

ccurrir mi < nz2, lo que implica tener la arista (n;,n;’) sin incidir

en ningin vértice de la cubierta K, lo gque es contrdictorio |N -1A] =
|K| = |N|-{D|, con lo gque A es una anticadena gque cumple |4|=|D|. Esto
completa la demostracidn. "

Teorema: Sea N un conjunto finitoc con un orden parcial estricto,
y supdngase que la cadena mas larga en N es de longitud 1. Entonces se
puede hacer una particidén de N en m anticadenas disjuntas.

Demostracion: La prueba es por induccidn sobre la longitud ‘1’ de
la cadena.

Cuando 1l=1, N contiene un sdlo vértice, y claramente se tiene una
anticadena.

Supdngase ahora gque la proposicidén vale para l=k {(hip&tesis de
induccidn). Sea N conjunto con orden parcial estricto y con 1la
longitud de sus cadenas mds largas igual a k+l. Sea 4 el conjunto de
elementos maximales en N, es decir, si meA, entonces para todo xeN
ocurre que X < m. Es clarc gue 4 es una anticadena no vacia,.
Considérese entonces al conjunto parcialmente ordenado: N-4, con el
orden heredado de N. Puesto gue en N-A4 no existen cadenas de longitud
k+l, la longitud de las cadenas mas largas en N-4 es a lo mas k. Por
otro lado, si la longitud de las cadenas mas largas en N-A es menor de
ki 4 debe contener dos o méds elementos maximales pertenecientes a una
misma cadena, lo que contradice la construccidn de A, Por tanto, se
concluye que las cadenas mas largas de N-A son de longitud k, y por la
hipdtesis de induce¢idn, N-A puede particionarse en k cadenas disjuntas

51 a estas k cadenas disjuntas se afilade A, se obtiene una particién de

N en k+1 cadenas disjuntas. u

La figura (a) muestra un conjunto N con un orden pargial igual a
la dgscomposicién en cadenas del capitulo I, donde la cadena de mayor
1?ngltud C={1,3,4,6} tiene por cardinalidad 4; en la figura (b) las

lheas punteadas indican la particidén en anticadenas ajenas.
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figura (a)

figura (b)

6.~ IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Los algoritmos de acoplamiento comienzan con un acoplamiento (por
ejemplo, el acoplamientc  vacio), vy repetidamente encuentran
trayectorias aumentantes. Todos los algoritmos conocidos de
acoplamiento estan basados en esta idea.

6.1.- Representacién de una grafica en la computadora

Uno de los aspectos mas importantes en la manipulacidén de una
gréfica es su representacidén en computadora. Existen diferentes
estructuras de datos para graficas, pero en este trab&jo sdlo se
utilizarédn la representacidén de la lista ligada hacia adelante (para
el problema de acoplamiento de cardinalidad mixima) y la matriz con

peso (para el problema de acoplamiento con peso) que se explicarid en
el capitulo 3.

Si en el proceso sobre la gréfica no se regquiere agregar ni
quitar aristas, entonces simplemente se guardan -las aristas
secuencialmente.

(Todas las aristas que salen del vértice k se guardan
inmediatamente después de todas las aristas que salen de la arista
k-1}. Por ejemplo, la lista ligada hacia adelante para la grafica de
la figura 2.14 se muestra a continuacidén usando tres

arreglos:
i Apuntador Vértice fin
1 1 r 4
2 4 5
3 5\\6
4 skj_)z}
‘ 4

Observe gue todas las aristas que salen del vértice i son:
(1, vértice finlapuntador[il), (1, vértice_fin{apuntadcr[i]+l) PR
(1, wvértice finlapuntador{i+l]-1). Note que el caso i=n se toma

cuidadosamente agregando una celda artificial al arreglo apuntador que
contiene el valor m+1

w2
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2Asi es come se va al

tos de una gré&fica bipartita en
la computadora.

6,2.- ternante

acoplamiento M, comience con cu
un vértice expuesto s adyascente
aumentante y se agrega la arista

lgpier vértice expuesto r. S1 existe
., se ha encontrado una trayectoria
ris) al acoplamientoc actual M, si no
existe ninglin vértice expuesto agcente a r, entonces todos los
vértices adyascentes a r estan acdeplados, se hard crecer un &rbol
enraizado en r (ver la gridfica de la figura 2.17). Sea r la raiz

situada en un nivel 0 y todos los vértices, adyascentes ai,az,...,aq,

en un nivel 1 (los vértices a1,az2,...,aq, son saturados). Ahora
incluya en este d&rbol todas las aristas acopladas incidentes en

,az, ...,aq, y | sitde susg respectivos vértices terminales
bi,b2,...,bg, en el nivel 2. A continuacién, todos los vértices

adyascentes a los bi (estos vértices no estdn contenidos en el &rbol)
se colocan a un nivel 3. Se continda en cada uno de los bi como al

principio en r. Un arbol construido en la forma anteriocr se le llama
arbeol alternante.

En la figura 2.17 se muestra lo descrito anteriormente

r {raiz) nivel 0 Hexterior)
G

ai 0

o
V]

ee...ag0 nivel 1 (interior)

;7%?\\ ba R o T \\ nivel 2 {exterior)
o

0 nivel 3 (interior)

CJ_C)

o
m

figura 2.17 4rbol alternante
Mas formalmente se da la definicién de arbol alternante

Defenicidn: Un &rbol alternante con respecto a un acoplamiento M,
es un Arbol enraizddo en un vértice expuesto que tiene la prOpledad
gue todas las trayeﬁtorlas gue principian en la raiz son trayectorias

alteynanteb (existé sdlamente una trayectoria entre cada par de
vértices en el &rbol).

En el &rbol alternante, se 1llamaran vértices interiores a los

vértices situados en los niveles impares y vértices exteriores a los
vértices situados en los niveles pares. Conforme el &rbol alternante
crece, sl se encuentra en un vértice interior, entonces se agrega al
érbol la correspondiente arista acoplada. Por lo,tantoc todo vértice
interior es de grado 2. Pero en los vértices exteriores x pueden
surgir diferentes casos. Si se examina una arista (x,y) incidente en
¥, sl y es un vértice expuesto y no estd contenido en el &arbol, se
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habrd encontrado una trayectoria aumentante. De otra manera, si y es
un vértice saturadc con vértice acoplado z (ninguno de los dos todavia
en el Arbol), se agregan ambas aristas (x,¥) VY '(y,z) al ér?ol,
haciendo y un vértice interior y z un vértice eXterior. Si y estd en
el drbol como un vértice interior ({las dos formas en que esto puede
pasar se muestra en la figura 2.18(a)}), el ciclo formadg agregando la
arista x,y) al arbol es un ciclo de longitud par (contiene un nimera
par de aristas). Puede mostrarse que la arista (x,y) puede lgnorarse
ya gue no c¢rea una trayectoria aumentante adicional. Finalmente, si y
estd en el Arbol como vértice exterior, se habrd formado un ciclo de

longitud impar (vea figura 2.18 (b)). (Esto no puede ocurrir en las
graficas bipartitas).

Ir

0

0 0 interior
Q .

’ 3
f 0 x' 0 exteriar y,0 x'
| R A
1 RN ! \ o
\ 0 ‘-—.WO Y' interior 1 0 “ o -
1 1 \
‘ \ \
\ \ ~
‘0 x 0 exterior x 0 ~0 Y'
(a) (b)

figura 2.18 ciclos formados en ¢l &rbol alternante

{a) ciclos pares (b) ciclos impares

6.3,- Aumentando el &rbol alternante

El 4&rbol alternante debe crecer a lo ancho comenzando en un
vértice expuesto r.arbitrario. Como ya se mensiond al principio, el
crecimliento comienza en un vértice exterior. (En todos los vértices
interiores se agregan las correspondientes aristas acopladas). Para
llevar a cabo la busqueda a lo ancho se define una lista Q que
contiene todos los. vértices exteriores en el &rbol gque no han sido

explorados. Se toma un vértice x de la cabeza de la lista,
de la lista y se explora,
x {vea figura 2.17).

se elimina
examinando todos losg vértices adyascentes a

Para registrar los vértices del &drbol que estan como raiz o como
vértices interiores,

noarbol de tamafio n (n es el nimero de vértices en la grafica), al

inicio cada una de sus componentes son verdaderas excepto la raiz r.
Esto es:

noarbol(r) «—— falso;
para todo j € N, j#r has noarbol «— verdadero
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Cada vez que un nuevo vértice j en el &arbol se hace interior se
registra como noarbol(j} - falso. Recuerde que siempre que entra al
4rbol un vértice interior, su vértice adyascente acopladoc se hace
automdticamente vértice exterior.

Otro arreglo, llamado abuelo, de tamafio n se utiliza para obtener
la trayectoria hacia atrds hasta la raiz cuando se encuentre una
crayectoria aumentante y el acoplamiento se agrandd. Para un vértice
exterior w, abuelo(w)=u si hay una trayectoria u — j —— w en el
drbol alternante de u a w, y (j,w) en una arista acoplada.

6.4, Acoplamiento inicial

Aunque se puede iniclar el algoritmo con cualguier acoplamiento
inicial, incluso puede ser vacio, es mids eficiente comenzar con un
acoplamiento tan grande como gea posible. Un acoplamiento inicial
‘razonablemente grande", puede obtenerse répidamente, considerando
cada vértice expuesto v en V, de la grafica y agoplandolo con el

primer vértice expuesto adyascente a &1.

La variable expo denota el nimero de vértige expuestos en v, de

la grafica y el arreglo acopla de tamafio n indica el acoplamiento en -

la gréfica. Esto es, si (i,J) es una arista en el acoplamiento,

entonces acoplal(i)=j y acopla(j)=i. Para un vértice expuesto x,
acopla{x)=0.

El siguiente algoritmo da este acoplamiento inicial:

Acoplamiento inicial
Comienza

para toda'_veV1 has acopla (V) e— 0;

expo «——:n; (*nimero de vértices exXxpuestos en V1*)
para todo'vev1 has

comienza
si acopla (u)=0 entonces
comienza
Vv «——— un vértice expuesto adyascente a u;
acopla(u) «— v;
acopla({v) «— u;
€Xpo «—— expo-l
fin
fin

fin
6.5.- Acoplamiento maximo

b1

Comience con un accplamiento inicial obtenido de 1la forma
descrita anteriormente y contenido en el arreglo acopla; también se
tendré en la variable expo el namero de vértices expuestos. Se
continda

en la bisqueda de un acoplamiento madximo sélamente si expozl.
En este caso, se toma el primer vértice expussto r encontrado y

comienze el crecimiento del &rbol alternante desde r por el método de
vasgqueda a lo ancho.
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cuando se trate de expander desde un vértice exterior x (tomado

de la cabeza de la lista Q) vea su vértice adyascente y, aqui existen
varios casos:

Si noarbol {y)=falso, ignore la arista (x,y) (y proceda con el
siguiente vértice adyascente a x), esto se debe a que si
noarbol (y) =falso implica que y estd como vértice interior en el A&rbol
y la arista (x,y) esta en el acoplamiento actual o forma un ciclo par
con el arbol, en ambos casos se ignora (x,y). Asi, s&lo se consideran
aquellos vércices adyascentes a x cuyo noarbol tenga valor verdadero.

Si noarbol (y)=verdadero, el vértice ¥y puede ser

acoplado o
expuesto:

"

Si y es expuesto (acopla(y)=0), se ha encontrado una trayectoria
aumentante, se procede hacer el acoplamiento de cardinalidad mayor,
trazando la trayectoria desde éste vértice a la raiz e intercambiando
las aristas que estan en el acoplamiento con aristas que no lo estan.
Enseguida se abandona el Aarbol alternante actual pero continda con el

ciclo principal haciendo crecer un arbol alternante desde el siguiente
vértice expuesto.

81 ¥ no es expuesto, primero se debe estar seguro que ¥y no es un
ancestrc de x en el A&arbol; por gque si ho, puede encontrarse una
trayectoria aumentante falsa. Esto se logra checando desde la
trayectoria de ¥ a la raiz usando el arreglo abuelo. En el caso que ¥y
sea un ancestro de x, no se hace nada. Si ¥y no es un ancestro de x, Y
Yy esta acoplado con el vértice 2z, se deben incorporar al arbcl (es

decir, insertar en la lista al vértice exterior z, y hacer abuelo(z)
«—— x; noarbol(y) «— falso).

e F ARV Y PUEER ) T

i

Se termina el ciclo de construccién del &rbol cuando se encuentra
una trayectoria alternante ( la variable booleana encontrar=verdadera)

o cuando no hay mas vértices exterlores que expander ( cuando la lista
0 esta vacia).

El algoritmo de acoplamiento finaliza

(el acopamiento obtenido es
maximo)

cuando el nimero de vértices expuestos es menor que 1 o cuando
todo vértice expuesto existente ha pasado a formar parte de la raiz de
algln arbol alternante sin haber obtenido una trayewtoria aumentante.

Este algoritmo de acoplamientc méximo

puede describirse mas
formalmente y de manera compacta comc sigue:

Acoplamiento maximo
comienza

empieza con un acopalmiento inicial;
para todo reV1 has

si{acopla(r)=0) y (expozl) entonces
comienza (* crece &rbol alternante enraizado en r *)
para toda veV has noarbol (v, «—— verdadero;

noarbol {r) «—— falso;
inicializa Q conteniendc unicamente a r;
encontrar «— falso; (* trayectoria aumentante no encontrada *)

______________;:.------I-Il---------------;-i




repite (* hasta que Q=e o encontrar=verdadero *)
borra vértice x de Q; (* x encabeza la lista en Q ¥*)
mientras no enceontrar has
comienza
para todo y adyascente x has
si noarbol y)=verdadero entonces
comienza
agrandar acoplamiento;
expo «—— expo-1; b
encontrar ¢—— verdadero
fin
sino si acopla{y)=x entonces
comienza
z «—— acoplaly);
si({x#r) o (z no es ancestro de X) entonces

comienza (* agrega aristas (x,v) y (y¥.2) al arbol *)
noarbol (y) «— falso;
abuelo(z) «— x;

insertar z en la cola de @

fin
fin (* mientras *} ) "
hasta encontrar o (Q=e)
fin :
fin

b SRR O SR R

6.6.~ Acoplamiento Aumentante

i T S W A

El acoplamiento es el mi&s grande cuando se ha encontrado un
vértice expuesto y adyascente al vértice actual. El procedimiento para
aumentar la trayectoria alternante de y a r y convertir cada arista no
acoplada a una arista acoplada y viceverza, es como sigue:

£

i : . ¥ i

1

Acoplamiento aumentante -

acoplaly) «— X;
repite

next «— acopla{x) (* next es el acoplado mas viejo de x *)

acopla{x) «— y (* y es el nuevo acoplado de x *) .
sl next # 0 entonces (* si x no es la raiz ¥) -
comienza

X ¢«— abuelo (x);
acopla(next} «— x
Yy «— next
fin
hasta next=0.




6.7.- EJEMPLO

A la siguiente grafica se le aplicaran los procedimientos
anteriores para encontrar un acoplamiento de cardinalidad maxima.

vy Y

Antes de comenzar a resolverlo, se dara el formato del archive de
entrada:

1) La primera linea debe contener algin titulo de preferente
relacionadc con el problema.

2) La sugunda linea esta compuesta por: mnimero de vértices,
nimero de aristas y nimero de vértices de V. gsepardos por un espacio.

3) Cada una de las siguientes lineas corresponde a las aristas
escribiendo primerc el vértice de V1 después gu vértice adyascente en

V_.

2
4) El archivo de entrada puede tomar cualguier nombre de
preferencia que sea el nombre del problema con que se este trabajando

con cualquier extensién pero de preferencia que sea .dat (en éste
ejemplo, grafica.dat). !

i

Formato del archivo de salida

1) El archivo de salida puede tomar cualquier nombre de
preferencia que sea el nombre del archivo de entrada con cualquier
extensidn, pero de preferencia que sea .sal (en este caso
grafica.sal}, el archivo de salida contiene la siguiente informacidn:

a}) un letrero gue dice: "problema de acoplamiento maximo".
b} titulo del problema.

c) nimero de vértices expuestos.
d) acoplamiento maximo.
e} cubierta minima.

De lo anterior se tienen algunas observaciones:

1}.- No hay pérdida de generalidad si los algoritmos de
acoplamiento maximo comienzan con el conjunto vV, o V, pero, por la

forma en que se programaron en necesario que v, sea el conjunto con

|V1| = [Vaj, para que los algoritmos tengan sentido.
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2 .- Cuando se de la entrada de cualguier archivo es conveniente
escoger los vértices de V2 consecutivos a los de V1

Por tanto el archive de entrada es:

h
0
Q

W b

BRI

V1 V2 0
10 : 0 4
~— ’/,%
20 05
30 ’ 06
En la cual se desea encontrar un acoplamiento de cardinalidad

maxima.

_ Primero se encuentra un acoplamiento inicial, el cual se obtiene

por el algoritmo 6.4, el acoplamiento inicial se muestra en 1la
siguiente grafica con linea gruesa, peroc ademds en el arreglo acopla
se da dicho acoplamientoc y el total de vértices expuestos en \A

v \
1 2
10 —r0 4 |
— 12 3
2 0 05 acopla =
30— 0 6 expo = 2

Observe que hay dos vértices expuestos en V1 los cuales son 2 vy

5, entonces se comienza el aumento del &rbol alternante enraizado en
el primer vértice expuesto 2, de acuerdo con el procedimiento 6.3. La
arista (2,4) se aflade al arbol con su respectiva arista acoplada (con
linea gruesa), a continuacién se muestra el &rbol construido hasta
aqui con les arreglos noarbol, abuelo y Q (lista):

2 1 2 3 a g 6

0 noarbol[ v | £l v Tt v v}

\ abuelo[2 [ [ | [ [ ]
4 0

I (2 [ 2T T T 1 ] |
10 !

%
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Siguiendo, el vértice 2 se borra de la cabeza de Q y ahora se

analiza el 1, los vecinos de 1 son {5,6} observe que
noarbol (5) =noarbol (6) =verdadero asi que se afladen al &rbol las aristas
(1,5) v (1,6), se muestra el aumento del &rbol hasta aqui:

2 1 2 3 4 5 6

0 noarbol|[ v | £ T v 1 £ 1 £ 1] f ]

l abuelo| 2 | ] ] 74 14}

4 0
1 o215 fef [ 1
/\

0 0
5 6 »

Como puede observarse noarbol(5) es verdadero y acopla(S5}) es cero
entonces se ha encontrado un vértice expuesto, por lo tanto una
trayectoria aumentante y por el procedimiento 6.6 se tiene un
acoplamiento de cardinalidad uno mds que el anterior .El acoplamiento
obtenido (indicado con lineas gruesas) se ilustra a continuacidn con
sU respectivo arreglo acopla y el total de vértices expuestos {(expo):

' . e
R R e i, Ao T :

V1 V2
¢
1 4 12 3 i
acopla = [5[4]0] |
2 5 :
expo = 1 d
3 6

Otra wvez se vuelve hacer 10 anterior pero ahora con
acoplamiento y el &rbol anterior se borra, es decir,
un nuevo arbol.

éste
Se comilenza con

Observe gue el primer y Unico vértice expuesto en Vi es 3,
entonces se construye el arbol alternante enraizado en 3, de acuerdo
con el procedimiento 6.3. La arista (3,4) se aflade al arbol con su
regpectiva arista acoplada (linea gruesa), a continuacidén se muestra
el &rbol construido hasta agqui con los arreglos noarbol, abuelo vy Q:

P T I SR D -
L REREETRL as ERREE

3 1 2 3 4 5 ., 6

0 noarbol{ v 1 v T £T £ 1T v|[vi
. l abuelo | 13 1 T 1 1]

i et {2 [ [T T 1
2 b

Siguiedo, el vértice 3 se borra de la cabeza de Q@ y ahora se
analiza el vértice 2, como puede observarse éste vértice no tiene
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vecinos asi que se termina la construccién del &rbol. Por lo tanto el
acoplamiento cbtenido es maximo, el cual se da a continuacidn en el

arreglo acopla asi como también el nilmerc de vértices expuestos y la
cubilerta minima.

1 2 3
acopla = [5]4]0]
expo = 1
K = {1,4}

El procedimiento de acoplamiento maxime se wutilizard como

subrutina en el segundo paso del método Hingaro el cual se darad en el
suguiente capitulo.




CAPITULO 1l

1.- INTRODUCCION

Al problema de acoplamiente con peso se le llama problema de
asignacidén como se hizo saber en el capitulo uno. Debido a que el
algoritmo que resuelve éste problema sélo utiliza acoplamiento en uno
de sus pasos Yy trabaja mas sobre la matriz de pesos {(los pesos pueden

ger beneficio, tiempo, etc.}, se prefiere referirse a éste problema
como problema de asignacidn.

En este capitulc se desarrolla el método Hingaro, asi comoc 1la
justificacidén de sus pasos y su convergencia. El métodeo Hingarc €8
tlpO primal-dual, 'yva que comienza con una soluc1on, dual factible,
sigue iterando mantenlendo factibilidad dual y holgura complementaria,
obteniendc el éptimo hasta alcanzar factibilidad primal. Ademéds se da
la transformacién de un problema de minimizacién a uno de maximizacidn

y también se da la implementacién computacional de este métodc y se
resuelve un ejemplo.

2.; PARADOJA AL PROBLEMA DE ASIGNACION

A continuacidén se resuelve en forma empirica una serie de
problemas, conduciendo con este razonamiento a una paradoja. Lo
anterior es con el objeto de hacer notar que el sentido comin suele
fallar aunque la instancia del problema a resclver sea peguefia.

Una compafiia tiene 3 tarxeas a realizar v hay 3 aspirantes
disponibles. El problema de la compafifa es el de decidir como asignar
cada aspirante a una tarea y a cada tarea un aspirante de modo que

maximice el beneficio, para ello se considera la siguiente matriz de
beneficio:

Ri1 Ra R3
Ar 10 8 7 13.1)
Az 4
A3 6 4 9

Observe que Ai es mejor en Ri, A2 es mejor en Rz y Az es mejor
en Ri, se& muestra en la siguiente matriz con ({*):

Ri Ra Ra
Al 10 * B 7 C13.2)
L A2 4 g * 3
| As 6 4 9 *

Esta es una asignacién ya que se ha escogldo un elemento de cada
rengldn en distinta columna (como se expresd en el capitulo uno).
Puede cobservarse que no se puede obtener otra de gq}or mds grande por
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lo cual esta asignacidén es Sptima. En este caso se dice que la matriz
tiene una asignacidn por renglén maximo.

Para é&sta matriz fué casual gque cada aspirante fuese mejor en una
tarea diferente. En general uno no puede esperar gque esto suceda,
como lo ilustra la siguiente matriz:

R1 Rz Rz
B 10 =*
s 8 4 7 * (32.3)
Az 6 g g ¢

Aqui no es posible lograr asignar a cada persona el trabajo que
€l hace mejor porque A1 y Az son mejores en Ri y ‘'esto no puede ser
asignacidén. En cambio, se probard escoger al mejor hombre para cada
tarea. Asi, el mejor hombre para Ri1 es A1, para R2 es A3z y para R3 es
A1 (mostrada con *), la cual es una asignacidén y es Optima. En este
caso se dice gue la matriz tiene asignacidén de columna maxima.

Generalmente una matriz de asignacidn no necesariamente tiene un
renglén o columna maxima, por ejemplo la sigulente matriz:

R1 Rz Ra
A1 10 8 7 *
(3.4)
Az g8 *
A3 9 6 * 4

Si cada persona es asignado a la tarea que mejor hace, entonces
cada uno fué asignado a Ri, y si cada tarea es dado al mejor hombre,
entonces A1 fué asignado a las tres tareas. En ambos casos ninguna es

asignacidn, la asignacidén Sptima para este caso es sgeflalada con * en
(3.4} cuyo valor es 7 + 8 + 6 = 21.

Ahora supdngase que se le da oportunidad a un cuarto aspirante
con los siguilentes beneficios:

R1 Rz Rz
Ra 2 3 5

(3.5)

La pregunta que surge es ¢El cuarto aspirante sustituira a alguno
de los tres de la asignacidn optima?.

Observe que en la asignacidn Optima actual en R: se obtiene un
beneficio de 8 mientras que A4 ofrece 2, en R2 se obtiene un beneficio
de 6 mientras que ‘A4 tiene 3, y en R3 se obtiene 7 mientras que A
tiene 5. En todas las tareas A4 ofrece menos benefkcio gque la

asignacidn &ptima, por lo que a simple vista se puede concluir que As
no debe sustituir a nadie.
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Pero este tipo de regla esta equivocada, ya que si Aa es
asignada a R3, A1 a Rz y As a Ri, el valor de la asignacidn es
g+0+9+5=22 (mostrada con * en la tabla 3.6), es mejor que 1la

asignacién oSptima anterior ya que el valor es 21 (mostrado con m en
3.6) . En la siguiente tabla se muestran los cuatro aspirantes con sus

respectivos beneficios:

R1 Ra R3 !
A1 10 g = T
Az Sn 4 3 (3.5)
A3 g * En 4
A4 2 3 5 *

Con esto se contesta la pregunta hecha anteriormente, por lo
tanto es mejor sustutuir As por Az aungue As sdlo tiene mayor
beneficio gque Az en Ria. :

De aqui se ve que el sentido comin no siempre es Gtil al intentar
resolver estos problemas. Parece viable contratar a las personas con
beneficios muy altos, pero como se vio, hasta la persona menos
capacitada puede elevar el valor de la asignacidn optima.

Por lo gue es necesario el desarrollc de métodes analiticos para
resolver este problema. Uno de los métodos que da muy buenos
resultados es el Algoritmo Hingaro que estd basado en resultados de
acoplamiento ¥ los que a continuacidn se desarrollan.

3.~ CONCEPTOS BASICOS

En esta seccién se dan algunas def1n1c1ones necesarias para
el desarrollo del método.

Definicién: ‘Una asignacién nat es una permutacidn
[11,12,i3,..,in] de los enteros 1 , 2,.., n. Esto se lee%comoc sigue:
en la asignacidén "a" el aspirante A: es asignado a la tarea R:I, el
aspirante Az eg asignado a la tarea Riz, el aspirante Aj) es asignado a

la tarea Ri , etc.
J

El entero en la i-ésima posiclén de la permutaciédn es la columna
asignada al i-ésimo renglédn.

Definicién: Una matriz de asignacién es la matriz de pesos
asociada al problema de asignacidn C = [Cij]).

Definicidén: Sea C una matriz nxn de un problema de asignacidn. El

valor de una asignacién a=[i1,i2,ia,..,i ] denotada por V(a) es:
i n

:V{a) = C1,1 + C2,1 e + Cn,t
1 2 n
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Definicién: Se dice gque una asignacidén es de valor méximo
{(minimo) si entre todas las posibilidades no hay otra de valor mas

grande (m&s chico). Se dice que una asignacidén es Odptima si es de
valor midximo (o de valeor minimo) .

Definicién: Dos matrices de asignacidn C y C’ son equivalentes si |

ambag tienen la misma asignacidn optima.

Teorema: Si una constante se suma a todas las entradas de
cualquier rengldén o columna de una matriz de asignacidn, la matriz
obtenida es equivalente a la original.

Demostracién: Sean Z y Z‘ funciones objetivos de un problema de
asignacién, donde Z es la funcidn objetivo original y Z' es la funcidn
que regulta de sumar una constante o«i a todas las entradas de cada
rengldn 1 y sumar f8j a todas las entradas de cada cclumna j.

Por demostrar que C y C’ son equivalentes.

n n
Z' = Y Y C'ij Xij
i=1 j=1
.
n n
Z' = ¥ Y { Cij - at - By )Xy
1=1 j3=1
n n n n n n
Z' = F TCiy X5 - Y Yo Xiy - Y Y BiXij
i1 =1 I=1 j=1 i=1 j=1
n n n n n n %
Z' =y YTCy X1y -~ Yat TXi3 - YB3 ¥ X1j

1 1=1  j=1 j=1 i=1

n n
Como }y Xij = Y X1j = 1 son las restricciones de un problema de
j=1 i=1

asignacidn se tiene que

n i

n n
Z'" =Y YCij Xt - Yar - ¥ B
i=1 j=1 i=1 =1
Z' = Z + Constante.

De aqui el minimeo (& maximo) para Z'

gue da el minimo (& miximo) para 2,
equivalentes.

sSe obtiene con la solucidn X
por lo tanto C y C’ son

Se ilustrara lc anterior con las sigulentes matrices de costos:

R1 Rz R3 R1 Rz R3
A 0 2 3 A1 ] 0 0
Az 0 4 5 Az 0 2 2
A3 0 3 5 A3 0 1 2
(3.7) : (3.8)
o O
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Donde (3.8) se obtiene de (3.7) restandole 2 a la segunda columna
y 3 a la tercera. Las posibles asignaciones para ambas matcrices son
las siguientes: ai=[1,2,31, az=1[1,3,2], aa=[2,1,3], as=[2,3,11,
as=[3,2,1] v as=[3,1,2], los valores de éstas asignaciones se muestran
a continuacién donde la primera columna representa los valores de
(3.7) v la segunda de (3.8):

Viai) = 9 Viai) = 4
V{az) = 8 V({az) = 3
Vias) = 7 Vias) = 2
Vi{aa) = 7 Vi{as) = 2 -
Vias) = 7 Vias} = 2
Vias) = 6 Vi{ias) = 1

cual es as si se esta minimizando (at sl es maximizacidn ) por lo
tanto ({3.7) y (3.8) son equivalentes, ademds el valor de esta
asignacién difieren por el valor total que se le resta.

Debido a que en la justificacién de ciertos pasos del algoritmo
Hingaro es necesario algunos resultados de programacidén lineal, en la

siguiente seccidn se formula el problema de asignacidn en éstos
terminos.

4.- PROBLEMA DE ASIGNACION Y SU DUAL (CASQ CUADRADO)

En general en un problema de asignacidn con n tareas y m
aspirantes, sSe tiene Que n Yy m no necesariamente son iguales. Puede
haber mds aspirantes que tareas {(m>n}, en este casc la compafiia solo
emplearda a los aspirantes que generen un beneficio total midximo. !
También pueden existir mis tareas que aspirantes (n>m) en cuyo caso la
compafiia solo asignard aspirantes a las m-tareas que den un beneficio
total maximo. Existe una manera, para que todo problema de asignacidn

sea reducido al caso "cuadrado", es decir, el namero de tareas y
aspirantes sean iguales.

Y "O

Asi, si hay mds aspirantes que tareas {(m>n) a la matriz se le
aftaden m-n columnas, cuyas entradas son beneficios cero si se esta
maximizando (o son muy grandes si se estad minimizando) obteniéndose
una matriz de mxm con m-n tareas ficticias adicionales que pueden
considerarse como tareas existentes improductivas. En otro casc , si
hay mas tareas que aspirantes (n»>m) a la matriz se afiaden n-m
renglones, cuyas entradas son cero cuando se estd maximizando (o son
muy grandes si se estd minimizando) obteniéndose a51 una matriz de nxn
con n-m aspirantes ficticios adicionales.

La formulacidn del problema de asignacidén (considerado en general
en el capitulo 1) para el caso cuadrado queda de la siguiente manera-




n n
Min 2 =} ¥ Cij ¥ij
1=1

j=1
n
sujeto a: 7 X1y = 1 para j=1,2,..,n (1)
1=1 '
n
¥ Xij = 1 para i=1,2,..,n {(2)
j=1 '
X1j = 1 & 0 para 1,3=1,2,..,n. (3)

Ahora las resticciones (1) y (3) significan que a cada aspirante
se le asigne una tarea diferente, en la matriz de pesos se refiere a
que cada rengldn se le asigne un peso de diferente columna. Las
restricciones (2) vy (3) significan que cada tarea debhe ser realizada
por diferentés aspirantes, lo cual en la matriz de pesos se refiere a
que cada columna se le asigne un peso de diferente rengldn.

Dedido a que la matriz de restricciones es totalmente unimodular,
Sse garantiza que el Ooptimo es entero aln considerando todas las
variables continuas 0=Xij=l, ademds por las restricciones (1) y (2)
sb6lo basta considerar que las variables sean no negativag. Por lo
tanto al cambilar las restricciones (3) por Xijz0 para 1i,]j
resulta un problema lineal continto con el mismo Sptimo.

Su corregpondiente dual considerando las restricciones de no
negatividad resulta ser como sigue:

.

. n
Max W =} ui + Y Vvj
i=1 1=1

sujeto a: w + vy s Ciy para i1,j = 1,2,..,n
ui,vj no restringidas para i,j = 1,2,..,n

8i se encuentra la solucidén del caso cuadrado con variables no
negativas, también se obtiene la solucidén del problema original.
Apartir de ahora, a menos gque se especifique lo contrario se

restringird al caso cuadrado no negativo, debido a que el método que
se va a utilizar trabaja con éste caso.

5.~ FUNDAMENTGS TEORICOS

En esta seccidn se justificard que el método Hingaro es tipo
primal-dual, ya que comienza con una solucién dual factible, sigue
iterando manteniendo factibilidad dual v holgura cowplementaria,
obteniendo el éptimo hasta lograr factibilidad primal.

5.1.- Solucidn inicial dual factible (paso 1 del método Hingara)

Considere un problema de asignacidén cuya matriz de peso es
C=[Cijlnn a la cual se le aplicard el método Hiingaro.
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Sea ui el minimo de los Cij; en el rengldn i, y vi el minimo de
A

los {Ci; - ui} en la columna j comc lo especifica el paso 1. Es decir
A
ut = minimo {Cij} para i =1,2,.:,n
1<j=n
~ A~ . P
vi = minimo {Cij - ui} para j =1,2,..,n
12§21
A~ -~
Como puede observarse ui, Vvj satisfacen las restricciones
duales.
~ A o~
La matriz reducida cbtenida en el paso uno Cij = Cij - wi - V)

tiene un cero en todos los rengleones y en todas las columnas y todos

sus elementos serdn no negativos. De hecho, esta matriz reducida es la
matriz de las variables de holgura duales. ¢

Supdéngase que  se puede encontrar un conjunto factible de las xij
tales que cada xij con valor 1 estd asociado con una celda cero de la

matriz reducida. Entonces por la holgura complementaria se concluye .
que se tiene una solucidn optima, ésta solucidn es Optima porque se

han encontrado n ceros, es decir, se tiene un 1 por rengldn perc en
distintas columnas y un 1 por columna pero en distinto rengldn.
Revisande las restricciones del problema de asignacidn, es claro gque
debe tenerse exactamente una xi} igual a 1 en cada rengldn, vy
exactamente una xiy igual a 1 en cada columna, por lo tanto, en una

solucidén factible hay exactamente n de las xi; iguales a 1 y las
restantes seran cero.

Se ilustrara con un ejemplo las ideas anteriores. Considérese la

siguiente wmatriz 'de coeficientes de <costo para un problema de
asignacidn : .

rengloén minimo

3 2 5 4 2
0 1 2 3 0
4 1 -1 3 1
2 5 3 4 2

Restando cada elemento de cada rengldén el minimo

. en ese renglédn,
se obtilene la siguiente matriz

%
1 0 3 2
0 1 2 3
5 2 0 4
0 3 1 2
0 0 0 2 columna minima
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Restando el minimo de cada columna en la nugva matriz a cada
elemento en la columna se obtiene la matriz reducida siguiente.

*

— o v jw

w N e o
*
[ TR S L

1
0
5
0

ora i se t X' = x' = x' = %' =1 {(mostrados con *

Ahora, si se toma 1 - - i (. )y
restantes iguales a cero,’se tiene entonces
una solucidén factible con los x,

si se toman todos leos x!
1

positivos asociados a celdas cero en
la matriz reducida, produciendo asi una solucidn oéptima.

No siempre es fdcil encontrar una solucién &éptima. Por ejemplo,
la matriz 3.7 se reduce a 3.8. Aqui no es posible tomar tres x

iguales a 1 de tal forma que todos los tres X,

celdas cerc y que no ocurran dos X,
columna.

positivos ocurran en

positivos en el mismo rengldn o

5.2.~ Cubierta minima de ceros (paso 2)

Notese que para la matriz reducida anterior,

el nimero miximo de
las x
b

gque ocurren en la celda cero que se pueden igualar a 1 sin que

dos de los x, positivos ccurran en el mismo rengldn o columna es 2.

Por ejemplo {a = = = = = =
jemplo, podria’ tomarse X .= X, 1, X, 13 1, X, 4= X, i, &

. 1. En este caso, el maximo nlmero de celdas con Cl

-

X

x x

= ero
13 cer

tales que dos de estas celdas no estédn en el migsmo rengldn o columna
es 2. Las celdas correspondientes se llaman independientes. Nbtese
también que si se trazara un conjunto de lineas sobres los renglones y
columnas por cubrir los cero de tal manera que hay al menos una linea
sobre cada cero, entonces el nimero minimo de tales lineas para esta

matriz es 2, a saber, una linea sobre la columna 1 y una linea sobre
el rengldén 1. - »

wooow
Rll R2 e e

0 ‘|
: 2 2 )
Aa OI 1 .2 A O

Se ve en este ejemplo que el nlmero maximo de celdas cero
independientes y el nimero minimos de lineas requeridas para cubrir
los cero son iguales. En general, lo anterior es cierto para cualquier
matriz, esto se puede observar obteniendo la cubierta minima (teorema
de Kéning) de la grafica bipartita G(V&,VE,A) asociada a cada nueva
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matriz de peso C=[Cij] de la siguiente manera: Vi es el conjunto de

renglones, v, conjunto de columnas y conjunto de aristas (i, 3) € A,
1EV1, jEVé sdlo si Cﬁ=0.

Ejemplo: Se ilustra la sigquiente matriz con su correspondiente
grafica bipartita:

R1 Rz R3a
Al
A2 0
A3

Como puede observarse en caso de que ]V&|=|V2| un acoplamiento
perfecto es una asignacidn.

Lo anterior es necesario en el paso dos del método Hingaro.
5.3.- Nueva solucidn dual factible (paso 3)
Supéngase que aun no se ha obtenido la solucidn optima, es decir,

no se puede encontrar un conjunto factible de las Xy positivos de

entre las celdas cerco de la matriz reducida. Considérese la matriz
cubierta, es decir, la matriz reducida con los ceros cubiertos por el
menor numero de lineas. Sea K el ndimero de lineas regueridas. Asi

mismo, sea F = i1, i2,..,1p} el conjunto de renglones cubiertos Yy
H = {J1,32,..,134 .el conjunto de columnag cubiertas. Definase
F° =M - Fy H =M - Hen donde M = {1,2,..,n}. Finalmente, sea p el

nimero de renglones en F, y g el numero de columnas en H. Entonces
K = p+q. .

Sea Co el minimo elemento no cubierto, es decir,
. o~

Co = minime  {Cij} > 0
1€F; jeH"
Se puede demostrar fdcilmente gque una .nueva
factible (_ﬁ:,'Qi } estad dada por:

solucidn dual

S

bty

%

A

. e
SRS hhat

U =u - Co ieF©
i i
—_— -
uo=u ieF (4)
v o= v jeH®
j i
Vo= v o+ Co jeH
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En la matriz reducida esto es equivalente a restar Co de cada
renglén no cubierto y sumar Co a cada columna cubierta. Otra forma de
ver esto es que Co se resta de cada elemento no cubierto y se suma a
cada elemento cubierto por dos lineas. La nueva matriz reducida de

coeficientes de costos tienen elementos no negativos y un cero en cada
rengldén y columna.

Pard la matriz de 3x3 anterior se tiene Co = minimo {2,2,2,1} = 1
y la nueva matriz reducida de pesos estd dada por

R1 Ra R3
Ar 1 0 o »
Az 0" 1 1 ‘
Azl 0 0" 1

con
pogitivos asociados con las celdas cero {variables de holgura
duales cerxo).

Obsérvese que ahora existe un conjunto factible de varias X,
los x,

Notese que se alcanza factibilidad primal, la factibilidad dual
se mantiene (pues los elementos de la matriz reducida de costos son no

negativos), y finalmente, se cumple la holgura complementaria {pues
X,, = 1 sblo si ;a holgura dual  corregpondiente gs cero). Por lo
tanto, se cumplen las condiciones de holgura y se cuenta con la

solucidn Optima x;s = X, = %X,,= 1 (mostradas con *) todas las otras
x’'  son iguales a cero. '
ij

Teerema: Si_ﬁz,'?} se definen como (4), entonces las nuevas '_:
'53 son una solucidn dual factible { TI; + v = C,, v i3 ).
]

) A

A
Demestracién: Sea Cij = Cij - ui - vj donde

Y A

ui + vy = Cij ¥ i,7 > (5)

por lo tanto Cijz0. Como Ce=min{ Cij }=0, ieF°,jeH® entonces
0= Co = Cij, ieF°,jel® (6)

Por demostrar que las nuevasﬁf;,TF; también satisfecen las

regtricciocnes del dual.
Los subindices.i,j=1,2,...,n se particionan en ({ieF, djeH  },
{ieF; jeH }, [(ieF] jeH® }, (ieF, jeH }.

A

a} Para i&F y jeH° se tiene que _EX"

~
= u y v, = v, entonces
i 3
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St

A .
= < or (5 = u+v sC ¥ i,j.
U+ vj_ u o+ vJ Cij P (5) . ; . .

b) Para ieF° y jeH se tiene que 7i =u- C vy Ti = v, + Co
entonces
T +V =u -Co +V + Co= U +Vv =CC por (5 » u +v =C
i j ! ] i i i) ! J 1
v oi,j.
. ~ . N =
¢) Para ieF° y jeH® se tiene que no=u - Gy v, =V, entonces -
~ ~ FN ~ - - ;,I“
T + v =u =-Co+vVvV = u +v -Co=C por (5) vy (6) su + v = %
i 3 i j i j %) t B i
Cij Y 1,7.
- A — -~
d) Para ieF y jeH se tiene que ug=u Yy Vo=V Co entomnces
. —_ - A ) _~ ~ A — —
u + v =1u + Vv + Co="u + v + Cij = C_, por (6) = u_  + v, =S
i J i i i J ij i i
C v i,)

Por tanto 'G:,'ﬁj gon soluciones factibles del problema dual.

Si se puede encontrar un conjunto de las U, V y X factibles a sus

regspectivos problemas, que satisfagan la holgura complementaria, estas
seran Optimas.

De manera equivalente se demuestra lo anterior pero ahora con el
problema primal.

) . o O .
Corclario: Si a una matriz de peso C = {[Cij] se le aplica el paso
3 del método Hungaro resulta una matriz equivalente.

Demostracidén: Sea C=[Cij] la matriz equivalente que se obtiene

del paso 1. Sea F={i1,iz,..,ip} y H={3j1,32,..,34} los conjuntos de
indices de renglones y columnas cubiertos en el paso 2, p,q < n.

En =1 paso 3

en forma desglosada se realizan los siguientes
pasos:

i) se obtiene Co = min {cij / ieF° y jeH® }

i1} Se resta Co a todos los elementos de C obteniéndose la matriz

eqguivalente C’. C’ tiene negativos en donde C tiene ceros {rengldén o
columna cubierta).
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iii) Para obtener la matriz equivalente positiva C’', en C’ se
suma Co a los renglones y columnas cubiertas.

Como puede observarse estos tres pasos son eguivalentes al paso 3

del algoritmo. Por:lo tanto el paso 3 obtiene la matriz equivalente
crr.

Cij Si. ier jeHc
éu si ieF® , jeH L
;3 =1 Ciy o+ Qo si ieF , JeH : ; {7)
Cij - Co  si ieF® , jeH" t
La cual por el teorema anterior es equivalente a
- | 6.~ METODO HUNGARO -

El método HUngaro tiene como propdsito resclver el problema de
asignacidn, el nombre se debe a gque fué desarrcollado por los
matemidticos Hlngaros Kéning vy Egervary en 1931. Este método es
sumamente facil ya que mediante suma o resta de constantes a renglones
o columnas se obtiene una nueva matriz equivdlente que tiene
asignacidn optima y con menor valor de asignacién. El método termina

cuando se ha obtenido la matriz equivalente con asignacidn de valor
cero.

Este método es TUOnicamente para el caso de minimizaciédn, mas

adelante se verd cémo un problema de maximizacién se puede resolver
por medio de éste.

Paso 1: Obtencién de ceros

En cada rengldn, obtener el menor elemento y réstelo a todos los
elementos del mismo rengldn. Hacer lo mismo por columna.

Paso 2: Busqueda de una solucidn 6ptima

Obtener la cubierta minima de la grafica bipartita asociada a la
nueva matriz. Si la cardinalidad de 1la cubierta es igual a la

dimensién de 1la matriz, terminar el acoplamiento determina la
asignacidn 6ptima, en caso contrario ir al paso 3.

Paso 3: Obtencidén y desplazamiento de ceros

Cubrir los renglones y columnas asociadas a la cubierta minima.
Obtener el menor elemento que este en rengldn y columna no cubiertos.
Restéselo a 1los elementcs del rengldn y columna no cubliertos vy

suméselo a los elementos del renglén y columna cubiertos. Continuar en
el paso 2. '

%
Como puede observarse el método termina en el paso 2. En el paso

1, se obtiene por lo menos un cero por rengldn y otro por columna y én
el paso 3, los elementos cubiertos una vez quedan igual.

56




7.- ASIGNACION MAXTMA

En algunos prcblemas de asignacidén, se desea encontrar la
asignacién que sea un maximo de la funcidn objetivo. En este caso se
opera de la siguiente manera:

Sea C = [Cij] la matriz de pesos del problema de maximizacién,
para aplicar el método Hingaro a ésta matriz se procede como sigue:

1) .- A todas las entradas de la matriz C se¢ le ‘cambia de signo, jﬂ
obteniéndocse la matriz C’, es decir:

LT —C_lj para i,j = 1,2,..,n%¥"7

2} .- A la matriz ¢’ se le aplican los tres pasos del método
HlGngaro, obteniéndose la asignacidn Optima de C’.

3) .- Utilizando el hecho de que el miaximo(f) = - minimo(-f), se

ontiene la asignacidn maxima de C.

Ejemplo: Supdngase que se quiere maximizar el beneficio de 1la
siguiente matriz:

R1 R2 R3
Al 10 7
(2.9)
Az 8
A3 9 6 4

Paso 1: Se cambia de signo a todas las entradas de 3.9 se obtiene

R1 Rz R3
oA | o-10 -8 -7
(3.10)
A2 - -8 -4 -3
A3 -9 -6 -4
Pagso 2: Aplicando el paso 1 del mé&todo hiingaro, se tiene:
T R1 Rz R3
Al 0]
(3.11)
Az 2 2 o
A3 i 3

Observe que 3.11 es igual a 3.13, donde la asignaciémn OSptima que

se obtendra en el ejemplo al final de este capitulc es [3,1,2] y cuyo
valor es 21.
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8.~ CONVERGENCIA DEL METODO HUNGARO

En la préactica por lo regular no se dan costos o beneficios
irracionales, pero si pueden existir costos racionales, éstos costos
fadcilmente se pueden convertir en enteros basta con multiplicarlos por
el minime comin mdltiplo (positivo) de sus denominadores, cobteniéndose
asi una matriz de costos eguivalente. A continuacidn se demuestra la
convergencia de este algoritmo con numeros enteros.

Teorema: 8i C es la matriz de pesos enteros de un problema de
asignacidén, entoconces el método Hingaro converde.

~ ~
Demostracién: Sea C=({Cij] la matriz actual equivalente a C en
alguna iteracién del método Hingaro, y sea C = {75;) ] la nueva matriz
equivalente que se obtiene del paso 3 ({(se wmuestra en (4)). Como se

hizo saber en la seccién 5.1 y 5.3, C y C tienen todas sus entradas
no negativas.

A ~ A A ~ A,
Como Cij = Ciy - uwi - vy y ademds Ciy 2z 0 haciendo Ziy = Ut + vj
-~
se tiene que Cij = Cij - Zit es el negativo de los costos reducidos

del problema primal. (es decir, los costos reducidos son no positivos).
La convergencia se demostrard en base a gue la suma del negativo de

los costos reducidos en cada iteracidn va disminuyendo en una cantidad
entera.

Unicamente hay que establecer que:

n n a n _n_____ ‘60
T Z:Cij - L I C- = nUmero entero positivo, en efecto:
1=1 j=1 i=1 j=1 J :
n n oA n no_ n n A '
¥ I¢ -y ¢ =% plc., -C )
i=1 j=1 7 =1 y=1 Y i=1 3=1 I v
- A —_— S
=Y Y (¢ -c¢c )} + ¥ ¥ (¢ .~ .} +
JEF jen’ Y ) ter®  jen J i

>

Yy S (e . . -¢c )+ % ¥y (e  -~"c

i€F jeH ier jen® H L
=0+0 + % Y (e -"¢ ) +7} ) (c  -<C )
i o .
ieF jen ’ t V6F° jen© ) b3
M A -~ ~
=3 rlc -lc + Co)) + % ) (e -{la  -Co))
i6F jeH o v 1eF°  jen’ 1o v

=T f. G -% §

1€F  jEH i€F jJEH
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I

(n-p) {(n-@)Ce ~ pPyCo

(n?

tt

- np - ng + pq)Ce - pPQcoe

(n®

fl

- np - nglCe = n{n - (p+q))Co
pero hay p renglones y ¢ columnas asi gue K=p+g se sigue que:
Z i .
i=1 j=1 i=1 j=1
como n > K, se sigue que nin - k)ce €3 un entero positivo . ]

EN n n
¢,,-L §7T,, =nm-Kc

[ et 2

9.- IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL
3,1.~ Representacidn de una grdfica en la computadora

Uno de los aspectos mids importantes en la wanipulacidn de una
gratica es su representacidn en la computadora. Para el caso del
problema de asignacidén se representard en la computadora como una
matriz de peso, la cual se descibe a continuacidn:

La matriz de peso o la matriz vértice-vértice de una grafica
bipartita G(Vﬂ\G,A), es la matriz C = [Cijloxn, donde cij es el peso
de la arista (i,j) € A. 8i no existe arista del vértice ieV1 al
vértice jeV2 en G entonces el elemento correspondiente ciy se hace w

{en la practica un valor mnmuy grande), puede observarse gue los
vértices de vV, corresponden a los renglones mientras que los de v, a

las columnas de la matriz.

%
Por ejemplo dada la siguiente grifica

1 4
2 5
0
30 = 0 6
su correspondiente matriz de peso es:

‘ 0 2 3

0 4 4

0 3 3

9.2,- Tipo de problema (minimizar o maximizar)

El procedimiento tipo de problema lo que hace es andlizar que
tipo de problema se va a resolver ya sea un problema de minimizacién o
mgximizacién, si es wminimizar la matriz de peso original queda igual,
21 es wmaximizar todas las entradas de la matriz de peso original se

convierten en negatives. A continuacidn se da el pseudocodigo de éste
procedimiento.
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procedimiento tipo  problema;

comienza
si tipo=1 entonces (* el problema es de maximizacidn *)
comienza
para i=1 hasta n has
comienza
para j=1 hasta n has
Cli,jl= -CIli,3]:
fin;
fin;
si no (* el problema es de minimizacidn *)
comienza
para i=1 hasta n has ‘ X
comienza H
para j=1 hasta n has
Cl{i,jl= cli,j1;
f£in;
fin;
fin;

9.3.~ Reduccion de la matriz de peso

b [}
El procedimiento reducematriz inicia seleccilonando el minimo de
cada rengldn y restandoselo a cada entrada del rengldn, de manera

andloga para las columnas. Este procedimiento llama a una funcidn que
calcula el minimeo entre dos valores.

El pseudocodigo de la funcidén y procedimiento se enlista a
continuacidn.

funcidén min (i,3j: enteros): entero (*
comienza

sl i«= j entonces min=i gsi nc min=j

la funcidédn min devuelve un
valor entero *)

fin;

procedimiento reducematriz;

comienza : E
para i=1 hasta n has (* n tamafic de la matriz *) %
comienza ' %
temp=m; (* m es un valor muy grande *) ¥

para j=1 hasta n has temp=min(temp,Cl[i,j]);
si temp > 0 entonces
comienza

para j=1 hasta n has
si C[i,J] < m entonces

Cli,j)l=Cf{i,]]-temp; (* a cada renglén le resta su respestivo
’ minimo *)

(* calcula el minimo b
por rengldn *) £

fin;

fin;
para j=1 hasta n has \ -3 .

comlienza : ' ‘

Cemp= m, .

para i=1 hasta'n has temp=min{temp,C[i,j])

si temp >0 entonces

comienza

para i=1 hasga n has

(* calcula el minimo
por columna *)

44______________;:j______________ﬁ2..............-----------""i




gl C[i,3] < m entonces
Cli,jl=Cli,j]-temp; (* a cada columna le resta su respectivo
fin; minimo *)
fin; ‘
fin;

9,4.~- Grafica bipartita asociada

lLa grafica bipartita asociada se forma ccn los ceros de la matriz
reducida vy utiliza dos arreglos los cuales son: Iarc en este se
almacenan los renglones y en Jarc almacena las columnas con entrada
cero respectivamente, ademés utiliza la lista ligada hacia adelante
vista en el capitulo 2. A continuacidén se da el pseudocodigo del
procedimiento para encontrar la grafica bipartita asociada.

procedure bipartita_asociada;
comienza
t8=0;
para 1=1 hasta n has (* n dimensidén de la matriz de costo *)
comienza
para j=1 hasta n has
gi Cf[i,J] = 0 entonces
comienza
t8=t8+1;
Iarc[t8]=i;
jarc[t8] =j+n;
fin;
fin; .
nodos=n+n; e ®
nodol=nocdos+1;
arcos=tsg; '
para i=1 hasta arcos has grado[il=0;
para i=1 hasta arcos has
comienza
grado [Iarc[il]=grado{Iarc[i]l]+1;

grado [Jarc[i]] =grado[Jarc[il] +1;
fin;

apuntador[l]
para i=2 hasta nodol has apuntador [i]=apuntador[i-1}+gradofi-1];
para i=1 hasta nodol has apuntadorl[i]=apuntador[i] ;
para i=1 hasta arcos has
comlienza
endv [apuntadorl [Iarc[i] ] =Jarc[i];
endv [apuntadoril [Jarc[i]]) =Tarc[i] ; ;
apuntadorl {Iarc[il]=apuntadorl {Tarc[i]]+1; ' 1
apuntadorl [Jarc([i] ] =apuntadorl {Jarc[i]] +1; ;
fin; 3
fin;
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9.5,- Cubierta minima

Tiene el mismo desarrollo que el algoritmo de acoplamiento maximo
visto en el capitulo 2, sélo que al procedimiento cubierta minima se
le afladen dos arreglos el coverVi y coverVz que contiene los vértices
cubiertos de Vi y V2 respectivamente. Este algoritmo proporciona los
renglones y columnas que se van a cubrir en la matiz reducida.

95.6.~ Minimo no cubierto
Este procedimiento encuentra €l minimo de los renglones vy
columnas no cubiertas, ademds utiliza la funcién min vigta en el
capitulo anterior. A continuacién se da el pseudocodigo del
procedimiento para encontrar el minimo.

procedimiento min no cubiertos;

comienza
para i=1 hasta n has '
comienza
si 1 # coverVi[i] entonces
comienza
para j=1 hasta n has
comienza
si cover¥z[j] = 0 entonces .
temp2=min(temp,C[i.3]); (* calcula el Eminimo de los ren
fin; glones y columnas no cubiertas®)
fin; .
fin;
fin;
9.7.- Reducir renglén no cubierto
Aqul lo gque se hace es restar el minimo {( de los renglones vy

columnas no cubiertas) a los renglones no cubiertos. El pseudocodigo
de éste procedimiento se da a continuacidn,

procedimiento reducir_ reng__ no_cubierto;

comienza
para i=1 hasta n has
comienza '
si coverVi[i]l = 0 entonces :
comienza . (* el rengldn 1 no esta cubierto *)
para j=1 hasta n has
comienza
Cli,jl=C{i,jl-temp2; (* resta el minimo a todos los
fin; renglones no cubiertos *)
fin;
fin;
fin;
9.8.- Reducir columna cubierta
Lo gue hace es sumar el minimo ( de los renglones y columnas
no cubiertas) a las columnas cubiertas. El pseudocedigo

para el procedimiento reducir columna cubierta es:
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procedimiento reducir__col_ _ cubierta;

comienza
para j=1 hasta n has
comienza
g1 covervz[j] # 0 entonces
comienza : (* la columna j esta cubierta *)
para i=1 hasta n has
comienza
Cli,j)l=Cli,J)+temp2; (* suma el minimo a cada renglédn ¥
fin; cubierto *) i
fin;
fin;
fin;

9.9.- Método Hingaro ¢

A continuacién se da el pseudocodigo del método Hingaro
utilizando los procedimientos descritos anteriormente:

comienza
leermatriz;
tipo__ problema;
reducematriz; * Pago 1 *
bipartita_asociada; * Paso 2 *
cubierta_minima; :
mientras K < N has * Paso 3 * ‘ _ o
comienza
min_no_cubiertos;
reducir_reng _no_cubierto;
reducir_col _ cubierta;
bipartita_asociada; * repite el paso 2 *
cubierta;
end;

TELET

s

end; -

9.10.- Ejemplo

A la siguiente matriz de peso se le aplicarid el método Hingaro,
utilizandc los algoritmos desarrollados anteriormente vy ademés
supdngase que se qulere obtener la asignacién de valor minimo de la
Siguiente matriz de asignacidn:

R1 Rz Rz
A1 0 2
Ao 4 (3.12)
A3 0 3

Pormato del archivo de entrada:

1) La primera linea debe contener algin titulo de preferente
relacionado con el problema. k]

€.




2) La segunda linea esta compuesta por la dimensidn de la matriz
de pesc y 0 (6 1) si ge desea minimizar ( o maximlzar) .

w 2
3) Las otras lineas corresponden a la matriz de peso, é&stos se
introducen igual que un arreglo matricial ( con un espacio entre cada

entrada) .

4) El archivo de entrada contiene el nombre del problema con

cualquier extensidén pero de preferencia que sea .dat (en este caso
asignacidn.dat}) .

Formato del archivo de salida

1) El archivo de salida puede tomar cualguier nombre pero de
preferencia que sea el nombre del archivo de entrada con cualguier

extensidén pero de preferencia que sea .sal {en este caso
asignacidén.sal), el archivo de salida «contiene la sigulente
informacién: - '

a) un letrero que dice: "problema de asignacién®.
b) titulo del problema.

c) asignacidn &ptima.
d) valor de la asignacidn Sptima.

‘Por lo tanto el archivo de entrada de 3.12 es:

problema de asignacidn

OooO W
L o B ©
o w

Paso 1 HGngaro: Primero hay que buscar los minimos por cada
rengldén los cuales son cero por tanto la matriz de asignacién queda
igual, asi que los minimos son {0,2,3} que correponden a las columnas
Ri, Rz y Ra respectivamente. Por el algoritmo 9.3 se obtiene la
siguiente matriz de pesos reducidos:

R1 Ra R3
Al 0 0 0
A2 0 2 5 (3.13)
A3 0 1 2 *

‘Paso 2 del Rdngaro: La gréfica bipartita asociada a 3.13 (la
matriz que resultd al aplicarle el algoritmo 9.3) tiene por cubierta

minima K={A1,R1} (coverVi=[Ai}, coverVaz={[Ri1]) obtenida en el capitulo
2. Como |K| < |n| vaya al paso 3.

Paso 3 del Hingaro: Mientras [K| < |n| hacer:

Pl

. Como K={A1,R1} s& va a cubrir el renglén A1 y la columna Ri en la
siguiente matriz

i
L
1




R1 Rz R3
Ar 1 O !
Az 0 5 n (3.14)
l A3 J 0

por el algoritmo 9.6 en 3.14 el minimo es 1, y por los proccedimientos
9.7 v 9.8 se obtiene la siguiente matriz:

R1 Rz Rz :
A1 1 0 0
' 0 1 1 .(115
_ Az

Paso 2 del Hiingaro: La gradfica bipartita asociada (obtenida por }

el algoritmo 9.4) y el acoplamiento inicial visto en el capitulo 2 (se
muestra con lineas gruesas) es: »

* Ar O-

Az O

* A3z 0

Ademas la trayectoria M-aumentante T:

A3—» R2—> A1— R3 se *
muestra con *.

Obteniéndose el siguiente acoplamiento:

A1 0 0 R %
Az 0 - 0 R2

;
Az O 0 Ra

i
Observe que este accoplamiento es miximo y satura a todos los

vertices, por lo tanto se ha encontrado una asignacién completa /
(acoplamiento perfecto) la cual es [R3,Ri1,R2] con valor 6. |
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CONCLUSION

En este trabajo se han analizado los fundamentos tedricos de los
métodos de solucidén del problema de acoplamiento de cardinalidad
midxima y del problema de acoplamento de peso miximo en gréaficas
bipartitas (problema de asignacién), asi como el desarrcllo de algunas

de sus miltiples aplicaciones e implementacién en *pascal de
dichos métodos.

La utilidad de la implementacidn de estos métodos es que se puede
obtener la solucidén de problemas reales relativamente grandes en un
tiempc computacional razonable. Ademés estas implementaciones pueden
utilizarse como procedimientos para resolver los problemas de

acoplamiento en graficas no bipartitas y el problema del agente
viajero. :

Para entender como trabajan ambos métodos no se requiere de un
conocimiento matemitico muy elevado, s6lo se necesitan c¢lertos
resultados de teoria de graficas y de dualidad lineal, en ambog casos
muy elementales. Ademds, por la estructura gque el problema presenta en
graficas bipartitas, los algoritmos implementados son muy eficientes

lo cual permite resolver instancias suficientemente grandes en un
tiempo razonable.

Los problemas de acoplamiento pueden extenderse en las siguientes
direccilones: .

i} Para gréaficas no bipartitas. El problema se complica ya
pueden existir «ciclos de cardinalidad impar, sin
algoritmos siguen siende polinomiales
referencia ({10} y [13]).

que
embargo, los
(para mayor informacién ver

ii) Otra de las variantes es el acoplamiento Max-min (o cuello de
botella) el cual consiste en encontrar un acoplamiédhito de cardinalidad

maxima cuya arista’ de menor peso en el acoplamiento sea lo mayor
posible. '

iii) Un problema mas general es el de asignacién cudrédtica
denominado de esta manera ya gque su funcidn objetivo es cuadritica
(puede consultar referencia [11]). Incluso el problema de asignacién
cuadratica es una generalizacidn del problema del agente viajero (ver

referencia [8]) y este a su vez puede utilizar como relajacién al |
problema de asignacidén lineal.
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APENDICE A

PROBLEMA DUAL

Cada problema lineal tiene asociado otro problema lineal llamado
el problema dual (D). El problema dual posee muchas propiedades
importantes relativag al problema primal original (P).

Supdngase que el problema primal estd dado en la forms

v t
P: minimizar ¢ X
gsujeto a: Ax=b
x =z 0.

Entonces el problema dual estd definido por:

. . . t
D: maximizar w b
. t t
sujeto a: w A < ¢
w no restringida.

Notese que existe exactamente una variable dual por cada

restriccidén primal, y exactamente una restriceidn dual por cada
variable dual.

Teorema {teorema fundamental de dualidad): Con respectc a los

problemas primal vy dual, exactamente una de las siguientes
proposiciones es clerta.

B L] »*
1) Ambos problemas tienen soluciones éptimas x y W, con

et x =(w* )t b.

2) Unoc de los problemas tiene valor objetive no acotado, en cuyo

caso el otro problema debe ser no factible. 2

3) Ambos problémas son no factibles.

Holgura complementaria: Sean x Yy w' cualquier par de

soluciones Optimas de los problemas primal y dual, respectivamente.
Entonces:

c- x = (w*)t Ax = (w‘)t b

pero ¢t x = (w*)t b. Luego c' x = (w*]t Ax = (w*)t b

Esto da (w)' (A x -b) =0 y (¢ -wa)' ¥ = 0. Puesto que w 20

Y A x -b=0, entonces (w) (a x -Db) =0 implica que (w:)t {awx'- bﬁ _
0 para i=1,2,..,m. De igual manera (c ~wa)t X

= 0 implica que




(c -w aj)t X, = 0 para j=1,2,..,n.

, . . *
Teorema (Teorema débil de holgura complementaria): Si X y w son

puntos éptimos cualesquiera de los problemas primal y dual, entonces:

* t * .
(cJ - v:aj) X, = 0 para j=1,2,..,n. Y

(w)' (ax ~b) = 0 para i=1,2,..,m.
i i i -

Este es un teorema muy importante gque los problemas primal y
dual. Obviamente indica que al menos uno de los dos factores en cada
una de las expresicnes debe ser cero. En particular,

X =0 = (wm}t a, = cC
J j ]
t *
(w ) a < ¢ = x = 0
J 3 ]
*
W > 0 = (a_)t x =Db
i i i
(a )" x > b s> w = 0.

El tecrema débil de holgura complementaria también se puede
enunciar ¢como sigue: En caso de optimalidad, " gi una variable en uno
de log problemas es positiva, entonces la restriccidn correspondiente
en el otro problema es sin holgura”, y " si una restriccidn en uno de

los problemas es con holgura, entonces la variable correspondiente en
el otro problema debe ser cero".

Supdngase que X, = (ai)F X - b_1 =z 0, i=1,2,..,m son las m
variables de holgura en el problema primal y sean w"j =c - (w) a
R m+
z 0, j=1,2,..,n las n wvariables de holgura en el problema dual.
Entonces se pueden escribir las condiciones de halgura complementaria
como sigue: ‘
Y ow 0 2
(Xj) wm+_]. = I ]‘1: PRES 3
* t * _’_
(wi) X .= 0, .}-1,2,..,111

Esto relaciona las variables en uno de los problemas con las
variables de holgura en el otro problema.

R *
Debe observarse que si X

Yy w son factibles para sus problemas |

respectivos y satisfacen las condiciones de holgura complementaria,
entonces scn Sptimos.

Véase estas demostraciones en {6] capitulo 6, pags. 233-243 y [7]
capitulo 5 pags. 54-65.




APENDICE B |
SOLUCION A LOS PROBLEMAS DE APLICACION DEL CAPITULO I ;ﬁ
B.1.- Problema de Traduccién de Idiomas =i
Archivo de entrada Archivo de salida s
Traducciédn de Idiomas PROBLEMA DE ACOPLAMIENTO MAXIMO I
17 22 7 Traduccidn de Idiomas i
1 8 Nimero de vértices expuestos = 0 |
1 9 Vértice Vértice Acoplado :
117 1 4 8 |
2 10 2 10 i
2 12 4 15 i
3 8 5 11 .
3 14 G 9 E‘T
3 15 7 _ 16 i
4 15 Cubierta Minima: i
5 8 Vértices cubiertos de V1 Al
5 11 : 1 2 3 4 5 6 7 k|
5 14 'I\l
5 16 : | | ‘\
6 9 u
6 12 | , il
6 13
7 8 ' i
7 10
711
7 16
7 17

El méximo numero de trabajos que puede realizar el Departamento
de Idiomas son 7, los cuales se muestran a continuacidn con su
respectivo profesor: Pt—> T1, P2——>» T3, P3——> T7, P4—> Ts,
Ps —> Ta, P& —> T2, P7 ———> To.

B.2.~- Problema de Despacho de Asesores
Archivo de entrada Archivo de salida

Despacho de Asesores (SRD) PROBLEMA DE ACOPLAMIENTO MAXIMO

16 15 7 Despacho de asesocres (SRD)

19 Namero de vértices expuestos = 0

110 Vértice Vértice Acoplado

2 9 1 9

2 12 2 12

38 3 g i
3 13 4 13 o
4 13 5 10 - '
510 6 0

511 7 15

5 141 _ Cubierta Minima

6 8 Vérticesg cubiertos de V1

o 13 i 2 3 4 5 6 7

T 12

7 15

7 16

e e




Este problema no tiene solucidén porque la cardinalidad del
acoplamiento maximo es 7, es decir, alguno de 1o asesores debera
representar a mas de una empresa en la reunidn de evaluacidn.

B.3.- Problema del Periddico

Archivo de entrada Archiveo de salida

Reporteros PROEBELEMA DE ACOPLAMIENTC MAXIMO

12 12 6 Reporteros (D. ‘Cadenas)

19 Nimeroc de vértices expuestos = 0
1 10 Vértice Vértice Acoplado
1 11 1 9

1 12 2 10

2 10 3 i1

2 11 4 0

2 12 5 12

310 & G

3 11 Cubierta Minima

3 12 Vértices cubiertos de V1

4 11 i 2 3 4 5 &

5 12

El minimo nimero de reporteros que pueden cubrir el total de las
conferencias son 2. Donde el reportero 1 cubre las conferencias 1,3.,5,
y 6, el reporterc 2 cubre las conferencias 2 y 4.

B.4.- Problema del corredor de bienes raices

Archivo de entrada Archivo de salida

corredor bienes raices Problema de Asignacién

5 1 Corredor de bienes ralces

16 15 25 13 20 Asignacién Sptima

14 17 24 15 25 : El rengldn 1 se asigna a la columna 3

17 17 20 2 18 El rengldén 2 se asigna a la columna 5

22 3 18 20 21 El renglén 3 se asigna a la columna 2

0o 0 0 ©0 0 El rengldn 4 se asigna a la columna 1
El renglén 5 se asigna a la columna 4

Valor &ptimo 89.00

Para que el ingreso total sea miximo es
comprador C1 se decida por el lote La,

Li, Cs por Li, cuyc ingreso total es 89.

necesario gque el
Cz por Ls, Ci por L2, (Ci por
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B.5.—‘ Problema

Archivo de entrada

Calendarizacion de vuelos
5 0

17.5 15 ] 60 12

16 16.5 10.5 60  10.5
12 15.5 14.5 11 60

60 8 14 17.5 13

13 9.5 8.5 12 18.5

A continuacidn se da la
ademés en que lugar deben de

vuelo proviene
de

A-3 Matriz II ~Sale de
. Bale de
BR-5 Matriz I Sale de
. Sale de
C-1 Matriz I Sale de
Sale de
D-2 Matriz I Sale de
Sale de
E-4 Matriz T Sale de
Sale de

de Calendarizacién de Vuelos

Archivo de salida

Problema de Asignacidn
Calendarizacidn de vuslos
Asignacién dptima
El renglén se asigna
El rengldn 2 se akfgna
El rengldn se asigna
El rengldn se asigna
El rengldn 5 se asigna
Valor Sptimo = 51.50

g1 W N
[ IRV A LRV A

1a
la
la
1la

columna
columna
columna
columna
columna

B0 W

asignacién de tripulaciones a vuelos pero

vivir estas tripulaciones.

R-J a 15 h. Llega México 21 h
México a 6 h, Llega R-J 12 h

Descripcidén de la asignacién Sptima

{dia
{dia

Méxicoc a 7:30 h. Llega R-J 13:30 h {dia
R~J a 0:00 h. Llega México 6:00 h ({(dia

México a 11:30 h.Llega R-J 17:
R-J a 5:30 h. Llega Mé&xico 11:

México a 19:00 h. Liega R-J 1:
R-J a 9:00 h. Llega México 15:

h (dia
h (dia

h (dia
h (dia

México a 0:30 h. Llega R-J 6:30 h (dia
R-J a 18:30 h. Llega México 0:30 h (dia




B.6.-

Archivo de entrada

Problema del Enrole de locomotoras

Enrole de locomotoras

18 0
0. 30. 7.7 )12. {15, |18. {21. |31.|6.8|10]15}18 7. 15118
ag|2.95)7 9 54 {12 |95 |5 04 |7 .5}.5).3528{2 j12).3!.8
21 5. |9. [12.}1s6.)18.28.14. |7.112f15(2534.79. (12|16
.3tlo.2514 09 {84 la2 |25 |8 34 f17 is8al.68{.61.3150134].61.1
17 o, 1. 1s, {8, [12.t15.124.124. (4. {9. |t1121]0Q.[5.[8, 12
.6|20.5[25 [34 (o9 [&7%|50 {05 [59 |42 |o09loo].9].5(75159)92].4
1s5f18. 21, (22.{3. (|6.-910.}12.|=22. 256, |9. |19[22|27]{30
.2]o08 83 |92 (67 |25 08 |63 |17 22|.6|67|s50].1{.31.1].5]10
33 15, {16. | 21. | 243 30. |16. [15. | 19{ 24|27 16 241 3.
. 12 |75 |84 [59 (17|28 |55 |09 |92 |.5[.5(.4]13|.2]21).4]52
9.4M12, {15, ]17.]21.J0. 4. |6. |1s6.}16.(19|0. 3. |13|16]21 {2428
32|18 93 [02 |77 |35 |18 |73 |27 |1 7l77le |.2].4].2].6].1
5. 13. {17. | 20. | 0. 12, [12. [15|20(| 239, | 12|17 20|27
39|8.25|12 jo9 |84 J42-{25 (2.8}34 |17 |.8].8|.6}32).5].3}.6] .1
2. 9. |10.7115. }17.|21. 0. |33.]19. |13|18)2013019. 14117 |21
67)15.83;28 |37 |12 ;7 . 153 to08 {62 145 |.1].1].9].6]78).6).9].4
9.l12. 11s6.117. [22.10. |a. 16.116. 12011.14. {13 2112528
89|75 50 (59 134 {92 ({75 (7.3|84 |67 {.3(34{17|.8117)1.8}.11.6
17(20. [24.}25.|29.(8. (12.(14. |24. 3.08. |11t2112415.18.136
.4128 03 {12 |87 |as {28 |83 |37 |o.2|s87|87}.7].3].5|37]7 |.=2
14 20, |21, [ 26. 5. 11. |21. |20. |0. | 5. (8. 212. {5, 32
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Archivo de salida

Problema de asignacidn
Enrole de locomotora
Asignacidén &ptima »
El rengldén se asigna la columna
El rengldn 2 ge asigna la columna
El rengldn 3 se asigna la columna
El rengldén 4 se asigna la columna
El renglén 5 se asigna la columna
El rengldén 6 se asigna la columna
7
8
9

—*

El renglén Bse asigna la columna
El renglén se asigna la columna
El renglédn ‘ge asigna la columna
El rengldn 10 'se asigna columna 10
El rengldn 11 -se asigna la columna 11
El rengldn 12 'se asigna a la columna 12
Bl rengldn 13 se asigna la columna 14
El rengldén 14 se asigna la columna §
El rengldén 15 se asigna la columna 15 b
El renglén 16 se asigna la columna 16
El renglén 17 se asigna la columna 17

El rengldén 18 se asigna la columna 4 |
Valor Sptimo = 32.63 '

(RN R S
W ™

mmmmmmmmmmmmmmwmmm
i,._l
m

Descripcion de la asignacidén éptima _ ‘

(1,1) > bala que llega a Navojoa 22882 .1a1a que sale de Navojoa 'i
proveniente del Sur rumbo a.Empalme i
a
, R
{2,2) > bala que llega a Empalme =922 _.hala quewosale de Empalme .
proveniente de Navojoa rumbo ' a B. Hill 1W
(3,3)~——> bala que llega a B. Hill 222" .palg que sale de B. Hill |
proveniente de Empalme rumbo a Nogales 1
F il
y, K
'w" W}
(4,5) > bala que flega a Nogales =-228" .1a13 gue sale de Nogales ah
proveniente de B. Hill rumbo a B. Hill fﬁ
(5,18) >bala que llega a Mexica 32029 _hyrro que sale de Mexica
1i proveniente de B. Hill 11 yumbo a B. Hill
{6,13) >bala que llega a B. Hill 2o 2514% . hurro que sale de B.Hill
proveniente de Nogales rumbo a Mexicali
(7,7)

>bala que llega a Empalme SL.2219n2

>bala que sale de Empalme
proveniente de B. Hill

rumbo a Navojoa

73



(8,8) sbala que llega a Navojoa 229" .pala gue sale de Navojoa
proveniente de Empalme rumbo al Sur
(9,6) sbala que llega a B. Hill Z222219% .pala que sale de B. Hill
proveniente de Mexicali rumbo a Empalme
{10,10) sburro que llega a Nave =289 .hyurro que sale de Navo
joa proveniente del Sur joa rumbo a Empalme
(11,11) >bala que llega a Empal se 3519m4 . purro gue sale de Empal
me proveniente de Navojoa me rumbc a B. Hill
(12,12)—>burroc que llega a B. Hi 22239% _hyuyrro que sale de B.Hill
11 proveniente de Empalme rumbo a Nogales
{13,14) sburro que llega a Noga 51323@—>burréqgue sale de Noga
les proveniente de B. Hill les Yrimbo a B. Hill
(14, 9) sburro que llega a Mexica 22818 .phala que sale de Mexica
1li proveniente de B. Hill 1i rumbo a B. Hill
{15,5) sburro que llega a B. Hill 2259 .pyurro que sale de B.Hi
proveniente de Nogales 11 rumbo a Empalme
(16,16) sburro que llega a Empal 322229" .hurro que sale de Empal
me proveniente de B. Hill me rumbo a Navojoa
(17,17) >burro qﬁe llega a Navo e 2819 .burro que sale de Navo
joa proveniente de Empalme joa rumboc al Sur
(18,4) >burro qug llega a B. Hill Se aslgma . pala que sale de B.Hill

das

proveniente de Mexicali rumbho a Mexicali

Fl nbmero {olal de lewmoloras c,iua 5¢ necestlan para vecorrer —l:o—”

las aslucones son 3.

' BIBLIOTECH
DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

YL SABER pi Mig
HARA lﬂmwﬁ'ﬂ“
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