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Introduccion

La integral de Riemann de una funcién definida en un intervalo [a,b] de R
con valores reales es probablemente la integral que muchos llegamos a conocer por
primera vez, ya sea como parte de un curso de célculo o de andlisis matematico, sin
embargo, como suele suceder comunmente dentro de las matematicas, el concepto
de integral puede ser generalizado, de hecho, una de las primeras generalizaciones
de la integral de Riemann fue dada por H. Lebesgue, la cual se apoy? en las ideas de
la teoria de la medida. Por otro lado, la integral de Riemann que estudiaremos en
esta tesis es una abstraccién de la clésica integral de Riemann en un intervalo [a, b].
En nuestro caso, los valores de nuestras funciones seran elementos de un espacio de
Banach, es decir, de un espacio vectorial normado y completo.

Los primeros analisis sobre la integral de Riemann vectorial fueron hechos por
L. Graves, los cuales fueron publicados en 1927 en el articulo Riemann integration
and Taylor’s theorem in general analysis, desde entonces algunos autores han con-
tribuido a la teoria, de hecho dentro de este escrito presentaremos ademas de los
descubrimientos de L. Graves algunos avances tedricos dados por A. Alexiewicz, W.
Orlicz, R. Rejouani, A. Nemirovski, M. Yu Ochan, G. da Rocha y B. Pettis.

En el capitulo 1 iniciaremos con resultados preliminares necesarios para estable-
cer una base sobre la cual podamos guiarnos para nuestro estudio sobre la integral
de Riemann vectorial, por lo cual, abordaremos algunos puntos de la teoria de la
integral de Riemann-Stieltjes e integral de Lebesgue y algunos ejemplos de espacios
de Banach.

Durante el capitulo 2 presentaremos los conceptos de medida vectorial e integral



de Bochner, con el objetivo de presentar otra integral vectorial para una posterior
comparacion con la integral de Riemann. Uno de los teoremas mas importantes de
este capitulo es el teorema de medibilidad de Pettis, el cual nos sera imprescindible
durante los capitulos siguientes. Respecto a la integral de Bochner, conoceremos su
fundamentacién y algunas de sus propiedades, ademas de otros resultados relacio-
nados con esta integral.

En el capitulo 3 dara inicio el tema principal de este trabajo. Presentaremos la
definicién de la integral de Riemann vectorial, algunas de sus propiedades basicas y
abordaremos algunas de las similitudes y diferencias que guarda con su anédloga real.
Sin entrar mucho en detalle podemos mencionar que las propiedades de cada uno
de los espacios de Banach donde las funciones toman valores tienen consecuencias
sobre algunas de las caracteristicas de la integral de Riemann, las cuales nos seran
de gran interés.

En el ultimo capitulo hablaremos de la propiedad de Lebesgue de un espacio de
Banach, para ello empezaremos con lo que llamaremos integral de Darboux vectorial
y después veremos qué relacion guarda con la integral de Riemann vectorial. Una vez
hecho esto, podremos definir la propiedad de Lebesgue y veremos algunos resultados
que tratan sobre condiciones suficientes para asegurar que un espacio tenga o no
esta propiedad. Por ultimo finalizaremos el tema central de esta tesis probando que

I* tiene la propiedad de Lebesgue.



Capitulo 1

Preliminares

Tenemos que empezar esta tesis con un capitulo que cumpla dos propésitos.
Primero, debe de servir como un recordatorio o una introduccién a algunos temas
y resultados necesarios para este proyecto. Por ultimo, debe de ser una sutil guia
que trace algo del camino que esta tesis planea seguir respecto al tema central.

Debido al objetivo de este trabajo, es necesario presentar la teoria de la integral
de Riemann real, de hecho, el discurso estara centrado respecto a la integral de
Riemann-Stieltjes, que es una integral mas general que la integral de Riemann.
También tendremos en consideracion resultados y propiedades de la integral de
Lebesgue, y no puede faltar un acercamiento a algunos de los espacios de Banach
clasicos, pues son en ellos donde tomaran valores las funciones que estudiaremos.

Los resultados que presentaremos en este capitulo, base para nuestro desarrollo

posterior, han sido tomados de [2], [16], [3], [5] ¥ [11].

1.1. Integral de Riemann-Stieltjes

La integral de Riemann-Stieltjes involucra dos funciones f y « a diferencia de la
integral de Riemann. Se construye de manera similar, a partir de particiones y en
el caso particular cuando « es la funcién identidad, ambas integrales coinciden. Sin

embargo, la integral de Riemann-Stieltjes aun tiene sentido cuando « es discontinua
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o incluso no diferenciable. De hecho, es cuando « es discontinua que la importancia

de esta integral se vuelve aparente.

En esta seccién, las funciones denotadas por f, g, «, 3, etc., se asumiran acotadas

y definidas en el intervalo [a, b].

Definicién 1.1. Una particion del intervalo [a,b] C R es un conjunto finito y

ordenado {to,t1,....,tx_1,tn} de puntos en [a,b] que satisfacen
a=th<t1 < - <ty_1 <ty =b

Denotaremos la particion P por P = {t;}}\, y llamaremos a los elementos t; puntos
de la particion. Cuando una particion P’ contiene los puntos de P, diremos que P’
es un refinamiento de P y lo denotaremos por P C P'. Si para cada intervalo
de la particion P elegimos etiquetas s; € [t;_1,t;] diremos que P es una particion
etiquetada y la denotaremos por P = {s;, [ti_1,t:]},. El simbolo Acy, denotard la

diferencia a(ty) — a(ty_1). De modo que

Z Aay, = a(b) — afa).

Definicién 1.2. Sea P = {sg, [tr_1, tx] }oy una particion de [a,b]. Una suma de la

forma
N
S(fv 7)7 Oé) = Z f(sk)Aalm
k=1

se llama una suma de Riemann-Stieltjes con respecto a o. Diremos que una funcion
f es Riemann integrable con respecto a o en [a,b] si existe un nimero A con la

siguiente propiedad: dado € > 0 existe una particion P. de [a,b] tal que
’S(f,'P,Oé) _A‘ <ée

siempre que P es una particion etiquetada que refina P-.

Cuando dicho niimero existe, esta determinado de manera tinica y serd denotado

por f; fda. En este caso, decimos que la integral de Riemann-Stieltjes existe y

4
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escribiremos f € R(a) en [a,b]. Nos referiremos a las funciones f y o como el
integrando y el integrador respectivamente.

En el caso particular en que a(x) = z, la integral se llama simplemente integral
de Riemann y se denota por fab fdx.

Continuaremos esta seccion exhibiendo las principales propiedades de la integral
de Riemann-Stieltjes y algunos resultados trascendentes. Primeramente observemos

que la integral de Riemann-Stieltjes es lineal en ambos integrando e integrador.

Teorema 1.3. Si fe R(a) y g€ R(a) en [a,b], entonces c1f + cag€ R(a) en [a, b

para cualesquiera dos constantes ci, co Y

b b b
/(clf+629)doz:cl/ fda+02/ gda.

Teorema 1.4. Si fe R(a) y f€R(S) en [a,b], entonces f € R(cia + ¢28) en [a,b]

para cualesquiera constantes ¢, y ¢y Y
b b b
/ fd(cya + o) = cl/ fda + 02/ fdg.

Otra propiedad bésica que es de esperar, es que la integral es aditiva respecto

al intervalo de integracién.

Teorema 1.5. Sea c€ (a,b). Si dos de las integrales en (1.1) existen, entonces la

tercera también y se tiene que

/acfda+/cbfda:/abfda. (1.1)

Usando induccion, este hecho se puede probar para una descomposicién finita
de [a,b]. Una notable relacién entre integrando e integrador surge en la integral
de Riemann-Stieltjes, la existencia de ff fda implica la existencia de ff adf v el
inverso se cumple. Més aun, hay una simple conexién entre ambas integrales que es

conocida como la férmula de integracién por partes.
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Teorema 1.6. Si f € R(a) en [a,b], entonces a € R(f) en [a,b] y se cumple que

/ab fda + /b adf = f(b)a(b) — f(a)a(a).

a

La integral de Riemann-Stieltjes puede ser tratada mediante sumas superiores y
sumas inferiores al igual que la integral de Riemann. Pero para ello, el integrador «
debe de ser una funcién mondtona creciente en [a, b, lo cual denotaremos por o

en [a, b].

Definicién 1.7. Sea P = {t;,}1_, una particién de [a,b] y sea

My (f) = sup{f(x) - @ € [te-v,til} y  mu(f) = f{f(2) : 2 € [tpa, ti]}-

Los numeros

=z
=z

U(f,P.a) =Y M(f)Aox y  L(f,Pa) =Y mp(f)Aa,

k=1 k=1
se llaman respectivamente, la suma de Stieltjes superior e inferior de f respecto a

« para la particion P.

La primera observacién es que debido a que o  en [a,b], se tiene que para

cualquier particién P de [a, b] se cumple la desiguadad
L(f,P,a) < S(f,P,a) <U(f,P,q).

La importancia de esto, es que nos lleva a un resultado importante conocido como

la condicion de Riemann.

Teorema 1.8 (Condicién de Riemann). Sea o  en [a,b]. La funcion f € R(«a)
en [a,b] siy sdlo si para cada € > 0, existe una particion P. tal que para cualquier

refinamiento P de P- se cumple que

0<U(f,P,a) — L(f,P,ax) < e.

Enseguida introducimos la siguiente definicién.



1.1. INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES

Definicién 1.9. Sea f:[a,b] — R. La variacion de f en [a,b] es el nimero
Var(f) =sup}_|f(t:) = f(ti1)l,
i=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones {[t;—1,t;|}1, de [a,b]. En caso

de que la variacion de f esté acotada, diremos que f es de variacion acotada.

Se puede demostrar que toda funcién de variacién acotada se puede expresar
como la diferencia de dos funciones crecientes. Por tal razon, la variacién es una
propiedad muy importante ligada a la existencia de la integral de Riemann y una

de las principales consecuencias de su estudio es el siguiente teorema.

Teorema 1.10. Sea « de variacion acotada en [a,b] y supongamos que f € R(«)

en [a,b]. Entonces f € R(a) para todo subintervalo [c,d] de [a,b].

Notemos que en el teorema 1.5 se pide la existencia de dos miembros de la
ecuacion para asegurar la existencia del tercero. Sin embargo, el resultado anterior
nos permite afirmar la existencia de la integral en cualquier subintervalo, por lo que

podemos hablar ahora de la integral indefinida de f en [a, b].

Teorema 1.11. Sea « de variacion acotada en [a,b] y supongamos que f € R(«)

en [a,b]. Definamos F para x € [a,b] por la ecuacion
F(z) = / ' fda.
Entonces
1. F es de variacion acotada en [a,b].
2. Cada punto de continuidad de « es también un punto de continuidad de F(x).

3. Sia 2 enla,bl, la derivada F'(z) existe en cada punto x € (a,b) donde o/ (z)

existe y f(x) es continua. Para tales x, tenemos que
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Enunciaremos ahora algunas condiciones que aseguran la existencia de la integral

de Riemann-Stieltjes e integral de Riemann.

Teorema 1.12. Si f es continua en [a,b] y « es de variacion acotada en |a,b],

entonces f € R(a).

Este teorema implica que al intercambiar f con a obtendremos dos condiciones

suficientes para la existencia de la integral de Riemann de f.

Corolario 1.13. Cada una de las siguientes condiciones es suficiente para la exis-

tencia de la integral de Riemann de f en |a,b).
1. f es continua en |a, b,

2. [ es de variacion acotada en [a,b.

Por 1ltimo, sélo hace falta exhibir el importante criterio de Lebesgue para la

Riemann integrabilidad.

Teorema 1.14 (Criterio de Lebesgue para la Riemann integrabilidad). Sea f :
[a,b] = R acotada y D el conjunto de discontinuidades de f en [a,b]. Entonces, f

es Riemann integrable en [a,b] si y sdlo si D tiene medida cero.

Este teorema es de vital importancia y jugara un papel muy importante en el

estudio de la integral de Riemann en espacios de Banach.

1.2. Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue es conocida como una generalizacién de la integral de
Riemann, pues la ultima es un caso particular cuando se integra bajo la medi-
da de Lebesgue. En esta secciéon abordaremos el concepto de integral indefinida

F(z) = ff fdt bajo la medida de Lebesgue. Veremos qué sucede con los teoremas
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fundamentales del calculo y relacionaremos el concepto de integral con otros de

igual importancia.

El primer teorema de esta seccién, afirma la relevancia del concepto de variacion
en un intervalo, dado que tiene consecuencias relacionadas incluso con la derivada

de una funcion.

Teorema 1.15. Si f es de variacion acotada en |a,b|, entonces f'(x) eziste para

casi toda x € [a, b].

Definicién 1.16. Si f es una funcion Lebesgue integrable en [a,b], su integral

indefinida es la funcion F':|a,b] — R dada por
F(z) :/ fdt.

Como aqui estamos considerando la o-dlgebra de los Lebesgue medibles de [a, b],
no hay problema al definir la integral indefinida para cualquier x € [a, b], debido a
que todos los conjuntos de la forma [a, 2] son medibles.

Al igual que en el caso de la integral de Riemann-Stieltjes, la integral indefinida

sigue siendo una funcién de variaciéon acotada.

Teorema 1.17. Si f es integrable en [a,b], entonces la integral indefinida de f es

una funcion continua de variacion acotada.

Si F' es la integral indefinida de f, el teorema fundamental del calculo para la
integral de Riemann afirma que F’(z) = f(x) en los puntos de continuidad de f. Sin

embargo, esta igualdad se tiene de manera mas general para la integral de Lebesgue.

Teorema 1.18. Si f es una funcion integrable en [a,b] y definimos F(x) = F(a)+
[ fdt. Entonces F'(x) = f(x) ctp en [a, ).

Hemos hablado de la integral indefinida de una funcion f, sin embargo, ;es toda
funcion F' la integral indefinida de alguna otra funcién? El siguiente concepto nos

permitira responder a esa pregunta.
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Definicién 1.19. Una funcion f a valores reales definida en [a,b] se llama absolu-

tamente continua en |a,b] si dado € > 0 existe § > 0 tal que
Z |f(di) — fle)| <e
i=1

para toda coleccion finita {[c;,d;|}"_, de subintervalos de [a,b] que no se traslapan

y tales que

i=1
Es facil probar que una funcion absolutamente continua es de variacién acotada.

Este hecho junto con el teorema 1.15 asegura la existencia casi en todas partes de

la derivada de una funcién absolutamente continua.

Corolario 1.20. Si f es absolutamente continua en [a,b], entonces [ tiene derivada

ctp en [a,b].

Los ultimos resultados que presentaremos en esta seccion, muestran la impor-

tancia de la continuidad absoluta con respecto a la integral indefinida.

Teorema 1.21. Una funcion F' es una integral indefinida si y sélo si F' es absolu-

tamente continua.

Corolario 1.22. Toda funcion absolutamente continua es la integral indefinida de

su derivada.

1.3. Espacios de Banach

Un espacio normado es un espacio vectorial con una métrica definida por una
norma, la cual generaliza la idea de longitud de un vector en el plano o en el espacio,
y un espacio de Banach es un espacio normado que resulta ser un espacio métrico

completo.

10



1.3. ESPACIOS DE BANACH

El estudio de espacios normados de dimension infinita es una de la razones que
hacen al andlisis funcional tan interesante, pues es en ellos donde encontramos pro-
piedades inusuales y poco intuitivas, que sin duda enriquecen profundamente el

entendimiento de las matematicas.

Definicién 1.23. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K, donde K es R
o C. Una norma en X es una funcion ||| : X — R que satisface las siguientes

condiciones:
1. ||z|| > 0 para toda z€X,
2. Si||z|| =0, entonces x =0,
3. | Az|| = |A| ||z|| para toda Ne K y z€X,
4o Nz +yll < llell + llyll para toda z,y€X.

A la pareja (X, || ||) se le llama espacio normado.

Al comenzar esta seccién mencionamos las palabras espacio métrico completo. La
completez de un espacio métrico es uno de los conceptos fundamentales en espacios
donde hay una distancia definida, pues la propiedad de ser completo hace que otro

concepto esencial en las matematicas se revitalice, hablamos del concepto de limite.

Definicién 1.24. Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda suce-

sion de Cauchy en X converge en X.

Definicién 1.25. Sea (X, ||||) un espacio normado. Definamos la distancia entre
dos wvectores x,y € X como d(z,y) = ||z —yl||. Diremos que el espacio normado

(X, [|]]) es un espacio de Banach si (X,d) es completo.

Los siguientes ejemplos son espacios de Banach muy conocidos.

11
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L (,][]l,), 1 < p < oo, en este ejemplo I? = {z = (w,)p2, € K : 377 |5 <

00 D
ol - (Z\M”) |
j=1

2. (1) lo)s aqui, 1°° = {z = (z,)22, € KN : (z,)2°, es acotada} y

oo} v la norma es

-

2] o = suplan|.
neN
3. (¢, [llo), e ={z = (za)52y € KMt (2,)52, converge} y
2] o = suplan|.
neN
4. (co, | llo), donde cg = {z = (z,)32, € KN: lim z, =0} y
n—o0
2] o = suplan|.
neN
5. (C[a,b], I ||OO), donde Cla,b) = {f:[a,b] = K : f es continua} y

I fllee = sup [f(2)].

z€[a,b]
6. (Bla,b],|| |l ). aqui, Bla,b] = {f:[a,b] - K : f es acotada} y |||, definida

como en el ejemplo anterior.

7. Los espacios (LP(X,Z,,LL), I Hp), con (X,%, ) un espacio de medida, f es
medible y las clases de funciones LP(X, ¥, u) = {[f] : [|f|Pdp < co}. Aqui,

fl={9: X = K:f=g p—ctp}y

171, = ( / If\pdu> .

8. (L=(X, %, ), |l ) aqui, L®(X, %, p) = {[f] : 3M tal que |f(z)| < M p-ctp},
f medible y

3=

1fllo = mf {M : p{z:|f(z)| > M} =0}.

12
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La norma en estos espacios se considerara fija en este trabajo, es decir, siempre
que mencionemos a {*°, nos referiremos a (I°°, || || ), de igual manera con los deméds
espacios, esto nos evitara un uso excesivo de notacién.

Como observaciones generales de los ejemplos anteriores, se tiene que los espacios
¢o y ¢ son subespacios de [, y que Cla,b] y Bla,b] son subespacios de L>([a,b], £, ),
el cual denotaremos simplemente por L*[a,b] ; aqui, £ denota los Lebesgue medibles
de [a,b] y A la medida de Lebesgue en [a, b]. Siguiendo el mismo estilo, denotaremos

el espacio LP([a,b], L, \) por LP([a,b]).

No es necesario que indaguemos profundamente en estos espacios, por lo que
exhibiremos solo algunas propiedades bésicas relacionadas con su estructura de

espacios de Banach y conceptos que nos seran relevantes en el futuro.

Definicién 1.26. Sea (X, ||||) un espacio de Banach. Una sucesion (x,)5, en X

es una base de Schauder de X si para cada elemento v € X, existe una sucesion
unica de escalares (a,)22; tal que

lim
k—o0

=0,

k
Tr — E (075 7™
n=1

es decir, T =Y 7| Q.

Observemos que hay una notable diferencia entre una base de Schauder y una
base de Hamel. Una base de Hamel de X cumple que cada vector en X puede
representarse como una combinacién lineal finita de elementos de la base. Otro
hecho, consecuencia del teorema de categoria de Baire, es que, una base de Hamel

para un espacio de dimensién infinita debe de ser no numerable.

Teorema 1.27. La sucesion (e,);2, en el espacio (I, || ||,), donde

es una base de Schauder para [P, 1 < p < oc0.

13



1.3. ESPACIOS DE BANACH

No es dificil probar el enunciado anterior, la misma definicién de base de Schau-
der y la forma de los elementos de [” ofrecen una clave inmediata. El espacio Cla, b
también tiene una base de Schauder, ver [11], pdg. 352, y el sistema Haar es una
base de Schauder para cualquier espacio LP[a,b] con 1 < p < oo, ver [5] pag. 30.
Otro resultado adicional es que la existencia de una base de Schauder para un es-
pacio X implica la separabilidad del espacio. También es facil probar que [* no es
separable, lo que significa que para este espacio no existe una base de Schauder;

L>[a,b] comparte esta propiedad.

Definicién 1.28. Diremos que (x,)22, es una sucesion bdsica si (1,)5%, es una

o0

base de Schauder para la cerradura del espacio que genera, es decir, Span(r,)5 ;.

No cualquier sucesion (z,)%°; es necesariamente una base de Schauder para
el espacio que genera, debido a que es necesaria la independencia lineal del con-
junto. Claramente una base de Schauder (x,)2°; es una sucesién bdsica, donde

span(x,)>, = X.

Teorema 1.29. Una sucesion (x,)22, de vectores distintos de cero es una base de

Schauder para X si y solo si
1. span(x,)se, es denso en X,

2. existe una constante M tal que

n m
g ;0 E ;L
=1 i=1

para todos los escalares («;)2, y todo n < m, YmeN.

<M

Este teorema también implica que una sucesién (z,)5%; es una sucesién bésica

si y solo si la sucesion cumple la condicion 2.

Algunos renglones atras mencionamos la relaciéon entre base de Schauder y sepa-

rabilidad, y vimos que la existencia de la primera implica la segunda. Una pregunta

14
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natural que surge es, jtodo espacio separable tiene una base de Schauder? La res-
puesta es no, y esto fue demostrado por Per Enflo [7] en 1973. Otra pregunta que
vale la pena hacernos es, ;jtodo espacio de Banach de dimensién infinita contiene

una sucesion basica? En este caso, la respuesta es afirmativa.

Teorema 1.30. Cualquier espacio de Banach infinito dimensional contiene una

sucesion bdsica.

Ahora, necesitamos conocer otro concepto que surge en los espacios normados:

Convezidad uniforme.

Definicién 1.31. Sea (X, |/ ||) un espacio normado. Diremos que X es uniforme-
mente convexo si siempre que ()50, Y (Yn)o2, son sucesiones en X con ||z, | =

llynll = 1 para toda n€N vy tales que

=1,
n—00

1

entonces

lim ||z, — y,|| = 0.
n—oo

Pensemos en R? para entender mejor este concepto. Si tenemos dos sucesiones
en la esfera unitaria, para que el promedio de las sucesiones se acerque a la esfera,
es necesario que ambas sucesiones converjan al mismo punto. Por el momento, exhi-
biremos un ejemplo de un espacio de Banach donde es clara la falta de convexidad

uniforme.

Ejemplo 1.32. Consideremos el espacio de Banach (]RQ, (I ), observemos lo que
sucede con las siguientes sucesiones. Sean (2,)3, v (¥)52, tal que z, = (1 — 1,1)

Y Yn = (% -1, 1). Estas sucesiones cumplen que ||z,| = |yl =1 VneNy

! | -
Jom, H§<wn i) L =l Hé(O’z)Hw =t
Pero, también tenemos que
2 2
n—o0 n—00 n . n—00 n

15



1.3. ESPACIOS DE BANACH

Observemos que lo anterior es una consecuencia de la norma en cuestion, dado

que R? con la norma euclidiana es claramente uniformemente convexo.

Una propiedad que intuitivamente es de esperar en los espacios uniformemente

convexos es que todo subespacio es también uniformemente convexo.

Teorema 1.33. Cualquier subespacio de un espacio normado uniformemente con-

vezro es uniformemente convezo.

Por tltimo, presentaremos una propiedad de los espacios uniformemente conve-

x0s, este resultado fue originalmente probado por R. James en [10].

Teorema 1.34. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Si (x,)3

es una base de Schauder normalizada de X, entonces existe M >0 yr > 1 tal que

oo o0 T
S| <30 (3ot
n=1 n=1

para cada sucesion (a,)>, no idénticamente cero de nimeros reales.

16



Capitulo 2

Integral de Bochner

La integral de Bochner para funciones que toman valores en un espacio de Ba-
nach es una generalizacion de la clasica integral de Lebesgue. Como sabemos, esta
ultima se sustenta en el concepto de medida, por lo cual, serd necesario introducir-
nos de manera somera en algunas de las nociones bésicas de teoria de la medida
vectorial, con el objetivo de poder construir adecuadamente la integral de Bochner.
En los capitulos posteriores de este trabajo, tendremos oportunidad de examinar
algunas relaciones entre la integral de Bochner y la integral de Riemann vectorial.

El material que presentamos en este capitulo ha sido tomado de [6]; también
aclaramos que en lo que sigue, X siempre denotara un espacio de Banach con

norma || ||.

Definicién 2.1. Sea F un dlgebra de conjuntos definida en un conjunto €2. Diremos
que F': F — X es una medida vectorial si para cualesquiera FEy y FEo elementos
ajenos de F, se sique que F(EyUE,) = F(E))+ F(E,). Si ademds, (U, E,) =
> F(E,) en la norma de X para toda sucesion (E,)2, de elementos ajenos por
pares de F tal que |J,-, E, € F, entonces diremos que F es una medida aditiva

numerable.

Definicién 2.2. Sea F : F — X una medida vectorial. La variacion de F' es la

17



CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

funcion |F| : F — [0,00) dada por

[FI(E) = sup ) [|F(A

T Aer

donde el supremo se toma sobre todas las particiones m de E en un niumero finito
de elementos de F ajenos por pares. Cuando |F|(2) < oo diremos que F' es una

medida de variacion acotada.

Observacion 2.3. La variacion de una medida F es mondtona y finitamente adi-

tiva.

Demostracion. Mostraremos primero que es finitamente aditiva. Sean F y G ele-
mentos de F tal que 2N G = ¢. Supongamos que £'U G = |Jj_, Aj, con {A;}]_,
una particién de £'U G.

D_IFA)I=>_[[F (40 (EUG)|

j=1 j=1

— zn: |IF(A;NE)+ F(A;NG)|

J=1

<Y IFANE)| 4+ IF(A;NnG)|

J=1 J=1

< |F|(E) +[FI(G).

Por lo tanto, |F|(EUG) < |F|(E) + |F|(G).
Ahora, tomemos & > 0. Por definicién de |F|, existen particiones {B;}"_; y

{C;}, de E y G respectivamente, tales que

<SIFB) v -5 < Z |F(C

Como FUG = (U§:1 B;) U (Ui, Ci), entonces

[FI(E) -

l\.')lm

[FI(E) + [FI(G —€<ZIIF ||+Z||F ) < [FI(EVG).

De ambas desigualdades se concluye que |F|(EUG) = |F|(E) + |F|(G).

Veamos que |F| es monétona. Sean A y B elementos de F con A C B. Entonces,
[F[(B) = [F|(AU (B\A)) = |F|(A) + [F|(B\A) = |F|(A).

18



CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

Ahora, continuaremos con conceptos basicos de integrales vectoriales respecto a
una medida escalar. De ahora en adelante en este capitulo, estaremos suponiendo

que (€2,%, 1) es un espacio de medida finita.

Definicién 2.4. Una funcion f:Q — X se llama simple si existen x1, %, ..., T, € X

y B, By, ... E,€X tales que
i=1

donde xg,(w) =1 siweE; yxg,(w) =0 siw ¢ E;. Si E;NE; = ¢ para toda i # j

y Q =U;_, Ei, diremos que (2.1) es la representacion estindar de f.

Siempre que hablemos de una funcién simple f = >"" | x;xp,, estaremos supo-

niendo que Y x;xg, es la representacion estandar de f.

La integral de Lebesgue se construye sobre funciones medibles; siendo la integral
de Bochner una generalizacion de la integral de Lebesgue, necesitamos introducir

este concepto nuevamente, ademas de su version débil.

Definicién 2.5. Una funcion f:Q — X se llama p-medible o fuertemente medible
si existe una sucesion de funciones simples (f,)32, tal que lim || f,(w) — f(w)| =0
n—oo

para p-casi toda w € §2.

Definicién 2.6. Una funcion f:Q) — X se dice débilmente p-medible si para cada

AeX* la funcion compuesta Af:Q2 — R es u-medible.

El siguiente resultado, cuya prueba serd omitida debido a que se aleja de los
objetivos de esta tesis, es de suma importancia porque caracteriza la medibilidad
fuerte como la medibilidad débil mas una propiedad adicional que en muchos casos
es facil probar. Este resultado sera de gran utilidad para nosotros en el capitulo

tres. Su demostracién puede consultarse en [6], pag. 42.
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

Teorema 2.7 (Medibilidad de Pettis). Una funcion f:Q — X es fuertemente

p-medible si y solo st
1) existe E€Y. con pu(E) =0 tal que f(Q\E) es un conjunto separable de X,

2) f es débilmente medible.

La prueba del teorema de medibilidad de Pettis, produce el siguiente corolario

que mas adelante nos sera de utilidad.

Corolario 2.8. Una funcion f:€Q — X es p-medible si y solo si f es p-ctp el
limite uniforme de una sucesion de funciones p-medibles que toman a lo sumo una

cantidad numerable de valores.

Mostraremos ahora un lema que a pesar de su sencillez, guarda una importante

relacion con la integral de Bochner.

Lema 2.9. Sea f:Q — X una funcion fuertemente medible. Entonces la funcion

real | f||: Q2 — R dada por || f|| (w) = || f(w)|| es medible.

Demostracion. Como f es u-medible fuertemente , existe una sucesiéon de funciones
simples (f,,)5°; tal que nh_)rgo | fn(w) — f(w)|| = 0 casi en todas partes. A partir de
que

[ utw)| = 1) | < lulen) — £
para toda n € N, se sigue que

T | )l = 17| < i 1a(w) = F@)]) = 0.

Por lo tanto, || f]| es medible. |

Para proseguir, definiremos la integral de una funcién simple con respecto a una

medida.
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

Definicién 2.10. Sea (2, %, u) un espacio de medida finita y p:Q — X simple tal

que © = Y x;XE,. La integral de ¢ con respecto a p es el vector
i=1

/ngdu = Zazlu(El)
i=1

/ pdp = / OXEdfL.
E Q

Una de las consecuencias inmediatas de la definiciéon 2.10 es el siguiente lema,

St EF e entonces

el cual es muy sencillo de probar por lo que no incluiremos su demostracién.

Lema 2.11. Si ¢ : Q — X es una funcion simple, ¢ = Y. x;Xp,, entonces la

funcion norma ||@|| es una funcion simple con representacion estindar

lell =D llaill x-
i=1

Ademds
L= auEy v | [ o < [otan
0 p Q 0

El siguiente resultado asegura la unicidad de la integral, garantizando asi, su

apropiada definicién.

Lema 2.12. Sea f:€) — X fuertemente medible. Supongamos que para dos suce-

siones ()22, y ()32, de funciones simples se tiene que ||f — onll y ||f — ¥nl]

son Lebesque integrables VYneN y

h’m/llf—soanu= h'm/Hf—wanMZO-

Entonces VE €3 se tiene que

n—o0

lim | pdp = lim/wnd,u.
E n—oo E

21



CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

Demostracion. Sean (,)5, v (¥n)22, con las propiedades anteriores y E € X,

observemos que

/wndu—/sf)mduH 2’/(<pn—s0m)duH
B E FE

E

< [ 15 =elldu+ [ 1= onldu
E E

Por lo que tenemos que lim HfE Ondp — fE gomduH = 0. Lo que implica que
n,Mm—00

( / 5 gpndp)zozl es una sucesion de Cauchy en X y como X es un espacio de Ba-

nach esta sucesion converge. Lo mismo sucede para la sucesion ( / 5 7/Jndﬂ) 20:1' Asi,
| [onti= [ e < [ 07 =eatans [17 = vl <
E E E E
para n suficientemente grande. Se sigue que [ £ Pndp = /, 1 Undp. |

Definicién 2.13. Una funcion u-medible f:€2 — X es Bochner integrable si existe

una sucesion de funciones simples (f,)% tal que

iy [ 115 = Sl =0
n—oo Q

En este caso, fE fdp esta definida para E €3 como

/fd,u: lim [ f.du.
E n—oo E

La familia de todas las funciones f:{2 — X Bochner integrables constituye un
subespacio lineal de las funciones fuertemente medibles de €2 en X y la integral de

Bochner actia como un operador lineal de 2 a X.

Teorema 2.14. Sean f,g:Q) — X dos funciones Bochner integrables y o, 5 € R,

entonces af + Bg es Bochner integrable y para toda E €3

/E(Oéerﬁg)du_Oé/Efdquﬁ[Egdu.
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

La prueba del teorema anterior es muy sencilla, daremos una breve explicacion
sin entrar en detalle. Como f y g son Bochner integrables, existen sucesiones de

) . o o . .
funciones simples ()5, v (9,)32, que satisfacen lo expresado en la definicién

anterior. La sucesién de funciones simples necesarias para probar la integrabilidad

de af + Byg es (afn + Bgn)> .

El siguiente teorema muestra la relacién entre la integral de Bochner de una

funcién f y la integral de Lebesgue de la funcion || f].

Teorema 2.15. Una funcion p-medible f:Q — X es Bochner integrable si y sélo

si fo £ dis < oo.

Demostracion. (=) Supongamos que f es Bochner integrable. Sea (f,)r, una

sucesién de funciones simples para fQ fdu. Dado € > 0 existe N € N tal que

Jo IIf = fll di < €, por consiguiente

/Q||f||dué/Q||f—fzv||du+/ﬂ||fN||dM<€+/E||fN||dM<OO-

(<) Supongamos que f es p-medible y que [, |/ f||du < oo. Por el corolario

2.8 escdjase una sucesion (f,,)>2; de funciones medibles que toman a lo més una

1

cantidad numerable de valores tal que |f — fu|| < - para toda n € N. Como

[ fall < NI f]l + 2 p-ctp y estamos en un espacio de medida finita, entonces

/anHdMS/HfHd/L—i-@<oo
Q Q

n

para toda n € N. Escribamos
fo=>_ 25X i
m=1
donde Ei(n) N E](A") —¢sii#j, EW ey, 2 eX para toda meN. Como

[ W= /u;:

23

o Il dpe,
Em

=1



CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

tenemos que

lm Ml =0

m—ro0 oo
UiZm+1 B

para toda n €N. Se sigue que dado n €N existe un indice p,, tal que

£(§2)
/Oo - | full die < —

m=pn+1—Mm

Pn

c™MEM asi cada funcién simpl i
Pn_xm Ew’, asi, gn es una funcién simple y se sigue que

Lr=adaws [0r=sldu+ [ 15, ol
Q Q Q
1(€2) / - (n)
< —= n

m:pn“‘1

Q o
Y D e P

Sea g, =

dp

IN

n
m=pn+1
0
<ML 1ol dp
n ;.s:Pn+1 7(7?)
Q
_n©) | u©)
n n
21(Q)

n
Tomando el limite cuando n tiende a infinito tenemos que f es Bochner integrable.

Mostraremos ahora que la integral de Bochner se comporta como se esperaria de
un concepto que es una generalizacion de la integral de Lebesgue. Es decir, cumple

de manera andloga algunas propiedades fundamentales de dicha integral.

Teorema 2.16. Si f es una funcion Bochner integrable con respecto a p, entonces

1) || [ fdp| < [pllfl dp VE € 5.
2) y(lg)gofE fdu = 0.

3) Si (E,)22, es una sucesion de elementos ajenos por pares en % y definimos

E como E =\, E,, entonces

/E pan=3 [ sin
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

4) Si F(E) = [, fdu, entonces F' es de variacidn acotada y

FI(E) = [E 11 ds.

Demostracion. Demostraremos 1) primero para funciones simples Bochner integra-

bles. Sea E€X y f:Q — X dada por f = > | x;xg,, entonces

JE

Z (BN E)

=1

<3 el w(E N E)

=1

-/ (ZuxinW) i
Q \ =1

- / e
E

Tomemos ahora f Bochner integrable. Consecuentemente, existe una sucesién de
funciones simples (f,)2, tal que lim [, || fn — f|| dp = 0. Observemos que ¥n € N
n—oo

se tiene que

‘ [ Ul [ 151

por lo que nh_g)lo Sl falldp =[5 || fIl dps. Luego

/fduH _ lim/fnduHZ lim ‘/fnduH < lim / IIntIdu:/ 11l di.
E n—oo @ n—00 E n—oo [, E

Para demostrar 2), como [, ||f|| dp < oo, se tiene que

] / fduH < [ 17ldn

Tomando el limite cuando p(E) tiende a cero se concluye lo deseado.

< / [ ull 1171 | e < /E I = full dus

- |[E<anu 1A i

Ahora, sea (E,)?°; C ¥ una sucesién ajena por pares y sea E = |J | E,.

Observemos que Vk € N se cumple que

A fduH < [ 1l < .

25
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

Asi, cuando k tiende a infinito, se sigue que
S| [ sl < [usnan <o

De aqui, >, [ g, Jdp converge absolutamente en X. Sea (f;);2; una sucesién

para fQ fdu. Notemos que la integral de Bochner es finitamente aditiva; si m € N

entonces
/ fdp = lim frdp
Uiy Bn o0 U, Ba
= lim fkd,u
k—)oo

= hm/ fedp
k—o00
S
n=1 En

Como se tiene que lim p( ;2 E,) =0, entonces
m—r0o0

n=m+1

/ Jdu
U i1 Bn

n=m-+1

lim =0.

m— 00

lim / fdu
m—r0o0 o E

n=m+1 "

Con estos dos hechos, observemos ahora que

[ gaw=> [ g =g | [ gaue [ g
UZO: E n=1 n oo UZO:1 En UZ:I En

1 E&n
= lim / fdu
m—o0 Uoo

n=m-+1 En

lim
m—0o0

Por lo tanto,

/Efduz/w fdp = Z fdu.

n=1 n

Por tltimo, definamos la medida F:¥ — X como F(E) = [ 5 Jdp y veamos que

F' es de variacion acotada. Sea m una particion finita de FE € X, entonces

Sl =X | [ s < [ rtan= [ i1 <o

Aen Aer Aer
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

lo cual implica que |F|(E) < .

Mostremos ahora que |F|(E) = [, ||f||du. Sea e > 0 y seleccionemos una su-
cesion (f,)o2, de funciones simples tal que nh_)rrolo Jo If = full dip = 0. Fijemos ng de
modo que

/ Hf_fnoHd:u <€
Q

y sea B € ¥. Como f,, = > ;_, TkXa, €0 su representacién estdndar, tomemos la

particion 7’ = {E;};_;, donde Ey = A, N E, para la cual, se tiene que

[l = [ S ol e
FE Q =1

= ||zl n(Ax N E)

k=1

=D llmn(Acn B)|
k=1

r

S|l
IRCH

Epen
Ahora, podemos escoger una particion © de E que refine a 7’ tal que
0<|FI(E)=) / fduH <e
c

Cem
debido a que dado € > 0 existe n” particiéon de E tal que

/ fd,uH < e.

Tomando 7 = {C’ =E.NB: EkGTF/,BETFN} se sigue que

TR Y

0<|F|(E

Bern”

Ben! Ben! || Eyen! xNB
<> Z fdMH
Bern" Ejen’ EkﬁB

/ Jdu||,
Cen c

-
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

de modo que efectivamente,

|FI(E

/fduH < |FI(E

Para esta particién también se tiene que

[ Wl = > > fnodu'

pues 7 es refinamiento de n’/. Ademads, se sigue que

-] <l o oo

< Z/ 1 = fooll du

Bemn

— d
S[EIIf fooll dt

/ fduH < e.

Cen Ben!

Bem

Por 1ltimo, usando la particién 7 y la iltima desgualdad, tenemos que

FIE) = [ 1lldn = LCEY / fnoduH
< |1F1B) - 3 / fduH > >/ fduH / fnoduH
< ’F’(E)_BZ@ /deuH +B§T /deuH— /BfnoduH
< 2¢e.

Con ello concluimos que |F|(E) = [, ||f]| dy. m

Corolario 2.17. Si f y g son Bochner integrables y para toda E € ¥ se tiene que

Afduz/Egdu,

entonces f = g p-casi en todas partes.
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

Demostracion. Consideremos la medida F(E) = [,(f — g)du. Entonces F(E) =0

para toda E € ¥, por lo que |F|(E) = 0 para cada E € %, asi,

0= |F|(Q) = / 1 — gl du.

Es decir, || f — ¢]| = 0 p-ctp. [ |

Afortunamente, la integral de Bochner tiene un resultado analogo al teorema de

convergencia dominada de Lebesgue.

Teorema 2.18 (Convergencia dominada). Sea (2,3, 1) un espacio de medida finita

Y (fn)22, una sucesion de funciones con valores en X y Bochner integrables en Q.

St lim f, = f p-ctp y si existe una funcion g: €2 — R Lebesgue integrable con
n—o0

| full < g p-ctp, entonces f es Bochner integrable y para toda E € X

i [ fudu= [ fda oyt [ 7= gl du=o.

Demostracion. Observemos que || f — f.|| < 2g p-casi en todas partes. Entonces
|f = fnll es una funcién Lesbesgue integrable Vn € N que converge a 0 cuando
n tiende a infinito. Por el teorema de convergencia dominada para la integral de
Lebesgue ordinaria, se sigue que nlgg(} Jo If = full = 0 p-ctp.

o0
Ahora, Vn € N existe una sucesion de funciones simples <<p7(n,7f)) tal que
m=1

lfm / | fu — &2 dpe = 0.
Q

m—0o0

Elijamos para cada n € N, m,, €N de modo que

1
L=l =+
QO n

oo
) ) es una sucesion de funciones simples tal que

Entonces ((pn?

n

n=1
[ =etlan< [ 0=l [ g~ etz dn
Q Q Q
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

para toda n € N. Consecuentemente

i [ = 62| du =0
Q

n—oo

por lo que f es Bochner integrable. Sea F €3, se sigue que

/fd,u— 11m/ o dy = hm/fnd,u

debido a que

[ ]

para cada n€N. [ |

et - s < [ et - sl <

El siguiente teorema exhibe una propiedad muy 1til de la teoria de la integral
de Bochner que no tiene analogo no trivial en la teoria de integracion de Lebesgue

ordinaria.

Teorema 2.19. Sea f:Q) — X Bochner integrable y Y un espacio de Banach. Si
TeL(X,Y), entonces Tf:Q0 — Y es Bochner integrable y para toda E €Y. se tiene

/IEdeM:T</JEfdu).

Demostracion. Consideremos primero una funcién f simple, f = >"" | z;xg,. Como

que

T eslineal, Tf =>"" | T'(x;)xE, es simple, entonces

T(/Efd,u> :T<inu(EﬂEi)) = ZT(xi)u(EﬂEi) = /Edeu.

i=1

Supongamos ahora que f es Bochner integrable. Entonces existe una sucesion
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

de funciones simples (f,,)o2, tal que lim [, || f — full d = 0. Asi, para cada E €,
n—oo

() o)
([ nn)

= lim [ Tf.dp
E

n—o0

= /EdeM.

La ultima igualdad se tiene porque

/ETfndM—/EdeMH S/EIIT(fn—f)HduS ||T||/E||fn—f||du<€

para n suficientemente grande. |

Corolario 2.20. Sean f,g:€) — X dos funciones p-medibles y supongamos que

para toda A € X* se tiene que Af = Ag p-casi en todas partes. Entonces f = g ctp.

Demostracion. Sea A€ X* y E, = {weQ | f(w)| <n,l|g(w)|] < n} para toda
neN. La sucesién (E,)22, es una sucesion creciente y ademds Q = (J'~ | E,. Dado
que f y g son ambas acotadas en E,, tenemos que las integrales [ 2 x|l du
v [z ll9xE,|l dp son finitas para toda E € Y. Consecuentemente, las integrales de

Bochner

/ Ixe.dp y / 9XE,dp,
E E

existen para toda E € Y. Por el teorema anterior

[E Afxm,dp = A( /E fxEn),

con lo se concluye que

A ( / fxEncm> A < / ngndu>
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CAPITULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER

para toda E €. Si ahora fijamos FE, tenemos que VA € X*

A(/ fxEndu—/ngndu) =0,
E F

y como consecuencia del teorema de Hahn-Banach, se sigue que

/ fxe,dp = / 9XE,dfL
E FE

para toda €. Ahora, por el corolario 2.17, se tiene que fxp, = gxg, -ctp para

toda neN. Como lim fxg, = f y de forma andloga para g, obtenemos finalmente
n—oo

que f =g p-ctp. [
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Capitulo 3

Integral de Riemann en espacios

de Banach

En este capitulo desarrollaremos algunos aspectos basicos de la integral de Rie-
mann para funciones con valores en un espacio de Banach real. Iniciamos con algunos
conceptos necesarios para definir dicha integral, veremos algunas de sus propiedades
y ejemplos que muestran el comportamiento cualitativamente distinto al ocurrido
en el caso real, lo cual sin duda es una de las principales razones que motivan su
estudio.

Aclaramos al lector que nuestra exposicién esta basada en [8].

Definicién 3.1. Sea {t;}Y, una particién del intervalo [a,b]. Escribiremos como

At; la longitud t; — t;_1 y definimos la norma de la particion como el nimero
|P| := max{Aty, ..., At,}.

Si para cada intervalo de la particion P elegimos etiquetas s; € [t;_1,t;] diremos que
P es una particion etiquetada y la denotaremos por P = {s;, [ti_1,t:]}Y,. En una
particion etiquetada la norma es definida de igual manera que en una particion sin

etiquetar.

Definicién 3.2. La particion (etiquetada) Py es un refinamiento de la particion

(etiquetada) Py si los puntos de Py estdn contenidos en el conjunto de puntos de
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Ps. Ademds, llamaremos refinamiento comun a la particion Q que contiene los

puntos de Py y Ps.

Durante este capitulo se hard un uso constante del concepto de particion y
particion etiquetada y, aunque no se tenga una notacién particular para diferenciar
ambas, se aclarara cuando se hace uso de cada una en los momentos en que se
considere necesario.

Algunas veces se utilizara la expresion intervalos de la particion para referirnos
a los intervalos cuyos extremos son puntos consecutivos de la particiéon. Ademas,
siempre que se hable de una particién, se entendera que se trata de una particion
del intervalo [a, b] a menos de que se especifique lo contrario. Para no hacer un uso
excesivo de notacién, escribiremos simplemente X para referirnos a un espacio de

Banach real (X, || |]).

Como vimos en la seccion de la integral de Riemann-Stieltjes del primer capitulo,
es necesario presentar primero el concepto de suma de Riemann para posteriormente

definir la integral de Riemann.

Definicién 3.3. Dada una funcion f:[a,b] — X y una particion etiquetada P =
{si, [ti—1, t:]}, definimos la suma de Riemann de f correspondiente a P como el

vector en X
N

S(f,P) = Zf(si)Ati.

En la siguiente definicion, exhibiremos dos formulaciones de la integral de Rie-

mann vectorial, a semejanza del caso real.
Definicién 3.4. Sea f:[a,b] — X.

a) La funcion f es Rs integrable en [a,b] si existe un vector z€X con la siguiente
propiedad: para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que |S(f,P)— z|| < € siempre

que P es una particion etiquetada de |a,b] que satisface |P| < §.
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b)

La funcion f es Ra integrable en [a,b] si eziste un vector z € X con la si-
guiente propiedad: para cada € > 0 existe una particion P. de |a,b] tal que

|S(f,P) — z|| < e siempre que P es una particion etiquetada que refina a Pe.

La primera observacién que podemos hacer de estos conceptos es que el vector

z es unico. En efecto:

a)

Sea f Rs integrable. Supongamos que existen vectores distintos z,w € X que
satisfacen la definicién de Ry integrabilidad de f. Entonces para toda € > 0

existe d; > 0 tal que
3

IS(P) = 2l < 5

siempre que P es una particién etiquetada de [a,b] con |P| < ;. Ademas

existe d; > 0 de modo que
IS(£.P) = wl < 5
siempre que |P| < ;. Eligiendo 6 = min{dy,d>}, entonces
Iz —wl| < [[S(f,P) = 2| +]S(f,P) —wl| < e
siempre que |P| < 0. Asi z = w, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto z

es Unico.

Sea [ Ra integrable en [a, b]. Supongamos que la R, integral de f no es unica.
Sean asi z,w € X Rp integrales de f con z # w. Para ¢ > 0 existen particiones
P1y Ps tal que

15(7,Q) — =l < 5
siempre que Q; es un refinamiento de P;. Igualmente

1S/, @2) = wl < 5

siempre que Qs es un refinamiento de P,. Asi, sea P, el refinamiento comun

de P; y P», entonces
|z —wl] < |IS(f,P) — 2| + [IS(f, P) —w]| <,
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lo cual contradice que z # w. Asi la Ra integral de f en [a, b] es tnica.

Notemos que una funcién f integrable en cualquiera de los dos sentidos anteriores

es acotada. En efecto:

a)

Supongamos que f es Rs integrable en [a,b]. Sea s € [a,b] y z la Rs integral
de f en [a,b]. Para ¢ = 1/2 existe 6 > 0 tal que ||S(f,P) — z|| < 1/2 siempre
que |P| < §. Ahora, sea Q@ = {t;}¥, una particién fija de [a,b] de modo que
la longitud de todos los intervalos sea igual a ¢/2, excepto posiblemente en el
ultimo intervalo, en cuyo caso su longitud es menor. Asi, s € [t;,—1,1;,] para
algin ip€{1,2,...,N}.

Elijanse etiquetas s;, §; € [t;_1,t;] tal que s, = s, S5, = tiy, y S€a $; = §;

elegida al azar cuando 7 # iy5. Entonces
1(£(s) = f(ta)) Aty || = Z fls)At; — Z f i
< Z Fls)At; — 2

<1,

N

i=1

por lo que || f(s)]| < At;;" + ||f(ti)]| - Recordemos que Aty, = /2, o en caso

de que ig = N se tiene que At;, < /2. Asi,

1) < max { s {2+ 15000 5 1701

lo que implica que f es acotada en |[a, b].

Supongamos que f es R integrable en [a,b]. Sea z la integral de f y s €
[a,b]. Tomando & = 1/2 existe una particién P. = {t;}¥, de [a,b] tal que
|S(f,P) — z|]| < 1/2 siempre que P sea un refinamiento de P, consecuente-

mente existe ig€{1,..., N} tal que s€[t;,_1,t;].

Escéjanse etiquetas s;, $; € [t;_1,t;] de modo que s;, = sy S;, = t;, y sea

36



CAPITULO 3. INTEGRAL DE RIEMANN EN ESPACIOS DE BANACH

s; = §; elegida al azar cuando i # ip. Entonces
1(£(s) = f(ti)) Aty || = Z f(si) At - Z /(3
Z f(s)At; — 2

< 1.

N

+ 1D fE)AL — 2

i=1

IN

Asi, se tiene entonces que || f(s)|| < At;" + || f(t,)]], luego

IF () < i {AG+ 7@

por lo que f es acotada en [a, b].

El siguiente resultado exhibe una propiedad compartida por la integral de Rie-

mann real y la integral de Riemann vectorial.

Teorema 3.5. Una funcion f:[a,b] — X es R integrable en [a,b] si y solo si f

es Ry integrable en [a,b).

Demostracion. (=) Supongamos que f es R integrable. Sea z la integral de f
y M una cota para f en [a,b]. Sea ¢ > 0y P. = {t;}Y, particién de [a,b] tal
que ||S(f,P) — z|| < e siempre que P es una particion etiquetada que refina a P,
tomemos 0 = ¢/4M N. Mostraremos que ||S(f,P) — z|| < € siempre que |P| < 6.

Sea P una particién etiquetada de [a,b] con |[P| < 0. Sea P; el refinamiento
comun de P y P. con etiquetas de modo que cada intervalo de P; que coincide con
P tiene la misma etiqueta que P y en los demés casos es arbitraria. Tomemos de
la particién P los intervalos [cx_1,¢x] con 1 < k < K que contienen puntos de P
en su interior, observemos que K < N — 1.

k k

- _ koo
Ahora en el intervalo [c,_1,ci] sea cx1 = uy < uy < ... < u,; = ¢ donde

{uF}™! son los puntos de P. en (cp_y,cx). Llamemos s;, a la etiqueta de P en

k

¥ |, uf]. Entonces

[cr_1,cx] v UF la etiqueta de Py para [u}
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IS(f,P) = S(£. POl =D {f@kmck -3 f<vf>Auf} H
k=1 =1
{f<sk) ZAuf —~ Zf(vfmu?}

(f(sk) - f(vf)Auf)

]~

k=1

[
Mw

1 =1

Nk

MW

| £si) = £ Ak

i

1 =1

Ahora, usando que f es acotada se tiene que

K ng
ISCf£,P) =S PO <D 0D 2MAuf

k=1 i=1
K
k=1
<2M(N —1)6
E g
—9M(N — 1 Z
( V1N < 2

Como P; es un refinamiento de P., concluimos que

IS(£.P) = 2| < IS P) = SUPOI+ISUP) =2l < 5 + 5 ==,

por lo que f es Rs integrable en [a, b].

(<) Supongamos que f es Rj integrable en [a,b]. Sea z la Rs integral de f y
e > 0. Existe 6 > 0 tal que ||S(f,P) — z|| < € siempre que P es una particiéon de
[a,b] con |P| < 4. Elijamos P. = {t;}, tal que At; < §. Se sigue que cualquier
refinamiento P de P. cumple que |P| < |P.| por lo que [|[S(f,P) — z|| < ¢, asi f es
Rs integrable. |

Definicién 3.6. La funcion f : |a,b] — X es Riemann integrable en |a,b] si es
Rs o Ra integrable en [a,b]. Denotaremos por R([a,b],X) el conjunto de funciones

Riemann integrables de [a,b] a X.
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Durante el siguiente resultado haremos uso del concepto conocido como envol-
vente convera. En el apéndice de esta tesis pueden encontrarse las demostraciones
de algunas de sus propiedades, las cuales utilizaremos durante la exposicion de la

siguiente prueba. Aqui sélo presentaremos su definicién.

Definicién 3.7. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial X. La envolvente
conveza de S, denotada por co(S) es la interseccion de todos los conjuntos convezos

que contienen a S.

Recordemos que en la definiciéon de Rs y Ra integrabilidad en [a,b] de una
funcién f, se necesita de la existencia de un vector z € X que cumpla dichas ca-
racteristicas. Sin embargo, el siguiente teorema es de especial importancia, ya que
muestra algunos criterios que permiten la Riemann integrabilidad de f sin tener

que conocer la identidad del vector z.
Teorema 3.8. Sea f:|a,b] — X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) f es Riemann integrable en [a,b].

2) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que ||S(f,P1) — S(f,P2)| < & para todo par

de particiones etiquetadas Py y Py de [a,b] con norma menor a §.

3) Para cada e > 0 existe una particion P. de [a,b] tal que ||S(f,P1) — S(f, Pa)|| <

€ para todas las particiones etiquetadas Py y Pa que refinan a P-.

4) Para cadae > 0 existe una particion P, de [a,b] tal que ||S(f, P1) — S(f,P2)|| <
€ para todo par de particiones etiquetadas Py y Po con los mismos puntos que

735 .

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que f € R([a,b],X). Sea ¢ > 0y z la integral de Riemann de
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f. Como f es integrable existe 6 > 0 tal que ||S(P, f) — z|| < €/2 siempre |P| < 4.

Sean Py y P, particiones etiquetadas de [a, b] con normas menores a ¢, entonces

IS(FPr) = S Pl < IS(FPr) = 2l + [z = S(f, Po)
<e/2+4+¢/2

= E.

2) = 1) Supongamos que Ve > 0 existe 0 > 0 tal que ||S(f,P1) — S(f,P2)| < ¢
para todo par de particiones etiquetadas con |P;| < §, i=1,2. Ahora sea d, tal que
IS(f,P)—S(f,Q)|| <1/n V¥n € N siempre que Py Q tengan norma menor a ¢, y
tal que 0,41 < 0,,. Para cada n €N, sea P,, una particién etiquetada con |P,| < J,.

Asi, si m > n entonces
1S(f. Pn) = S(f, Pr)ll < 1/n,

por lo que la sucesién (S(f, Pn))zo:l es una sucesion de Cauchy en X y como X es un

espacio de Banach, la sucesién anterior converge en X. Asi sea z = lim S(f, Pp,).
m— o0

Con ello tenemos que VneN
108, Pn) — 2| < 1/n.

Veamos que z es la integral de Riemann de f. Sea ¢ > 0, K €N tal que K > % Sea

P una particién de [a, b] con |P| < 0k, entonces

1S, P) = 2l < [1S(f,P) = S(f, Pro)ll + 1S(f, Pre) — 2l < e

1) = 3) Sea f€R([a,b],X) y sea z la integral de f. Asi dado ¢ > 0 existe P tal que
|S(f,P) — z|| < €/2 siempre que P refina a P.. Sean asi Py, Py dos refinamientos

de P., entonces

1S(f,Pr) = S(L P < NS Py) = 2l + 112 = SO, Pl < e

3) = 1) Supongamos que para ¢ > 0 existe una particiéon P. de [a,b] tal que

IS(f,P1) — S(f,P2)|| < e para cualesquiera dos particiones Py, P etiquetadas que

40



CAPITULO 3. INTEGRAL DE RIEMANN EN ESPACIOS DE BANACH

refinan a P.. Sea Q, tal que ||S(f, Q%) — S(f, Q)| < %, siempre que Q', Q7
refinan a Q,,, Vn € N. Llamemos (P,,)5°; a la sucesién de particiones cuya particion
P,, tiene todos los puntos de las particiones Q; para 1 < i < n, es claro que P,

es un refinamiento de P,,_; para toda n € N. Asi dado € > 0 existe N € N tal que

N~! < ¢, de modo quesim >n>N
1S(f,Pa) = S(f, Pm)l| < N7t <,

por lo que (S(f, Pn))zozl es una sucesion de Cauchy en X. Sea asi z = nlglgo S(f, Pn).
Observemos que ||S(f,P,) — z|| < 1/n. Asi, seaec >0, NeNcon N~' <¢g/2y P
un refinamiento de Py, entonces por la forma en que hemos definido a P,, tenemos
que

por lo tanto f €R([a,b],X).

3) = 4) Supongamos que para cada € > 0 existe una particién P, de [a, b] tal que
IS(f,P1) — S(f,P2)|| < e para toda particién etiquetada P; y Py que refinan a P..

Basta elegir P; y P con los mismos puntos que P..

4) = 3) Supongamos que para cada € > 0 existe una particién P, de [a, b] tal que
|1S(f,P1) — S(f,Ps)|| < e para todo par de particiones etiquetadas P; y Py con los
mismos puntos que P..

Sea ¢ > 0y P. = {t;}¥, particién de [a,b] tal que ||S(f,P1) — S(f,Po)| < ¢
para todo par de particiones etiquetadas P; y P, con los mismos puntos que la
particién P.. Sea Py = {t;, [t;_1, ;| }¥,, para cada i€ {1,2, ..., N} sea W; el conjunto

{f(t)At; - tet;_1,t;]} € Xy por ultimo, llamemos W al conjunto

Notemos que ||z|| < € para toda = en co(W — W). En efecto, sea x € co(W — W)

y a; > 0paral <i < mtal que ) ", a; = 1. Entonces z = > " o,x;, donde
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e (W — W), por lo que
N N
c (Z DY Wj)
=1 =1

y asi x; = S(f, Q;) — S(f, Q.) para algun par de particiones etiquetadas Q;, Q) con

los mismos puntos que P.. Se tiene entonces por hipdtesis que

]l = S(f. Qi) —5(f, Q)

< Zaz‘ HS(f7 Qi) - S(f7 Q;)H

<i&i§

Sea ahora P = {uvy, [ug_1,us] }AL, una particién etiquetada que refina a P.. Para

cada 7 sea k; el indice k tal que u; = t;. Entonces

S(f,Po) = S(f,P) = Z {f(ti)Ati - Z f(Uk)Auk}

i=1 k=k;_1+1
N
i=1 k kioq+1 k=k;i_1+1
N ki
=> f(t) Ay — f (o) Auy,
=1 k=k; _1+1
N k
- Auk
=3 A (F(E)A5 = Fu)An)
i=1 k=k;_1+1
N
€ co(W; — W)
i=1
N
= co ( > Wi m)
i=1
= co(W — W),

asi, |S(f,Po) — S(f,P)|| < e/2. Sean Py y P, particiones etiquetadas que refinan

a P., luego

1SCf,Pr) = S P < WS P = SUPo)ll + 150, Po) = S(F Pl < e
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Por el hecho de que la integral toma valores en un espacio de Banach X, vale la
pena preguntarnos qué podemos decir acerca de los elementos del dual de X y la

integral de Riemann, por lo que presentamos la siguiente definicién.

Definicién 3.9. Sea f:[a,b] — X.
a) La funcion f es débilmente medible si Af es medible para toda A€ X*.

b) La funcién f es de variacion acotada débil en |a,b] si Af es de variacion

acotada en [a,b] para toda A € X*.

c¢) La funcion f es de variacion acotada externa en el intervalo [a,b] si se cumple

Zfil(f(dz) — f(cz))H } es finito, donde el supremo se toma sobre

que sup {
todas las colecciones finitas de subintervalos {[c;, d;]}¥., de [a,b] que no se

traslapan. Denotaremos la variacion externa como Var*(f).

d) La funcion f es una derivada escalar de F:[a,b] — X en |a,b] si para toda
AeX* la funcion AF es diferenciable casi en todas partes en [a,b] y (AF) =
Af ctp en |a,b].

Durante el transcurso de esta tesis indicaremos la norma de un elemento A € X*

mediante la notacién ||A||,.

La primera observacion que surge acerca de la definiciéon anterior es que los

conceptos de variacion acotada externa y variacion acotada débil son equivalentes.

Teorema 3.10. Sea f:[a,b] — X, la funcion [ es de variacion acotada débil si y

solo si f es de variacion acotada externa.

Demostracion.

(=) Supongamos que f es de variacién acotada débil en [a,b] y sea {[c;, d;]}_, una
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:AGX*}
AeX*}

< sup {me —Af(e)] AEX*}

IIAII <1

coleccion finita de subintervalos que no se traslapan. Entonces

)| = sup {A(Zk: (f(dz-)—f(ci)))

[AllL<1 i—1

= sup {ZAf Af CZ

AllL<1

k

Z (f(dz) — f(a)

=1

El supremo se alcanza en la iltima desigualdad gracias al teorema de Hahn-Banach,

asi que existe A’ de modo que

> (f(dy)

=1

< Z IA'f(d fle) < Var(N'f),

y consecuentemente f es de variaciéon acotada externa.

(<) Supongamos que f es de variacién acotada externa. Sea A€ X* y P = {t;}¥,

una particién de [a, b]. Entonces

f) IAF(t) = Af(tin)| = fj sgn (A () = Af(t1) (A () = Af(ti0))
; an (A(F(t) = £(t0) ) (A(F8) = F(ti-0))
= A (i )= ft)) () - f(tH)))
(i )= F(te)) (£ - f<ti1>)>
)
\,

donde I; = {1 <i<N: Sgn<Af(tl-) - f(ti_1)> > 0} y Iy = [a,b]\I;. Se sigue que

< JIAIL isgn(A(f(ti) — flti) ) (£t -

= [IA[l, Z (f(t:) = f(ticn)) — Z (f(t:) = f(tin))

el i€lr

N
D IAF(E) = Af(t)] S AL D £ = FEn)|| + AL [ D f(t) -
=1 i€l i€l
< 2[All, Vart(f),
lo que implica que f es de variacién acotada débil. |
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En el siguiente teorema mostraremos algunas propiedades fundamentales de la

integral.

Teorema 3.11. Sea f:[a,b] — X Riemann integrable en [a,b], entonces

a) La funcion f es Riemann integrable en todo subintervalo de |a,b.

b) Sice(a,b), entonces fabf = [ f+ fcd f.
c) Si M es una cota de f entonces Hf;f” < M(b—a).

d) SiT: X — Y es un operador lineal continuo y Y un espacio de Banach,

entonces Tf es Riemann integrable en [a,b] y fab Tf= T(fab f).

e) Para cada A € X*, la funcion Af es Riemann integrable en [a,b] y fab Af =
Afabf. Asi, f es débilmente medible y para toda A € X* la funcion Af es

continua ctp en [a,b].

Demostracion.

a) Supongamos que f es Riemann integrable en [a, b] y sea [c, d] un subintervalo
de [a,b]. Como f es Riemann integrable, dado & > 0 existe una particién P

tal que ||S(f,P) — S(f, Q)| < e siempre que P y Q son refinamientos de P-..

Consideremos la particién P. de [c,d] dada por P. = P. N [c,d] U {c,d}.
Sean Py Q dos refinamientos de P. y extendamos dichas particiones a P’ y
Q' particiones de [a, b] de modo que tengan las mismas etiquetas y puntos que

P. fuera de ¢, d]. Entonces
ISCP) =S ) = I1S(f,P) = S(f, Q) <&,

por lo que f es Riemann integrable en [c, d].

b) Sean zy = [ f, 2 = fcbf y 23 = fabf, demostraremos que ||z3 — (21 + 22)|| =
0. Sea e > 0, existe 0; > 0 tal que ||S(f,P;) — zi|| < &/3 siempre que |P;| < d;,
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1 < i < 3, donde P; es una particién de [a, ¢|, Po es una particién de [c,b] y
P3 una particién de [a, b].

Elijamos § = min{d,d2,d3} y P una particiéon de [a,b] con |P| < 0.
Sea Q; la partién de [a, ¢] cuyos puntos son los elementos de P contenidos en
[a, c], obsérvese que no necesariamente ¢ € P, simplemente se incluye. De forma
andloga, tomemos Qy una particién de [c, b] y Qs el refinamiento comin de Q;
y Q. Escojamos etiquetas al azar para Qs y asignemos a Q; las etiquetas de

Q3 en los intervalos en que coinciden y hacemos lo mismo para Q,. Entonces

|23 — (21 + 22)|| = |23 — 21 — 22 — S(f, @3) + S(f, Q1) + S(f, Q)|
< lzs = S(f, Q)| + [|S(f, Q1) — 21| + ||S(f, Q2) — 22|

<SiciyE
3 3 3
<,

como lo anterior se cumple para toda € > 0, tenemos la igualdad deseada.

Sea M una cota de f en [a,b] y z = f;f Sea ¢ > 0, existe 6 > 0 tal
que ||S(f,P) —z|| < e siempre que P = {s;,[ti_1,t]}, es una particién

etiquetada con |P| < 6. Entonces

121l = 15(f,P) + = = S(£, P)||
<[ISUPI+ Iz = SO P

N
< Zf(si At;|| + €
1/ (

)
= si)|| At + ¢

N

=1

N

< Z MAt; + ¢
1=1

=Mb—a)+e.

Asi, ||z|| < M (b — a) + ¢ para toda € > 0. Por lo tanto Hfff” < M(b—a).
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d) Sea T': X — Y un operador lineal continuo y z la integral de Riemann de f
en [a,b]. Sabemos que para ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que ||[S(f,P) — z| <&/ ||T]|

siempre que |P| < §. Asi,

I7(5(1,P) =T = |T (5. P) = 2|
<|7| HS(ﬁ P)—z|

= €.
Por lo tanto T'f es Riemann integrable en [a, b] con f; Tf= Tff f.
e) Consecuencia del inciso anterior.

Obsérvese que en el inciso b) del teorema anterior no tenemos la desigualdad

< fab | Il dx porque la Riemann integrabilidad vectorial no garantiza la

existencia de la integral real de la funcion || f||. Algunos de los ejemplos que veremos

mas adelante exhiben dicho caso.

El préximo teorema establece una relacién con el teorema fundamental del calcu-
lo para la integral de Lebesgue y la integral de Riemann-Stieltjes. Para ello, pre-

sentaremos primero la siguiente definicién.

Definicién 3.12. Sea f:[a,b] — X. Diremos que f es absolutamente continua si

dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

lef fle)l <e

siempre que {[c;,d;]}1_, es una coleccion finita de subintervalos de [a,b] que no se

traslapan tal que

Zldz—czl < 0.

i=1
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A continuacion, mostraremos que el teorema fundamental del calculo sigue sien-

do valido en el caso general de una funcién con valores en un espacio de Banach.

Teorema 3.13. Sea f : [a,b] — X Riemann integrable en [a,b] y F(t f f.
Entonces F' es absolutamente continua en [a,b] y f es una derivada escalar de F' en

[a,b]. Mds aun, en cada punto t donde f es continua, la funcién F' es diferenciable

y F'(t) = f(1).

Demostracion. Sea e > 0, {[¢;, d;]}?_, una coleccién finita de subintervalos de [a, b]

que no se traslapan y M una cota de f en [a,b]. Tomemos § = /M, entonces

[

Z [£(di) = F(eo)ll = Z

i=1
< ZM(d
i=1
=1

€
< M—
M

=E&.

Sea A € X*. Observemos que AF es una funcion a valores reales absolutamente

continua por lo que tiene derivada ctp y asi

(AF(t) = (A/ f) — (/Af) = Af(1),

para casi toda t en [a,b]. Sea ahora t; € [a,b] un punto donde f es continua;

!/

sin pérdida de generalidad supongamos que t > t;. Sea ¢ > 0y 6 > 0 tal que
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| f(t) = f(to)|| < e siempre que |t — to] < J. Entonces

H%f;(to)‘f(“’)”:t_lto /t:f(t)—(t—to)f(tO)
:t_lto /t:f(t)—/t:f(to)
- 2| v - )|
ity
=1t

En el capitulo 1 mencionamos la importancia de la variacién de una funcién en
el caso real; para un espacio de Banach, la variacion débil es igual de relevante para

la existencia de la integral.

Teorema 3.14. Si la funcion f:[a,b] — X es de variacion acotada externa en
la,b], entonces f € R([a,b],X). Consecuentemente, una funcion de variacion acotada

débil es Riemann integrable.

Demostracion. Mostraremos que f satisface el cuarto criterio dado en el teorema
3.8. Sean ¢ > 0, M la variacién externa de f en [a,b] y sea N €N tal que =2 < <.
Elijamos P. = {t;}}¥, una particién de [a,b] tal que t; = a + W y sean Py =

{ui, o, Gy Pa = {w, [ti1, 4]}, particiones etiquetadas con los mismos

puntos que P., entonces

1S(f, Pr) = S(f, Pl = Z (f(uz) - f(vi))Ati

al b—a
= |2 ) = 1) =
s R

b—a

N M
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A continuacién mostraremos algunos ejemplos de funciones que exhiben el com-
portamiento inusual de la integral de Riemann con valores en un espacio de Banach.

El primer ejemplo que presentaremos fue construido por R. Rejouani en [14].

Ejemplo 3.15. Una funcion medible Riemann integrable que no es continua casi

en todas partes.

Consideremos el espacio ¢y dotado con la norma del supremo. Sea {r,}>° , una

enumeracion de los nimeros racionales en [0, 1] y definamos f:[0, 1] — ¢o dada por

en St t=r1y,

0 si t¢{r,}>2,.

ft) =

Mostraremos que f es de variacion acotada externa, para ello, sea {[¢;, d;]}; una
coleccion de subintervalos de [0, 1] que no se traslapan. Observemos que por la defini-
cién de la funcién y la norma en el espacio, se tiene que [|3°7", f(d;) — f(e)l| < 1,
por lo que f es de variacién acotada externa en [0, 1].

Para demostrar que f es medible utilizaremos el teorema de medibilidad de
Pettis. Recordemos que (co)* = 1!, asi, si A€ (cg)* existe un unico z = ()52, €1}

tal que

Ay) = T
n=1

Observemos que

Tn St t=Ty,

0 si té{r,}2,.

Af(t) =

Definiendo la sucesién f, = > 1 | ;X{r,}, tenemos que Af(t) = lim Af,(t), por lo
n—oo

que f es débilmente medible. Como ¢ es separable por tener una base de Schauder,

todo subconjunto de ¢y es separable y por el teorema de medibilidad de Pettis se

tiene entonces que f es medible.
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Para probar que f no es continua casi en todas partes, sea t un irracional en

[0,1] vy (¢,)22, una sucesién de racionales en [0, 1] que converge a t. Se sigue que

1/(gn) = FD e = 1f (gn)lloc = 1

para toda n €N, por lo que la sucesion (f(g,))22; no converge a f(t), consecuente-

mente f es discontinua en todo irracional, es decir, un conjunto de medida positiva.

El siguiente ejemplo también se debe a R. Rejouani [14] y muestra que la varia-

cién externa no es una condicién necesaria para la Riemann integrabilidad.

Ejemplo 3.16. Una funcion medible, Riemann integrable que no es de variacion

acotada externa.

Sea {r,}>; una enumeracién de los nimeros racionales en [0, 1] y definamos

f:]0,1] — I? como en el ejemplo anterior,

en, Sl t=rmy,,

0 s té{r)2,.

ft) =

La funcién es medible por el teorema de medibilidad de Pettis, la demostracién es
igual a la del ejemplo anterior. Veamos que f es Riemann integrable. Sea ¢ > 0
y 0 = &2, tomemos {s;, [t;_1, %]}, una particién etiquetada de [0, 1] con |P| < 6,
entonces

N 2

> fls)At

=1

IS(f, P)II> =

N N
<Y AL <[P AL <|P| =€
2 i=1 1=1
Asi, f es integrable con fol f=0.
Veamos que f no es de variacién acotada externa en [0, 1]. Sea N € N y tomemos
1

71 il parai=1,...,N. Se tiene que

i (7(3) - 1)

por lo que la variacién externa de f no esta acotada.

un irracional ¢; €|

£

i=1

2
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Observemos que f es débilmente continua casi en todo [0, 1], ya que si A € (I%)*
y to es un irracional en [0, 1], tomando una sucesién (£;)%2, que converge a to,

tendremos

€k, si tk:Tn,

0 st {ra),.

Como A(y) = Y 7o, xxyr para toda y € [* y alguna sucesién z = (z,,)52, € [?, se

f(te) =

sigue que

Tk, S tp =1y,
Af(te) =
0 sioty & {rn}>2,.

Como z €12, sabemos que kh’m xr = 0 por lo que
— 00
lim |Af (1) — Af(ts)] = 0.
k—o00

Como nota final para este ejemplo, la funciéon anterior se puede generalizar a los

espacios [P, 1 < p < .
El préximo ejemplo se debe a L. Graves [9)].

Ejemplo 3.17. Una funcion Riemann integrable que no es medible y no es débil-

mente continua ctp.

Sea f:[0,1] — BI0,1] definida por f(t) = x[04- Mostraremos que f no es me-
dible utilizando el teorema de medibilidad de Pettis. Observemos primero que para
cualquier subconjunto E de [0, 1] se sigue que f([0, 1]\E) = {xp : t€[0, 1]\E}. To-
maremos cualquier conjunto numerable contenido en f([0, 1]\ E) y demostraremos
que no puede ser denso en B[0, 1].

Sea A = {Xx[ot.1 152, C f([0,1]\E) un conjunto numerable y t, € [0, 1]\ E tal que
to # t, para toda n€N. Entonces, HX[OytO} — X[0,tn] HOO =1 VYneN. Esto nos muestra
que ninguna sucesién del conjunto A converge a x|o 4], Por lo que el elemento x|o 4
no pertence a la cerradura de A, y asi, A no es denso en f([0,1]\E). Se sigue del

teorema de medibilidad de Pettis que f no es medible.
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Para mostrar que f no es débilmente continua, tomemos ¢, € (0,1) y una
sucesion (t,)2°, que converge a ty tal que ty # t,, Yn€N. Entonces, por el teorema

de Hahn-Banach

1= ||X[0,to] - X[O,tn]”OO
= [[f(tn) — f(to)ll
= sup {|A(f(to) — f(t))| : A€ (B[0,1))", Al = 1}.

Sabemos que el supremo en la tltima igualdad se alcanza, es decir, existe un Ag en

el dual de BJ0, 1], de modo que

1= [Ao(f(to) = F(ta))] = [Aof(to) — Aof(ta)|-

Lo anterior se tiene para toda n €N, por lo que Ag es discontinua Vty € (0, 1).
Veamos que f es Riemann integrable en [0,1]. Sea {[c;,d;]}Y, una coleccién

finita de subintervalos de [a, b] que no se traslapan, observemos que

N N
Z X[0,d;] — X[0,¢5] Z Xlei,di]
i=1 =1

por lo que f es de variacién acotada externa, y asi Riemann integrable en [a, b].

=1,

o0

Z (f(di) - f(Ci))

o0 [e.9]

El siguiente ejemplo es una modificacion de uno construido por A. Alexiewicz y

W. Orlicz en [1].

Ejemplo 3.18. Una funcion medible Riemann integrable que no es débilmente con-
tinua casi en todas partes.

Consideremos el intervalo [0, 1] y los racionales diddicos de la forma t = 2’3—;1

con 2 < m < 28=1 Para cada t de la forma anterior definamos la funcién continua

g+ : [0,1] — R dada por

1 si sef{0,t—27F1 ¢ 427k 1}
gi(s)=49 0 si sc{t—27"1t}

lineal entre estos puntos.
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Definamos ahora, f:[0,1] — C[0, 1] de la siguiente manera

g st t=22 2 <m < 2F
f(t) =

1 en otro caso.

Aqui, “1”es la funcién constante h(s) =1, s€[0, 1].

1_

0.5 1 \ /

0 T t t T T T
0 1/8 174 3/8 112 5/8 3/4

Figura 3.1: f (%) =g

7/8 1

ol

Para hacer un anélisis que nos permita entender mejor esta funcion, le llamare-
mos base al intervalo {s € [0,1] : g:(s) = 0} y paredes a los subintervalos de [0, 1]
donde g; tiene pendiente distinta de cero, es decir, el dominio de cada funcién g; esta
conformado por una base, dos paredes, y el conjunto de puntos s donde g,(s) = 1,
tal y como su grafica lo indica. Ahora, dependiendo del valor de k, la base y cada

una de las paredes tendran una longitud de 27%.

0.5 1

Figura 3.2: f (2)
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0.5 1

Figura 3.3: f (%)

2m—1
2k

Ademés, existen 2F~1 — 1 racionales diddicos ¢ de la forma t = , por lo que
para k = 3 tenemos 3 valores de t. Las figuras anteriores muestran que los valores
de f(t) lucen como “traslaciones’de la base y las paredes por un valor de 272, o
de forma general, segin k, por 27**1. Queremos hacer énfasis, en que el valor de
to €10, 1] es el que determina el ntimero k, lo que a su vez nos da informacién acerca
de la base y paredes de f(to) y las funciones determinadas por las imagenes del
resto de los racionales diadicos para ese valor k.

Para ver que f es integrable, mostraremos que f satisface el cuarto criterio

1 £

del teorema 3.8. Sea ¢ > 0 y k£ > 2 un natural tal que 5z < . Para cada n €

{1,2,...,2F — 1} llamemos I,, al intervalo

Y

| n o M —2k
In_[?—Q ,ﬁ—l—Z

y sea {J,}2", los intervalos faltantes en [0, 1] enumerados en orden creciente. Sean

U, vV v, puntos arbitrarios en I,, entonces

S (Flun) — oM < S 17 (m) — £l M)
<A

= (2 - 122
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Se puede mostrar que Vs € [0, 1] existen a lo sumo 3 enteros n, de modo que si w,
y v, pertenecen a J, entonces (f(u,) — f(vn))(s) # 0. No presentaremos la prueba
de esto porque es necesario proceder por casos segun el valor de s, lo que hace la
demostracion considerablemente larga, ademés de que no es nuestro objetivo hacer
un analisis completo de esta funcién. Lo que podemos decir, es que lo anterior sucede
porque podemos encontrar racionales diddicos u,, de modo que s esta contenido en
el interior de una pared de f(u,) y al tomar por ejemplo v,, irracional, se cumple

que f(u,)(s) — f(v,)(s) # 0. La existencia de estos 3 enteros n, asegura que

2k

Y (Flon) = fu))A)|| - < 3méx{A(J,)} <3-27"

n=1
%)

Sea P. la particién formada por los intervalos I,, y J,, tomemos P; y Py dos
particiones de [0, 1] con los mismos puntos que P. y etiquetas elegidas al azar. A
las etiquetas de P; que pertenezcan a los intervalos I, las denotaremos por v}, y a
las restantes por v,. De forma similar, denotaremos por u!, a las etiquetas de P

pertenecientes a los intervalos I, v u, si u, € J,. Tenemos que

ISCF.P) = S Pl = | 3 () — FE)AL) + 3 (Fn) — Flum)) ML)
< IS (Rl = M|+ {1 () — Fan)AG)

Probaremos ahora que f es medible. Llamemos A al conjunto de racionales diadicos
tomados inicialmente en este ejemplo y sea B = [0, 1]\ A. Entonces

f=1xs+ Y f(s)xqs

sEA

por lo que f es medible.
Ahora, mostraremos que f no es débilmente continua casi en todo [0, 1], para

ello veremos que f no es débilmente continua en todo irracional en [0, 1]. Tomemos
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de esta manera, un irracional s en [0,1] y A € (C[0,1])* definido por A(¢) = ¢(s).
Existe una cantidad infinita de enteros k, tal que

T ST T

2mg—1
2k

para algin entero my > 2. Sea t, = , la sucesién (tx)52, converge a sy

Tim Af() = lim f(8)(s) = lim g, (s) =0 # 1= f(s) = Af(s),

lo que implica que Af es discontinua en un conjunto de medida positiva, y asi se

tiene que f no es débilmente continua.
El dltimo ejemplo se debe a B. Pettis [13].

Ejemplo 3.19. Una funcion Riemann integrable f tal que ||f|| no es medible, por

lo que ||f|| no es Lebesgue ni Riemann integrable.

Sea E un conjunto no medible en [0, 1] y defina f:[0,1] — B0, 1] por f(t) =0
sit¢ Ey f(t) = xqy sit € E. Sea {[c;,d;]}1L; una coleccién finita de intervalos

que no se traslapan. Entonces
N

Z (f(di) - f(Cz'))

i=1

<1

o0

Asi, f es de variacion acotada externa, consecuentemente Riemann integrable. Para

probar que || f]| no es medible, observemos que

1 si teF
£ (t) =
0 si t¢E.

Esto es, || f|| = x&, lo que implica que || f|| no es medible.

En el caso real, una funcién Riemann integrable es Lebesgue integrable. La
integral de Bochner es una generalizacion de la integral de Lebesgue, por lo que
tiene sentido preguntarnos si una funcién Riemann integrable con valores en un
espacio de Banach es Bochner integrable, sin embargo, éste no siempre es el caso.
No obstante, para obtener la Bochner integrabilidad lo tinico que se necesita es que

la funcion sea medible.
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Teorema 3.20. Sea f:[a,b] — X Riemann integrable en [a,b] y medible, entonces

f es Bochner integrable en |a, b|.
Demostracion. Como f es medible y Riemann integrable, la funcion || f|| es medible

y acotada. Por lo tanto, ||f]| es Lebesgue integrable en [a, ], lo que implica que f

es Bochner integrable en [a, b]. |
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Capitulo 4

La propiedad de Lebesgue de un

espacio de Banach

Para funciones con valores reales la integral de Riemann puede definirse usando
sumas superiores y sumas inferiores, lo que se conoce como la integral de Darboux,
es decir, en el caso real una funciéon acotada es Riemann integrable si y sélo si es
Darboux integrable. Sin embargo, si se considera una funcién con valores en un
espacio vectorial, el conjunto de funciones Darboux integrables estd propiamente
contenido en el conjunto de funciones Riemann integrables. Durante la exposicién
de este capitulo, presentaremos un resultado que nos ayudard a entender dicha
contencidn, lo cual nos servira como base para establecer la propiedad de Lebesgue de
un espacio de Banach. Por ahora, empezaremos con algunas definiciones y resultados

preliminares que han sido tomados de [8].

Definicién 4.1. Sean f:[a,b] = X y P = {t;}Y, una particién de [a,b]. Se define
la oscilacion de f respecto a la particion P como

N

w(f,P) = Zw(fa [ti1, ti]) At

i=1
donde w(f,[ti—1,t:]) = sup{||f(u) — f(v)]] : u,v € [t;_1,t;]} es la oscilacion de la

funcion f en el intervalo [t;_1,1t;].
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Definicién 4.2. Sea f:[a,b] — X.

a) La funcion f es Dy integrable en [a,b] siVe > 0 existe § > 0 tal que w(f,P) <

e siempre que P es una particion de [a,b] que satisface |P| < 0.

b) La funcion f es Dp integrable en [a,b] si Ve > 0 existe una particion P. de

la,b] tal que w(f,P) < € siempre que P es un refinamiento de P-.

Notemos que las dos definiciones anteriores son muy similares a los conceptos
de Rs y Ra integral mencionados en el capitulo 3, por lo que es de esperarse que

los conceptos de Ds y Da integrabilidad sean equivalentes.

Teorema 4.3. La funcion f:[a,b] — X es Ds integrable en |a,b] si y sdlo si [ es

Dn integrable en [a,b].

Demostracion. (=) Supongamos que f es Dy integrable en [a, b]. Dado € > 0 existe
§ > 0 tal que w(f,P) < € siempre que |P| < 6. Sea P. = {t;}, una particién tal
que |P.| < 6. Recordemos que si P es un refinamiento de P., se tiene que |P| < |P|.
De modo que por hipdtesis, w(f,P) < g, con lo que se sigue que f es Da integrable
en |a, b].

(<) Supongamos que f es D integrable en [a,b]. Observemos que f es acotada,
para ello, sea o € [a,b] y € = 1, entonces existe una particién de [a,b], P. = {t;} ¥,
tal que w(f,P) < e siempre que P es un refinamiento de P.. Como xq € [t;_1, ;]

para algin i€{1,2,..., N} y w(f, [ti_1,t;]) < 1, tenemos que

1f(wo) — f(t:)| At < 1.

Despejando, se sigue que || f(xo)|| < At; ' +]|f(t:)|, y consecuentemente para cual-
quier z € [a, b],

. . -
[ f(@)] < glizgv{ £ ()] + ALt
Usando este hecho, mostraremos que f es Dy integrable en [a,b]. Sea ¢ > 0

y P. = {t;}Y, particién de [a,b] tal que w(f,P) < £/2 siempre que P refina a
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P., tomemos § = 757 v P = {w;}, particién de [a,b] con [P| < 4. Sea Py el
refinamiento comun entre P. y P y denotemos por {[c;,d;]}X | a los intervalos de

P que contienen puntos de P. en su interior, se tiene que K < N — 1y

R
5 w(f, [ui—1, us)) At;

=1
K

<w(f,P1)+ Zw(fa [ci, di]) A

i=1

+ Z IM AL,

=1
2M(N — 1)e
AMN

IA
l\Dlm
+

™

A
CTROR TGN

_|_
O |

I
)

Por lo tanto, f es Ds integrable en [a, b]. [ |

Definicién 4.4. Diremos que una funcion f:[a,b] — X es Darbouz integrable en

la,b] si es Ds o Da integrable en [a,b].

Mostraremos ahora que toda funcién Darboux integrable en [a,b] es Riemann

integrable en [a, b]. La prueba es directo de la definicién de Darboux integrabilidad.

Teorema 4.5. Sea f : [a,b] — X Darbouz integrable en |a,b]. Entonces, f es

Riemann integrable en [a,b].
Demostracion. Supongamos que f es Darboux integrable en [a, b]. Dado € > 0 existe

una particién P. = {t;}X, de [a, ], tal que si P es un refinamiento de P. entonces

w(f,P) <e.Sean Py = {u;, [ti_1, L]}y v Pa = {vs, [ti_1, t:]} X, particiones con los
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mismos puntos que P., entonces

Z (f(Uz) - f(Uz‘))Atz

=1

< Z 1f (ui) — fvs) || At

ISCf;Pr) = S(f, Pl =

Como f satisface el cuarto criterio del teorema 3.8, f es Riemann integrable en

[a, b]. u

El siguiente concepto nos sera de gran ayuda durante la prueba de algunos de

los teoremas que le siguen.

Definicién 4.6. Sea f:[a,b] — X. Para cada t € (a,b), definimos la oscilacion de

f ent como el valor
w = lim w —6,t+4]).
(f,1) Jm (f,[t —0,t+9])

La oscilacion en a es el valor

w(f,a) = lim w(f,[a,a+9]),

6—0t

de manera andloga se define la oscilacion en b.

Una de las principales razones por las que el concepto anterior es importante,

es la siguiente observacion.

Observacion 4.7. Una funcion f:|a,b] — X es continua en t € [a,b] si y sdlo si
w(f,t) =0.

Demostracion. (=) Supongamos que f es continua en ty € (a,b). Asi, dado N € N
existe oy > 0, tal que si [t — to| < oy entonces || f(t) — f(to)|| < 75. Consideremos
u, v E [ty — d, tg + d], entonces

1 (w) = f)l < [1f(w) = fE)ll + 11F (to) = F(0)]| < %
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Esto nos dice que sup { || f(u) — f(v)|| : u,v€[to—8,t9+0]} < 1. Ademds, podemos

elegir, oy 41 tal que dy11 < dn. Con esto se concluye que

lim w(f, [tg — (5, to + (5]) =0.

6—0t

La demostracion es andloga cuando f es continua en los extremos de [a, b].

(<) Supongamos que w(f,tg) = 0, lo cual quiere decir que dado £ > 0 existe § > 0
tal que si u,v €[ty — d,to + 0] entonces ||f(u) — f(v)|| < e. En particular, para ¢y y
u tal que |ty — u| < d se tiene que || f(t9) — f(u)|| < e. La demostracién es analoga

cuando t, es algin extremo de [a, b]. |

Es bien sabido que el conjunto J, = {t € [a,b] : w(f,t) > a} es cerrado cuando f
toma valores en R, ver [2], pdg. 171. Resulta que en el caso vectorial, esta afirmacion
sigue siendo verdadera y ademas, nos sera 1til en la demostracion del teorema 4.9

que probaremos mas adelante.

Lema 4.8. Sea f:]a,b] — X. El conjunto J, = {t€[a,b] : w(f,t) > a} es cerrado

para cualquier o €R.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Sea ¢ un punto de acumulacion de
Jo y supongamos que t ¢ J,. Entonces, w(f,t) < «, por lo que existe un dy que

satisface
sup{||f(u) — f(v)]| : w,v €[t — do,t + o]} < av.

La desigualdad también se cumple en el abierto A = (t — g, t + dp), de modo que A
no contiene puntos que pertenecen a .J,, pues si y € A, existe 6 > 0 suficientemente
pequeno tal que [y — &,y +0] C (t—dp,t+ dp) y consecuentemente w(f,y) < a. Esto

contradice que t es un punto de acumulacién de J,, y por lo tanto t€ J,. [ |

El siguiente teorema aclara el por qué la Darboux integrabilidad y la Riemann
integrabilidad no son equivalentes en el caso general de un espacio de Banach.
Veremos que esto estd intimamente relacionado con la continuidad casi en todas

partes de una funcion.
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Teorema 4.9. Una funcion f:[a,b] — X es Darboux integrable en [a,b] si y solo

si f es acotada y continua casi en todo [a,b].

Demostracion. (=) Supongamos que f es Darboux integrable en [a, b], ya sabemos
que f es acotada, mostraremos que f es continua casi en todo [a,b]. Sea E, = {t€
[a,b] : w(f,t) > L} para toda n €N y llamemos E = J,~, E,. Como cada E, es
cerrado y consecuentemente medible, se sigue que E es medible. Supongamos que
A(E) # 0, asi, existe algin N €N tal que \(Ey) # 0. Sea n = A(Ey), P cualquier
particion de [a, b] y Py los puntos de P cuyos intervalos contienen puntos de Ey en
su interior; observemos que

W(fP) 2 YD wlf DA = 3 A(By) = 7

I1ePr

lo que contradice que f es Darboux integrable. Asi, f es continua ctp en [a.b].

(<) Supongamos que f es acotada y continua ctp en [a,b]. Sea M una cota de
fen [a,b], e >0, N €N tal que b’T‘l < 5 y para dicho N sea Ey = {tE la,b] :
w(f,t) > %} Construiremos una particiéon P, tal que la suma de las longitudes de

£

15> v la oscilacién de f en

los intervalos de P. que intersectan a Ey es menor que
cada intervalo de P. que no intersecta a Ey es menor que N~ 1.

Llamaremos P! a la particién cuyos puntos son los extremos de intervalos de P,
que intersectan a Ey y P/ los extremos de intervalos restantes. Como A\(Ey) = 0,
existe una coleccién de intervalos {(c;, d;)}32, tal que Enx C Uio (i, di) y Doy (di—
ci) < 137 Debido a que Ey es acotado y cerrado, es compacto, y asi, sélo una
cantidad finita de intervalos (c¢;,d;) cubren a Ey. Agreguemos los extremos del
intervalo [¢;, d;] N [a,b] a P, para cada ¢ €N. Ahora, sea [a, ] un intervalo en [a, b]
contiguo a algun intervalo de P.. Como [a, 5] N Ey = ¢, para cada t € [a, (] existe
& > 0 tal que w(f, [t — &, t+0]) < +. La coleccion {(t—d;,t+6;) : t€[a, 8]} es una
cubierta abierta de [«, 5], y como este intervalo es compacto, existe una subcubierta
finita.

Los extremos en (o, 3) de los intervalos que comprenden la subcubierta finita

junto con {c«, B} forman una particién de [a, §]. Agreguemos estos puntos a Py
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hagamos lo anterior para cada intervalo contiguo a los intervalos de P.. Claramente
P’y P! forman una particién de [a, b].
Sea P una particién de [a,b] que refina a P. y P’, P” los intervalos de P que

estan contenidos en intervalos de P, y P” respectivamente. Entonces

Consecuentemente f es Darboux integrable en [a, b]. |

Ya hemos visto la relacién entre la Riemann integrabilidad y la Bochner integra-
bilidad; existe también, un resultado que establece una conexién entre la integral

de Darboux y la integral de Bochner.

Teorema 4.10. Sea f : [a,b] — X Darbouz integrable en [a,b]. Entonces f es
medible y || f|| es Riemann integrable en |a,b]. Consecuentemente, f es Bochner

integrable en [a,b].

Demostracion. Llamemos D al conjunto de puntos de discontinuidad de f, asi A\(D) =
0. Sea f:[a,b] — X la restriccién de f al conjunto [a,b]\D. Como f es medible por
ser continua, existe £ C [a,b]\D con A(F) =0y f(([a, b]\D)\E) separable, pero

F((la,0\NDV\E) = f(la,0\(D U E)) = f([a,b\(D U E)).

Como f es débilmente medible por ser continua ctp y f ([a, b\ (D UE)) es separable
con A\(D U E) = 0, se sigue por el teorema de medibilidad de Pettis que f es fuer-
temente medible. Ahora, || f|| es acotada y continua ctp por lo que || f|| es Riemann
integrable en [a, ], y por lo tanto, Lebesgue integrable en [a,b]. Se tiene entonces

que f es Bochner integrable. [ |
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Como exhibimos en el ejemplo 3.15, a diferencia del caso real existen funciones
Riemann integrables que no son continuas casi en todas partes, por ello es un
problema interesante determinar en qué espacios toda funciéon Riemann integrable
es continua casi en todas partes, o en otras palabras, determinar en qué espacios
Riemann integrabilidad y Darboux integrabilidad son equivalentes. Dado que H.

Lebesgue prob6 que R tiene esta propiedad, presentamos la siguiente definicion.

Definicién 4.11. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Lebesgue si cada

funcion Riemann integrable f:|a,b] — X es continua ctp en [a,b].

Observacion 4.12. Sea Y un subespacio de X.

a) Si X tiene la propiedad de Lebesque, entonces Y tiene la propiedad de Lebes-

que.

b) Si'Y no tiene la propiedad de Lebesgue, entonces X no tiene la propiedad de

Lebesque.

Enunciamos la observacion anterior, debido a que hay muchos espacios don-
de este sencillo resultado es facilmente aplicable. Veremos a continuacién algunos

ejemplos de ello.

Teorema 4.13. Los siguientes espacios no tienen la propiedad de Lebesgue.
a) Los espacios ¢y, ¢, [, Cla,b], Bla,b] y L>[a,b] con norma || ||sc-
b) 1P, paral < p < 0.
c¢) El espacio L'[a,b].

d) El dual X* si X contiene una copia de ['.
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Demostracion. Por el ejemplo 3.15, ¢y no tiene la propiedad de Lebesgue. Como
co C ¢ C [*°, utilizando la observaciéon anterior, concluimos que ¢ y [ no tie-
nen la propiedad de Lebesgue. Por el ejemplo 3.18, C|a,b] no tiene la propiedad
de Lebesgue, consecuentemente Bla,b] y L*®[a,b] tampoco tienen la propiedad de
Lesbesgue.

El ejemplo 3.16 es valido para 1 < p < oo, por lo que los espacios I?, 1 < p < o0
no tienen la propiedad de Lebesgue. Ahora, sabemos que L*[a, b] — L'[a,b], debido

a que si f € L?[a,b], entonces

b b b 1 .
I, = [ Islan= [ |f-1|cus(/ |deA) Ala, )3

Como L?[a,b] es un espacio de Hilbert separable, entonces L2[a,b] = [?. Asf,
2 — L'a,b]. Se sigue que al no tener I la propiedad de Lebesgue, L'[a, b] tampoco
la tiene.

Para el dltimo inciso, supongamos que X tiene una copia de ! que denotaremos
por V. Como [*® = (I')*) cada funcional f : V — R puede ser identificado con un
unico x € [*°. Usando el teorema de Hahn-Banach podemos extender f a F,: X — R,
x- = |/l

eleccién, podemos elegir una tnica extension, de aqui concluimos que [*° = {F, €

un funcional lineal continuo tal que |F,| v« Aplicando el axioma de
X*: zel*®}. Esto, nos dice que X* contiene una copia de [*°, debido a que [*° no

tiene la propiedad de Lebesgue, se sigue que X* tampoco tiene esta propiedad. H

En los ejemplos anteriores observamos que algunos espacios de dimension infinita
no tienen la propiedad de Lebesgue, el siguiente teorema mostrado por G. da Rocha
en [15] presenta caracteristicas suficientes para que un espacio X no tenga dicha

propiedad. Aqui utilizaremos el teorema 1.34 probado por R. James.
Teorema 4.14. Todo espacio de Banach de dimension infinita y uniformemente
convexo no tiene la propiedad de Lebesque.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo de dimension

infinita. Como X es infinito dimensional, contiene una sucesién bésica (z,)%°; con
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|zn|] = 1 ¥neN. Llamemos Y al espacio cerrado generado por (z,,)2;, entonces Y

es uniformemente convexo y (z,)5%; es una base normalizada para Y. Ahora, mos-
traremos que Y no tiene la propiedad de Lebesgue. Sea {r,}°°; una enumeracién

de los racionales en [0,1] y sea f:[0,1] — Y dada por

0 si t¢{r.}r,

T, Ssi t=r,.

ft) =

Claramente f es discontinua en un conjunto de medida positiva. Mostraremos que
f es Riemann integrable en [0, 1] con integral 0. Sea ¢ > 0 y escojamos M > 0
y r > 1 como en el teorema 1.34 de James. Tomemos § = (ﬁ)ﬁ y sea P =

{8k, [te—1, tr] }2_, una particién de [0, 1] con |P| < §, asf

ISCf Pl =

A

=
[]=

2

\

>

=
N——

S|

k=1
N ,
r—1
= M§*= (Z Atk>
k=1
€
= M—
M
=e.

Concluimos que fab f = 0. Se sigue que Y no tiene la propiedad de Lebesgue y

consecuentemente X tampoco tiene dicha propiedad. [ |

Corolario 4.15. Los siguientes espacios no tienen la propiedad de Lebesgue.
a) Espacios de Hilbert de dimension infinita.

b) Los espacios LP[a,b] para 1 < p < oco.

68



CAPITULO 4. LA PROPIEDAD DE LEBESGUE DE UN ESPACIO DE
BANACH

Demostracion. Tomemos H un espacio de Hilbert y denotemos su norma por || ||

Sean (2,)5, v (yn)52, sucesiones en H con ||x,|| = ||yn|| = 1 para toda neNy

1

n—o0

Por la ley del paralelogramo se sigue que
1+ yall* + 120 — yall* = 4.
Por (4.1) tenemos que dado € > 0 existe N €N tal que si n > N entonces
20 + yal|* — 4| < €.

Consecuentemente

”xn - yn||2 =4- Hxn + yn||2 < 527

lo que implica ||z, — y,|| < € siempre que n > N. De aqui, H es uniformemente
convexo.

No presentaremos la prueba de que los espacios LP[a,b] con 1 < p < oo son
uniformemente convexos, debido a que dicha prueba, ademéas de extensa, necesita
de conceptos y resultados que se alejan del propdsito de esta tesis, el lector puede

consultarla en [11], p. 450. |

R es un espacio de dimensién finita que tiene la propiedad de Lebesgue y en el
teorema 4.13 exhibimos algunos espacios de dimension infinita que no tienen dicha
propiedad. Intuitivamente, uno especularia que la dimensiéon del espacio guarda
alguna relacién con la propiedad de Lebesgue. Resulta que, el hecho de que un
espacio de Banach X tenga dimension finita es una condicion suficiente para que X

cuente con la propiedad de Lebesgue.

Teorema 4.16. Todo espacio de Banach de dimension finita tiene la propiedad de

Lebesque.
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Demostracion. Dado que en un espacio normado de dimensién infinita todas las
normas son equivalentes, sin pérdida de generalidad podemos reducirnos a R™ con
su norma usual. Sea f :[a,b] — R" Riemann integrable, f(t) = (fi(t),..., fu(t)).
Veamos que cada f;:[a,b] — R es Riemann integrable. Sea z = (z1, ..., 2,) = f; fy
P. tal que ||S(f,P) — z|| < € siempre que P es un refinamiento de P.. Veamos que
esta particion asegura la Riemann integrabilidad para cada f;, 1 = 1,...,n. Sea P

un refinamiento de P., entonces por la desigualdad del tridngulo tenemos que
[S(fi, P) — 2| < [IS(f,P) =zl <e.

Ahora, como R tiene la propiedad de Lebesgue, el conjunto de discontinuidades
D; en [a,b] de cada f; tiene medida cero. Entonces, si llamamos D al conjunto de
discontinuidades de f, tenemos que D = U?:1 D; tiene medida cero. Asi, R" tiene

la propiedad de Lebesgue. [

En el tltimo teorema de este capitulo probaremos que {! tiene la propiedad de
Lebesgue. Este hecho fue probado por A. Nemirovski, M. Ochan y R. Rejouani en

[12] y fue descubierto independientemente por G. da Rocha en [15].
Teorema 4.17. El espacio ! tiene la propiedad de Lebesgue.

Demostracién. Bastara probar que cualquier funcién f:[0,1] — [' acotada, que
no es continua ctp en [0, 1] no puede ser Riemann integrable. El resultado puede
generalizarse facilmente a un intervalo [a, b].

Tomemos f:[0,1] — I! acotada pero no continua ctp en [0, 1]. Por consiguiente,
existe « > 0y 8 > 0 tal que A(H) = a donde H = {t € [0,1] : w(f,t) > B}.
Mostraremos que para €g = %ﬁ y cada 6 > 0, existen particiones etiquetadas P; y
P, de [0, 1] con normas menores a & que satisfacen ||S(f,P1) — S(f, Pa)|| > 22.

Sea N € Ntal que v < § y Py = {%}gzo' Tomemos {[¢;, d;]}_; todos los

intervalos de Py tal que A(H N (¢;,d;)) > 0. Notemos que debido a que H C

'

v_1(ci,d;), se tiene que A(H) = o < %. Para cada j €N sea e;: I' — R el funcional

definido para y = (yn)p2; € I' como e}(y) = y;. Llamemos D; al conjunto de
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discontinuidades de la funcién e f en [0, 1]. Si A(D;) > 0 para algin j, tendriamos
que €} f no es Riemann integrable en [0, 1], consecuentemente f tampoco lo serfa
y habriamos terminado. Supongamos pues, que el conjunto D = |J;—, D; tiene
medida cero, lo que significa que €} f es continua en [0, 1]\ D.

Sea ¢ = 22, Construiremos conjuntos U = {u;}_;, V ={v;}_; y W = {n;}}_,
con uiE(H\D) N (¢, d;), vi€ (i, d;) paracadai =1,..,py0=mng<ny <--- <mn,

tal que si z; = f(u;) — f(v;) = (a})52,, entonces
5 N
L |z > 5 bara todai=1,...p.

2. Z|a|<—paratodaz-1 o D-

J=n;

ni—1

3. Z |a|<—paratoda@—2

En otras palabras, dividimos la sucesién z; en tres partes, donde la primera y tltima
parte satisfacen 2 'y 3. Seang = 0y escdjase uy € (H\D)N(cy, dy). Como w(f,ur) > S
existe un punto vi € (c1,dy) tal que || f(u1) — f(v1)|| > 5. Sea 2 = f(uy) — f(v1) =

(a})52, y tomemos un entero ny > ng tal que >

J |a}\<§

j=ni1

Ahora, sea uy € (H\D) N (cz,dz). Dado que w(f,uz2) > B,y e;f es continua en

up para cada j €N, existe vy € (o, dy) tal que || f(uz) — f(ve)|| > g y
ni c
> e f(ua) — € f(v)] < e (4.2)
j=1

Sea 2y = f(ug) — f(va) = (a})52;. Entonces, por (4.2) se tiene que Y 7", |a3| < §

Elijamos un ny > n; tal que > ¢ |a§| < 7. Continuamos este proceso hasta haber

Jj=n2
completado p pasos y tendremos los conjuntos deseados.
Sea (ej)j?’il la base de Schauder usual para I! y para 1 < i < p sea

n;—1

Entonces
Nni—1

2 — ill = Z|a|+2|a|<f.

J=n;
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También se tiene que

Luego

b 2e
=zl =z — sl > 5 — ==,
ol =zl = llee = well > 5 — =

P
2%
i=1

p
= Zyz +2i —Yi
1:pl ,
> Z Z(% — 2i)
p pZZl
> il = 3l — =
i=1 i=1

Yi
=1
Ly (Lo oy
T 4 2 2 i
=1 =1

p
pB 1
/| —
g 2l
=1
pB
> 22 e
2 E

Tomemos P; y P, dos particiones etiquetadas de [0, 1] con los mismos puntos que

Pn. Las etiquetas de Py y P, son u; y v; respectivamente, en los intervalos [¢;, d;]

para 1 <1 < p, y las etiquetas en los intervalos restantes son iguales. Entonces P,

y Ps son particiones con normas menores a d y

I1S(f,P1) = S(Po)ll = (| D (F(w) = f(v:) Aty

p
L+ N
=1
pB 4
9N N
af _ ab
= 2 16N
af _ap
= 92 4
_ap
4
= £&p-

Por lo tanto, f no es Riemann integrable en [0,1]. Generalizando el resultado a

cualquier intervalo [a, b], obtenemos que I! tiene la propiedad de Lebesgue. [ |
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A pesar de los resultados anteriores que presentan condiciones suficientes para
que un espacio de Banach tenga la propiedad de Lebesgue, no hemos exhibido que
condiciones caracterizan a los espacios de Banach que cuentan con dicha propie-
dad. Lamentablemente no responderemos dicha pregunta en esta tesis, pues hacerlo
implicaria alargar considerablemente nuestro trabajo, sin embargo, es pertinenente
comentar que G. da Rocha, en su tesis doctoral [15] muestra que si un espacio de
Banach X tiene la propiedad de Schur, entonces X tiene la propiedad de Lebesgue
si y sélo si, cada funciéon débilmente Riemann integrable es Darboux integrable.
Que un espacio de Banach tenga la propiedad de Schur, significa que toda sucesiéon
débilmente convergente es fuertemente convergente. Por cierto, esta propiedad la

goza el espacio de sucesiones [
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Conclusiones

Uno de los aspectos més interesante respecto a la construccion del conocimiento
matematico, es que en algunas ocasiones el estudio de un objeto matematico en
particular nos puede llevar a descubrir nuevas propiedades o conceptos que aunque
guardan relaciéon con el objeto inicial de estudio, también abren las puertas a un
analisis distinto al que originalmente se habia planteado. En el caso de la integral
de Riemann vectorial, y como se puede observar en esta tesis, finalizamos en la
propiedad de Lebesgue de un espacio de Banach, la cual nos proporciona una nueva
manera de analizar dichos espacios para enriquecer nuestro entendimiento de ellos.

En esta tesis pudimos ver que la integral de Riemann vectorial satisface el teore-
ma fundamental del célculo, uno de los resultados més importantes que se desearia
tener en una generalizacion de la integral, y logramos hacer pequenas comparaciones
con la generalizacion de la integral de Lebesgue, es decir, la integral de Bochner.

Queremos resaltar la importancia del concepto de variacién de una funcién, pues
tanto en el caso real como en el vectorial, dicho concepto nos permite obtener una
condicién suficiente que garantice la integrabilidad de Riemann.

Otro punto importante es la Darboux integrabilidad; si estudiaramos solamente
la Riemann y Darboux integrabilidad desde la perspectiva del caso real, jamés
habriamos descubierto que en realidad una es un caso particular de la otra, lo
que destaca la magnitud que tiene la generalizacion de conceptos como una parte

fundamental de la labor del matematico.
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Apéndice

Definicién 4.18. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial X. La envolvente
conveza de S, denotada por co(S), es la interseccion de todos los conjuntos convexos

que contienen a S.

Notemos que la envolvente es distinta del vacio, pues X es un conjunto conve-
xo que contiene a S. Es claro que la envolvente convexa es un conjunto convexo,
ademas, podemos caracterizar a la envolvente convexa de una forma particular, para

ello, necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.19. Sea K un conjunto convexo y xi,Zs,...,x, € K. Entonces todos los
elementos de la forma Y ;| cux; donde a; > 0 y > oy = 1, también pertecen a

K.

Demostracion. La prueba serd por induccion. La afirmacion se satisface paran = 2
por la definicién de conjunto convexo. Asumamos que el resultado es valido para
n — 1 y demostraremos que también lo es para n.

Si Z?;ll a; = 0, entonces cada a; = 0 para toda ¢ = 1,...,n — 1 lo que implica
que

oa1T] + oo + - + apr, = 1, € K.

Ahora, supongamos que (5 = Z?;ll a; >0y que Z:.L:l «a; = 1, entonces

aq (8% Qp—1
—$1+—$2—|—"'+

B B B

por hipédtesis. Consecuentemente

Tn_1 € K

~ o le' Oy
> = p <_1371 +Zay et —lxn1> + anz, € K,
— B g B
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dado que K es convexo, lo que completa la prueba. [ |

Teorema 4.20. La envolvente convezra de un subconjunto S de un espacio vectorial
X consiste de todos los vectores de la forma ayxy + aoxo+ - - -+, donde x; €S,

a; > 0 para toda i =1,2,...,n y > o =1.

Demostracion. Llamemos K al conjunto de todos los vectores de la forma anterior.
Seat € [0,1] yx,ye K, x =3 auz; y y = > 7", Bjy;, claramente D7, (1 —
t)a; + Z;n:l tB; = 1, asi, K es convexo, lo que implica que co(S) C K. Ademés, por
el lema anterior, cualquier conjunto convexo que contiene a S contiene a K y por

lo tanto co(S) = K. |

Es facil probar que dados dos conjuntos convexos A y B, su suma A + B =
{z+y:x € A yeB} es también un conjunto convexo. Otro resultado relacionado

con la suma de conjuntos en un espacio vectorial es que co(A+ B) = co(A) +co(B).

Teorema 4.21. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio vectorial X. Entonces

co(A+ B) = co(A) + co(B).

Demostracion. Como A C co(A)y B C co(B) entonces co(A)+co(B) es un convexo
que contiene a A + B, por lo tanto co(A + B) C co(A) + co(B). Para la otra

contencion, veamos que
1) co(A+ co(B)) = co(A) + co(B).
2) A+ co(B) C co(A+ B).

Como A + co(B) C co(A) + co(B) entonces co(A + co(B)) C co(A) + co(B).
Ahora, sea z € (co(A) +co(B)), z =z +y, x€co(A) y y€co(B), con x = Y 1| a;x;
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Yy =i Bjy;. Se sigue que
z= Z ;T + Zﬁjyj
i=1 j=1
= Z o;T; + (Z ai) Z Biy;
i=1 i=1 j=1
= Z {Olz‘fi + Zﬁjyj}

i=1 Jj=1

= Z Q; (% + Z ﬁjyj)
i=1 Jj=1

€ co(A + co(B)),

por lo tanto co(A) +co(B) C co(A+co(B)), y asi, co(A+ co(B)) = co(A) + co(B).

Ahora, sea z € A+ co(B), z=1x+ Z;n:l B,y;, entonces

p=w) B+ By
Jj=1 j=1

=) B+ By
=1

Jj=1 J

con ello tenemos que A + co(B) C co(A + B).

Usando 2) tenemos que co(A+ B) es un convexo que contiene a A+co(B), lo que
implica que co(A+co(B)) C co(A+ B), entonces por 1) co(A)+co(B) C co(A+ B),
con esto tenemos las dos contenciones y concluimos que co(A+ B) = co(A) +co(B).

7
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