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Introduccion

Si f es una funcién medible no negativa definida en un espacio con medida (X, S, u),

es posible definir una medida en (X, S) mediante

vi(E) = /Efd,u, para F € S. (1)

El teorema de Radon-Nikodym es en cierta forma un resultado reciproco al enunciado
anterior y establece condiciones bajo las cuales, dadas dos medidas v, u definidas en
(X,S8), es posible representar v como en (1) para alguna funcién f medible no negativa
definida en (X, S, u). Este resultado lo demostré Johann Radon para el caso X = R" en
1913 y en 1930 Otto M. Nikodym lo extendi6 al caso de espacios de medida generales.

Por otra parte, un resultado muy importante del analisis funcional es el teorema de
representacion de Riesz en L, el cual establece un isomorfismo isométrico entre el espacio
de las funcionales lineales continuas en L, (espacio dual topolégico de L,) con el espacio

L, donde q es el indice conjugado de p. Este teorema lo demostré Frigyes Riesz en 1910.

En este trabajo mostramos que el teorema de representacién de Riesz en Lo y el teo-
rema de Radon-Nikodym son equivalentes en el siguiente sentido: partiendo de uno de
los dos teoremas, es posible llegar a una demostracion del otro teorema, utilizando herra-
mientas basicas de teoria de la medida y el analisis funcional.

El camino que seguimos para mostrar lo anterior iniciara en el primer capitulo estable-
ciendo algunas herramientas del andlisis funcional y de la teoria de la medida que nos
serviran para el desarrollo de este trabajo. El resultado mas importante en este capitulo
es el teorema de representacion de Riesz en Lo. Luego, en el segundo capitulo partimos
de un resultado debido a John von Neumann en el cual se determina una descomposi-
cién (particién) de un espacio medible a partir de dos medidas o-finitas dadas en dicho
espacio. Después, como consecuencia del teorema de von Neumann, demostramos el teo-
rema de descomposicion de Lebesgue el cual, como su nombre lo describe, descompone

una medida como suma de dos medidas muy particulares. Luego, como consecuencia de
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Introduccion 2

los dos teoremas anteriores, establecemos el teorema de Radon-Nikodym. Cerramos el
capitulo definiendo la derivada de Radon-Nikodym, estableciendo algunas propiedades
de ella y justificando la palabra «derivada» en su nombre. En el tercer capitulo defini-
mos las medidas con signo y desarrollamos otro camino para demostrar el teorema de
Radon-Nikodym y presentamos una extensién de este teorema al caso de medidas con
signo. Después de probar algunas propiedades de las medidas con signo, establecemos el
teorema de descomposicion de Hahn, luego el teorema de descomposiciéon de Jordan y
concluimos con el teorema de Radon-Nikodym para medidas con signo. En el cuarto y
ultimo capitulo cerramos este trabajo con el teorema de representacién de Riesz en L,
el cual se demuestra utilizando el Teorema de Radon-Nikodym para medidas con signo.
Por supuesto, el caso particular p = 2 es el teorema que se demuestra en el primer capitulo

con lo que tenemos entonces la equivalencia de los teoremas de representacion de Riesz y
de Radon-Nikodym.



Capitulo 1

El Teorema de representacion de

Riesz en Lo

El objetivo principal de este primer capitulo es demostrar el Teorema de Representacién de
Riesz para funcionales continuos en L. Iniciamos con algunos resultados que se utilizaran
en la demostracion del Teorema de representacion de Riesz, el cual se presenta en la seccién

1.2 y concluimos el capitulo con algunos resultados que utilizaremos a lo largo del trabajo.

1.1. Resultados preliminares

En esta seccion se presentan los espacios Ly, en particular Lo, asi como algunos resultados

de andlisis funcional que seran utilizados a lo largo de este capitulo.

Definicién 1.1.1. Sea (X, S, p) un espacio con medida o-finito. Para 1 < p < oo, el
espacio L,(X,S,u) = L,(n) es el espacio de todas las funciones medibles definidas en

(X,S) con valores reales tales que [ |f|Pdp < oo.

El espacio L,(u) es un espacio vectorial sobre R, y si identificamos las funciones que

coinciden pu-casi donde quiera, la funcién || - ||, : L,(1) — R definida por

1/p
T ( / \f\pdu> |

resulta una norma bajo la cual L,(x) es completo (ver [1], [4], [5]).

Recordemos que un producto interior en un espacio vectorial V' es una funcién (-,-) :

3



Capitulo 1. El Teorema de representacion de Riesz en Lo 4

V x V — R con las siguientes propiedades:

(1) Siz,y € V, entonces (z,y) = (y, ).

(i1) St o, B € Ry x,y,z € V, entonces {(ax + Sy, z) = alx, z) + By, 2).
(¢73) (x,z) > 0 para toda z € V.

(1v) (z,x) =0siy solosiz=0.

Proposicién 1.1.2. La funcion (-,-) : La(p) X La(p) — R definida por

)= | F@)into) (L)
resulta un producto interior en La(p).

Demostracion. Ver [4]. u

Proposicién 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para cualesquiera f,g € Lo(u)

se cumple que

(£, 9) [ < A fllallgll2 (1.2)

Demostracion. Ver [4]. u

Proposicién 1.1.4. Sea S cualquier subconjunto no vacio de Lo(p) y sea
St ={h € Ly(u) : (f,h) = 0 para toda f € S}.
Entonces S* es un subespacio cerrado de Lo(i1).

El conjunto S+ es llamado el complemento ortogonal de S.

Demostracion. Ver [2]. u

Teorema 1.1.5. Sea f € Lo(n), S un subespacio cerrado propio de La(p) y sea

a:=mf{|f—gl>: g€ S}

Entonces existe una tunica funcion fo € S tal que o = ||f — foll2- Ademds, si f ¢ S

entonces 0 # (f — fo) € S*+.

Demostracion. Para probar la existencia primero notemos que por la definicion de «,

existe una sucesion (g, )nen en S tal que

a = lim || g, — fl2-
n—oo



Capitulo 1. El Teorema de representacion de Riesz en Lo )

Como S es un subespacio, (g, + gm)/2 € S para cualesquiera n, m € N, entonces

1(gn + 9m)/2 = fll2 2 «, (1.3)

luego por la identidad del paralelogramo (ver [3]) y (1.3) tenemos que

90— gmll3 = 211f = gnll3 +2019m — 15— llgn+ G — 2£115 < 2]1f = g ll3 + 2] gm — f1I5 — 40®.

Por lo tanto, lim,, ;00 ||gn — gm|l2 = 0, lo que muestra que (g,)nen €s una sucesion de

Cauchy en Lo(u). Dado que Lo(p) es completo, existe fo € Lo(p) tal que
lim ||g, — foll2 =0,
n—oo

y puesto que S es cerrado, fo € S. Ademads, por la desigualdad del tridngulo

fo = Fll2 = llgn = fll2l < [lgn = foll2;

por lo tanto
fo = fll2 = 1 g — fllo = o

Ahora bien, supongamos que f ¢ S, entonces h := fo — f # 0. Para todo g € S fijo,

consideremos la funcién

o(8) = |[h+ Byl BER.

De nuevo, como S es un subespacio, (fo+ 5g) € S y por lo tanto

3(B8) = I+ Byllz = I (fo+ Bg) — flI2 = o,
es decir, ¢(8) — a? > 0. Como o? = ||h||3, tenemos que
0 < ¢(B) —a® = [|h+ Byllz — Ihll; = (h + Bg, h+ Bg) — (h, h) = 28(h. g) + B*(g. 9).
En particular, si escogemos 5 = t(h,g),t € R, entonces
0 < 2t(h, g)* +t*(h, g)*||g||3 para toda t € R.

Notemos que la parte derecha es una funcién cuadratica (en t), no-negativa y que tiene
un maximo en ¢t = 0. Por lo tanto el coeficiente del término lineal debe ser cero, es decir,
(h,g) = 0. Por lo tanto h L S.
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Para probar la unicidad de fy, supongamos que también existe f; € S tal que

If = filla = mE{[[f = gll2 - g € S},

entonces

Nf=folle=1If = fillz =Wf{||f —gll2:9 € S} = .
Como fy, f1 € S'y S es un subespacio, tenemos que (f; + f2)/2 € S y por lo tanto

a < ||(fi + f2)/2 = flla= ([fo+ fr — 2f]2) /2. (1.4)

Luego, por la identidad del paralelogramo y (1.4),

Li=follz = 1A= = (fo= DIz = 2l fi—fllz 420 f = fol2= Il fit fo—2f 3 < 20°+2a"—4a” = 0.

Por lo tanto ||f1 — fol|3 = 0, es decir, fi(x) = fo(x) para p-casi toda z en X, con lo que

terminamos la prueba. [

Corolario 1.1.6. Si S un subespacio cerrado propio de Lo(1), entonces St # {0}.

1.2. El Teorema de Representacion de Riesz

En esta seccién se presenta la definicién de una funcional lineal continua, senalamos al-
gunas propiedades importantes de ellas y conlcuimos con el Teorema de de representacién

de Riesz, el cual caracteriza a estas funciones especiales.

Definicién 1.2.1. Una funcion T : L,(;r) — R es llamada una funcional lineal acotada
st tiene las siquientes propiedades:

(i) Para cualesquiera f,g € L,(p) y o, B € R,
T(af + Bg) = aT(f) + BT(g).
(17) Fziste un numero real M tal que
TN < M| fllp, para toda f € Ly(p).

Proposicién 1.2.2. Sea T : L,(11) — R una funcional lineal acotada, y sea

Ker(T) = {f € Ly(n) : T(f) = 0}.
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Entonces Ker(T) es un subespacio cerrado de L,(p).

Demostracion. Que Ker(T') sea subespacio se sigue de la linealidad Ty que sea cerrado

es inmediato de la definicion. ]

El conjunto Ker(7") es llamado el espacio nulo de T" o kernel de 7. A continuacion se

presenta el teorema de representacion de Riesz para el caso particular de Lo(u).

Teorema 1.2.3 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sea T : Lo(u) — R una funcional

lineal acotada, entonces existe una unica funcion go € Lo(p) tal que
T(f) = (f,90) para todo f € La(u). (1.5)

Demostracién. Primero notemos que si existe la funcién go entonces 0 = T'(f) = (f, go)
para toda f € Ker(T), es decir, go € (Ker(T))*.

Lo anterior sugiere en dénde buscar gy. Por la proposicién 1.2.2 tenemos que Ker(T) es
un subespacio cerrado de Ly(u). Luego, tenemos dos posibilidades. La primera de ellas es
que Ker(T') = Lo(u), es decir, T(f) = 0 para toda f € Lo(u) y en tal caso, T'(f) = (f,0)
para f € Lo(u). La segunda posibilidad es que T'(f) # 0 para algin f € Ly(u), por
lo tanto Ker(7T') es un subespacio cerrado propio de Lo(u). Entonces, por el Corolario
1.1.6, (Ker(T))* # {0}. Sea 0 # g € (Ker(T))*; notemos que g no necesariamente es el

elemento gy que buscamos pues gy debe cumplir

T'(g0) = (9o, 90}-

Sea a := T(g), entonces o # 0; pues a = 0 implica ¢ = 0. Luego, definimos gy €
(Ker(T))* por

Entonces para todo g € R

(Bg, 90) = B{g, 90) = B(g, W@ =af

T(Bg) = BT(g) = ap.

Por lo tanto
T(8g) = (Bg, 90) paratoda B € R. (1.6)
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Ademds, debido a que gy € (Ker(T))*, tenemos que
T(f)=0=(f,qg0) paratoda f € Ker(T). (1.7)

Por otra parte, para cualquier f € Lo(u) tenemos que (f — Bg) € Ker(T) si y sélo si

0=T(f=pg)=T(f) - BT(g),

lo cual se cumple si y sélo si

_T(f)
7= Ty

Por lo tanto, si f es una funcién arbitraria en Lo (p), entonces por (1.6), (1.7) y la linealidad

(R )~ (500 G

— <f — %g,go> + <mg,go> = (f, 90)

y por lo tanto gy satisface 1.5.

(1.8)

Para probar la unicidad de gy, supongamos que también existe g; con la propiedad de
que T(f) = (f,g1) para todo f € Ly(u), entonces por linealidad del producto interior
tenemos, (f, go — g1) = 0 para todo f € La(u), luego si f = go — g1, se sigue [lgo — q1||* =

(90 — 91,90 — g1) = 0, lo que implica que gy = gi. ]

1.3. Elementos de teoria de la medida

Esta seccion esta dedicada a senalar resultados de teoria de la medida que serén el

capitulos posteriores.

Proposicién 1.3.1. Sea (X,S) un espacio medible y sean p,v medidas o-finitas en
(X,S), entonces existe una sucesion de subconjuntos {X,}nen € S mutuamente ajenos

tal que

U X=Xy uX,) < +4o0, v(X,) < 400, para toda n € N.
n=1
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Demostracion. Como ambas medidas son o-finitas, para p y v existen sucesiones de sub-

conjuntos medibles mutuamente ajenos {A, }nen ¥ {Bn}nen respectivamente, tales que

UA.=x=JB. vy ulA) <oo,v(B,) <oo,neN.

neN neN

Entonces {Cym }nmen = {An N By }nmen €s una sucesion de conjuntos medibles mutua-

mente ajenos tal que

N Com =X, u(Cpm) < 00,
U

n,m=1

y v(Chm) < 00, para toda n,m € N.

Luego, indexamos la sucesion {C,, ,, }n.men para obtener la sucesién {X;}en.

Las demostraciones de los siguientes teoremas pueden verse en [1],[4], [5].

Teorema 1.3.2 (Teorema de Convergencia monétona). Sea (X, S, p) un espacio medi-
ble y (fn)nen una sucesion mondtona creciente de funciones medibles no-negativas que

convergen a una funcion f, entonces f es medible y

/fd,u: h'm/fnd,u.
X n—oo X

Teorema 1.3.3 (Teorema de Convergencia Dominada). Sea (X, S, ) un espacio medible
Y (fn)nen una sucesion de funciones p-integrables que convergen en p-casi toda x de X a
una funcion medible real-valuada f. Si existe una funcion p-integrable g tal que |f,| < g

para toda n € N, entonces f es p-integrable y
/ fdp = lim fndpt.
X n—oo X

Proposicién 1.3.4. Sea (X, S, 1) un espacio con medida y sea f una funcion medible

no-negativa en (X,S), entonces la funcion v : S — R definida por
W(E) = [ du
E
es una medida en (X,S).

Demostracién. Es inmediato que v()) = 0 y tenemos que v es no negativa pues la inte-

gral de una funcién no negativa es no negativa, ademés si {E, },en es una sucesién en
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S cuyos elementos son mutuamente ajenos tal que E = |J— | E, y si A, = U_; E,
entonces x4, f /" xpf puntualmente, luego por la linealidad de la integral y el Teorema

de Convergencia Monotona 1.3.2 tenemos que

o) o) k
S (B =;/E pae=Jim 3 s

n=1
zlim/ fdu = h'm/XAnfdu
k—o0 A, k—oo [x
:/fd/L:V(E>.
E

Por lo tanto v es una medida. ]

Las demostraciones de las proposiciones siguientes pueden verse en [4].

Proposicién 1.3.5. Sea f € Li(p), donde p(X) < oo y sea S un subconjunto cerrado
de R tal que para todo E € S con p(E) > 0,

(%E) /E fd,u) €S

Entonces f(x) € S para p-casi toda x en X.

Proposicién 1.3.6. Sea f € L,(11),1 < p < 0o, y € > 0. Entonces existe una funcion
simple s € L,(u) tal que ||f —s|l, <e vy |s| <|f].



Capitulo 2

El Teorema de Radon-Nikodym

El objetivo principal de este capitulo es presentar una demostracién del Teorema de
Radon-Nikodym utilizando el Teorema de descomposiciéon de J. von Neumann el cual se
basa en el Teorema de Representacion de Riesz. Para ello, dividimos el capitulo en dos
secciones: en la primera seccion, demostramos el teorema mencionado de J. von Neumann,
el cual establece una importante relacion entre dos medidas o-finitas arbitrarias definidas
en un espacio medible; después continuamos con el Teorema de Descomposicién de Lebes-
gue, introducimos el concepto de continuidad absoluta entre medidas, y concluimos con
la demostracion del Teorema de Radon-Nikodym. En la segunda seccion del capitulo de-
finimos la derivada de Radon-Nikodym y presentamos un ejemplo de medidas en (R, Bg)
que justifica el uso de la palabra «derivada». Finalmente, cerramos el capitulo con una

importante aplicacion del Teorema de Radon-Nikodym en la teoria de probabilidad.

2.1. Descomposicién de medidas

En esta seccion establecemos dos teoremas que seran fundemanetales para la demostra-
cion del Teorema de Radon-Nikodym, tal resultados son: el Teorema de descomposicién

de von Neumann y el Teorema de descompoiscion de Lebesgue.

11



Capitulo 2. Teorema de Radon-Nikodym 12

2.1.1. Teorema de descomposicion de von Neumann

Cuando se tienen dos medidas arbitrarias en un espacio medible (X, S), la relacion
entre ellas es en principio nula, pero si ambas medidas son o-finitas, resulta que estan
estrechamente relacionadas. A continuacién se presenta un teorema que muestra dicha

afirmacion.

Teorema 2.1.1. Sean v y p medidas o-finitas en un espacio medible (X,S). Entonces

existen conjuntos X; € S, 1 = 1,2,3 mutuamente ajenos, tal que se cumple lo siguiente:

3
(i) | Jxi=X,
i=1
(i1) v(Xs) = u(X1) = 0,
(i) existe una funcion medible no negativa g en X tal que g(x) > 0 para toda x € X5 y

para E € S con E C X5 se tiene

V(E) = /E gdp.

Demostracion. Caso (1) : v y u son finitas.
Como v y u son medidas finitas, entonces p + v también es una medida finita en (X, S).

Afirmamos que
LQ(/L + 1/) Q Ll(/l + l/) Q Ll(V).

En efecto, si f € Lo(u+v) entonces | f| € Ly(u+v); por otro lado, dado que (X, S, u+v) es
un espacio medida finita, todas las funciones constantes estan en Lo(p+ v), en particular

h = 1. Luego, por la desiguladad de Cauchy-Schwarz para |f|y h

/X [fld(u+v) = (LR < I fll2Bllz = [F1l2((k + ) (X))1V? < 400,

por lo tanto f € Li(pu + v). Ahora, si f € Li(u + v), dado que la medida de cualquier
conjunto en S, con respecto a la medida (@ + ), es mayor o igual que la medida del

mismo conjunto, con respecto a la medida v, es inmediato de la definicion de integral que

/ fldv < / [l 4+ v) < +oo,
X X

es decir, f € Li(v). Ahora, sea T : Ly(pn + v) — R definida por

7(f) = [ san
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Entonces, por la afirmacion anterior 7" es una funciéon bien definida, es lineal y para toda

f € Ly(p+v),
T(f)| = | /X fdv] < /X fldv < /X Fld( + ) < ((u+ ) (X)) o

Por lo tanto, T' es una funcional lineal acotada en Lo(p + v), luego por el Teorema de

representacion de Riesz 1.2.3, existe una funcién fy € La(u + v) tal que

T(f) = /X Fhod(u+ ), € Lo+ v),

es decir,

[ = [ thdteo), g€ Lausv)
X X

Asi, tomando f = yg, F € S tenemos
W(E) = [ fodp+v).
E

Como esto se cumple para cualquier F € S, se sigue que fo(x) > 0 para (u+ v)-casi toda
x en X, pues si existe B € S con (u+ v)(B) > 0 tal que fy(z) < 0 para toda = € B,
tendriamos que v(B) = [, fod( + v) < 0 lo cual no es posible pues v es una medida.

Ademads, para F € S, tenemos que

J 1) = Gt )(E) 2 0(E) = [ (s ),

por lo tanto,
[ = i+ 20
E

lo cual implica, por el mismo argumento anterior, que 0 < fo(x) < 1 para (u + v)-casi
toda x en X. Sean

N:={zeX: fo(z)<0tu{r e X :1< fo(x)},

X ={reX: folx)=1},X; := NUX],

Xo={reX:0< fo(x) <1},

X3 :={z € X : fo(z) =0}.

Entonces, como ya demostramos (y + v)(NN) = 0, lo que implica p(N) = 0. Ademés, por
la medibilidad de fy, los conjuntos X;,¢ = 1,2, 3 pertenecen a &, son mutuamente ajenos
y U2, X; = X. También,



Capitulo 2. Teorema de Radon-Nikodym 14

V(Xg) = f()d(,u + V) =0

X3

u(X0) = (4 1)(X]) — (X)) = /X (1= fo)d(u+v) = 0,

!
1

por lo tanto, u(X;) = u(N U X]) = u(N) + p(X7) = 0. Finalmente, para todo F € S,
E C X2,

I/(E):/Efod(u—l—u):/Efodu—l—/Efodu.

Por lo tanto,

E) = [ fodv = [ o

[xe=foar = [ (= foav = [ fodu = [ xedn

Como esto se cumple para todo E € S, tal que E C X se sigue que

/ (1= fo = / o

para toda funcién medible simple no-negativa s. Luego, como f > 0 es medible si y

es decir,

s6lo si existe una sucesion de funciones medibles simples no negativas que convergen

crecientemente a f, utilizando el teorema de convergencia mondtona tenemos que

f(1— fo)dv = ; J fodp,

X2

para toda funcién medible no negativa f. En particular, para F € S, con £ C X5, sea

0 o.c.

(z) ;
- { 2 o

Por lo tanto, para £ € S, con E C X,,

V(E) = de

B e 1= fo(z)
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Luego, si g : X — R se define por

Jo(z) :
s siz g Xy
g(z) = { 1—fo(=)
0 o.c.

entonces, g es una funcién medible no negativa tal que g(x) > 0 para toda = € X, y para
EeS FC X,

v(E) = /E gdu,

con lo que se concluye la demostracién para el caso (1).

Caso (2) : v y p son o-finitas.

Dado que ambas medidas son o-finitas, la proposicién 1.3.1 implica que existe una sucesion
de subconjuntos medibles {Y},},en mutuamente ajenos tal que X = (J°_, Yy, u(Y,) <
ooy v(Y,) < oco,n € N. Por el caso (1), para toda ¢ € N, podemos encontrar conjuntos
mutuamente ajenos X!, X?, X2 € S tales que V; = X} UX?UX? con v(X?) = u(X}) =0

y existe una funcién medible (en (Y;, S NY;)) no negativa g; tal que g; > 0 para toda
r en X?, gi(x) =0 para toda x en X! U X}, y para E € S,

EnX?
Definiendo,
X=X, X=X Xy o= XD,
ieN ieN ieN
y
gi(xr) size X?
g(x) =
0 otro caso
tenemos que X, X5, X3 y g cumplen las propiedades requeridas. [

2.1.2. Teorema de descomposiciéon de Lebesgue

Una consecuencia del Teorema de descomposicién de von Neumann es un teorema
debido a H.L. Lebesgue el cual muestra que podemos descomponer cualquier medida o-

finita en la suma de dos medidas muy particulares, las cuales motivan las definiciones
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de medidas singulares (Definicién 2.1.3) y medidas absolutamente continuas (Definicién
2.2.1).

Teorema 2.1.2. | Sean v y p medidas o-finitas en un espacio medible (X,S), entonces
existen medidas v, y vs en X que satisfacen lo siguiente:
(1) v = v, + vs.

(17) Eziste una funcién medible no negativa f tal que

ya(E):/Efdu, EeS.

(i4i) Eziste un conjunto A € S tal que u(A°) = vs(A) = 0.

Ademas, tal descomposicion es unica.

Demostracion. Por el teorema de Von Neumann (2.1.1), existen conjuntos X, Xo, X3 € S

mutuamente ajenos tales que X; U Xo U X3 = X, v(X3) = u(X;) =0y ademas,

v(ENXy) = / gdu, para F € S,

ENXs

para alguna funcién medible no negativa g en X, con g(z) > 0 para = € X,. Sea A :=

X, U X3 (entonces A° = X;). Luego, para E € S, definimos
vo(E) :=v(ENA) y vs(E) :=v(ENA°.
Entonces, si E/ € S tenemos que
Vo(E)+vs(E) =v(ENA)+v(ENAS) =v(E),
por lo tanto v = v, + v, ; ademas,
Uy(A) = v(ANA%) = 0 = p(Xy) = p((X2 U X,)7) = p(A°)
y finalmente, para E € S,

vo(E)=v(ENXoUX;3) =v(ENXe) +v(ENX;) =v(ENX,) = / gdju.
ENXs

Definase

f(@) = xx,(z)g(x) para z € X.
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Entonces f es una funcién medible no negativaen X y £ € S

n(E) = [ fa.

Hemos probado la parte de la existencia en el teorema. Para probar la unicidad, supon-
gamos que también existen medidas v/, y v, un conjunto A’ € § y una funcién medible

no negativa f’ tales que
V= 1/; + 1/;,
p((A)) = v (A") =0,
v (E) = /Ef'du, para todo E € S.
Entonces
0 < p((A'NA)) = p((A)°UA°) < p((A)°) + u(A°) = 0= vs(A'NA) = (AN A).

De lo anterior se sigue que

w4 nay) = [

fm:o:/ fdu=vi(ANAY).  (@21)
(A/NA)e (A'NA)e

Luego, dado que
vo(E) 4+ vs(E) =v(E) = V. (E) 4+ Vi(E),

s

tenemos que, para £ € S con v(E) < o0,

Como
Vo (EN(ANAS) —v(EN(ANA)F) =0
lo anterior implica que

Vo (EN(ANA)—V(EN(ANA)=vi(EN(ANA)—V(EN(ANA)=0.
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Por lo tanto, si £ € S con v(E) < 400,
v (EN(ANA)=v.(EN(ANA)). (2.2)

Luego, por (2.1) y (2.2), tenemos v,(E) = V.(E), v,(E) = v,(F) para todo E € S con
v(E) < +o0. Ahora, dado que v es una medida o-finita, podemos encontrar una sucesion
(En)nen de conjuntos mutuamente ajenos en S tales que X = J>2, E, y v(E,) < 400
para toda n € N; entonces para cualquier E € S tenemos que E = |J,_(ENE,) y
v(ENE,) < +oo para toda n € N. Luego, usando que v, y v/, son iguales en conjuntos

de medida v-finita se sigue que

Vo(E) = v, (U(E N En)) = ,}EEOZ V(BN Ey) = JE&Z V(ENE) =
k=1 k=1

n=1

o

v (U(E N En)> =V (E).
n=1

Por lo tanto v, y v/ son iguales. Utilizando el mismo argumento que se utilizé para v,

llegamos a que vg y v, son iguales en S. Por lo tanto la descomposicién es tnica. ]

Definicién 2.1.3. Sean v y p medidas en (X, S). Decimos que p es singular con respecto

a v sipara algin E € S, p(F) =v(E°) = 0. En tal caso escribimos L v.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos el espacio medible (R, Br) y las medidas jiqp, ficq induci-
das por las funciones de densidad uniformes Uiy, Ucay con a < b < ¢ < d. Entonces,
tenemos que

/~La7b(cv d) =0 y Nc,d((_oo7 C] U [d7 +OO)) = 07

por lo tanto, piap L fic.q.

Observemos que en el Teorema de descomposicién de Lebesgue 2.1.2; la medida v, es

tal que vy L puy vs L v,

2.2. EIl Teorema de Radon-Nikodym

Retomando la Proposicién 1.3.4 del capitulo 1, notemos una propiedad muy interesante
que tiene v: si E € Sy pu(F) = 0 entonces v(F) = 0. Esto se debe a que si £ € S'y

p(E) = 0, entonces v(E) = [, fdu = 0. Esta situacién motiva la siguiente definicién.
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Definicién 2.2.1. Sean p y v dos medidas en (X, S). Decimos que v es absolutamente
continua con respecto a p si E € S y p(E) = 0 implica v(E) = 0. Denotamos esto

mediante v < L.

Como consecuencia de esta definicién, py v de la Proposicion 1.3.4 son tales que

v M.

Una caracterizaciéon muy importante del concepto de continuidad absoluta para el caso

v(X) < oo se tiene en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sean p, v medidas en (X,S). Entonces lo siguiente se cumple:

(1) Si v es finita y v < p, entonces para todo € > 0, existe § > 0 tal que E € S y
w(E) < § implica v(F) < e.

(i1) Sipara todo € > 0 existe d > 0 tal que E € S y p(E) < 6 implica v(E) < €, entonces
v .

Demostracion. (i) Supongamos que esta afirmacién es falsa, entonces existe € > 0 y una

sucesion de conjuntos (E,)ueny C S tal que
wEy)) <5 v v(E,) =€ n=12,..

Sea

An::GEk y A::ﬁAn.
k=n n=1

Entonces para toda n,

1
2n—1'

wA) < p(An) < u(Ey) <

Por lo tanto u(A) = 0. Como (A,)nen €s una sucesién decreciente y v es una medida

finita, tenemos que

v(A) = lim v(4,) > e

n—o0
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Esto contradice que v < p, con lo que se concluye la demostracion de ().

(77) Supongamos que E € S 'y que p(F) = 0. Entonces pu(E) < § para todo 6 > 0. Luego,
por hipdtesis, se sigue que v(F) < €, para todo € > 0, por lo tanto v(E) = 0, es decir,
v . ]

A partir de la Definicién 2.2.1, nos podriamos preguntar sobre condiciones necesarias
para que una medida p en (R, Bg) sea absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesuge A. La siguiente proposicién nos da condiciones necesarias y suficientes para
que g, la medida inducida por una funcién monoétona F', sea absolutamente continua

con respecto a .

Proposicién 2.2.3. Sea F' : R — R wuna funcion mondtona creciente continua por la
derecha y sea pp la medida de Lebesgue-Stieltjes inducida por F' en (R, Bgr) (ver [4],[1]).

Entonces pp < A sty solo st F' es absolutamente continua en todo intervalo acotado.

Demostracion. Supongamos que pp es absolutamente continua con respecto a A y sea
[a, b] cualquier intervalo acotado. Para demostrar que F' es absolutamente continua, con-
sideremos la restriccién de pp en [a,b] y sea € > 0 dado. Como up es finita en [a, b], por
el Teorema 2.2.2 (i), podemos escoger > 0 tal que si A C [a,b]y A(A) < § entonces
pur(A) < e. En particular, si A es unién de un ndmero finito de intervalos disjuntos a

pares |a;, b;], i =1,2,...,n, entonces

n

Z(bi —a;) = A(A) < ¢ implica Z(F(bz) — F(a;)) = pr(4) <e,

i=1 i=n
por lo tanto F es absolutamente continua en [a, b].
Reciprocamente, supongamos que F es absolutamente continua en todo intervalo acotado.
Sea E € Bg tal que A\(E) = 0. Mostraremos que pup(E) = 0. Notemos que es suficiente
mostrar que pp(FE N [a,b]) = 0 para todo a,b € R, pues podemos escribir E como unién
disjunta de conjuntos de la forma EN|[a,b] . Como F es absolutamente continua en [a, b],

dado € > 0, podemos escoger d > 0 tal que si [a;, b;], 1 < i < n, son subintervalos disjuntos
de [a,b] y

n

- €
> (bi—a;) <4 entonces Y |[F(b) — Fla;)| < 5

i=1 i=1
Luego, podemos encontrar un conjunto abierto U tal que £ C U y A(U) < g. Como
U es abierto, se puede representar como unién de una sucesion de intervalos disjun-

tos. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que tenemos una sucesién de la forma
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((@n, by])nen, es decir, es una sucesién de intervalos abiertos por la izquierda y cerrados

por la derecha, tal que

Eniab) € | J(an. b, = U
n=1
y
0
ZA an, bn] = ANU) < <5
Entonces
k
> Aan, b <0
n=1

lo que implica

Z[F(bn) — F(ay)] < %, para toda k.

Por lo tanto,

Asi
Eﬂab ZMF am n :Z[F(bn)_F(an>]<€'
n=1

Como lo anterior se cumple para todo € > 0, tenemos que pr(E N la,b]) = 0. Por lo tanto

pr << A |

La relacion entre dos medidas en la Definicion 2.2.1, resulta ser un concepto muy
importante, pues con esta condicion, es posible representar una medida por medio de
la integral de una funcién medible no negativa respecto a otra medida, tal y como se

demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Radon-Nikodym). Sean p y v medidas o-finitas en un
espacio medible (X, S) tales que v < p. Entonces existe una funcion medible no negativa

f tal que para E € S,

= /Efdu. (2.3)
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Ademds, si existe otra funcion g que satisface (2.3) entonces f(x) = g(x) para p-casi toda

z en X.

Demostracion. Por el Teorema de Descomposicion de Lebesgue 2.1.2 y el Teorema de
Von Neumann 2.1.1, podemos descomponer a la medida v como suma de dos medidas v,
y Vs, donde v, estd definida por vs(F) := v(ENA°) = v(EF N X;) para E € S, ademas
de acuerdo al teorema de Von Neumann u(X;) = 0; luego dado que v < p, tenemos que
v(X1) = 0. Por lo tanto v5(E) = v(ENX;) = 0 para E € S, es decir, v, = 0. Esto implica

que v, = v, por lo que existe una funcion medible no negativa f tal que para E € S,

V(E) = /E fdp.

Para mostrar la unicidad de f, supongamos que existe otra funciéon medible no negativa

g tal que para F € S,

() = /E g,

Consideremos E := {x € X : f(x) > g(z)} y supongamos que pu(E) > 0. Debido a que p
y v son o-finitas y u(E) > 0, podemos escoger A € S tal que pu(A) < +oo0, V(A) < 400
y (ENA) > 0. Entonces

0< / (@) = g()dua) = (E 0 A) = (B 4) =0,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(z) < g(x) para p-casi toda x en X. Similar-
mente podemos demostrar que f(z) > g(x) para p-casi toda x en X, lo que demuestra el

resultado. -

De manera natural uno podria preguntarse si podemos quitar o debilitar alguna hipote-
sis en el Teorema de Radon-Nikodym, el siguiente ejemplo muestra la necesidad de la o-
finitud en el mismo y la observacién subsecuente muestra la necesidad de la continuidad

absoluta.

Ejemplo 2.2.5. Sean u, \ la medida de contar y la medida de Lebesque, respectivamente,
en el espacio medible (R, Lg). Entonces, A\ < p pero no existe una funcion medible tal

que para E € L

ME) = /E fdp.
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En efecto, como p sélo asigna el valor cero al conjunto vacio, es claro que A < pu.

Ahora bien, supongamos que existe f medible tal que F € Lg
ME) = / fdp.
E

Entonces, para « € R, si consideramos el conjunto {z} € Lr tenemos que,

0=A) = [ g = fntiah = fio)

Luego, f =0, lo que implica

1
1:)\(0,1):/ fdu =0,
0
lo cual es una contradiccion, por lo tanto no puede existir tal funcion.

Observaciéon. Retomando el Ejemplo 2.1.4, notemos que fi.q no es absolutamente con-
tinua con respecto a fap pues pqp(c,d) = 0 pero peq(c,d) = 1 Ademds, notemos que

ambas medidas son finitas, pero no existe una funcion medible tal que para E € Br

tea(E) = [E Fdbtan, (2.4)

pues si suponemos que eziste f tal que cumple (2.4) para todo E € By, particularmente

lo cumple para (¢, d) y entonces

1= ,uc,d(c7 d) = fd,ua,b = 07
(c.d)

lo cual es una clara contradiccion.

2.3. La derivada de Radon-Nikodym

En esta seccién se obtiene la derivada de Radon-Nikodym (Definicién 2.3.1) para la
familia de medidas de Lebesgue-Stieltjes en R y se presenta una aplicacién del Teorema
de Radon-Nikodym en la teoria de Probabilidad.

Definicién 2.3.1. Sean p y v medidas o-finitas en un espacio medible (X,S) tales que

v L p. La unica funcion medible f del Teorema de Radon-Nikodym tal que, para todo
EesS,
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E) = [ s

se llama la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a p y se denota por d—y(x)
1

Ejemplo 2.3.2. Sea F' : R — R una funciéon mondtona creciente absolutamente continua

y sea pup la medida de Lebesgue-Stieljtes inducida por F en (R, Br). Entonces pp < X\ y

d
F'(z) = %(m) para A-casi toda z € R.

En efecto, dado que F' es mondtona, F' existe A-casi en todas partes (ver [5], cap. 5),
ademds como F' es absolutamente continua, tenemos por la Proposicion 2.2.3 que pup < A,
luego para a < b, del Teorema fundamental del cdlculo (ver [5], cap. 5) y el Teorema de

Radon-Nikodym 2.2.] se sigue que

/ F/(2)dA(z) = F(b) — F(a) = pr(a, b] = / CZL—)\F(x)d/\(x). (2.5)

Por otro lado, de la misma manera que en el Ejemplo 1.3.4, podemos demostrar que las
funciones conjuntistas v, : Bk — Ry s : Bg — R definidas para cualquier E € Bg

mediante

yl(E):/F’d)\ y u2<E):/dc’l“‘—;dA,
E E

son medidas en Bg. Luego, por (2.5), dichas medidas coinciden en Ix, la familia de los
intervalos en R, entonces por el Teorema de extension de medidas de Caratheodory (ver
[4], [1],[5]), la extension de vy y v a Bg se hace de manera unica, por lo tanto, vy = vy

en Bgr, es decir,

/EF’(x)d)\(x):/ECZL—AF(x)d)\(x), para FE € Bg.

Finalmente, por la unicidad de la deriwada de Radon-Nikodym,

F'(z) = CZL—)\F(x), para A\ — casi toda x en R.

La siguiente proposiciéon motiva el nombre de la derivada de Radon-Nikodym.

Proposicién 2.3.3. Sea u una medida finita en (R, Br) y definase

F(z) := p(—o0,z], x € R.
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Entonces se cumple lo siguiente:

(1) F' es diferenciable en A-casi toda x en R, y en esos puntos

F/(x) — Hm ,LL(I' B T,ﬁL’ + T)
=0 Nz —rx+7r)

(17) Si p < A, entonces para A-casi toda x en R,

Demostracion. Debido a la monotonia de p, F' resulta mondtona creciente lo que implica
que F’ exista para A-casi toda z € R (Consultar apéndice B). Luego, observemos que
F' es una funcién continua por la derecha y p = pp, es la medida de Lebesgue-Stieltjes
inducida por F'. Ahora, si p < A el Teorema de Radon-Nikodym 2.2.4 y el ejemplo 2.3.2
implican que ﬁ(:v) = F'(x) para A-casi toda = en R. Para probar (i), sea zo € R fijo
tal que F'(xzq) exista y sea € > 0 arbitrario. Tomemos § > 0 tal que si 0 < |z — xzo| < §
entonces

— F'(20)

'F(x) — F(xo) .

r — X

Sea r > 0 tal que 2r < ¢. Entonces

Flxzo+r) = Flzg—1r) F(a)| < F(xo+1r) — F(xg) —rF'(x0)
2r 2r
‘F(mo) — F(zg —r) —rF'(z0)
_l_
2r
gl ’F(xo +7) = Fz) (o)
2 r
1| F(zg— F(zo—1) ,
- —F
* 2 r (%o)
<E n €
22 ¢
Por lo tanto, para toda 0 < r < g,
N(xO_TaxO—i_T)_F/(x) <€
Mzg— 1,20 +7) 0 ’
con lo que se concluye la demostracion. ]

Una aplicacién del Teorema de Radon-Nikodym en la teoria de probabilidad se muestra

en el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.4 (Existencia de la esperanza condicional). Sean (2, F, P) un espacio
de probabilidad, Y € Li(Q2, F, P) y sea Fo una o-dlgebra de subconjuntos de Q) tal que
Fo C F. Entonces, existe una funcion V:Q =R tal que:

(i) Y es Fo-medible y P-integrable.

(17) Para todo E € Fy,
/ VdP = / YdP.
E E

Demostracion. Consideremos Y, la parte positiva de Y, entonces Y+ es medible, no

negativa y tiene integral finita, es decir, Y € Li(Q, F, P). Para E € Fy, sea

v(E) = /Ede,

entonces v es una medida finita en (2, Fy) con v < P. Por lo tanto, por el Teorema de
Radon-Nikodym, existe una funcién no negativa, Fy-medible y P-integrable ¢; : 2 — R

tal que

/gldp =v(F)= / Y*dP, para E € Fy.
E E

De la misma manera, si consideramos Y ~, la parte negativa de Y, obtenemos una funcién

no negativa, Fo-medible y P-integrable g, tal que
/ggdP = / Y~ dP para E € Fy.
E E
entonces, definiendo Y := g1 — g2 obtenemos la funcién deseada. [ ]

A la funcién Y se le llama la esperanza condicional de Y dada Fy y se denota E(Y|F).



Capitulo 3

Medidas con signo

Es bien sabido que la suma de medidas es una medida y un multiplo no negativo de
una medida también lo es. Por otra parte, la diferencia de dos medidas no necesariamente
es una medida, lo que motiva el concepto de medida con signo el cual estudiamos en
este capitulo. En la primera seccién introducimos el concepto de medida con signo y
establecemos algunas de sus propiedades, ademés introducimos los conceptos de conjuntos
positivos, negativos y nulos, los cuales juegan un papel importante para las secciones
subsecuentes. En la seccion 3.2 se demuestran el Teorema de Descomposiciéon de Hahn y
el Teorema de Descomposicion de Jordan que establece que todas las medidas con signo
pueden representarse como diferencia de dos medidas, donde al menos una de ellas es
finita. En la dltima seccién del capitulo presentamos otra demostracion, mas comun en la
literatura, del Teorema de Radon-Nikodym para medidas y utilizando el trabajo previo,

lo extendemos para medidas con signo.

3.1. Propiedades de las medidas con signo

Definicién 3.1.1. Sea (X,S) un espacio medible. Una funcion conjuntista p : S — R*
es llamada una medida con signo si tiene las siguientes propiedades:

(1) u(®) =o0.

(17) u toma a lo mds uno de los valores +00 0 —00.

(131) Si (E,)nen €S una sucesion de conjuntos mutuamente ajenos en S tal que E =

[e.9]
U2 B, entonces,

27
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W(E) = " u(E,),

donde la igualdad se cumple en el sentido de que todo reordenamiento de la serie .~ | u(E,)

converge a p(E) si |pW(E)| < 400, y diverge a (E) en otro caso.

Notemos que la serie " >° | u(E,) es absolutamente convergente siempre que |u(E)| <
oo (pues toda serie Y a, es absolutamente convergente si y sélo si la serie converge ante
cualquier reordenamiento). Por otro lado, es inmediato que si ¢ € R y u es una medida
con signo en (X, S), entonces ¢y también lo es.

Una medida con signo p en (X, S) se dice ser finita si |u(X)| < +oo, y se dice o-finita si
existen conjuntos A, € S, n = 1,2,..., tales que X = UX A, v |u(A,)| < +o0 para

toda n.

Ejemplo 3.1.2. Sean py y ps medidas en un espacio medible (X,S), tales que al menos

una de ellas es finita. Definase para todo E € S,

v(E) = m(E) — pa(E).

FEntonces v es una medida con signo en S, pues es inmediato que v(0)) = 0, ademds sea
E =U,_, E,, donde los E,’s son elementos disjuntos a pares en S. Entonces j;(E) =
oo i(Ey), i = 1,2. Supongamos que py es la medida finita, entonces pi1(A) < +oo para
todo A € S. Si us(E) < +00, entonces la serie > o (u1(Ey,) — pa(Ey)) es absolutamente
convergente y converge a pi(E) — po(E). Por lo tanto

V(E) = m(B) = pa(B) = Y m(Ba) = Y pa(Bn) = Y ((EBn) = pa(En)) = Y v(Ey).

En caso de que ps(E) = +00 0 —oo, tenemos que la serie Y - (u1(En) — pe(Ey)) es
divergente y diverge a —us(E) = pi(E) — pz(E). Por lo tanto, v es una medida con signo.

St ambas medidas 1y y po son medidas finitas, entonces

(X)) < T (X)] + [p2(X)| < 400,

es decir, v es una medida con signo finita. Similarmente, si ambas medidas j11 y pa son

o-finitas, entonces v serd también o-finita.
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Proposicién 3.1.3. Sea p una medida con signo en (X,S). Entonces lo siguiente se
cumple:

(i) Si A,BeS yAnB =10, entonces u(AU B) = u(A) + u(B).

(i1) Si A € S con |u(A)] < +o0 y B C A, entonces |u(B)| < +oo y u(A\ B) =

u(4) - u(B).
(13i) p es finita si y solo si |u(A)| < +oo para todo A € S.

Demostracion. La prueba de (i) es inmediata de la aditividad numerable de p. Para
probar (i7), sea A € S tal que |u(A)| < +00.SiB € Sy B C A, entonces A = (A\ B)UB,

y por (i) tenemos

u(A) = u(A\ B) + u(B).

Como |u(A\ B) + u(B)| = |u(A)| < +o00 y p toma a lo més uno de los valores +00 o
—00, obtenemos que |pu(A\ B)| < +oo y |u(B)| < +00. Ademas,

u(AN\ B) = p(A) — u(B).

(17i) se sigue de (7). n

Proposicién 3.1.4. Sean p una medida con signo en (X,S) y (E,)nen una sucesion en
S. Entonces se cumple lo siguiente:

(i) Si E, C Eyqq para todan € N, y E :=J,_| E,, entonces

u(E) = lim p(E,).

n—oo

(17) Si Eny1 € E, para toda n € N, y |u(E,)| < 400 para algin n, entonces para
E =", E,,

p(E) = lim p(E,).

n—oo

Demostracion. (i) Supongamos E :=|J. -, E,, donde E,, € S con E,, C E,;; para toda
n € N. Definamos

A =F y A, =E,\ E,_1 paran > 2.
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Entonces (A, )nen €s una sucesién de conjuntos ajenos a pares en S tal que Ejy =J,_; A,

para toda k e Ny F = U A, luego por la o-aditividad de las medidas con signo y por

n=1

3.1.3 (i) tenemos

00 k k
wE) = ;M(An) = ]}ggo;u(fln) = lim <nL:Jl An> = lim ().

(i) Sea E := (.-, E), donde E;, € S con E, D E, . para toda n, y sea |u(E,,)| < +oo.
Luego, para n > ng, sea A,, := E,, \ E,. Entonces, A, € S, A,, C A,,;1 para todan > ng,
Y Untp, An = Eny \ E. Por lo tanto, usando (i) y la proposicién 3.1.3 (ii), tenemos

p(Eny) = i(E) = p(Eng \ B) = 1 pu(An) = M pu(Epg \ En) = 1 [pu(Eny) — p(E)]
= p(Eno) — nh_{go 1(En).

Por lo tanto, pu(F) = lim p(E,). |

n—oo
Definicién 3.1.5. Sea p una medida con signo en (X,S). Un conjunto A € S se llama

un conjunto positivo para [ st
w(E) =0 para todo E C A, E€S.
Similarmente, un conjunto A € S se llama un conjunto negativo para | si
w(E) <0 para todo E C A, E€S.

Un conjunto A € S que es un conjunto tanto positivo como negativo para p, se llama un

congunto p-nulo.

Lema 3.1.6. Sea p una medida con signo en S. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si A es un conjunto positivo para p y B C A, B € S, entonces B también es un
conjunto positivo para (.

(ii) Si (An)nen €s una sucesion de conjuntos positivos para pu, entonces | J,— | A, también
es un conjunto positivo para (.

(1i1) st E €S y 0 < u(E) < 400, entonces existe un conjunto A C E, A€ S, tal que A
es un congunto positivo para p y u(A) > 0.

Demostracion. (i) es inmediato de la definicién de conjunto positivo para p.

(i1) Sea (A, )nen una sucesién de conjuntos positivos para i, y sea A := | J -, A,,. Definase
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n—1
By:=A; y B,:=A,\ (U Ay), paran > 2.
k=1
Entonces los conjuntos B,,, n = 1,2, ..., son conjuntos mutuamente ajenos en S y A =

U,~, Bn. Sea E € S con E C A. Entonces E = J” (B, N E). Como (B,NE)C A,y
A,, es un conjunto positivo para p, u(B, N E) > 0 para toda n. Por lo tanto,

[e.e]

W(B) =S u(B. N E) >0,
n=1

de donde se sigue que A es un conjunto positivo para pu.

(17i) Sea F € Sy 0 < pu(FE) < 400. Entonces, E es un conjunto positivo para p (y la
demostracion se sigue inmediatamente) o £ contiene algtin conjunto con medida negativa.
En el segundo caso, sea n; el entero positivo mas pequeno tal que existe un conjunto F; C
E con By € Sy u(E;) < —1/m. Notemos que p(E \ Ey) < oo (por la Proposicion 3.1.3
(17)) y p(E\ E1) > 0 (pues a un conjunto con medida positiva (F) le estamos quitando un
conjunto con medida negativa (E7)). Por lo tanto podemos aplicar el argumento anterior
a F'\ E;. Procediendo de manera inductiva, terminamos en una cantidad finita pasos, o
bien obtendremos una sucesion (7 )ren de nimeros positivos y conjuntos Ey € S, k € N,

con las propiedades que para k € N,

E, CE\ (U@)

j=1

y Mk es el entero positivo més pequeno tal que pu(Ey) < —1/ng. Definamos

A:E\(QE,C)

Entonces £ = AU (U2, Ey) y estos conjuntos son mutuamente ajenos. Por lo tanto

p(E) = p(A) + > p(Ey).

Como pu(F) < +oo, la serie del lado derecho de la igualdad anterior es absolutamente
convergente. Por lo tanto >~ 1/, es convergente, lo que implica 1, — +oo cuando
k — oco. También, como u(Ey) < 0 para toda k € Ny u(E) > 0, entonces pu(A) > 0. Para
completar la prueba, mostraremos que A es un conjunto positivo para pu. Sea B C A con

B € S, y sea € > 0 arbitrario. Escogemos n, tal que 1/(n, — 1) < e. Como para todo
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B CE\ (U§:1 E;) con B € S tenemos que pu(B) > —1/(nx — 1) (por la propiedad con
la que definimos los 7n;’s). En particular, para todo B C A C E '\ (Uf:1 E;)con Be S

tenemos que
w(B) =z =1/(m —1) > —e.

Dado que € > 0 es arbitrario, concluimos que u(B) > 0. [ ]

Corolario 3.1.7. Sea (A, )nen una sucesion de conjuntos negativos (nulos) para p. En-

tonces | J77 | A, es también un conjunto negativo (nulo) para pu.

Demostracion. Para el caso en que los conjuntos son negativos para g, notemos que la
misma sucesion de conjuntos, es una sucesion de conjuntos positivos para —pu, entonces
por el lema anterior (ii) tenemos que Uf;l A, es un conjunto positivo para —u, por lo
tanto UZO=1 A, es un conjunto negativo para .

Para el caso de los conjuntos nulos, como son tanto conjuntos positivos como negativos
para u, resulta que Uff:l A, es un conjunto tanto positivo como negativo para pu, es decir,

es un conjunto p-nulo. ]

3.2. Descomposicion de medidas con signo

En esta seccion se presentan dos resultados que se utilizaran en la seccion 3.3 para

otra demostraciéon del Teorema de Radon-Nikodym.

3.2.1. El Teorema de descomposicion de Hahn

Teorema 3.2.1 (Teorema de descomposicién de Hahn). Sea o una medida con signo en
(X,S8). Entonces existen conjuntos A, B € S tales que se cumple lo siguiente:
(i) X=AUByANB=0.

(17) A es un conjunto positivo para j1 y B es un conjunto negativo para fi.

Demostracion. Dado que p toma a lo més uno de los valores +00 0 —oo, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que, —oo < u(E) < 400 para todo E € S (en caso contrario
consideramos —pu). La idea de esta demostracion es construir un conjunto A, el cual es
un conjunto positivo para u, donde u(A) es el valor més grande que asigna p y ademas,

B := X \ A es un conjunto negativo para p. Asi, sea
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B :=sup{u(E) : E es un conjunto positivo para p}.

Entonces 8 > 0 pues () es un conjunto positivo para p. Sea (E,),en una sucesion de

subconjuntos positivos para p tales que

8= lim p(E,),

n—oo

ysea A:=J,_, E,. Por el lema anterior, A es un conjunto positivo para y y por lo tanto
1(A) < . Ademds, como A\ E, C Ay A es positivo, tenemos que u(A\ E,) = 0 para
toda n € N. Por lo tanto,

w(A) = pw(E,) + w(A\ E,) > p(E,) para todan € N,

Esto implica que pu(A) > lim,, o p(E,) = B. Por lo tanto u(A) = f y dado que estamos
suponiendo que p no toma el valor +00, tenemos que § < +o00. Sea B := X \ A. Para
mostrar que B es un conjunto negativo para u, sea £ C B tal que E € S§. Si u(F) > 0
entonces 0 < u(E) < f < 400y, por el lema anterior, existe un conjunto F' € S, FF C E,
tal que u(F) > 0y F es un conjunto positivo para . Pero entonces F'U A es también un

conjunto positivo y
B2 pu(FUA)=puF)+ uA) = pu(F) + 5.

Esto implica que pu(F') = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, para todo F € S

con E' C B tenemos que p(FE) < 0, es decir, B es un conjunto negativo para p. ]

Definicién 3.2.2. Sea i una medida con signo en (X, S). Un par de conjuntos (A, B) € S
se llama una descomposicion de Hahn de X con respecto a pn si X = AUB y ANB =0,

donde A es un conjunto positivo para p y B es un conjunto negativo para fi.

Notemos que el Teorema de descomposiciéon nos garantiza que siempre existe una
descomposicion de Hahn para X. Sin embargo, tal descomposicién de Hahn no es tnica,

tal y como lo muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.3. Sea p una medida con signo en (X,S) y sea (A, B) una descom-
posicion de Hahn de X con respecto a p. Sea N € S un conjunto p-nulo, entonces
((A\N),(BUN)) es también una descomposicion de Hahn de X. Ademds, si (A1, B1) y
(Ag, B2) son dos descomposiciones de Hahn de X con respecto a i, entonces (A1 N Ay) =
w(By A By) =0, ypara todo E € S, pn(ENA)) =p(ENAs)y p(ENBy) = p(EN By).
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Demostracion. Notemos que

(AA\N)U(BUN)=(AUNUB) =X

(A\N)N(BUN) = ((A\N)NB)U((A\ N)NN) = 0.

Ademas, dado que A\ N C A, tenemos por el Lema 3.1.6 (i) que A\ N es un conjunto
positivo para p y como B, N son conjuntos negativos para pu, por el Lema 3.1.6 (i1) BUN
es un conjunto negativo para p. Por lo tanto A\ N, BUN es una descomposiciéon de Hahn
con respecto a yu para X.

Ahora bien, sean (A, By) y (A2, By) dos descomposiciones de Hahn de X con respecto a

1. Notemos que

Ay AN Ay = (A1 \ A) U (A \ A1) = (A1 N By) U (AN By)
=(ByNA)U(ByNA) = (B1\ Ba)U(By\ By) = By A By = By A B.

Por lo tanto pu(A; A As) = u(By A By). Por otro lado, observemos que
ENAi=EnNANX=(ENnA)N(A2UBy) = (ENAINA)U(ENANDB,),

ENA;=FENA;NX=(ENA)N(AiUB) =(ENA:sNA)U(ENAN By,

y que
WENANDBy)=0=p(ENAyNB),

pues A; N By, Ay N By son subconjuntos p-nulos de X. Entonces

=u(E N A).

Anélogamente, tenemos
ENB =(ENB NA)U(ENB; N By),

EN B, =(ENByN A)U(EN ByN By),

por lo tanto u(E N By) = p(E N By). n
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3.2.2. El Teorema de Descomposicion de Jordan

En el siguiente teorema se presenta una caracterizacién de las medidas con signo.

Teorema 3.2.4 (Teorema de descomposiciéon de Jordan). Sea p una medida con signo
en (X,S). Entonces existen medidas p* y p~ en (X,S) con las siguientes propiedades:
(i) p = pt — p= y al menos una de las medidas u* y p~ es finita.

(i1) ut L p—, es decir, existe un conjunto A € S tal que u*(A°¢) = u=(A) =0.

(131) St p = v —mn, donde v yn son medidas donde al menos una de ellas es finita yv L n,
entonces ut = v y u~ = n.En otras palabras, la descomposicion de p como diferencia de

dos medidas singulares es unica.

Demostracion. Sea A, B € § una descomposicion de Hahn de X con respecto a i, donde
A es un conjunto positivo para gy B es un conjunto negativo para . Definamos ut y

1~ en S como sigue:
pH(E) = pwANE) y p (E):=pBNE), E€S.

Entonces u* y u~ son medidas en S y debido a que A y B son tales que AUB = X y
AN B =), se sigue que p = pu* — u~; ademds, dado que p toma a lo mas uno de los
valores +00 0 —0o tenemos que al menos una de las medidas p* y = es finita. Notemos
también que ut L u~ pues A y B son complementarios. Finalmente, sea = v —mn, donde
v y 1 son medidas con v L 7, y supongamos v finita. Entonces p nunca toma el valor
+00 y por lo tanto u* es también finita. Sean C, D € S tales que v(D) = n(C) = 0 con
CND=0yCUD = X. Entonces C es un conjunto positivo para p y D es un conjunto
negativo para u. Por lo tanto C, D es también es una descomposiciéon de Hahn de X con

respecto a p. Luego, por la proposicién anterior, tenemos que para todo £ € S,

pH(E) = p(ENA) = w(ENC) = v(E)

p(E)=wENB) =u(END)=n(E).
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Definicién 3.2.5. Sea p una medida con signo en (X,S). Las medidas p* y p~ del
teorema anterior, son llamadas las variaciones superior e inferior (o parte positiva y
parte negativa) de p, respectivamente. La medida |p| := p* + p= se llama la variacion

total de pu.

Maneras alternativas de definir a las medidas p*, u~ y |u| se presentan en el siguiente
teorema.
Para E € S decimos que {Fy, Fs, ..., F, } es una particién medible de E si By, Es, ..., B, €

S son mutuamente ajenos y E = J;_, E;.

Teorema 3.2.6. Sea p una medida con signo en (X,S). Entonces para todo E € S, lo

siguiente se cumple:
(i) p™(E) = sup{u(F) : F C E, F € S}.
(17) /L_(E) = sup{—u(F) :FCEFeS}.

(13i) |u|(E) = sup{z \n(Fy)| : {E1, Ea, ..., B} es una particion medible de E}.

Demostracion. (i) Sea A, B una descomposicién de Hahn de X con respecto a p. Para

E € 8§, es claro que
pt(E)=pu(ENA) <sup{u(F): FCE,F €S} (3.1)
Como B es un conjunto negativo para u, si F' C E con F' € S, entonces
p(F) = p(F0A) +p(FNB) < p(FNA)=pt(F) < pt(E).

Por lo tanto
sup{u(F): FC E,F eS8} <ut(E). (3.2)

Por lo tanto (i) se sigue de (3.6) y (3.2). También, observemos que p~ = (—u)™, de aquf
que (i7) se sigue de (7). Finalmente, para probar (iii), tomemos cualquier E € S, luego
supongamos que « denota el lado derecho de la igualdad en (ii7). Entonces para cualquier
coleccién finita {F1, ..., F,} de subconjuntos de S con E = J_, F; y F; N F; = () para

1 # j, tenemos

ZIM(E)I :Z|M+(E)_M_(E)| <Z|/~L+(Fi)|+2|ﬂ I—Zlul = |p|(E).

Por lo tanto o < |p|(E). Por otro lado, si consideramos la particiéon medible { ENA, ENB},

entonces
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az |[p(ENA)|+|p(ENB)|=p"(E)+p (E) = [p|(E).

Por lo tanto a = |u|(E), lo que prueba (iii). |

Proposicién 3.2.7. Sea p una medida con signo en (X,S). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) p es finita (o-finita).

(i1) ut, u= son ambas finitas (o-finitas).

(13i) |p| es finita (o-finita).

Demostracion. Notemos que si demostramos los casos finitos, los o-finitos son inmediatos
pues si existe una sucesion de conjuntos medibles disjuntos a pares cuya union sea X tal
que la medida de todo elemento de la sucesion es finita, con respecto a alguno de los
tres casos, tendriamos que cada elemento de la sucesion tiene medida finita en los casos
restantes, es decir, las medidas restantes también resultan o-finitas.

Sea (A, B) una descomposicién de Hahn de X con respecto a p.

(i) = (i7) Supongamos que p es finita, entonces
|n(E)| < 400 para todo £ € S,

en particular

i (X) = i(A) < +00 ¥ u(X) = —u(B) < +oc,

y por lo tanto u™ y p~ son finitas.

(i1) = (i) Supongamos que tanto u como p~ son medidas finitas, entonces
(X)) = [u(A) + p(B)| = [ (X) = p~ (X)] < 5 (X) + p~ (X) < +o0.

Por lo tanto pu es finita.

(i1) < (iii) Es inmediato pues |u|(E) = u(E) + p~ (F) para todo E € S. u

Proposicién 3.2.8. Sea p una medida con signo en (X,S). Entonces
\n(E)| < |u|(E) para todo E € S,

y |p| es la medida mds pequena en S con esta propiedad, es decir, si v es cualquier otra
medida en S tal que |W(E)| < v(E) para todo E € S, entonces |u|(E) < v(E) para todo
EeS.
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Demostracion. La primera parte es inmediata pues para £ € S

W(E)] = [u"(B) — p~ (B)] < [ (B) + [p~ (B)] = p (E) + p~ (E) = |ul(E).

Para la otra parte, sea (A, B) una descomposicién de Hahn de X, luego para F € S
tenemos
W (E) = (BN A) < v(EN A), (3.3)

p (F)=—-pu(ENB)<v(ENB), (3.4)

entonces, por 3.3 y 3.4 tenemos

Hl(E) = u*(E) + u~(E) < v(EN A) + v(EN B) = v(E),

3.3. El Teorema de Radon-Nikodym para medidas

con signo

En esta secciéon se presenta una demostracién alternativa del Teorema de Radon-
Nikodym y se extiende este resultado al caso de medidas con signo. Otras demostraciones

de este Teorema pueden ser verse en [6] y [7].

Lema 3.1. Sean v, u medidas finitas en (X,S) tales que v # 0 y v < u. Entonces
existen Eg € S con v(Ey) >0 y e > 0 tales que v(F) = eu(F) para todo FF C Ey, F € S.

Demostracion. Para cada n, consideremos la medida con signo (v — p/n). Luego, sea

(A, By,) una descomposiciéon de Hahn de X con respecto a (v — p/n). Entonces,

(v —p/n)(B,) <0 y (v—p/n)(Ay) >0 para toda n.

Sean A := G A, vy B:= ﬁ B,,. Entonces,

n=1 n=1

v(B) <v(B,) < u(B,)/n < u(X)/n, para toda n.

Por lo tanto v(B) = 0. Luego, como X = AU B, tenemos que v(A) = v(X) > 0. Por
lo tanto v(A,,) > 0 para algin ny. Entonces, dado que A, es un conjunto positivo para

(v — p/ngp), haciendo Ey = A,,, y € = 1/ng concluimos la demostracion. n
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Teorema 3.3.1 (Teorema de Radon-Nikodym). Sean p, v medidas o-finitas en (X,S) y

supongamos v < . Entonces existe una funcion no negativa f € Ly(p) tal que

v(E) = / fdu, para todo E € S.
E

Ademds, si g es cualquier otra funcion tal que
v(E) = / gdu, para todo E € S,
E

entonces f(x) = g(x) para p-casi toda x en X.

Demostracion. Supéngase que v y i son medidas finitas y sea F el conjunto de todas las

funciones medibles no-negativas g en X tales que
/ gdp < v(E), paratodo E € S.
E

Notemos que F # () pues al menos la funcién gy = exg, € F, donde € y Ey son como los

a::sup{/ gdu:gEF}.
X

Observemos que 0 < o < oo pues 0 < [ godp y o < v(X) < 00.Seanyg, € F,n=1,2, ...,

del lema anterior. Sea

tales que
a = lim gndp.
n—oo X

Definase

f(z) :=supgn(x),z € X.
neN

Probaremos que f es la funcién deseada. Primero, notemos que para cualesquier g, h € F,

(g V h)(z) :=sup{g(z), h(x)}, = € X,
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también estd en F. Para esto, sea F € S fijoy E; = {z € E: g(x) > h(x)}, entonces

[ovmin= [ @i [ vidn< [ gt [ hdp < (B eo(B\E) = v(E)
E By E\E; Ey E\Ey

(3.5)
Por lo tanto g V h € F. Luego, sea

h,:=¢g1Vga V..V g, para toda n.

Entonces, aplicando el argumento anterior inductivamente, tenemos que h,, € F. Ademaés,

(hn)nen crece hacia f y asi, por el teorema de convergencia monétona y por (3.5),

/ fdp = lim [ h,du < v(E). (3.6)
E B

n—oo

Por lo tanto

Jes y /fduga.
X

Ademads, como g, < f para toda n,

Por lo tanto a = / fdu. Para mostrar que la igualdad se cumple en (3.6) para todo E,
b's
consideremos

n(E) :=v(E) — /Efd,u, EecS

Entonces 1 es una medida finita y n < p. Supongamos que 7 # 0, entonces por el lema
anterior, existe € > 0 y un conjunto Ey € S tal que n(Ey) > 0 y Ej es un conjunto

positivo para n — eu. Por lo tanto, para todo £ C Ey con E € S,
AE) = [ fdn—en(B) >0,
es decir,
uE) > [ 1+

Por lo tanto, para F € S,
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v(E)=v(ENEy)+v(ENES) > /

ENEy

(F+odus [ g

ENES

/ (f + exm)dp +/ (f + exm)dp = /(f +exa, )dp.
ENEy ENES E
Es decir, (f + exg,) € F. Por otro lado,

/X(f + €XE ) dp = /X fdp+ en(Eo) = o+ epu(Eo) > av,

lo cual es una contradiccion, pues « es el supremo. Por lo tanto, n = 0, es decir,

v(E) = / fdu para todo E € S.
E

Para la demostracién de la unicidad y la extensién al caso de medidas o-finitas se procede

igual que en la demostracién del Teorema 2.2.4. ]

Definicién 3.3.2. Sea (X, S, ) un espacio con medida. Una medida con signo v en
(X,S8) se dice ser absolutamente continua con respecto a u si E € S, u(E) = 0 entonces

v(E) = 0. Denotamos esto por v < [i.

Proposicién 3.3.3. Sea (X, S, p) un espacio con medida y sea v una medida con signo
en (X,S). Entonces son equivalentes:

(1) v < p.

(i) vt < p y v <L p.

(i13) |v| < p.

Demostracion. (i) = (ii). Sea A, B € S una descomposicién de Hahn de X con respecto

a v. Supongamos que pu(E) = 0, entonces
WANE)=pu(BNE)=0,
luego, por hipotesis tenemos
v(ENA)=v(ENB)=0,
es decir,

vi(E)=v(ANE)=0 yv (E)=-v(BNE)=0.
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Por lo tanto v < pu y v~ < p.

(it) = (4i1) es inmediato pues |v| =vT +v~.

(1) = (). Supongamos que u(E) = 0. Entonces |v|(E) = vT(E) + v~ (E) = 0, por lo
tanto vT(E) =0 = v~ (E), luego v(E) = 0. u

Una primera extensién del Teorema de Radon-Nikodym se presenta en el siguiente

teorema.

Teorema 3.3.4 (Radon-Nikodym). Sean (X,S,u) un espacio con medida o-finito y v
una medida con signo o-finita en (X,8) tal que v < p. Entonces existe una funcion

medible con valores reales f tal que f € Li(u) o f~ € Li(n) y

v(E) :/Efd,u ::/Ef+du—/JEf_du, para todo E € S. (3.7)

Ademds, la funcion f es unica en el sentido de que si existe alguna otra funcion medible

v(E) = /E gdy,

entonces f(x) = g(x) para p-casi toda x € X.

g tal que para todo E € S

Este tinica f es denotada por d—y(a:) y se llama la deriwada de Radon-Nikodym de v con
i
respecto a [i.

Demostraciéon. Por la Proposicién 3.2.7, ambas medidas v, v~ son o-finitas. Luego, por
la Proposicién 3.3.3, v < py v~ < pu. Entonces, por el Teorema de Radon-Nikodym,

existen funciones medibles f; y f> tales que, para todo E € S,
B = [ fan v v (B) = [ e
E E
Luego, dado que al menos una v+, v~ es finita, entonces f; € Li(p) o fo € Li(p) y
WE) = (B) = v (E) = [ fdn— [ fudu= [ (5~ faan
E E E
La funcién f := f; — f satisface la primera igualdad en (3.7). Puesto que

/E fadys — /E fodps = /E Fdp - /E fdp,

se sigue la segunda desiguladad en (3.7). La demostracién de la unicidad es andloga a la

demostracién en el Teorema 2.2.4. ]
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d
Observacion. 1) La funcion d—y € Li(u) sty solo si v es una medida con signo finita.

2) Si p es una medida o-finita y v una medida con signo o-finita en (X,S) tales que

v < u, entonces

dv B dv™ B dv~

@(az‘) = W(x) W(ﬂf) para p-casi toda z € X.

Definicién 3.3.5. Sea (X, S) un espacio medible y sea jn una medida con signo en (X,S).
(7) St una funcion medible f en X con valores en R es tal que f € Li(p™) o f € Li(p™)

/X fdp = /X Fdt ~ /X Fu

En caso de que f € Ly(u") y f € Li(u~) se cumplan simultdneamente, decimos que f

definimos

es integrable con respecto a la medida con signo L.
(i1) Si una funcion medible f en X con valores en R es tal que fT es integrable con

respecto a p o f~ es integrable con respecto a p, escribimos

/deu :I/Xﬁdu—/xfdu-

Decimos que f es integrable con respecto a p si tanto f+ como f~ son integrables con

respecto a (.

Denotamos por L;(u) al espacio de todas las funciones con valores en R en X las cuales
son integrables con respecto a .
Sea p una medida con signo en (X, S). Entonces son equivalentes:
(i) f € La(p).
(@) f € La(u™) N La (7).
(éit) f € La(|pl)-
En efecto as implicaciones (i) < (i) son inmediatas pues sélo se estd reacomodando la

definicién. Las implicaciones (ii) < (iii) se siguen del hecho de que

[ sl = [ g+ [ g

para toda funcion medible f, siempre que ambos lados de la igualdad existan.

Definicién 3.3.6. Sean p,v medidas con signo en (X,S). Decimos que v es absoluta-
mente continua con respecto a p si |u|(E) = 0 implica v(E) = 0. Denotamos esto por

v .
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Ahora extendemos el Teorema de Radon-Nikodym al caso de medidas con signo o-

finitas.

Teorema 3.3.7 (El Teorema de Radon-Nikodym para medidas con signo). Sean p,v
dos medidas con signo o-finitas en (X,S) tales que v < p. Entonces eziste una funcion

medible con valores en R, f tal que

v(E) = / fdu para todo E € S.
E

Ademds, la funcion f es unica en el sentido de que si existe alguna otra funcion medible
g tal que
v(E) = / gdu, para todo E € S,
E

entonces f(x) = g(x) para |p|-casi toda x en X.
v

Esta inica funcion f se denota por T y se llama la derivada de Radon-Nikodym de v
1

con respecto a .

Demostracion. Sea A, B una descomposicion de Hahn de X con respecto a p. Entonces
pt(E)=pw(ANE) y p (E)=—u(BNE) para todo F € S.

Luego, para E C A, se tiene pu(E) = p*(E) + p~ (E) = |u|(E). Por lo tanto ™ (E) =0
implica que v(E) = 0. Por lo tanto v < u* en (A,S N A). Como tanto v como u* son
o-finitas, el Teorema 3.3.4 nos dice que existe una funcién medible f4 en A tal que para
todo F € ANS,

oE) = [ fad”

Analogamente, existe una funcién medible fz en B tal que para todo E € BN S,

v(E) = [E Fodu

Definase f4 =0en By fg =0 en A. Entonces f := f4 + fg es una funcion medible en
X yparatodo E € S,

V(E) = v(ENA)+v(ENB) = Fadp™ + e = /E Fdut+ [E fdu~ = /E fdu.

ENA

Para la demostracion de la unicidad se utilizan argumentos analogos a los que se usan en

la demostracion del Teorema 2.2.4. ]
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3.4. El espacio de las medidas con signo finitas

Como hemos visto en los capitulos anteriores, las medidas con signo finitas son cerradas
bajos las operaciones de suma y multiplicacion por escalar. En la primera seccién demos-
tramos que el conjunto de todas las medidas finitas en un espacio medible conforman un
espacio vectorial bajo las operaciones usuales de suma y multiplicacion por escalar, mas

aun en esta seccién, demostramos que es un espacio vectorial normado completo .

Teorema 3.4.1. Sea M,(X,S) el conjunto de todas las medidas con signo finitas en
(X,S). Para p,v € Mp(X,S),a € R y E €S, definase

(1+v)(E) = w(E) +v(E) y (an)(E) = a(u(E)).

Entonces My(X,S) se convierte en un espacio vectorial sobre R bajo estas operaciones.
Ademds, para pu € My(X,S), sea

[lell = 1l (). (3.8)

Entonces ||p|| es una norma en My(X,S), mds ain, My(X,S) es un espacio de Banach

bajo esta norma.

Demostracion. La demostracion de que M,(X,S) es un espacio vectorial, se sigue de la
cerradura entre las medidas con las operaciones usuales de suma y multiplicacion por
escalar y las propiedades de R.

Para mostrar que || - || definida en (3.8) es una norma en M, (X, S) observemos lo siguien-
te:

(1) Sip e My(X,S) entonces ||| = |u|(X) = 0, pues |u| es una medida.

(i7) Si ||u|l = 0 entonces ut(X) + p=(X) = |p|/(X) = 0, lo que implica p*(X) =
0y p (X) =0, es decir, u = 0.

(i17) Sean o € R, p € My(X,S), si a > 0, entonces

]l = lap|(X) =(ap) " (X) + (apn)~(X)
=ap" (X) + ap” (X)
=a(p™(X) + p (X))

=allp]-
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Si a < 0, entonces
lovpal| = Jopl (X) = () *(X) + (ap) ™ (X)
= — ap(X) — apr*(X)
— —a(u(X) + g (X))

=[]l

(iv) Si p,v € My(X,S) entonces, por 3.2.6 (7i),
Il +v| = |p+ v|(X) :sup{z |(u+v)(F;)| : {E1, Es, ..., E,,} es una particién medible de X'}
i=1
< sup{z |(F3)| : {Ev, Es, ..., B} es una particién medible de X'}
i=1

—{—sup{z \V(F})| : {EL, Es, ..., By} es una particién medible de X'}
i=1

=[p[(X) + [ I(X) = [l + ]l

Por lo tanto || - || define una norma en M,(X,S). Para mostrar que M,;(X,S) es un
espacio de Banach bajo esta norma, sea (i, ),eny una sucesién de Cauchy en M,(X,S),

es decir,
lim ||pn, — || — 0 cuando n,m — oo.
n—oo

Dado que para E € S tenemos

1 (E) — pn(E)| < |0 — pn | (E) < |pn, — pn|(X) = |0 — i (3.9)

por lo que (p,(F))nen resulta ser una sucesién de Cauchy de nimeros reales. Luego, para
E €S, sea
p(E) = lim u,(E), E€S.

n—oo
Afirmamos que g € My(X,S) y lim ||p, —p|| = 0. En efecto, notemos que (@) = 0 pues
n—o0
pn(0) = 0 para todan € N, ademds, sea E = | J -, F, una unién disjunta de elementos en

S. Debemos mostrar que p(E) =Y o u(E,). Para esto, notemos que para toda k € N
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y para toda n € N, tenemos
k
) + Z in(Ej) =Y n(E;)|
j=1
|+|Zun )= > nlE).

(3.10)

Sea € > 0 arbitrario. Dado que lim ||, — pm|| — 0 cuando n,m — oo, existe ky € N tal
n—oo

u(E) — Z (Ej)| = |pu(E) = pn(E) + pn(E) —

<|E) = pn(E)| + |pn(E) —

<

i

Il

. o,
Eal

i M?r ﬂ

que

[tn — pim| < para toda n,m > k.

w

Entonces, debido a (3.9), para toda n,m > ko, tenemos

€
1(E) — pn(B)| < & (3.11)
También, para toda n,m > ko,
k k k
| Z[Mn(Ej — i (E5)]| < Z | (Ej) — Z |k = | (Ej) = [[pn — pm| < g
j=1 j=1 J=1
Por lo tanto, haciendo m — oo, obtenemos para toda n > kg
i €
> bl By) — B < 5. (312

Finalmente, como y1,(E) = 372, p,(E;) para todo n > ko fijo, podemos escoger k; tal
que para todo k > k;

|:un Z pin(E

Por lo tanto, usando (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12), para toda k > ki, tenemos

(3.13)

OJ|”\

Esto implica que u(E) = Zj’;l p(E;), y por lo tanto p es una medida con signo. Ademsés,

como

(O] =l (X)) <+
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€ My(X,S). Finalmente mostraremos que ||p, — p|| = 0 cuando n — oo. Notemos que
debido a (3.9), para todan,m > kg y E € S tenemos,

| (E) = pm(E)| < €.

Haciendo m — oo, obtenemos para todan >k, £ € S

1 (E) — u(E)| < e.

Combinando esto con el Teorema 3.1.13, obtenemos

(b — 1) (X)) = sup{(pn — p)(F) : F € S} <

DN

Andlogamente, (u, — )" (X) < €/2, por lo tanto, para toda n > k,

[ = pall = Tpn = pl(X) = (i — )T (X) + (. — )" (X) <€

Por lo tanto,
lm ||, — pf| = 0,
n—oo

lo que completa la prueba. [



Capitulo 4

El Teorema de Representacion de

Riesz en L) (1 <p < o0)

Para culminar este trabajo, cerramos con un capitulo en el que mostramos el Teorema
de Representacion de Riesz en el espacio L,, el cual demuestra que existe un isomorfismo

isométrico entre el dual topolégico de L, y el espacio L4, donde % + 5 =1

4.1. El Teorema de representacion de Riesz para L,

Teorema 4.1.1. Sea (X,S, 1) un espacio con medida o-finita y sea 1 < p < oo. Si
T : Ly(r) — R una funcional lineal acotada, entonces existe una tinica funcion (salvo

la identificacion pi-casi en todas partes) g € Ly(1), donde q es el conjugado de p, tal que
7(7) = [ fodu, para toda £ € Ly(u).
X

y 171 = llglly-

Demostracion. Supongamos primero que (X, S, i) es un espacio de medida finita. Asi,

consideremos la funcién v : § — R definida por

v(E):=T(xg)

49
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Entonces v es una medida con signo finita bien definida en S por lo siguiente:

Dado que p es finita, xgp € L,(p) para todo E € S, entonces
v(B)] = T(xe)] < |Tlxell, < +00 para todo E € .

Ademas,
v(0) = T(xo) = T(0) = 0.

Para probar la aditividad numerable, sea {E, },en € S una sucesién de subconjuntos de
X mutuamente ajenos tal que E = J -, E, y sea A, = J;_, Ei. Entonces xa, / Xxr ¥y

por el Teorema de Convergencia Dominada, tenemos

lim HXE—XAanz lim / Ixa, — xe[Pdu = 0. (4.1)
n—oo n—oo X
También,
T(xe — Xa,)| < Mllxe — xa,[lp- (4.2)

Por lo tanto, usando 4.1 y 4.2, tenemos
lm [T'(xp — xa,)| < Im M||xp — xa,llp =0
n—oo n—oo
Usando el hecho de que T' es lineal, la ecuacién anterior implica
V(E) = T(xp) = lim T(xa,). (43)

Como xa, = > r—y XE,» de 4.3 tenemos

7’L11—>1/£102T XE,) = hm i (Ex) :iu
k=1 k=1

Por lo tanto, v es una medida con signo bien definida en (X, S). Supongamos que p(E) =

0, entonces || xg||, = 0 y por lo tanto
W(E)| = T(xe)l < Mlxzl, =0

lo cual implica v < p.
Luego, por el Teorema de Radon-Nikodym 3.3.4, existe la derivada de Radon-Nikodym

de v con respecto a u. Sea

d
g(x) = d—l/(:lr) para p — casi toda x en X.
w
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Notemos que

T(xg)=v(FE)= / gdu, para todo E € S.
E

Por lo tanto, por la linealidad de T' y de la integral, tenemos
7(5) = | sgd (1.4)
X

para toda funcién medible simple no-negativa s en (X, S).
Para mostrar que g € L,(u), supongamos primero que 1 < p < co. Luego, escojamos una

sucesion (¢, )nen de funciones medibles simples no-negativas tales que ¢,  |g|?. Sean
A={reX:g(x)20} vy B:={reX:g(x)<0}.

Definase
Sn(@) = (xa = x8)(@)(¢n(2)'/?, =€ X.

Entonces (S, )nen €s una sucesiéon de funciones medibles simples, y

n&m-(&mummow.

Ademas, como

9(@)Su(x) = lg(@)|(dn()))" ¥ (¢nl@)" < lg(x)],

tenemos

9(x)Su(x) = (¢u(2))/THT = ¢y (2)

lo que implica

0<A¢mwmw<[gwmmwmm<n&»

Por lo tanto

/Xsbn(w)du(ﬂf) S T(Sn) < T[Sl = 171 (/X cbndu) Up,

1-1/p
([oun) <l
X

/%M<MW
X

es decir,

Por lo tanto,
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Como esto se cumple para toda n en N, el Teorema de Convergencia Mondtona implica,

/ gl7dp < [T
X

Esto prueba que g € L,(¢) v |lgll; < ||T]] en el caso 1 < p < oo. Para el caso p = 1,

notemos que debido a que

T(xg) = / gdu, para todo E € S,
E

tenemos

/ gdu’ T < ITlI(E).

Entonces por la Proposicion 1.3.5
lg(x)| < ||T|| para p-casi toda = en X,

por lo tanto g € Lo(p1) ¥ [|glle < [[T]]-

Sea f € L,(u). Entonces, por la Proposicién 1.3.6 podemos escoger una sucesion (s, )nen
de funciones simples en L,(p) tal que nh_)rgo | f — snll, = 0. Entonces, por la continuidad
de T, T(f) = nh_)IIOlo T'(sp) y usando la desigualdad de Holder para el caso 1 < p < oo,

tenemos

[ goin— [ Sngdu‘ < [ 15 = sallshdn <1 = sl gl
X X X

Para el caso p = 1, tenemos

[ goin- [ sngd;»] < [ 15 = salshdn < 15 = sl
X X X

Por lo tanto, para 1 < p < oo tenemos

n—oo

lim sngd,u:/ fadp.
b's X

De (4.4) se sigue entonces que

T(f) = lim T(s,) = lim / sngdu:/ fadu.

n—o0
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Por la desigualdad de Holder, tenemos entonces que || 7| < ||g||,, v por lo tanto ||T|| =

lgll4- Para probar la unicidad de g, supongamos que existe g; € L,(u) tal que

| todu=1(7) = [ fond.

Entonces g — g1 € L,(1) y

(Ty-g)(f) = /ngdu - /ngldu =0, para toda f € L,(X,S, ).

Por lo tanto

0=1[Ty—gll = llg — g1l
es decir, g = g1 p-casi donde quiera. Esto completa la prueba para el caso en que pu(X) <
00.
Para probar el teorema cuando p es o-finita, sea {X,}n,eny una sucesion creciente de
conjuntos en S tal que |J,—, X,, = X y u(X,) < +oo para toda n en N. Luego, para
cada n € N, consideremos la aplicacién lineal continua (es lineal y continua pues es la

restriccién de una funcional lineal y continua) 7}, : L,(X,,,SNX,, 1) — R, definida por
T.(f) =T(f), para toda f € Ly(Xn, S N Xy, 1),

donde cada f es tratada como una funcién en X, con f =0 en X. Entonces, por el caso

finito, existe una funcién g,, € L,(X,,SNX,, ) tal que, para toda f € L,(X,,SNX,, ),

T(xx,f)= [ [fondp.

Xn

Si tratamos a g, como elemento de L,(X,S, ), con g, = 0 en X, entonces

lgnlle < IT1]-

Como { X, }nen €s una sucesion creciente y toda g, estd determinada de manera tnica (ex-
cepto por conjunto de medida p-cero), podemos asumir que, para todan € N, g,1(x) =

gn(z) para x € X,,. Definase g en X mediante
g(x) := gu(z), parax € X,,.

Luego, g es una funcién medible bien definida en (X,S), y la sucesién {|g,|}nen crece

hacia |g|, para toda x € X. Por lo tanto, por el Teorema de Convergencia Monétona y la
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continuidad de 7', tenemos que, para el caso 1 < p < o0,
[ talrdi =t [ Jgurd < 7 (45)
X n—oo X

Por lo tanto g € L,(X,S, ). Si p = 1, entonces ||gn||cc < ||T|| para toda n € N, y esto
implica que g € Loo(X,S, 1) con ||g|lo < || T
Finalmente, para f € L,(X,S, ), como xx,f — f puntualmente y |xx, f| < |f], por
el Teorema de Convergencia Dominada, xx, f — f en L,(X,S, p). También, xx, fg —
fa v Ixx.fal <|fgl € Li(X,S,u). Por lo tanto, de nuevo por el Teorema de Conver-
gencia Dominada, para toda f € L,(X,S, pu),

| fodu=tim [ godu= i [ fad =t TOc,$) = T(P)

Puesto que el caso p = 2 es un caso particular del teorema anterior, concluimos que
el teorema de Radon-Nikodym «implica» el teorema de representacion de Riesz. Por otra
parte de lo demostrado en el capitulo 2 tenemos que el teorema de representacion de
Riesz «implica» el teorema de Radon-Nikodym. Concluimos entonces que los teoremas

son equivalentes.
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