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Introduccion

En matemaéticas, hay ocasiones donde se requiere sumar una infinidad de ntimeros, pero
,.como hacemos esto si la suma esta definida para dos ntimeros? Gracias a la asociatividad,
podemos sumar una cantidad finita de nimeros sin problemas. Para una cantidad infinita
de ntimeros, entra la herramienta del limite introducida en el siglo XVII y formalizada
hasta el siglo XIX.

Este mismo proceso lo podemos hacer para la operaciéon del producto, tal cual es el
proposito de este trabajo. Esta idea de tener productos infinitos viene desde los inicios
del calculo, y desde entonces ha sido utilizada por grandes matematicos como Newton,
Euler, Cauchy, Gauss, Riemann, hasta que Weierstrass formalizo la herramienta. Aqui

veremos la teoria para numeros complejos, asi como funciones de una variable compleja.

En el primer capitulo, presentaremos algunos resultados basicos de variable compleja,
enfocandonos en los que més utilizaremos durante este trabajo, principalmente la formula
integral de Cauchy, el teorema del residuo, y el principio de identidad, junto con otras

propiedades de las funciones analiticas.

En el segundo capitulo, desarrollaremos la teoria de los productos infinitos aprove-
chando lo que sabemos para series. Primero definiendo lo que es un producto infinito y
su convergencia o divergencia, luego estableciendo que clase de relacion existe entre estos
productos y un tipo particular de series, prosiguiendo, haremos productos infinitos de
funciones analiticas, al igual que se tienen sumas infinitas de estas funciones en las series
de Taylor, desarrollando teoria de la convergencia de estas funciones, y finalmente obte-
niendo el teorema de factorizacion de Weierstrass, el cual nos permite expresar cualquier

funcién analitica como producto infinito de funciones analiticas mas sencillas.

En el tercer capitulo, aplicamos el teorema de factorizacion de Weierstrass a tres fun-

ciones en particular: la funcion seno, la funciéon Gamma, y la funciéon Zeta de Riemann.
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Para la funcién seno, la factorizamos de la misma manera que lo hizo Euler en su tiem-
po. Para la funcion Gamma, primero la escribimos como un producto infinito usando el
teorema de factorizacion de Weierstrass, luego encontramos algunas de sus propiedades,
como ser una de las pocas extensiones analiticas de la funcion factorial al plano complejo,
y finalmente probamos que su forma en producto coincide con la forma en integral que es
mas conocida. Para la funcién Zeta de Riemann, utilizaremos lo que sabemos de la funcién
Gamma para establecer una relaciéon importante entre estas funciones, que nos permite
extender Zeta al plano complejo, y veremos algunos hechos bésicos sobre la hipotesis de

Riemann.

Para finalizar, en el cuarto capitulo deduciremos la formula de Jensen y estudiaremos
un poco de los productos de Blaschke. El primer resultado nos ayuda a calcular ciertas
integrales de funciones armonicas o analiticas a partir de su valor en el origen, mientras
que los productos de Blaschke son una aplicacion del teorema de factorizacion de Weiers-
trass que nos ayuda a caracterizar las funciones analiticas en el disco unitario. Ambas
herramientas tratan con funciones en el disco unitario, por lo que uno puede verlas como

material introductorio para los espacios de Hardy.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion, presentaremos algunos resultados canonicos de variable compleja que
usaremos a lo largo de esta tesis. Enunciaremos estos resultados sin prueba, pero sus

demostraciones se pueden encontrar en [1] o [3].

Comenzaremos con uno de los resultados méas importantes de variable compleja, que
nos dice que la integral sobre una curva cerrada se anula si la curva se puede deformar

continuamente a un solo punto. Esto nos lo dice el teorema de Cauchy.

Teorema 1.0.1 (Teorema de Cauchy). Sea f una funcion analitica en una region G. Sea

v una curva cerrada en G que es homotdpica a un punto en G. Entonces

Af:o.

A partir de este teorema, se deduce la formula integral de Cauchy, la cual nos ayuda a
calcular varias integrales, y determina completamente los valores de una funcién analitica

dentro de una curva a partir del valor de cierta integral.

Teorema 1.0.2 (Formula integral de Cauchy). Sea f una funcion analitica en una region
G, sea v una curva cerrada en G que es homotdpica a un punto, y sea zg € G un punto

que no este en vy. Entonces

f(k)(zo)-f(%z‘“o):k—!./&d( k=1,2,3,...

2mi J., (¢ — z)Ft!

donde I(v; zo) es el indice de la curva vy con respecto al punto zy, se interpreta como el

numero de vuellas en sentido posilivo que hace la curva v alrededor del punto zy, y se

4
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define como

2w .,z — 2o

1 dz
I(yi20) = = /
i

Como una aplicacion de esta féormula, junto con el teorema de Fubini, se obtiene el
siguiente resultado, que no es tan utilizado, pero lo emplearemos algunas veces durante

este trabajo.

Proposicion 1.0.3. Sea f(z,t) una funcidn continua en z y t, para z en una region G,

y t en una curva . Para cada t en v, suponga que [ es analitica en z. Sea
F(z) = /f(z,t)dt.
gl

Entonces F' es analitica en G y

o

F'(z) = a(z,t)dt.

Un resultado clésico del andlisis es la caracterizaciéon de cierto tipo de funciones me-

diante una serie de potencias. Aqui su analogo para las funciones analiticas.

Teorema 1.0.4 (Teorema de Taylor). Sea f una funcion analitica en un conjunto abierto
AdeC. Seazy€ AyA, ={z:]z— 2| <r} contenido en A. Entonces para cada z € A,,

la serie

2 r(n)(,
e
n=0 :

converge en A,, y ademds

£ (2
fey =3 T

n!

El teorema de Taylor no nos permite expresar a ciertas funciones, ya que no son
analiticas en ciertos puntos. Para estas, requerimos otro tipo de expansién, llamada la

expansion de Laurent.
Teorema 1.0.5. Sean 0 < r; <ry yzy € C, y considere la region A = {z : r1 < |z — zo| < ra},
donde posiblemente r1 =0 0 ro = 00. Sea f analitica en A. Entonces podemos escribir

[e.e]

F6) = Y= + Y 2
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donde ambas series convergen absolutamente en conjuntos de la forma
By o =1{2:p1 < |2 — 20| < pa}, donde ry < p1 < p2 < 19. Esta serie para f se le conoce
como su serie de Laurent alrededor de zy en el anillo A. St v es un circulo alrededor de

2o de radio R, donde ry < r < ry, entonces los coeficientes son

0, = ___IXEZEIIdC n=0,1,2,...

2mi J., (¢ — 20)

/f (C—2)"'d¢ n=1,23,....
27m

Para cada punto zo y region A, la serie de Laurent de f es tnica.

El siguiente teorema también es de los méas importantes de la variable compleja. Muchas
veces las curvas por las que debemos integrar contienen polos dentro de la region que
encierran, por lo que no podemos aplicar el teorema de Cauchy, sin embargo, si podemos
calcular los residuos en cada polo, entonces el proximo resultado nos da una forma de

calcular tales integrales.

Teorema 1.0.6 (Teorema del Residuo). Sea G una region y sean zy, za, . . ., 2, N puntos
distintos en G. Sea f analitica en G — {21, 22,...,2,}. Sea v una curva cerrada en G

homotopica a un punto en G. Suponga que ningin z; estd en . Entonces

n

/ F(2)dz = 2w > [Res (f: 20)] 1(7: =),

1=1

Como aplicacion del teorema del residuo, se pueden calcular varias integrales de va-
riable real, considerandolas como de variable compleja y eligiendo curvas en el plano

complejo apropiadas. Los siguientes dos resultados se obtienen de tal forma.

Proposiciéon 1.0.7 (Integral de Mellin). Sea f analitica en C excepto por un nimero
finito de singularidades aisladas, de las cuales ninguna esta en el eje real positivo. Sea

a > 0 no entero, y suponga que se cumplen las siguientes condiciones:

= Euxisten constantes My >0, Ry > 0 y b > a tal que |f(2)| < My/|z|" para |z| > R;.

= Euxisten constantes My > 0, Ry > 0y d con 0 < d < a tal que |f(z)| < M/ |z|*
para 0 < |z| < Ry.
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Entonces la integral fooo 2 f(x)dw existe en el sentido de ser absolutamente convergente

Yy

/OO 2 f(x)dr = me Z {residuos de 2"~ f(2)} .
0

senwa
donde la suma es sobre todas las singularidades de f excluyendo el residuo en 0, y 2471 =

ele=Doez tomando la rama 0 < arg z < 2.

El teorema del residuo también nos da una forma de calcular series de la forma
S>> f(n), donde f es una funcion meromorfa dada, con un niimero finito de polos,

n=—oo

todos distintos a los enteros.

Teorema 1.0.8 (Teorema de la adicion). Sea f analitica en C excepto por un nime-
ro finito de singularidades aisladas. Sea Cy el cuadrado con vértices en (N +1/2) x
(£1+4d),N = 1,2,3,.... Supongamos que fCN (meotmz) f(2)dz — 0 cuando N — oc.
St ninguna de las singularidades de f esta en los enteros, entonces limpy_o mev:—N f(n)
existe, es finito, y

N—o0

N
lim Z fln)=— Z {residuos de (mcotmz) f(z) en las singularidades de f} .
n=—N

El siguiente resultado que se obtiene de la formula integral de Cauchy, nos habla de
la convergencia de sucesiones de funciones analiticas, las cuales se comportan de manera

agradable y como uno quisiera.

Teorema 1.0.9. Si (f,,) es una sucesion de funciones analiticas en G, y f es una funcion

continua tal que f, — f, entonces [ es analitica y f,S’“) — f®) para todo k > 1.

Esto nos dice que el espacio de funciones analiticas en G es un subespacio cerrado
del espacio de funciones continuas en GG, y que el operador f — f’ es continuo. Como el
espacio de funciones continuas en GG es completo con la norma del supremo, esto implica

que el espacio de funciones analiticas en GG es un espacio vectorial completo.

En varias ocasiones, se requiere trabajar con el comportamiento de sucesiones o fun-
ciones en el infinito. Para ello, al plano complejo se le agrega el punto al infinito, y se
compactifica mediante la proyeccion estereogréfica a la esfera de Riemann. En este objeto,

se le asigna una métrica especifica que es la siguiente.
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Lema 1.0.10 (Métrica cordal). La funcidn p definida en la esfera de Riemann por

|21 — 2

p<21722): 5 3
v+ 2) (14 [2P)

es una meétrica.

Una caracteristica importante de esta métrica es su equivalencia entre la convergencia
con la métrica usual. Esta métrica también se usa para el espacio de funciones meromorfas

en subconjuntos de la esfera de Riemann.

Teorema 1.0.11. El espacio de funciones meromorfas en una region G junto con la

funcion constante iqual al punto infinito es un espacio completo con la métrica

d(f.g) = sup p(f(2),9(2)),

zeC

donde p estd definida como en el lema 1.0.10

En el plano complejo, las funciones analiticas tienen una relaciéon especial con las

funciones armonicas, la cual esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.0.12. St f es una funcion analitica en una region G, entonces Re f yIm f
son funciones armonicas en G. Reciprocamente, si u es una funcion armodnica en G

simplemente conexo, entonces existe una funcion analitica en G tal que u = Re f.

Los siguientes dos resultados son de mucha importancia en variable compleja. Ambos

son consecuencia de la formula de Cauchy.

Teorema 1.0.13 (Propiedad del valor medio). Sea f analitica dentro de y en un disco
de radio r y centro zy. Entonces

1 2w

f(z0) = f(zo + re®)do.

2 Jo
Este teorema tiene un analogo para funciones armonicas que también se utiliza bas-
tante.

Aplicando la férmula integral de Cauchy, y la propiedad de valor medio, se obtiene el

siguiente teorema.
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Teorema 1.0.14 (Principio del m6dulo méaximo). Sea G una region acotada y suponga-
mos que f : G — C es analitica en G y continua en G. Entonces |f| alcanza su valor

mdzimo finito en 0G. Si ademds lo alcanza en el interior de G, entonces f es constante

en E

Aligual que la propiedad del valor medio, este teorema tiene un anélogo para funciones

armonicas.

Entre las técnicas para encontrar el dominio més grande donde una funcién f es ana-
litica es el principio de identidad, que nos dice que si dos funciones coinciden en un
conjunto con puntos de acumulaciéon, entonces ambas son la misma funciéon. Dicho de

forma precisa, esta el siguiente teorema.

Teorema 1.0.15 (Principio de identidad). Sean f y g funciones analiticas en una region
G. Supongamos que existe una sucesion zy, 2o, . .. de puntos distintos en G que convergen

a 2o € G tal que f(z,) = g(zn) para todo n. Entonces f(z) = g(z) para todo z en G.

Como consecuencia del teorema del residuo, el siguiente resultado, que es bastante
utilizado en variable compleja, principalmente nos da informaciéon del ntimero de ceros de

una funcién dentro de una curva cerrada.

Teorema 1.0.16 (Teorema de Rouché). Sean f y g analiticas en una region G excepto
por un numero finito de ceros y polos en G. Sea v una curva cerrada en G homotopica a

un punto y no pasa por ningun cero o polo de f o g. Supongamos que para todo z en 7,

1f(2) = 9(2)| < [f(2)]
entonces Zy — Py = Zy — Py, donde Zy = Y7 1(v;a;), donde los a; son los ceros de f

repetidos de acuerdo a su multiplicidad, y Py, Z4, P, definidos de forma similar.

Una de las aplicaciones principales del teorema de Rouché es lo siguiente.

Teorema 1.0.17 (Teorema de Hurwitz). Sea (f,) una sucesion de funciones analiticas
en una region G que converge uniformemente en cualquier disco cerrado en G a una
funcion f. Supongamos que f no es idénticamente cero, y sea zo € G. Entonces f(z)) =0

si y solo si existe una sucesion z, — zo y un natural N tal que f,(z,) =0 cuandon > N.



Capitulo 2

Teorema de Factorizacion de

Weilerstrass

El principal objetivo de este capitulo es, para cualquier sucesién (a;), construir una
funcion entera tal que se anule inicamente en el conjunto {a;}32,. Para un nimero finito
de puntos ay,...,a, , con cero de multiplicidad m; en el punto a; , el polinomio f(z) =
(z—a1)™ (z —az)™ ... (2 — a,)™ cumple con lo que queremos. Si deseamos hacer lo
mismo para una sucesion infinita de puntos, una forma de hacer esto es estudiar los
productos infinitos.

En lugar de crear nueva teoria para los productos, nos apoyaremos del conocimiento ya
desarrollado para las series, y veremos a los productos como un anilogo de las sumas

infinitas.

Definiciéon 2.0.1. Si (2;) es una sucesion en C y z = lim,,_, HZ:1 zp, existe, entonces

z es el producto infinito de los z y lo denotaremos por
z= H Zn.
n=1

Observamos que si z = [[7 | z, existe y es distinto de cero, entonces podemos escribir

a 2z, como

H?:l Z]
1
H?:1 <j ’

Zn =

10
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y por la definicion de z, que es distinto de cero, tenemos

n 1/ n
, , Hj:l Zj 1My — 00 Hj:l Zj  z
lim 2, = llm ——— = - —— =-=1
oo oo Hj:l Zj limy, o0 Hj:l Zj z

Este resultado, andlogo a la convergencia a cero de los términos de una serie, nos inspira

para definir la convergencia de los productos infinitos.

Definiciéon 2.0.2. Sea (z,) una sucesion de nimeros complejos tales que z, # —1 para
. . . o0 . <,

todo n. Diremos que el producto infinito [[,__, (1 + 2,) converge si la sucesion de productos

parciales converge a un numero distinto de cero.

En caso que los productos parciales converjan a cero, diremos que el producto infinito

diverge a cero.

Algunos autores permiten que un nimero finito de los z, sean igual a —1, y luego
estudian la subsucesion que resulta a partir del punto donde todos los factores sean dis-
tintos de cero. Para estudiar la convergencia de los productos, nosotros no haremos esto,

simplemente supondremos que todos los z, son distintos de —1.

Ejemplo 2.0.3. 1. Tomando z, = —2 para todo n, tenemos que [[°_, (14 z,) no
eziste.
__ 1 L .
2. Sea z, = — 51 entonces el n-ésimo producto parcial es

n—1_(n-1)!

1
-

[GVRI

n n!

N | —

como la sucesion de productos parciales converge a cero, tenemos que el producto

infinito diverge a cero.
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3. El producto [ ]2, (1 — n—12) tiene productos parciales

SIS (G0
<

I
—=

k=2

T
[\

I
—=

T
[\

I
=
ol
_|_
—_
N——
| x
==
=l
~| 4
—_
N——

Esto implica que

1
lfm P, — lim " - —

1
n—o0 n—o0 n o 2

Por lo tanto, el producto converge a %
El siguiente resultado nos permite apreciar mas la relacion entre los productos infinitos
y las series, ayudandonos a caracterizar los productos convergentes.

Teorema 2.0.4. Sea (z,) una sucesion en C tal que z, # —1 para todo n

a) Si [~ (14 z,) converge, entonces (z,) converge a cero.

b) Supongamos que Re z, > —1 para todo n. Entonces [[—, (1 + z,) converge si y

solo siy > log (1 + z,) converge, considerando la rama principal del logaritmo.
¢) 1152, (14 |zn]) converge si y solo siy >~ |z,| converge.
d) Si1[72, (14 |z4|) converge, entonces [[.—, (1+ z,) converge.

Demostracion.  a) Sea P, = [[;_, (1 + z). Por hipétesis, P, convergea P =[]~ (1 + z,),
con P # 0y tenemos que 1+ z, =

Py,
B, bor lo tanto

P, lim, 00 By, P
lim (1+2,) = lim = :5:1,

n—00 n—00 [T 1 h/mnﬁoo Pnfl

lo cual implica que lim,,_, z, = 0.
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b) Sea S, =Y ,_,log(14 2x) y P, = [, (1 + 2;). Para cada n, tenemos que P, =

esn,

Si S, converge a S, entonces por la continuidad de e*, P, converge a P = e°.

Reciprocamente, supongamos que P, converge a P # 0. Para probar que S,, con-
verge, es suficiente mostrar que a partir de cierto indice, todas las S,, yacen en una

misma franja periddica de e®, pues ahi la funcién logaritmo es continua.

Tomamos una rama de log tal que P este en su dominio de analiticidad G. Como

P, converge a P, entonces P, € GG para n suficientemente grande, lo que implica
S, =log P, + 2mik,
para k, entero, y asi tenemos
271 (kpy1 — k) = log (1 + z,01) — log Pyi1 + log P;
como el lado izquierdo es imaginario puro, también se cumple
270 (kpyq — ky) = i [arg (1 + 2,41) — (arg Pyy1 — arg By)] . (2.1)

Por la parte a) del teorema, sabemos que 2z, converge a cero,

por lo que lim,_, arg (1 + 2,41) = 0. Ademas, lim,_,, (arg P, — arg P,) = 0.

Combinando esto con (2.1), tenemos que lim, o (knt1 — kn) = 0, es decir, existe

un entero ng tal que k, = k para un entero k y n > ng. Por lo tanto
S, = log P, + 2mik
para n > ng, y por la continuidad de log tenemos

S, — S =log P + 2mik.

¢) Como |z,| > 0 para todo n, por la parte b) del teorema, es suficiente ver para
x, > 0, > x, converge si y solo si > log(1+ x,) converge. Por la expansion de

Maclaurin de log (1 + 2), tenemos
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para |z| < 1, es decir, tiene una singularidad removible en z = 0, y asi

lim log (14 2)
z—0 z

=1. (2.2)

Supongamos que Y x,, converge. Entonces z,, converge a cero, asi para € > 0, debido
a (2.2), tenemos
0<log(l+z,) <(1+¢€) x, (2.3)

para n suficientemente grande. Por el criterio de comparacion para series, tendremos

que > log (1 + z,) converge. Si utilizamos la desigualdad
(1—¢)x, <log(l+z,)

que se deduce de (2.2), obtenemos que la convergencia de ) log (1 + z,,) implica la

convergencia de Y x,,.

Supongamos que [[°_, (1 + |z,|) converge. Entonces por la parte ¢) del teorema,

> | |zn] converge. De (2.2), se desprende que

n=1

log (1
li 180+
z—0 ’Z’

Argumentando como en ¢) se sigue que >~ [log (1 + z,)| converge. Al ser C com-
pleto, tenemos que Y > log (1 + z,) converge, y por la parte b) del teorema, se

sigue que [[°2, (1 + z,) converge.

Notemos que la convergencia de [[, |1+ z,| no implica la convergencia de

L=

(1+ z,), pues el Ejemplo 1 da una sucesion que muestra esto. De forma analoga a

las series absolutamente convergentes, la parte d) del teorema 2.0.4 nos inspira a decir

que [[72, (1 + z,) converge absolutamente si [[°~, (1 + |z,|) converge. Observemos que

esto es equivalente a decir que [[)7, (1 + z,) converge absolutamente si >~ | log (1 + z,)

converge absolutamente.

Ahora queremos aplicar este teorema a la convergencia de productos de funciones.

Una técnica tutil es encontrar condiciones bajo las cuales la convergencia uniforme de una

sucesion de funciones (f,) a una funcion f definidas de un conjunto X y con valores en C,
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garanticen la convergencia uniforme de exp (f,(x)) a exp (f(z)) para x en X. El siguiente

lema nos da una condicién suficiente para lo que deseamos hacer.

Lema 2.0.5. Sea X un conjunto, y sean f, fi1, fo,... funciones de X a C tales que f,(z)
converge uniformemente a f(x) en X. Si existe una constante a tal que Re f(x) < a para

todo x en X, entonces exp (fn(x)) converge uniformemente a exp (f(z)) en X.

Demostracion. Para € > 0 dado, elegimos § > 0 de tal forma que |e* — 1| < ee™® cuando
|z| < §. Por la convergencia uniforme, podemos elegir ng tal que |f,(x) — f(z)| < § para

todo z en X y n > ng. Asi

e > |exp [fu(z) — f(2)] — 1]

exp fu(2) |lexp fn(x) — exp f()]
exp f(z) lexp f(z)]

1‘ _
Se sigue que para cualquier x en X y para n > ny,

lexp fn(z) —exp f(x)] < ee *|exp f(z)] < e.

El siguiente lema nos da una idea de como queremos usar la convergencia uniforme de

la suma para ver la convergencia del producto.

Lema 2.0.6. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, y sea (g,) una sucesion de funcio-
nes continuas de X a C tal que > g,(x) converge uniformemente y absolutamente para

x en X. Entonces el producto

H L+ gn(x

converge uniformemente y absolutamente en X. Ademds, existe un entero ng tal que

f(z) =0 siy solo si g,(x) = —1 para algin n, con 1 < n < ny.

Demostracion. Como ) g,(x) converge uniformemente para x en X, existe un entero ng
tal que |g,(z)| < 1 para todo x en X y n > ng. Esto implica que Re [1 + g,(z)] > 0, y
también, por (2.3), |log (1 + gn(x))] < |gn(x)| para todo x en X y n > ng. Luego, por el
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criterio de comparacion

o
h(z)= ) log(1+ ga(x))
n=ng+1
converge uniformemente y absolutamente para x en X. Al ser h continua y X compacto,
se sigue que h debe ser acotada, en particular, existe una constante a tal que Re h(z) < a

para todo x en X. Por lo tanto, aplicando el lema 2.0.5, tenemos que

o0

exph(e) =[] (1+ga(2))

n=ng+1
converge uniformemente para x en X.

Finalmente,

f@) =1+ gi(@)] [ + g2(x)] - - - [1 + gno ()] exp h(2)

y exp h(z) # 0 para todo x en X. Asi que si f(x) = 0, debe suceder que g,(z) = —1 para

alguna n, con 1 < n < ny.

Como caso particular de este lema, veremos que también se cumple para funciones

analiticas.

Teorema 2.0.7. Sea G un dominio en C, y sea (f,) una sucesion de funciones analiticas
en G tal que ninguna f,, sea idénticamente cero. Si Y [fn(2) — 1] converge uniformemente
y absolutamente en subconjuntos compactos de G, entonces [| fu(z) converge uniforme-

mente y absolutamente en subconjuntos compactos de G a una funcidn analitica f(z).

St a es un cero de f, entonces a es un cero solamente de un numero finito de las
funciones f,, y la multiplicidad del cero de f en a es la suma de las multiplicidades de

los ceros de las funciones f, en a.

Demostracion. Como Y [f,(z) — 1] converge uniformemente y absolutamente en subcon-
juntos compactos de G, por el lema 2.0.6, se tiene que f(z) = [] fu(2) converge unifor-
memente y absolutamente en subconjuntos compactos de GG. Como cada producto parcial

es analitico en G, por la convergencia uniforme, se sigue que f es analitica en G.
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Suponga que f(a) = 0y sear > 0 tal que B,(a) C G. Por hipétesis, >_ [f.(z) — 1] con-
verge uniformemente y absolutamente en B, (a). Por el lema 2.0.6, existe un entero n tal
que f(2) = fi(2) ... fn,(2)g(2), donde g no se anula en B,.(a). Por lo tanto, solo f1, ..., fn,
pueden anularse en a. Mas aun, por la forma de f, la suma de las multiplicidades del cero

de las funciones f,, en a es la multiplicidad del cero de f en a. [ ]

Si tenemos una sucesion (a,) en un dominio G sin punto de acumulacion en G, con-
sideremos las funciones (z — a,). El producto [](z — a,) nunca sera analitico, asi que
para encontrar una funcion que se anule solamente en (a,), requerimos mas que eso. Si
podemos encontrar funciones g,(z) que son analiticas en GG, no se anulen en G, y que
Y1z — ayn) gn(z) — 1| converge uniformemente en subconjuntos compactos de G, por el
teorema 2.0.7, f(z) = [[ (2 — an) gn(2) es analitica en G, y tiene ceros solo en los puntos

Z = Qy.

La forma mas segura de garantizar que g,(z) no se anula es expresarla como g¢,(z) =
exp hy,(z) para alguna funcion analitica h,(z). De hecho si G es simplemente conexo,
entonces como h, (z) = g.,(2)/gn(z) tiene una antiderivada en G, se sigue que g,(z)
debe tener esa forma. Las funciones que nos van a servir fueron introducidas por Karl
Weierstrass en 1866.

Definiciéon 2.0.8. Un factor elemental de Weierstrass es una de las siguientes funciones
E,(z) parap=10,1,2,...
EO(Z) =1- 2

22 2P
Ep(z):(1—z)exp<z+§—l—...+g>, p>1

La funcién E,(z/a) tiene un cero de orden 1 en z = a y en ninguna otra parte. Ademas
si b es un punto fuera de G, entonces E, ((a —b)/(z — b)) tiene un cero de orden 1 en
2z = a y es analitica en G. Estas seran las funciones que nos ayuden a generar funciones
analiticas con ceros donde queramos y multiplicidad a elegir.

Para ver que este producto converge, usaremos esta ttil desigualdad.

Lema 2.0.9. Si|z| <1y p>0, entonces |1 — E,(2)] < |2["*.

Demostracion. El caso p = 0 se cumple trivialmente. Para p > 1 fijo, sea

E,(z) =1+ Z apz®
k=1
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la expansion en serie de Taylor de E,(z) alrededor de z = 0. Si derivamos la serie de

Taylor junto con la expresion de E,(z) de la Definicion 2.0.8, obtenemos

Z kapzF1 = E(z) = —2"exp (z +...+ —) (2.4)
k=1 p
Comparando las expresiones de la izquierda y derecha, deducimos que a; = ay = ... =
a, = 0. Como los coeficientes en la expansion en serie de Taylor de exp (Z +...+ %p) son

todos positivos, entonces por (2.4), se tiene que ar < 0 para k > p+ 1, asi 0 = E,(1) =
1+ 372 ag es decir

o0 o0
S fasl =~ =1
k=1 k=1

Por lo tanto, para |z| <1

|Ey(2) — 1| = Zakz
o0
— |Z|p+1 Z akzk—(p-l-l)
k=p+1
o
<[P lael =127
k=p+1

Antes de resolver el problema general, estudiaremos el caso particular donde G =
C. Este teorema nos habla de la existencia de funciones enteras en el plano con ceros
tnicamente en una sucesion sin puntos de acumulacion, del orden que queramos en cada

punto. A este teorema también se le conoce como teorema de Weierstrass.

Teorema 2.0.10. Sea (a,) una sucesion en C tal que lim |a,| = 0o, a, # 0 para todo n y

ningun punto se repite una infinidad de veces. Si (p,) es una sucesion de enteros tal que

g: <|0;”—n|)pn+l (2.5)

converge para todo r > 0, entonces

15 ()
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converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos compactos de C y es entera con

ceros solo en los puntos a,.

Si zy aparece m veces en la sucesion (ay,), entonces f tiene un cero en z = zy de orden

m. Ademds, si p, =n — 1, entonces la sucesion satisface (2.5).

Demostracion. Suponga que existen enteros p,, tales que (2.5) converge para todo r > 0,
entonces por el lema 2.0.9

pnt1l pn+1
e ()<l < ()
ay, ||

Esto sucede cuando |z| < ry r < |a,|. Si fijamos r > 0, como lim |a,| = oo, existe

z

Qn

un entero N tal que |a,| > r para n > N. Por lo tanto, para cada r > 0, la serie

pn+1

Yo |1 = E,, (2/a,)| esta dominada por la serie convergente Y > (r/|an|) en el

disco B,.(0). Por lo tanto "> | |1 — E,,, (z/ay,)| converge uniformemente y absolutamente
en C.

Por el teorema 2.0.7, el producto infinito

e ()

converge uniformemente y absolutamente en C, y de nuevo por el teorema 2.0.7, el cero

en z = zy es de orden m.

Falta ver la existencia de los enteros que satisfagan (2.5). Para cada r, existe N tal
que |a,| > 2r para n > N. Esto resulta en 7/ |a,| < § para n > N, asi que si tomamos
pn =n—1, la cola de la serie (2.5) esta dominada por Y (3)". Por lo tanto, (2.5) converge

con p, =n — 1.

Notemos que la condiciéon lim |a,| = 0o es equivalente a que la sucesion no tenga pun-
tos de acumulacién en C, lo cual concuerda con el hecho que los ceros de una funciéon
analitica (o entera) que no sean idénticamente cero no deben tener puntos de acumulacion
en su region de analiticidad. El mismo teorema nos da muchas formas de elegir p,, pues si
pn > n — 1, también se tiene la convergencia. La mayor ventaja de elegir p, tan pequena

como sea posible, es que los factores elementales se vuelven més sencillos.
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El siguiente teorema, que es el tema central de este capitulo, nos da una forma de

representar a cualquier funcién entera como un producto de funciones analiticas.

Teorema 2.0.11 (de Factorizacion de Weierstrass). Sea f una funcidn entera y (a,) los
ceros (distintos de z = 0) de f repetidos tantas veces como su multiplicidad. Suponga que
f tiene un cero en z = 0 de orden m > 0. Entonces existe una funcion entera g y una

sucesion de enteros (py) tal que

z

F(z) = 2 exp (g(2) ﬁ NES

Qn

Demostracion. Por el teorema 2.0.10, existe una sucesion de enteros (p,) tal que

h(z) = zmﬁE : (i)

tiene los mismos ceros de f con las mismas multiplicidades. Entonces f/h tiene singula-
ridades removibles en z = 0, ay, as, .. .. Por lo tanto, f/h es una funciéon entera que no se
anula. Como C es simplemente conexo, existe una funcién entera tal que

% — exp (9(2))

y de ahi se sigue que f tiene la forma deseada. [

Ahora si, regresamos al problema mas general, donde la funcién es analitica en cualquier

dominio G del plano. El siguiente teorema nos da una respuesta afirmativa al problema.

Teorema 2.0.12 (Weierstrass). Sea G un dominio en C y (a;) una sucesion de puntos
distintos en G sin punto de acumulacion en G, y sea (m;) una sucesion de enteros.
Entonces existe una funcion analitica [ definida en G cuyos tinicos ceros son los puntos

a;. Ademds, a; es un cero de f de multiplicidad m;.

Demostracion. El primer paso es probar que el teorema se cumple para el caso donde

existe un nimero R > 0 tal que

{z€eC:|z] > R} CG, la;] <R, j>1 (2.6)
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F1GURA 2.1: Una ilustracion de un dominio que cumple (2.6), donde la parte sombreada
representa el dominio, y el circulo punteado representa {z € C: |z| = R}.

Si siempre pudiéramos encontrar una funcion f que satisface (2.6) para algin conjunto,
tomamos (G; un conjunto arbitrario abierto en C, con («;) una sucesion de puntos distintos
en (G; sin punto limite, y sea (m;) una sucesion de enteros. Si B,(a) es un disco en Gy

tal que ningtin «; esté en tal disco, consideramos la transformacion de Mdbius

7,2

T(z) = :
(2) = ——
Tomando G = T(G;) — {0} y a;j = T(«;), entonces {z € C: |z] >r} C G, ya que
B,(a) C Gy, y ademés |a;| < r, pues |a; — a| > r para todo j, asf, G satisface (2.6).

Si existe f analitica en G, con un cero en cada a; de multiplicidad m; y ningin otro cero,

y tal que
lim f(z) =1 (2.7)

Z—00
entonces la funcion definida por g(z) = f(7'(z)) es analitica en G; — {a}, con una sin-
gularidad removible en z = a, y ¢ tiene un cero en z = «; de multiplicidad m; y ningtin

otro cero.

Ahora suponiendo que G satisface (2.6), debemos probar que existe una funcién ana-
litica f con los puntos (a;) como sus unicos ceros, con m; la multiplicidad del cero en

z =aj, y que f satisfaga (2.7).

Definimos una segunda sucesioén de puntos (z,) que consiste de los puntos de (a;), pero

cada punto en (a;) se repite tantas veces como su multiplicidad m;. Para cada n, existe
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un punto w, en C — G tal que
|2n — wy| = d(2,,C—G).

Si G = C, como la sucesion (a;) esta acotada, y no tiene puntos de acumulacién, entonces
(a;) es finita, y el producto finito de los factores lineales que aparecen en el Teorema

Fundamental del Algebra cumple con las caracteristicas de la funcién que buscamos.

Supongamos que (a;) es infinito. Como esta sucesion esta acotada y tiene una infinidad
de puntos, entonces debe tener un punto de acumulacion en {z € C : |z| < R}, pero como
(a;) no tiene puntos de acumulacién en G, entonces debe estar en C — G, lo que implica
que C — G es no vacio. Como C — G también es compacto, y (a;) es una sucesion en G,

el punto de acumulacion de la sucesion estd en la frontera de G, por lo tanto

lim |z, —w,| =0.
n—oo

Zn — Wp
E,{———),
Z — Wy

cada una de ellas tiene un cero simple en z = z,. Probaremos que el producto infinito de

Consideramos las funciones

estas funciones converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos compactos de

G.

Para hacer esto, tomamos K un subconjunto compacto de G para que d (C — G, K) >

0. Entonces para cualquier z en K, tenemos

20 — wa| _ |20 — Wl

= dwn, K) = d(C,K)

Zn — Wn

Z— Wy

Como lim |z, — w,| = 0, para cualquier § con 0 < § < 1, existe un entero N tal que

Zn — W
R )
Z— Wy

para todo z en K y n > N. Luego, por el lema 2.0.9, tenemos que

‘En (M) - 1' < gt (2.8)

Z— Wy,
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para todo z en K y n > N. Por comparacion , tenemos que la serie

> [ (o) -]

converge uniformemente y absolutamente en K. Por lo tanto, utilizando el teorema 2.0.7,

tenemos que

converge uniformemente y absolutamente en K, lo cual implica que f es analitica en G.
Ademas, el teorema 2.0.7 nos dice que los tnicos ceros de f son los puntos z,, cada uno
de orden 1, pero esto implica que los puntos a; son los tnicos ceros de f, y cada uno tiene

multiplicidad m; por ser el nimero de veces que aparece a; en la sucesion (z,).

Falta probar que lim, ,, f(z) = 1. Sea e >0y R; > R. Como |z,| < Ry |w,| < 2R
entonces |z, — w,| < R. Para |z| > Ry, se tiene que |z —w,|" < (Ry — R)™". Por lo

tanto, para |z| > Ry,
2R

< .
" Ri—-R

Zn — Wy

Z— w,
Asi, si elegimos R; de tal forma que 2R < ¢ (R; — R) para algin 6, 0 < 0 < 1, se satisface
(2.8) para |z| > Ry y para todo n. En particular Re [E, ((z, — wy,) / (2 — w,))] > 0 para

exp (Z log B, (M)> -1
Z — wy

n=1

|z| > Ry y para todo n, asi que

()~ 1] = (2.9)

tiene sentido con la rama principal de log. Por otra parte, de (2.3) y (2.8), se sigue que

Z log E,, (%)

(e}

<

n=1
[e9)
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para |z| > R;. Si le aplicamos otra restriccion a  de tal forma que |e” — 1] < € cuando

(52
1-9

jw] <

entonces por (2.9), tenemos que |f(z) — 1] < € cuando |z| > Ry, es decir f satisface
(2.7). u

Ejemplo 2.0.13. Si G es un conjunto abierto y (f,) es una sucesion de funciones analiti-
cas en G tal que f(2) = [ fu(2) converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos
compactos de G, entonces

o0

> T

k=1 ntk
converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos compactos de G y es igual a
f'(z). Si ademds f no es idénticamente cero y K es un subconjunto compacto de G tal

que f(z) # 0 para todo z en K, entonces

P XA
5~ 2

Demostracion. Sea P, el n-ésimo producto parcial de f. Por la convergencia uniforme de
P, a f, tenemos que P! converge uniformemente a f’. Por induccion, se puede verificar
que
n n
P e T o]
k=1 m#k
y esto converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos compactos de G. Por la

unicidad del limite, finalmente obtenemos

HOEDY [f;;(Z) II fn(Z)] : (2.10)

k=1 n#k

Si f no es idénticamente cero, y no se anula en un subconjunto compacto K de (G, entonces
P (z) f'(z)

Pu2) 1)

converge uniformemente a , v para cada n, por (2.10) se tiene que

==
N
SN—
(]
==
—
N
S—

Por lo tanto, al tomar limite, obtenemos lo que queriamos. [
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Un corolario importante del teorema 2.0.12 es, para cualquier abierto G de C, el campo
de cocientes del dominio entero de todas las funciones analiticas, es el campo de todas

las funciones meromorfas. En otras palabras:

Corolario 2.0.14. Si f es una funcion meromorfa en un conjunto abierto G, entonces

existen funciones analiticas g y h en G tales que

Demostracion. Sean (a;) los polos de f, y sea m; el orden del polo en a;. Por el teorema
anterior, existe una funciéon analitica h con ceros de multiplicidad m; en cada punto a;
y ningin otro cero. Por lo tanto hf tiene singularidades removibles en los puntos a;. Se

sigue que g = hf es analitica en G. [ ]

En conclusién, podemos representar a cualquier funcién entera como producto infinito
de funciones analiticas no constantes, y ademés podemos construir funciones analiticas en

un dominio G con los ceros donde nosotros queramos, con la multiplicidad que deseemos.



Capitulo 3

Ejemplos de Factorizaciéon de Funciones

En este capitulo, aplicaremos el teorema de factorizacion de Weierstrass a un par de
funciones conocidas para poder expresarlas como un producto de funciones analiticas.
Adicionalmente, estudiaremos la funcién Zeta de Riemann, su relacién con la funcién

Gamma y algunas de sus propiedades.

3.1. La Funcién Seno

Aqui tomaremos la funcién sen 7z por la simplicidad de la distribucién de sus ceros.
Para sumas y productos infinitos, cuando el simbolo del operador esté acompanado de
una apostrofe, entonces la suma o el producto se debe tomar sobre todos los indices n
enteros excepto por n = 0.

Los ceros de la funcion sen 7z son exactamente los enteros, y ademés cada cero es de

multiplicidad 1. Como

para cada r > 0, podemos elegir los enteros p, en el teorema 2.0.10 como p, = 1 para

todo n. Asi, por el teorema de factorizacion de Weierstrass tenemos

[e.9]

senmz = zexp (g(2)) H/ (1 - E) e*/m.

n=—oo

26
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Si asociamos adecuadamente, esto resulta en

senmz = zexp (g(2)) 1 (1 - 2—2) (3.1)

para alguna funcion entera g. Eligiendo a f(z) como sen 7z, obtenemos

f'(2)
f(2)

meotmz =

Por lo tanto,
meotmz =g'(2) + — —1—222_”2 (3.2)

Por otro lado, debido al teorema 1.0.8 , sabemos que

N 00

1 1 2z
trz= I = - = 3.3
reotmz = ey z+zlz2—n2 (3.3)

n=—

Combinando (3.2) y (3.3), se concluye que ¢'(z) = 0, es decir, g debe ser constante,
digamos ¢(z) = a. De (3.1), se sigue que

senﬁz:_l—[(l__).

Tomando limite cuando z tiende a 0, obtenemos e* = m, por lo tanto

SeIl?TZ:T(‘ZH 1——2
n

n=1

Una aplicacion de esta formula es la comprobacion de la formula de Wallis, 1a cual fue

introducida en 1655 por John Wallis a través de las integrales de Wallis. Este producto
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fue la forma més rapida y sencilla de calcular el valor numérico de 7 en esa época.
Ejemplo 3.1.1 (Formula de Wallis).
2

ﬁ T
2n—1 2n+1) T2

Demostracion. Aplicamos la formula de la factorizacion del seno a z = % y obtenemos

T 1
1=senw =~ 1— —
e T _1( 4n2>

T 4n? — 1
Y 2
2 vt 4n
Por lo tanto - -
H _r
n:l n:1 2n—1 2n—|—1) 2

3.2. La Funci6on Gamma

En esta seccion, estudiaremos un poco de la funcion Gamma. Primero lo haremos uti-
lizando la herramienta de los productos infinitos que Carl Friedrich Gauss ide6 en los
inicios del siglo XIX y Karl Weierstrass formalizo a mediados del siglo XIX, y compro-
bando que el producto infinito coincide con la forma que Leonhard Euler defini6 como la

funcion Gamma en 1738 [4].

Sea G un conjunto abierto en el plano, y sea (f,,) una sucesion de funciones analiticas.
Si (f,) converge uniformemente, en subconjuntos compactos de GG, a una funcion f y no

es idénticamente cero, entonces con la métrica cordal p definida por
21 — 2

VI +[2P) (1+]27)

también tenemos la convergencia de (f,) a f en la esfera de Riemann. Si K es un sub-

p (Zlv 22) =

conjunto compacto de G donde ninguna f,, se anula, entonces por el teorema de Hurwitz,

1 1 1
f no se anula en K. Notemos que p(z1,22) = p <—,—), lo cual implica que (f—)
21 %2 n

. 1
converge uniformemente a — en K.
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De acuerdo al teorema de factorizaciéon de Weierstrass, el producto infinito

1 1+E e
(=3

n=1

converge a una funcion entera, la cual sélo tiene ceros simples en z = —1,—2,....

« ., . . 2
Por la discusion anterior, si tomamos f, = [[_, (1 + %) e~ &, entonces el producto

[o.¢]
z -1 z
H (1 + —) en
n
n=1
converge a una funciéon meromorfa con polos en z = —1,—-2,....

Definicién 3.2.1. La funcion gamma T'(z2) es la funcion meromorfa en C con polos

simples en z =0, —1,—2, ... definida por

donde 7y se elige de forma que I'(1) = 1.

Para ver que esta definicion tiene sentido, debemos ver que existe tal . Si sustituimos

z =1 en la definicion 3.2.1, obtenemos

lo cual implica

¢ = ﬁ (1 + %) T (3.4)
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Como ambos miembros de (3.4) son positivos, la funcién logaritmo es continua ahi, y al

aplicarlo en ambos lados resulta en

" /1
1 ——1 E+1 log k
nl}r&;(k og (k+1)+ log )

~ 1
= i ——1 1
Y 3y ~los(nt D)

1
=1 — — logn.
Y 3y~ losn

También notemos que

1 1
e " exp (z <1+...+—)> = exp (z (—7+1+...+——|—10gn—logn>)
n n
! (3.5)
=n”exp (z (—'y+l—l—...+——logn>).
n

A partir de (??) y la definicion de T'(z), podemos deducir lo siguiente:

—vz n 1
P(z) = “— I [] (1+ %) of
k=1

—z n

(& ke%
= lim
2 n—oo H 2+ k

k=1
" e *n! 1+1+ +1

= lim -exp | 2 .t
n—oo 2 (z+1)...(2+n) P 2 n))

pero por (3.5), para z # 0, —1, ..., se cumple que

n! n?
PE) = lm ey ) (3:6)
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A esta ultima expresion se le conoce como Formula de Gauss. Si sustituimos z + 1 por z

en (3.6), obtenemos

n] nz+1

F(z—i—l):T}g&(z+1)(z+2)...(z+n+l)

| 7
=z lim mn : " (3.7)
nsoo z(z4+1)...(z4+n) z+n+1
= 2I'(2)

expresion que se le llama la ecuaciéon funcional de Gamma. Haciendo el proceso

inductivo, resulta que para cualquier natural ny z #0,—1,...,
Fz4n)=(z+n—1(z+n—-2)...(z+1) 2I'(2).
En particular para z = 1, se cumple
['(n+1)=n!,

y como I' es meromorfa en todo el plano y coincide con la funcién factorial en los naturales,
podemos considerar a I' como una extension analitica de la funcién factorial a todo el

plano complejo (excepto por los polos).

Por la forma que se definié I'(z), sabemos que cada polo es simple. Como son polos

simples, podemos calcular los residuos de I' por

Res (I'; —n) = lim (z+n)[(2)

Z——n
para n entero no negativo. Pero por la ecuacion funcional

I'(z+n+1)
(z+4n—1)(z4+n—-2)...(z+1)2’

(z+n)I(z) =
y haciendo z tender a —n, obtenemos

Res (I'; —n) = (_1)71.

n!
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/

(
I'(z)

Si calculamos la derivada de log I'(z), vemos que es igual a , y utilizando el ejemplo

2.0.13, resulta en

/
Como la convergencia de la suma es uniforme, podemos calcular ( > derivando

término a término, y por lo tanto

() -5+ X

=1

Por definicion de I'(z), se tiene que I'(x) > 0 si z > 0, por lo tanto la funcion logI'(z)

estd bien definida para x > 0, y como

toer@) = (F5) =5+ 3

el n+z

se tiene que logI'(z) es una funcion convexa en (0,00). Esta propiedad, junto con la
ecuacion funcional y el hecho que I'(1) = 1 caracterizan a la funcion Gamma, como se ve

en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2 (Bohr-Mollerup). Sea f una funcién definida en (0,00) tal que f(x) >0

para x > 0. Suponga que f tiene las siguientes propiedades:

(a) log f(x) es conveza.
(b) f(x+1)=xf(x) para todo x.

(¢) f(1) =
Entonces f(z) = I'(x) para todo .

Demostracion. Por las propiedades (b) y (c), la funcion también satisface
flz+n)=(x4+n—-1)...(x+1)zf(z) (3.8)

para todo n. Sea 0 < z < 1y n > 2. Por la propiedad (a), se tiene que

log f(n — 1) —log f(n) _ log f(z +n)—log f(n) _logf(n+1)—log f(n)
(n—1)—mn - (x4+n)—n - (n+1)—

Y
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como se cumple que f(m) = (m — 1)! para todo m > 1, tenemos

)< log f(x +n) —log (n — 1)!

—log(n —2)! +log(n —1
x

<logn!—1log(n—1)!
es decir,
zlog(n —1) <log f(z +n) —log (n — 1)! < zlogn.

Sumando log (n — 1)! a cada parte de la desigualdad, y aplicando la funcién exponencial,
obtenemos
(n—=1)"(n—1)!< f(x+n)<n®(n-—1).

Utilizando (3.8), esto se convierte en

(n—1)"(n—1)! n®n! r+n
z(xz+1)...(z4+n-1) Sf(m)g:c(x%—l)...(aﬁLn). n

Como f es independiente de n, y la desigualdad de la izquierda es valida para todo entero

n > 2, en particular vale para n + 1, por lo que

nn! < < n*n! T+n
z(x+1)...(z+n) < flw) < c(x+1).. . (x+n) n

Tomando limite cuando n tiende a infinito, tenemos I'(x) = f(x) para 0 < x < 1. Por la

ecuacion funcional, se cumple para todo x > 0. [

Un resultado importante de la funcion Gamma es poder expresarla como una integral,
quizas su forma més conocida. Esta forma es una de las primeras que se utilizaron para

representar esta funcion, después de un producto infinito similar a (3.6).

La funciéon Gamma tiene varias aplicaciones, ya que aparece en varias transformadas de
Fourier y Mellin en ecuaciones diferenciales que se usan para modelar fendémenos fisicos.
Ademés, se utiliza en probabilidad y estadistica para la distribucion que lleva el mismo

nombre.

El siguiente teorema nos da la equivalencia entre su forma integral y la que definimos
en 3.2.1.

Teorema 3.2.3. Si Re (z) > 0, entonces
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Dependiendo del valor de z, esta integral se descontrola en t = 0 o en t = co. Para ver

que esta integral tiene sentido, recurriremos al siguiente lema.

Lema 3.2.4. Sea S={2€ C:a<Rez< A}, donde 0 <a < A< 0.

(a) Para e >0, existe 6 > 0 tal que para todo z en S,

3
/ e_ttz_ldt‘ <e€

cuando 0 < a < B < 4.

(b) Para e > 0, existe k tal que para todo z en S,

3
/ e_ttz_ldt‘ <€

cuando B > a > K.

Demostracion. Para probar (a), notemos que si 0 < t < 1y z esta en S, entonces
Re (z — 1)logt < (a — 1) logt. Como e™* < 1,

|6—ttz—1| S tRe z—1 S ta_l.
Asi que al limitar 0 < o < 8 < 1, tenemos

B B 1
/ e_ttz_ldt‘ < / t"tdt = ~ (B* — o)
[e% « a

Si € > 0, por la continuidad de z%, podemos encontrar 0 < § < 1 tal que % (B —a%) <e

cuando f — a < §. Esto prueba (a). Para probar (b), notemos que para z en Sy t > 1,
71| < t471. Como t4e 2! es continua en [1,00) y converge a cero cuanto ¢ tiende a

infinito, existe una constante ¢ tal que tA-le=3t < ¢ para todo ¢ > 1. Esto nos dice que
|€—ttz—1’ < Ce—%t
para todo zen Sy t>1.5i > «a > 1, entonces
B ¢ 1 B 1y 1 lg
e tTdt| <c e 2'dt = 2¢ (e’ﬁo‘ —e 2 )
(0% 03

1y L. . P .
y como e~ 2' tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito, para cualquier ¢ > 0, podemos

encontrar x > 1 tal que 2¢ <e_%a — 6_%’6)) < e cuando 8 > « > K, lo cual prueba (b) =
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Este lema nos dice que las integrales

1 «
/ e tt*dt, / e P dt
o4 1

satisfacen un criterio de Cauchy cuando « tiende a 0 y oo, respectivamente. La siguiente
proposicion es la que nos da la respuesta definitiva de la definicién de la integral en el

teorema 3.2.3.

Proposicion 3.2.5. SiG={2€ C:Rez>0}y
fu(z) = / e ' tdt
1

paran > 1y z en G, entonces cada f, es analitica en G, y converge uniformemente a

una funcion analitica en G.

Demostracion. Como la integral en cada intervalo [%,n} es finita, y el integrando es

continuo como funciéon de ¢ y analitico como funciéon de z, se sigue del teorema de Fubini
y de la férmula integral de Cauchy que cada f, es analitica. Si K es un subconjunto

compacto de G, existen a y A tales que K C {z € C:a < Re z < A}. Como
1 m
fmn(2) = fu(2) = / e '* 1 dt —I—/ e '* 1 dt

para m > n, por el lema 3.2.4, (f,) es una sucesion de Cauchy en el espacio de funciones
analiticas en G, pero este espacio es completo, asi que (f,,) debe converger a una funcion

f analitica en G. [

Si f es la funciéon limite de la proposiciéon 3.2.5, entonces se cumple que

f(z)= /000 e '*tdt

cuando Re z > 0. Para ver que la funcion f es la funciéon Gamma, por el principio de

identidad, es suficiente ver que f(z) = I'(x) para x > 1.

Si integramos por partes consecutivamente, obtenemos

" t\" n*n!
1— =) = tat = :
0 n z(x+1)...(z+n)
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la cual converge a I'(x) cuando n tiende a infinito por la formula de Gauss. Al probar que
fo (1 - ) t*~1dt converge a f, se estaria probando el teorema 3.2.3. Para hacer esto,

nos apoyaremos del siguiente lema.

Lema 3.2.6. (a) ((1 + i)n) converge a € uniformemente en subconjuntos compactos

del plano.

(b) Sit >0, entonces (1 — %)n < et para todo n > t.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto en el plano. Entonces para n suficiente-
mente grande, |z| < n para todo z en K. Por la continuidad de la funcién exponencial,

es suficiente probar que
lim nlog (1+ ) =z

n—oo

uniformemente para z en K. Recordamos la serie de Maclaurin para el logaritmo, la cual

log (1 + w) i

k=1

es
k

para |w| < 1. Sea n > |z| para todo z en K. Si z esta en K, entonces

| <1+z> 122+1z3
nlo — )= 4+ —— — ...
& n 2n  3n?

es decir

z 1z 122
log (1+2) —z=2|—s2+25— . .
nlog (1+—)—z z[ 5.t 3 } (3.9)

Tomando el moédulo, tenemos

<\Z|Z

<|

‘ ‘kl

‘nlog <1+§> —z

E
n 1—|
R2
< b
“—n—R

SAN

donde elegimos R de forma que R > |z| para todo z en K. Si tomamos limite, obtenemos

la convergencia uniforme.
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Ahora tomemos ¢t > 0 y sustituyamos —t por z en (3.9), con ¢t < n, y asi obtenemos

o)

nlog (1 t +t= tzl ! k_1<0
& n N k:lk n -

t
nlog (1 — —) < —t
n

y como la funcién exponencial es monotona creciente, al aplicarse en ambos lados se

por lo cual

obtiene la desigualdad deseada. ]
Ahora tenemos las herramientas necesarias para probar el teorema 3.2.3.

Prueba del Teorema 3.2.3. Sea x > 1 fijo, y sea ¢ > 0. Por el lema 3.2.4, existe x tal que

/ et < i (3.10)

cuando r > k. Sea n cualquier entero mayor a k, y sea f, definida como en la proposicién
3.2.5. Entonces

ful2) — /On (1 — %)ntm‘ldt =— /0” (1 - %)ntl‘—ldt + /n {e_t — (1 — %)n} =L,

Luego, por la parte (a) del lema 3.2.4 y la parte (b) del lema 3.2.6, tenemos

-

1 n 1
n t n
/ (1 — —) "t < / et ldt < < (3.11)
0 n 0 4

para n suficientemente grande. Ademés, por la parte (a) del lema 3.2.6, tenemos

t n
e ! — (1 — —)
n

para ¢ entre 0y , y n suficientemente grande, donde M = [ ¢*~'dt. Por lo tanto

[l () e

Usando la parte (b) del lema 3.2.6 y (3.10), resulta en

/ [et — <1 — 3) 1 t“dt' < 2/ e < ¢
K n K 2

€
<
~— 4AM«k

< (3.12)

e




Capitulo 2. Ejemplos de Factorizacion de Funciones 38

para n > k; combinando esta desigualdad con (3.11) y (3.12), finalmente obtenemos

fnl(z) — /On (1 — %)ntm‘ldt

para n suficientemente grande. Por lo tanto, para x > 1, tenemos

0= nh_)r{.IO {fn(x) — /0" (1 — %)ntl‘—ldt}

~ |im {fn(x) o nn! }

<€

n—o0 z+1)...(x+n)
= f(z) = I'(z)
y por el principio de identidad, esto es valido para Re z > 0. [

Ejemplo 3.2.7 (Formula de Reflexion de Euler). Para z distinto de un entero,

L) (1 —2) =

Sen mwz

Demostracion. Primero notemos que por la ecuacion funcional
I'(2)I'(1—2) = —2(2)['(—2).

Utilizamos la forma de Gamma como producto infinito, y la forma del producto del Seno

y obtenemos

CaT(A)T(—2) = —2 <€j ﬁ (1+ §>_1 ez> (‘i ﬁ (1- %)‘1 ez)
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Evaluando con z = % en 3.2.7, se concluye facilmente que I" (%) = /7.

Como aplicacion de esta forma de I', y el hecho que F(%) = /7, observamos que
VT = / e it 2 dt.
0
Haciendo el cambio de variable s? = ¢, obtenemos

ﬁ:/ e 57125 ds
0

—2/ e_Sst,
0

/ e ds = ﬁ
O 2

o bien, por la simetria de la funcion

es decir

/ e~ ds = /7.

o0

3.3. La Funciéon Zeta de Riemann

En esta seccion, estudiaremos un poco la funcién Zeta de Riemann. Primero definién-
dola de la forma usual y finalmente extendiéndola a todo el plano complejo utilizando lo

que sabemos de la funcion Gamma.

Sea z un miimero complejo, y n un natural. Entonces [n*] = lexp (zlogn)| = exp (Re zlogn).
Por lo tanto . ) )
Z ’/C‘Z’ = Zexp(— Re zlogk) = z:k,—Rez7
= k=t k=1

asi que al tomar z tal que Re 2 > 1 4 ¢, con € > 0 tenemos

i k= Re z < i k_(l+€),
k=1 k=1

* converge uniformemente y absolutamente en subconjuntos

es decir, la serie Y 2 n~
compactos de {z € C: Re z > 1 + ¢}, lo cual implica que converge en subconjuntos com-

pactos de {z € C: Re z > 1} a una funcién analitica, la cual definiremos a continuacion.
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Definicién 3.3.1. La funcion Zeta de Riemann estd definida para Re z > 1 por la

((z) =) n"

n=1

ecuacion

Esta funcion ha sido estudiada e investigada extensamente desde su introducciéon por
Leonhard Euler en 1737, y su estudio se amplio més cuando Berndhard Riemann en 1859,
la extiende al plano complejo como funcion meromorfa [5]. El anélisis de esta funcion ha
influenciado a la teoria de niimeros. De hecho, uno de los problemas abiertos mas famosos
nos da informaciéon sobre la distribuciéon de los nimeros primos. Esta funcién fue la que

inicio el estudio de las L-funciones [6].

Queremos demostrar cierta relacion entre la funcion Zeta y la funcion Gamma. Para
esto, utilizaremos la representacion integral de Gamma que obtuvimos en 3.2.3, es decir,

para Re z > 0,
'(z) = / e '*tdt.
0
Haciendo el cambio de variable t = nu, tenemos

['(z) = nZ/ e "yt du
0

es decir

n*I'(z) :/ e Mt7dt.
0

Si nos restringimos a Re z > 1, y sumamos esta ecuaciéon sobre todas las n, obtenemos
oo
((2)(2) =Y n°T(2)
n=1
o0 [e'S)
=> / e L.
n=1"0

La relacion que buscamos involucra tomar la suma dentro de la integral. Para probar

(3.13)

esto, requeriremos el siguiente lema que es analogo al lema 3.2.4.

Lema 3.3.2. (a) Sea S ={z € C:Re z>a}, donde a > 1. Si e > 0, entonces existe
0 <90 <1 tal que para todo z en S

p -1
/ (" =1) ¢ ldt| <e

cuando 0 < o < 8 < 4.



Capitulo 2. Ejemplos de Factorizacion de Funciones 41

(b) Sea S ={z€ C:Rez< A}, donde —0o < A < c0. Si € >0, entonces eriste kK > 1

tal que para todo z en S

<€

p -1
/(et—l) tldt

cuando > a > K.

Demostracion. (a) Como e’ — 1 > ¢, tenemos que para 0 <t <1y zen S,

(¢ —1) et <o

Al tener a > 1, la integral fol t*=2dt es finita, asi que podemos encontrar el valor &

que satisfaga la ecuacion.

(b) Sit> 1y z esta en S, entonces como en la prueba de la parte (b) del lema 3.2.4 |

existe una constante c tal que

(et — 1)_1 < (et — 1)_1 A1 < cest (et — 1)_1 .

Como el lado derecho de la desigualdad es integrable en [1,00), entonces podemos

encontrar tal k.
]

Corolario 3.3.3. (a) Si S={z2€C:a<Rez< A}, dondel <a< A< oo, enton-

ces la integral
/ (¢ —1) "= tdt
0

converge uniformemente en S.

(b) SiS={z€C:Rez< A}, donde —o00 < A < 00, entonces la integral

/ (¢ = 1) = at
1

converge uniformemente en S.

Proposicién 3.3.4. Para Re z > 1

C(2)T(z) = /000 (e" — 1)71 t*~tdt.
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Demostracion. Por el corolario anterior, esta integral es analitica en la region {z € C : Re z > 1}.

Por el principio de identidad, es suficiente mostrar que la igualdad se cumple para x > 1.

Del lema 3.3.2, existen a y [ tales que

/ (et =) et <
0

/ (¢ —1) = tdt <
8

Como > p_ ek <32 ekt = (e — 1)~ para todo n, se cumple que

3 / g < £
n=1 0 4

T ety < €
> i
Luego al aplicar (3.13), obtenemos
'C(a:)f‘(x)—/ (et—l)‘lt“dt‘ = Z/ e"tt“dt—/ (e — 1) = at
0 =1 /0 0
< / (et—l)_ltxldt’+ Z/ e "Mt
0 =1 /0
+/ (et—l)‘lt“dt‘+ Z/ e "Mt
5 Vs
o B 8 B
+ Z/ e"tt"fldt—/ (¢ —1)" = ldt
n=1v% @

x 8 6 B
> / e dt — / (ef — 1) t"'at
n=1v% @

< €+

Pero 3. ™™ converge a (¢! — 1)~ uniformemente en [a, 8], asf que el lado derecho de

la desigualdad es exactamente €, resultando en la igualdad deseada. ]

Queremos usar esta proposicion para extender el dominio de ((z) a{z € C: Re z > —1}.

. . . -1
Para hacer esto, primero consideramos la expansion de Laurent de (e* —1)™ . Esta es

z - 1 1 - n
(6—1)1:;—5—1-2&”2
n=1



Capitulo 2. Ejemplos de Factorizacion de Funciones 43

—1 . .
con ap, as, ... constantes. Por lo tanto, (ef —1)7 — % estd acotada en una vecindad de

t = 0. Esto implica que la integral

/01 ((et —1)7 - %) =1t

converge uniformemente en subconjuntos compactos del semiplano derecho, y por lo tanto

representa una funcion analitica ahi. Asi
C(2)T(2) = / (e — 1)71 =1t
0
! -1 11 > —1
= / [(et -1) 45— —} t*=dt +/ (e —=1) ¥ 'dt (3.14)
0 tot 1
! -1 1 1 > -1
= / [(et —-1)" - —} ot + —— + +/ (e =1) ¢ 'dt

y por el corolario 3.3.3, todos los sumandos anteriores, excepto por ﬁ, son analiticos
en el semiplano derecho. Asi podemos definir {(z) para Re z > 0 por el lado derecho
multiplicado por [['(z)]”'. Definida de esta forma, ((z) es meromorfa en el semiplano
derecho con un polo simple en z = 1, cuyo residuo es 1. Ahora, si suponemos que 0 <

Re z < 1, también se cumple que

C(2)T(2) = /OOO ((et )t %) 1t (3.15)

Por otro lado, de nuevo al considerar la expansiéon de Laurent de tenemos que

1
[(et —1)7' = I+ %] < ct para una constante ¢ y t en el intervalo [0, 1]. Asi, la integral

1
t -1 _ 1 1 z—1
/0 ((e 1) ; + 2)t dt

es uniformemente convergente en subconjuntos compactos de {z € C: Re z > —1}. Ade-

, 11
tlggot((et—l) —;):1

mas, como
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existe una constante ¢’ tal que

(-1

para t > 1. Asi tenemos que la integral

/100 ((et —1)7' - %) >t

converge en subconjuntos compactos de {z € C : Re z < 1}. Usando estas dos integrales

v (3.15), obtenemos

t
1 e’}
_ t —1_1 1_1 z—1 / t —1_1 z—1
-/ <(e . 2)75 a+ | ((e 1) t)z it
1 0
_ t —1_1 1 z—1 _l / t —1_1 2—1
_/0 <(e 1) t+2>t di — o~ + 1 <(e 1) t)t dt

(3.16)

para 0 < Re z < 1. Pero como ambas integrales convergen uniformemente cuando —1 <
Re z < 1, podemos usar (3.16) para definir a {(z) en {z € C: —1 < Re z < 1}. Aunque

el término % aparezca en la extension de la funcion, ((z) no va a tener polo ahi, ya que

al dividir entre I'(z), se convierte en la cual es analitica en z = 0. Asi,

1 1
22T(z) — 2@(z2+1)°
hemos definido a ((z) como una funcién analitica en {z € C: —1 > Re z}, con un polo

simple en z = 1, cuyo residuo es 1.

o0 1
/ | —
1 zZ

Si aplicamos esto a (3.16), tenemos

Si —1 < Re 2z < 0, entonces

C(2)T(2) = /OOO ((et i % + %) 7 dt (3.17)

para —1 < Re z < 0. Por otra parte, se cumple la siguiente identidad

1 1/et+1\ i 1
) =2 — cot | =it
(=1 +35=7 1) 29"\ %
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00 2a
n=1 a2—n2"

Por la prueba de [3, p. 305], sabemos que 7 cot ma = é +> Aplicando esto

1 2 > 1
t=it) == —dity ———
«© (22) T nz::lt2+4n27r2

obtenemos

para t # 0. Por lo tanto

ISR SR O RS S S
(<e Y t+2)t_22t2+4n27r2'

Usando este hecho en (3.17), tenemos

(3.18)
oo 00 tz

=2 27mn)* ! = dt
Z( ™) /O t2+1

2(21)° 1 C(1 = 2) /Ooo r

t2+1

dt

para —1 < Re z < 0. Ahora para x real entre —1 y 0, haciendo el cambio de variable

s = t2, esto se conviete en una integral de Mellin, cuya solucién empleando el teorema

o0y 1 0o  i(z—1)
/ dt = —/ S ds
o 2+1 2), s+1
2 2

2 (37)
= —sec|=x).
2 2

del residuo es

Pero por el ejemplo 3.2.7, obtenemos

—x —x) s s
F(lx) = F<17r )sen = F(lT%en (590) cos <§x>

Combinando esto, junto con (3.18) y (3.19), concluimos con la siguiente ecuacion

C(z) =22n)" ' T(1 — 2)¢(1 — 2)sen (g;:) (3.20)

para —1 < Re z < 0. A esta ecuacion se le conoce como ecuaciéon funcional de Rie-

mann.
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Esta igualdad solo fue probada para x real entre —1 y 0, pero aplicamos el principio de
identidad para ver que se cumple si —1 < Re z < 0. Utilizamos el mismo razonamiento

para ver que la igualdad también se cumple para —1 < Re z < 1 (el polo simple de

us

Zz) ahf). Como la parte derecha de la

((1 —2) en z = 0 se cancela con el cero de sen (
ecuacion funcional es analitica si Re z < 0, entonces podemos utilizarla para definir {(z)

en todo el plano complejo. Esto se puede resumir como el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. La funcion Zeta ( se puede definir como funcion meromorfa en el plano
complejo, con un unico polo simple en z = 1 con residuo 1. Para z # 1, { satisface la

ecuacion funcional de Riemann.

Como T'(1 — z) tiene polos simples en z = 1,2,..., y como ((z) es analitica en z =

2,3, ..., necesariamente
¢(1 — z)sen (gz> =0

en z = 2,3,.... Aun maés, los ceros ahi deben ser simples. Como sen (%x) = 0 cuando z
es entero par positivo, se sigue que ((1 — z) = 0 para z = 3,5,..., lo cual implica que

((z) = 0 para enteros pares negativos.

Por la forma en la que esta definida ((z) para Re z > 1, la funciéon no se anula en
esta region. Por la ecuacion funcional de Riemann, se puede verificar que ((z) # 0 para
Re z < 0 se manera similar. Esto nos dice que los otros ceros de ((z) deben estar en la
region {z € C:0 < Re z < 1}.

Definicion 3.3.6. Los puntos z = —2,—4,—6,... se llaman los ceros triviales de la

funcion Zeta, mientras que la region {z € C: 0 < Re z < 1} se llama la franja critica.

Ahora plantearemos una de las preguntas abiertas en matematicas mas célebres en la

actualidad a saber, si se cumple lo siguiente:

Hipotesis de Riemann. Si z es un cero no trivial de (, entonces Re z = %

Se ha demostrado que no hay ceros en las rectas Re z = 0 ni en Re z = 1, y que hay
una infinidad de ceros en la linea critica Re z = %, pero nadie ha demostrado que todos
los ceros deben estar ahi.

Si se prueba esta hipotesis, se tendran varios beneficios para la teoria de niimeros, pues ya
hay varias afirmaciones que suponen cierta esta conjetura. Una de las mejores formas de

ver la relacién entre esta funciéon y la teorfa de ntimeros es a través del siguiente teorema.
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Teorema 3.3.7. Si Re z > 1, entonces

-1 (5)

donde (py) es la sucesion de nimeros primos.

Demostracion. Primero, usando la serie geométrica, para cualquier n se cumple

1—pn mz

Si tomamos n > 1 fijo y el producto 17;,2 para 1 < k < n, entonces por la propiedad
k:

distributiva del producto obtenemos

I (=5) -2

k=1
donde los enteros ny,no, ... son todos los enteros positivos que se pueden expresar como
producto de potencias de los primos py, pa, ..., y por el teorema fundamental de la aritmé-

tica, cada nimero tiene representacion tnica como producto de primos, por lo que todos

los n; son distintos. Haciendo n tender a infinito, obtenemos el resultado deseado. [



Capitulo 4

Formula de Jensen y productos de
Blaschke

Como vimos en el capitulo 2, podemos hacer que cualquier conjunto sin puntos de

acumulacion sea el conjunto de ceros de alguna funciéon analitica.

Aqui estudiaremos un poco sobre funciones analiticas en el disco centrado en 0 y radio

1. En este capitulo, denotaremos a este disco unitario por D.

Supongamos que g es una funciéon analitica en alguna vecindad de D y no se anula ahi.
Entonces log |g| = Re logg es armoénica, y por la propiedad del valor medio para estas

funciones,
1 2 )
log |9(0)| = 5/0 log |g (") |d6. (4.1)

Esta formula nos da informacién de la escala de g en dD en términos de su valor en 0 y

viceversa.

El primer paso que haremos es generalizar esta formula para discos de cualquier radio
y permitir que tenga ceros. Para realizar esto, requerimos alguna forma de manipular los
ceros de las funciones analiticas en ID. Para ello, usaremos los factores de Blaschke que se

definen de la siguiente manera.

Definiciéon 4.0.1. Si a € D, entonces se define el factor de Blaschke por

Z—a

Ba(2) = 1—az

48
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Este no es mas que un caso particular de una transformaciéon de Mdébius, la cual tiene

ciertas propiedades deseables que veremos en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.0.2. La funcion B, es analitica en una vecindad de D. Tiene inicamente

un cero de orden 1 en a. También satisface que |By(z)| =1 si |z| = 1.

Demostracion. Si |z| < =, entonces 1 —az # 0, por lo que B, es analitica en D (0, -
[a]’ ’ " Ta] )
el cual es un conjunto abierto que contiene a ID. Claramente el tinico cero de B, es a, y

como )
1 — |al

B (z) = ——,
O

el orden del cero es 1. Finalmente, si |z| = 1, entonces [Z| = 1y |2Z| = 1, por lo que

1 z—a
B,(2)| = = -
| Ba(2)| R
Z—a
|z =2
z—a|z|
I el
Z—a

Ahora veremos un lema que nos sera de utilidad.

Lema 4.0.3. or
/ log |1 — e"|dt = 0.
0

Demostracion. Como 1 — z es analitica en D y no se anula ahi, entonces log |1 — z| es
una funcién armonica en D, y por la propiedad del valor medio para funciones armonicas,

tenemos

2T
/ log |1 — re’|dt =0 (4.2)
0
para todo r tal que 0 <r < 1.S10 <t <7/3 0 57/3 <t <27, entonces se cumple

1 ! <1 L < Ca
—— =1o 0 —=
|1 — ret| g\/1+r2—27’cost B g\senﬂ —

|log |1 — re|| =log

para cualquier a tal que 0 < a < 1. Si 7/3 < t < 57/3, entonces v/3/2 < |1 —re?| < 2,
por lo tanto |log|1 — re|| < log2. Por lo tanto, el integrando en (4.2) esta acotado por
una funcién integrable. Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se cumple

para r = 1. [
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Teorema 4.0.4 (Férmula de Jensen). Sea f analitica en una vecindad de D(0,7), y
supongamos que f(0) # 0. Sean ai,...a, los ceros de f en D(0,7), repetidos de acuerdo

a su multiplicidad. Entonces
— r 1 [ "
log [£(0)] + Zlogm = ), log | f (re”)]do.
k=1

Demostracion. Supongamos que ay, ... a, € D(0,7), ¥ |ami1| = ... = |a,| = r. Notemos

que

B. (2) = i
T\ 1—
es analitica en una vecindad de D(0,7). Definimos

o (fes () 11 52

k=m+1 k

3e

MR

T

Por la forma que definimos a g, ésta es analitica en una vecindad de D(0,r), y no tiene

ceros ahi. Asi, podemos aplicar (4.1) a g. También observamos que

log [9(0)] = log | (0 |+Zl<>g ==l |+Zlog .
ademaés,
it it
‘Bak <T€ ) ‘ e (4.3)
T T r — e’L ak)
y
73 re 1
4 = . . = . . 4.4
reit — % r (ezt _ eztk) |1 _ ez(t—tk)| ( )

Por lo tanto, por la propiedad del valor medio de g, (4.3) , (4.4) y el lema 4.0.3, obtenemos
r 1 [ ,
—|==1 1 0|deo
ak‘ 277/0 og |f (re”)]
moq o AN
%y bg(IBaf( )
+ Z / log ‘1 - 9’“)| )d@

k= m+1

= %/0 log |f (re”) ‘d@.

log|f(0)] + ) _log
k=1




Capitulo 3. Formula de Jensen y productos de Blaschke 51

Corolario 4.0.5 (Desigualdad de Jensen). Si f cumple las condiciones del teorema 4.0.4,

entonces )
1 ;
log | £(0)] < 2—/ log | f (¢")]do.
T Jo
Demostracion. Como |ay| < r, los términos log a7 SOI 10 negativos. |

Ahora regresamos a nuestro objetivo: obtener informacion de la distribucion de los
ceros de una funcion analitica a través de su crecimiento. Para el disco unitario, esto

resulta ser una aplicacion de la féormula de Jensen.

Teorema 4.0.6. Si f es una funcion analitica acotada no constante en D, y a1, ao, ...,

son los ceros de f repetidos de acuerdo a su multiplicidad, entonces

D (1= Jax]) < oo.

k=1

Demostracion. Supongamos que f(0) # 0. Como (ax) es numerable, podemos encontrar
r < 1 tal que |ax| # r para todo k. Le aplicamos la formula de Jensen a f en la region

D(0,7) y tenemos

n(r) o
1 .
log | £(0)] + Zl<)g|(:—k| = %/0 log | f (re™)|do,
k=1

donde n(r) es el nimero de ceros de f en D (0,r). Como f esta acotada en D, digamos

por M, al hacer r tender a 1 por la izquierda obtenemos

= 1
D> _log — <log M —log |£(0)].
= lal

Luego, por la serie de Taylor de la funcion logaritmo, resulta en
1 2 1 3
—loga:—log(l—(l—a)):(1—a)+§(1—a) +§(1—a) +....

Por lo tanto log i = —loga > 1—a, y por el criterio de comparacion, la serie converge. Si
permitimos que f(0) = 0, sea m el orden del cero en 0. Entonces le aplicamos la formula
de Jensen a f(z)/z™, para ver que la serie con los ceros distintos del 0 converge, y los

ceros en 0 solo anaden m a la serie, por lo que su convergencia no se altera. [

Un resultado notable es que el reciproco del teorema 4.0.6 se cumple sin tener que

imponer restricciones adicionales. Precisamente, el resultado nos dice lo siguiente.
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Teorema 4.0.7. Si (a,) C D satisface

o
Z 1 —|a,|) < o0
n=1

y ningin a, = 0, entonces existe una funcion analitica y acotada en D tal que solo se
anula en los puntos a,, con cero de multiplicidad igual a las veces que el punto se repite

en la sucesion. Especificamente, el producto

H |an| an

converge uniformemente en subconjuntos compactos de D, a una funcion analitica y aco-
tada B(z). Los ceros de B son los puntos a,, con cero de multiplicidad igual a las veces

que el punto se repite en la sucesion.

Demostracion. Para ver que el producto converge, por el teorema 2.0.7, es suficiente

probar que para 0 <r < 1,
[
1+ —B,

|

00
n=1

converge uniformemente en D(0,7). Para z € D(0,r),

lan| — |an| Gnz + @pz —
|an| (1 — zay,)
_ ‘(\an\ + 2a,) (1 - !an!)‘
|an| (1 — zay)
(1+7r)
T (1 =) |an|

‘1+—Ban( )| =

|an]

(1= lanl)-

Como la serie converge, lim,, ,, |a,| = 1, asi, sabemos que |a,| > % para n suficientemente

<2 (1) 0= fab.

Como la serie > (1 — |ay,|) converge, por el M-test de Weierstrass,

grande, por lo que
an

T Ba, (2)

||

‘1+

oo

D

n=1

1+ B, ()

|an|
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converge uniformemente en D(0,7). Como cada factor B,, (z) cumple que |B,, (z)| < 1,
se tiene que |B(z)| < 1, y por la forma del producto, los tnicos ceros son los puntos a,,

de multiplicidad igual a las veces que se repite. [

Al producto de la forma

ﬁ —n
se le llama un producto de Blaschke, con m un entero no negativo. Cuando > (1 — |a,|) <

00, el teorema 4.0.7 garantiza que el producto converge.

Corolario 4.0.8. Supongamos que f es una funcion analitica y acotada en D, con cero de

multiplicidad m > 0 en 0, y (a,) sus otros ceros, repetidos de acuerdo a su multiplicidad.

[H T

donde F' es una funcion analitica y acotada en D, F' no se anula, y

Entonces

- F(2),

sup [ f(2)| = sup |[F(2)].

zeD zeD

Es decir, f es el producto de una funcion acotada que no se anula y un producto de
Blaschke.

Demostracion. Definimos a F por

e 1 72 B (2)]
Por la posicion de los ceros de 2™ (H o —in BB an(z)), y por ser f analitica en DD, se sigue

que F es analitica en D y no se anula.

Como |2™] - ] = a"B (2 )’ < 1 en D, esto implica

sup [F'(z)| = sup [f(2)].

zeD zeD

Para la otra desigualdad, sea N un ntimero natural y definimos

By(z) =] —an Ba, (2),  Fy(z)= #&i(z).
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Sea ¢ > 0. Como By es continua en D, podemos elegir 7y < 1 tal que si ry < r < 1,

entonces
‘BN (rew)’ >1—ce¢,

pero por el principio del médulo méximo,

/(=) /(=)

sup |Fn(2)| = sup |Fn(2)| <rg™sup ~—— — sup ———,
zeD 2€D ,|z|>rg zeD 1 —€ 2eD 1 — €

cuando rg — 17. Como € es arbitrario, se cumple que

sup [F(2)] < sup |f(2)].
zeD z€D

Como Fy converge uniformemente a F', se sigue la desigualdad

sup |F(z)| < sup [f(2)].

z€D zeD

El siguiente ejemplo es una de las muchas formas de aplicar la teorfa de productos de
Blaschke.

Ejemplo 4.0.9. Si f es una funcion entera tal que |f(2)| =1 cuando |z| =1, entonces
f(z) = az™,

con m entero no negativo y |a| = 1.

Demostracién. Por el principio de modulo maximo, |f(2)] < 1 si |z] < 1. Si ademaés
suponemos que f no se anula en D, entonces aplicando el principio de moédulo minimo a

f, concluimos que |f(z)| = 1 para todo z en el disco unitario, por lo tanto f(z) = a.

En caso que f se anule dentro del disco unitario, como f no se anula si |z| = 1 el
conjunto de ceros no puede tener puntos de acumulacion en I, por lo tanto f tiene un
numero finito de ceros en D. Sean a4, as, . .. a; los ceros de f. Sin pérdida de generalidad,
sean los primeros m ceros el punto 0. Como f es analitica y acotada en D, entonces por

el corolario 4.0.8,
k

f(z) == [ [T “25.)

|an]

- F(z).

n=m+1
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Como |2 =1y |B,,(2)] = 15si |z| = 1, entonces necesariamente |F(z)| =1 si |z| = 1.
De nuevo, como F' no se anula, aplicando el principio de médulo maximo y de mddulo

minimo a F), se tiene que F(z) = a, con |a| = 1.

L
Tn

Como f es entera, y cada factor de Blaschke tiene un polo en z = =, entonces

k

1 “%B.(:) =1

n=m-+1 ’an’

para todo z. Es decir, f solo tiene m ceros, y todos son el punto 0, por lo tanto

f(z) = az™. u



Conclusiones

En esta tesis, hemos desarrollado la teoria béasica de los productos infinitos, asocian-
dolos con series de convergencia equivalente; con el teorema de Weierstrass podemos con-
vertir cualquier conjunto sin puntos de acumulacién en el conjunto donde alguna funciéon
analitica se anula. Gracias al teorema de factorizaciéon de Weierstrass, pudimos expresar
a cualquier funcion analitica como producto infinito de factores elementales, los cuales

tienen un dnico cero, més facil de manejar.

Esta teoria, la aplicamos a las funciones seno, Gamma y Zeta, y logramos expresarlas
en forma que nos permite identificar facilmente sus ceros. Después obtuvimos la férmula
de Jensen y desarrollamos un poco de los productos de Blaschke, ambas herramientas

utiles para desarrollar la teoria de los espacios de Hardy HP.

En conclusion podemos ver al teorema de factorizacion de Weierstrass como un analogo
al teorema de Taylor para el producto. Aunque este trabajo haya sido breve, la teoria

desarrollada aqui sirve de base para otras lineas de investigacion.
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