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Introduccion

Los nudos son objetos que han existido desde la antigiiedad, fueron creados para ayudar
a cubrir las necesidades humanas. Se han encontrado vestigios prehistéricos de tiempos
donde apenas se vislumbraban las primeras senales de organizacion social, donde ya se
hacia uso de ellos. Podriamos decir que nacieron con la civilizaciéon humana y se han

desarrollado junto a ella.

Un importante ejemplo de este desarrollo son los nudos hechos por marineros, quienes
dependiendo del trabajo creaban nudos distintos apropiados a él, asi los nudos maés efec-
tivos se ensenaban a las generaciones mas jovénes por medios orales. Empezamos a ver
aqui la reelevancia que tuvo distinguir nudos en la practica. Se volvieron tan importantes
estas ensenanzas que, durante la Ilustracion, se escribieron los primeros libros de nudos.
Notemos que uno de los primeros autores de este tema fue John Smith, més conocido por

sus aventuras con Pocahontas en el continente Americano [18].

Sin embargo, los marineros no eran los tinicos creadores de nudos, podemos mencionar
también otros oficios para los que son indispensables incluso hoy, como los pescadores,
alpinistas y tejedores. Han sido usados por algunas culturas antigiias como simbolos mis-
ticos por su misteriosa belleza. Un uso mas reciente es el que han tenido en manos de
los magos. Escapes asombrosos de ataduras que se deshacen misteriosamente -resultado
de nudos equivalentes a un circulo o trozo de cuerda no anudado. Vemos de nuevo la
importancia de su distinciéon en términos practicos, importancia que, por desgracia, las

ciencias fallaron en notar por algunos cientos de anos més.

Asi, la primera idea de involucrar el estudio de nudos a la ciencia fue propuesta por
el fisico Lord Kelvin quien, alrededor de 1860 en sus estudios de la materia, propuso
la existencia de un éter invisible a nuestro entorno, donde se encontraban componentes
anudados tales que, componentes distintos equivalian a nudos distintos. De repente iden-
tificar nudos equivalentes se convirtié en una tarea sumamente relevante y se crearon las
primeras tablas de nudos. Unos anos més tarde la teoria se prob6 incorrecta y el estudio

de nudos se abandono, dejando atras una serie de problemas sin resolver.



Fue casi cien anos después cuando los mateméaticos retomaron los problemas dejados,
déndoles solucion e inciando asi con la teoria de nudos. Notemos entonces que un nudo
matemdtico difiere de un nudo en la practica, uno usado por un marinero por ejemplo.
Para obtener un nudo que servira como tal en el contexto de nuestra teoria imaginemos
una cuerda anudada y unimos los dos extremos, ahora no es posible desanudar la cuerda
sin hacer algtn corte, estos seran los nudos que més adelante definiremos de manera for-

mal.

No olvidemos que el problema principal de esta rama matematica es lograr hacer una
distincién segura de nudos diferentes, sin importar como sean aparentemente, por lo que
nos enfocamos esencialemente en su forma, en sus aspectos geométricos. Nacen asi los
invariantes de nudos, que veremos con detalle mas adelante, y se crean los invariantes
polinomiales de nudos, que nos permitieron ver la intima relaciéon de nuestros objetos
geométricos con el algebra y ademas, en los ultimos cincuenta anos le dieron un particu-
lar impulso a la teoria de nudos, pues es en este tiempo donde se han dado mas resultados
que en toda su existencia. Incluso resultados que se intersecan con otras ciencias, como

la biologia, la fisica y la quimica, y han sido indispensables para el avance de las mismas.

Fue esta interesante y peculiar carrera histérica una de las razones que me llevaron
a querer estudiar el area més a fondo, pero fue mas atn su belleza matematica, su ma-
nipulaciéon y la posibilidad de asomarme a otras areas cientificas que despertaron mi
interés. Fue también la libertad que provee, en términos del nivel de dificultad que se
desea trabajar, haciendo posible una tesis de licenciatura en mateméticas adaptada para
la comprension de cualquier estudiante de semestres avanzados de dicha licenciatura que
tenga algtn interés en el tema. A continuacion explico el orden en el que esta organizando

este trabajo:

En el primer capitulo veremos los aspectos principales de la teoria de nudos; defini-
ciones de nuestros objetos de estudio y aclaraciones de detalles que surgen con ellas, asi
como teoremas y propiedades que nos ayudaran a mostrar que operadores invariantes
en efecto lo son. Asimismo, veremos el hecho de que hay distintos tipos de nudos y una

operacion entre ellos.



En el segundo capitulo definimos formalmente un invariante y se hace explicito como es
un invariante ideal. Hablamos también de algunos invariantes geométricos y de uno alge-
braico de suma importancia, el grupo fundamental, que ampliara el panorama, abriendo

asi camino para el siguiente capitulo.

En el tercer capitulo entramos con los invariantes de mayor interés y que causaron
una revolucién dentro de la teoria de nudos, sacdndola de su antiguo abandono, por lo
que se logro crear gran parte de la teoria ahora existente, los invariantes polinomiales.
Mencionaremos cuatro pero nos enfocaremos en tres, dos de ellos seran los primeros exis-
tentes, el polinomio de Alexander y el de Jones, responsables directos de la relacion de
la teoria de nudos con el algebra, y por tanto de la revoluciéon mencionada, el tercero
es el polinonmio de Kauffman, que facilitara la presentacion del de Jones. Evitaremos el

orden histérico, enfocandonos en su lugar en un orden que facilite la comprension al lector.

En el cuarto y tltimo capitulo presentamos una aplicacion directa de la teoria de nudos
en la biologia, en particular en la interacciéon que tienen ciertas enzimas con nuestro ADN,

e introduciremos algunos conceptos necesarios, pero no complicados, para su manejo.



1 Teoria basica de nudos

El problema fundamental de la teoria de nudos es la clasificacion de éstos, tener una
forma eficaz de asegurarnos de que dos nudos que se ven distintos realmente lo son en
un sentido topologico o si en realidad son topoldgicamente equivalentes. En el siguiente
trabajo exploraremos algunos procedimientos y resultados que nos permitiran definir
invariantes algebraicos los cuéles nos ayudarédn a responder esta pregunta.

Antes de esto es prudente tener claras las diferencias entre un nudo que observamos en la
vida diaria y los que usaremos en teoria de nudos. En esta primera seccién nos aseguramos
de tener una definicion formal, asi como algunos ejemplos, familias y otras nociones que

seran de gran utilidad.

1.1. Definiciones basicas

Usualmente pensamos en un nudo como una cuerda anudada, ahora imagina que a esta
cuerda le pegamos las orillas y obtendras un objeto como con los que estaremos trabajan-
do. Notemos que dichos objetos son una curva cerrada sin autointersecciones en R?. De
aqui nuestra definicién matematica de nudos, donde consideramos un encaje topologico

de la manera usual.

Definicion 1.1.1. Una aplicacion [ continua e inyectiva entre espacios topologicos X y

Y es un encaje topoldgico si f: X — f(X) es un homeomorfismo.
Definicién 1.1.2. Un encaje topoldgico K : S' C R? es llamado un nudo.

Definicion 1.1.3. Un encanje de n circulos disjuntos en R? es llamado un enlace de n

componentes.
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Es claro que un nudo es un caso particular de un enlace, pues se trata de un enlace de

solo una componente.

Notemos que una consecuencia de la Definicion 1.1.2 es la existencia de dos clases de

nudos, que definiremos a continuacion.

Definicion 1.1.4. Diremos que un punto x € K is localmente plano o localmente manso
si existe una vecindad abierta U de x tal que hay un homeomorfismo de parejas: (U, U N
K) ~ (B3 (N, Z)), donde B® en R® es la bola unitaria abierta en R® y (N, Z) es el
segmento de recta que conecta al polo norte y el polo sur de B®. En caso contrario, se dice

que T es un punto salvaje de K.

Definicion 1.1.5. Un nudo K es manso si todos sus puntos son localmente mansos. En

caso contrario diremos que K es un nudo salvaje.

0%

(A) Ejemplo de nudo manso (B) Ejemplo de nudo salvaje

r\-\ﬁ__/\r_\j_zj_;j_

En esta tesis trabajaremos tnicamente con nudos mansos, pues los nudos salvajes
presentan dificultades que van més alla de los alcances de la misma. Asi, en las siguientes
paginas, siempre que mencionemos un nudo K, nos referiremos a un nudo manso. A

continuacion presentaremos tres de los nudos mas sencillos, y a los que mas estaremos

(M

(A) Nudo trivial (B) Nudo trébol

(&

(¢) Nudo ocho

haciendo referencia.



Teoria bdsica de nudos 6

Existen maneras de clasificar a los nudos mansos por familias de acuerdo a propieda-
des que comparten. Una familia importante, que més adelante nos permitira simplificar

algunos calculos, es la familia de nudos téricos.

Definiciéon 1.1.6. Sea K un nudo. Diremos que K es un nudo térico si estd contenido

en el toro estindar T?.

Antes de construir un nudo toérico recordemos que el toro T2 es, intuitivamente, la
) b

superficie de una dona, por lo que existen distintas maneras de describirlo.

Aqui lo haremos de la manera mas sencilla, por medio de su parametrizaciéon en R3.
Lo generaremos por medio de un circulo de radio r colocado en el plano yz, con centro
en el eje y y a una distancia R del origen, que rotaremos alrededor del eje z. Asi la para-

metrizacion de nuestro circulo es (0, R + rcos(#), rsen(#)) con 6 € [0, 27].

Sea ¢ € [0, 27] el angulo de la parametrizacion de la rotacion, entonces

cos(p) —sen(¢p) 0 0 —sen(¢)(R + rcos(6))
sen(¢) cos(¢) 0| |R+rcos(0)| = | cos(p)(R+ rcos(h))
0 0 1 rsen(d) rsen(0)

es la parametrizacion de T? con parametros (¢, 0).

Ahora bien, usando la funcién f definida por

f(t) = (—sen(qt)(R + rcos(pt)), cos(qt)(R + rcos(pt)), rsen(pt))

con t € [0,27] y p,q enteros primos relativos, obtenemos un nudo toérico parametrizado,

lo denotaremos por K.

En el capitulo 10 de [4] podemos ver que tendremos un nudo distinto para diferentes

valores de p y q.
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Ya que el problema fundamental es la clasificacion de nudos, sera indispensable tener
una definicién que nos sea tutil para diferenciarlos, asi como para saber cuando son equi-

valentes.

Definicion 1.1.7. Dos nudos K y K’ son equivalentes si existe un homeomorfismo h :
R3 — R? tal que h(K) = K.

Pero como ya comentamos, determinar si dos nudos son equivalentes o no, es un pro-
blema muy dificil. Un concepto que nos ayuda es el siguiente:

Definicion 1.1.8. Sean A y B subconjuntos de X. Una tsotopia de ambiente de A a B
es una funcion continua h : X x [0,1] — X que satisface las siguientes tres condiciones.

Consideremos hi(x) = h(x,t).

» hy: X — X es un homeomorfismo para cada t € [0,1].

= hg es la funcion identidad.

- hi(A) = B.

Asi, dos nudos K y K’ son equivalentes si es posible transformar a uno en el otro por

una serie de isotopias de ambiente. Si es el caso diremos que K es isotopico a K', o bien
K~ K'

Cabe mencionar que existe una definicién equivalente a la de nudos mansos con la que

se evita la posibilidad de que nuestro nudo sea salvaje, la de nudos poligonales.

Definicién 1.1.9. Un nudo poligonal K es una curva cerrada simple en R3 que consiste
en un numero finito de segmentos cerrados de recta ey, es, ..., e, tales e;MNe;yq1 es el punto

viparai=1,.n—1ye,Ne; =v,.

FiGurA 1.3: Ejemplo de nudo poligonal.



Teoria bdsica de nudos 8

Por fines préacticos no haremos mucho uso de esta definicion.

Otro aspecto importante que le podemos asignar a un nudo es una orientacién. Basta
con posicionarnos en algin punto de él y empezar a recorrerlo en alguna direcciéon hasta
llegar al punto de inicio, esta direccion que elegimos sera llamada orientacion del nudo.
Notemos que al posicionarnos en el nudo tenemos dos posibles direcciones en las cuales
movernos, una en el sentido de las manecillas del reloj y otra en el sentido opuesto, estas

seran las dos posibles orientaciones que le podemos asignar a un nudo.

F1GURA 1.4: Nudo ocho orientado en el sentido de las manecillas del reloj.

Veamos ahora que podemos definir una operaciéon entre nudos orientados, llamada su-
ma conexa de nudos. Sean K7 y K5 dos nudos orientados. Para llevar a cabo la operacion
es necesario deformar los nudos para que ambos estén sobre un mismo plano, salvo cruces,

sin intersecarse entre ellos, como se muestra en la Figura 1.5.

Recordemos que para cada punto z € K; existe una vecindad U tal que (U,U N
K;) = (Int(B*), Int(I)) por lo que podemos remover la pareja (U,U N K;) i = 1,2 e
identificar las parejas resultantes, respetando la orientacion original de cada K;, mediante

el homeomorfismo

Por abuso de notacién escribiremos la operacion como Ki# K.

Ejemplo 1.1.10. Suma conexa de un nudo ocho y un nudo trébol, denotados K1 y Ko

respectivamente.
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Ep D

FIGURA 1.5: Nudos K y K2 con (B}, I;).

~—— SN

FIGURA 1.6: Removiendo las parejas (Int(B3), Int(I;)).

F1GURA 1.7: Después de identificar las parejas via el homeomorfismo h.

Observacion 1.1.11. Si K| ~ K; y K ~ Ky entonces K\#K), ~ Ki#K,. En otras
palabras [K|#] K3 = [K1# K5, donde [ | denota la clase de isotopia [14].

Observacion 1.1.12. Sea £ el conjunto de todas las clases de isotopia de nudos man-
sos orientados. K& con la operacion de suma conexa forma un semigrupo que posee un

elemento neutro, que es la clase del nudo trivial S' [14].

1.2. Diagramas y Movidas de Reidemeister

Atin con estas nuevas nociones y nuestra definicién de equivalencia de nudos en muchas
ocasiones resulta muy complicado encontrar la isotopia de ambiente en R?, asi que en su

lugar trabajaremos con una proyeccion del nudo hacia un plano.

Definicion 1.2.1. Le llamamos diagrama de nudo a aquellas proyecciones ortogonales

del nudo a un plano que cumplen:
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1. Que exista una cantidad finita de puntos mailtiples proyectados sobre el plano.

2. Que los puntos mailtiples en el plano solo provengan de dos puntos del nudo.

En el caso de un nudo orientado, el diagrama heredara la orientacion asignada del

nudo, por lo que sera un diagrama orientado.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Reidemeister). Si Ky y Ky son dos nudos con diagramas
Dy y D, respectivamente, entonces los nudos Ky y Ky son equivalentes si y solo st Dy y

Dy son equivalentes.

Encontramos la prueba en [11].

Pero, ;como saber si dos diagramas son equivalentes? Existen tres tipos de movimientos
que nos resumen las alteraciones que podemos hacer para ir de un diagrama de un nudo
a un diagrama de cualquier nudo equivalente. Estos tres movimientos son llamados los

movimientos de Reidemeister.

/

Tipo I Tipo 11

/A
XX

Tipo 111

Tanto los inversos como iméagenes espejo de cada movimiento seran también movimien-

tos de Reidemeister del mismo tipo.

Definicion 1.2.3. Dos diagramas de nudos D y D' son equivalentes si y solo si existe

una sucesion finita de movimientos de Reidemeister que transformen a D en D'.
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1.3. Superficie de Seifert

Una caracteristica de suma importancia de la teoria de nudos actual, y que le permitio
a las matemaéticas llegar mas lejos de lo que otras areas habian logrado, es que se consi-
deran las propiedades topolégicas de un nudo. Entre ellas encontramos la existencia de la
superficie de Seifert, una herramienta tan util que permite definir el género de un nudo,
e incluso es posible obtener un método para llegar al polinomio de Alexander por medio
de ella. En esta seccion nos limitaremos a probar dicha existencia, pues es indispensable

conocerla, pero profundizar més en este tema nos sacaria del contexto deseado.

Teorema 1.3.1. Dado un nudo orientado K, existe una superficie F', en R3, orientable
y conexa que tiene por frontera a K. Llamaremos a esta superficie la superficie de
Seifert.

Antes de demostrar el teorema notemos que, en un diagrama de nudo orientado, la
orientacién asignada nos permite definir un signo para cada cruce. Lo haremos como se

muestra en la Figura 1.9.

T T
N | (f\/\)
N O
(A) Cruce positivo. (B) Cruce negativo.

FiGurA 1.9: Signos de los cruces.

Demostracion. Supongamos que K es un nudo orientado y D es un diagrama de K, lo
que buscamos es descomponer D en curvas cerradas simples. Primero dibujaremos un
pequeno circulo en algin cruce de D, con el punto de cruce como centro. Este circulo
intersecaré al diagrama en cuatro puntos, digamos a, b, c y d, y uniremos a con ¢y b con

d, como se muestra en la Figura 1.10.
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Ficura 1.10

Hemos cambiado los segmentos originales ad y bc a los nuevos segmentos ac y bd. A
esta operacion, que nos permite remover un punto de cruce del diagrama D, se le llama
empalme de un nudo K (de acuerdo a su orientacién) en un cruce. Si efectuamos esta
operacion en cada cruce de D, obtendremos una descomposiciéon de D en curvas cerradas
simples, a las que llamaremos curvas de Seifert. Asi transformamos a D en un diagrama

regular de un enlace sin cruces sobre un plano.

Ficura 1.11

Notemos que cada una de las curvas cerradas simples puede ser generada por un disco.
En el caso de la Figura 1.11c tenemos tres discos, Dy, Dy y D3, donde la frontera de D; es
la curva de Seifert C;. Estos discos pueden estar sobrepuestos, lo que ocasiona problemas
que son resueltos con facilidad en [14]. Ahora bien, para crear una superficie es necesario
unir los discos obtenidos, y lo haremos por medio de bandas con una torsiéon, para las
cuales tomaremos un cuadrado acdb y haremos una sola torsiéon con él, que puede ser

positiva o negativa, como se muestra en la Figura 1.12.
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< o

(A) Torsion positiva. (B) Torsion negativa.

FiGgura 1.12

Si unimos las bandas positivas (o negativas) en los lugares de D a los que correspondian
cruces positivos (o negativos) antes de ser empalmados, entonces obtenemos una superficie

conexa y orientable F', cuya frontera es el nudo K.

En efecto, la superficie obtenida es orientable, pues como se muestra en la figura anterior,
es posible sombrear el frente de la superficie de un color, y usar otro en el lado de atrés para
distinguirlos, lo que nos permite asignar una orientacion a la superficie. Es importante
observar que si una de las bandas tiene una doble torsiéon, no sera posible distinguir los

lados de enfrente y atras. m



2 Invariantes elementales

Pese a que ya tenemos una nocién de equivalencia, esta puede resultar poco practica,
asi que definiremos propiedades de nudos tales que no cambien bajo isotopias de ambien-
te. Es decir, si dos nudos son equivalentes entonces tales propiedades permanecen igual.

Llamaremos a dichas propiedades invariantes de nudos.

Definicion 2.0.1. Un tnvariante de nudos es una funcion la cual asigna a cada nu-
do K un objeto f(K) de tal manera que a nudos equivalentes les son asignados objetos

equivalentes.

Asi podremos determinar cuando K y K’ no son equivalentes, pues si f(K) y f(K’)
no son equivalentes forzosamente se debe cumplir que K y K’ tampoco lo son. Existen

invariantes que proporcionan méas informacioén que otros.

Definicion 2.0.2. Sea f un invariante, diremos que f es un invariante completo si se

cumple la siguiente condicion: Si f(K) es equivalente a f(K'), entonces K es equivalente
a K'.

Lo que buscamos de un invariante es que sea efectivo, es decir, que no sea muy com-
plicado de calcular y que nos provea de los resultados que necesitamos dependiendo del

contexto del problema.

2.1. Numero de cruces

En el capitulo anterior mencionamos que una de las condiciones de un diagrama regular

es que los puntos multiples en el plano solo vengan de dos puntos del nudo. A los puntos

14
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donde el diagrama del nudo se interseca consigo mismo, los llamaremos cruces del nudo.

Definicion 2.1.1. El numero de cruces de un nudo K es el minimo numero de cruces

de todos los diagramas de nudos equivalentes a K.

Ejemplo 2.1.2. Veamos en la figura siguiente el primer diagrama de nudo que, en un
principio, tiene 9 cruces pero al hacer una serie de movidas de Reidemeister lo desanu-

damos hasta convertirlo en el nudo trivial, por lo que su nimero de cruces es cero.

R} &R

FiGcurA 2.1: Nudo con nimero de cruces cero.

Ejemplo 2.1.3. El nimero de cruces del nudo trébol y del nudo ocho es tres y cuatro

respectivamente.
(A) Nudo trébol con minimo ntimero (B) Nudo ocho con minimo ntimero de
de cruces. cruces.

2.2. Quiralidad

Si reflejamos algiin nudo K en un espejo es posible obtener un nudo K’, que no seréa
necesariamente equivalente a K, pues esto es una operacion véilida como homeomorfismo
de R3 a R? que nos lleva de un nudo a su reflejo, es decir que cambia los cruces del nudo

original, pero no es valido como una isotopia.
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Definiciéon 2.2.1. Un nudo K es quiral si no es isotopico a su imagen espejo. En caso

contrario se dice que K es antiquiral.

Veamos a continuaciéon un ejemplo de cada caso.

Ejemplo 2.2.2. El nudo ocho es un nudo antiquiral.

&) s

F1GUurA 2.3: Isotopia del nudo ocho a su imagen espejo.

Ejemplo 2.2.3. El trébol es un nudo quiral. Haremos una disticion entre el nudo trébol

y su 1tmagen espejo, llamaremos al primero nudo trébol izquierdo y al sequndo nudo trébol

% O

(A) Nudo trébol izquierdo. (B) Nudo trébol derecho.

derecho.

Esto serd notable en el Capitulo 3 y demostrado con el Teorema 3.5.5.

2.3. Colorabilidad

Al igual que el nudo del Ejemplo 2.1, existen muchos otros que son equivalentes al
nudo trivial. De hecho, mencionamos antes que lo que se busca en la teoria de nudos
es una forma efectiva de diferenciarlos entre si, y lograr clasificarlos, pero jexisten otros
nudos que no son equivalentes al trivial? ;realmente podemos encontrar un nudo que
sea imposible de desanudar?, claramente la respuesta es que si, Reidemeister probd que

el nudo trébol y el trivial no son equivalentes usando el concepto que introduciremos a
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continuacion.

Definiciéon 2.3.1. El diagrama de un nudo es tricoloreable si a cada arco se le puede
astgnar uno de tres colores de acuerdo a las siguientes condiciones:
1. Tiene al menos dos colores.

2. Cualquier cruce donde coincidan dos colores, coinciden los tres colores.

Observemos que es imposible asignar mas de un color al diagrama maés sencillo de un
nudo trivial, pues no tiene cruces, entonces el nudo trivial es no tricoloreable. Pero, como

vemos en la Figura 2.5 el trébol si lo es.

Ficura 2.5

Teorema 2.3.2. La tricolorabilidad es un invariante de nudos.

Demostracion. Es un caso particular del Teorema 2.3.7.

Concluimos que el nudo trébol y el trivial no son equivalentes.

Posteriormente se generaliza la tricolorabilidad de Reidemeister a lo que llamaremos
n-coloraciones, obtenidas por medio del procedimiento de juego de los colores para el cual
usaremos una rueda con un ntmero impar n de rayos distribuidos uniformemente, a los

que les asignaremos un color, por ejemplo,

FiGURA 2.6: Rueda de cinco colores.
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Definicion 2.3.3 (Juego de los colores). Dado un nudo K, usaremos los n colores dis-
tintos de la rueda para iluminar cada uno de los arcos del diagrama de K de acuerdo a

las siguientes reglas:

a) Se usardn al menos dos colores distintos (no necesariamente todos).

b) En un cruce, el color del arco que pasa por delante debe ser el que corresponde a
la bisectriz (inica) del dngulo que forman los rayos con los colores de los arcos que

inciden en el cruce y pasan por detrds (estos tres colores pueden ser iguales).

Es importante notar que al hacer uso de un ntimero impar n de colores garantizamos
que, dados cualesquiera dos colores, existe uno tnico que es bisectriz. Si usaramos un

numero par de colores, en cambio podria haber dos bisectrices o ninguna.

Definicion 2.3.4. A una coloracion que cumpla las reglas a) y b) le llamaremos n-

coloracion admisible.

N

F1GURA 2.7: Una coloracién admisible.

Ejemplo 2.3.5. El nudo ocho tiene una 5-coloracion admisible pero el nudo trébol no.

Definicion 2.3.6. Dado un diagrama del nudo K, se define su numero cromdtico
como el minimo numero impar n > 1 tal que la proyeccion admite una n-coloracion de
acuerdo a las reglas a) y b) de la Definicion 2.53.3. Si no admite ninguna coloracion con
estas reglas, se define este nimero como 1 (es el caso de cualquier proyeccion regqular del

nudo trivial).

Teorema 2.3.7. El numero cromdtico es un tnvariante de nudos.
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Demostracion. Demostraremos que el nimero cromatico es, en efecto, invariante bajo las

tres movidas de Reidemeister.

O |- A

FicuraA 2.9: Coloracion bajo movida de tipo 1.

30 &

FicuraA 2.10: Coloracién bajo movida de tipo II.

N 4
- _/
FicuraA 2.11: Coloracién bajo movida de tipo III.

Con este teorema y el Ejemplo 2.3.5, concluimos que el nudo ocho tampoco es equiva-

lente al trébol.

Sin embargo, el nimero croméatico no es un invariante completo. Claramente el trébol
y su imagen espejo tienen nimero cromatico 3 aunque no son isotépicos. Tendremos ade-
mas, que resultaria poco practico buscar el nimero cromatico de nudos muy complicados,

por lo que continuaremos en la bisqueda de invariantes més efectivos.

2.4. Grupo fundamental

Otra forma de dar respuesta a las preguntas planteadas anteriormente es por medio

de un invariante llamado grupo fundamental de un nudo, para lo cual debemos primero
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hablar sobre una serie de conceptos que nos lleven a la definiciéon de grupo fundamental
en general. En particular definiremos objetos sobre los cuales tendremos una relaciéon de
equivalencia, que nos induzca a obtener distintas clases de equivalencia y una operacion

vélida sobre la coleccién de estas clases.

Definiciéon 2.4.1. Dado un espacio topologico X y dos puntos x,y € X, un camino en X

que une a x con y es una aplicacion continua f : [a,b] — X tal que f(a) =z y f(b) = y.

Sin embargo, para calcular grupos fundamentales solo necesitaremos un caso particular
de caminos, llamado lazos. La teoria a continuacién es valida para caminos en general

pero nos limitaremos a expresarla en términos de lazos, por ser el objeto de nuestro interés.

Definicion 2.4.2. Sea X un espacio topologico y xo un punto de X. Le llamaremos lazo

basado en xg a un camino que inicia y termina en xg.

Definicion 2.4.3. Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas. Decimos que f es homo-
topica a g si existe una aplicacion continua F' : X x I — 'Y, donde I es el intervalo [0,1],

tal que

F(z,0)=f(z) vy F(z1)=g()
para cada x € X. La aplicacion F se conoce como homotopia entre f vy g.
St fy g son homotdpicas lo denotaremos por [ ~ g, o bien F : f ~ g si queremos hacer
explicita la homotopia.
Para lazos pediremos ademas que

F(Oat):xo y F<17t):$0

es decir, que la homotopia empiece y termine en el mismo punto, al que llamaremos punto

base.
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FIGURA 2.12: Homotopia entre los lazos f y g.

Lema 2.4.4. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

La demostracion se encuentra en [9].

Sea f un lazo, denotaremos por [f] a su clase de equivalencia de homotopfia.

Definicion 2.4.5. Sean f y g dos lazos de X basados en un punto xy. Definimos el

producto f x g como el lazo h dado por

h: 2

Observemos que h es un lazo con punto base z(, pues esté bien definida y, por el lema
del pegado [9], es continua. Notemos que h recorre el lazo f al doble de la velocidad usual

y después el lazo g, también al doble de su velocidad usual.

h

FiGcura 2.13

La operacion * sera valida para cualquier par de lazos que tengan el mismo punto base,
es facil probar que induce una operacion bien definida para clases de equivalencia [9], la

cual esta dada por

[f1*[g] = [f = g].



Invariantes elementales 22

Definicion 2.4.6. Sea X un espacio topoldogico y xg € X. El conjunto de clases de
equivalencia de lazos basados en el punto xy se denomina el grupo fundamental de X

relativo al punto xy y se denota m (X, xg).

Mostraremos a continuacion que (X, zo) con la operacion * satisface los axiomas de

grupo.

Teorema 2.4.7. El conjunto m (X, zg) con la operacion * es un grupo.

Demostracion. Vamos a probar las siguientes propiedades.

1) Asociatividad:
Dados tres lazos f, g, y h en X y con punto base zg, tenemos que [f] * ([g] * [h]) =

(Lf1 g]) * h.
En efecto, consideremos los siguientes productos de caminos, donde identificaremos

0 con 1 al final para obtener el lazo deseado.

! g h f g h

==
el
o
—
=]
SRS
—

|
r

1
2

(f*g)*h f*(gxh)

Definimos cada producto de la siguiente manera

F(4t) 0<t<1/4
(frg)xh)(t) =< g4t —1) 1/4<t<1/2
h2t—1) 1/2<t<1

FeH 0<t<1)2
(f*x(gxh)(t) =14 g4t —2) 1/2<t<3/4
h(4t—3) 3/4<t<1
Definimos asi los productos de caminos pues buscamos funciones sencillas (en este

caso lineales) para componer con nuestros caminos f, g y h, de manera que nos per-

mitan ir del nuevo intervalo donde se encuentra ¢, al intervalo [0, 1]. En (f % g) * h,
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por ejemplo, tenemos t — 4t — 1 que nos lleva de [, 1] a [0,1].

Para construir una homotopia entre (f * g)xh 'y f* (g*h) imitaremos este método.
Comenzaremos por definir los intervalos en los que nos moveremos, para lo que el

siguiente diagrama servira de guia.

frlg=h)

Bl
o |
—_

0

|t

t
(fxg)=h

il
b=

Fijemos en valor de s y veamos en el diagrama que f se movera en el intervalo

[0, %], g en el intervalo [%, %], y hen [%’ 1].

Asi eligiendo funciones sencillas para componer con f, g, h, y que lleven cada uno

de nuestros intervalos [0, =], [HE £2] y [t 1] 4] [0, 1], obtenemos la homotopia
F:IxI—X,
4 s5+1
f(55) 0<t<*7
F(t,s)=qgdt—1-s) =t <p<si2
4t—s—2 5+2
h(*5252) ;<

El lema del pegado nos permite ver que F' es continua. Ademas, haciendo las sus-
tituciones con s = 0y s = 1 comprobamos que nos lleva de (f xg)xh a f* (g*h),
manteniendo fijos los puntos de inicio y fin, por lo que F' es la homotopia deseada,

y concluimos las clases de equivalencia de caminos son asociativas.

2) Existencia de neutro:
Sea zy € X, denotemos por e,, al lazo constante que lleva todo I al punto xy. Si f

es un lazo en X con punto base xy, entonces,

leao * [F1=11 v [f]*lea] = (/]
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En efecto, definamos explicitamente el primer producto [e,,| * [f] = [f],
x 0<t<j;
(ex  f)(t) = :
f@t—-1) $<t<1

Siguiendo el procedimiento descrito en 1), observemos el siguiente diagrama donde,

al fijar s, €, se mueve en el intervalo [0,5%] y f en [152,1]

0 7 1
aLO €s '% f 1
t
de donde F': [ x I — X dada por
x 0<t <52
F(t,s) =
fEE) B st

es la homotopia que buscamos.

El caso [f] * [e4,] = [f] sera analogo.

3) Existencia de inversos:

Dado un lazo f con punto base z(, definiremos el inverso de f como el lazo f(s) =

f(1 —s), entonces,

STl =Tlew] v T[] = [eal.

De nuevo haremos uso de un diagrama para obtener la homotopia que nos permite

concluir que sera, en efecto, el camino inverso.
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€z

"‘Lf’ff%

7

En el diagrama tenemos a f y f sobrepuestas y parametrizadas en la mitad de su

tiempo original, por lo que su producto estaré definido como

_ F(2t) 0<t<1/2
(f = F)(t) = :
f(2=2t) 1/2<t<1
Al “desdoblar" el diagrama obtenemos

€x €

15—

t

|
—

b2 l= =T

De donde f esté definido en [0, %] y fen [%, 1]. Notemos que aqui nos moveremos
en un tiempo proporcional a (1 — s). Es decir, primero nos movemos por f en un
tiempo %, luego esperamos en f(1 — s) y regresamos por f en la tltima mitad del
tiempo (1 — s).

Entonces definimos F' : [ x [ — X por

f(2t) 0<t< s
Ft,s)=qf(l-s) <t
f2-2t) H2<e<1
Claramente F' es continua y, haciendo las sustituciones necesarias, obtenemos la

homotopia deseada. Por tanto, las clases de equivalencia de caminos tendrédn un

elemento inverso.
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Asi hemos probado que las clases de homotopia asociadas a lazos basados en un punto

xo € X, con la operaciéon * forman un grupo. m

Ahora, para ver que el grupo fundamental es, en efecto, un invariante de nudos, es

necesario hacer algunas aclaraciones sobre los efectos de una aplicacién continua en lazos.

Proposicion 2.4.8. Sea ¢ : X — Y una aplicacion continua entre los espacios topologi-

cos X yY, entonces se cumple que:
1) Si f es un lazo en X con punto base x € X, entonces (p o f) es un lazo en Y con
punto base p(x).
11) Dados dos lazos f y g en X, si f ~ g, entonces (po f) ~ (¢og).

111) Dados dos lazos [ y g en X con mismo punto base, entonces po(fxg) = (wof)x*(pog)
Demostracion.

1) Como f : I — X es un lazo, entonces es una aplicacion continua que empieza y
termina en x, por lo que po f : I — Y estd bien definida, también es continua y

empieza y termina en ¢(x).

1) Si f ~ g, entonces existe una homotopia F' : [ x I — X que nos lleva de una
a la otra, es decir, tal que F(t,0) = f(t) y F(t,1) = g(¢). Ahora consideremos
la homotopia G : I x I — Y dada por G(t,s) = ¢ o F(t,s) y observemos que
es la homotopia deseada, pues G(t,0) = po f(t) y G(t,1) = ¢ o g(t), por tanto
(pof)=(pog)

111) Esta relacion se obtiene directamente de la definicién de la operacion . m
Notemos que de la proposicion anterior se sigue que si [f] € (X, x), entonces [po f] €
m1 (Y, ¢(x)), el cual también por la proposicién anterior esta bien definido, y por tanto
podemos definir

pu t (X, ) = T (Y, (7))

como @.[f] = [po f].
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Lema 2.4.9. La aplicacion ¢, : m(X,z) — m (Y, o(z)) es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Sean [f], [g] € m1(X, ), entonces

o ([f1%[9]) = @ ([fxg]) = [po(fxg)] = [(po f)*(wog)] = [po flx[pog] = v.([f])e«(lg])-

Definicion 2.4.10. Si¢ : X — Y es una aplicacion continua, entonces el homomorfismo
oo = m(X,2) = m(Y,p(z)) definido por ¢.[f] = [p o f]|, se llama el homomorfismo
inducido por ¢.

Mencionaremos algunas propiedades importantes del homomorfismo inducido.

Teorema 2.4.11. (1) Sip: X =Y y:Y — Z son aplicaciones continuas, entonces

(Y0 )s = Ps 0 ..

(2) Sii: X — X eslaidentidad y x € X es su punto base, entonces i, es el homomor-
fismo identidad de w(X,x).

(3) Sip ~ ¢ : X =Y, entonces ¥, = p, : m(X,z) = m(Y,p(x)); es decir, los

homomorfismos inducidos son el mismo.

Demostracion. Sea [h] € m (X, z), entonces:

(1) (Yo @)ulh] = [(o)(h)] = [b(e(h))] = ©ulp(h)] = ¥u 0 @u[h].

(2) i.[h] = [i(h)] = [A].

(3) Si F: 1) ~ ¢, entonces G(t,s) = F(h(t), s) realiza la equivalencia (¢ o h) ~ (¢ o h),
por 1o que .[h] = [po h] = [¢0 h] = p.[4]. u

Corolario 2.4.12. Sea ¢ : X — Y un homeomorfismo, entonces ¢, : m(X,z) —

m1(Y, p(x)) es un isomorfismo.
Demostracion. Ya que ¢ es un homeomorfismo, existe ¢! : Y — X tal que pop™! =iy y

¢ oy =iy, entonces aplicando (1) y (2) del teorema anterior tenemos que @, 0@, ! = iy,

yeilop, =ix,.m

Con este corolario concluimos que, en efecto, el grupo fundamental es un invariante.
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Claro esta, atn tenemos la interrogante de cémo se calcula el grupo fundamental de
un nudo, pues por lo general el grupo fundamental de un espacio es muy complicado
de calcular, pero esto no debera preocuparnos demasiado, ya que el calculo del grupo
fundamental de un nudo es sencillo gracias al Teorema 2.4.14, para el cual nos serédn de

utilidad las siguientes definiciones.

Definiciéon 2.4.13. Dada una coleccion de grupos {G,}, el producto libre x,G,, consiste
de todas las palabras g1gs...g,, de longitud finita arbitraria m > 0, donde cada letra g; €
G., y no es la identidad de G, ademds letras adyacentes g; y g;+1 pertenecen a diferentes
grupos G,. Palabras que cumplan tales condiciones se llaman reducidas, la idea es que
las palabras no-reducidas se pueden simplificar a palabras reducidas escribiendo letras
adyacentes, que pertenecen al mismo G, como una sola letra y cancelando letras triviales.

La operacion en x,Gq, es la yuztaposicion, (g19a-.-Gm)(h1ha...hm) = g192...gmhiha... .

Una propiedad bésica del producto libre x,G, es que dada cualquier coleccion de homo-

morfismos ¢, : G, — H, se extiende de manera tinica a un homomorfismo ¢ : x,G, — H.

Es decir ¢(g192...9,) con g; € G, es tal que ©(g192---9n) = Pay P, -

Teorema 2.4.14 (Teorema de Van Kampen). Si X es una union de conjuntos abier-
tos A, conexos por trayectorias, cada uno conteniendo al punto base vo € X, y si ca-
da interseccion A, N Ag es también conexa por trayectorias, entonces el homomorfismo
¢ 1 *qm1(An) = m(X), donde ¢ es inducido por los homomorfismos inducidos por las
inclusiones i, : m(Ay) — m(X), es sobreyectivo.

Si ademds cada interseccion A,NAgNA, es conexa por trayectorias, entonces el kernel de
¢ es el subgrupo normal N generado por todos los elementos de la forma ing(w)iga(w)™!,

donde iap : (Ao N Ag) — Ay es el homomorfismo inducido por la inclusion A, N Ag —

A,, y, por tanto, ¢ induce un isomorfismo m(X) = *,m1(Ay)/N.

Una demostracion del teorema se puede encontrar en [7].

Definicion 2.4.15. Dado un nudo K, el grupo fundamental de K se define como el

grupo fundamental de su complemento, es decir,

m(K) :=m (R — K).
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Recordemos que, en un principio, introducimos el invariante del grupo fundamental
para dar una demostracion alternativa de que realmente existen nudos distintos al trivial,

para lo cual usaremos el teorema siguiente.

Teorema 2.4.16 (Teorema del desanudamiento). Un nudo manso K C R? es trivial si

y solo si m(K) es ciclico infinito.

La demostracion de este teorema necesita resultados que atin no hemos abordado pero

puede encontrarse en [17].

El teorema y la definiciéon anterioriores nos proporcionan un contexto mas firme del
grupo fundamental de un nudo, acercindonos un poco mas a lo que buscamos dar res-
puesta, pero ain no sabemos como calcular el grupo de un nudo distinto al trivial. La
realidad es que existen diferentes formas, aqui usaremos la presentacion de Wirtinger

donde podremos calcularlo directamente del diagrama de un nudo dado.

Empecemos por nombrar a los arcos del nudo K, aq, s, ...a, ¥ por conveniencia asu-
miremos que el nudo K tiene una orientaciéon que siga la numeraciéon de los arcos. Di-
bujaremos una pequena flecha x; que pasa por debajo del arco a; cuya direccion sigue la
regla de la mano derecha con la orientacion del arco (supongamos, por ejemplo, que la
palma de la mano nunca debe voltear hacia nosotros y que el dedo indice sigue la direc-
cion de la orientacion, entonces, al colocar el pulgar en “angulo recto” con él, tendremos
la direcciéon de x;, de igual manera podemos suponer que la palma siempre debe voltear
hacia nosotros), estas pequenas flechas representaran a los lazos en R®> — K con los que

calcularemos el grupo fundamental de K.

(03] &

__?h +_

FIGURA 2.15: Nudo K orientado con a;’s, y s indicados

De cualquier manera que sigamos la regla de la mano derecha, obtenemos una relaciéon

entre las s que se mantiene. La relacion se puede dar de las dos maneras siguientes:
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/\ak [e%2
or, 4\11“ ~ [{r ﬁ\l‘”l
87 |€_| /Oti+1 «; |_ %I /ai+1
Th T
W

Denotemos por r; cualquiera de las posibilidades que sea cierta. Habra exactamente n

relaciones en el nudo.

Teorema 2.4.17 (La presentacion de Wirtinger). El grupo m1(R3 — K) estd generado por

las x; y tiene presentacion
T (R3 — K) = (21, 00, Tp; 71, 1) -
Esto se sostiene incluso si alguna de las r; es omitida.
Demostracion. Coloquemos los arcos del nudo K sobre un plano, digamos P = {z = 0}.
Para evitar autointersecciones en sus cruces, dejamos la parte superior del cruce sobre el

mismo plano y bajamos la parte inferior una distancia ¢, llamaremos a la parte inferior

B;. Asi la union de todos los a; y 5; nos dara el nudo K.

e a

Bi

El punto (0,0, 1) = = sera el punto base, y cada lazo consistira del tridngulo orientado que

empieza en * luego sigue a la cola de x;, viaja por la flecha hasta la cabeza, y termina en x.

Con el fin de aplicar el teorema de Van Kampen partiremos X = R? — K en n + 2 piezas;
A, Bl, BQ, Bn7 C. Sea

A={z>—¢c} - K.
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Notaremos que la frontera inferior de A es el plano P’ = {z = —&} con los segmentos
B1, Ba, ..., B, removidos. Sea B; una caja rectangular sélida cuya tapa esta en P’y rodea
a ;. Pero también removeremos ; de B;, y, para que B; contenga a %, uniremos un arco
que vaya por la tapa hasta x sin intersecarse con K. Podemos considerar a los B; disjuntos

uno de otro. Por ultimo, sea

C ={la cerradura de lo que esta debajo de AU B; U...U B,, y un arco a x}

Afirmamos que 71 (A) es un grupo libre generado por x1, o, ..., z,,. Veremos ahora el efecto
de unir B; a A; B; es simplemente conexo y B; N A es en rectangulo menos el segmento
f1 unién el arco *, entonces 71 (B; N A) es ciclico infinito, con generador y. Como se
observa en la figura, cuando incluimos y en A, asumiendo que el cruce es del primer tipo,
obtenemos la palabra xkxflxlzlxl. Asi, por Van Kampen, m1(A U B;) tiene generadores
x1, ..., Ty ¥ Una unica relacion xkxflx,;lxl =1, la cual es equivalente a x,x; = x9x), que

serd r1. Por lo que
m(AUBy) = (21, ..., Tp; 1)
De manera similar, al unir By tenemos que
T (AU By U By) = (21, ..., Tp;T1,T2).
continuamos hasta unir B,,

7T1(A U Bl U B2 U...u Bn) = (l’l, ey Ly T'1, T, ...,7’”).
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Finalmente, unir C' a AUB4U, ..., UB,, no afecta al grupo fundamental, pues tanto C' como C'N
(AU B1U,...,UB,,) son simplemente conexos.

Demostraremos ahora que podemos remover alguna r;, para esto, omitiremos r, y tra-
bajaremos en S* = R3 U {oo}. Sean A’ = AU {oo} y ¢’ = C U B,, U {o0}. Es claro que
AUBU..UB, UC =8~ K,m(A4) = m(A) y unir By, ..., B,_; tiene el mismo
efecto que antes.

Ahora notemos que C'N(A’"UB; U...UB,_1) es una 2-esfera menos un arco, por lo que es
simplemente conexo, al igual que C’. Llegamos a la misma conclusién sin usar la relacion

|

Ejemplo 2.4.18. Calculemos el grupo fundamental del nudo trébol usando la presentacion
de Wirtinger.

Empezamos por obtener la relacion que se da en cada cruce.

9 o

Pty Tt ol = I

T

x;
Iy ra . ,’lf i}z T3 = T3y
Iy

&

3] 2

T3 T2

. T3 111'@!'% I T9] = X3T9
'3 2

Ahora recordando el teorema, podemos omitir alguna relacion, digamos r3. Entonces, de

la sequnda relacion tenemos v, = x3x975 ", y sustituyendo en 11,
-1 _ —1
XoX3XaXg = XT3T2X3 T3
Multiplicando por x3 en ambos lados

ToXl3Lyg = L33

por lo que mi(trébol) = xo, T3 : ToX3Ty = T3Tox3

Observacion 2.4.19. Aunque el cdlculo del grupo fundamental de nudos es relativamente
sencillo usando la presentacion de Wirtinger, nos lleva al problema de distinguir cudndo

dos presentaciones nos definen el mismo grupo.
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Proposicion 2.4.20. EIl grupo de nudo m(K) es un invariante de la clase de equivalencia

de K. Es decir, si K y K' son equivalentes, entonces m (K) y m(K') son isomorfos.

Imaginemos que queremos verificar que un diagrama mas complicado de un nudo tré-
bol es, en efecto equivalente a este, para lo cual calculamos su presentacion de Wirtinger,
claramente las presentaciones deben ser isomorfas, pero demostrarlo puede llegar a ser

muy complicado.

Mas atun, si calculamos el grupo fundamental por vias distintas a la presentacion de
Wirtinger podemos obtener presentaciones isomorfas pero muy diferentes inclusive para
el mismo diagrama. Veamos, por ejemplo, los nudos téricos que estan representados por
una pareja de enteros relativos (a, b), cuyo grupo fundamental queda definido la siguiente

manera,

m((a,b)) = {z,y; 2 = y*}.

En particular, recordemos del primer capitulo, que el trébol es un nudo térico generado
por (2,3), entonces su grupo fundamental también sera m,((2,3)) = {x,y; 2> = y3}, una

presentacion muy distinta a la anterior.

Observacion 2.4.21. El grupo fundamental del nudo no es un invariante completo.

Hemos calculado ya el grupo fundamental del nudo trébol derecho, haciendo los célcu-
los para el trébol izquierdo podemos ver que 7 (trébol derecho) = m;(trébol izquierdo)

pero recordemos que el trébol derecho no es isotépico al trébol izquierdo.

Otro ejemplo interesante de la observacion anterior, donde ademés podemos ver como

funciona el grupo fundamental bajo la suma conexa es el siguiente:

Sean K7 y K5 los nudos trébol izquierdo y derecho respectivamente, llamaremos a K # Ko

nudo cuadrado o “square knot” y a K1# K, nudo de tejedor o “granny knot”.
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TN

FiGurA 2.17: Nudo cuadrado.

Supongamos que hay una bola que separa a K; de K, (y al mismo tiempo los cierra) y
observemos que el complemento de cada uno es equivalente al complemento del trébol

izquierdo y derecho respectivamente.

£

DI DN

(0 QL e

S
A

Ahora bien, es claro que la union de estos complementos es equivalente al complemento
del nudo cuadrado y, como ya conocemos el grupo fundamental de los anteriores, podemos

usar el Teorema de Van Kampen para ver que

m1(nudo cuadrado) = (x,y, w, z; ryr = yry, wzw = 2wz, r = W)

= (z,y, z; xyx = Yoy, r20 = 212).

Usando un procedimiento analogo para el nudo de tejedor, obtenemos que

/—%\(g

FiGURA 2.19: Nudo de tejedor.

z

m1(nudo de tejedor) = (x,y, z; zyr = yry, xze = zxz).
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De nuevo sucede que obtenemos el mismo grupo fundamental para nudos no isotépicos

117].

Lo mencionado en las dos observaciones anteriores nos lleva a concluir que, aunque el
grupo fundamental es un buen invariante de nudos, es conveniente estudiar invariantes

de otros tipos, como el polinomio de Jones que veremos méas adelante.



3 Invariantes polinomiales

3.1. Polinomio de Alexander

Empezaremos esta secciéon con el primer invariante polinomial asociado a nudos y en-
laces. Introducido en 1928 por J.W. Alexander, fue un punto crucial para la teoria de
nudos, pues ademés de ser de las primeras relaciones descubiertas entre la teoria de nu-
dos y el algebra, tiene una prueba sencilla, se calcula de manera relativamente directa y
permite distinguir nudos de enlaces efectivamente. A continuacion, veremos su célculo y

la prueba de que es invariante bajo movimientos de Reidmester.

Sea, K un nudo, para obtener su polinomio de Alexander es necesario nombrar los
cruces del diagrama de K, digamos, (x1, s, ..., z,) y los arcos (ay, as, ... , a,), recordemos
que el arco de un nudo es el arco que se encuentra, al recorrer el nudo, desde la primera
vez que se pasa por debajo en un cruce hasta que volvemos a pasar por debajo en otro
cruce, entonces en cada cruce empieza un arco y otro termina, por esto el numero de

cruces y de arcos es el mismo.

Asignaremos ademéas una orientaciéon al nudo, asi como indices a cada uno de los arcos
que lo forman, es decir, al que comienza ahi, al que termina y al que pasa por arriba de
ambos. Para esto empezaremos a recorrer el nudo en la orientacion elegida y al llegar a la
parte superior de un cruce asignaremos 1 —t a ese arco, t al arco que quede a la izquierda

y —1 al arco de la derecha.

Haremos una matriz con los indices de los arcos como columnas, los indices de los vér-
tices como renglones y las etiquetas asignadas como entradas de manera que la 7j-ésima

entrada serd la etiqueta del cruce x; con el arco aj, si el arco a; no pasa por z; la entrada

36
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serd 0. Removeremos una columna y un renglén de manera arbitraria y el determinante de
la matriz que nos queda seré el polinomio de Alexander, que denotaremos A(t). Veremos

como calcularlo con ayuda de algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.1.1. Polinomio de Alexander para el nudo trébol.

Considerando cada cruce del nudo obtenemos la siguiente matriz

a1 a2 a3

elegimos quitar el tercer renglon y la tercera columna, entonces,

t 1—-1t

] =t —(-1)(1—t)=t"—t+1.

Ejemplo 3.1.2. Polinomio de Alexander para el nudo ocho.
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Ty | —1 t 0 1-—t¢
To 0 1—t -1 t
x3 |1 —1t t —1 0
s | —1 0 t t

elegiremos quitar el cuarto renglén y la segunda columna, entonces,

-1 0 1-t
Ao(t)y=det | 0 -1 t |=—t+(1—-8)(1—-t)=t*—3t+1.
11—t -1 0

El aspecto més increible del descubrimiento de Alexander es que el polinomio se man-
tendra invariante, salvo multiplicacién por un factor de +t* para hacer el término cons-
tante positivo (normalizar el polinomio), atin con todas las elecciones que deben tomarse
antes de calcularlo; los indices asignados a cruces y arcos, la orientacion del nudo, las co-

lumnas y renglones eliminadas de la matriz, e inclusive el diagrama del nudo que elegimos.

Para asegurarnos de este ultimo y de que el polinomio realmente es invariante para

nudos equivalentes, es necesario probar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. El polinomio de Alexander es invariante bajo los moviemientos de Reide-

meister.
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Demostracion. Consideremos que en cada movimiento habra diferentes casos, dependiendo
de la orientacion y la imagen espejo del movimiento, pero bastara con demostrar uno de

ellos pues los otros seran analogos.

i

Obtenemos un nuevo cruce xg y del arco a; nacen dos nuevos arcos by y bs, asi

b by
ay _ -
Ty (a;;p * ... %
X1 * * ok L. X
*
= * *
Q
Q
*
L * * J

Podemos eliminar el rengléon z; de ambas matrices, la columna a; de la primera y la
columna b, de la segunda. Asi, el polinomio de Alexander de la primera matriz sera igual
a det[Q)], mientras que el polinomio de la segunda sera igual a det(—t)[Q] pero —t es un
factor que podemos remover cuando normalizamos el polinomio, por tanto el polinomio
de Alexander se mantiene invariante bajo el primer movimiento.

Consideremos el segundo movimiento de Reidemeister.

] 19
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Ahora obtenemos dos nuevos cruces y el arco a; se parte en tres arcos by, by, y bs, mientras

que as no se corta pero para facilitar la lectura de la nueva matriz lo renombraremos by.

a1 a2
ail 12
Am1 Am?2

T
X2

T3

b2
t

by
1—¢t 0
1—¢t 0
a2

Q
Am2

Al igual que en el caso anterior agregamos los nuevos cruces y cambiamos las columnas

por los nuevos arcos. Sin embargo, ahora no podemos simplemente eliminar el mismo

renglon en ambas y después elegir una columna en la segunda. Pero al observar la nueva

matriz, es notable que si no tomamos en cuenta los primeros dos renglones y las primeras

tres columnas tenemos una matriz casi igual a la original excepto por la primera columna,

pero esa columna es by que, sumada con b; nos regresa a ay.

Entonces tenemos una situacion similar a la del tipo anterior (donde teniamos a la matriz

@ dentro de la nueva matriz) y para que sea mas similar ain y evitar problemas con los

calculos, haremos las entradas que estan sobre nuestra matriz original iguales a cero por

medio de combinaciones lineales con la columna b,.

by by

bs + by +t1by

Qm1

by + (1 — t~1)by

Notemos que la matriz anterior es una matriz por bloques del tipo

donde

A0
B C
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bil 0 al a2
, B=1 1 ily,C=1]: Qs

y recordemos que para este tipo de matrices tenemos
A0
det = detAdetC'.
B C

Notemos también que el bloque C' es la matriz obtenida antes de efectuar el segundo
movimiento, entonces elijamos la columna y el renglon que seran eliminados en la nueva
matriz de forma que su determinante coincida con el de la matriz original, llamemosle P.

De aqui que
P’ = PdetA = (—t)P,

donde de nuevo podemos eliminar el factor —t y entonces los polinomios normalizados
seran iguales.

Por ultimo, consideremos el tercer movimiento de Reidemeister.

En este caso podremos generalizar un poco mas y evitando usar una orientacion especifica,
asignaremos ais, @13, o1, doo, A34 y 35 para denotar los cruces que quedan por debajo, es
decir cada uno serd —1 6 t una vez anadida la orientacion. Al hacer el tercer moviemiento
obtenemos una rotaciéon en los indices de los cruces y la misma cantidad de arcos pero

con nuevos indices.
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a1 a9 as Qay as Qe
T [ 0 12 A13 0 1—1 0 0
To | Q21 Q22 0 0 0 1—¢t 0
T3 0 0 0 s34 ass 1—-t 0
0
i 0
by by b3 by bs bg
I —CL12 a3 0 1—1t 0 0 0
) 0 21 A92 0 0 1—t 0
= T3 0 0 0 a3y ass 1—¢t 0
0
L 0

o O

Si eliminamos el primer rengléon y la primera columna de ambas matrices podemos hacer

combinaciones de columnas en la segunda para obtener matrices iguales.

A
X2

x3

b
Q12
0
0

(G22/(121)bz
(a22/6l21)a13
a22
0
0

bz — (G22/a21)bz
- (Cl22/a21)6l13
0
0

bs
1—-t
0

34

bs
0
0

a3s

be

0
1—t¢
1—t

o O O ¥

o O O %

Claramente sus determinantes serén iguales, entonces de nuevo el polinomio de Alexander

es un invariante con el tercer tipo y por tanto un invariante de nudos.m

Observacion 3.1.4. Al igual que el grupo fundamental, el polinomio de Alexander tam-

poco es un invartante completo de nudos.
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Recurramos de nuevo al trébol. Hemos calculado ya el polinomio de Alexander del
trébol izquierdo, calculemos ahora el polinomio del trébol derecho para comprobar que,

en efecto, resultan ser el mismo.

Considerando cada cruce del nudo obtenemos la matriz

de nuevo elegimos quitar el tercer renglon y la tercera columna, entonces,

—1

AT/(t) = det [
1—t t

] =t*—(-1)(1—t)=t"—t+1.

Obteniendo asi, exactamente el mismo polinomio de Alexander que el trébol izquierdo

aunque no sean isotopicos.

3.2. El polinomio del corchete de Kauffman

Para calcular el polinomio del corchete de Kauffman de un nudo dado K, nos enfoca-
remos en los cruces de algun diagrama de K con el fin de deshacerlos o suavizarlos bajo el
siguiente procedimiento, pero antes de describirlo, debemos aclarar que en lo que resta de

esta seccion consideraremos diagramas que sean idénticos, salvo por una pequena region
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que encerraremos en un Cfl"ClllO, usualmente serd un cruce.

Un cruce L de un diagrama de un enlace puede deshacerse o suavizarse por medio de
dos métodos a los que llamaremos A y B. El método A nos lleva del diagrama original al

diagrama L 4, mientras que el método B nos lleva al diagrama Lpg de la Figura 3.1.

| N (/<>\ (//\\
\(\,) \<>) M )

El cruce también puede estar invertido, como se ve en L'.
P

A

\__/

1

/-——\

Ficura 3.2

Definicion 3.2.1. El polinomio del corchete de Kauffman de un diagrama de enlace,
denotado [L], es el inico polinomio de una variable que satisface los siguientes axiomas:
1) [L] = a[La] +a™*[Lg].
2) [LUO] = (a* — a™?)[L], donde O es el diagrama sin cruces del nudo trivial.

3) [0] = 1.

Donde a es la variable independiante de [L].
Teorema 3.2.2. Euxiste un wunico polinomio que satisface los axiomas del corchete del

Kauffman.

Demostracion. Para mostrar esto definiremos el polinomio explicitamente.

Sea L el diagrama de un enlace con n cruces, le llamaremos estado de L al diagrama que
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obtenemos cada vez que suavizamos uno de los cruces de L usando el método A o B, por
lo que un diagrama L tiene 2" estados. Sea «a(s) el ntmero de cruces suavizados por el
método A en un estado s, andlogamente, sea [(s) el numero de cruces suavizados por
el método B en el estado s y sea y(s) el nimero de nudos triviales disjuntos en s. El
polinomio del corchete considera todas las posibles formas de suavizar cada cruce, por lo
que nuestra definicién explicita del polinomio tomaré la suma de todos los estados de L.
Es claro que llegamos a cada estado suavizando n cruces, ya sea por el método A o el B.
Por el primer axioma de la definicién anterior podemos ver que cada vez que suavizamos
un cruce con el método A el término que representa al estado en ese momento gana un
coeficiente a en la suma y, de la misma manera, cuando suavizamos un cruce con el método

. Asi un estado s contribuye a®®)=%()[s]. Ahora

B, el término gana un coeficiente a~
bien, considerando los Axiomas 2) y 3) y el hecho de que no habra cruces en los estados
y cada uno consistira solo de y(s) nudos triviales disjuntos, podemos concluir que [s] =
(—a — a=2)"®)~1 De aqui que cada estado s provee el término a®(*)=8()(—q — q=2)7(s)~1
a la suma.

Considerando la suma de todos los estados obtenemos

(L] = a0 (—q — q72y)71, (3.1)

s

Ahora solo debemos verificar que el polinomio satisface los tres axiomas.

Consideremos un diagrama L y alguno de sus cruces en particular. Para verificar el primer
axioma denotemos al estado de L con el cruce elegido suavizado por el método A por sy,
y sp al estado con el cruce suavizado por el método B. Ya que estas son nuestras tinicas

dos opciones para suavizar un cruce, tenemos que s4 + Sg = S.

Consideremos la ecuacion (3.1), de donde

[La] =, a®sa)=Bla)=1(_q — g=2)r(sa)~1
SA

[LB] — Z aa(sB)fﬁ(SB)‘i’l(_a _ a[*Q)’y(SB)fl‘
sB

Entonces,

a[LA] + afl[LB] — Z aa(SA)*ﬂ(SA)(_a _ a*Q)’Y(SA)*l + ZSB aa(SB)*ﬁ(SB)(_a _ a*2)’7(83)*1

SA

pero, como Sy + Sp = S,
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alLal + 0~ La) = X2, P06 (—a — a2 = (L]

Por lo que se cumple el Axioma 1).
Para verificar el Axioma 2), veamos que agregar un nudo trivial desanudado al diagrama
L resulta equivalente a agregar un nudo trivial desanudado a cada estado de L, entonces

obtenemos
LUO] = 5, a0-50) (@2 — g2

que, al distribuir, es igual a (a? — a=2)[L], por lo que este axioma también se satisface.
Por ltimo [O] = (a® — a™2)? = 1, asi que el tercer axioma también se satisface.
Creamos este polinomio por medio de los axiomas, sin elementos a elegir, y ademas los

satisface, por lo que es tinico. m

Teorema 3.2.3. El polinomio del corchete de Kauffman es invariante bajo el sequndo y

tercer movimiento de Reidemeister, pero no el primero.

Demostracion. Consideremos un diagrama con los siguientes cruces

Cuando suavizamos el cruce de arriba, por el primer axioma, obtenemos:

P

[ O] =al 01+ e ]

y cuando suavizamos el cruce de abajo

=(a’+a 2)[\0,’]‘1‘ [\\/\%,’H‘ [Q_Q]'

Ahora, aplicando el axioma 3, veamos que esto es igual a:

((a? +a72) — (a® + a—z))[(:%)bu [)Cu] = [)C:]
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Por lo que este polinomio es invariante bajo el segundo movimiento de Reidemeister.

. . . . . ” _y \ 4 W \ .
Para verificar el tercer movimiento, consideremos los diagramas ()%4 y (\&4 . Suavi-
v / \ /

zando el cruce del centro nos queda

5] = al AzA ]+ a ()

Observemos que, bajo el segundo movimiento,

RS P - - TN

(=5 =155y [T = [ )

~_ ~ - -

Por lo que

Recordemos que el primer movimiento nos agrega un cruce en el diagrama, lo que, de
acuerdo al primer axioma, cambiard el polinomio [L] a p(—a? — a™2)[L] + p~*[L], con
p = 1 dependiendo de la orientaciéon del nuevo cruce. Entonces el diagrama cambiara

de [L] a (—a®?)[L]. m

Ahora, para que este polinomio sea realmente un invariante, necesitamos una mane-
ra de tomar en cuenta los nuevos cruces creados por el primer movimiento. Lo haremos

asignando una orientaciéon al diagrama.

Definicion 3.2.4. A cada cruce orientado le asignaremos un signo positivo o negativo,
como se muestra en la Figura 1.9. Sea w, el numero de cruces positivos y w_ el nimero de
cruces negativos. El nimero de torsiones (writhe number) de un diagrama D, denotado

w(D), estd definido por la ecuacion w(D) = wy — w_.
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Definiciéon 3.2.5. Definimos el polinomio normalizado del corchete de un diagrama D

X(D) = (=a*)"P[|D]],

donde |D| es el diagrama sin orientacion correspondiente a D.

Teorema 3.2.6. FEl corchete normalizado es un invariante de diagramas de enlaces orien-

tados.

Demostracion. Ya que el corchete es invariante bajo el segundo y tercer movimiento de
Reidemeister y ninguno cambia el ntimero de torsion, el corchete normalizado es invarian-
te bajo los mismos. Ahora bien, vimos que el primer movimiento multiplica al polinomio
por un factor —a®>, pero también cambia el ntimero de torsién por +1, lo que cancela
al factor anterior. Asi el corchete normalizado es invariante bajo los tres movimientos de

Reidemeister, y por tanto es un invariante de nudos.m

Ejemplo 3.2.7. Calculemos el corchete normalizado de Kauffman del nudo trébol iz-

quierdo.

En el siguiente diagrama indicaremos con K4 cada vez que suavicemos algin cruce por
el método A, y Kp cada vez que suavicemos por el método B. Asi, nos resultard muy
sencillo contabilizar los pasos que tomamos para llegar a cada estado y usar la ecuacion

(3.1) de la demostracion de unicidad en el Teorema 3.2.2.

-

S
e, O O=0
‘ e
@%@m N

@)
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. @Tﬁ@

Entonces para el primer estado, llamémosle L, tenemos que

D&

[Lsy] = a(—a® —a™?) [Ls] = a(—a® —a™?)
[La] =a™! [Ls] = a(—a® — a™?)
[Ls] =a™! [L;]=a!
[Lg] = a3(—a® —a™?)
al sumarlos
(L] = a*(—=a® — a?)? + 3a(—a®* — a™?) + 3a (—a* —a™?)

Recordemos que atn no hemos considerado la orientacion del nudo, que es lo que nos
permite que sea un invariante. Entonces, sea L el nudo trébol izquierdo orientado en el

sentido contrario a las manecillas del reloj.

aD

Notemos que todos sus cruces son negativos, por lo que W (L) = -3,
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Asi, el corchete normalizado de Kauffman de nuestro nudo es

X(L) = (=a’)’(a" —a’ —a™)

= —a'® +a"? +a*.

Definicion 3.2.8. Una tripleta de Conway es un conjunto de tres nudos que difieren

en un cruce, como se muestra en la figura siguiente.

A (A (57
0 0

FiGuRrA 3.3: Tripleta de Conway

Una relacion de skein es una expresion que relaciona los tres términos diferentes de

una tripleta de Conway.

El polinomio del corchete normalizado satisface una relacion de skein que nos ayudara
en su calculo. Consideremos una tripleta de Conway, sin pérdida de generalidad podermos

asumir que el ntimero torsiones fuera del cruce es 0, lo que nos permite obtener lo siguiente:

w((ji/—\\)) =1
w(3) = -1
MQKDZO

Sean K, y Kp los cruces de la tripleta de Conway suavizados por los métodos A y B
respectivamente. Entonces, el corchete normalizado de cada uno de acuerdo a nuestros

tres axiomas,
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Pero podemos escribir los primeros dos como

X (") = —a?K] — K]

X () = —a K] — K]

-_ -

y, tomando en cuenta su diferencia obtenemos

a4X((\X:1) - a‘4X((\X)) = (a2 — a®)[K4].

~_-7

Por lo que nuestra relacion es

PR

X)) - a X () = (@2 - )X () ().

-

~ - ~_- ~ -

3.3. El polinomio de Jones

Por casi cincuenta anos se creyo que el polinomio de Alexander era el tinico invariante
polinomial de nudos, por lo que, cuando Vaughan Jones creé el suyo, por medio de alge-
bras de Von Neumann, fue necesario demostrar que no era en realidad una nueva técnica
para calcular su predecesor. Pidi6 consejo a Joan Birman, y en 1984 se reunieron y usaron
la quiralidad del nudo trébol para obtener un indudable contraejemplo [4], como veremos

més adelante.

El segundo invariante polinomial tuvo un impacto inmenso en la sociedad matema-
tica, pues abrié nuevas visiones y se comenzé a buscar nuevos invariantes polinomiales
por métodos principalmente combinatorios y algebraicos. El polinomio del corchete de
Kauffman fue uno de los resultados de esta busqueda, aunque lleg6 después en el tiem-
po, hemos decidido mencionarlo primero en este trabajo, pues por su simple contruccion
resulta sumamente practico, ademés de que normalizado, y bajo el cambio de variable

mencionado, es equivalente al poderoso polinomio de Jones.

Definicion 3.3.1. El polinomio resultante al realizar el cambio de variable a = ¢~ '/*

en el corchete polinomial normalizado se denomina polinomio de Jones, denotado por
V(K).
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Entonces nuestra relacion de skein para el polinomio de Jones es la siguiente,

Observemos que es més sencilla de calcular con este cambio de variable y que esto es

sumamente conveniente, pues es nuestra principal forma de obtener el polinomio.

Ademés el polinomio de Jones hereda la propiedad de ser invariante de enlaces orienta-
dos directamente del polinomio del corchete normalizado, pero en general, no es indepen-
diente de orientacion. La excepcién a esto son los enlaces de solo un elemento, es decir,

los nudos.

Teorema 3.3.2. El polinomio de Jones del diagrama de un nudo es invariante bajo

cambios de orientacion.

Demostracion. La tnica parte del polinomio que se ve afectada por la orientacion es el
numero de torsiones, pero un nudo esta formado por solo una componente asi que cam-
biar la orientaciéon del nudo provoca que se invierta la orientaciéon de ambos arcos en cada
cruce. Basta con rotar el cruce para ver que si era positivo se mantendré positivo y lo

mismo para cruces negativos. m

Es importante resaltar que no sucede lo mismo con enlaces, pues es posible tener cam-

bios de orientacién que no necesariamente inviertan la orientaciéon de cada cruce.

Observacion 3.3.3. El nudo trivial tiene polinomio de Jones trivial, es decir, V(O) = 1.

Ejemplo 3.3.4. El polinomio de Jones del nudo trébol 1zquierdo orientado del Ejemplo
8.2.7es —q+q 3 +qn

Recordemos que los invariantes que ya hemos revisado no nos permiten distinguir un
nudo de su imagen espejo aunque éstos no sean isotopicos, esto cambia con el polinomio

de Jones y la razoén principal de su particular relevancia.

Teorema 3.3.5. El polinomio de Jones de la imagen espejo de un nudo K, es el polinomio

de Jones de K, sustituyendo q por q~*.
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Demostracion. Sea K' la imagen espejo de K. En K’ cada cruce L de K es remplazado
por un cruce L', véase las Figuras 3.1 y 3.2. Para suavizar el cruce, lo rotamos (y todo
el diagrama del nudo) 90 grados, haciendo asi que el cruce L' se vea como el original L.
Ahora podemos suavizar el cruce de manera usual, y una vez suavizado rotamos para
obtener el angulo original. Asi, un cruce suavizado por el método A se vera como Lg y
viceversa.

Los estados del diagrama son los mismos, pero ya que los métodos para llegar a ellos
fueron intercambiados, los nimeros para cada tipo de cruce estaran cambiados también,
por lo que el polinomio del corchete de Kauffman de K serd el mismo que el de K’

1

pero con a y a” - intercambiadas. De la misma manera, la imagen espejo de un nudo

cambia el signo del ntimero de torsiones, entonces el término de normalizacién cambia a
3\—w(K') _ 3\w(K) _ —-3\—w(K
(—a?)~ W) = (—g3)wF) = (—gq=3)~w(K),

Al sustituir a* por ¢ obtenemos que el polinomio de Jones de K’ es el polinomio de Jones

de K, reemplazando ¢ por ¢! m

Esto implica que el polinomio de Jones del nudo trébol derecho es —¢* + ¢ + q.

Teorema 3.3.6. Sean K; y Ky dos nudos, entonces V(K 1#K3) = V(K;)V(K>).

Demostracion. Al calcular el polinomio de Jones de K;# K5 se sigue el mismo procedi-
miento que al calcular el polinomio de K, pero sucedera que, cuando K7 quede reducido
al nudo trivial, atn nos quedarad K5, por lo que el polinomio de Jones de K;# K5 es el

polinomio de K; con un coeficiente V(K3) en cada elemento. Factorizando resulta en

V(Kl#Kg) ||

Hoy en dia se han descubierto muchos mas invariantes polinomiales, uno de los més
poderosos es el polinomio de HOMFLY, llamado asi por las inciales que quienes lo descu-
brieron casi simultaneamente en 1985; Hoste, Ocneanu, Millet, Freyd, Lickorish, Yetter
[18]. Aqui veremos su definicién pero no mostraremos su existencia como invariante de
enlaces orientados [4], como lo hemos hecho con polinomios anteriores, pues necesitaremos

herramientas que van mas all4 de los alcances de esta tesis.

Definiciéon 3.3.7. El polinomio de HOMFLY, P, de un diagrama de enlace L estd defi-

nido como el polinomio en variables x,y y z, que satisface los siguientes axiomas:
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2) xPﬂf/—\:) ) —|—yPﬂ;\—/> ) +zPﬂj—© )= 0.

b) P(L)=1 si L es el nudo trivial.



4 Una aplicaciéon de la teoria de nu-

dos

Hemos mencionado ya que a partir de que se descubre el poliomio de Jones hay un
resurgimiento en la bisqueda de invariantes polinomiales. Es asi como en los ultimos casi
cuarenta anos se ha avanzado inmensamente en la teoria de nudos, pero no solo por medio
de estos invariantes, hay resultados que nos demuestran la relacion con otras areas, como
topologia o teoria de ntimeros, e incluso con areas aparentemente ajenas a las matemati-

cas, como la quimica o la biologia.

La aplicacion en la que nos enfocaremos se encuentra relacionada con la segunda, ya
que desde la decada de los 80’s se ha venido dando una aproximacion al estudio del efecto
de ciertas enzimas en el ADN desde el punto de vista topologico, esto porque la estructura

de sus moléculas influye en como actiian en la naturaleza.

Lo estudiamos con teoria de nudos, en particular, pues una molécula de ADN es mu-
cho mas larga que el nucleo de la célula donde se encuentra, por lo que tiene que estar
enredada y, también en la decada de los 80, algunos bidlogos moleculares se dieron cuen-
ta de que, ademas de la conocida molécula lineal de ADN, esta podia tomar una forma
cerrada, formando asi una molécula de ADN anudada. Mas atin, la manera como se en-
reda, se tuerce o se anuda, interfiere directamente con los procesos vitales de replicacion,
transcripcion y recombinacion del ADN. A su vez, al realizar estos procesos, las enzimas
(topoisomerasas) lo manipulan y cambian la forma en que este esta colocado. Por ejem-
plo, una molécula que tiene forma de un circulo sin anudar se puede convertir en un nudo

trébol.

%)
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Desafortunadamente, atin no existen métodos para observar a las enzimas en accion,
solo podemos ver las moléculas antes y después de que la enzima actte, con esa informa-

cion se busca, por medio de la teoria de nudos, deducir el proceso que hubo.

Para observar el efecto de la accién de una enzima, se empieza con una gran cantidad de
moléculas circulares, no anudadas, no enlazadas. Luego se hace reaccionar una concentra-
cion alta de enzima purificada con estas moléculas. Finalmente se observan las moléculas
que quedan después de la reacciéon con el método que describimos arriba. Las molécu-

las antes de la reaccion se llaman el sustrato, después de la reaccion se llaman el producto.

Uno de los primeros mateméticos que pensé en aplicar la teoria de nudos en la biologia
fue De Witt Sumners. En uno de sus trabajos Sumners explica que, después de ver los
nudos que resultaban en los experimentos con algunas enzimas, pensoé que era posible
aplicar teoria de nudos para entender mejor su forma de actuar en el ADN [10]. Asi,
Ernst y Sumners [6] proponen un modelo, llamado Modelo de Ovillos, que explica como
es la acciéon de la enzima Tn3-resolvasa. Este modelo es precisamente el que nos interesa

exponer.

4.1. Ovillos

El modelo hace uso de objetos mateméticos muy ttiles llamados ovillos o maranas.
En efecto, son tan ttiles que resultaron indispensables en el capitulo anterior, donde nos

encontrabamos en un contexto totalmente distinto.

Para construir un n-ovillo colocaremos 2n puntos en S? y uniremos estos puntos por n
curvas tales que no se intersecan entre si y estan contenidas en la bola B* cuya frontera

es la esfera donde se encuentran los 2n puntos.

(A) 1-Ovillo. (B) 2-Ovillo. (c) 3-Ovillo.
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Al igual que con nudos y enlaces, diremos que dos n-ovillos T y T5 son equivalentes
si existe una isotopfa de B* en si misma que mantenga fija su frontera y nos lleve de T}
a Ty. Es decir, si podemos mover las curvas de uno hasta llegar a la forma del otro, sin

romperlas y sin mover sus 2n puntos.

Para simplificar nuestro trabajo y, de nuevo, al igual que con nudos y enlaces, tra-
bajaremos con lo que se conoce como diagramas de ovillo asociado a T', el cual es una
proyeccion regular de nuestro ovillo 7" al plano Y Z. También aqui podremos hacer uso
del Teorema de Reidemeister 1.2.2, por lo que dos ovillos son equivalentes si, y solo si,
podemos pasar del diagrama de uno al diagrama del otro por medio de una sucesion finita

de movidas de Reidemeister.

QY PO VD

FI1GURA 4.2: Movimientos de Reidemeister en ovillos.

® &

FiGURA 4.3: Diagramas de ovillos equivalentes.

De aqui en adelante nos restringiremos al caso de 2-ovillos, por lo que solo nos referi-

remos a ellos solo como ovillos y los trabajaremos por medio de sus diagramas.

Veamos ahora algunas operaciones que podemos hacer con nuestros ovillos. Empeza-
remos por fijar cuatro puntos en la esfera S?, nombrados acorde a los puntos cardinales
NE, NO, SE, SO, como se muestra en la Figura 4.4.
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Ficura 4.4

Uniendo estos cuatro puntos por medio de dos curvas contenidas en B* podemos formar

un ovillo.

Asi mismo, es posible hacer otras construcciones dado este ovillo. Por ejemplo, el nudo
(o enlace) obtenido al unir los puntos NO y NE, SO y SE por curvas simples fuera de B3,
es llamado el numerador del ovillo y es denotado por N(T'). Obtenemos el denominador
del ovillo, D(T'), de manera similar, esto es, al unir los puntos NO y SO, NE y SE por

curvas simples fuera de B3.

50
(A) Numerador. (B) Denominador.

Ficura 4.5
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Estas operaciones nos permiten asignar dos nudos (o enlaces) a cada ovillo, por lo que

nos seran de suma utilidad al ver el Modelo de Ovillos mas adelante.

Existe ademéas una operacién de suma que podemos hacer dados dos ovillos, que nos
resultard en un tercer ovillo. Esto es, conectando los puntos NE y SE de uno con los puntos
NO y SO del otro, respectivamente. Las bolas que contenian a cada uno se convierten en
una tercera bola que contiene al nuevo ovillo. Es claro que podemos calcular el numerador

del resultado de una suma.

FIGURA 4.6: Suma de ovillos.

4.2. Modelo de Ovillos

Para llegar al modelo de ovillos es necesario ver una simplificaciéon de la accion de
las enzimas de recombinacién en sitio especifico, que es una de las maneras mediante las
cuales la naturaleza reordena secuencias de ADN. A veces durante este proceso se cambia
un bloque de ADN de posicion dentro de la molécula, a veces se integra un bloque de

ADN de otra molécula.

En esta acciéon tendremos el sustrato, (recordemos que asi se le llama a la molécula
original y que en nuestro caso seré circular y no anudada) que al entrar en contacto con
la enzima sufrird cambios como retorcimiento, lo que permite el alineamiento de ciertos
sitios especificos, después la enzima se adhiere al sustrato, actua y lo libera como lo que

se ha denominado producto, que es la molécula con posibles cambios en su topologia.

Es aqui donde entra nuestro uso de teoria de nudos. Pensemos en la enzima como
una bola de dimension tres y notemos que divide su entorno en dos partes: adentro (don-

de acttia) y afuera (donde no actia). En el modelo se supone que ambas partes son ovillos.
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Al conjunto de la enzima adherida a la molécula se le llama complejo sinaptico, y al
complejo sinaptico sin los arcos no rodeados por la enzima se le llama sinaptosoma. Asi
el sinapsoma se puede ver como la suma de dos ovillos, y el complejo sinaptico como el

numerador de esta suma.

LN

Enzima

-l
NS

Sustrato Complejo sindptico Producto

FIGURA 4.7: Esquema de la accién de una enzima.

De la misma manera el producto resulta el numerador de otros dos ovillos, pues la

accion de la enzima ha reemplazado uno de los que teniamos originalmente por otro.

El proceso anterior es similar para varias enzimas de la familia de las topoisomerasas
y recombinasas (Int, Tn3 resolvasa, Gin, Gyrase, Topoisomerasa I, etc.). En cada una se
puede aplicar un modelo que involucre ovillos y que tome en cuenta las acciones observadas

que produce cada enzima.

4.2.1. La accion de la enzima Tn3-resolvasa

A continuacion aplicaremos el Modelo de Ovillos a la enzima Tn3-resolvasa, que es
una enzima de recombinacién de sitio especifico. En ella, los sitios de recombinacion
tienen la misma orientacion global (hay enzimas cuyos sitios de recombinacion tienen
orientaciones opuestas), lo cual nos permite obtener un retorcimiento como el siguiente y

aplicar el modelo sin mayores problemas.

-0
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Ahora bien, llamémosle S al ovillo donde no actuia la enzima, T al ovillo donde si
actia y R al ovillo que reemplaza a T después de la accion de la enzima. Asi, tomando
en cuenta que el sustrato es circular, y que podemos observar el producto de la acciéon de

la enzima, tenemos que:

1) N(S+T):Q.
%) N(S+R)—@©.

Es decir, dos ecuaciones con tres variables, por lo que necesitamos una condicién extra.
Recordemos que nuestra enzima actiia sobre el ovillo 7', entonces supondremos que fuera
de T no hay alteraciones y ademas, que su frontera se mantiene fija. Por lo tanto la acciéon
de la enzima solo depende de R y T, pero no de S. Queremos ver si podemos determinar
la forma que tienen R y T. Podria haber muchas formas en las que estas cumplan 1) y

2), por ejemplo:

\

5
-

Por lo que necesitamos mas informacion. En general, después de la recombinacion la

b) T =

enzima suelta a la molécula, pero una de cada 20 veces no la suelta y vuelve a actuar.

Cuando actua dos y tres veces tenemos que:
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4) NS+ R+ R+ R)=

Usando esta informacion se puede deducir como son 7'y R. Primero es necesario probar
un resultado sobre el tipo de ovillos que tenemos (racionales), pero sera omitido aqui, pues
se hace uso de resultados mas fuertes de los que esta tesis abarca. Ya que se tiene esta

condicion se hace un calculo [6] para probar que, si se cumplen 1), 2), y 3), entonces Ry

T deben ser alguna de las siguientes parejas.

\

?(
a) T = (i R=><' ;i> R:>%.

/ X

)
b)Tfé Rl Y 7= /d Rl

Si se cumplen 1), 2), 3) y 4) entonces Ry T tienen que ser a).

El modelo pasé una prueba adicional: si R y T son los que pensamos, entonces cuando

la enzima actta cuatro veces nos quedaria,

5) N(S+ R+ R+R+R) =

=
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y, en efecto, lo que se observd experimentalmente es

En [15] se propone un método alterno para ver el funcionamiento de esta enzima, aqui
se demuestra que el uso de los polinomios de Alexander y Jones no es favorable en este

caso particular.
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