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Introduccion

La Teoria de Control Optimo es un area de las matematicas aplicadas que estudia
problemas de decisiones secuenciales con el objetivo de encontrar las mejores ” decisiones”
para su funcionamiento éptimo. Es decir, se tiene un sistema dindmico cuya evolucion en
el tiempo puede ser influenciada mediante decisiones que toma un controlador, teniendo
como objetivo encontrar su comportamiento éptimo. La evolucién del sistema puede ser
a tiempo continuo o discreto, y si estan inmersos factores aleatorios diremos que tenemos
un sistema de control estocastico. En este trabajo se estudiaran sistemas de control a
tiempo discreto que evolucionan de la siguiente manera: en cada etapa el controlador
observa el estado actual del sistema para posteriormente tomar una decisién o accién
sobre el mismo; a continuacién se produce un costo (o recompensa) y el sistema pasa a

un nuevo estado con cierta probabilidad de transicién.

Una pregunta natural que surge a partir de lo descrito anteriormente es como el con-
trolador identifica las decisiones mas adecuadas a partir del estado actual del sistema.
Para resolver esto, se definen los conceptos politica de control e indice de funcionamiento.
Una politica de control es, en términos generales, una sucesion de funciones que rela-
cionan el estado del sistema (ya sea considerando toda la informacién anterior o sélo el
estado actual) con el conjunto de acciones factibles a tomar, y el indice de funcionamiento
"mide” el comportamiento del sistema al utilizar distintas Politicas, es decir, ayudan a
discernir entre todas las politicas cudl es la mejor. En esta tesis utilizaremos un Indice de

Funcionamiento llamado costo descontado.

Al conjunto de componentes que describen un sistema de control estocastico se le llama
Modelo de Control Markoviano (MCM) o simplemente Modelo de Control. Entonces, dado
un MCM, una familia de politicas de control y un indice de funcionamiento, el Problema
de Control Optimo (PCO) es encontrar una politica que minimice tal indice. Este es

precisamente el problema que estudia la Teoria de Control Optimo Estocastico.
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La tesis se centrara en el estudio de una clase particular de sistemas de control es-
tocastico cuya evolucién se describe mediante una ecuacion en diferencias estocasticas de

la forma

Ti41 :F($t7at7§t)7t:071w~ (1)

donde x; y a; representan el estado y accion elegida al tiempo ¢, respectivamente, F
es una funcién conocida, y {&} es una sucesién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con funcién de probabilidad comun p. En este contexto, la

probabilidad de transicion que describe la evolucién del sistema toma la forma

P,

ey(@) = Ploen =yl =z,0 = al,

= > k)

{k:F(z,a,k)=y}

Como podemos observar, la funcion de probabilidad p es determinante para estudiar la
evolucién del sistema. Sin embargo existen situaciones donde p es desconocida, lo cual nos
lleva a tener que implemetar métodos para su aproximacion, y de esta manera obtener
cierta informacion sobre la evolucion del sistema al momento de elegir una accién o control.
Si esto es posible de realizar, decimos que tenemos un problema de Control Estocéastico

Adaptado y a la politica resultante la llamaremos politica adaptada.

El objetivo principal del trabajo es estudiar esta clase de sistemas cuando p es desco-
nocida y resolver el problema de control adaptado asociado. Entonces, con el fin de poder
implementar un método de estimacion para p, supondremos que las variables aleatorias
{&} son observables. A partir de aqui, es posible obtener estimadores estadisticos p; que
aproximan a p conforme avanza el sistema, de tal manera que las decisiones en cada etapa

dependeran de la estimacion correspondiente. Por lo tanto, la politica adaptada toma la
forma 7 = {ff*} donde a; = f{*(z4).

Un punto que se debe observar en esta clase de politicas es que las primeras decisiones
se toman con muy poca informacién respecto a la funcién de probabilidad desconocida p,
contrario al caso cuando ya han transcurrido varias etapas, es decir, cuando ¢ es grande.
Este hecho implica que una politica adaptada, en general, puede no ser 6ptimo para el

caso descontado, y por lo tanto su optimalidad la estudiaremos en un sentido asintético.

En resumen, el problema que estudiamos en la presente tesis es el siguiente: mostrar
la existencia de politicas adaptadas que sean asintéticamente optimas respecto al indice

de optimalidad de costo descontado, en sistemas de control estocastico de la forma (1)
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con funcién de probabilidad desconocida. Ademaés, asumiremos que el costo por etapa es

posiblemente no acotado.

Esto tultimo lo trataremos bajo el esquema de normas ponderadas, es decir, asumiremos
que el costo por etapa esta dominado por una funcién W la cual satisface una condicién
de crecimiento. En el caso de costo acotado, la funcion W es cualquier constante mayor

o igual que la cota.

El presente trabajo esta estructurado en tres capitulos. En el Capitulo 1 estableceremos
a detalle los elementos que definen el del Problema de Control Optimo y enunciaremos un
ejemplo. En el Capitulo 2 se enunciaran una serie de condiciones y propiedades bajo las
cuales el PCO tiene solucion, es decir, se garantiza la existencia de politicas 6ptimas. En
el tercer y ultimo capitulo estudiaremos el Problema de Control Estocastico Adaptado,

introduciendo el Modelo de Control Adaptado y las Politicas de Control Adaptadas.



Capitulo 1

El Modelo de Control Markoviano

1.1. Introduccion

En este capitulo introducimos el Modelo de Control Markoviano (MCM) el cual des-
cribe el comportamiento de un sistema de control estocastico. Ademas, definiremos los
conceptos de politicas de control e indice de funcionamiento con el fin de plantear el
problema de control éptimo. Finalmente, para ilustrar estos conceptos presentamos un

ejemplo de un sistema de produccion-inventario.

1.2. Descripcion del Modelo

Definicién 1.2.1. Un modelo de control markoviano (MCM) en tiempo discreto, es un
arreglo (X, A, {A(z) : © € X}, P, ¢) que consta de los siguientes elementos:

(a) X representa el espacio de estados; y supondremos que es un conjunto numerable.
(b) A es el espacio de controles o acciones; y supondremos que es un conjunto numerable.

(c) A(x) C A es el conjunto de acciones admisibles para el estado x € X. Ademds
definimos

K:={(z,a) v € X,a € A(x)}

al cual llamaremos el conjunto de pares estado-accion admisibles.
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(d) P representa la ley de transicion entre los estados. Es decir
P, (a) := Pr(zi = yloy = z,a; = a

que satisface las siguientes propiedades:

(i) Piyla) >0Vz,yeX aec Ax);
(ii) > ,ex Pryla) =1,Vz € X,a € A(z).

(e) ¢: K — R representa la funcion de costo por etapa.

Este modelo representa un sistema estocastico que evoluciona de la siguiente manera.
En el tiempo ¢t = 0, el controlador observa el estado inicial xy € X. Después toma una
decisién o accién ag € A(zp), lo cudl tendrd como consecuencia un costo ¢(zo, ap), y el
sistema se mueve a un siguiente estado 7 con probabilidad P, ., (ao). Este proceso se
repite para cada etapa t; si el niumero de etapas es finito, diremos que el sistema tiene

horizonte finito, y en caso contrario, diremos que tiene horizonte infinito.

Un caso particular de este tipo de sistemas de control es cuando la dinamica la define

una ecuacion en diferencias estocdsticas de la forma
Ti41 = F($t7at7£t)>t - 07 17 v
donde

(i) z; es el estado al tiempo t.
(ii) a; es la accién al tiempo ¢.

(iii) {&} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas (i.i.d.) definidas en un espacio de probabilidad (92, F, P) que toman valores

en un conjunto numerable S con funcién de probabilidad p.

En efecto, en este caso la ley de transicion P toma la forma:

Px,y(a) = PT[le = y\»’l?t =T,a = CL],
= P[F(xnat,ft) = y|th =T,0t = (I],
= P[F(I7a7€t) = y];

= Y. k)

{k:F(z,a,k)=y}
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1.3. Politicas de Control

Recordemos que en cada etapa t del sistema, después de observar el estado actual x,
el controlador debe de tomar una accién a; del conjunto de acciones admisibles A(z;). En

esta seccion describimos como se determina el control en cada tiempo.

Definicién 1.3.1. Dado un MCM, para cada t € Ny, definimos el espacio de historias

admisibles hasta la etapa t mediante

H()I:X,
H, = K'x X, t €N,

Un elemento en H; es un vector de la forma
ht = (.fCO, ag, .-y Tg—1, Qg—1, xt)?

con (zx,ar) € Kpara k=0,1,...,t —1 yx; € X.

Definimos el conjunto
F:={f:X—=A|f(x) € A(z),x € X},

donde a cada elemento de F se le llama selector.

Definicién 1.3.2.

(a) Una politica de control es una sucesion m = {g;} de funciones g, : Hy — A tal que
gi(ht) € A(xy) para todo hy € Hy, t € Ny. Es decir, a; = gi(he) € A(xy).

(b) Una politica de control markoviana es una sucesion m = { f;}, donde f, € F, ¥Vt € Ny.
Esto es, a; = fi(xy).

(c) Una politica markoviana es estacionaria si existe f € F tal que fy = fVt € Ny. Es

decir, a; = f(x;) para toda t. En este caso denotamos m = f.

Denotamos por II al conjunto de todas las politicas e identificamos al conjunto de
politicas estacionarias con el conjunto F. En el caso de un MCM con horizonte de pla-

neacion finito NV, una politica es de la forma = = {fo, f1,. .., fn_1}
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En un MCM con horizonte finito N < oo, definimos el espacio muestral Qy := K¥ x X

cuyos elementos son las trayectorias de la forma

W= (370,@07 . 737N—1>GN—1,£UN)7

con (rg,ar) € Ksik=0,1,...,N =1y xy € X. Si el MCM es de horizonte infinito,
el espacio muestral es 2 = K> y las trayectorias son de la forma w = (zo, ao, ...) donde

(xk, ar) € K para cada k € Nj.

Para cada estado inicial z € X y cada politica 7 = {go,¢1,...} € II, existe una
probabilidad P] definida en una familia de subconjuntos de €2 tal que las variables x; y
a; satisfacen

Pr(zg =1x) =1,

ay = gt(ht)7

P;(mt-i-l = y|ht7 at) = th,y(at)-
En el caso de horizonte finito N < oo, la probabilidad P se define por

P;(xoa ap, ..., TN-1,AN-1, il?N) = 5x($o)Pxo,xl(Go) ce P:JcN_l,xN(aNfl)a

donde ay = fr(xo,a0,...,2x), k=0,1,...,N — 1,y 0,(-) es la probabilidad concentrada

en r. Denotamos por E7 al operador esperanza respecto a Py .

1.4. Indices de Funcionamiento

Un indice de funcionamiento es una funcion w : II x X — R que "mide” el rendimiento
del sistema al utilizar distintas politicas de control dado el estado inicial. A continuacién

definimos los indices més importantes.

Definicién 1.4.1. Sean z € X y 7 € 1.

(a) Definimos el costo total esperado hasta la N-énsima etapa por

P

In(myz) = EIY clxy,ar) + en(zn)],

I
<)
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donde cy : X — R es una funcion definida en X que representa un "costo terminal”.

(b) De manera similar, definimos el costo total con horizonte infinito como

J(mw = E”ic (x4, ar)]

t=0

Es importante senalar que la funcién de costo total esperado para N = oo diverge en
muchos casos. Este problema se evita (dependiendo si nos interesa analizar el sistema en
sus primeras etapas o en el futuro) definiendo nuevos indices de funcionamiento como los

que se presentan a continuacién.

Definicién 1.4.2. Sean z € X y m € II.

(a) Definimos el costo total esperado a-descontado con horizonte finito como
N-1
VN(r, 2) = E;T[Z ole(zy, a) + oNen(zn)],
t=0

donde a € (0,1) representa el factor de descuento.

(b) Similarmente, definimos el costo total a-descontado con horizonte infinito como

Vo(m,x) == E;T[Z a’e(wy, ar)),

con a € (0,1) el factor de descuento.

(c) Se define el costo promedio esperado como

N-1
H(m,z) = hmsup ETr E c(xy, ar)]
N—o0 =0

La razon del nombre ”factor de descuento” para « en la definicién de V,, es debido a
que tiene una intrepretacion monetaria: si el sistema se analiza durante periodos largos,
el término of representa la depreciacién del dinero en la etapa. Entonces, dado un costo

L en el tiempo t, su valor en el tiempo presente es o!L.
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1.5. Problema de Control Optimo

Dado un MCM (X, A, {A(z) : « € X}, P,¢), una familia de politicas de control ad-
misibles II y uno de los indices de funcionamiento definidos en la Seccién 1.4 al cual
representamos por w(m, x), el Problema de Control Optimo (PCO) consiste en encontrar

una politica 7 € II tal que
w(r*, z) = inf w(m, z) = w'(x),Vr € X.
mell

Llamaremos a 7 politica 6ptima bajo el indice respectivo y a la funcién w*(+) la funcién

de valor 6ptimo.

1.6. Ejemplo: un sistema de produccién-inventario

En el inicio de cada periodo, un controlador observa la cantidad de un articulo (nivel
de inventario) que se encuentra disponible para su venta. Con base en esta informacion se
ordena a la unidad de produccién una cantidad adicional de articulos o conservar el nivel
de inventario con el fin de satisfacer la demanda que se presentara durante el periodo.

Definimos las siguientes variables:

= 1, nivel de inventario al inicio del periodo ¢.
= q;: cantidad de articulos ordenados al inicio del periodo t.
» &: demanda durante el periodo ¢. Supondremos que {{;} es una sucesién de variables

aleatorias i.i.d. con funcién de probabilidad p.

Suponemos que se satisfacen las siguientes condiciones:

El almacén tiene una capacidad infinita.

La solicitud de articulos adicionales se hace al inicio de cada periodo y se surte

inmediatamente.

Los costos de produccion del articulo no varian en diferentes periodos.

Es posible conocer la demanda no satisfecha.



El Modelo de Control Markoviano 10

De estas condiciones obtenemos que X = A = A(x) = {0,1,2,...}.
El sistema de produccién-inventario evoluciona de acuerdo
T = (T +ap — &) = méx(v, + a; — &, 0),

cont € Ny y g = x. Verbalmente, la cantidad de articulos en el periodo t 4+ 1 sera lo que
se tenia, mas lo que se ordend, menos lo que se vendio en el periodo t. Podemos notar

que la ley de transicién del sistema viene dada por

Px,y(a) = Prizgg =ylvy = 2,0, = al,
= Pl +a— &) =ylz, =x,0, = a),
= Plle+a-&)" =y,

= Pllz+a-&)" =yl

= > k),

kGS(m’%y)
donde S(; 44 = {s € No|(z +a—s)" =y}
Por 1ltimo, la funcién de costo por etapa viene dada por
c(z,a) = Aa+ M Ey|(x +a—&)"] + heEBy[(& — 2 — a) "],

donde

A :precio (unitario) de produccidn,
hy : costo (unitario) de almacenamiento,

hy :costo (unitario) por demanda no satisfecha.



Capitulo 2

Criterio de costo descontado

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos el PCO con el criterio de costo a-descontado. Con este
proposito, introducimos condiciones que garantizan la existencia de politicas optimas.
Estas politicas seran caracterizadas por medio de una ecuacién de optimalidad. Asimismo
describiremos un algoritmo que aproxima a la solucién de dicha ecuacion. Estos resultados
se desarrollaran asumiendo que el costo por etapa es posiblemente no acotado en el
contexto de normas ponderadas. Para una facil referencia, recordemos el indice de costo

descontado y definamos PCO bajo este indice.

Sea (X, A, {A(z) : x € X}, P,c¢) un MCM. El costo total esperado a-descontado es

VCV(W?‘T) = EZUT[Z OétC([L’t, at)]? e H,[L‘ S X7

=0
donde a € (0,1) es el factor de descuento.

Para este indice, el problema de control 6ptimo consiste en encontrar 7* € II tal que

Vo(r*,x) = inf V(7 z) =: VI(z) VreX

mwell @

11
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2.2. Ecuacién de optimalidad

Para cada u : X — R, € (0, 1), definimos el operador T, como

Tou(x) == mf lc(z,a) + z e X (2.1)
yeX

Diremos que una funcién u : X — R es solucién de la EO a-decontada si Tyu(x) = u(z),

es decir
u(z) = mln c(z,a +az r e X. (2.2)

El andlisis de la EO es clave para resolver el PCO, ya que es suficiente encontrar una
solucién y minimizar, como notaremos mas adelante. Antes de entrar con los detalles,
veremos la motivacion de la EO. En términos generales, la forma de la EO es consecuencia
del algoritmo de Programacién Dindmica (PD) con horizonte finito N, el cual presentamos

a continuacién, y cuya demostraciéon puede consultarse en [3].

Recordemos que el costo a-descontado total en N estapas cuando se utiliza la politica

7 v el estado inicial z se define como
N-1
VN(z, z) = E;T[Z ale(xy, ar) + aVen ()],
t=0

con funcién de valor 6ptimo

VN(z) = inf VN(m,2) VoreX

@ mell

Teorema 2.2.1. (Algoritmo de Programaciéon Dindmica) Parat =0,1,2,... N

se definen las funciones de programacion dindmica v, en X recursivamente por

oy(r) = oNen(z), (2.3)
v(r) = algi‘l(n {ale(z,a) + th+1 (a)}, (2.4)

yeX

= agﬁ(ﬂ {a'c(x,a) + thH x,a,k)|p(k)}.
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donde o € (0,1) es el factor de descuento y cy es la funcion de costo terminal. Si para

cadat =N —1,N —2,...,0, emiste f; € F tal que

vi(z) = o'e(, f}) +th+1 P.,(ff) VreX

yeX
entonces
(i) vo(z) = VN (2) = inf ey VN (7, 2).
(ii) La politica ™ = (f§, fT,..., fx_1) es optima, es decir

VN(r* x) = VIV (2) = vo(w).

Podemos expresar las ecuaciones del algoritmo de programacion dindmica en términos

de las funciones wy(z) := a vy (x),t =0,1,2,..., N, como
wn(z) = en (), (2.5)
wy(x) = ar&m (x,a)+ aZth (a)] (2.6)
yeX
paratodazrz e X;t=N—-1,N—-2,...,0.
En efecto, ya que partiendo de (2.3),
-N

en(z) = a NV en(z) = a Moy (z) = wy (),

y partiendo de (2.4),

wi(x) = a tu(x),

= a‘tarer}g&)[atc(x,a)+ Ur1(y) Pry (@),
yeX

= Gg&)[c(% a) +a”’ Z(at+la_(t+1))vt+1(?J)Px,y(a)],
yeX

=i el a) a7t S () Py )],

yeX
- aIEI}LXH}v) (x,a) —i—osztH (a)].

yeX

Como las ecuaciones (2.3) y (2.4) son equivalentes a (2.5) y (2.6) respectivamente, el

Algoritmo de Programacién Dinamica sigue siendo valido sustituyendo las funciones v,
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por w; y notemos que

wo(x) = Vo'(),

= fl;rlf E;T[Z aFe(zy, ar) + aNen(zy)).
k=0
Es decir, obtuvimos el costo 6ptimo a-descontado para un problema de N etapas, y la
politica 7* = {f, fi,..., fn_1}, donde fF € F,t =0,1,...,N — 1, es 6ptima y minimiza
el lado derecho de (2.6). Observemos que el algoritmo de PD resuelve el PCO de forma
recursiva de adelante hacia atrés, lo cual es posible porque el horizonte es finito. Para el
caso N = oo, este algoritmo no es aplicable en su forma actual, y por lo tanto haremos

algunas modificaciones para formularlo de forma recursiva hacia adelante.

Para esto, partiremos de las relaciones (2.5)-(2.6) y definimos vy := wy_4,t =0,1,..., N.

Entonces

vo(x) = en(x),

Vi1 (1) = min)[c(x, a) +a Y  vi(y)Pryla)). (2.7)

a€A(x =
para toda x € X,t=0,1,2,...,N. Ademas, si f; e F,t =N —1,N —2,...,0, minimiza
el lado derecho de (2.6), entonces g; = fn_¢,t = 1,2,..., N, minimiza (2.7). Més atn,
observe que vy(z) es el costo 6ptimo de un problema en N etapas ya que

vn(z) = wo(x) = VN(z) VreX

«

Entonces
vn(z) = ingvg(w,m), Vne Nz eX

S

En el caso particular que el costo terminal sea cero, i.e., cy = 0, el algoritmo nos queda

vy = 0 (2.8)
Vipi(x) = ag&)[c(x’ a) + « Z vi(y) Py y(a)] = Tore(x), (2.9)

= T'y(z), 2e€X,t=0,1,...,N,

al cual se le conoce como Algoritmo de Iteracion de Valores. Esta relacion motiva la

definicién de la EO.

Nos interesa estudiar el comportamiento de las funciones v, cuando t — oo. En lo que

resta del capitulo veremos bajo que condiciones efectivamente v, converge a V. .
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2.3. Condiciones de optimalidad

En esta seccién introducimos condiciones que garantizan la existencia de una solucion
a la EO y politicas 6ptimas y discutimos algunos resultados que son consecuencia de

dichas condiciones.

Definicién 2.3.1. Sea W : X — [1,00) una funcién aribitraria. Denotamos por By, al

espacio lineal normado de todas las funciones u : X — R con norma

ju@)|
W (x)

[uflw := sup <00
X

Hipotesis 2.3.2.

(a) Para cada x € X, el conjunto A(z) es finito.

(b) Eziste una funcion W : X — [1,00) tal que

ril(ém)c le(x,a)| < eW(x) VreX,

con € una constante mayor que cero.

(c) Existe una constante 5 € (0,1/a) tal que

max W(y)Py,y(a) < pW(x) VreX (2.10)
yeX
Observacion 2.3.3. La Hipdtesis 2.3.2 (a) garantiza que para cada u € By, existe f € F
tal que

Tou(z) = c(x, )+ a Y _u(y)Pp,(f) VzeX

yeX

Proposicion 2.3.4. Suponga que se cumple la Hipotesis 2.3.2. Sea T : By — By un

mapeo monaotono. Si existe un numero positivo vy < 1 tal que
T(u+rW)(x) <Tu(z)+yrW(z) VueBy, zeX (2.11)
y para toda r € Ry, entonces T es un operador de contraccion modulo .

Demostracién. Sean u,v funciones en By,. Entonces,

u(z) — ()

< |lu—vllw VreX
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lo cual implica la desigualdad
u(z) <wv(x)+W(x)||u—v|lw VreX
Del hecho de que T es monétono y (2.11), tomando r = ||u — vl||w, tenemos que
Tu(z) <T@+ rW)(z) < Tv(z) +yrW(x),

es decir,

Tu(z) —Tv(z) < AW (z)||u — v||w.

Intercambiando u y v obtenemos que Tu(z) —Tv(x) > —yW (z)||u—v||w, lo cual implica
[Tu(z) — Tv(x)| < AW (2)llu —vllw.

Por lo tanto, ||Tu — Tv||w < 7v||lu — v||w. n

Proposicion 2.3.5. Si se satisface la Hipotesis 2.3.2, entonces el operadorT,, es mondtono.

Demostracién. Sean u,u’ € By, tales que u < u'. Entonces

c(z,a) + « Z w(y)Pyyla) < c(z,a) + o Z w(y)Pyy(a) V(z,a) € K

yeX yeX

Tomando infimo en a € A(x) en ambos lados de la desigualdad anterior se obtiene
Tu(x) < TW'(z) para toda x € X. u

Proposicién 2.3.6. Suponga que se satisface las Hipotesis 2.3.2. Entonces T, es un
operador de contraccion en By, con mddulo v := af < 1; es decir, T, mapea By, en si
mismo y

| Tou — Tou!'|lw < Allu —d||lw  u,u’ € By. (2.12)

Entonces, por el Teorema de Punto Fijo de Bananch, existe una unica funcion u* € By

tal que u* = T u*.
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Demostracion. Probaremos primero que 7T, mapea By en si mismo. Sea u € By.

Supongamos que T,u(z) alcanza el minimo en a* € A(x). De (2.10) tenemos que

|Tou(z)| = | infle(x,a +O‘Z

A(z) yex

= |c(a:,a*)+a2u y)P,

< |C($,6L*)| + |aZu(y)Px7y(a*)|,
< W(x)+ |Oz||U||W[Z W (y) Py y(a)]l,
= W(x)+allullw>_ W(y)Puyla)],

< e+ @B)lullw)W(z) veeX.

De aqui se sigue que T,u € By .

Como el operador T, es monétono, por la Proposicién 2.3.4, para probar (2.12) es

suficiente demostrar que

To(u+rW)(z) < Thu(z) + (af)rV(z) VeeX, wuweBy, r>0.

En efecto,
To(u+rW)(x) = min [e(z,a) +a ) (u+rW)(y)Pryla),
a€A(x) yex
= mm c(z,a +O‘Z +oz7"ZW ],
acA( yeX yeX
< n}}n (z,a +O‘Z a) + arpW(x)],
ac
yeX

= Ty(u)+ (af)rW(x) Vo e X.

Proposicion 2.3.7. Sea m € Il y x € X. Entonces, bajo la Hipotesis 2.3.2, para cada

t € Ny se cumplen las siguientes propiedades:

(a) EfW(xze) < B'W(x);

(b) |Efc(zr, ar)| < EF|c(x, ar)| < E5'W ().
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Demostracién. (a) De la Hipdtesis 2.3.2 (c), tenemos

E;T [W($t)|l'0, ag, - -+, Tp—1, at—l] - Z W(y)th717y<at_1)

Calculando esperanza a ambos lados obtenemos
EZ[W (zy)] < BEZ[W (z4-1)].
Iterando esta desigualdad, se obtiene

EZ[W (z,)] < BW(x).

(b) La primera desigualdad en (b) es trivial. Para ver la segunda desigualdad, note

que de Hipdtesis 2.3.2 (b) se sigue
le(xy, ap)| < W (zy).
Tomando esperanza en ambos lados y considerando el inciso anterior tenemos que

Eflc(wy,a0)] < EjcW () = cEZW (x),
< W (x).

Lema 2.3.8. Suponga que se cumple la Hipotesis 2.5.2. Siu € By, satisface la desigualdad
u < Thu, entonces u(-) < V,(m,-) para toda w € I1. Por lo tanto, u < V*.

Demostracion. Notemos que u < T,u implica que

u(z) < ez, a) + OzZu(y)PLy(a) Ve e X a € A(z). (2.13)

yeX
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Sea z € Xy 7 € II una politica arbitraria. Entonces

Ef[a"™ M u(zpn)hea] = oY u(y)Peyy(ar),

yeX

= off! Z U(y) Poyy(ar) + a'c(my, ar) — o'y, ay),
yeX

= Ozt[C(fEt, (lt) +« Z u<y>P$t7y(a/t>] - atc(xb at)?

yeX

v

au(zy) — ale(xy, ap).
La tdltima desigualdad es debe a (2.13). Entonces, como u(x;) = ET[u(x;)|hy, a;] tenemos
ET o u(zi1)| e, a] > o BT [u(wy) by, ag] — ote(wy, ay),

lo cual implica

ale(xy, a)) > B[ u(zy) — o (@) e, ad.

Tomando esperanza en ambos lados obtenemos
ET [a'c(zy, ar)] > EX[afu(z;) — o' u(zq)],

y sumando desde ¢ = 0 hasta n, obtenemos

ET Z a'e(zy, at)] > ETa%u(z) — atu(z)] + Ef[atu(zy) — oPu(zs)] + ... +
=0
ETla"u(z,) — " u(x,y1)],  (suma telescépica)
> u(w) — EX [0 W (@) |ullw],

> w(z) — ||u|lwa" B W (z), por Proposicién 2.3.7 (a).

Haciendo n tender a infinito obtenemos V,,(m, ) > u(z). Puesto que 7 € [l y x € X son

arbitrarios, concluimos que V(z) > u(z) para todo = € X. u
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2.4. Existencia de Politicas ()ptimas

Sean {v,,} las funciones de iteracién de valores definidas en (2.8) y (2.9), es decir,

V()EO

vip1(x) = min [e(z,a) + « v (y = T(x)
acA(x) yex

= THy(x), z€X,t=0,1,....

Observe que bajo la Hipétesis 2.3.2, como T, : By — By, tenemos que {v,} C By.
A continuacién establecemos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.4.1. Suponga que la Hipdtesis 2.5.2 se cumple. Sea [ la constante de (2.10)
y v = af. Entonces:

(a) La funcion a-descontada V() es la unica solucion de la EO en el espacio By, y

H’/n_V*HW§517 L on=1,2,..., (2.14)
—7

donde ¢ es la constante en la Hipdtesis 2.3.2 (b).

(b) Eziste una politica estacionaria f* € F tal que se alcanza el minimo en el lado

derecho de la EO para toda x € X, esto es,

Vi(z) =cla, f) +a ) Viy)Puy(f) VzeX (2.15)

yeX

Ademdas, la politica f* es dptima, es decir, Vo (f*,-) = VI(+).

Demostracién. (a) Por la Proposicién 2.3.6 y el Teorema de Punto Fijo de Banach
(Proposicién A.0.8), T,, tiene un tnico punto fijo u* € By, es decir,
Tu" =u",
|Thu —u*|lw <A"||lu —u*|lw VYu € By,n=0,1,.... (2.16)

Por lo tanto, para demostrar (a) solamente tenemos que mostrar:
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(a1) VI € By, con norma ||V ||lw < ﬁ, y

(a2) Vo =

En este caso, (2.14) se sigue de (2.9) y (2.16) con u = 0.

Para probar (a;), sea m € II una politica arbitraria y sea z € X un estado arbitrario.

Note que (ay) se sigue de la Proposicién 2.3.7 (b) y las siguientes relaciones:

Va(m,2)l = |EF[Y_ ‘ez, ar)],

IN

ETY " afle(xy, ap)],
t=0

oo
= Z o' B |e(4, ar)l,
=0

IA

i a'eW (z),
=0

= ) (a'8HW(a),
= %@, r e X

Como 7 € Il y € X son arbitrarios, concluimos que

Vi) < T

«a

Vo € X, (2.17)
lo cual prueba que V* € By,. Para probar (as), notemos primero que
Jim 'Efu(z;) =0 VYrell,x € X,u € By. (2.18)
—00

En efecto, de la definicién de la norma || - ||y tenemos que

< ullw-

De esto ultimo y de la Proposicién 2.3.7 (a), vemos que

o' Ef fu()| < [ullwe EFW (z0) < [Jullw (aB)W ().
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Tomando limite, obtenemos (2.18).
Por la Propisicion 2.3.6 existe una unica funcién v* € By, tal que
u (x) = Tyu(z),
= inf e a) + 0 3 uly)Poy(a)],
A(z) yex
para todo x € X. De la Observacion 2.3.3, existe f* € F tal que
u*(x) = clx, f*) + &Zu*(y)nyy(f*) Vo e X (2.19)
yeX
Iterando obtenemos
n—1
u(x) = B Zatc(xt, )+ "Bl v (,) VreX, n=12.... (2.20)
t=0
De (2.18) y haciendo n tender a infinito se obtiene
ut(z) = EL > alelxy, )] = Va(f", 2). (2.21)
=0

Por consiguiente, de la definicion de V', obtenemos que

u*(z) > Vi(x).

La otra desigualdad, se sigue del Lema 2.3.8 sustituyendo w por u*, es decir, se cumple

u*(z) < V¥(x). Por lo tanto, u*(x) = V. (z),z € X.

(b) Esta parte se sigue directamente de (2.21) puesto que u*(-) = V¥

«

(f*,-). Asf



Capitulo 3

Estimacion y Control en Sistemas

Estocasticos

3.1. Introducciéon

Generalmente en los problemas de aplicacion algunas de las componentes del modelo
de control no son completamente conocidas por el controlador. Esto lleva a implementar
esquemas que permitan ir recolectando informacion acerca de las componentes descono-
cidas durante la evolucién del sistema, y de esta manera poder elegir una decisién o un
control con la mayor informacién posible. Si lo anterior es posible de realizar, decimos
que tenemos un problema de control estocastico adaptado, para el cual debemos disenar

politicas de control que minimicen el indice de funcionamiento en consideracién.

En el capitulo uno se introdujeron los MCM definidos por medio de ecuaciones en
diferencias de la forma
Tty :F(xbatagt)atzoalv"' (3-1)

donde

(i) x; es el estado al tiempo ¢,
(ii) a; es la accién al tiempo t,

(iii) {&} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas (i.i.d.) definidas en un espacio de probabilidad (€2, F, P) que toman valores

en un conjunto numerable S con funcién de probabilidad p.

23
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Dado que la evolucién del sistema es aleatoria y el comportamiento probabilistico lo
determina p, resulta fundamental conocer esta funcién de probabilidad para estudiar la
dindmica del sistema. No obstante, en muchos casos, suponer que p es conocida es poco
realista. Ejemplos de estas situaciones aparecen cuando &; representa la tasa de interés
o la demanda de cierto articulo. Entonces, el problema que se presenta cuando p es

desconocida por el controlador se puede plantear como un problema de control adaptado.

El material que se presenta en este capitulo estd basado en los resultados de [2].

3.2. Modelo de Control

Consideremos un sistema de control estocastico que evoluciona en el tiempo mediante
la ecuacién en diferencia estocéstica (3.1), donde la sucesion {&;} esta formada por v.a.
i.i.d. y observables tomando valores en un conjunto numerable S C R, con funcién de

probabilidad desconocida p(s). Entonces
p(s) =Pl =s], VteNy, seS,

P& € B] = Zp(s) Yt € Np.

seB

Entonces la ley de transicién toma la forma

Pry(a) = Plry =yl = 2,0, = a] = Z p(s)

$€5(z,a,y)

donde
Sway) =15 €8 : F(x,a,s) =y}.

Sea
My =X A {A(z) : 2 € X}, P, c)

el modelo de control adaptado asociado a (3.1).

Observemos que para una funcion u : X — R arbitraria se cumple la igualdad

Y uly)Pry(a) =Y ulF(z.a,9)]p(s) V(z,a) €K,

yeX seS
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siempre y cuando alguna de las sumas este bien definida. Supondremos que todas las
hipotesis consideradas en el capitulo anterior se cumplen en el presente contexto, por lo
tanto el Teorema 2.4.1 es valido. Para una fécil referencia las escribiremos de nuevo. En

particular observemos

Tou(z) = min {c(z,a) + « (x,a,s)]p(s xr € X,
()= i el.)+ o Sl )l

y diremos que una funciéon u € By es solucion de la ecuacion de optimalidad a-descontada
st u(z) = Tau(z), z € X, es decir,

u(z) = min {c(z,a) + « (z,a,s)|p(s T € X. 3.2
(@) = min {c( > (e, )p(s) (32)

Hipotesis 3.2.1.

(a) Para cada x € X, el conjunto A(z) es finito.

(b) Euxiste una funcion W : X — [1,00) tal que

I}ll(éw;: le(x,a)| < eW(x) Vo € X

(c) Existe una constante 5 € (0,1/a) tal que
maXZW (x,a,s)]p(s) < W (z) VxeX.

Teorema 3.2.2. Suponga que se cumple la Hipotesis 3.2.1. Sea 3 la constante de Hipdte-
sis 3.2.1 (¢) y v := af. Entonces:

(a) La funcion a-descontada V. es la inica solucion de la EO en el espacio By, y

n

b= Villw S e, n=12.., (3.3)

donde ¢ es la constante en la Hipdtesis 3.2.1 (b) y {vn} es la sucesion de funciones

de iteracion de valores.

(b) Euxiste una politica estacionaria f* € F tal que se alcanza el minimo en el lado

derecho para toda x € X, esto es,

Vi(z) =clz, f)+a Y Vi[F(z, f,s)p(s) VaeX (3.4)

seSs
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y f* es optima, es decir, V,(f*,-) = Vo().

Como la funcién de probabilidad p es desconocida, observemos que la teoria desarro-
llada en el capitulo anterior no proporciona la politica 6ptima, especificamente porque la
ecuacion de optimalidad depende de p. A partir de este hecho, el objetivo es introducir un
procedimiento que combine métodos de estimacion estadistica de p y procesos de control

para aproximar a la funcién de valor V' y a la politica éptima.

3.3. Estimacién de la funcién de probabilidad

Sea ¢ > 1 un numero real fijo. Denotamos por [, al espacio métrico de las sucesiones

{z;} tales que > 77 |z;|? < oo, es decir

oo

ly= {2 = (x1,22,...) 1 > |ay]* < o0},

j=1
Abusando de la notacién, diremos que una funcién o : S — R pertenece a [, si

Z lo(s)]? < 0.

seS

El objetivo de esta seccién es mostrar la existencia de un estimador de p € [; que

herede sus mismas propiedades. Para esto necesitamos suponer lo siguiente:

Hipodtesis 3.3.1.

(a) Eziste g € (1,2) y una funcion p € I, tal que p € 1, y p(-) < p(-).

(b) Para cada s € S,

P(s) = (xs,g)le)K %W{F(w,a, s)] < oo,

y ademds

> () (s) < o

ses
(c) Supondremos que inf,ex W(x) = 1.

Observacion 3.3.2. De la Hipdtesis 3.3.1 (b), tenemos que para todo (x,a) € Ky s € S,

WIF(z,a,s)] < W(z)y(s).
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Ademdas, de la Hipdtesis 3.3.1 (c) tenemos que p(s) > 1 Vs e S.

Teorema 3.3.3. Bajo la Hipotesis 3.3.1, existe un estimador

pt(s) = Pt(SQ&Jaéla s 7515—1) € lqas € Sat € N7

de p tal que:

(a) p: es una funcion de probabilidad.
() p(-) < ().
(€) Do WIF(z,a,5)]pi(s) < W (z) Vt e Ny, (z,a) € K.

(d) Ellpt — pl| = 0 cuando t — oo, donde para una funcion o : S — R,

ol|l ;== sup WIF(z,a,s)]|o 3.5
llo|| == (M)E]KW Z )No(s)| (3.5)

El estimador p; serd usado en la siguiente seccién para construir politicas adaptadas.

En el resto de la secciéon nos ocuparemos en demostrar el Teorema 3.3.3.

Definamos los siguientes conjuntos de funciones de probabilidad

Dy = {o€l,:0 esunafuncién de probabilidady o(-) < p(-)},
Dy = {o€l,:0 esuna funcién de probabilidad y

S WIF(@,a,5)]o(s) < AW (), (2,0) € K},

ses
D = D1 N DQ.

Lema 3.3.4. Bajo la Hipdtesis 3.3.1, el conjunto D es cerrado y convexo en .

.2 . s ! .
Demostracién. Sea {0, } una sucesién en D tal que o, — o, es decir,

1/q
(Z |0 () — a(s)|q> -0, (3.6)

seS

cuando n — oco. Probaremos que o € D. Para hacer esto notemos primero que

o(s) < p(s) VseS. (3.7)
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Ahora mostraremos que

> WIF(z,a,5)|o(s) < BW(z) Y(z,a) €K,

para lo cual es suficiente ver que, cuando n — oo,

ZW[ (x,a,s) —>ZW (x,a,s)]o(s) VY(z,a) € K.

seSs seSs

De la Observacién 3.3.2, para toda (z,a) € K,

I, = |ZW (x,a,s)|[on(s) —a(s)],

seS
< W@ s)lon(s) —o(s)ll.
seS
< W(@) Y b(s)louls) = o) 7 louls) — o(s)|
ses

Por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz y (3.7),

I,

IA
=
B

LseS seS

i 1/2 1/2
Z¢2(8)\2ﬁ(5)!2q] [Z\%(S)—U(S)Iq] ,

LseS sES

1/2
< MW(x) [Z!%(S)—U(S)!q] ,

SES

IA
=
s

- 1/2 1/2
Zw2<s>\on<s>—a<s>|“] [Z\an — o ] ,

(3.8)

(3.9)

para alguna constante M < oo (ver Hipétesis 3.3.1 (b)). Tomando limite cuando n — oo,

por (3.6) obtenemos que I, — 0, lo cual a su vez implica (3.9) y (3.8).
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A continuaciéon mostraremos que ¢ es una funciéon de probabilidad. Para esto, obser-

vemos que por (3.6)

1= o) = [ ouls) =) als)l,

seS seS seS
< D louls) = a(s)l,
SES
= > louls) = o(s)| 7 ou(s) — o(s)|*,
seS
i 1/2 1/2
< D lou(s) —G(S)IQ“’] [Zm(s) —a(s)|q] ,
LseS ses

IN

- 1/2 1/2
Z |2ﬁ(s)|2_q] [Z lon(s) — O’(S)|q] , pero por la Observacién 3.3.2

(VAN
1
o
<
[\V)
—~
w
S~—
ey
—~
»
SN—
v
Q
| P
—_
~
Do
]
q
3
—~
w
SN—
|
Q
—~
w
S—
=
| |
—
~
no

IN

seSs

1/2
M* [Z o (s) — a(s)|q] -0,
para alguna constante M* < oo y haciendo n — oo; por lo tanto,

Z o(s)=1.

sES

Como o > 0 tenemos que o es una funcién de probabilidad.

Finalmente, mostraremos ahora la convexidad del conjunto D. Sean o, o5 elementos

de D. Demostraremos que
(1 —t)o1(s) +toa(s) € D Vte[0,1], se€S.
Notemos que

Y 1 =tor(s) +tos(s)] = (L—=6)Y [or(s)]+t ) [oa(s)],

seS seS seS
= (1—1t)+t,

=1

Y
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ya que 01(s),02(s) son funciones de probabilidad. Ahora bien, como oy(s),02(s) € D,

entonces

o1(s) < p(s) v oa(s) < p(s), entonces
(1= t)on(s) < (1= 1)i(s) v toals) < th(s).

Por lo tanto,

(1= t)ou(s) + toa(s) < (1—1)i(s) + ta(s),
= A1) +1)

= p(s).

Siguiendo un esquema similar al anterior, como oy(s), 02(s) € D, tenemos que

> WIF(z,a,5)](1-t)oi(s) < (1-1)BW(x) y > WIF(z,a,s)|(t)oa(s) < (£)BW (x).
seS seS
Entonces

ZW z,a,8)](1 —1t)oi(s —l—ZW z,a,8)|(t)os(s) <

ses seS

(1 =)W (z) + ()W (x) =

Sea pi(s) == pe(s:€0,&1, ..., &-1),s € S,t € N un estimador en [, arbitrario de p tal

que
~ 2 ~ 1/2
Ellg = plli® = Ellg: - pll,?,

1/2
= E (Z i(s) — p(8)|q> — 0, (3.10)

sES

cuando t — oo.

Como D es cerrado y convexo, de [1, Ejercicio 15.4, p. 169] (ver también [4]), para

cada t € N; existe p, € D tal que

Hpt - ﬁt|’lq = ;glf? HU - PAtqu-
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Observemos que

lloe = plli, < lpe = pelliy + 115e = plli, s

A

< 2/lpe = plhy,

luego elevando a la potencia ¢/2 a ambos lados obtenemos

lloe = pll?" < 292 5, — pl|i/*

Entonces, por (3.10) tenemos

Ellpr = pllf]* < 2 E[p — oIl — 0. (3.11)

Demostracion del Teorema 3.3.3. Por todo lo anterior, observemos que es suficiente

demostrar
Ellpe —pl| = 0 (3.12)

cuando t — oo. Por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Hipotesis 3.3.1

lpe = pll = miéx

(ra)G]KWQj ZW x,Q, S |Pt()—p(8)|,

PRUOIAC —p(S)!,

seS

1/2 1/2
sz )lpi(s) (8)\“] [ZM(S)-/)(S)P] :

LseS seS

1/2 1/2
sz )125( )I“] [Z!pt(S)—p(S)\q] :

LseS seS

1/2
M’ [Z |pe(s) — p(S)!q] :

IN

IN

IN

IN

seS

= M||pi(s) — p(s)[[¢%,

para alguna constante M < co. Por lo tanto, de (3.11)
2
Ellpr = pll < M'E|lp. — pl[}/* = 0

cuando t — 0. ]
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3.4. Optimalidad de politicas adaptadas

Como se coment6 anteriomente, una politica adaptada es aquella que combina procesos
de estimacion y control para elegir una accién. En nuestro caso, la politica adaptada

dependera del estimador p; en el sentido que el control al tiempo t tomara la forma

ar = fi(we, pr) = tpt(l‘t)'

Por otro lado, de acuerdo al Teorema 3.3.3 es claro que entre méas observaciones se tengan
de la v.a. & mejor es la estimacion. Sin embargo, el hecho de que el indice de costo descon-
tado le de més importancia a las decisiones tomadas en las primeras etapas, precisamente
donde el método de estimacion proporciona una informaciéon pobre respecto a la funcién
de probabilidad desconocida p, implica que la politica resultante de este proceso no nece-
sariamente sea Optima. Por lo tanto la optimalidad de politicas que combinan estimacion

estadistica y control se estudia en un sentido asintético, como se define a continuacion.

Sea ¢ : K — R la funcién definida como

o(z,a) = c(z,a) + ozz VI[F(x,a,s)|p(s) —V*(x), (z,a)€ K.

seS

Definicién 3.4.1.

(a) Una politica de control markoviana m = { f;} es puntualmente asintéticamente dptima

(PAO) si para cada x € X se cumple que

¢(z, fi(x)) =0

cuando t — oo.

La politica m = { f;} es W-uniformemente asintdticamente optima (W-UAQO) si

¢(, fix))

S 40
ek W(2)

cuando t — oo.

(b) Similarmente, una politica de control adaptada m = {f{*} es PAO si

El(z, fi*(x))] = 0
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cuando t — oo y (W-UAQO) si

Esup 2 S@) g

rzeX vv(x)

cuando t — oo.

3.5. Existencia de politicas adaptadas

Para una funcion u : X — R, definimos el operador

Ttu()_mm{cxa —l—ozz (z,a,8)]p(s)},x € X, t € Np.

Observe que por las propiedades de p; € D y aplicando los argumentos del capitulo

anterior, tenemos que T; : By — By, v es de contraccién con moédulo af, es decir, para

u,v € By,
|| Tiu — Tyw||lw < afl|lu —v||w. (3.13)

Sea {V;} C By una sucesién de funciones definidas como

Vo == 0,

Viz) = TVia(z),
= min {c(x,a) —I—aZVt 1[F(x,a,s)|pi—1(s)},x € Xjt € Ng. (3.14)

€A
a€A(@) seS

Mostraremos por induccién que

C
< — t ) 1
Willw < y=5 VieN (3.15)

Para t = 0 tenemos que V = 0. Supongamos que (3.15) se cumple para ¢t € N, es decir

c
1—ap

[[Villw <

Entonces,
c




Estimacion y Control en Sistemas Estocasticos 34

Demostraremos que |Vii1(x)| < (x). Supongamos que Vii;(z) alcanza el minimo

en a* € A(x). De (3.14) tenemos

c
1—ap

Vinr(@)| = | min {c(z,0) +a Y VF(z,a,)]p(s)}].

acA(x) pye

= |e(z,a” +OzZVt x,a”, s)|pi(s)],

ses
< e(x,a” |—|—|aZV} (x,a*, 8)]ps(s)],
SES
< W (x) aZW x,a",s)]p:(s)] (por hipdtesis de induccién),
_ af
< W 1
< ¢ <x>( ]
1
< ¢ . q
< cW(x)l_aB (3.16)

Por lo tanto, (3.15) es vélida para toda t € Ny. Por otro lado, como A(x) es finito, tenemos

que para cada t € N existe f; = ff* € F tal que

Vi(x) = c(z, filx)) + @Y _ Via[F(x, fi,9)]p(s),z € X. (3.17)

s€S
Definicién 3.5.1. Sea f; € F el minimizador en (3.17). Definimos la politica adaptada

markoviana ™ = { f;}.

El objetivo es mostrar que V; converge a V* en la norma || - || v que 7 es asintéti-
camente 6ptima en el sentido de la Definicién 3.4.1 (b), lo cual lo establece el siguiente

teorema.

Teorema 3.5.2. Suponga que las Hipotesis 3.2.1 y 3.3.1 se cumplen. Entonces

(a) E||lVi =V*lw =0 cuando t— oo.

(b) Para cada x € X, E[¢(z, fi(z))] = 0 cuando t — 0o, y mds ain,

Boup 2 12)

— 0 cuando t— o0
zeX W(l‘)

Demostracién. (a) De (3.13) y (3.14), para cada ¢t € N, tenemos

V" =Villw < [TV =TV lw + IV = TiViallw,
< ||[TV* =T,V*|lw + aB||V* = Viza]|lw. (3.18)
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Por otro lado, para cada xr € Xy t € N,

|[TV*(x) — T,V*(x)] < sup |aZV* (x,a,s)] —aZV (x,a,s)|p(s)],
a€A(z seS seS
< sup OzZV (z,a,s)p(s) — pe(s)]-
a€A(z scS

De (2.17) tenemos que |V*(z)| < éW(x)/(1 — af). Entonces

[TV () = T,V (2)| < sup Y WIF(x,a.5)][p(s) — pi(s)].

- &5 acA(x)

ses
Por (3.5),
17V =Tl < 2l - il
lo cual implica, por el Teorema 3.3.3 (d),
BTV TVl < -2 Ellp— o] > 0. (3.19)

Ahora, sea Ly := limsup,_, . E||V* — Vi||w. Observe que Ly < 0o ya que V* V, € By y
V* = Villw < |[V*|lw + ||Villw < M para alguna constante M > 0. Entonces, tomando

esperanza y limite superior cuando ¢t — oo en (3.18) obtenemos, por (3.19),
L() S OZBL().

Como aff < 1, concluimos que Ly = 0, lo cual demuestra (a).

(b) Para cada t € N, definimos la funcién ¢, : K — R como
Gi(x,a) = c(x,a) + a Y Via[F(z,a,9)p(s) = Vi(z), (z,a) €K
ses

Observe que por (3.17), ¢i(z, fi(z)) =0 Vt e N,z € X. Entonces

Oz, fi(x)) = [0z, fi(z)) — ¢u(z, fi(2))],
sup |o(z,a) — ¢i(z,a)l. (3.20)

acA(x)

IN
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Por otro lado, sumando y restando el término o >_ _o V; 1[F(z,a, s)|p(s) tenemos

seS

0(z,a) — di(z,a)| < [V(z) - Vi()
+|aZV*[F(a:,aS —OéZVt 1[F(2,a,8)]p(s)],

sesS sesS
< V= VillwW(2) +a Y |V [F(z,a,5)] = Via[F(x,a,9)]|p(s)
seS
+a Y VialF(z,a,9)]p(s) — p(s)],
sEeS
< V= VillwW(z) + al[V* = Viallw Y W[F(z,a,5)]p(s)
sesS
+o [Viaallw > WIF(x,a,9)]|pi(s) — p(s)],
seS
< VE = VillwW (@) + aBl|V* = ViellwW ()

S S WP s)lns) = (o) (3.21)
ses

De aqui, para cada (z,a) € K,

N . ac
sup |6(z, a)=¢u(z, )] < [V =VillwW (2)+aB|[V"=Vio|lwW (2)+— aﬁllm—pllW(w)
acA(x

Entonces, por (3.20), el Teorema 3.3.3 (d) y el inciso anterior,
E¢(z, fi(x)) = 0 cuando t — oo.

Mas atn, dividiendo entre W(x) en ambos lados de la desigualdad (3.21), por (3.5),

obtenemos

p [0@.0) — . a)

<V = Villw + aBl[V* = Vi |lw +
(z,a)€K W (x) ] tllw | 1w

ac

—pll. (3.22
= aﬂHpt pll. (3:22)
Tomando esperanza y combinando el Teorema 3.3.3 (d) con el inciso anterior, concluimos

que
£ sup 2 (1))

— 0,
reX (37)

lo cual demuestra la parte (b). |



Apéndice A

Teorema de Punto Fijo

Definicién A.0.1. Sea X un espacio vectorial (real o complejo). Una norma en X es una

funcion || - || : X = R, cuyo valor en x € X se denota por ||z||, y satisface las siguientes
propiedades:

(@) [[z][ =0,

(ii) ||z|| =0 siy sélo si x =0,

(iii) [for]] = [ell]]],

(1v) [z +yll < (|2l + llyl]-
para todo x,y,z € X y todo « escalar del campo. Al par (X, ||-||) se le llama espacio
normado.

Definicién A.0.2. Un espacio métrico es una pareja (S,d), donde S es un conjunto no
vacio, y d : S x S — R es una funcion tal que para x,y,z € S arbitrarios satisface las

siguientes propiedades:

(i) d(z,x) =0,
(ii) d(z,y) >0 stz #y,
(iil) d(z,y) = d(y, ),

(iv) d(z,y) < d(z, z)+d(z,y) (desigualdad del triangulo).

37
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A la funcidn d se le conoce como métrica.

Teorema A.0.3. Una norma en X define una métrica d en X dada por
d(z,y) = |lz —yl| Vo,ye X

y es llamada la métrica inducida por la norma.

Demostracion. Verificaremos que la funcién d satisface las 4 propiedades de una métri-

ca. Sean x,vy, z € X arbitrarios.

(i) De la Definiciénn A.0.1 (ii) tenemos

d(x, x) = ||z —z|| = [[0]| = 0.

(ii) Si z # y entonces x — y # 0, y por la Definicién A.0.1 (i) y (ii) se sigue

d(z,y) = |lz =yl > 0.

(iii) De la propiedad (iii) en la Definicién A.0.1 tenemos

d(z,y) = [lz =yl = [[(=D)(y = 2)]],
= ==y —=ll = lly — =],
= d(y,x).

(iv) De la Definicién A.0.1 propiedad (iv) se sigue que

d(z,y) = |z =yl =Il(z=2)+(z =y,
< e =zl +1lz = yll,
= d(z,z) +d(z,vy).

Definicién A.0.4. Sea (S, d) un espacio métrico. Se dice que (S, d) es un espacio métrico

completo si cualquier sucesion de Cauchy en S converge en S.

Definicién A.0.5. Un espacio de Banach es un espacio normado completo con la métrica

inducida por la norma.
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Sea X un espacio métrico. Denotemos como B al espacio de funciones acotadas, es

decir, una funcién u : X — R pertenece a B si
ull := sup u(z)]| < .
zeX

1 espacio de funciones acotadas B es un espacio de Banach. Para ver una demostraciéon

de este resultado consulte [7, Teorema 7.15, p. 151].

Sea W : X — [1, 00) una funcién aribitraria y denotemos por By, al espacio de funciones

W-acotadas, es decir, u : X — R pertenece a By, si

||u|lw = sup [u(z)] < 00.
zeX W(l’)
Observemos que
[lullw = [lu/W]. (A1)
A la funcién We le conoce como funcién de peso y a || - || norma ponderada.

Teorema A.0.6. FEl espacio de las funciones acotadas By es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea {u,} una sucesién de Cauchy en By . Note que por (A.1), {u,/W}
es una sucesién de Cauchy en B. En efecto, ya que {u,} es de Cauchy, para toda ¢ > 0,

existe V € N tal que para todo n,m > N

|t — um||lw <€,

pero
Up — Um =Ssu = su — =\l — —=1I,
I o = sup =) W~ we T w!
por lo tanto
I — T2l < e
w W

Como {u,/W} es de Cauchy en un espacio completo entonces converge a una funcién
u € B, esto quiere decir que

lal| < oo,
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pero esto implica que
Up
— — — 0
I —all o
u uW
2 S0 A2
[T (A2)
Definamos u(z) := a(z)W(x) Vz € X. Notemos que u € By,. En efecto,
u(2)| = |a(z)W (z)] < MW (z)
De esto ultimo y (A.2) obtenemos
||un — ullw — 0.
u

Definicién A.0.7. Sea (S, d) un espacio métrico. Se dice que un operador
T:5—S8
es de contraccion mdédulo a € (0,1) , si

d(Tz, Ty) < ad(x,y) Vx,y € S.

Teorema A.0.8. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Si (S,d) es un espacio

métrico completo y T : S — S es un operador de contraccion en S con modulo «,

entonces:

(a) Eriste un dnico x € S tal que

(b) Para cada x¢ € S,

lim T"xy = x.
n—oo
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Demostracién. (a) Sea zy € S arbitrario, definimos la “sucesién iterativa” {x,} por

o )
1 = Ty,
ry = Tz =Tz,
(A.3)
r, = T"x,

Probraremos que {z,} es de Cauchy. Como T es un operador de contraccién, existe

a € (0,1) tal que para todas a,b € S

d(Ta,Tb) < ad(a,b). (A.4)

De (A.3) y (A.4) se sigue

d(l’m+1, Im) = d(TIm7 T.C(Im_l),

S Oéd<xm> xmfl)a

= d(T.I’m_l, T[L’m_g), (A5)
S 052d(xm—17 xm—2>>

< a™d(xq, ).

Ahora bien, de la desigualdad del tridngulo y la féormula para la suma de una sucesién

geométrica, para n > m obtenemos

AT, xn) < AT, Tms1) + d(Tmst, Tmna2) + - oo+ d(Tp_1, 20),

< (@™ 4+ o™ 4+ " Yd(w, 1),

1—a™™
— m____—  d .
o T (o, 1)

Debido a que « € (0, 1), tenemos que el numerador 1 — o™ < 1. Entonces,

m

(07
d(xm,xn) S Ed(l’o,lj). (A6)
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Haciendo el lado derecho de (A.6) tan pequenio como se quiera tomando m suficiente-
mente grande, obtenemos que {x,,} es Cauchy. Como S es completo, {z,,} converge a un

limite x, es decir, x,, — .

Probaremos que x es un punto fijo de 7. Por (A.4) y la desigualdad del tridngulo

tenemos que

d(z,Tx) < d(z,zm)+d(z,, Tx),
< d(x,zy) + ad(xy, 1, 1), . (A7)

Dado que z,, — z, la suma (A.7) se puede hacer mas pequena que cualquier ¢ > 0.

Entonces d(x, Tx) =0, y Tz = z. Por lo tanto x es un punto fijo de 7.

Ademas, = es el unico punto fijo de T" ya que si hubieran dos puntos fijos, Tz = = y

Tz =z, por (A.4) obtenemos
d(z,z) =d(Tz,Tz) < ad(z, ),
lo cual implica que d(z,z) = 0 pues « € (0,1), por lo tanto x = Z.
(b) En la demostracién del inciso anterior probamos que para xy € S arbitrario, la

sucesion {x, := T"xy} converge al tinico punto fijo x. Por lo tanto, lim, ., T"y = =

para cada y € S. [

Observacion A.0.9. Una consecuencia del teorema anterior es la siguiente:
d(T"zg,x) < a"d(xg,z), VYn €N. (A.8)
Demostracion. En efecto, primero observemos que
d(Txo,z) = d(Txo, Tx) < ad(xg, x).
Ahora, supongamos que (A.8) se cumple para n = k, es decir,

d(T*z¢, ) < o*d(x, 7). (A.9)
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Entonces
d(T" Nz, 2) = d(T(T*x), Tx),
< ad(T*zy, Tx),
S OékJrld(xO)x)a
donde la tltima desigualdad es por (A.9). Esto demuestra (A.8). n
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Abreviaturas y simbolos

Abreviaturas

= EO: Ecuaciéon de Optimalidad.

v.a.i.qi.d. : Variables Aleatorias Independientes Idénticamente Distribuidas.

s MCM : Modelo de Control Markoviano.

PAO : Puntualmente Asintéticamente Optima.

PCO : Problema de Control ()ptimo.

W-PAO : W-uniforme Puntualmente Asintoticamente Optima.

Simbolos

X : Espacio de estados.

A : Espacio de controles o acciones.

N : Conjunto de los niimeros naturales.

NO . NU{O}

By : Espacio lineal normado de todas las funciones u : X — R con norma ||u||w,

ju()]

u = Ssu

definida como

44
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» K : Conjunto de pares estado-accion admisibles definido como

K:={(z,a) :z€Xa€ Ax)}.

= H : Espacio de historias admisibles hasta la etapa t € Ny definido como

HO = X
H, = K'xX,tcN.

» [ : Esel conjunto de selectores definido como F := {f : X — A|f(x) € A(z),x € X}.
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