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Capitulo 1

Introduccion

Desde hace méas de 300 anos hasta hoy en dia se han implementado las ecuaciones
diferenciales (ED) para modelar fendmenos o procesos que evolucionan en el tiempo.
El alcance de las ED no tiene fronteras; dicha herramienta es y ha sido utilizada en
varias areas del conocimiento, como lo son biologia, quimica, economia, entre otras.
Con la llegada de las nuevas tecnologias computacionales se acelerd dréasticamente el
campo del conocimiento en dicha area, lo cual se debe a la facilidad con la que se
puede estudiar un sistema dindmico complejo con el uso de un software especializado.

Actualmente, las ED son muy utilizadas en investigaciones de cardcter cientifico
en varias areas. En particular, son utilizadas en quimica y biologia. En quimica co-
munmente se usan para modelar reacciones quimicas y estimar el tiempo que puede
durar la reaccion; también se usan para manipular la aceleracion del estado final por
medio de activadores o inhibidores. En particular, las ED son muy utilizadas en la
embriologia (drea de la biologia que se encarga de estudiar la formacién y desarrollo
del embrién desde la fertilizacién hasta el nacimiento), aplicadas en la modelacién del
crecimiento del embrién. El objeto de estudio de este trabajo es el modelo matematico
de reacciones quimicas, donde dichos quimicos se encuentran en érganos. Es en este
punto donde se juntan estas tres grandes ciencias; biologia, matematicas y quimica.

En el presente trabajo hablaremos sobre el Mecanismo de Turing. Este mecanis-
mo, es un modelo matematico que consta de un sistema de ED parciales con el cual
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se trata de explicar la formacién de patrones en 6rganos de animales, partiendo de la
suposicién de la existencia de dos quimicos llamados morfégenos. Estos morfégenos
reaccionan en cada célula y se difunden entre las demés con cierto indice de difusion,
provocando la apariciéon de patrones en el érgano. Para que esto suceda se deben de
cumplir ciertas condiciones, que encontraremos en este trabajo y las aplicaremos a
dos modelos. Dentro del Mecanismo de Turing el proceso de difusién juega un papel
muy importante, ya que la principal idea del modelo de Turing consiste en encontrar
condiciones de estabilidad para el sistema de ED sin difusion, es decir, un sistema de
EDO y después bajo ciertas condiciones incluir difusién. Intuitivamente pensariamos
que al incluir difusién en el sistema, este seguiria siendo estable, es decir, se con-
servaria un estado totalmente homogéneo, pues normalmente el proceso de difusion
tiende a estabilizar un estado heterogéneo a uno homogéneo. Sin embargo no lo es. El
estado homogéneo no se conserva. EL proceso de difusién desestabiliza el punto fijo
del sistema y convierte el estado final a un estado heterogéneo. Como consecuencia se
obtienen patrones espacio temporales. En general, el problema consiste en Entender
i.como el proceso estabilizante de difusién se convierte en un desestabilizador en este
caso.

El principal objetivo de este trabajo es entender e implementar el Mecansimo de
Turing a los modelos propuestos por Schnakenberg(1979) y Gierer y Meinhardt(1972),
estudiar a fondo dichos modelos y analizar los resultados obtenidos. Asi, estudiaremos
cada modelo por separado, primeramente consideraremos el modelo sin difusién, es
decir, trabajaremos con un sistema de ecuaciones difrenciales ordinarias (EDO). De-
spués consideraremos el modelo completo al incluir difusién, convirtiendo el sistema
EDO en uno de ED parciales. Encontraremos las condiciones necesarias y suficientes
para la formacion de patrones y las aplicaremos en nuestros modelos. Finalmente
simularemos los modelos y analizaremos los resultados.

La divisién del contenido es muy sencilla. En el primer capitulo veremos algunos
conceptos basicos sobre la teoria de EDO, asi como ejemplos. También veremos un
poco de teoria sobre sistemas de ED, en donde estudiaremos algunos criterios para
determinar la estabilidad lineal de un punto fijo. En el Capitulo 2, enfocaremos el uso
de las ED en la modelacién de la cinética de reacciones quimicas. También, analizare-
mos el modelo matemaético de tres fenémenos que se llevan acabo en las reacciones;
activacion, inhibicidn y autocatalisis. Ademads, incluiremos el concepto de difusion.
Posteriormente, en el Capitulo 3 estudiaremos dos modelos matematicos con dos ED,
es decir, sistemas de EDO. Estudiaremos el comportamiento cualitativo de las solu-
ciones de cada modelo sin difusién, por medio de simulaciones y también lo haremos
analiticamente. Los modelos que trabajaremos son muy conocidos en el area de bi-
ologia matematica; modelo de Shnakenberg y el modelo de Gierer y Meinhardt.
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Finalmente, en el capitulo 4 estudiaremos el Mecanismo de Turing. Encontraremos
las condiciones de Turing para el caso general de un sistema de dos ED parciales. Apli-
caremos dichas condiciones a los modelos propuestos y simularemos cada modelo en
una y dos dimensiones. Cabe mencionar que en dos dimensiones sélo estudiaremos
el caso cuando el espacio es un cuadrado. Por tltimo discutiremos los resultados
obtenidos con las simulaciones y presentamos conclusiones.



Introduccion




Capitulo 2

Preliminares Matematicos

El surgimiento de los sistemas de ecuaciones diferenciales se debe a la necesidad
de modelar los fenémenos que ocurren en nuestro alrededor ya sean naturales o crea-
dos por el hombre, que evolucionan conforme transcurre el tiempo. De aqui que las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) se utilicen en varias dreas de la ciencia;
por ejemplo, en fisica, quimica, biologia, ingenieria entre otras.

2.1. Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO)

Una ecuacion diferencial ordinaria es una relacién entre una funcién z(t) y sus
derivadas con respecto a t, es decir

dx d"z
F — ..., —.t]) =0
<x7 dt’ ) dtn, )

En esta seccion estudiaremos ecuaciones diferenciales de la forma

%:f(x) zeR, f:R—-R.
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En general podemos considerar x € R™ y f : R® — R"”, lo que representard un sistema
de ecuaciones diferenciales.

Definicion 1. Una funcion vectorial ¢ : I C R — R” se dice que es una solucion del
sistema & = f(x), si

WU _ fler))  weel

Si agregamos la condicion inicial x(tg) = o, entonces la solucion p(t) deberd satis-
facer o(ty) = xo.

Primeramente, trabajaremos con sistemas de una sola ecuacion diferencial y poste-
riormente estudiaremos sistemas de dos ecuaciones. Consideremos la siguiente ecuacién
diferencial

dx(t)

e 2/ (t) = ax(t). (2.1)

donde a es una constante. Este caso es muy sencillo y se puede resolver por separacion
de variables

dx

dx
— =aqr < — =adt
dt T

si integramos en ambos lados, obtenemos

Ln|z| =at+ M

por tanto x(t) tiene la forma

z(t) = Ce™ (2.2)

Con este resultado, nuestro problema practicamente esta resuelto. Inicialmente se
mencioné que las EDO se emplean en la modelaciéon de fenémenos. Si consideramos
que la ecuacién (2.1) modela algin fenémeno, serian necesarios mas datos para la
modelacién. Sabemos que la funcién z(t) representa un medida de nuestro objeto
de estudio (OE); por ejemplo, nimero de habitantes en el tiempo ¢, estatura de un
nino en el tiempo ¢, cantidad de sal en un recipiente con agua al que se le vierte
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sal constantemente, etc. Dadas las circunstancias, es necesario una condicién inicial,
es decir, el nimero de habitantes al tiempo %g, la estatura del nino al tiempo tg, la
cantidad de sal al tiempo %3. Por tanto, consideremos la condicién inicial

SC(tQ) = Xy-.

Ahora, si queremos saber cual es el valor que tendra nuestro OE al tiempo ¢, debemos
de conocer el valor de la constante C' en (2.2). Como la funcién x(t) toma el valor xg
al tiempo g, al sustituir en (2.2) y al despejar C, se obtiene C' = xge~*0. Por tanto,
(2.2) se convierte en

z(t) = woe®tt0).

Con la ultima funcién podemos estudiar el fendmeno modelado en (2.1) y poder
predecir cual sera el valor del OE al tiempo ¢. Como podemos observar, el valor de la
constante a es de gran importancia: si es positivo, el valor del OE crecera exponen-
cialmente conforme aumenta el tiempo ¢. Si a es negativo el valor de OE decaeré ex-
ponencialmente (zoe®!~%)) aproximéndose al valor + = 0. La figura 2.1 muestra
simulaciones del modelo (2.1) con a positiva, negativa e igual a cero, a), b) y ¢),
respectivamente. Notemos que en cada simulacién hay varias condiciones iniciales,
es decir, cada trayectoria es una solucién de la EDO (2.1) y cada una empieza con
diferente condicién inicial z(tp).

Ademas, al observar la figura 2.1 en a) y b), inmediatamente observamos que pasa
cuando la condicién inicial es z(t9) = 0. En todas las simulaciones ésta se mantiene
constante al transcurrir el tiempo, esto es, x(t) = z(tg) = 0 para toda t > ty. La
diferencia cualitativa entre z(tp) = 0 en a) y b) es muy sencilla: en a), las curvas
con condiciones iniciales cercanas a z(ty) = 0 se alejan de z = 0 conforme transcurre
el tiempo, estas curvas son llamadas trazas o curvas soluciéon de la EDO para una
condicién inicial dada. Por otro lado, en b) las curvas con condicién inicial cercana a
x(tp) = 0 se acercan a x = 0 conforme el tiempo tiende a infinito. Sin embargo, cuando
a = 0 las condiciones iniciales no sufren cambios. En conclusién, si consideramos
zo > 0 afirmamos

i) Sia>0,z(t) = zgert—to) 2% oo

ii) Sl a = O, x(t) = xoea(t*to) = Iy ti? o

t—o00

iii) Sia <0, z(t) = zge¥t—t) =X 0
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N

Figura 2.1: Las figuras a), b) y c) muestran simulaciones del la EDO (2.1) cona >0, a <0 y
a = 0, respectivamente, con diferentes condiciones iniciales. Las simulaciones se llevaron acabo de
t=0at=15.
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Definicién 2. Considere la ecuacion diferencial & = f(x) conx € R" y f : V C
R™ — R™. Diremos que el punto x € R™ es un punto de equilibrio o punto fijo si

1@ =0,

Con esta defincién, podemos afirmar que = = 0 en la ecuacién (2.1) es un punto
de equilibrio, pues #(z) = az = 0. Otra forma sencilla de analizar la EDO (2.1), es
fijarnos en el comportamiento de la EDO alrededor del punto fijo (z = 0). Primero
consideremos a > 0, en este caso para cualesquier x > 0 tendremos & > 0, es decir,
las soluciones que inicien a la derecha del cero son crecientes y por tanto se alejan
del cero, si x < 0 entonces las soluciones que inicien a la izquierda del cero serdan
decrecientes, lo que implica que se alejan del punto de equilibrio. Por otro lado, si
a < 0 se llega a la conclusion de que las soluciones se acercan a cero. En la teoria de
las EDO cuando un punto fijo atrae o repele todas las soluciones, se le llame de cierta
forma. la siguiente definicion lo indica.

Definicién 3. Sean & = f(x) una ecuacion diferencial (sistema de ecuaciones dife-
renciales) y xo su punto de equilibrio, x € R™ y f : V C R"™ — R™. Diremos que xg
es un punto de equilibrio estable del sistema & = f(x) si para cada vecindad U de x,
con U C V, existe una vecindad Uy de xg, con Uy C U tal que toda solucion p(t,x),
con x1 € Uy, estd definida y pertenece en U para todo t > 0.

El equilibrio se dice ser inestable si no es estable.

Definicion 4. Diremos que el equilibrio es asintdticamente estable si es estable y si
es posible escoger Uy tal que, para toda x1 € Uy, o(t, 1) — xo cuando t — oo.

En particular, si consideramos una ecuacién diferencial escalar

i = f(z) (2.3)

con T como punto fijo, es muy sencillo determinar la estabilidad de z. Tomemos
una pequena perturbacién alrededor del punto fijo y llamémosla n(t) = x(t) — z. Si
derivamos 7 con respecto a t obtenemos

dy _ d(a(t) ~ )
dt dt

=z

dado que T es una constante. Tenemos que 1 = & = f(z) = f(z + n), al aplicar
expansién de Taylor alrededor de Z obtenemos

F@+n) = F@) +nf @)+ 00
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donde O(n?) denota los términos cuadréticos en 1. Finalmente, por ser  punto fijo
de (2.3), tenemos

i =nf'@)+ 0,

ahora, si f/(Z) # 0 entonces por estar muy cercano al punto fijo, podemos despreciar
los términos O(n?). Por tanto, aproximamos

n~nf'(z).

Esto es la linealizacién alrededor de 7. Es claro que si 1(Z) < 0, n decaerd exponen-
cialmente, es decir, la perturbacién convergerd a cero, por lo que T seria un punto
fijo estable. Por otro lado, si f/(Z) > 0 entonces 7 crecerd exponencialmente, lo que
indicaria inestabilidad en el punto fijo Z. En el caso cuando f’(x) = 0, no podemos
utilizar la linealizaciéon ya que no es de gran ayuda, tenemos que recurrir a otros
métodos.

2.2. Sistemas en el Plano

Considere el sistema lineal

d

% = a11r1 (2.4)
dzo

— = Qa22T

dt 2242

el cual podemos reescribir como

T = Ax donde x:<x1> A:<(111 0 )
To 0 a9

Cada ecuacién diferencial del sistema (2.4) tiene como solucién z;(t) = e, pues

a;iit ai;t

di (& = ;€

entonces, si tomamos el vector e®1ty; = e®1%(1,0)7 o e®22tyy = €222¢(0,1)7. Se satis-
face el sistema (2.4). Analicemos con ety



2.2 Sistemas en el Plano 15

d def t/dt ajjemt
= pa11t — 11 —
att ( 0 ) < 0

= ap ety = AeMity;

agat

de igual forma se comprueba para e®?2'v,. Se sigue que

d .. y N
76‘111“}1 — aiiea“t’Ui — Aea”tvi

dt

si dividimos la ecuacién anterior por e%i!, resulta

A3V = Avi )

en tal caso z(t) = e%ilv; es solucién de (2.4), esto sélo es posible si a;; y v; satisfacen
la siguiente relacién con respecto a la matriz A.

Definicién 5. Un vectorv € R™ (o C") diferente de cero, se dice vector caracteristico,
vector propio o eigenvector de una matriz A € My, xp, si existe un escalar A € R (o
C), tal que Av = Mv. A dicho escalar se le conoce como valor caracteristico, valor
propio o eigenvalor de A.

Ahora, si la matriz A no es diagonal, supongamos

= Az, donde A= ( a1 > (2.5)
azr a2

con a;; # 0. Si suponemos que el sistema (2.5) tiene solucién de la forma x(t) = eMv.
Entonces

d

—eMy = AeMv) = A(eMo) (2.6)
dt

para que esto suceda es necesario que v y A sean eigenvector y eigenvalor correspon-
dientes a la matriz A. Para encontrar los vectores v, escribimos la ecuacién (2.6) de
la forma

Av = v
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lo cual implica

(A= X)v =0, (2.7)

la ecuacién (2.7) tiene solucién v diferente de cero, si det(A — AI) = 0. Asi, los valores
caracteristicos de A son las raices de la ecuacién

det(A—\I)=| @1 ~A @2 132y gerd (2.8)
as;y  az — A

por tanto, z;(t) = e*iv; son soluciones de (2.5).

Luego, para determinar la estabilidad del punto de equilibrio x¢g = 0, utilizaremos
el siguiente teorema

Teorema 1. Sea & = Az, donde A es una matriz de 2 X 2 con entradas reales. Sean
A1 Yy Ao los valores propios de A. Entonces

El equilibrio es estable st

= A, e €Ry A <0y A2 <0. Es un nodo estable.
» A, A2 € C y Re(M\) <0y Re(A2) < 0. Es un foco estable.
» A, A2 € C y Re(A\1) = Re(A\2) = 0. Es un centro.

El equilibrio es inestable si

B A, M ERy A >0y Ay > 0. Es un nodo inestable.
= A, My € C y Re(A1) >0 y Re(A2) > 0. Es un foco inestable.

A, A €ER y Ao < 0. Es un punto silla.

También existen casos degenerados que no son de nuestro interés y por tanto no
son considerados en este trabajo.

El comportamiento cualitativo de las trayectorias de una solucion cercana al punto
fijo xg depende de la estabilidad de éste. Las figuras 2.2 y 2.3 muestran un bosquejo de
trayectorias cercanas al punto de equilibrio que ilustran diferentes tipos de estabilidad
expuestos en el teorema 1. Cada figura tiene su campo vectorial correspondiente y
algunas trayectorias cercanas al punto fijo. Donde el campo vectorial de una ecuacion
diferencial se define enseguida.
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Consideremos una funcién f tal que f : R? — R? continua y sea ¢(t) una solucién
de f(z). Entonces

la funcién f(x) se conoce como campo de vectores o campo vectorial. El conjunto de
flechas en las simulaciones de la figuras 2.2 y 2.3 es una representacién del campo
vectorial del sistema & = Az, para diferentes valores de la matriz A. Por otro lado,
el conjunto de curvas soluciéon mostrado en la figura es una representacion del retrato
fase.

De la ecuacién (2.8) tenemos que

trA+./(trA)2 — ddet A

A2 = 5

de la ecuacién anterior y el teorema 1 se sigue el siguiente corolario

Corolario 1. Sea & = Ax un sistema lineal en R2.

» sidetA > 0, trA < 0 y (trA)? — 4ddetA > 0 entonces el origen es un nodo
estable.

» sidetA > 0, trA > 0 y (trA)? — 4detA > 0 entonces el origen es un nodo
inestable.

» sidetA>0,trA <0y (trA)?—4detA < 0 entonces el origen es un foco estable.

» sidetA > 0, trA > 0 y (trA)? — 4detA < 0 entonces el origen es un foco
inestable.

= sidetA < 0 entonces el origen es un punto silla.

si detA >0, trA = 0 entonces el origen es un centro.

La figura 2.4 ilustra los retratos fases correspondientes a cada tipo de estabilidad
del sistema lineal & = Azx.

Considere el siguiente sistema no lineal

( i ) - ( o ) = Flz.y) (2.9)
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&
o
SN~—

x C)

Figura 2.2: En cada inciso se muestra la estabilidad del punto fijo xzo = 0 del sistema de dos
ecuaciones; & = Az, con varias condiciones iniciales y el campo vectorial de ©. En a) se tienen
eigenvalores reales A1 < 0 y A2 < 0 por tanto xo es estable, nodo estable. En b) los dos eigenvalores
reales son positivos implica que o es inestable, nodo inestable. Por wltimo, en c) se tienen dos

etgenvalores reales de signo opuesto A1 < 0 y A2 > 0, es decir xo es inestable y es tipo silla.
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Figura 2.3: En este caso todos los eigenvalores de la matriz A de & = Az son complejos. El punto fijo
2o = 0 puede tener cualquiera de las siguientes estabilidades: en a) se tienen eigenvalores Re(A1) < 0
y Re(A2) < 0, asi zo es estable, es un foco estable. En b) la parte real de los complejos es positiva,
se sigue que xo es inestable, foco inestable. Por iltimo, en c) se tiene Re(A1) = 0 y Re(A2) =0, es

decir xo es un centro.
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det A

A
ANV

Figura 2.4: Retrato fase del sistema @ = Ax, para diferentes tipos de estabilidad. La pardbola
corresponde a la funcién detA = (trA)*/4.

|

con punto fijo Xg = (x0,v0)?. Los cruces de las curvas f(z,y) = 0y g(x,y) = 0,
conocidas como ceroclinas, determinan los puntos de equilibrio.

En general, en los sistemas no lineales no es posible encontrar una solucién ex-
plicitamente. Sin embargo, podemos hacer un estudio cualitativo del comportamien-
to de las trayectorias de las soluciones cercanas al punto fijo. Expandiendo el sis-
tema (2.9) en serie de Taylor alrededor de Xy y llamemos X = F(X) = F(X), con
X = (z,y)"

X:DHMMX—X@+;X—XMWYHXMX—XQ+W

asi, el sistema lineal

X = DF(Xo)(X — Xp) (2.10)

es una buena aproximacién alrededor de Xy, del sistema no lineal (2.9). Luego, ha-
ciendo el cambio de variable n = X — X en (2.10)

i = DF(Xo)n (2.11)
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El sistema (2.11) es conocido como la linealizacién del sistema (2.9). Finalmente, para
poder aplicar el teorema 1 en el sistema no lineal # = f(z) es necesario mencionar el
teorema de Hartman-Grobman. Antes veamos las siguienete definiciones

Definicién 6. Sean © = f(z) y & = g(z) dos sistemas no lineales. Se dice que son
topologicamente equivalentes si existe un homeomorfismo que manda drbitas de un
sistema en otro, y es tal que preseva el sentido de las mismas. St también preserva la
parametrizacion del tiempo, entonces se dice que son topoldégicamente conjugados.

Definicién 7. Sean & = f(x) un campo vectorial y xog su punto de equilibrio. Se dice
que xg es un equilibrio hiperbdlico si D f(xg) no tiene valores propios con parte real
cero.

Teorema 2. Sea xy un punto de equilibrio hiperbdlico del campo vectorial f. Entonces
el sistema no lineal © = f(x) y su linealizacion 1 = D f(xq)n son topoldgicamente
conjugados.

El dltimo teorema nos dice que el comportamiento del sistema no lineal alrede-
dor del punto de equilibrio es cualitativamente igual al comportamiento del sistema
linealizado siempre y cuando ningun eigenvalor tenga parte real igual a cero.
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Capitulo 3

Modelacion de la Cinética en
Reacciones Quimicas

El cambio quimico es conocido como reaccion quimica. En este capitulo estudiaremos
la cinética de reacciones para algunos casos particulares y veremos algunos fenémenos
que ocurren en dichas reacciones. La cinética se refiere a la velocidad de una reaccién,
concretamente es el cambio de los reactivos a productos con respecto al tiempo [6].
Normalmente en una reaccién se consideran varios factores que afectan la velocidad
o cinética de la reaccién, por ejemplo, concentracién de los reactivos, presién, tem-
peratura, entre otros.

La estructura de las reacciones quimicas es muy sencilla y facil de comprender.
Bésicamente tienen la siguiente forma

reactivos — productos,

los reactivos son las sustancias que se encuentran al inicio del proceso y éstas reac-
cionan formando los productos. Por ejemplo, consideremos lo que ocurre cuando el
hidrégeno gaseoso (Hz) arde en aire que contiene oxigeno molecular (Og) para formar
agua (H20). Esta reaccién se representa por la ecuacién quimica

2Hs + Oy — 2H50

23
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donde el signo + significa reaccionar con y el simbolo — significa produce. De esta
manera, podemos leer la ecuacion: hidrogéno molecular reacciona con oxigeno molec-
ular para producir agua. Sobreentendiéndose que la reaccién ocurre en el sentido que
indica la flecha [6]. Ha y O son los reactivos y (H20) es el producto.

En una reaccion entre dos o maés sustancias, también llamadas especies, ocurren
procesos en los cuales los reactivos sufren cambios conforme transcurre el tiempo,
es decir, cambian con respecto al tiempo. Por lo cual, este fenémeno se puede estu-
diar modelando el comportamiento del proceso por medio de Ecuaciones Diferenciales.

Actualmente, en el medio que nos rodea ocurren una gran cantidad de reac-
ciones quimicas y especificamente existe una gran diversidad de reacciones quimicas
organicas.

3.1. Ley de Accion de Masas

En la modelacion matemaética de reacciones quimicas es necesario recurrir a la
ley de accion de masas. Esta ley describe el indice de cambio de los quimicos involu-
crados, donde éstos colisionan e interactian para formar diferentes combinaciones de
quimicos. Supongamos la reacciéon entre dos quimicos A y B que producen C'

A+BLEC (3.1)

El indice de cambio de esta reaccién es el indice de cambio del producto, d[C]/dt.
Esto es, el producto de las colisiones por unidad de tiempo entre los dos reactantes,
donde la probabilidad de colisién es lo suficientemente grande para que la reaccién se
llave a cabo. El niimero de colisiones por unidad de tiempo se considera proporcional
al producto de las concentraciones de A y B con un factor de proporcionalidad que
depende de los quimicos involucrados y la temperatura de la mezcla. Con esto, se
tiene

A2 — kAB), (3.2)

donde [ | denota concentracién y la constante k es llamada constante de propor-
cionalidad, velocidad o de equilibrio [4, 6]. La identificacién de (3.1) con (3.2) es la
representacion matematica de la Ley de accion de masas.
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La reaccién (3.1) actia en un sentido. Sin embargo, existe una gran diversidad de
reacciones en ambos sentidos llamadas reacciones reversibles. Supongamos A, By C
quimicos tal que describen la siguiente cinética

k1
A+B =C

k_1

donde k1 y k_; denotan las constantes de equilibrio en ambos sentidos, respectiva-
mente. En la reaccién hacia la derecha (—) el reactante A es consumido; por otro
lado, A es producido por C. Asi, el cambio de concentracion de A por unidad de
tiempo es

—— =k_1[C] — k1[A][B].

La Ley de accion de masas nos permite plantear un modelo matematico de la
cinética de reacciones quimicas, con el cual, podemos profundizar el estudio de éstas.

En las reacciones quimicas pueden ocurrir diferentes procesos durante la cinética.
A continuacion mostraremos algunos fenémenos en las reacciones quimicas reelevantes
para este trabajo. Estos son autocatdlisis, activacion e inhibicion.

3.1.1. Autocatalisis

La autocatdlisis es el proceso donde el quimico involucrado, digamos X, reacciona con
otro(s) para formar sustancia X contribuyendo a su propia produccién. Por ejemplo,
la siguiente reaccion presenta este fenémeno

k
X+ A k:l 2X, (3.3)

-1

donde una molécula X combinada con una de A forman dos moléculas de X. El
reactivo A se introduce en la reaccién con concentracién constante de tal manera que
se satisfaga la ley de conservacién de la materia [7]. En este caso hay una doble flecha
= lo que indica que la reaccién es reversible, esto es, una vez iniciada la reaccién da
como resultado un producto el cual a su vez reacciona para volver a su estado inicial
como lo muestra la siguiente ecuacién quimica

r=7p o equivalentemente r—p, p—r
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donde r representa reactivos y p producto.

Utilizando la ley de accién de masas en (3.3) y denotando las concentraciones de
los reactantes A y X como a y x, respectivamente, obtenemos el modelo matematico
de (3.3), dado por

dx
— = i=kax—k_12° 3.4

g 1 1 (3.4)
El cambio de a con respecto al tiempo es cero, ya que se considera constante. De esta
manera el cambio de concentracién en X con respecto al tiempo es dx/dt. Con el
modelo (3.4) podemos describir el comportamiento de la reaccién conforme transcure
el tiempo y por consiguiente la concentracién final de X.

Una vez modelada la cinética de la reaccién buscaremos los puntos fijos del modelo,
lo cual equivale a encontrar hacia donde se podria dirigir la reaccién y por consigui-
ente la concentracién de X conforme transcurre el tiempo.

Igualando la ecuacién (3.4) a cero, obteniendo asi los puntos fijos

) (3.5)
k_1

ahora encontremos la estabilidad de x; y 2. Derivando la ecuacién (3.4) con respecto
a z y evaluando en los puntos fijos (3.5) tenemos

& dt,, = —ka <0
df = kla — Qk‘fl:ﬂ = (3.6)
':U .
a), =kia>0

como k1 es positivo, la estabilidad de cada punto esta definida. El punto fijo 22 es in-
estable. La interpretacién biolégica es muy sencilla. Cuando no hay reactivo X este no
serd generado pero con una pequena cantidad de él, conforme tanscurra el tiempo este
aumentard su concentracién hasta converger al estado final, es decir, llegar al punto
fijo estable 1 = kja/k_1. Por lo tanto, la concentracién de X convergerd kia/k_q
cuando t — oo para concentraciones positivas.

Para visualizar lo que esta ocurriendo con la reaccién cuando transcurre el tiempo
(hacia donde se dirige la concentracién del reactivo X'), podemos observar la figura 3.1,
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la cual muestra hacia donde convergen distintas condiciones iniciales para la ecuacion
(3.4), vy a su vez la reaccién. En la figura 3.1 se muestran soluciones negativas, las
cuales no tienen sentido en nuestro modelo pues indicarian una concentracion inicial
negativa en X, se muestran para ilustrar la inestabilidad de x2 = 0.

10+

T
oo 0z 0.4 0.6 0g 1n

Figura 3.1: En la figura se muestra hacia donde convergen las soluciones de la ecuacion (3.4) con
diferentes condiciones iniciales. Con los valores k1 = 5, k—1 = 3 y a = 4. En este caso utilizamos
xr1 = kla/k_l = 20/3

3.1.2. Activacién

Por otro lado, la activacion de un quimico a través de otro, es cuando un reactante
contribuye al crecimiento de otro reactante. Analicemos la siguiente reaccién

k1

Akl x xR

tomando la concentracion de A y B constante durante la cinética de la reaccion,
es decir, consideremos que la concentracién de A y B son relativamente grandes
comparadas con la de X y Y. Asi, tenemos el cambio de dos reactantes X y Y.
Aplicando la Ley de accion de Masas en (3.7) se obtiene el siguiente modelo
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% = k:la - kigl‘, (38)
dy
— = kox—k
dt 2T 3Y,

donde y = [Y], a = [A] y x = [X]. A partir del sistema de ecuaciones diferenciales se
puede hacer un analisis del comportamiento de la reaccién. En este caso, el término
kox activa la producciéon de y, ademds se degrada linealmente proporcional a su
concentracién con el término —ksx al igual que y con —k3y. Al considerar a constante,
el sistema (3.8) se expresa como

dx

il b — kox, donde b = k;a. (3.9)
dy

— = kox — k3y.

dt 2T 3Y

Para este sistema sélo hay un punto fijo. Al igualar a cero cada ecuacién de (3.9)
obtenemos el tnico punto fijo (xg,y0) = (b/k2,b/ks), €l cual se puede probar que
es un punto fijo estable utilizando el teorema 2. Calculando el jacobiano de (3.9) y
evaluando en (zg, 3o)

D<j_7> :<fa: fy> :<;k2 0k>:A'
y (z0,y0) Ge Gy (%0,%0) 2 s

Luego, detA = koks y trA = —(k2 + k3). Aplicando el corolario 1 obtenemos
que (xg,yo) es estable. La interpretacién de la reaccién es que las concentraciones se
estabilizan conforme transcurre el tiempo, esto tiene sentido pues normalmente las
reacciones tienden a el equilibrio despies de cierto tiempo [6]. En este caso tiende a

(z0,y0) = (b/ka,b/ks3).

3.1.3. Inhibiciéon

Por 1ultimo, para ejemplificar el fenémeno de inhibicidn mostraremos el mecanismo
propuesto por Thomas (1975) que se trata con mayor detenimiento en [1]. Se basa
especificamente en la reaccién entre oxigeno y acido trico en presencia de la enzima
uricasa, siendo los dos primeros los sustratos. Empiricamente se obtuvo el sistema de
ecuaciones que modela la reaccién, el oxigeno(v) y el acido trico(u) se expresan en
forma adimensional (vease seccién 5.2)
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W= u pROwY) = flu,v),
dv
il a(b —v) — pR(u,v) = g(u,v), (3.10)
uw
R(’LL,U) - 1+U+KU27

donde a, b, @ y K son constantes positivas. El modelo tiene su interpretacién bidlogi-
ca: u y v se degradan linealmente proporcional a sus concentraciones con los términos
—u 'y —aw, respectivamente. Por otro lado, ambos reactantes son utilizados en R(u, v).
Este dltimo presenta el fenémeno de inhibicién de sustrato. Si consideramos v con-
stante en R(u,v) y variampos u obtenemos dos casos: cuando w es muy pequena y
cuando no lo es. Si u es muy pequena el crecimiento de u es casi lineal, esto se puede
observar en la figura 3.2. Por otro lado, si u es lo suficiente grande entonces la con-
centracion de u decrece (vease la figura 3.3). Al conjunto de los dos casos se le conoce
como inhibicion.

0,08 |

0,06

Riw, v)

0,04 |

0,02

0,00 T T T T

Figura 3.2: En la figura se muestra la grdfica de R(u,v) del sistema de ecuaciones (3.10) para

valores de u << 1, con v =2 y K = 10. Ndtese que la grifica es semejante a una recta.
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0,5
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Figura 3.3: En la figura se muestra la grdfica de R(u,v) del sistema de ecuaciones (3.10), conv = 2
y K = 10. Conforme aumenta el valor u, el valor de R(u,v) decrece, es decir, cuando hay mayor

concentracion de u la produccion disminuye.

3.2. Difusion

En esta seccién introducimos el concepto de difusién de forma intuitiva mediante el
uso de leyes de conservacién. En [17] es posible encontrar una versién mds detallada
de esta seccion. El proceso de difusion es de gran importancia en la modelacién de
fenémenos que ocurren en la naturaleza. En particular, en las reacciones quimicas
es de gran aplicacién, debido a que difusién introduce variables referentes al espacio
donde se lleva a cabo el fenémeno. Introduciendo difusiéon el modelo se vuelve mas
realista y se obtiene mejor perspectiva de la reaccién.

Cuando se estd modelando algin fenémeno que ocurre en cierto espacio, digamos
algin tipo de contenedor, es fundamental la conservacién de las sustancias involu-
cradas dentro del modelo, es decir, es necesario el balance en la ecuacién diferencial.
En los siguientes parrafos aclararemos esta idea.

Analicemos el caso donde el movimiento de las particulas a estudiar ocurre en una
dimensién. Consideremos un cilindro y tomando una seccién transversal (vease figura
3.4), donde el drea tranversal es constante en cualquier parte del cilindro.
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Figura 3.4: La imagen ilustra la conservacién de las particulas que fluyen a través del tubo de

drea constante, o bien la ecuacion (8.11). Donde X representa el sentido y direccion que llevan las

particulas, A el drea transversal del tubo. Los funciones ¢ y J se definen en (3.12).

Llamaremos z a la distancia arbitraria desde el origen a lo largo del cilindro.
Luego fijemos el intervalo (z,z + Az) y describamos los dos efectos que influyen en
la concentracién de particulas: primero, el flujo de particulas entrando y saliendo del
intervalo (z,z + Az); segundo, el proceso de introducir o degradar particulas por
medio de la reaccién quimica. Asi podemos establecer el balance de la ecuacién por

medio de la masa o nimero de particulas.

taza de
cambio de

de tiempo

Definamos los siguientes términos

poblaciéon de

particulas en
(x,x + Ax)

por unidad

taza de
cambio de
entrada de
particulas a
(x,x + Ax)
por unidad
de tiempo

taza de
cambio de
salida de
particulas de
(x,x + Ax)
por unidad
de tiempo

taza de
cambio de
creacién o
eliminacién
de particulas,
localmente
por unidad
de tiempo

(3.11)
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J(xz,t) = flujo de las particulas en (z,t) = nimero de particulas cruzando
una unidad de area en el punto x con direccién positiva por
unidad de tiempo,

c(x,t) = concentracién de particulas (nimero por unidad de volumen) en
(x,1), (3.12)
o(x,t) = densidad de creaciéon/degradacion = nimero de particulas creadas
o eliminadas por unidad de tiempo por unidad de volumen en (z,t),
A = 4area de la seccion transversal del tubo,
AV = volumen correspondiente a la longitud Az = AAx.

Luego, en terminos de los elementos de (3.12) reescribamos la ecuacién (3.11). Cabe
mencionar que cada elemento de la ecuacién (3.11) tiene las mismas unidades (nimero
de particulas por unidad de volumen por unidad de tiempo).

%(c(:c, H)AAz) = J(z,t)A — J(z + Az, t)A £ o(x,t) AAx.

La funcién ¢ depende de dos variables, x y t. Al derivar ¢ con respecto a t o x, se le
conoce como derivada parcial. Por otro lado, el drea y la cantidad Az no dependen
del tiempo, por tanto podemos despejarlo del lado izquierdo de la ecuacion, obte-
niendo una representacién del cambio con respecto al tiempo de la concentracion de
particulas.

dc J(x+ Ax,t) — J(x,t

— = ( ) ( )j:o'(x,t)

ot Az
La funcién J(z,t) es continua ya que indica el flujo de particulas, las cuales se mueven
de manera continua. Asi, tomando limite cuando Az — 0y suponiendo que tal limite
existe en la ecuacién anterior, obtenemos

Oc(z,t) 0J(x,t)
=— +o(x,t 3.13
. 20 4 o) (313)
La ecuacién (3.13) se conoce como ecuacion de balance en una dimension o ley de
conservacion. El anélisis cuando la dimensién es mayor a uno, es andlogo al de una
dimensién. En [17] se analizan los casos bidimensional y tridimensional. En general
para x € R"

Jc(x,t)
ot

donde V es el vector gradiente de J, definido a continuacién.

= —VJ(z,t) + o(z,1) (3.14)
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Definicion 8. Sea f : R™ — R wuna funcion derivable. Se define el gradiente de f
como

x = (x1,22,...,2y) € R™

_ (9f(x) Of(x)  Of(x)
Vi) = < Ox1 = Oxe ' Oz )

La ecuacién (3.14) se conoce como ley de conservacion y es muy utilizada en la mod-
elacién matematica.

El andlisis presentado en ésta seccién, considerd una geometria muy sencilla para
mostrar el proceso de difusiéon. Es posible considerar el mismo problema en regiones
mas generales, como la mostrada en la figura 3.5, obteniendo resultados muy simi-
lares, como es mostrado en [17].

Figura 3.5: El flujo de particulas a través de un tubo con drea transversal no constante en el eje X.

El concepto de flujo, ligado a la concentracién de la sustancia (o particulas) es
fundamental para la definicién de difusion. Difusion es el proceso que se lleva a cabo
cuando una gran concentracién de particulas que se desplazan en un espacio determi-
nado de mayor a menor concentracion. El proceso de difusién engloba el movimiento
individual y colectivo.

En el proceso de difusion existe una gran cantidad de factores que influyen en él.
Para nuestros fines, existe una ley muy general que conecta el flujo con la concen-
tracién. La ley de Fick establece lo siguiente
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J =—DVe. (3.15)

Donde D es el coeficiente de difusién. La ley de Fick béasicamente establece que el
flujo de un conjunto de particulas se mueve siguiendo un gradiente de concentracion.
Y las particulas se mueven de donde hay mayor a menor concentracién.

El vector gradiente en R es simplemente la derivada parcial con respecto a x. Asi,
en una dimensién al sustituir (3.15) en (3.13) y consideranto o = 0, obtenemos

o) _ 0 [00]

ot ox ox

El caso n-dimensional

@ = V(DVe). (3.16)
ot

En general el coeficiente de difusiéon no es constante, por ejemplo, si consideramos

dos sustancias que interactian dentro de una célula con coeficiente de difusiéon Dy y

estos salen de dicha célula para transportarse otra, en el transcurso de célula a célula

se mueven con un coeficiente de difusion Ds # Dq. Ahora, si el coeficiente de difusién

D es constante en todo momento, la ecuacién (3.16) se simplifica

% _ pyre. (3.17)
ot

La ecuacién (3.16) es la representacion del proceso de difusién, conocida como
ecuacion de difusion. El proceso de difusién normalmente se conoce como un proceso
que estabiliza la concentraciéon de particulas o sustancias involucradas. Partiendo de
un estado espacial heterogéneo y finalizando a un estado homogéneo. Por ejemplo,
cuando vertimos permanganato de potasio en un contenedor de agua, éste tiende a
mezclarse con el agua, iniciando en un estado heterogéneo en el momento en que
vertimos el quimico, después el proceso de difusién estabiliza la mezcla de agua y
permanganato tendiendo a un estado totalmente homogéneo (fig 3.6). En otras pala-
bras difusion es el movimiento de las particulas o sustancia de mayor concentracion
a menor concentracion.

El proceso de difusion se observa en una gran cantidad de fenémenos, por ejemplo:
el oxigeno en el aire a 0 grados centigrados tiene un coeficiente de difusién 1,78 x
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Figura 3.6: Proceso de difusion; permenganato de potasio en agua.

10~'em? /s, mientras que en el agua, tiene un coeficiente de difusion 2,41 x 10~°em? /s
a una temperatura de veinticinco grados.

En el capitulo 5 estudiaremos el efecto de difusién en dos sistemas bioldgicos,
bajo ciertas condiciones establecidas por Turing y veremos que contrasta con la idea
estabilizante de difusién.
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Capitulo 4

Reaccion Entre dos Especies

En este tipo de reacciones interactiian dos especies distintas, ademés en algunos casos
existen reactivos que intervienen en la reacciéon durante toda la cinética de manera
constante, donde las constantes de equilibrio son mayor que cero. En la seccién 3.1
se trabajaron reacciones de este tipo. En esta capitulo trabajaremos dos reacciones:
la reaccién de Schnakenberg y la reacciéon de Gierer y Meinhardt. Para cada uno de
estos modelos encontraremos los puntos fijos y la estabilidad de éstos. El principal
interés en este capitulo es determinar las condiciones para estabilidad en el punto de
equilibrio.

4.1. Reaccién de Schnakenberg

En 1979, Schnakenberg estudié el modelo de la reacciéon producida por dos especies
simples, considerando una gran cantidad de reactantes que intervenian en ésta de
manera constante durante todo el proceso. Descubrié que la cinética de la reaccion
entre dos especies donde ocurren tres reacciones que involucran otras sustancias de
manera constante, el modelo es candidato a tener érbitas periddicas alrededor de los
puntos fijos. En [7] se pueden encontrar mas detalles al respecto. Entre las reacciones
que estudid, la mas estudiada es la que describe el siguiente mecanismo

k
Ak:l c, D*B 244+ B% 34 (4.1)
-1
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aplicando la ley de accién de masas a (4.1) obtenemos el sistema de ecuaciones dife-
renciales correspondiente a la reaccién

dA

= —hiA+kaC+ kA’B, (4.2)
dB

~— = koD —k3A’B

dt 2 3 )

donde las sustancias C'y D se mantienen constantes durante la cinética de la reaccion.
Ademsds los coeficientes k; son positivos, para i = —1,1,2,3. Adimensionalizando
(vease 2.4) el sistema (4.2) para las concentraciones adimensionales A y B, reescalando
el sistema con el siguiente cambio de variable

1 1
ks \ 2 ks \ 2
T 1, U (k’l) ) % <k’1) ’
D

1 1
oy (k32 ko (k3 2
= BN e =B (B
“ ket <k1> : ket <k1>

obtenemos el siguiente modelo

du

= = a—u+u?v = f(u,v), (4.3)
&= b= guw)

donde a y b son constantes positivas. Es mds sencillo trabajar con el sistema (4.3)
ya que intervienen un menor nimero de pardametros, a diferencia de (4.2). Ahora,
interpretando la reaccién, ambas sustancias (u,v) disminuyen su crecimiento con los
términos —u y —u?v respectivamente; ademés v activa la produccién de u con el
término w?v, v inhibe su crecimiento con —u?v. Con el fin de darnos una idea del
estado final de la reaccién, encontremos los puntos fijos del sistema (4.3) y la estabili-
dad de estos, después encontraremos las condiciones necesarias y suficientes para que
los puntos fijos sean estables. Los puntos fijos son solucién del sistema de ecuaciones

a—u—|—u2@ =

b—uv = 0.

=

El punto fijo estd dado por
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S = (ug,v0) = (b+a,b/(b+a)?), (4.4)

la estabilidad del punto fijo se encuentra al evaluarlo en el Jacobiando del sistema
(4.3)

_( fu o
A= < P )(uo’vo) (4.5)

S es estable, si los valores propios de A tienen parte real negativa. Estos se determinan
encontrando las raices de la sigueinte ecuacién

A2 —trA +detA = 0.

Si cumple las desigualdades trA < 0, detA > 0 (vease capitulo 1) el punto fijo es
estable. Sustituyendo traA y |A|

b _
trA = fu+go = (=14 2uvo) + (—ud) = - a_ (a+b)?, (4.6)

+b
detA = fugv_fvgu:(a+b)2'

Es claro que detA > 0 para todo a, b; sélo falta encontrar los valores de a y b para
los cuales trA < 0

trA <0 & b—a < (a+Db)> (4.7)

Por lo que la inestabilidad de S se obtiene siempre que b — a > (a + b)3. Lo que
nos conduce a preguntarnos: jqué sucede cuando b — a = (a + b)3? se puede probar
que ocurre una bifurcaciéon de Hopf en esta familia de puntos, pero este evento no
es de importancia en este caso, ya que solamente buscamos condiciones de estabilidad.

En el plano de pardmetros (b,a), al convertir la desigualdad de (4.7) en igual-
dad, obtenemos la curva que separa los valores para los cuales se tiene estabilidad e
inestabilidad en el punto de equilibrio (figura 4.1)

b—a=(a+b)> (4.8)

Para valores que cumplan la desigualdad (4.7) teniendo presente que sélo tomaremos
valores positivos de a y b tendremos estabilidad en el punto fijo. Lo que equivala a
encontrar la estabilidad en las concentraciones de los quimicos, es decir, la reacciéon
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se estabiliza después de cierto tiempo. La figura 4.2 muestra el campo vectorial del
sistema (4.3) para valores de a y b que satisfacen la desigualdad (4.7), por otro lado
en la figura 4.3 se muestra un campo vectorial con un punto fijo inestable.

Figura 4.1: El plano (b,a). Debajo de la curva se encuentran los valores de los pardmetros en el
plano para los cuales S es inestable, fuera de esta region hay estabilidad. Se consideran unicamente

valores positivos de a y b.

Hasta este momento no tenemos una iterpretacién biolégica de la existencia de un
punto fijo inestable en un sistema. En este caso, buscaremos una explicacién que nos
permita comprender la existencia de puntos fijos repulsores. Para esto, probaremos
la existencia de una érbita periddica que encierra al punto fijo inestable y que atrapa
cualquier condicién inicial.

S inestable indica b — a > (a + b)® por la ec. (4.7). Es decir, existe § > 0 tal que
para todo vector en la frontera de la bola de radio § con centro en (ug,vg) apunta al
exterior, como se muestra en la figura 4.4.

Para encontrar la existencia de una orbita periddica alrededor del punto fijo in-
estable, encontraremos una regién que encierre Sy a cualquier condicién inicial den-
tro. El punto fijo siempre se encuentra en el primer cuadrante, para valores positivos
de las constantes. Para encontrar la regién ocuparemos la figura 4.5. Es claro que
el eje u sirve como frontera inferior, dado que v’ > 0 entre g(u,v) y el eje u. La
interseccién del eje u con la ceroclina de u, f(u,v), define el inicio del extremo del
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Figura 4.2: El campo vectorial del sistema (4.3), con varias condiciones iniciales. Las soluciones
convergen al punto fijo (uo,vo), ya que se tomaron valores de a y b que satisfacen la desigualdad
(4.7), a =0.56 y b =0.5. Donde el punto fijo estd definido por la interseccion de las ceroclinas que se

muestran en la figura.

segmento que servird como frontera izquierda

fw,0)=a—u=0 = u = a.

La interseccion de la recta u = a y la ceroclina de v obtenemos

b
— 2, — —
gla,v) =b—a*v =0 V=
Como b > 0 entonces v > 0. Con esto tenemos el segmento {(a,v)] a >0, 0<v<
b/a?}, el cual sirve como cota izquierda.

Con los datos de la figura 4.5, podemos utilizar la recta y = b/a? como frontera su-
perior. Solo falta encontrar la frontera derecha para obtener la regiéon que atrapa las
condiciones iniciales.

Si consideramos k > ug = a + b entonces el segmento de recta perpendicular al
eje u de (k,0) a (k, f(k,v*)), es 1til para nuestra regién
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Figura 4.3: El campo vectorial del sistema (4.3), con varias soluciones con condiciones iniciales
cercanas al punto fijo. Para esta simulacion se utilizaron valores de a =0.1 y b=0.2, los cuales no

satisfacen la condicion 4.7. Por lo cual, el punto es inestable.

Figura 4.4: Inestabilidad de un punto fijo (uo,vo).
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Figura 4.5: Las ceroclinas del sistema (4.3) con valores de a >0 y b > 0.

k—a

a—k+kv*=0 = o= 12

Por 1ltimo necesitamos un segmento que se acople con los encontrados. Tomemos el
vector n = (n1,n2) normal al segmento [ de la figura 4.6. Requerimos que

(nl, 7”L2) . (a,f}) < 0, (4.9)

es decir, ocupamos que el dngulo formado por los dos vectores sea mayor a m/2.
Sustituyendo (4.3) en (4.9) se sigue

nia — niu 4+ nuv + cov — coulv < 0,

si tomamos (n1,n2) = (1, 1). Simplificando obtenemos

u>a+b=ug.

Con los célculos adecuados, se encuentra [
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B+k—a
2

con ug < u < k. Asi construimos la regién que atrapa cualquier condicién inicial
siendo S inestable. Ademads con esta regién y la inestabilidad del punto fijo podemos
asegurar la existencia de una érbita cerrada alrededor de S y dentro de la region,
segun el toerema de Poincaré-Bendixson. En la figura 4.7 se puede observar el campo
vectorial con un punto fijo inestable y como las condiciones iniciales convergen a
un ciclo limite. La interpretacién bioldgica de un equilibrio no estable seria que las
concentraciones de los reactantes oscilan alrededor del punto fijo inestable, es decir,
las concentraciones varfan pero en cierto rango ya que cualquier condicién inicial
queda atrapada en el ciclo limite (figuras 4.6, 4.7).

Figura 4.6: La regién que atrapa cualquier solucién, con S inestable y adentro de la regidn.
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Figura 4.7: El campo vectorial del sistema (4.3), con varias soluciones con diferentes condiciones
iniciales que conforme transcurre el tiempo estas convergen a una orbita periodica que rodea al punto
fijo inestable. En la simulacion se observa que al tomar condiciones iniciales dentro de la orbita,
las soluciones se alejan del punto fijo y convergen a la drbita periodica. Si se toma una condicion
inicial fuera, la trayectoria se aproxima al punto fijo pero no converge a él, si no al cilo limite.
La interseccion de las ceroclinas senala el punto fijo. Se utilizaron a =0.1 y b =0.2, los cuales no
satisfacen la desigualdad (4.7).

4.2. Reaccién de Gierer y Meinhardt

Gierer y Meinhardt en 1972 propusieron la interaccion entre dos especies, donde una
de ellas inhibe el crecimiento de la otra, a su vez, esta 1ltima activa el crecimiento de
la sustancia inhibidora y se conoce como una reaccion activador-inhibidor. E1 modelo
de la reaccion

dA kg A2

== = k- koA 4.10
dt 1 2 + B ) ( )
dB

— = kA% —ksB.

dt 4 5

Observemos que el término A actiia como activador en la segunda ecuacién con el
término k4A?, mientras que B inhibe a la sustancia A en la primera ecuacién, con
k3A2?/B. Recordemos que las constantes k; siempre se consideran mayores que cero
en todas las reacciones. Para adimensionalizar el sistema hay que tomar el siguiente
cambio de variable (vease seccién 5.2)
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k4 k5 k4 2
= tk =A(— =B—|—
! oot <k3> T <k3>

kk k
0 — p— 2

ksks’ ks’

tenemos el nuevo sistema adimensionalizado (ver seccién 5.2)

du u?
& = a—bu+?—f(u,v), (4.11)
dv 9

= u* —v=g(u,v),

dr

al igual que en el sistema (4.3) de la seccién (4.1) las constantes a y b son estricta-
mente positivas , v y v también lo son.

El punto fijo de (4.11) es

S = (UO,U()) = ((1 +a)/b7 (1 +a)2/b2) = (u()vug)?

ahora, encontraremos la estabilidad del punto fijo como lo hacemos en el modelo
anterior (4.5) y (4.6). Calculando el jacobiano de (4.11) y evaluandolo en el punto de
equilibrio

2 2b
trA = —b—1+-"2=_= _(h41),
V0 1+4+a
2 2u
detA = b— =204 =00
o) v

sustituyendo vy = u3

2 23
detA=b— "2 420y,
Uy Ug

Encontremos los valores de a y b para los cuales S es un estado estable, es de-
cir, determinar los valores para los cuales detA > 0 y trA < 0. Automaticamente
obtenemos la primera desigualdad ya que b > 0 .
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0.5

Figura 4.8: El primer cuadrante del plano (b, a) separado por la curva b= —1+2/(1—a), donde los
puntos en el drea sonbreada son los que dan inestabilidad al punto de equilibrio del sistema (4.11),

por otro lado los puntos que estabilizan.

2b 2
rA<0 & ——<b+1=2-—<1+a (4.12)
a+1 b+1
2 < 1= b>-1
_ a— _1_
b+1 1—a’

Los valores de a y b que satisfacen la desigualdad anterior determinan el conjunto de
puntos que hacen estable el equilibrio S, por otro lado los que no cumplen conforman
el conjunto de puntos para los cuales el equilibrio es inestable. Igualando trA = 0
obtenemos la curva que divide los valores de los parametros para los cuales se da
estabilidad e inestabilidad, como muestra la figura 4.8.

Al igual que en la seccién 4.1 el punto fijo puede tener estabilidad o inestable,
dependiendo de los valores de a y b. Las figuras 4.9 y 4.10 muestran el campo vectorial
que resulta de la simulacién del modelo matemético (4.11) con S estable e inestable,
respectivamente.

Con los datos de la figura 4.11 y los obtenidos hasta el momento se puede construir
una regién con las mismas propiedades que las de la figura 4.6 (atrapar las condiciones
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Figura 4.9: El campo vetorial formado por el sistema (4.11) con S estable y una serie de trayectorias

de soluciones con condiciones iniciales. Donde a =2.1 y b =8.2 (a y b satisfacen (4.12)).

iniciales cuando el punto fijo es inestable). En la figura 4.12 se obseva como las
condiciones iniciales se alejan del punto fijo, a su vez éstas convergen a una érbita
periédica alrededor de S inestable.
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Figura 4.10: Campo vectorial con S inestable y varias soluciones con condiciones iniciales distintas.
Donde a=0.25 b =3, no satisfacen la desigualdad (4.12).

w0
vl

w'=0 v =0

Figura 4.11: Las ceroclinas del sistema (4.11) con valores de a >0 y b > 0.
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Figura 4.12: Campo vectorial con S inestable con soluciones que se alejan de él. Ademds se ob-
serva una orbita cerrada a la cual convergen las trayectorias. Donde a=0.25 b =38, no satisfacen la
desigualdad (4.12).



Capitulo 53

Reaccion Difusion: Mecanismo de
Turing

La embriologia es la parte de la biologia que se encarga de estudiar la formacién y
el desarrollo del embrion desde su fertilizacién hasta el nacimiento. Por ejemplo, el
embrién del ser humano y el de otros seres vivos en sus primeros dias de gestacion,
es practicamente imposible distinguirlos visualmente [3]. La figura 5.1 muestra el
embrién del ser humano comparado con los de pollo, tortuga, rana y pez.

Figura 5.1: El embrién del ser humano (derecha) comparado con otros embriones del reino animal.

La morfogénesis es la parte de la embriologia la cual se encarga del estudio de
patrones y formas. Es posible estudiar la forma que adquiere el embrion conforme se

o1

Alan Turing
(1912-1954),
trabajo desde 1952

hasta 1954 en

la biologia
matemdtica,
concretamente

en la morfogénesis.
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desarrolla dando lugar a la formacién de patrones en sus 6rganos [3]. En 1952 Alan
Turing fue el primero en observar y atribuir a las reacciones quimicas la formacién de
patrones en la naturaleza y estudié sistemas de reaccion-difusiéon de modelos bilégicos.
El sugirié un modelo en el cual un embrién idealizado contiene dos sustancias quimicas
caracteristicas A y B llamadas morfégenos, las cuales reaccionan entre si en cada
célula y se difunden entre células vecinas con coeficientes de difusion D4 y Dp,
respectivamente, formando, patrones espacio temporales. Estos patrones se formardn
siempre que el sistema de reaccién-difusién cumpla con ciertas condiciones. A este
proceso se le conoce como el mecansimo de Turing, inestabilidad de Turing o ines-
tabilidad inducida por difusion. El modelo propuesto por Turing esta dado por la
siguiente ecuacion diferencial parcial

dc 9
pri R(c) 4+ DV-e, (5.1)

donde ¢ = ¢(x,t) es el vector de concentracién de los morfégenos en el tiempo t en
la posicién z y tiene como componentes (A, B)!. R representa la reaccién que ocurre
entre ellos y D es una matriz diagonal con coeficientes positivos D4 y Dp que indican
la difusién de cada sustancia. Para tener un problema matemaético bien definido es
necesario imponer una condicién inicial y de frontera,

c(x,0) = co(z) y (n-V)e(x,t) =0 V€ 012,

donde 912 representa la frontera del dominio €2 y n es el vector normal a la frontera de
Q, la condicién impuesta en la frontera es conocida como una condicién de cero flujo.
Esto significa que tenemos una reacciéon donde no pueden entrar ni salir quimicos de
), es decir, la reaccién se lleva a cabo en un sistema aislado.

La reaccion R esta representada por las cinéticas F'y G

_( F(AB)
wo = ( aian) )
donde F' es la cinética del morfégeno A, G describe la cinética de B. Asi el sistema
de ecuaciones diferenciales parciales (5.1) tiene la siguiente expresién

9A
ot
oB
ot

= F(A,B)+ D,V?A, (5.2)

= G(A,B)+ DV’B.



5.1 Sistemas de Reaccion-Difusion 53

Turing demostré que una reaccién quimica modelada con un sistema de reaccién-
difusiéon puede evolucionar a un estado espacialmente heterogéneo en respuesta a una
pequenia perturbacién del punto fijo estable en el sistema sin difusién [10]. Siendo més
preciso Turing se basé principalmente en la presencia de difusién durante la cinética
de la reaccién. El decia: si en la reaccién (5.2) tenemos ausencia de difusién, es decir
Dy =0y Dp =0, y el punto fijo del sistema es estable; después, considerando los
coeficientes de difusién diferente de cero y bajo ciertas condiciones (Dp/Dy > 1)
obtendremos un estado espacialmente heterogéneo generado por la accién de difusion
[2]. Esta idea de inmediato contrasta con la idea intuitiva del proceso de difusién, ya
que normalmente se piensa que es un proceso estabilizador que lleva concentraciones
heterogéneas a estados homogéneos. En este caso la difusién induce la inestabilidad
de aqui que se le llame inestabilidad de Turing.

Iniciaremos estudiando el caso general de un sistema de reaccién-difusion y en-
contraremos las condiciones necesarias y suficientes que permitan la formacién de pa-
trones espacialmente heterogéneos. Después, trabajaremos con los modelos biolégicos
de reaccién-difusién tratados en el capitulo 4 y aplicaremos las condiciones encon-
tradas a éstos. Se mostraran y discutiran algunas simulaciones para cada modelo, en
una y dos dimensiones.

5.1. Sistemas de Reaccion-Difusién

Existe una gran cantidad de reacciones que presentan estados espacialmente no ho-
mogéneos en la presencia de difusién. En este caso, trabajaremos con las reacciones
analizadas en el capitulo 4, s6lo que ahora con la presencia de difusién. Primero, el
modelo de Schnakenberg(1979). Las cinéticas estan dadas por

F(A,B) = —kA+k 1C+kA’B, (5.3)
G(A,B) = koD —k3A®B,

donde las k; son constantes positivas, 1 = —1, 1, 2, 3. Este modelo explica el compor-
tamiento de un quimico activador A en presencia de uno inhibidor B. En el sistema
(5.3) el morfégeno A juega el papel de activador: en la primera ecuacién, el término
A?B representa la produccién de A en presencia de B, por otro lado, en la segunda
ecuacién el mismo término representa consumo de B en presencia de A [10]. Ademas,
tenemos los términos —k1 A, k_1C y koD, éstos indican la inhibicién de A, aportacién
constante al crecimiento de A y aportacién constante al crecimiento de B, respecti-
vamente. El segundo modelo es el de Gierer y Meinhardt (1972)
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k3 A?
B )

F(A,B) = ky—kA+
G(A,B) = k4A® — k3B,

en este caso A también juega el papel de activador con el término k4A%. Por otro
lado, B inhibe A con los términos —ksB y k3A%/B.

Al agregar difusién a cada modelo obtenemos un sistema de reaccion-difusion, con
las correspondientes cinéticas de cada modelo

%? = F(A,B)+ D,V?4,
aath = G(A,B)+ DpV?®B,

donde D4 y Dp son coeficientes de difusiéon de cada morfégeno respectivamente.

5.2. Adimensionalizacion

La adimensionalizacién es una técnica matemadtica que se emplea en las ecuaciones
donde intervienen variables con dimension. Para adimensionalizar se consideran valo-
res caracteristicos tanto de las variables dependientes e independientes y se aplica un
cambio de variable de tal forma que todas las cantidades involucradas en la ecuacion,
sean relativas a los valores caracteristicos. Las ecuaciones resultantes tendran térmi-
nos y parametros con ausencia de unidades. Las ecuaciones sin dimensiones permite
obtener resultados més generales, al ser éstos independientes de las dimensiones par-
ticulares del sistema.

En nuestro caso buscamos adimensionalizar un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales. Al hacerlo obtendremos un sistema sin dimensiones y mas sencillo
de estudiar, ya que el nimero de parametros disminuye, facilitando asi los calculos
y las simulaciones que se llevaran a cabo. A continuacién adimensionalizaremos los
modelos de Shnakenberg y de Gierer y Meinhardt. Antes, veremos un ejemplo sencillo.

Consideremos la siguente reaccién quimica

k1

cr* a4 A+BroB BX p
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Si se considera C'y D constante durante la reacciéon entonces el modelo matemético
es

dA

— = kiC—kyAB 5.4
dt 1 2 3 ( )
dB

— = k9AB — k3B.

dt 2 3

Antes de empezar la adimensionalizacién veamos cuales son las unidades de cada
componente. Los sustancias A, B, C'y D tienen como unidad biomasa:=m, por otro
lado, tiempo:=T, se sigue que

=i -

)

m _[dA] _

N3

en este caso | ] no denota concentracion, indica las unidades, por tanto [dA/dt] =
[dB/dt]. Por otro lado, en la primera ecuacién del sistema (5.4) tenemos la suma k1 C —
ko AB, entonces éstos deben de tener las mismas unidades que dA/dt. Analizando cada
producto se deducen las unidades (medidas) de k1 y k2 son

1 1 1

f? [kﬂ = 7 [k3] = T

[kl] - Tm

Consideremos el siguiente cambio de variables

ko A koB kik
w= "2y =22 kT, a=-22C. (5.5)
ks ks

Nétese que las variables (5.5) no tienen unidades, son llamadas variables adimensio-
nales. Aplicando el cambio de variables se sigue que

dA  d(ksu/ky) dr k3 du

dt dr  dt  kedr’
dB _ d(ksv/ky)dr _ K3 dv
dt dr dt ke dr’

despejando, obtenemos el nuevo sistema adimensionalizado
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du
— = a—uv
dr ’
dv
— = uv-—o.
dr

A diferencia del sistema (5.4), el sistema adimensionalizado tiene un menor nimero
de pardmetros y éstos no tienen dimensién, lo que permite generalizar las soluciones.
La disminucion de parametros facilita la simulacién del modelo.

Adimensionalizar un sistema de ecuaciones es de gran ayuda y se puede hacer
de varias formas, dependiendo de las necesidades del problema. Una vez estudiada
la ecuacién sin dimensiones es posible regresar al sistema con dimensiones mediante
(5.5) y de ahi hacer inferencias respecto a los pardmetros del sistema.

5.2.1. Modelo de Schnakenberg

Para la reaccién de Schnakenberg con difusion, se tiene el siguiente sistema

A

% = = k1O = hA+kaAZB + DAV2A,
B

%t — koD — k3A2B + DpV2B.

Supongamos que la reaccién ocurre en una dimensién, en un dominio acotado. Toman-
do y = /L donde L es el tamano del espacio, implica y € [0, 1]. En una dimensién
el operador V? = 92/9z2. Sin perder generalidad para A y B, se sigue

24 _ 0 (04 _ 0 (040y
0x2 0z \dx/) 0Ox \0dyox

0 (2A1\_10 (940y
0z \9dyL/) Loy\odyox

_ 1o
L2 oy

Esto implica
yrili F(A,B) + FV A
— = A, B)+ —V°B
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Para el tiempo se obtiene algo similar

o4 _ 104
ot  Tor
0B _ 108
ot T or

ya reescaladas las variables independientes del espacio y el tiempo, podemos reescalar
las variables dependientes A, B; y los pardmetros C, D, D, Dp y k; con i =
—1,1,2, 3. Utilicemos el siguiente reescalamiento dado por Murray [2]

1 1 1
Dt ks 2 ks 2 ks\ 2 k_,C
b o @ kQD _E _k1L2 d_%
“\k) & YTD 77D, ~Da

El sistema de reaccién-difusién adimensionalizado queda expresado como

SIS

Ur = "}/f(u, 'U) + v2u7 (57)
vy = vg(u,v) + dV>v,

con f(u,v) = (a —u+u?v) y g(u,v) = (b — u?v). Estas funciones coinciden con las
cinéticas del sistema adimensionalizado (4.3). El coeficiente d es llamado razén de di-
fusién y es una medida de comparacién entre los coeficientes de difusion D4 y Dpg. Se
puede observar que el pardmetro /2 es directamente proporcional a la longitud del
espacio e inversamente proporcional al coeficiente de difusién D 4. En las siguientes
secciones veremos la importancia que tiene el incremento de v en las simulaciones.

Ahora, si inicialmente consideramos el espacio en dos dimensiones jpodremos uti-
lizar el mismo reescalamiento?, si es asi ;qué sentido adquiere 7

En dos dimensiones consideremos el espacio [0, L;] % [0, L,]. En este caso VZ =
02 /0% + 020y, esto significa

9 0?A  0’A 1 0%°4A 1 0%°A
Vid= st 5 "o T 2o
ox Jy L2 0z L; 0y
donde z = /L, y y = y/Ly. Para poder utilizar el reescalamiento anterior sin ningin
problema, es necesario tomar L = L, = L,
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1024 19%°4 1 _,
Ly T VA
L2 0z2 * L2 0y? VA

y por tanto la reaccién queda restringida a un dominio cuadrado.

5.2.2. Modelo de Gierer y Meinhardt

Para adimensionalizar el modelo de Gierer y Meinhardt con difusién en una di-
mension, se siguen pasos similares a los de la subseccién anterior. Partimos del sistema

dA k3 A?
— = k1 — kA
i 1 2A +

aB
dt

+ D4 V?A,
= k4A? — ksB+ DV?B.

Tomamos el reescalamiento

T = Dat u= (k4> A, v= (k5k4> B, a= Frk (5.8)

L2’ k3 k3  ksks
b — k2 _ _k5L2 d—&
- ]{35’ y_La Y= DA _DA‘

Nos da como resultado el siguiente sistema adimensionalizado

2
ur = 7(a—bu+%)+v2u:7f(u,v)+V2u,
v, = (u® —v)+dV3v = yg(u,v) + V0.

Una vez més f(u,v) y g(u,v) coinciden con las cinéticas del sistema adimensio-
nalizado (4.11). En general cualquier reaccién donde intervengan dos sustancias, es
posible ecribir el sistema como

ur = 7f(u,0) + V?u, (5.9)
vy = vg(u,v) + dV>v.

Como veremos mas adelante, para que la difusién tenga un efecto trascendente es
necesario que d sea diferente de 1.
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Notemos que en ausencia de difusiéon v no cambia la estabilidad del punto fijo

v f(uo,v0) =0 f(up,v9) =0
=

v9(uo,vp) =0 g(ug,v9) =0

De los reescalamientos tomados para los sistemas de Schnakenberg y Gierer-
Meinhard, (5.6) y (5.8), respectivamente, podemos observar que = depende del do-
minio y del coeficiente de difusiéon D 4, notemos que éste siempre es positivo ya que
lo componen unicamente términos positivos. Por tanto se pueden deducir algunas
caracteristicas de +: primero, en una dimensién v'/2 es proporcional a la longitud
del dominio. Segundo, en dos dimensiones 7y es proporcional al drea del dominio. Por
ultimo, un incremento en v es equivalente a que disminuya el coeficiente de difusion

d [2].

5.3. Estabilidad y Condiciones para Estados no Homogéneos

Un sistema de reaccién-difusién presenta inestabilidad de Turing si el punto fijo del
sistema es estable al tomar una perturbacién en ausencia de difusién, pero inestable
en la presencia de difusion, lo cual induce la formacion de patrones en el espacio
teniendo asf un estado no homogéneo.

Para encontrar las condiciones necesarias y suficientes para la formacién de pa-
trones en un sistema de reaccién-difusién de dos especies, requerimos que el problema
este bien planteado por lo que se debe considerar condiciones de cero flujo en la fron-
tera del dominio y condicién inicial. La condicién de cero flujo en la frontera nos
garantiza que el patréon espacial serd formado por los quimicos involucrados y no por
flujos externos. Usaremos el sistema adimensionalizado (5.7), que en general repre-
senta cualquier mecanismo de reaccion-difusion entre dos especies ya que f y g son
las cinéticas adimensionalizadas del sistema sin difusién (usaremos ¢ en lugar de 1)

ug = vf(u,v) + V3u, (n-V)e(z,7) =0 Vo € 09,

v = vg(u,v) +dV3v, c= < Z ) cola). (5.10)

Consideremos (ug,vg) como el punto fijo del sistema anterior. Para encontrar
inestabilidad de Turing primero deduciremos las condiciones para las cuales (5.10)
presenta estabilidad en el punto fijo en la ausencia de difusiéon. Después en presencia
de difusion las que permitan inestabilidad dando lugar a la formacién de patrones.
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5.3.1. Estabilidad sin Difusion

Para lograr la formacion de patrones espaciales, primero debemos encontrar las
condiciones necesarias para la estabilidad en (ug,vo) en ausencia de difusién. Consi-
deremos el sistema (5.10) sin difusién

u = yf(u,v), (5.11)
vy = v9(u,v).

El sistema lineal asociado a (5.11) alrededor del punto fijo esta dado por

(“t>:7A<“), donde A:(f“ f”) . (5.12)
(% v Gu YGv (UOﬂJO)

Luego, por el el teorema de Hartman y Grobman tenemos que el punto fijo es
estable en el sistema (5.11) si es estable en (5.12). Por tanto el punto fijo (ug,vo) es
estable si

trA <0, detA > 0, (5.13)

donde trA = f, + gy y detA = fugy — fogu-

5.3.2. Condiciones Generales para Inestabilidad de Turing: Inestabilidad
en Presencia de Difusién

Ahora tomemos una perturbacion espacial, es decir una perturbacion en el sistema
de reaccién difusién completo. La difusién juega un papel muy importante, pues ésta
generard los patrones en el espacio al cambiar la estabilidad del punto fijo estable.
Consideremos el vector

w:<2:§j§>, (5.14)

donde |w| << 1. Entonces al sustituir w en (5.10) y tomando la parte lineal obtenemos

wy = yAw + DV?w, D= ( (1] 2 ) , (5.15)
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donde D es llamada matriz de difusién. Primeramente consideremos que el espacio
() es en una dimensién. Digamos x € [0,p] = . Para resolver el sistema (5.15),
consideremos la solucién de la siguiente forma

w(z,t) = W(x)T(t) (5.16)

donde W (x) es una funcién escalar y 7'(t) es una funcién de R a R2. Si encontramos
funciones W (z) y T'(t) tal que satisfagan (5.15), entonces tendremos resuelto nuestro
problema. Al sustituir (5.16) en (5.15) se obtiene

WT' = ~AWT + DW"T

Para resolver la ecuacion anterior restringimos W a que satisfaga

VAW (x) + E*W(z) = 0 (5.17)

con (n-V)W(x) =0 para x = 0 o z = p. Esto garantiza cero flujo en la frontera.
Entonces tenemos que

W"(x) = —k*W (). (5.18)

La soluciéon general que satisface (5.18) es

Wi (x) = Beos(kx) + Csen(kx)

considerando la condicién de cero flujo en la frontera cuando x = 0y x = p, obtenemos
una familia de soluciones para W (x) y los valores de k para los cuales tiene sentido
W (x)

Wi (x) = Bicos(kz) con k= %r n € Z. (5.19)

El valor k es llamado eigenvalor de la eigenfuncién Wy (z). A cada valor de k le co-
rresponde una funcién Wy, y cada una de estas es solucién del sistema (5.18).

Por otro lado, sustituyendo (5.18) en (5.17)
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W(x)T'(t) = yAW (2)T(t) — DE*W (2)T(t)

esto implica que

W (z)[T'(t) — yAT(t) + K*DT(t)] = 0.

Asi

T'(t) = [yA — K*D]T(t) (5.20)

dado que [yA — k2D] es constante, implica T'(t) de la forma

T(t) = Ve )t (5.21)
donde V es un vector, y A depende de k2.

Para cualquier solucién de W (x) ésta serd una combinacién lineal de eigenfun-
ciones (5.19).

W(x,t) = Y W)
k
= ZC’kcos(er),
k
se sigue que
w(z,t) = Y Wi(z)T(t) (5.22)
k
= ZCkcos(ka:)e)‘t, (5.23)
k

donde los coeficientes C', son vectores constantes y se determinan mediante la expan-
sién de Fourier. Luego, sustituyendo (5.21) en (5.20) implica que los valores de A se
determinana al resolver la siguiente ecuacién
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0 = |\ —~A+ DK?| (5.24)

- O )i s) e

Desarrollando la ecuacién anterior

A+ Ao (k?) + p1(k?) =0 donde (5.26)
p1(k?) = dk* =y (dfu + g)K* +72A], @a(k?) =K1 +d) = v(fu+g0).

La estabilidad del punto perturbado depende del signo de A, si Re(\) > 0 ten-
dremos inestabilidad y estabilidad si es menor que cero. Ahora, si tomamos k = 0
en (5.26) es equivalente a resolver el caso (5.12) el cual presenta una perturbacién
homogénea espacialmente, ademads en este caso el punto (ug, vg) tiene estabilidad con
las condiciones (5.13). Recordemos que estamos buscando condiciones que cambien
la estabilidad del punto fijo al agregar difusién, por lo que tenemos que respetar las
condiciones (5.13). Para encontrar inestabilidad al tomar una perturbacién no ho-
mogénea en el espacio en (ug,vo) requirimos que Re(A) > 0 para alguna k # 0. Por
la condicién (5.13)

trA:fu+gv<Oa

ademas

E*(1+d) >0 Vk #0
= gOQ(kz) > 0.

De la ecuacién (5.26) se obtiene A

A2 = _QOQ(kz) = \/9022(]?2)2 — 4cp1(k2). (5.27)

Notemos que es necesario ¢1(k?) < 0, para obtener inestabilidad. También podemos
deducir que tendremos eigenvalores de signo opuesto o dos de signo positivo, depen-
diendo del valor de ¢1(k?).

En (5.26) la funcién ¢1(k?) tiene como componente el término |A| el cual, segiin
la condicién (5.13) es mayor que cero, también > 0 como se menciona al final de la



Reaccién Difusiéon: Mecanismo de
64 Turing

seccién 5.2.2 y el coeficiente de difusién d > 0. De aqui, el término —v(df, + g,)k? en
(5.26) juega un papel muy importante pues éste permitird que ¢1(k?) < 0, en todo
caso la suma df,, 4+ g, determinara el signo de dicha funciéon. Sabemos que f, + g, < 0
por la condicién (5.13), lo que nos conduce a d # 1 como ya habfamos comentado
anteriormente. Entonces tenemos dos desigualdades

Ju+ g0 <0,
5.28
dfy + go > 0. ( )
Por 1iltimo, buscaremos los valores de k? para los cuales ¢1(k?) < 0
01 (k?) = dk* — y(df, + go)k* ++*|A] < 0. (5.29)

Si igualamos ¢;(k?) = 0 obtenemos una funcién cuadrética. La existencia de dos
raices reales asegura (5.29). Asi, sélo es necesario que el discriminante v2(df,, + g,)? —
4d~?*|A| < 0. Entonces

(dfu+ 90)°

A
Al < ==

(5.30)

Cuando la funcién ¢ (k?) alcanza su valor minimo en k2, y ¢1(k2,) = 0, ocurre
una bifurcacién ya que pasamos de tener estabilidad a inestabilidad.

(dcfu + gv)2

2
= A:
pk?) =0 = |4 = R

donde d. es el valor de d para el cual se cumple la igualdad, pues los valores de
fus fo, Gu Y gv estan determinados. El valor d. se encuentra al resolver la ecuacién

dgfi + (2fugv - 4|A’)dc + gg =0. (5.31)

Nosotros buscamos valores d que cumplan con (5.30), entonces al tomar d > d. obten-
emos esta desigualdad.

Al considerar (5.30) obtenemos ¢ (k?) < 0, esto significa 1 (k2;,,) = @1 (k2

max) =
0 para algin k2. vy k2,,.. Con (5.26) se encuentran los valores de k? para los cuales

p1(k*) =0
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(dfu + gv) — [(dfu + gv)2 - 4d|AH1/2

Kmin = 7 o (5.32)
2 (At go) + [(dfu + 90)* = 4d) A/
max - ’7 2d 9

para los valores de k? que satisfagan

k2 < k2 < K2, (5.33)

tendremos (k%) < 0; ademds obtenemos en (5.27) dos eigenvalores con parte real
negativo y positiva, esto significa inestabilidad en el punto fijo. La figura 5.2 mues-
tra graficas de ¢(k?) para diferentes valores d y la figura 5.3 la grafica de A\(k?) con
diferentes valores del parametro d.

Buscabamos inestabilidad en el punto fijo al considerar disfusién y suponiendo
estabilidad en éste sin difusién, para lograr la inestabilidad de Turing. Por lo cual,
encontramos las condiciones necesarias y suficientes que permiten este fenémeno. En
resumen las condiciones necesarias y suficientes son (5.13), (5.28) y (5.30)

Ju+gv <0,

fugv — fogu >0,
(5.34)
dfu + go > 0,

(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) > 0.

Analizando las condiciones (5.34), con la primera y tercera de ésta, se obtiene
que los signos de f, y g, deben de ser opuestos, pues el valor d siempre es mayor
que 1. Por otro lado, para la segunda condicién se debe cumplir f,g, < 0, indicando
la oposicién de signos entre ambos. Entonces la matriz jacobiana (A) evaluada en el
punto fijo (up,vo) debe de tener una de las siguientes formas

(29 (o) (23) (9)

Las condiciones encontradas (5.34), estan gobernadas por tres pardmetros a, b y d.
Las funciones f,, fu, gu ¥ gv estan evaluadas en el punto fijo (ug(a,b), vo(a,b)). El con-
junto de las desigualdades (5.34) forman una regién en R3 con coordenadas (a, b, d),
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d<d

[3
0
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k i L k2

d=d

[3

d=d

Figura 5.2: Grdfica de p1(k?) vs k*, ecuacion (5.26) para diferentes valores del pardmetro d.
Con d < d., obtenemos en (5.27) A2 <0 Vk2. Por otro lado, para d > d. siempre existirdn dos

eigenvalores con parte real positiva (Alyg(kgyb), con kZ,n < kib < kZ,42), provocando la inestabilidad.

icd

Figura 5.3: Parte real de los eigenvalores en (5.27) para diferentes valores d, con respecto a los

valores de k2.
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llamado espacio de Turing. si tomamos un punto (a,b,d) dentro de la regién auto-
maticamente se cumplen las condiciones (5.34).

Ahora, si el espacio (€2) es bidimensional, el vector perturbacién w esta en fun-
cién de 3 variables y, = y t. Consideremos x € [0,p] y y € [0,p], esto es (z,y) € Q,
con 2 = [0,p] x [0, p], debido a que la adimencionalizacién (5.6) se considerd en un
cuadrado.

La solucién de la ecuacién (5.15) cambia un poco, en lugar de w(z,t) = W (z)T'(t)
(segin (5.16)), ahora W esta en funcién de dos variables, por tanto w(x,y,t) =
W (x,y)T(t). Donde T(t) es una funcién de R a R? y W(x,y) va de R? a R. Para
resolver el problema, consideremos W (z,y) = X ()Y (y) donde X y Y son funciones
de R en R. Sustituimos W (z,y)T'(t) en (5.15)

X@)Y(T'(t) = vAX(2)Y (y)T(t) + DV*(X(2)Y (y)T(t)) (5.35)
= YAX (@)Y (y)T(t) + D(Y (y) X" (x) + X (x)Y" (y))T (t(5.36)

Para resolver el sistema anterior, restringimos a W (z,y) a que cumpla

VW (z,y) = —k*W(z,y) (5.37)

con (n.Vw(z,y,t) =0 V(x,y) € 9. Sustituyendo W(z,y) = X (z)Y (y) en (5.37)

obtenemos
X"@)Y () + X@)Y(y) = —kX (@)Y (y),
con k? = (k% + k3). Separando variables

X"(x) | Y"(y)
X(x) — Y(y)

= —k* = —(k{ + k3),
donde X" (z)/X(z) = —k? y Y"(y)/Y (y) = —k3. Resolviendo para X ()

X//(x)
X(x)
= X(z) = Ajsen(kiz)+ Bicos(kiz),

2
= _k:l’
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con la condicién de cero flujo tenemos

X'(z) =0 si =0 V xz=np,
< kiAjcos(kyz) — k1 Bysen(kixz) =0 con =0 A xz=np,

si ¢ = 0 entonces k1A; = 0, esto es A; = 0. Por otro lado, si z = p  entonces
—k1Bisen(kip) = 0. Tomemos B; # 0, se sigue que k1 = nw/p Vn € Z. Obtenemos
Xk, (z) = Bicos(kix), cada X, es solucién de X (z). Para el caso de Y (y), se hacen
célculos similares y se encuentra Yy, (y) = Bacos(kay) con ky = mm/p Vm € Z. Por
lo tanto

n?  m?

k2 :k%+k§=7r2(p—2+p—2) YV n,m€Z. (5.38)

Con los resultados obtenidos, la solucién es W (x, y) = By Bacos(nmz/p)cos(mmy/p).
Ahora, al sustituir Y (y) X" (x) + X (2)Y"(y) = —k*X (2)Y (y) en la ecuacién (5.35) y
al hacer despejes, obtenemos que la funcién T'(¢) es de la forma V2 MK,

Por 1ltimo, para dos dimensiones la solucién tiene la siguiente forma

w(z,y,t) ~ Z C’m,ncos(nwx/p)cos(mﬂy/p)e/\(k2)t

n,m

En este caso, el niimero de onda k también satisface la condicién (5.33), k2, < k? <
k2,... Por lo cual, el valor de k en dos dimensiones es vélido para las condiciones

(5.34).

fu+ 90 <0,
fugv — fogu >0,
dfu + go > 0,

(dfu + QU)Q - 4d(fugv - fvgu) > 0.

5.4. Formacién de Patrones: Simulaciones

En esta seccién, analizaremos la evolucién espacio temporal que sufre la solucion
del sistema de reaccién-difusién al tomar una perturbacién en el punto de equilibrio,
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siendo éste estable en ausencia de difusién. Concretamente, aplicaremos las condi-
ciones (5.34) a los modelos de Schnakenberg y Gierer-Meinhardt. Haremos simula-
ciones para cada modelo en una y dos dimensiones, y analizaremos los resultados.
Observaremos el efecto de difusiéon en cada modelo, ya que normalmente se piensa
que difusién tiende a estabilizar y homogeinizar en el espacio a las sustancias involu-
cradas, sin embargo, en este caso es la misma difusion la que permite la formacién de
patrones espacio temporales.

5.4.1. Simulaciones en una Dimension
Modelo de Schnakenberg en una Dimensién

Para el modelo de Schnakenberg de reaccién-difusién adimensionalizado se tiene
el sistema

d
di: = v(a—u+u*v) + Vu=yf(u,v) + Vu, (5.39)
% = (b —v*v) +dV?v = vg(u,v) + dV?0.

Apliquemos las condiciones (5.34) al sistema (5.39), para encontrar formacién de
patrones espacio temporales. El sistema (5.39) tiene como punto fijo (4.4), (ug,vo) =
(b+a,b/(b+a)?). Tomemos a y b de tal manera que (ug, vg) sea estable en el sistema
(5.39) sin difusién (vease figura 4.1). La figura 5.4 muestra el espacio de Turing, es
decir, el conjunto de valores (a, b, d) que satisfacen las desigualdades (5.34).

Para efectos de simulacién usaremos valores especificos para los pardmetros. Uti-

licemos a = 0.2 y b = 0.5, los cuales satisfacen (5.13), por tanto, (ug,vo) es estable.
Tomaremos x € [0, 1]. Los valores necesarios para los célculos son

b—a
u 3 == — 42
Ju(uo,v0) o 0.429
fo(ug,vo) = (a+b)*=0.49 (5.40)
—2b
gu(u0,v0) po 9
go(ug,v0) = —(a+b)*=—0.49.

Hay que encontrar los valores de k y d para los cuales se formaran patrones. Para el
valor d, usemos la ecuacién (5.31) sustituyendo (5.40) en (5.31)

0.184d% — 2.38d,. + 0.24 = 0. (5.41)
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Figura 5.4: Espacio de Turing para el modelo de Reaccién-difusion de Schnakenberg.

Al resolver (5.41) se obtienen las raices d., =0.102 y d., =12.833. La figura 5.2 mues-
tra para que valores d, se satisfacen (5.34). Para cualquier valor d > dc., obtendremos
patrones, simpre que 7y sea apropiada, es decir, que permita un valor de k de las forma
k = nm con n en los enteros. Tomemos d = 14, con las ecuaciones (5.32), calculemos
kmin ¥ kmazx

k2. = 0.136y (5.42)
k2. = 0.258y,

buscamos k2,; < k* < k2,,., donde k? = (nm)? con n € Z segtin las ecuaciones (5.33)

y (5.19). En todas las simulaciones tomaremos la perturbacién del punto fijo en el
tiempo t = 0, lo que reduce la ecuacion (5.23) a w(z,t) = ), Crcos(kx). Si tomamos
~v = 200 implica que

2.756 < n? < 5.228

y los tnicos valores enteros para n son 42; por tanto el nimero de onda es k = +27.
Con los datos encontrados, se asegura la formacion de patrones espacio temporales.

La figura 5.5 a) muestra una simulacién del modelo de Schnakenberg (5.39) para
k=2m.
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Ahora, si tomamos diferentes valores de « en la ecuacién (5.42), ;qué efecto ten-
dré en el estado final?, es decir, ;qué efecto tendrd en los patrones?, Si tomamos
~ = 1000, obtenemos

13.779 < n? < 26.141

en este caso n = =+4,+£5, por tanto k = =£4m, 57, usaremos k = 4w. Al variar
se puede encontrar varios valores para n, se tomara solo uno para cada simulacion.
Para v = 1200 se encuentra n = 5, por dltimo para v = 2000 se obtiene n = 6. Para
cada caso se hizo una simulacién, como se observa en las figura 5.5. El tiempo de
integracién para cada simulacién fue de 0 a 5 unidades de tiempo.

De la figura 5.5, los patrones encontrados en a), b), ¢) y d) son semejantes entre si.
Cada simulacién presenta oscilaciones y estas pareciera que alcanzan el mismo valor
maximo y minimo. Por otro lado, el pardmetro + es tomado cada vez mas grande,
reflejdndose en las simulaciones un mayor nimero de oscilaciones. Esto se debe a la
forma adimensional de 7, ya que nuestro reescalamiento es v = k1 L?/D 4, lo que nos
dice que 7 es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la longitud del espacio

2].

Ahora consideremos simulaciones en un intervalo de mayor longitud, es decir
x € Q =0,2], y analicemos los resultados. Trabajaremos con los mismos pardametros
fijos, es decir a = 0.2, b = 0.5 y d = 14. Empecemos con v = 200 y v = 320. Es facil
encontrar el valor de n para cada caso al calcular ki v kmaz, usando la eq. (5.32).

La figura 5.6 muestra las simulaciones para v = 200 y v = 320 en Q = [0, 2].
Notemos que estas simulaciones son muy parecidas a b) y ¢) de la figura 5.5 respecti-
vamente. De hecho a simple vista son identicas, sin tomar encuenta e dominio. ;Por
que occurre esta semjanza y a qué se debe?

En 5.5b) y 5.5¢) usamos v = 1000 y v = 1200, respectivamente, con z € [0, 1].
Por otro lado en a) y b) de la figura 5.6 trabajamos en un dominio de 0 a 2, usamos
v =200 y v = 320, respectivamente. Observamos una gran similitud entre las figuras.
En base a la observacion, podemos conjeturar lo siguiente

Si con y1 se logra formacion de patrones espacio temporales en Q2 = [0, 1], entonces
existe vo < 1 tal que vo reproduce identicamente los patrones encontrados con 1, en
un dominio Q@ = [0, 2]

Al encontrar esta vinculacién entre los valores de v, podemos preguntarnos ; qué po-
dria ocurrir si modificamos arbitrariamente el dominio en el que estamos trabajando?
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Figura 5.5: Cada figura es una simulacién del modelo de Schnakenberg (5.39) en una dimension,
cona=0.2,b=0.5yd=14, cada simulacion usa diferentes valores de v y muestran como evoluciona
la pertubacidn en cada iteracidn conforme transcurre el tiempo hasta llagar al patrén final. En a) se

utilizé v = 200 y n = 2; para b) v = 1000 y n = 4; en ¢) v = 1200 y n = 5; por dltimo, en d)
v =2000 y n =6.
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Figura 5.6: Simulaciones del modelo de Schnakenberg, con los pardmetros a, b y d fijos, ademds se
muestra la evolucion de la perturbacion en cada iteracion. Se utilizé d = 14, a = 0.2 y b = 0.5. En

a) se utilizé vy =200 yn=4; en b) vy =320 y n = 5.

y jcudles serian las implicaciones en el valor de v para encontar el mismo patrén en
el nuevo dominio?, es decir, si inicialmente tomamos ~ fija, digamos v = 9 y con
este valor, obtenemos patrones en el espacio Q1 = (x;,z,), después trabajamos con
Q9 = (], ), naturalmente esperamos que 7y no necesariamente nos dard patrones
en el nuevo dominio, si vy permitiera la formacion de patrones en €2y, estos no nece-
sariamente seran iguales a los encontrados en €)1. Ahora, si queremos encontarar los
mismos patrones en este nuevo dominio, jqué valor de vy; debemos de escoger?

Siguiendo el mismo razonamiento que en [13] para la ecuacion de Fisher, conside-
remos el siguiente cambio de variable

z = /e, T = ~t, (5.43)

asi, es facil transformar el sistema (5.39) en

d

di; = (a—u+u*)+u = f(u,v) + uss, (5.44)
d

CT: = (b—u*) + dv.. = g(u,v) + dv..

por tanto, si & € [z, x,] y t € [0,T] entonces z € [x;1/7, Zr/7] y T € [0,7T]. Ademas
se satisfacen las condiciones de cero flujo; c(x;\/7,7) = c(x/7,7) = 0.
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Por el modo en que fue tomado el cambio de variable (5.43), se tiene lo siguiente:
resolver el sistema (5.39) para v = 71 en [z, z,] es equivalente a la solucién de (5.44)
en [x;\/71, ry/71]. También para v = 72 en [z}, 2]] es equivalente a la solucién de
(5.44) en [x]\/72,z]./72]. Por lo tanto, la solucién para diferentes valores de vy son

equivalentes si satisfacen lo siguiente

x'z,/lzx $’:1/ﬂx. 5.45
l Y9 l r . r ( )

Con un tiempo de integracién [0,77; /2], donde T corresponde al tiempo de inte-
gracién con 7;. En resumen; el resolver la sistema (5.39) en [z, z,] con 1, es equiv-

alente a resolverlo en [z}, z]] con 72, donde 72, x] y . satisfacen (5.45).

Con este resultado, podemos asegurar que para cada simulacién en [0,1] de la
figura 5.5 existe una simulacién en [0,2], que generd los mismos patrones espacio
temporales. Por ejemplo, para la figura 5.5 b) (v = 1000), aplicamos (5.45) obteniendo
asi v = 250 con z € [0,2]. En la figura 5.7 a) y b) se observa la igualdad de patrones
en el estado final.

0s " 05 . 05 " . . 05 . n .
0 0s 1 0 0.5 1 1} 05 1 15 2 1} 05 1 15 2

Figura 5.7: Simulaciones del modelo de Schnakenberg, con los mismos valores de pardmetros a, b
y d. Se utilizé d = 14, a = 0.2 y b = 0.5. En a) se utiliz6 v = 1000 y n =4 en Q = [0,1]; en b)

v=250 yn=4 en Q =[0,2]. Estas simulaciones generdn el mismo patrén en diferentes espacios.

Ademds de esta interesante conexion entre los valores de ~ y la longitud del
espacio, encontramos otra relaciéon que persiste en cada simulacién. Observamos que
las simulaciones de la figura 5.5 presentan oscilaciones en ambas componentes; u y
v. Estas tienen por lo menos tres cosas en comun: primero, todas aparentan tener el
mismo valor maximo y minimo en el eje de las v y v. Claro, en todas se utiliz6 el
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mismo punto fijo, sin embargo el pardmetro v cambia en cada caso. Segundo, al
observar cada simulacién por separada se tiene que el estado final en la concentracién
de u y v, se presentan el mismo numero de oscilaciones, aunque esten desfasadas.
Tercero, en cada patrén espacio temporal observamos que las concentraciones de u
vy v estan desfasadas, es decir, donde hay mayor concentracion de u hay muy poca
concentracién de v, y viceversa.
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Modelo de Gierer y Meinhardt en una Dimensién

El modelo de Gierer y Meinhardt ya se ha analizado anteriormente en este trabajo,
sin embargo falta simular el sistema de reaccién difusién. El sistema se expresa

2
ur = Ala=but =)+ Viu =y f(uv) + Vi, (5.46)
vy = (U =) +dV = yg(u,v) + dV7v.

Al igual que en el modelo anterior, aplicaremos las condiciones encontradas para lo-
grar la formcién de patrones espacio temporales (condiciones (5.34)).

Usaremos los parametros a y b fijos, a = 0.5 y b = 1.5, con x € [0, 1]. Con estos va-
lores se logra estabilidad sin difusién en el punto fijo (ug,vo) = ((1+a)/b, (1+a)?/b?).
Estos valores se encuentran dentro de la regién que da estabilidad a los puntos de
equilibrio en la figura 4.8. Primeramente utilizaremos cuatro valores de ~; 500, 1000,
1500 y 2000.

Primero, encontraremos el valor critico d., y tomando d > d. se cumpliran las
condiciones (5.34). Usemos la ecuacién (5.31), la cual es

dzqu + (2fugv - 4|A’)dc + 93 =0,

para poder aplicar (5.31) debemos de conocer fy, fu, gu ¥ gv- Con (5.46) se obtienen

2b
fulug,vo) = T+a —b=0.5
b2
S(ug,vg) = — = 1 4
fo(uo,vo) e (5.47)
21 +a
gu(anUO) = (b) =2
gv(uo,v9) = —1.

Con los valores (5.47) sustituimos en (5.31) y obtenemos

0.25d — 7d. 4+ 1 = 0, (5.48)

al resolver (5.48), las raices son d., = 0.144 y d., = 27.856. Tomaremos d > d.,,
d = 30. Con este valor podemos calcular k2. vy k2,... Sustituyendo d = 30 y (5.47)
en (5.32)
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k2. = 0.167y, (5.49)
k%zax = 03’77

con v = 500, tenemos

k2. =83.5 < k%< 150 = k2

min max

con k de la forma nw, se obtiene n = 3 por tanto k£ = 3w. Para v = 1000 se tiene
n = 5; si v = 1500 entonces n = 6 y por ultimo para v = 2000 se encuentra
n = 7. Al igual que en el modelo anterior usaremos la perturbacién de la forma
w(z,t) =), Creos(kz). El espacio de Turing de este modelo se muestra en la figura

5.8 y las simulaciones para cada v en la figura 5.9.

Figura 5.8: Espacio de Turing para el modelo de Gierer y Meinhardt.
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Figura 5.9: Cada figura muestra una simulacién del modelo de Gierer y Meinhardt (5.46), con el
mismo punto fijo para diferentes valores de v y d fija, a = 0.5, b =15 y d = 30. Ademds se muestra
como evoluciona la solucidn hasta el llegar al estado final. En a) se utilizé v = 500 y n = 3; para b)
v=1000 yn=5;enc)y=1500 yn=6; yen d) y=2000 yn =7.

En este caso, 7y tiene el mismo efecto que en el modelo anterior, es decir no afecta
la formacién de patrones, pero si el nimero de oscilaciones. Era de esperarse ya que vy
tiene la misma forma en este sistema (y = kL?/D4). Ademés, el cambio de variable
(5.43) utilizado en el modelo anterior también es aplicable a este modelo, ya que no
afecta la cinética de la reaccion. Por lo tanto, podemos asegurar que una soluciéon en
[0,1] con 71 es equivalente a la solucién en [0, z,] utilizando 2 de tal manera que
satisfaga las ecuaciones (5.45). Por ejemplo, el trabajar en ©; = [0, 1] es equivalente a
trabajar en Qy = [0,1/7.5]. Consideramos c) de la figura 5.9 que se lleva acabo en un
dominio [0, 1], es facil encontrar vo que corresponde a {2y y reproduce exactamente
los mismos patrones. Utilizado (5.45) se obtiene 75 = 200. La figura 5.10 muestra esta
igualdad de patrones espacio temporales.
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Figura 5.10: Simulaciones del modelo de Gierer y Meinhardt en Q1 = [0,1] y Q2 = [0,1/7.5]. Con
lo parametros a = 0.5, b = 1.5 y d = 30. La unica diferencia es y1 = 1000 en Q1 y v2 = 200 en s.

Sin embargo el patrén espacio temporal es idéntico.

En las simulaciones mostradas en la figura 5.9 observamos cosas muy parecidas a
las del modelo de Schnakenberg. Aparentemente en todas las simulaciones las concen-
traciones de u y v alcanzan el mismo valor maximo y minimo. Nuevamente observamos
el mismo nimero de oscilaciones en v y v en cada simulacién, sin embargo estas no
estdn desfasadas como en el modelo anterior. Al contrario, el los puntos donde w al-
canza su mayor concentracion, la concentracion de v también lo hace. De igual forma
para la menor concentracién.

5.4.2. Simulaciones en dos Dimensiones

En dos dimensiones, las simulaciones se vuelven mas realistas ya que se forman
patrones que facilmente podemos vincular con patrones que se encuentran en la na-
turaleza. En este caso, serd mas claro el efecto de gamma y de difusién en el estado
final. Nuevamente trabajaremos con los dos modelos expuestos anteriormente.

Modelo de Schnakenberg en dos Dimensiones

Para encontrar patrones espacio temporales en dos dimensiones se ocupan las mis-
mas restricciones que en una dimension, sélo que no buscamos una valor n tal que
k% = n?r? sino n y m tal que k% = 72(n? + m?) = k? + k% con n,m € Z, segtin la

ecuacién (5.38).
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Utilizaremos los mismos valores a, b y d usados en la simulacion en una dimensién,
de tal manera que los cédlculos efectuados sean de utilidad. Entonces, resta buscar los
valores n y m que permitan la formacién de patrones. Anteriormente calculamos k2,;
y k2, (ecuacién (5.42))

max

k2., = 0.136y
k2. = 02587
en este caso, tenemos k2. < k* < k2 . donde k? = 7?(n? + m?) con n,m € Z. Para
v =200
k2 . k2
~min = 2.756 < n® +m® < 5.228 = ~14L (5.50)
T s

los valores que satisfacen (5.50) son

(n7 m) = {(_27 0)7 (07 _2)7 (27 0)7 (07 2)7 (_17 _2)7 (_17 2)7 (17 _2)7 (1) 2)7 (_27 _1)7
(_27 1)7 (27 _1)7 (27 1)}

usaremos n = 1 y m = 2, entonces k? = 72 y k2 = 4r%. Para valores de 7 dis-
tintos, v = 1000, 1200 y 2000 se obtienen diferentes valores de n y m, utilizaremos
(n,m) = (3,3), (n,m) = (3,4) y (n,m) = (4,5) respectivamente. En la figura 5.12
se muestra el resultado de la simulacién para cada caso. A diferencia de los casos
en una dimension, aqui solo mostramos el estado final en el espacio, ilustrando la
concentracién de cada quimico con diferentes tonos de color, el dzul indica concen-
tracion casi nula mientras que el rojo méxima concentracién. La figura 5.11 tiene otra
perspectiva del estado final.

Ahora, si en la condicién inicial, tomamos la perturbacién de tal que sdlo se
perturbe en una direccién, es decir, k? sélo depende de n o m, siempre que k? satisfaga
2 2 2 ;
krin < k* < ki,q2, entonces obtendremos otro tipo de patrones. Para que esto suceda
es nesesario que n = 0 o m = 0. Supongamos m =0y v = 1200

k2 ) 2
= m;n < TL2 < m;m
T s

este valor ya fue calculado para el modelo en una dimension, el resultado es n = 5. Si
consideramos v = 2000, se obtiene n = 6. Como estamos considerando m = (0 entonces
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Figura 5.11: Las figuras a) y b) ilustran el mismo estado final, de simular el modelo de Schnakenberg
con difusion. La figura a) corresponde a la figura 5.12 b). En figura a) solo se muestra el palno xy.

Por otro lado, la figura b) considerd el eje correspondiente a la concentracion de morfégenos u y v.

k3 de la ecuacion (5.38) es cero, lo cual implica que la perturbacién es de la forma
Crcos(kiz/p). Por otro lado, si consideramos n = 0 con los mismos datos, entonces
tendremos una perturbacién de la forma Cy,cos(koy/p). Asi, obtendremos una per-
turbacién en una dimensién. Las simulaciones para estos datos estan en la figura 5.13.

En dos dimensiones, es totalmente valido el cambio de variable aplicado en una
dimension para obtener los mismos patrones espacio temporales, en espacios con
mayor longitud. Asi, también podemos aplicar el cambio de variable (5.45)

r . Im r /TN
Ty =4/ —X Ty = 4 —Tr.
V2 V2

Sélo que en este caso las componentes z}, ., ; ¥ &, son vectores en R2. También es
necesario considerar el reescalmiento del tiempo de integracién ; [0,Ty;/72] si [0, T
es el tiempo original. De esta manera se pueden obtener los mismos resultados en
espacios distintos, simpre que el espacio se conserve cuadrado.

Al igual que en una dimensién, podemos observas que en todas las simulaciones
se cumple que las concentraciones de u y v estan desfasadas. En este caso no es tan
aparente la igualdad en las concentraciones maximas y minimas de cada simulacion,
sin embargo son muy parecidas.
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Figura 5.12: Cada figura muestra una simulacion del modelo con difusion de Schnakenberg (5.39)
en dos dimensiones, con los valores a = 0.2, b = 0.5 y d = 14 para diferentes valores de v. En a) se
utilizd y =200, n =1 ym =2; para b) y=1000, n =3 ym=3; enc) y=1200, n =4 y m = 3;
yend)y=2000,n=4ym=>5.
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Figura 5.13: Simulaciones en dos dimensiones del modelo con difusién de Schnakenberg con per-
turbacion en una dimensidn. En a) y b) se tomd m =0, n =5, n =6 y v igual a 1200 y 2000,
respectivamente. En ¢) y d) se utilizé n = 0, m = 5, m = 6 y los mismos valores para . El considerar
m =0 en a) y b), implica que la perturbacidn sélo se efectia en una direccién, . Para n = 0, la

perturbacion es la direccion y.
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Modelo de Gierer y Meinhardt en dos Dimensiones

Nuevamente, usaremos los parametros utilizados en una dimensiéon para el modelo
de Gierer y Meinhardt, en la secciéon 5.4.1. Es decir a = 0.5, b = 1.5 y d = 30, con
(x,y) € [0,1] x [0,1]. Solo resta definir los valores de =y y encontrar ki y ks.

Para los pardmetros a, b y d seleccionados, tenemos los valores de k2. v k2., en
funcién de  (por ecuacion (5.49))

k2. = 0.167y,
k2. = 0.37.

Para ~ = 1000 se obtienen mas de veinte parejas (n,m) € Z x 7Z, tales que satisfacen

k2, k2
—min = 16.921 < n® +m® < 30.396 = ~4L
™ ™

utilizaremos n = 5 y m = 0. De esta manera, podemos encontar valores de n y m
para v arbitrario.

Asi, para v = 500 utilizamos n = 2y m = 3; con v = 1500, n = 6 y m = 2;
por ultimo para v = 4000 y v = 6000, usaremos n = 9y m =4, n =9y m = §,
respectivamente. Las simulaciones para estos casos se muestran en la figura 5.14.

Es importante mencionar que el modelo de Gierer y Meinhardt también produce
los patrones unidimensionales en dos dimensiones, tomando k1 = 0 o ko = 0, es de-
cir, cuando n = 0 o m = 0. Como se ilustra un caso en la figura 5.14 a). Adems4s,
también podemos aplicar el cambio de variable (5.45), para obtener patrones espacio
temporales cualitativamente iguales, pero en espacios diferentes. Considerando cierto
reescalamiento del tiempo.

En una dimensién con este modelo y en comparacion con las conclusiones obtenidas
con el modelo de Schnakenberg, encontramos un hecho distinto; las concentraciones
de sustancia u y v alcanzan sus valores maximos y minimos en los mismos puntos. El
caso bidimensional no es la excepcion.

5.5. Conclusiones

En esta tesis se estudié el Mecanismo de Turing o Inestabilidad de Turing y se aplicé a
dos sistemas de reaccion-difusiéon. Primeramente se buscaron condiciones para la es-
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Figura 5.14: Simulaciones en dos dimensiones del modelo con difusion de Gierer y Meinhardt. En
a) se utilizé v = 1000, con n = 5 y m = 0; Para b) usamos v = 500, n = 2 y m = 3; En ¢)

simulamos con v = 4000, conn =9 y m = 4; por dltimo, en d) utilizamos v = 6000, m =9 y m = 8.
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tabilidad en el punto fijo en cada sistema sin difusién; después se anadié difusion y
se encontraron condiciones para los cuales el proceso de difusién, que se considera un
proceso estabilizante, desestabiliza el sistema generando patrones espacio temporales
en respuesta a una pequena perturbacién espacial en el punto fijo. Encontradas las
condiciones para cada modelo, se hicieron varias simulaciones en una y dos dimen-
siones, tratando de cubrir todos los casos posibles en los patrones espacio temporales.
Para cada modelo estudiado, encontramos el espacio de Turing asociado, que consta
del conjunto de puntos (a, b, d) que satisfacen estabilidad en el punto fijo e inestabi-
lidad en el sistemas de reaccién-difusién. Los espacios encontrados son las figs. 5.4
y 5.8 para el modelo de Schnakenberg y Gierer y Meinhardt , respectivamente. Esto
facilité la eleccion de los valores en los pardmetros para las simulaciones.

En ambos modelos observamos patrones espacio temporales en una y dos dimen-
siones: En una dimensién observamos oscilaciones en el estado final de la concentracion
de cada morfégeno. También encontramos gran parecido en las concentraciones maxi-
mas y minimas que alcanzaban los quimicos, esto para cada modelo por separado.
Por dltimo, observamos que en cada simulaciéon del modelo de Schnakenberg las con-
centraciones de u y v se encuentran desfasadas. Por otro lado, en el modelo de Gierer
y Meinhardt no sucede esto, si no que las concentraciones de las sustancias alcanzan
su maximo y minimo valor en los mismos puntos. En dos dimensiones observamos
dos tipos de patrones: manchas circulares y franjas transversales/horizontales. Esto
se debe al tipo de perturbacién utilizada w(z,t) = Y, Crcos(kx)e. Por tanto, las
conclusiones en dos dimensiones son similares a las de una dimensiéon. Ademads se
estudié el papel de v en el sistema de reaccién-difusién, utilizdndolo como variable de
reescalamiento en el sistema y las implicaciones que conlleva el aumento o disminu-
cién del valor de 7.

Para las simulaciones realizadas en este trabajo en una dimensién, se utilizé un
programa en fortran con diferencias finitas para discretizar el espacio y runge kutta
de segundo orden para discretizar el tiempo. Para las simulaciones en dos dimensiones
se utilizdé un programa en Matlab de acceso libre en la red, llamado reacdiff.m con
autor Thomas Schmelzer. En las simulaciones no se consideraron geometrias realistas,
s6lo simulamos en un espacio de forma cuadrada. Sin embargo es posible extenderse
a espacios mas complejos por medio de otros métodos, por ejemplo el método campo
de fase [18] o la adaptacién de diferencias finitas como se muestra en [19]. Pero ese
trabajo se deja para mas adelante.

El mecanismo presentado en esta tesis es un mecanismo meramente teérico que
nos permite entender el por que de los patrones encontrados en la naturaleza. En
general no es posible asegurar si las manchas en algunos animales se lleve a cabo por
medio de este mecanismo, pues los seres vivos tienen una estructura genética muy
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complicada. Sin embargo podemos comparar nuestros resultados con los patrones en-
contrados en ciertos animales.
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Figura 5.15: En a) se ilustra la imagen del extinto tigre de tazmania, en c) la imagen de una rana
del genero dendrobates. En b) y d) se muestran aplicaciones del Mecanismo de Turing a un sistema

de reaccion difusion.

También existen investigaciones avanzadas que modelan los patrones en 6rganos,
tales como la piel, considerando el crecimiento del érgano, esto lo hacen en [20]. En
esta tesis no se considero el crecimiento del dominio, y se espera como un trabajo a
futuro.
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