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Introduccion

Las superficies de Riemann se estudian en distintas areas de las mate-
maticas. De ellas se obtienen resultados en los que se miran con distintas
estructuras matematicas: como espacios topoldgicos, son variedades diferen-
ciables, tienen espacios de funciones meromorfas, arménicas y diferencia-
bles. Ademads de que en ellas se describen de manera nitida propiedades
topologico-algebraicas como el grupo fundamental y varios tipos de ho-
mologia y cohomologia. En este trabajo nos interesaremos en una superficie
de Riemann, conocida como esfera de Riemann y denotada por C.

En este trabajo de tesis tratamos de describir el comportamiento de
las 1-formas meromorfas no exactas (aquellas que no son diferenciales de
funciones racionales) con polos y ceros simples, mediante la construccién
de otros objetos matematicos que estdn candénicamente asociados. De esta
manera, para cada 1-forma meromorfa w con polos y ceros simples se asigna
una funcién localmente holomorfa representada por la integral compleja, una
figura geométreica que conserva isometrias entre abiertos en C y en @, y una
grafica invariante que encierra su informacion.

La integracién de 1-formas meromorfas en la esfera de Riemann y en
superficies Riemann compactas, tiene sus raices desde los primeros dias del
calculo. Senalamos a continuacién algunos puntos en su desarrollo.

e Al buscar la longitud de la elipse y la lemniscata, uno de los Bernoulli y
el Conde Fagnano llegaron a integrales de la forma

/ dx

V1—at

Euler considerd el problema en mayor generalidad para denominadores en
el integrando:

/ dx
V1+ ma2 +nzt
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e Abel y Jacobi crearon técnicas nuevas que permiten tratar la ambigiiedad
en el signo de la raiz e introducen lo que hoy llamamos superficies de Rie-
mann. Entre sus contribuciones ellos mostraron que

/ NEE —df)(:c -

para 7 # 0, 1 puede re-interpretarse como la integral de la 1-forma holomorfa

d¢ sobre un toro, es decir
C
ds: ———
/ * Lo oAL

donde el dominio es un toro y la imdgen bajo la integral (introduciendo dos
cortes, como los que hacemos en este trabajo, {21, ¥} en el toro origen) es
exactamente un rectangulo de lados 1 y o con I'm(o) > 0, a partir del cual
se recupera el toro original (Ver [3], pags. 656-657).

e Teichmuller y Schiffer (entre otros) alrededor de los anos 30’s estudiaron
las diferenciales cuadraticas, ellas son integrales de la forma

/\/@dz

para ¢ funcién meromorfa (Ver [14], pags. VII,17,20). Ellos introdujeron la
idea de la métrica plana. La motivacién de dichas integrales proviene de
problemas de variacionales de andlisis complejo.

La descripcion de las métricas planas que aparecen en la integraciéon
de 1-formas meromorfas multivaluadas, como es el caso de la raiz, se de-
sarrollé a partir de Teichmuller. Pero ya era implicita en muchos trabajos
previos, citemos algunos ejemplos.

e Riemann distinguié el comportamiento de las 1-formas en que tienen
polos, residuos cero y no cero y las llamo de la 1?, 2% y 32 especie respecti-
vamente (Ver [11], pags. 96-97 y [3], pags. 628-629).

e Klein describié cualitativamente el comportamiento de trayectorias de
campos vectoriales que provienen de la integracién de 1-formas (Ver [7]).

e Ahlfors describi6 las trayectorias de diferenciales cuadraticas (y por ello,
de campos vectoriales meromorfos) cerca de sus singularidades (Ver [1], pag.
111).

e Strebel resumié toda la teoria conocida para métricas y geodésicas de



111

diferenciales cuadraticas en [14].

Las correspondencias

campos vectoriales

1-formas meromorfas «—
meromorfos

NN /!
diferenciales cuadraticas meromorfas

exhiben la coherencia a las ideas anteriores. Ello muestra que los tres tipos
de objetos son caras de una misma cosa. Dicha correspondencia es implicita
en muchos de los trabajos mencionados. J. Mucino la enuncia explicitamente
en [9]. En este trabajo nosotros usamos la correspondencia en la linea supe-
rior.

Es curioso notar que la técnica de expresar las integrales de las 1-formas
meromorfas mediante sus campos vectoriales y métricas asociadas, no ha
sido completamente desarrollada sobre la esfera de Riemann. Si bien en el
caso de superficies de género g > 1 la integracion de 1-formas holomorfas
si lo ha sido. Pero recordemos que la esfera de Riemann no posee 1-formas
holomorfas (pues la diferencia de polos menos ceros es dos en esta superficie).

E. Frias, J. Mucino y L. Hernandez estan trabajando en el problema so-
bre la esfera (Ver [4]). Nuestra contribucién es la introduccién de una grafica
con pesos para describir los objetos.

En el capitulo 1 se describira la construccion de la esfera de Riemann
bajo la definiciéon de superficie de Riemann. Ademds, se describird sobre C
sus funciones meromorfas, 1-formas meromorfas y campos vectoriales mero-
morfos y se probard que cada objeto es holomorfo y racional. También se
probard que existe una relacién entre 1-formas y campo vectoriales y en-
tre 1-formas y funciones meromorfas; esta ultima estd condicionada para
1-formas exactas.

En el capitulo 2 se describird un dominio para la funcién ¥ = [w con w
1-forma meromorfa con polos y ceros simples, tal que exista una correspon-
dencia entre la familia de 1-formas meromorfas de polos y ceros simples y
la familia de funciones definidas como V. Este es el resultado principal del
trabajo. Ademads, se hard la construccién de la representacion de la imégen
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de w bajo ¥, que llamamos por simplicidad tofico y de la grafica con pesos
asociada a w. De esta manera tenemos una relacion entre el area del andlisis
complejo y el drea de la combinatoria.

En el capitulo 3 se mostrardn ejemplos de lo descrito en el capitulo
anterior; es decir, a partir de una 1-forma w dada

= graficaremos su campo vectorial en C,
= construiremos su tofico y
= construiremos su grafica asociada.

El objetivo primordial de este capitulo es mostrar de manera visual que
el diagrama

w 1-forma meromorfa . grafica (érbol finito)
con polos y ceros simples con pesos complejos
N /
tofico

efectivamente funciona para 1-formas meromorfas de polos y ceros simples.

Se anexan dos apéndices: el apéndice A muestra un camino para de-
mostrar que el plano complejo extendido C U {oc} es un espacio topoldgico.
Este hecho es béasico para probar que la esfera de Riemann C=CuU {0} es
una superficie de Riemann.

El apéndice B muestra un algoritmo, de uso en el programa Mathema-
tica 7, para construir un controlador que manipula rotaciones aplicadas al
campo vectorial meromorfo X. Esta fue una herramienta importante para
determinar asociaciones entre polos y ceros de w en nuestro trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

~

1.1. C es una superficie de Riemann

Consideremos C = C U {o0} un espacio topolégico Hausdorff, compacto y
conexo (ver Apéndice A) con la topologia cuyos abiertos estédn formados por
tres tipos de abiertos:

= Bolas abiertas con centro en zy, B(zp, 7).

» Bolas abiertas con centro en co, B(oo, %) := B(0, r)c, donde el comple-

mento se considera en C.
= Abiertos que son uniones arbitrarias de los anteriores, |J,c; B(Pa,7a)-
Dada una funcién g : U C C—Vc @,
se puede decidir si g es holomorfa sobre C?
Para dar respuesta a la cuestién, haremos las siguientes construcciones:
Consideremos las funciones
e1: N d;f@—{oo} — C,
p1(z) = =z
o mE T g0 —

1 .
= 81 z#
802(2)2 {6 si z=o00

1
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1

en particular tenemos S =w.

Lema 1.1.1. ;1 y ¢2 son homeomorfismos (sobre su imagen).

Demostracion. Verifiquemos que se cumplen las condiciones de homeomor-
fismo.

Para ¢; la prueba es automatica, debido a que es la funcién identidad
en el dominio C — {oco} = C,. Asi, sélo debemos verificar las condiciones de
homeomorfismo para s.

= (7 es biyectiva. En efecto, podemos definir o5 L. ¢y — Q9 como:

1

1 _ o Ppara w#0
Py (w) = {oo para w =0

" P2y Py ! son continuas. Por la biyectividad de s, y tomando una base
de abiertos para la topologia de C,, formados por bolas, bastard veri-
ficar que g5 ! manda circulos de C,, en circulos de Q.

Consideremos un circulo en C,,
w(t) = rcos(t) + a+ir sen(t) + i3, para toda t € [0, 27).

Aplicandole ¢y ! tenemos que

rcos(t)+a r sen(t)+0

—1 _ )
¢2 (w<t)) - r2+27~a Cos(t)+27‘ﬂ sen(t)+a2+62 -

es un circulo con centro en (a)/(a? + 32) +i(—B)/(a® + 3?) y
radio 1/r en g, ello se verifica por un célculo directo. |

r24-2ra cos(t)+2r8 sen(t)+a2+32

Llamamos cartas de C a ©1 ¥ 2. Consideremos los cambios de coordenadas
inducido por las cartas:

paop7 : C.—{0} — Cy,—{0}
proprt(z) = 1

90108051: Cv—{0} — C,—-{0}

prop; (w)= L.

Notemos que



1.1. C ES UNA SUPERFICIE DE RIEMANN 3
= P20 901_1 y @10 g02_1 son funciones holomorfas, ya que ¢ — 1/( es
holomorfa para toda ¢ € C — {0}.

g0 cpl_l es inversa de @1 0 gy ! pues componiendo dichas funciones
obtenemos la funcién identidad.

= 90 <p1_1 Y $10 @y ! preservan orientacién; hecho que se sigue de que

23_42%2 341<§ 2 2 2
b(4)]- A (G252, >0
¢ 2¢162 ¢G—¢} (Cl2 + C22)2 <C12 + C22)2

T(G+@)? (GH3)?
con ¢ € {z,w} y donde D es la derivada de la composicién.

Con esto se concluye que los espacios C, — {0} y C,, — {0} son “indis-
tinguibles” como subconjuntos de C; no podemos decir que uno de ellos es
el preferido. Es decir, no importa si tomamos elementos de C, o de C,, para
operar, en el sentido que describiremos.

Responderemos a la cuestion inicial como sigue:

Lema 1.1.2. Consideremos g : U C C—VcCuna funcidén, entonces
go <p1_1 es holomorfa en ¢1(z) € <p1_1(U) NC, siy solo si
go g02_1 es holomorfa en po(z) € gpz_l(U) N Cy.

Demostracion. Primero, observemos que

gopy' =gopilopiopyt =(gopr") o (propyl).

Ya se mostré que @1 0 @y ! es holomorfa y como por hipétesis g o cpl_l es
holomorfa, entonces necesariamente g o 5 1o es.
Inversamente, tenemos

gopi' =gopylopropit =(g0p3") o (paoprh).

Ya se mostré que o 0 gpfl es holomorfa, y como por hipédtesis g o ¢, Les
holomorfa, entonces necesariamente go<p1_1 lo es. |
Con este hecho, podemos afirmar que la terna (@, (1, 01), (2,2)) es una
superficie de Riemann, a la cual llamaremos esfera de Riemann y denotare-
mos como

c% (6 (Q1,¢1), (92&2)) :
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1.2. Caracterizacion de las funciones meromorfas
en C

Describimos en la seccién anterior que condiciones deben cumplir las fun-
ciones complejo-valuadas para ser holomorfas en la esfera, pero jqué pode-
mos decir acerca de las funciones racionales en C?, jseran holomorfas? Es
decir,

funciones holomor fas 5 funciones racionales
g:C—C PCHC '
Para resolver esta cuestién, necesitaremos asentar ciertos hechos:

Como consecuencia del lema 1.1.2, podemos escribir la siguiente defini-
cién:
Definicién 1.2.1. Consideremos f : C — C funcién. Diremos que f es
funciéon holomorfa en C si para toda z € C podemos elegir a y 3 tales que
pao fops'(2)

es funcién holomorfa en el sentido usual.

Asi, el siguiente diagrama conmuta:

¢ L ¢
e l l Pa
c % ¢

Lema 1.2.2. Todo polinomio P : C — C es funcién holomorfa.

Demostracion. Consideremos P(z) := (z—A1)™ -+ - (z—A;)™" un polinomio,
conmg > 1y mi+...+m, =: grad(P). Usando la carta ¢1, P en el dominio
C es funcion holomorfa trivialmente. Como P manda co a oo, basta verificar

que
1

P(3)

@20Po¢51:wr—>

es holomorfa en w = 0.
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Expresemos el denominador de

1 1

PO G G A

,wgrad(P)
(1 —wAp)™ (1= wA,)™r
wgrad(P)

= 1
)\71”"&1/\7721 <>\71 _w)m1...(%_w)mr’
él no se anula en w = 0, por lo que w20 P o (p2_1 estd definida en w = 0.
Calculando la derivada obtenemos

d 1 A A (5 — )™ (5 —w)™) ('™ — wiC(w)

dw P(%) N (= w (= wp

donde ((w) = d/dw(A\[" - - X" (1 /A —w)™ -+ (1/Ap—w)™) y | = grad(P).
Asi, la derivada existe y es finita en w = 0. |

Lema 1.2.3. Toda funcién racional P/Q : C — C es funcién holomorfa
(bajo la definicién 1.2.1).

Demostracion. Consideremos P(z) definido anteriormente y Q(z) = (z —
B1)™ -+ (2 — Bs)™ polinomios, conn > 1y ny+...+ns =: grad(Q). Py Q
son funciones holomorfas en C y {B1,...,8s} es el conjunto de los ceros de Q.
Considerando la carta ¢1, P/Q en el dominio C—{f4,..., 3} es holomorfa

trivialmente. Asi, sélo verificaremos que para el conjunto {f,...,[s,0} €
C, P/Q es holomorfa.

Considerando la carta @3 en el dominio de P/Q) tenemos

Py~ PG G =)™ (=A™
(Q P2 )( )_Q(%>_ (%—ﬁl)nl"'(%—ﬁs)”s

B wgmd(Q)(l . w>\1)m1 .. (1 _ w)\r)mr
o wgrad(P)(l _ 'wﬂl)nl .. (1 _ wgs)ns

wgmd(Q)xlnl CAme(

L - w)m e (h —w)™

wgrad(P)ﬁ,’fl e ﬁgs(ﬂill — w)nl e (i — w)ns
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A A )™ (G — )

(wgrad(Q)—grad(P) )

?1... ?S(E_w)nl(é_w)na
Para w € {1/p1,...,1/8s}, consideraremos la carta o9 para el contrado-
minio de P/(@, entonces
A Qy)
P20 =50 =

B ) — )™

=— = (wIrad(P)=grad(@)y
)\11...)\TT(T1_w)m1...(>%_w)me

ella esta definida para cada w € {1/81,...,1/8s}. Ademds con calculos di-
rectos se ve que d/dw(pe o P/Q o ;') existe y es finita para cada w €

{1/B1,...,1/Bs}.
Para w = 0 existen dos casos:

Caso 1. Definamos ¢ := (grad(Q) — grad(P)). Si 6 > 0, consideraremos
la carta ¢ para el contradominio de P/Q, y asi

P P(

(proge vy ) (w) = (w’)

L) AP Gh —w)m (h — )
Q) T AT ARG —w) - (L —w

esta definida para w = 0; la derivada existe y es finita.

Caso 2. Si 0 < 0, consideraremos la carta o para el contradominio de
P/Q, y tenemos que

P o = Q) G G
2050 w) = = 3m m w
(SO Q ') )( ) P(%) )\1 1 )\ ,n( 11 _ w)ml ( lr w)me( )
esta definida para w = 0; la derivada existe y es finita. |

De esta manera, tenemos la contencién

funciones holomor fas 5 funcwnes racionales
g:C—C 5 :C—C '

Pero, jsera vialida la otra contencion?
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Para conocer la respuesta, introduciremos ciertos hechos:

Definiciéon 1.2.4. Consideremos f : C — C funcién. Diremos que f es
funcién meromorfa en C si para cada carta ¢, con a € {1,2}, se tiene que

w10 fopy!

es meromorfa en el sentido usual.

Diremos que f funcién meromorfa en C tiene un polo p de orden k si
(z — p)¥ f(2) es holomorfa en una vecindad abierta alrededor de p.

Lema 1.2.5. Si f: C — C es funcién meromorfa, entonces f es racional
en C.

Demostracion. Supongamos que f es funcion meromorfa. Como C es com-
pacta, entonces tiene un nimero finito de polos. Consideremos {1, ..., As}
el conjunto de polos de f con multiplicidades mq,...,ms, y m; > 1,y
{B1,..., 5} el conjunto de ceos de f con multiplicidades ny,...,n,,yn; > 1.
Construimos una nueva funciéon

la cual es holomorfa en todo z € C, donde P(z)=(z—=X)™ - (2= Xg)™

vQ(z)=(z—B1)" (2 — B,)".

Como f(z) # 0oy f(z) # 0 para toda z € @, entonces por el teorema de
la funcion abierta para funciones holomorfas, f debe ser constante. Esto es

es decir, f es racional. |
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Observacién 1.2.6. Si f : C —Ces funcién holomorfa (bajo la definicién
1.2.1), entonces es funcién meromorfa en C (bajo la definicién 1.2.4).

Para exhibirlo, supongamos que f es holomorfa. Si la imagen de todo
zeC bajo f no es infinito, entonces f : C—C bajo ¢1 y 2 es holomorfa
(y meromorfa) de la manera usual.

Si f(z) = oo para z € {z1,...,2,} puntos aislados, entonces consideran-
do los conjuntos

H:={z,...,2,,00}

y ~ o~

H=C-H
tenemos que

p10 flzoer
y

proflmopy

son holomorfas (y meromorfas) de la manera usual. Asi, f es funcién mero-
morfa en C.

Estos resultados se resumen en el siguiente:

Teorema 1.2.7. Consideremos f : C — C una funcién. Las siguientes
propiedades son equivalentes:
1) f es holomorfa en C.
2) f es meromorfa en C.
3) f es racional en C.

Demostracion. Por la observacion 1.2.6, (1) = (2), por el lema 1.2.5, (2) =
(3) y por el lema 1.2.3, (3) = (1). [

Denotemos como z(f) y p(f) al nimero de ceros y polos contando mul-
tiplicidades de f, respectivamente.

Lema 1.2.8. Si f: C — C es una funcién meromorfa, entonces
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Demostracion. Consideremos

funcién meromorfa sobre C v que el grado del polinomio del numerador es
R > 0y del denominador es S > 0.

Deseamos conocer qué tipo de singularidad aislada es oo para f; para
ello, consideremos a w = 0 para f bajo v, obteniendo

TN STUC SV SR
w) T (W)~ )~ WL (1w,

S AP I () )
WP BT B T, (1/B;) — w)™

Tenemos tres casos:

» Caso 1. S1S — R =0, entonces f evaluada en w = 0 (z = 00) es finito
y

s Caso 2. Si S — R <0, entonces f evaluada en w =0 (z = 00) es polo
de érden S — R, pues w9 f(1/w) es holomorfa en w = 0; y

z(f)=p(f)=(R) - (S+(R-95)=R-S5-R+5=0.

= Caso 3. 51S — R > 0, entonces f evaluada en w = 0 (2 = 00) es cero
de érden S — R, pues w9 f(1/w) es finito en w = 0; y

z(f)—p(f)=(R+(S—R))—(S)=R+S—R—-S=0.

Esto prueba que siempre hay el mismo niimero de polos que ceros contando
multiplicidades en una funcién meromorfa sobre la esfera C. |
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1.3. 1-formas meromorfas y campos vectoriales mero-
morfos en C

Sobre C existen otros objetos importantes y naturales; los que estudiaremos
seran las 1-formas diferenciales meromorfas y los campos vectoriales mero-
morfos.

Consideremos la transformacion de Moebius

L:@—>@
az+b

L(z) =

(2) cz+d

donde a,b,c,d € C y ad — bc # 0. Las expresiones de L bajo las cartas
@1y Y2 S0n

(Lowr)(z) = gt (2) = L) = 5
' 1 b
(Lo )w) = Do () = 1 () = 5o,

respectivamente. Calculando la derivada a ambas funciones, obtenemos

(Lowi)E) = (LR = g = (2
y !/
(o) = () = T = tafw)
Notemos que
h2<w) = —%hl (i}) N (1 1)

en efecto pues

_$h1 (i) - (‘J?) (c(la/dw_) Efd)? - _(gili(); = halw).

Dado que z = 1/w y dz = —(1/w?)dw, de (1.1) se concluye que

hi(z)dz = he(w)dw. (1.2)
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En general, (1.2) se cumple para cualesquiera hy := f o<p1_1, ho == fopy 1
funciones meromorfas que cumplan (1.1).

Definicién 1.3.1. Consideremos h; = f o gol_l :C, — C yhy = fo
R G C funciones meromorfas. Llamaremos I-forma (diferencial)
meromorfa sobre C a una pareja w = {w; = hy(2)dz,ws = ho(w)dw} tal que
se cumple (1.2). R

Diremos que w = hy(2)dz es 1-forma racional sobre C si

donde P,Q : C, — C son polinomios.

En el caso anterior, la derivada de L bajo las cartas ¢; y 2 estd bien
definida como 1-forma diferencial meromorfa en C.

Observemos que (1.1) garantiza que al conocer la expresiéon de w en una
carta, inmediatamente se conozca la expresion en la otra carta.

Lema 1.3.2.S5iw = hi(z)dz es una 1-forma meromorfa, entonces es racional
sobre C.

Demostracion. Consideremos w = hi(z)dz 1-forma meromorfa. No podemos
afirmar que es consecuencia del Teorema 1.2.7, pues el hecho de que h; sea
una funcién meromorfa en C no implica que sea meromorfa en C.

Lo que debemos verificar es que h; sea meromorfa en (E, y para ello solo
falta describir cudl es el comportamiento cerca de co para hi. Del hecho de
que z — (1/z) = w, lo anterior es equivalente a decribir el comportamiento
cerca de w = 0 para hs.

De la igualdad (1.1), despejamos hj, obteniendo

hy <:U> = —w?ho(w).

Para ho,w = 0 es polo, cero o finito y para —w* es cero de 6rden 2 bajo
w, de donde se concluye que w = 0 (z = 00) es polo, cero o finito para h;.

2
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De esta manera, hi(z) es meromorfa (y racional) en C. Un célculo similar
prueba que ho(w) es meromorfa (y racional) en C. [ |

Cuando tratamos con funciones meromorfas sobre @, el numero de ceros
es igual al nimero de polos. En el caso de 1-formas meromorfas sobre C,
un nuevo comportamiento hace que el nimero de polos sea mayor que el
ntumero de ceros.

Denotemos como z(w) y p(w) al niimero de ceros y polos contando mul-
tiplicidades de w, respectivamente.

Lema 1.3.3. Si w = hj(z)dz es una 1-forma meromorfa sobre C, entonces
z(w) - pw) = -2

Demostracion. Consideremos

Hizl (2 — )™ d

w = hl(Z)dZ = szl (Z _ ﬂj)mj

z

1-forma meromorfa sobre C tal que el grado del polinomio del numerador es
R > 0y del denominador es S > 0.

Deseamos conocer qué tipo de singularidad aislada es co para hp; con-
sideremos a w = 0 para hs. De la igualdad (1.1) tenemos que

_ L (1Y 1 I () = )
ha(w) = w2 ha (w> w2 H;:1 (L/w) — 3;)™

_ 1wt I (A —whi)™
= 'UJ2 wR Hj:1 (1 _ U),Bj>m7
_ Lt A T (/) —w)
w2 wk g - g H;j:l ((1/8;) — w)™s
— WSR2 [Tiei (/X)) — w)™
[T— ((1/8;) — w)™s

donde C' = —(AT* -~ A7) /(67" - - B ). Tenemos tres casos:
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» Caso 1. 81 S — R = 2, entonces w evaluada en w = 0 (z = 00) es finito
y

» Caso 2. Si S — R < 2, entonces w evaluada en w = 0 (z = 00) es polo
de érden S — R — 2, pues w5+2hy(w) es holomorfa en w = 0; y

z(w) -pw)=(R)— (S+(R-S+2)=R-S-R+S-2=-2.
» Caso 3. 51 S — R > 2, entonces w evaluada en w = 0 (z = 00) es cero

de 6rden S — R — 2, pues w2y (w) es finito en w = 0; y

z(w) - pw) = (R+(S—R-2)—(S)=R+S—R-2-5=-2.

Esto prueba que siempre hay dos polos mds que ceros contando multiplici-
dades en una 1-forma meromorfa sobre C. |

Definiciéon 1.3.4. Consideremos f; = f o gpl_l :C, — C y fao=fo 902_1 :
Cw — C funciones meromorfas. Llamaremos campo vectorial meromorfo
sobre C a la pareja X = {X1 = f1(2)(90/0z), X2 = fo(w)(9/0w)} tal que se

cumple

hlw) = —wh (). (13)

Diremos que X = f1(2)(0/0%) es campo vectorial racional sobre C si

donde P,Q : C, — C son polinomios.

Dado que z = 1/w y 9z/0w = —(1/w?), de (1.3) se concluye que
0
ow’
Observemos que (1.3) garantiza que al conocer la expresién de X en una
carta, inmediatamente se conozca la expresién en la otra carta.

9
0z

1
w

f1(2) 5= == fa(w) (1.4)

Lema 1.3.5. Si X = f(2)(9/0z) es un campo vectorial meromorfo, en-
tonces es racional sobre C.
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Demostracion. Haciendo inferencias y calculos similares que en el Lema 1.3.2,

se concluye que si X es un campo vectorial meromorfo, debe ser racional.
[ |

Aligual que en el caso de 1-formas meromorfas sobre C, existe una diferencia
en el numero de polos y el nimero de ceros de un campo vectorial mero-
morfo; pero en este caso, el numero de ceros es mayor que el niimero de polos.

Lema 1.3.6. Si X = f1(2)(0/0z) es un campo vectorial meromorfo sobre
C, entonces contando multiplicidades;

2(X) — p(X) = 2.

Demostracion. Un proceso similar al realizado en el Lema 1.3.3, se concluye
que
z(X) —p(X)=2. [ |

1.4. Relacion entre funciones, 1-formas y campos
vectoriales meromorfos

~

Hasta este momento se han definido tres familias de objetos sobre C:

» funciones meromorfas g,
» 1-formas meromorfas w = hy(z)dz y

= campos vectoriales meromorfos X = fi(2)(9/0z).

Aparentemente las tres familias son distintos; sin embargo, estan rela-
cionadas. A continuacién describiremos dichas relaciones.

Lema 1.4.1. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de 1-
formas meromorfas {w} sobre C y el conjunto de campos vectoriales mero-
morfos {X} sobre C.

Demostracion. Consideremos w = hj(z)dz 1-forma meromorfa sobre C.
Definimos la correspondencia

meromorfos X sobre C

" Conjunto de 1-formas Conjunto de campos vectoriales
: ~ —
! meromorfas w sobre C

P
hi(z)dz — hll(z)

e

|
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Dado X = fi(z)(0/0z) campo vectorial meromorfo sobre C, definimos
Y7t como
0 et 1

fi(z)
Debemos verificar que

Yrlos =1, y oyt =Iy;

un calculo directo muestra la validez de lo anterior. [ |

Dada una funciéon g : C — C meromorfa, podemos asignarle una 1-forma
meromorfa w de la siguiente manera:

Consideremos g(z) = Q(z)/P(z) funcién meromorfa sobre C. La corre-
spondencia

meromorfas w sobre C

{ Conjunto de funciones } { Conjunto de 1-formas }
d: N

meromorfos g sobre C

define una 1-forma meromorfa, donde d es la diferencial
d g
9(2) — ¢'(2)dz,

Para verificarlo, usamos la carta ¢y y observamos que w = 0 (z = 00)
en (1/w?)g’(1/w) es polo o cero o regular, por lo que ¢’(z)dz es meromor-
fa sobre C. Ahora, como g(z) es meromorfa, ¢’(z) también es meromorfa y
tiene los polos en las mismas posiciones que g(z), pero no con las mismas
multiplicidades, un célculo directo sobre d(g) lo muestra.

Inversamente, el resultado no es cierto:

Ejemplo 1.4.2. Consideremos la 1-forma

wz( a-1 >dz, a_1 € C—{0}.

Z—Di

Considerando que d~! existe, salvo constantes (por el Teorema Funda-
mental del Célculo para integrales de contorno), aplicamos la integral a w
obteniendo

dl(w):Lw:/zz< a-1 )dcza_laog(z—m—log(zo—p»),

o \C—Di
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con v : [0,1] — C tal que v(0) = 2o fijo y (1) = 2 variable. Tenemos que
log(z — pi) no es una funcién meromorfa, pues no estd definida continua-
mente en todo C y las funciones racionales si son continuas de C a C.

Llamaremos I-forma exacta a una 1-forma racional w tal que Res(w,p;) =
0 para todo polo p; de w. Este tipo de 1-formas hace que d~! pueda ser cal-
culada de forma “casi” explicita; dicho resultado se describe a continuacion.

Teorema 1.4.3. Consideremos w = hy(z)dz racional. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

z
1) ¥(z) = / w es funcién racional sobre C.
2

0

2) Res(w,p;) = 0 para todo polo p; de w.
Demostracion:
(2)=(1)

Supongamos que todos los polos y ceros de w son finitos; en caso contrario,
existe una transformaccién de Moebius L : C — C tal que L(00) es regular
para L.(w) y los demds polos y ceros continuan siendo finitos para L, (w).
Denotemos por p1,...,pr a los polos de w con multiplicidades nq,...,ng.

Consideremos un punto arbitrario zg € C tal que zg # p; para todo polo
pi, y una curva cualquiera v que une a zg con algin z € C — {p1,...,px} y
que no pasa sobre los polos.

De esta manera,

z

\I/(z):/ w:@—{pl,...,pk}—>(C

0

es funcién holomorfa. La hipétesis nos asegura que si tomamos alguna otra
curva o que une a 29 con z € C — {p1,...,pr} y que no pase por los polos,
entonces fﬂ/ w = [ w, porlo que ¥(z) estd bien definida en C—{py,...,pr}.

Ahora debemos verificar como se comporta ¥ en los puntos {pa }%_;.

Consideremos un disco D — {p;} de radio rp, y un punto arbitrario
pi + 10?0 sobre la circunferencia. Podemos considerar la integral de w sobre
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la curva que conecta a p; + roe'® con p; como la representante de la inte-
gral definida sobre todas las curvas que comienzan en cualquier punto de la
circunferencia a p;, puesto que da lo mismo integrar desde cualquier punto
de la circunferencia al centro p;.

Debemos probar que al integrar a lo largo de la curva cuando tiende
a p;, la integral tiende a co € C. Tomemos la expansion de Laurent de w
alrededor de p; sobre D, asi tenemos que

A—m,; a_—9
w=|l—"—++—"S+H(Z—p )dz
((Z—Pz‘)ml (2 —pi)? ( )

donde H(z — p;) es holomorfa en D. De esta manera, tenemos que
p;+reifo p;+reifo a . a_s
o Y (=
pi+roetfo r—0 pi+roeifo (Z - pi) (Z - pi)

\dzl>
Notemos dos hechos: Cuando r tiende a cero, | [” et gy (z — pl)‘ |dz|

pi+roe’o
tiende a una constante en C, pues es holomorfa en p;. Con respecto a la
primera integral, como m; es el indice mas grande de los que se encuentra

en la integral, hace que

lim
r—0

|dz|

0

/ T H G - )

i+roetfo

_l’_

i
pitre i
| |d|
pi+roeifo (Z - pi)
crezca mas rapido que las demés y como
pitreto 4
1§ a—mj d
fm | |dz| — 0.
=91 pi+roeio (z —pi)
Se concluye que
p;+retfo
lim / w| — o0.
r—0 pi+roei®o

De esta manera, ¥ es meromorfa en p; para cada i = 1,...,k; con ello,
¥ : C — C es funcién meromorfa y por el Teorema 1.2.7,

U(z) :/Z:w
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es funcion racional.
(1) = (2)
Por contradiccion, supongamos que existe algtin polo p; de w tal que

Res(w,pj) # 0.

Consideremos un disco D — {p;} y tomemos la expansién de Laurent de
w alrededor de p; sobre D,

O T a2 a—1 e
w_<(Z—Pj)mj+ +(Z—pj)2+(2—pj)+f(z PJ)>dZ

donde f(z — p;) es holomorfa en Dy a_; # 0 por suposicién. Realizando la
integral, obtenemos

/zw:[— A—m; _..._Mr
20 (m])(z - p].)m]'—l 2('2 _pj) 20
+la—1log(z — py)]7 + [F(z — pj)I7, -

Por el Ejemplo 1.4.2, tenemos que a_jlog(z — p;) es discontinua en ((A:;
[F'(z — pj)]Z, es funcién holomorfa y continua en D y los demas sumandos
también son funciones continuas.

z .z . ’ .
De esta manera, fzo w es funcién discontinua pues es suma de funciones
continuas y una discontinua; de donde ella es discontinua. Se concluye que

z
/‘”
20

no es funcién racional, lo cual es una contradiccién con la hipdtesis.



Capitulo 2

Meétrica y grafica asociadas a
W

En la seccién 1.4 describimos a la familia de 1-formas exactas y con ello la
relacién que existe con la familia de funciones racionales meromorfas.

Sin embargo, ;qué podemos decir acerca de la familia de 1-formas no ex-
actas, es decir, aquellas que tienen por lo menos un polo simple? ;Habra al-
guna relacién con alguna familia de funciones explicita, geométricamente
sencilla de describir?

En este trabajo se estudian el caso para la familia de 1-formas meromor-
fas w sobre C con todos sus polos y ceros de multiplicidad 1, que efectiva-
mente tienen una relacion con la familia de funciones

V() = /w (2.1)

considerando un dominio distinto de @, como fue en el capitulo anterior
(siendo este el resultado principal del trabajo).

Damos un mecanismo geométrico y un invariante semi-discreto (esto es,
una grafica con pesos) que nos permite expresar la aplicacién (2.1) mediante
una métrica plana y como un invariante encriptado en una grafica con pesos.

El procedimiento, el cual serd desarrollado durante este capitulo, es como
sigue:

1. Identificar en C los polos y ceros de w.

19
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2. Decidir qué polos estan asociados con qué ceros y qué ceros estan

asociados con qué ceros, ello mediante rotaciones del campo asociado
Xo.

. Unir cada par polo-cero o cero-cero asociado mediante una curva 3,

tal que fEa w sea la de menor norma entre las posibles (sélo para el
caso Cero-cero) y que X, no intersecte a otra X3 ni a ella misma. El
conjunto {¥,} formard un drbol encajado en C al cudl a cada arista
se le asignara un peso, obtenido de calcular los residuos de polos e
integrales de ceros a ceros. Este arbol sera el invariante semi-discreto.

. Calcular [w alrededor de los polos y entre ceros asociados. La ge-

ometria de estas integrales describe objetos como son cilindros semi
infinitos, cilindros finitos y esferas con tres agujeros que intersectan en
un punto. Dichos objetos estan unidos con respecto a las asociaciones
dadas en (3) y con ciertos cortes (que resultan ser las ¥,) se pueden
encajar en C bajo (2.1), formando asi una métrica plana.

En este trabajo, no profundizaremos en la teoria de métricas. Hablaremos

de métrica plana en el sentido del Teorema 2.1.7 seccién (IV); es decir, cada
pieza de nuestros objetos (que son paralelepipedos, rectangulos, rectangulos
semi-infinitos y tridngulos pegados por las fronteras como se describe en el
mismo teorema 2.1.7) determina dicha métrica.

2.1.

Relacién entre 1-formas con polos y ceros sim-
ples y funciones definidas por V¥

Observacion 2.1.1. Toda 1-forma racional w pertenece a la familia de 1-
formas no exactas si existe al menos un polo p; tal que

Res(w,p;) # 0.

Para verificarlo, supongamos que ocurre lo anterior, entonces

o= [ o=t (e (325)

donde [ es el numero de polos con residuo no nulo y ¢(¢) es una funcién
racional (libre de logaritmos). Como el logaritmo no es funcién racional,
tenemos que ¥(z) no es funcién meromorfa.
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De esta manera, la correspondencia de la familia de 1-formas no exactas
con la familia de funciones meromorfas (bajo derivada) queda totalmente
descartada. Para el caso de la familia de 1-formas con polos y ceros simples,
podemos considerar otra familia de funciones, que construiremos de la si-
guiente manera:

Consideremos w = hi(z)dz 1-forma meromorfa con polos y ceros simples,
donde .

Hj:l(z - ¢j)

k+2 ’

[T:iZ7 (= — pi)

con k > 1. Decimos que una 1-forma meromorfa w es genérica si hq(z) es de
la forma (2.2), con {p;, ¢;} todos distintos entre si.

h(z) = (2.2)

De aqui en adelante, al hablar de w como 1-forma nos referiremos a w
como 1-forma meromorfa genérica. De igual manera, al hablar de polos y
ceros nos referiremos a polos p; € w y ceros ¢; € w simples.

Recordemos del capitulo anterior que cada 1-forma meromorfa w tiene
su campo vectorial meromorfo X candénicamente asociado. En este trabajo,
a partir de (2.2) se estudian los campos

X = 1 QZH;CLQ(Z—]%)Q.
h(z) 0z [I*_ (2 —¢;) 0=

Jj=1

(2.3)

Decimos que un campo meromorfo X es genérico si es de la forma (2.3).
De aqui en adelante, al hablar de X como campo nos referiremos a X como
campo vectorial meromorfo genérico.

El problema de considerar ¥(z) para la 1-forma w es que

W [ n(men (m(35) e

por lo que la funcién logaritmo “saltara de rama en rama” tantas veces
como vueltas de una curva alrededor de dichos polos y hard que ¥(z) sea
multivaluada.

El objetivo es considerar un dominio de C tal que los logaritmos en (2.4)
se mantengan en una misma rama. En los cursos de variable compleja se
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demuestra que removiendo el semieje de los reales negativos con el cero, el
logaritmo se mantiene en una séla rama. Un proceso similar es el que con-
sideraremos a continuacién:

Sobre C, para cada polo p; consideremos una curva X, .. tal que ini-
cia en p; y termina en algin cero c;j, no posee autointersecciones ni pasa
por el resto de los polos o ceros de w. Asi, en vecindades que no contengan
a otro punto singular salvo p;, ¥(z) se comporta como funcién univalua-
da. Para preservar dicha propiedad, consideremos un conjunto de curvas
{Eck ¢} que inicia en algin ¢ y termina en algin otro ¢; tal que para todo
zeC— {2} U{Ze, ¢} exista al menos una curva -y que inicie en zp € C
fijo y termine en z.

Para mayor simplicidad, definamos {¥,} := {X), ¢, }U{3¢, ¢, } y llamare-
mos cortes a los elementos de {¥,}. Para decidir puntos iniciales y finales
de los cortes debemos considerar ciertos argumentos:

Primeramente, con el uso de un graficador (ver Apéndice B) creamos
la grafica del campo vectorial (2.3). Como X es el campo canénicamente
asociado a w, entonces los ceros de w seran los polos de X y los polos de w
seran los ceros de X. Ademas, los polos y ceros de w son puntos de equilibrio
de X, por lo que un polo de X se vera como un punto silla con el graficador;
mientras que un cero de X con el graficador se verd como un pozo, centro
o fuente si la parte imaginaria de 9(1/h1(2))/0z en dicho punto es positiva,
igual a cero o negativa, respectivamente.

Observacion 2.1.2. Consideremos X = (1/h1(2))(0/0z) un campo. Existe
un factor multiplicativo pe?® € C, con p € RY,0 € (0,27], tal que actia
como expansién-contraccién cuando varia p y como rotacion cuando varia 6
en los vectores tangentes X (p).

De manera abstracta podemos decir que pe' es la rotacién y expansién-
contraccién en cada plano tangente a la esfera C. De aqui en adelante, al
hablar de rotaciones nos referiremos a pe? con p = 1.

Observacién 2.1.3. Consideremos X = (1/h1(2))(0/92) = f1(2)(0/0z) un
campo. Diremos que una funcién A(¢) : [a,b] C R — C es solucién de X si

0
)
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para toda t € [a,b]; llamaremos drbita a dicha solucién. Diremos que una
orbita es periddica si la solucién es periddica y que es homoclinica si la 6rbi-
ta une a un polo ¢; de X consigo mismo; llamaremos punto homoclinico a c;.

S

(a) Orbita periédica (b) Orbita homoclinica

Figura 2.1: Representacion de una érbita periodica y de una érbita homo-
clinica

Observacién 2.1.4. Consideremos X = (1/h1(z))(0/0z) un campo y un
cero p; y un polo ¢; de X. Si existe una rotaciéon tal que en X, p; es un
centro y ¢; es punto homoclinico tal que p; estd en el interior de la érbita
homoclinica asociada a c;, entonces diremos que p; estd asociado a cj y se
le asignard un corte ¥y, ., si ocurre lo anteriormente descrito.

Observacién 2.1.5. Consideremos X = (1/h;i(2))(0/0z) un campo. Si
existe una rotacién tal que en e X existe un anillo de érbitas periédicas
alrededor de algunos ceros cg, ¢;, entonces diremos que ¢ estd asociado a ¢
y se le asignarad un corte X, , si ocurre lo anteriormente descrito.

Ahora, consideremos w = hi(z)dz 1-forma. Diremos que w es de grado
—Fk si w tiene k polos contando multiplicidades. El grado menor que puede
tener w es —2.

Cada 1-forma w pertenence a una familia de 1-formas, dependiendo de
su grado y las multiplicidades de sus polos y ceros. Por ejemplo, una 1-forma
de grado —3 puede estar en una de las 3 familias posibles:

{~=1,-1,—-1,41},{-1,-2,+1} y {-3,+1}

donde el signo negativo denota polos y el positivo ceros, la cantidad de
numeros negativos es el nimero de polos sin contar multiplicidad (y lo pro-
pio para ceros), y cada nimero representa la multiplicidad de cada polo y
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cada cero. Las 1-formas genéricas de grado —k pertenecen a la familia

{=1,...,—1,41,...,+1}.

vV
k veces k—2 veces

Observacién 2.1.6. Las siguientes son afirmaciones:

» Eldnico cero de cada w genérica de tipo {—1, —1, —1, +1} estd asociado
a los tres Unicos polos.

= En w genéricas de grado —k con k > 3, cada polo sélo puede estar
asociado a un cero a la vez. En w-genéricas de grado —k con k > 4,
cada cero debe estar asociado al menos a un cero.

» Cada cero de cada w genérica de tipo {—1, —1,—1, —1,+1, 41} esta aso-
ciado tnicamente a dos polos y el otro cero.

» Cada cero de cada w genérica de tipo {—1,—1,—1,—1,—1,+1,+1,+1}
esta asociado o a dos polos y otro cero o a un polo y dos ceros.

= Cada cero de cada w genérica de grado —k con k > 6 estd asociado o
a dos polos y un cero o a un polo y dos ceros o a tres ceros.

De esta manera, tenemos el resultado principal del trabajo:

Teorema 2.1.7. Consideremos w = hy(z)dz 1-forma con polos {p1, pa2, ..., Pki2}
y ceros {c1, ca, ..., cx} todos de multiplicidad 1, con k > 1. Existe un nimero
finito de cortes {3} en la esfera de Riemann donde la integral de w es

U(z):C—{Z} —C

z— U(z) :/ w,
20

con zg € C — {4} punto regular de w y tal que:
i) U(z) es biholomorfismo local.
i1) ¥(z) envia soluciones reales de X en C- {34} a soluciones de 9/0x en C.

iii) Las imagenes de {X,} bajo ¥(z) son segmentos de recta en C para cortes
entre ceros y semi-rectas en C para cortes entre ceros y polos.
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iv) La cerradura de la imagen de C — {S4} bajo ¥(z) es unién finita de
tridngulos, paralelepipedos y rectangulos semi infinitos. Ademas, los lados
finitos de las piezas vienen dados por residuos de polos de w, integrales de
ceros asociados y suma de residuos de polos asociados a cada cero.

Demostracion:

i) Para probar que z — W¥(z) es biholomorfismo alrededor de algin 21 €
C — {X4}, por el Teorema de la funcién inversa compleja basta probar que

dv

=l 7Y

z1

En efecto, pues
=w(z) € C—{0}

(/)

pues z1 no es ni polo ni cero de w.

21

it) Consideremos hy(z) = U(x,y) + iV (z,y). Es facil probar que
U= f,yw = f,y hi(z)dz = f7 (U(z,y)dz — V(z,y)dy)

+i [ (U(z, y)dy + V (2, y)dz)
para cualquier 7 suave por partes. En particular, para « : [a,b] — C tal
que

() = 77 l=at) = m@my

— Uz (t),y(t)) i V(z(t),y(t))
U (2(t),y(8)+V > (2(1),y(t)) U (2(t),y(1)+V 2 (2(1),y(t))

Esto es, que «a(t) es solucién real de X = (1/h)(0/0z). Se tiene
) Ula(t),y(0)
U2(x(t), y(t) + V2(x(t), y(t))

, B V({L‘(t),y(t))
WD) =~ yi) + V2 @),y @)

Mediante célculos directos obtenemos que ¥ valuada en «(t) es

\P:/w:t—i—c.
(0%

dax (o (t)) y
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De esta manera, tenemos que la composicién Yo« toma valores t en € [a, b] C
R y los manda a t + ¢, que en el plano complejo es una linea horizontal.

Se sigue que ¥ manda soluciones reales, que expresamos como «(t), de
X = (1/h1(2))(8/8z) en C — {4} a soluciones de (9/dz) en C, que es el
campo vectorial trivial cuyas soluciones son trayectorias horizontales de ve-
locidad unitaria.

Un resultado inmediato de (i7) es que las imagenes de soluciones de campos
rotados bajo ¥ son segmentos, esto es, la composicién ¥ o ¢ toma valores t
en € [a,b] C Ry los manda a e?(t+c), donde ¢ es una solucién real de ¥ X

iii) Consideremos los dos casos:

= S5i X, es un corte asociado a dos ceros, digamos que empieza en cj, y
termina en c;,, entonces fEa w es un complejo finito. Denotemos como
Vs, & la representacion vectorial de dicho complejo en C. Del hecho
de que los residuos de los polos son distintos de cero, Vx| tendra una
copia Vx,,, y por el segundo resultado de (ii), ambos estardn anclados
en el punto final de cada segmento dirigido que resulte de las imagenes
de f;}“ w.

Ahora consideremos la recta que pasa por Vs, v tomemos el segmento
de recta Iy, con puntos inicial y final de los propios de Vy,,,, . Haciendo
lo propio con Vs, , tenemos que las imagen de Y4 bajo W son Iy, v

Is.,.

= 5i Y3 es un corte asociado a un cero y un polo, digamos que empieza en
c; y termina en p;, entonces fzﬁ w es un complejo de médulo infinito.
Consideremos un punto x sobre Yz diferente de ¢; y p;. Haciendo un
procedimiento similar al anterior sobre ¢; y x, obtendremos el vector
imagen Vy by

Al acercar x a p;, Vs 8 aumentard en magnitud, pero no cambiard su
sentido, por lo que el médulo de fzﬁ w tenderd a infinito si z tiende a
p; v el argumento convergerd a un argumento muy similar al de Vg o
De esta manera, tendremos una semirecta Ly 5, due estd sobre Vs P
Haciendo un procedimiento similar a los anteriores, tenemos que las
imdgenes de X3 bajo ¥ son Lzﬁl y L262

iv) Consideremos un polo p; asociado a un ¢; y un circulo D de radio e
alrededor de él tal que no contenga otro punto singular. Tomemos un punto
p sobre D diferente al punto de interseccién xg entre D y ¥,, y denotemos
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como 1 ¥ 2 a los semicirculos que unen a p y xg. Aplicando ¥ a xg desde
p tenemos que
lim w:wl#vgzlim/w.
r—x0 " r—x0 Yo
Asi, cada z € X, — p; tiene dos imagenes wy y vo y por (iii) pertenecen
a los segmentos de rectas W y V, respectivamente. Cuando z tiende a p; €
Yoy, sus imagenes tienden a infinito (Ver Figura 2.2).

W y V son semirectas paralelas y sus puntos iniciales estdn unidos por
un segmento que es imagen de una curva 7y que inicia y termina en ¢; y que
rodea a p;. Dicho segmento es la representacién vectorial correspondiente al
valor del residuo de p; y sin caer en tecnicismos lo llamaremos residuo de p;.

Wixy)

‘P(Cj)

lIJ(cj)
By, )=Res(p, )=¥ ()

(a) Polo p; asociado al cero ¢; en C  (b) Polo p; asociado al cero ¢; en C
(localmente)

Figura 2.2: Representacion de un polo asociado a un cero en el dominio y
contradominio de V.

Con procedimiento similar construimos los rectangulos semi-infinitos cor-
respondientes a los demas polos.

Ahora, considerando las observaciones 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6, cada cero tiene
como imagenes a 3 puntos, los cuales estan ordenados de la siguiente manera:

= Para el caso en que un cero ¢; tenga la configuracién de tres polos aso-
ciados (la observacién 2.1.6 asegura que sélo sucede en 1-formas que
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pertenencen a la familia {—1, —1,—1,+1}), en una de las imagenes de
¢i se “ancla” el residuo de uno de los polos (considérese como vector,
para asi considerar tomar un sentido antihorario al colocar los residu-
os; pero denétese como segmento) donde el punto final es otra imagen
de ¢;. En este punto se coloca el siguiente residuo, donde el punto final
es la imagen restante de ¢;.

NOTA: se considerard a los residuos principalmente como vectores,
para que se tenga nocion de que se cumple que la suma de los residuos
de los polos es cero; sin embargo se denotardn como segmentos, perdi-
endo ast direccion y sentido

Dado que Y Res(pi,w) = 0, aseguramos que el punto final del residuo
restante retornara a la primera imagen de ¢; considerada. Asi, hemos
formado un tridngulo con las imédgenes de ¢; como puntas y donde de
cada lado tiene un rectdngulo semi-infinito. De esto se sigue que la
cerradura de la imagen de C — {¥,} bajo U es la frontera del objeto
anteriormente descrito.

Para el caso en que un cero ¢; tenga la configuracién de dos polos
pi Yy pj ¥y un cero cj asociados seguimos un procedimiento similar an-
terior. El segmento faltante se obtiene de la suma de residuos de
pi ¥ pj(considérese como suma de vectores, para asi tener un vector
como resultado; pero denétese como segmento) en signo contrario (y
por tanto, el vector de direccién contraria). A este segmento lo lla-
maremos semiresiduo de ¢ y ¢; (Ver Figura 2.3).

Consideremos X, ., €l corte que une a ¢ y ¢;; y una curva cerrada vy
que empieza y termina en zo € ¥, ., tal que rodee sélo a los polos p;
y pj. Tomemos un punto p € v tal que partimos a v en 71 y 72 que
empiezan en p y terminan en zg. De esta manera,

lim W=1u # v = lim/w.
72

T=T0 oy T—X0

Asi, cada x € ¥,,, tiene dos imédgenes u; y ve y por (iii) pertenecen
a los segmentos de rectas U y V, respectivamente.
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Como U y V son segmentos de recta paralelos, el otro lado finito es
paralelo e igual al semiresiduo de c; y ¢;. Visto vectorialmente, es
el mismo vector de semiresiduo pero anclado donde terminaba y con
direccién contraria (Ver Figura 2.4).

= Para el caso en que un cero ¢; tenga la configuracién de un polo p; y dos

ceros ¢; y ¢ asociados seguimos con un procedimiento similar anterior
salvo el hecho que debemos conocer al menos un de los semiresiduos
de ¢; con ¢ o con c.

= Para el caso en que un cero ¢; tenga la configuracién de tres ceros

ci,¢j y ¢k asociados el procedimiento es similar salvo que ahora debe-
mos conocer al menos dos semiresiduos de ¢; con ¢;, ¢; o con c.

G

(a) Semiresiduo de ¢x y ¢; en C (b) Semiresiduo de ¢x y ¢; en C (localmente)

Figura 2.3: Representacién del semiresiduo de ceros asociados en el dominio
y contradominio de W.

Asi, tenemos que en cada tridngulo puede haber o dos rectéangulos
semi-infinitos y un paralelepipedo o un rectangulo semi-infinito y dos
paralelepipedos o tres paralelepipedos. De las observaciones 2.1.4, 2.1.5
y 2.1.6 unimos las piezas anteriormente descritas y se sigue que la
cerradura de C — {Z4} es la frontera del objeto anterior. [

De esta manera existe una correspondencia biunivoca entre la familia de 1-
formas no exactas de polos y ceros simples y la familia de funciones definidas
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Lo demds

p

(a) Cero ¢ asociado al cero (b) Cero ¢ asociado al cero ¢; en C (localmente)

c en C

Figura 2.4: Representacién de un cero asociado a otro cero en el dominio y
contradominio de V.

por U.

2.2. Meétrica en C en base a w y su grafica de in-
variantes

Los apartados (ii), (iii), (iv) y (v) del Teorema 2.1.7 muestran la geometria

. . z . z .
que describe w bajo ¥ = fz w; sin embargo, no es el tnico resultado que se
o
obtiene a partir de ellos, si no que también se obtiene el siguiente:

Corolario 2.2.1. Consideremos w = hy(z)dz 1-forma en C— {Za} con polos
y ceros simples. El abierto C —{X,} es isométrico a su imagen en C bajo .

Dada una 1-forma w = hi(z)dz genérica, se puede construir una repre-
sentacién gréafica de ¥ de la siguiente manera:

1) Graficamos el campo X (w) = (1/h1(z))(0/0z).
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2) Considerando la observacién 2.1.2, para cada polo p; rotamos X hasta
que p; sea centro.

3) Aplicando la observacion 2.1.4, para cada polo p; observamos a qué cero
¢; estd asociado.

4) Por las observaciones 2.1.5 y 2.1.6, para cada par de ceros ¢;,, ¢j, sin
la configuraciéon completa verificamos si estan asociados.

5) Aplicando los apartados (iii) y (iv) del Teorema 2.1.7, construimos
la representacién geométrica de W asignando valores a los lados finitos de
la anterior. Para el caso en el que la imdgen de un corte entre un polo y
un cero asociados X, intersecte a alguno de los lados del triangulo del cero
asociado, consideraremos el angulo inverso del complejo imagen de X,.

Llamaremos tofico asociado a w a la representacién geométrica de ¥ = [w
construida de la manera anterior descrita (Ver figura 2.5). Esto es, el tofico

es U <((A: - {Ea}) c C incluyendo su frontera. Para la construccién del tofi-

co, se debe respetar magnitud, direccién y sentido de cada z € C.

Figura 2.5: Ejemplo de un tofico

Ademas del tofico, usando la informacién de la integral ¥ = [ w podemos
asignarle una grafica G con pesos a w, cuyo conjunto de vértices esta forma-
do por los polos y los ceros de w y cuyo conjunto de aristas es el conjunto
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{X4}. La gréfica estd formada de la siguiente manera:

Primero, se proyecta hacia C la regién que encierra a todos los polos y
ceros de w. En ella se trazan las correspondientes ¥,. La posicién tanto de los
polos y ceros como de cada Y, que tengan en la proyeccién serd la posicién
de puntos y aristas de G es decir, hay una arista entre dos vértices si existe
una Y, que conecte a los puntos singulares correspondientes de los vértices.

Las aristas que provengan de cortes Y, entre ceros se les asignara un
peso complejo de fZa w, mientras que las que provengan de cortes X3 entre

polos y ceros se les asignara un peso complejo igual al residuo del polo.

Llamaremos grdfica de invariantes asociada a w a la grafica anterior descrita.

Figura 2.6: Ejemplo de una grafica de invariantes

Este tipo de graficas son arboles tales que el grado de los vértices no
terminales es igual a tres (excepto el arbol trivial). Del hecho de que ca-
da 1-forma w genérica tiene asociada candénicamente una grafica con pesos,
concluimos el siguiente:

Corolario 2.2.1. Cada familia de 1-formas genéricas tiene asociada candnica-
mente uno o varios tipos de graficas, los cudles no se repiten entre familias.

A continuacién se expresan los tipos de graficas para las primeras 7 fa-
milias de 1-formas genéricas:
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Familia de Tipo de .
1-formas grafica Fjemplo
{-1,-1} Arbol trivial —
Arbol de

{-1,-1,-1,+1}

4 vértices

>;

{-1,-1,-1,—-1,+1,+1}

Arbol de
6 vértices

I

{717 7]-3 7]-5 71, 717
41,41, +1}

Arbol de
8 vértices

.

{_1’ _17 _]-7 _17 _17 _]-a
+1,+1,+1,+1}

Arbol de
10 vértices

T

\

\

33

{717 717 7]-3 7]-5 717 717
+1,+1,+1,+1,+1}

—1,

Arbol de
12 vértices

yT T

{_L _17 _17 _17 _17 _17 _17
+1,+1,+1,+1,+1,+1}

_1’

Arbol de
14 vértices

R
e

Si sucede el caso en que dos 1-formas w1 y wy pertenecientes a la misma
familia posean la misma grafica asociada (en el sentido de posicién de vértices
y aristas), entonces el peso asignado en las aristas de las graficas, obtenido de
operar la 1-forma a través de los cortes con la integral, son pieza fundamental
para distinguir entre ambas graficas. Es por esto que se toma un arbol con
pesos como grafica asociada a una 1-forma.
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Capitulo 3
Ejemplos

Un algoritmo basado en lo mencionado en el capitulo anterior, para la con-
struccién de la métrica plana (tofico) y de la gréfica con pesos asociadas a
una 1-forma w es el siguiente:

» Dado w = hy(z)dz, graficar X = (1/h1(2)dz)(0/0z).

= Observar en el campo las asociaciones correspondientes.

» Calcular ¥ = [w sobre cada X, y calcular los semiresiduos.
= Construir el tofico a partir de la informacion anterior.

= Construir la grafica a partir de X, y asignarle a las aristas los pesos
correspondientes.

Ejemplos de construccién usando este algoritmo son mostrados a contin-
uacion.

3.1. 1-forma con tnicamente 2 polos

Tomemos

dz

Este ejemplo es excepcién al Teorema 2.1.7, sin embargo lo desarrollaremos
para observar la evolucién de las 1-formas al aumentar el niimero de ceros.

La figura 3.1 muestra la gréafica del campo vectorial X

35
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ook 4

Figura 3.1: Campo vectorial X = (z —i)(z + i)%

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:

ool

(a) Polo 4 (b) Polo —i

Figura 3.2: Sin aplicar rotacién a X, los polos ¢ y —i son centros y estan
asociados entre ambos.
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Los valores obtenidos en Mathematica 7 para los residuos de los polos
son los siguientes:

= El residuo del polo 7 es —

.

~.

= El residuo del polo —i es

[T T

Con esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.3 (a)) y la gréfica de
invariantes (fig. 3.3 (b)).

polo i polo -i

(a) Tofico asociado a w

(b) Gréfica de invariantes asociado a w

Figura 3.3: Tofico y grafica de invariantes asociados a la 1-forma
w= —% __
(z—1i)(z+17)
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3.2. 1-forma con 1 cero

Tomemos
— (z—8—1) s
(2 —10)(z —8—=3i)(z —6)

La figura 3.4 muestra la grafica del campo vectorial X

LT~
A
o

—N e Q\

. i

[ “l{/ RN
- ——

N ) J‘

Figura 3.4: Campo vectorial X =

(2—10)(2—8-3i)(2—6) &
(z—8—1) 0z

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:

J \
////'{ﬁ?\\\\\\
L\ ,//ﬁ/'?“"“‘i‘:i\\

\

T
n}/ \

———e— T

Figura 3.5: Sin aplicar rotacion, el polo 8 + 3¢ es centro y estd asociado al
cero 8 + 1.



3.2. 1-FORMA CON 1 CERO 39

"=
: i
B6.5266

— b+ Aw

] s {’/‘%{: \Y S
e AN oy
S (et (s o i /rj//z?j/if// !{/,'//}.;5%5;/

(b) Polo 10 asociado a cero 8 + i
Figura 3.6: Bajo la rotacién de 0,665266m a X, el polo 6 es centro y esta aso-

ciado al cero 8 4 ¢. Bajo la rotacion de 0,3347557 a X, el polo 10 es centro
y estd asociado al cero 8 + i.

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para los residuos son los sigu-
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ientes:

= El residuo del polo 8 4 37 es —% 1

» El residuo del polo 6 es —=5 + Tls i

= El residuo del polo 10 es 512 + % 1
Con esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.7 (a)) y la gréfica de
invariantes (fig. 3.7 (b)).

cero 8+i polo 8+3i

(a) Tofico asociado a w

(b) Gréfica de invariantes asociado a w

Figura 3.7: Tofico y gréfica de invariantes asociados a la 1-forma

z—8—1
w= (z—lO)Ez—S—S)i)(z—6) dz
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3.3. 1-forma con 2 ceros

Tomemos

(z—=1)(z+3) &
(z=1—-i)(z—14+)(z+3—19)(2+3+1)

w =

La figura 3.8 muestra la grafica del campo vectorial X

| e — Vb
et 1/,
7] SN T ]
—) I‘\E‘_ e ’::.fl‘\“""
'f ‘\ “ PREN
YA\ mmm——/NS
Y S A
B A i/ A AN

L ) ‘("l W / =
al - |r -
V7 \/
—J] 1; —_——— 'ﬁl'l",_..
e} e
L S \
/l AN g /l|\

_15F Y ~ Tm— _-f""')"/r’/ j U Ill‘ 4

!
-3 -2 -1 0 1

Figura 3.8: Campo vectorial X = (zflfi)(zzzljggiig;i)(zwﬂ) %

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:
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(b) Polo 1 — i aso

—3+ty1l—1son

de 0,4304047 a X, los polos
—3 y 1, respectivamente.

a los ceros

tacion

ciados

Figura 3.9: Bajo la ro
centro y estan aso



43

3.3. 1-FORMA CON 2 CEROS

—

—_ ——
— -— o —a

.nl.l.I.Ir.TI.I.JIr f[.l.l,]l..l.l[.l....l.l,l.l.lill[.l.lilllllr JJllff.Irdflflrlufr.lldlllf.Jllllfflllllfillllrr
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- -— D —_— 9 - — S e
—— — — — —— —— ———— —
-— e [} D —_
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1, = T 1.
-— —— T r — T
]?Jnaflfaﬂfif”ffuffuﬂf/ : 3 ]f”;f;ﬁf”ﬁﬂ _
- — e —— - —
Q

y 144 son

-3—1

—3 y 1, respectivamente.

- = P s = = - - =] = & P = -

de 0,5696077 a X, los polos

a los ceros

(b) Polo 1 + 4 asociado a cero 1

ciados

Figura 3.10: Bajo la rotacion

centro y estan aso
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—

WAL )L &)

(GBS o) |-

LT Vo (BN 1+

WS e )

- — o o 51 - —

orbita periédica

de /2 a X, se aprecia una
nillo de érbitas periédicas

otacion

ada cero

Figura 3.11: Bajo la r
alrededor de ¢

a, hay un a

. De esta maner

2y0.

alrededor de los ceros



3.3. 1-FORMA CON 2 CEROS 45

Figura 3.12: Unién de las figuras 3.11 (a) y 3.11 (b). De aqui en adelante,
mostraremos este tipo de imagenes para aludir a la asociacién de ceros. En
este caso, el cero —3 estd asociado al cero 1.

Asi quedaron las asociaciones:

polo —3 + 14 polo 1 +1
e cero —3 asociado a ¢ polo —3 —¢ e cero 1 asociado aq polo1—14
cero 1 cero —3

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para la integral sobre ¥X_31 y
los semiresiduos son los siguientes:

» La integral de w sobre la curva ¥_3; = —3 + 4t con t € [0,1], es
—0,504891
. . 9 1 .
» El residuo del polo =3 +ies —g5 — 45 ¢
= El residuo del polo —3 — 7 es —% + ﬁ i
9 _ 1

» El residuo del polo 1 +ies g5 — 45 ¢

= El residuo del polo 1 — i es % + ﬁ 1
= El semiresiduo de los ceros —3 y 1 es %

Con esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.13 (a)) y la grafica de
invariantes (fig. 3.13 (b)).
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cero -3
cera 1
ol =3+
ol - 3
(a) Tofico asociado a w
® L
o) 1 o 1
-a0 - 30 8040
8040 -0.504201
L 4  J
a 1 e 1
ERELL g0 *ag'
L ®

(b) Gréfica de invariantes asociado a w

Figura 3.13: Tofico y gréafica de invariantes asociados a la 1-forma
(z=1)(2+3 dz
=10 (z—141)(243—0) (24319

w =
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3.4. 1-forma con 3 ceros

Tomemos

" (z—3)z(z+3) &

(z=3—i)(z—3+i)(z—i)(z+3—i)(z+3+1)

La figura 3.14 muestra la grafica del campo vectorial X

1 Ilf‘é//ff//’;:‘\ \\ \\\ \ \I'l.ll -
ool } ||\~-/ //4;;!'{“ ) .'H;‘\.{\' \\ \\t:/ﬁ \

'\,_,./,/ AN
) __,—{/“é / RN
8 \

/ //// N /
/ P \t..\ AN
- //////"" RN \'\\‘:\\ ll/‘“

-1 y o r”‘-__"“‘-u T ~— i

an e e .\nl\
b W T/
- - -I1 1 I

Figura 3.14: Campo vectorial X = (27372')(Z*3(J;i_)§,"§;(2f$37i)(z+3+i) %

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:
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Figura 3.15: Sin aplicar rotacién, el polo i es centro y esta asociado al cero
0. Bajo la rotacion de 0,365427 a X, el polo 3 — ¢ es centro y esta asociado
al cero

3.

-
"J

CAPITULO 3. EJEMPLOS
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(b) Polo 3 — 4 asociado a cero 3
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=
N J
HrH B =

=
N L
=t B =

) Polo—3 + ¢ asociado a cero

(b

3 + ¢ es centro

i6n de 0,5523877 a X, el polo —3 + i

ion de 0,4473027 a X, el polo

la rotac

4 asociado al cero 3. Bajo la rotac

Figura 3.16: Bajo

—3.

al cero

4 asociado
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o’ L
= B =

Wiims
e

L L L
L] 1 2 3

Figura 3.17: Bajo la rotacién de 0,6348397 a X, el polo —3 — ¢ es centroy
esta asociado al cero —3. Bajo la rotacién de 0,5897847 a X, existe un anillo
de érbitas periddicas alrededor de los ceros —3 y 0.
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Figura 3.18: Bajo la rotacion de 0,4099587 a X, existe un anillo de érbitas
periddicas alrededor de los ceros 3 y 0.

Asi quedaron las asociaciones:

polo —3 +1 polo ¢
e cero —3 asociado a ¢ polo —3 —i e cero 0 asociado a { cero —3
cero 0 cero 3
polo 3 +1
e cero 3 asociado a{ polo 3 —1¢
cero 0

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para las integrales sobre ¥ _3 ¢
y 20,3 y los semiresiduos son los siguientes:

» La integral de w sobre la curva ¥_39 = -3+ 3t con t € [0,1], es
—0,138409 + 0,0986372 ¢

» La integral de w sobre la curva ¥ 3 = 3t con t € [0,1], es
—0,138409 — 0,0986372 ¢

= El residuo del polo —3 + i es —% + 712 i
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El residuo del polo —3 — i es —% + 1%4 i

El residuo del polo i es —%i

El residuo del polo 3 + i es % + % i

. s i i .
El residuo del polo 3 —i es = + 157 ¢
2 _ 5
156 — 117

El semiresiduo de los ceros 1y 1 +1i es —-2. —

El semiresiduo de los ceros i y 1+ es

5 .
156 117 !

Con esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.19 (a)) y la grafica de
invariantes (fig. 3.19 (b)).
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polo 3+i

p0|

polo-3+i

(a) Tofico asociado a w

L ®
101, 10 11
= e | = — ]
12 72 117 12 72
L |
-0.138409+0.09863721 -0.138409-0.0986372i s 13
-] 3 —+—
-— | 78 104
78 104
9 L]

(b) Gréfica de invariantes asociado a w

Figura 3.19: Tofico y grafica de invariantes asociados a la 1-forma
(2—3)z(z+3) dz
(z—3—1)(2—3+1)(2—1)(z+3—1) (2+3+9)

w =
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3.5. 1-forma con 4 ceros

3.5.1. primer ejemplo

Tomemos

(z—2)z(z+3—1i)(25)

o2 )24+ (ts-)et5+)"

w =

La figura 3.20 muestra la grafica del campo vectorial X

AN T

|~ -\\\\,'” g

Figura 3.20: Campo vectorial X = (Z_Q_i)(Z_z(ji)g(fzé)g_j;ggg)_i)(z+5+i) %

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:
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n —]}

/AN

w ' \'\\'\\\'\ A\l
il df//% NI

|
il

AN
zj/g///uw a

(b) Polo —5 + i asociado a cero —5

Figura 3.21: Bajo la rotacién
—5. Bajo la rotacion

estd asociado al cero

es centro y estd asociado al cero

—9.

de 0,3781437w a X, el polo —5 — i es ce

55

ntro y
de 0,250667 a X, el polo =5 + 1
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0
= | @B

Figura 3.22: Bajo la rotacion de 0,897567 a X, el polo —3 es centro y esta aso-
ciado al cero —3 +1i. Bajo la rotacién de 0,1289057 a X, el polo —i es centro
y estd asociado al cero 0.
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n- D
we | D0EEE D

(a) Polo i asociado a cero 2

n D
e | ONEEE &

2 ([”/ lilie
;/\H‘
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AN

A
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B /////\

(b) Polo 2 + 4 asociado a cero 2

Figura 3. 23 Ba, J la rotacién de 0,897567 a X, el polo 2 — ¢ es centro y
esta iado al cero 2. Bajo la rotacién de 0,1289057 a X, el polo 2 + i es
t y esté i d 1 cero 2.
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|1 6

(b) Cero 0 asociado a cero

Figura 3.24: Bajo la rotacién de 0,68087 a X, existe un anillo de érbitas
periddicas alrededor de los ceros 2 y 0. Bajo la rotacién de 0,4878647w a X,
existe un anillo de érbitas peridédicas alrededor de los ceros 0 y —3 + 1.
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n I
mrE | [FHE

Figura 3.25: Bajo la rotacion de 1,327787 a X, existe un anillo de drbitas
periddicas alrededor de los ceros —3 + 1 y —5.

Asi quedaron las asociaciones:

olo =5 +1 . olo —3
cero —H P + . cero —3 +1 P
. polo =5 +i e . cero —5
asociado a . asociado a
cero —3 +1 cero 0
olo —1 olo 2 +1
cero 0 P . cero 2 p .
. cero —3 +1 . polo 2 — ¢
asociado a asociado a
cero 2 cero 0

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para las integrales sobre X9,
20,—3+i Y 2—3+i,—5 Yy los semiresiduos son los siguientes:

» La integral de w sobre la curva 99 =2 —2t con t € [0, 1] es
0,0380282 — 0,0657334 14

» La integral de w sobre la curva ¥ _34; = (=3 +14)t con t € [0,1] es
0,0836167 — 0,0525771 ¢

» La integral de w sobre la curva ¥_3; 5 = (=3 4+ i) — (2 + i)t con
te0,1] es
—0,0189744 + 0,116591
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. . 22 62
= El residuo del polo —5 —i es —55= — 1955 ¢

: : 64 446 .
» El residuo del polo —5 +i es —123= — 15755 ¢

= El residuo del polo —3 es —1%0 + % i

1 : 39 91 .
u El r681du0 del pOlO 1 €S 1160 =+ 1160 1

1 2 : 197 193 .~
s El residuo del pOlO 7 €es 5756 4823 2

235 _ 1265 i
5512 38584

= El residuo del polo 2 47 es
= El semiresiduo de los ceros 3i y 4 — 27 es % + % 1

29519 149
199810 T 26390

= FEl semiresiduo de los ceros 4 — 21y 2 — 3¢ es

= El semiresiduo de los ceros 2 — 3iy —i es —z575 + =55 @

Con esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.26 (a)) y la grafica de
invariantes (fig. 3.26 (b)).
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polo -5+i

polo 2+i

(a) Tofico correspondiente a w

&4 448 3 LI
) —r—
“1837 10750 120130 5 0836167-0.0525771 i 2 2=
i = 5512 38584
. o o 0 O3B0O2A7 197 103
s —— | -0.0180744+0.116501i L : 0.0557334 et
285 1855 11BD+ 11B-I}I 2758 4823

(b) Gréfica de invariantes de w

Figura 3.26: Tofico y grafica de invariantes correspondientes a la 1-forma
o (2—2)2'2;—%3—7;)(25) d
W= om0 (z—2+0) (2+0) (2—3) (2 +5—1) (z+5+1) *
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3.5.2. segundo ejemplo

Tomemos

" (z=5)(z—2)(z—2-3i)(z+1) s
(z—5—0)(z—5+i)(z—3-3)(z—1-3)(z+1—i)(z+1+40)

La figura 3.27 muestra la grafica del campo vectorial X

) ]\\§\\“~j-_j/’./ \
NS
Ay

Flgura 3 27 Cam o vectorial
x = ? —3-3i)(2—1-3i) (2+1—i) (2+14%) &
z2—5)(z—2)(2—2— 3)( +1) 9z

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:
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L]

n r
e e B =

///”T——z,-' - N ]
[N
ro —1

(a) Polo —1 — i asociado a ce

Jd

=y

1

(b) Polo —1 + i asociado a cero

Figura 3.28: Bajo la rotacién de 0,7546617 a X, el polo —1 — ¢ es centro y

estd asociado al cero —1. Bajo la rotacion de 0,7630347 a X, el polo —1 +1¢

es centro y estd asociado al cero —1.
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(a) Polo 1 + 3i asociado a cero 2 + 3¢

-
U
bk @k &

(b) Polo 3 + 3i asociado a cero 2 + 3i

Figura 3.29: Bajo la rotacion de 0,994457 a X, el polo 1 + 3i es centro y
estd asociado al cero 2 + 3i. Bajo la rotacion de 1,005544687 a X, el polo
3 4 3i es centro y estd asociado al cero 2 + 3i.
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(a) Polo 5 — ¢ asociado a cero 5
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(b) Polo 5 + i asociado a cero 5

Figura 3.30: Bajo la rotacién de 0,2453197 a X, el polo 5 — i es centro y
estd asociado al cero 5. Bajo la rotacion de 1,2370547 a X, el polo 5+ i es
centro y estd asociado al cero 5.
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(a) Cero —1 asociado a cero

[E— = T3 [

ro 2

ciado a ce

(b) Cero 2 + 3i aso

Figura 3.31: Bajo la rotacién de 0,7595797 a X, existe un anillo de 6rbitas
periddicas alrededor de los ceros —1 y 2. Sin aplicar rotacion a X, existe un

anillo de orbitas periddicas alrededor de los ceros 2 + 3¢ y 2.
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zod | (=]

Figura 3.32: Bajo la rotacion de 0,2404147m a X, existe un anillo de érbitas
periddicas alrededor de los ceros 5 y 2.

Asi quedaron las asociaciones:

olo —1—1 . olo 1+ 37
cero —1 b . cero 2 + 31 P + .
° . polo —1+i e . polo 3 + 3i
asociado a asociado a
cero 2 cero 2
olob—1 cero —1
cero b P . cero 2 .
. polo 5 —1¢ ° . cero 2 + 31
asociado a asociado a
cero 2 cero b

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para las integrales sobre ¥X_12 ,
Yo43i2 Y M52 y los semiresiduos son los siguientes:

= La integral de w sobre la curva ¥_19 = —1+3t con t € [0,1] es
—0,0400877 + 0,0818751 4

» La integral de w sobre la curva Xoy3i2 = (24 3i) — 3it con t € [0, 1] es
—0,124503 i

» La integral de w sobre la curva ¥59 =5 —3t con t € [0, 1] es
0,0400877 + 0,0818751 14
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= El residuo del polo —1 — i es _%go + % ?

s El residuo del polo —1 + 7 es —% + % i
= El residuo del polo 1 + 37 es ﬁ — % i

= Kl residuo del polo 3 + 3¢ es —ﬁ — % 1

» El residuo del polo 5 —i es % + 2

= El residuo del polo 5 + ¢ es % + % i

. 161 57 ;
» El semiresiduo de los ceros =1y 2 es 1955 — gig ¢
= FEl semiresiduo de los ceros 2+ 3¢ y 2 es % )

N 161 57
= El semiresiduo de los ceros 5y 2 es —1555 — 519 ¢

Con esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.33 (a)) y la grafica de
invariantes (fig. 3.33 (b)).
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pdlo -1-i
polo -1+i
ceron:1
polo 3+3i
X cero 2+3i cero 2
polo 1+3i
oo 5 polo 5+
polo 5-i
(a) Tofico correspondiente a w
LI 1 57
040 840 gag man
L 2 L »
-0,124503 1

L ] [ ]
47 N 1'-"I a7 17
pea =30 ERET

» » |
- -0 0400RTT +0,081§751 | 0.0400877 + 0.0818751 i o7 7

“lez0 a0 1920 ' Ba0'
L ] [ ]

(b) Gréfica de invariantes de w

Figura 3.33: Tofico y grafica de invariantes correspondientes a la 1-forma
_ (2—5)(z—2)(z—2—3i)(2+1) d
W= om0 (e—5+1)(2—3-30) (z—1—31) (z+ L1—0) (2 +1+1) *%
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3.6. 1-forma con 5 ceros

Tomemos

(z=T7T-0)(z—4—9)(z—1—=0)(z+2—-1)(z+5—1)
(z—=TN(z—T7T—-2i)(z—4-2i)(z—1)(2+2—2i)(2+5)(z+ 5 — 2i)

w =

dz

La figura 3.34 muestra la grafica del campo vectorial X

Figura 3.34: Campo vectorial
X — (z=7)(2=7—2i)(2—4—2i)(2—1) (2+2—24)(245) (2+5—27) 9

(z—7T—1)(z—4—1)(z—1—1)(z+2—1) (+5—1) 0z

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:
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N J
x| @k B =

il
5 /5//////?////@\\\\\\

(a) Polo —5 + 2i asociado a cero —5 + 4

_ EHkE &

(b) Polo —5 asociado a cero —5 + 14

Figura 3.35: Bajo la n de 0 561634 a X, el polo —5+ 2¢ es centro y
4 asociado al ce B ola n de 0,5926397 a X, el polo —5
4 asociado al cero —b + Z'.
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Figura 3.36: Bajo la rotacio
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(b) Polo 1 asociado a cero

n de 0,01817637

o —2 + . Sin aplicar rotacién a

+

1+

a X, el polo —2 + 2i es centro

X, el polo 1 es centro
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- ]

Figura 3.37: Bajo la rotacién de 1,981917 a X, el polo 4 + 2i es centro y
estd asociado al cero 4+ 4. Bajo la rotacién de 0,4383247 a X, el polo 7+ 2¢
es centro y estd asociado al cero 7 + i.
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b) Cero

(

cion de 0,4074017 a X, el polo 7 es centro y estd aso

Figura 3.38: Bajo la rota

nillo

i6n de 0,5759917 a X, existe un a

ciado al cero 7 + i. Bajo la rotac

54y —2+i.

orbitas periddicas alrededor de los ceros
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N L
EkE B =

P

L L L L
[ 2 4 &

(a) Cero —2 + ¢ asociado a cero 1 +1¢

N L
=k B =

‘ ) \ ’
@)] ﬂ//////;%\\\
P

L
—4

(b) Cero 1+ 4 asociado a cero 4 + 4

Figura 3.39: Bajo la rotacion de 0,4595577 a X, existe un anillo de érbitas
periédicas alrededor de los ceros —2+1i y 1414. Bajo la rotacién de 0,5404097
a X, existe un anillo de orbitas peridédicas alrededor de los ceros 1+ y 4+1.
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Figura 3.40: Bajo la rotacién de 0,4240377 a X, existe un anillo de érbitas
periédicas alrededor de los ceros 4 +iy 7 + i.

Asi quedaron las asociaciones:

) olo =5 + 2¢ . olo =2 — 21
cero —H +1 P * cero —2+1 P )
. polo —5 . cero —H + ¢
asociado a . asociado a )
cero —2 +1 cero 1+ 1
. olo 1 . olo 4 + 27
cero 1+ 1 P . cero 4 + 1 P +.
° . cero —2 +1 . cero 1+ 1
asociado a ) asociado a )
cero 4 + 1 cero 7+ 1
. olo 7+ 24
cero 7+ 1 P
. cero 7
asociado a )
cero 4 + 1

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para las integrales sobre X _51; 24,
Y _o4il4iy Dl4id4i Y Sd+i7+q Y los semiresiduos son los siguientes:

» La integral de w sobre la curva X _5.; _o1; = (—5+14)+3t cont € [0,1]
es
—0,0647575 4+ 0,0367062 %
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La integral de w sobre la curva ¥_o4;14; = (—2+414)+3t con t € [0, 1]
es
—0,017683 — 0,0345715 ¢

La integral de w sobre la curva X144+ = (14+¢) + 3t con t € [0,1] es
—0,017683 + 0,0345715 i

La integral de w sobre la curva 44,74, = (4 +14) + 3t con t € [0,1] es
—0,0647575 — 0,0367062 7

El residuo del polo —5 + 2i es —% + ﬁ 1

El residuo del polo —5 es —%(158 + % i

El residuo del polo —2 + 2i es — 25 — 25 i

El residuo del polo 1 es % i
El residuo del polo 4 + 2i es tap: — 25 i

El residuo del polo 7 + 2i es 29L + 8%4 i

07
El residuo del polo 7 es 13t + 532 i
El semiresiduo de los ceros =5 +iy —2 4 es 54732481312 _ 13834114 ;
El semiresiduo de los ceros —2+4+¢y 1+ es 54742383392 + % i
El semiresiduo de los ceros 1 +iy 4+ es 54742383392 _ % .

43411 3521

El semiresiduo de los ceros 4 +iy 7+ es

572832 1 100044 *

esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.41 (a)) y la gréfica de

invariantes (fig. 3.41 (b)).
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polo -5+2i

polo -2+2i

polo 4+2i

polo 7+2i

(a) Tofico correspondiente a w

= IRE 2 13
17001 450" 7901 459"
107 7 107 ‘_i_
Bt dee | s 1
387 " b4 0017683 - 0.0345715 | -0.0647575 - D.036T062 | | 2592 864
61 329 -0.0847575 + 00367062 i 0017683 + 0.0345715 | - 38
“y7ee 324 Fary

ar
872"

(b) Gréfica de invariantes de w

Figura 3.41: Tofico y grafica de invariantes correspondientes a la 1-forma
_ (z=7—i) (z—4—i)(z—1—i) (z4+2—1) (z+45—0) d
W= o (e—7-20)(z—4—2i) (z—1) (2 +2-20) (2 +5) (z +5—2) ¥
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3.7. 1-forma con 6 ceros

Tomemos

w = (z—5+1)(2—2+41)(2—2—21) (2+5+1) (2+5+41) (2+8+1) dz
T (2-5)(2—5—21)(2—3—24) (z—1—20) (z+4+4i) (z+6+41) (2+8) (2+8+27)

La figura 3.42 muestra la grafica del campo vectorial X

| ,"
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N / .
J ”//////’i’ / f/ i \'M\T\\iﬁ | (
NS _*/;//mth\ 7iNE

NS

A \l /*/“\\MHI‘ J‘,I | 4‘//%\}]
AN \'I}I iz

/;‘ //‘V_Hsivlw”f//,/; ’y’{&f )//,/;’jf.

licayYaal |

I /)

Figura 3.42: Campo vectorial
(2—5)(z—5—21)(z—3—2i) (2 —1—21) (2+4+441) (24+6+47) (2+8) (z+8+21)

X = Nik
(z—5+1) (2—2+14) (2—2—24) (2+5+14) (2+5+44) (2+8+1) 0z

Para conocer las asociaciones, rotamos el campo obteniendo los siguientes
resultados:
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(b) Polo —8 — 2i asociado a cero —8 — ¢

Figura 3.43: Bajo la rotacion de 1,366717 a X, el polo —8 es centro y esta aso-
ciado al cero —8 — i. Bajo la rotacion de 1,302647 a X, el polo —8 — 27 es
centro y esta asociado al cero —8 — 4.
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s
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(a) Polo 44 asociado a ce 5—4i

s
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Figura 3.44: Bajo la rotacién de 0,9900487 a X, el polo —6 — 4¢ es centro
y estd asociado al cero —5 — 44. Bajo la rotacion de 0,9120117 a X, el polo
—4 — 44 es centro y estd asociado al cero —5 — 4.
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(b) Polo 3 + 2i asociado a cero 2 + 24

Figura 3.45: Bajo la rotacién de 0,9120117 a X, el polo 1 + 2¢ es centro y
esta asociado al cero 24 2i. Bajo la rotacion de 0,9900487 a X, el polo 3424
entro y estd asociado al cero 2 + 2i.
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(b) Polo 5 — 2¢ asociado a cero

(a) Polo 5 asociado a ce

™

/

Figura 3.46: Bajo la rotacion de 1,30264m a X, el polo 5 es centro y esta aso-

ciado al cero 5 —i. Bajo la rotacion de 1,366717 a X, el polo 5 — 2i es centro

y estd asociado al cero 5 — .
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(b) Cero —5 — 41 iado a cero —5 — ¢

Figura 3.47: Bajo la rotacion de 1,329787 a X, existe un anillo de érbitas
periddicas alrededor de los ceros —8 —i y —5 —i. Bajo la rotacién de 0,95627
a X, existe un anillo de orbitas periddicas alrededor de los ceros —5 — 47 y
-5 —1.
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(a) Cero 2+ 2i asociado a cero 2 — ¢
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Figura 3.48: Bajo la rotacién de 0,95627 a X, existe un anillo de érbitas
periédicas alrededor de los ceros 2+ 2i y 2 —i. Bajo la rotacién de 1,329787
a X, existe un anillo de érbitas periddicas alrededor de los ceros 5—1 y 2 —1.
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Figura 3.49: Bajo la rotacién de 0,6568347 a X, existe un anillo de érbitas
periédicas alrededor de los ceros —5 — ¢y 2 — q.

Asi quedaron las asociaciones:

polo —8

cero —8 — ¢ .
cero —8 — 21

asociado a )
cero —H — 1
. olo1+ 27
cero 2 + 21 b * .
° . polo 3 + 2i
asociado a )
cero 2 —1

cero —8 — 1
cero —H — 41
cero 2 — 1

cero —H — 1
) )
asociado a

) olo —6 — 41
cero —H — 41 b .
° . polo —4 — 41
asociado a .
cero —5 — 1
. olo 5
cero b — 1 P .
° i polo 5 — 2i
asociado a )
cero 2 —1
. cero 2 + 21
cero 2 — 1 .
° . cero b —1
asociado a

cero —5 — 1

Los valores obtenidos en Mathematica 7 para las integrales sobre ¥ _g_; _5_;,
275,41'7,571‘, E2+2i,27i7 257172,1' y 275,@2,2’ y los semiresiduos son los Sigu—

ientes:

» La integral de w sobre la curva ¥_g_; _5_; = (—8—1i)+3t con t € [0,1]

€S
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—0,0263495 — 0,0253551 ¢

La integral de w sobre la curva ¥_5_4; _5_; = (=5 — 4i) + 3it con
te[0,1] es
0,00254923 + 0,0379731 4

La integral de w sobre la curva ¥oy9;2—; = (24 2i) — 3it con t € [0, 1]
es
—0,00254923 — 0,0379731 i

La integral de w sobre la curva 35_;9_; = (5 —4) — 3t con t € [0,1] es
0,0263495 4+ 0,0253551 ¢

La integral de w sobre la curva ¥_5_;9_; = (=5 —14) + 7t con t € [0, 1]
es
0,00329897 + 0,0626134 1

16553 1841

El residuo del polo —8 es 764660 — 191165

El residuo del polo —8 — 2i es — 13439220, — rretiid;
El residuo del polo —6 — 4i es —% + 138220 v

El residuo del polo —4 — 4i es —% + 26151)51328 i

El residuo del polo 1+ 27 es % — % ]

. . 49 4699
El residuo del polo 3 + 2i es jz2e5 — 139710 ¢

. 3139459 2241743
El residuo del polo 5 es 135577311 + 1Tosr7s1a °
16553 1841

El residuo del polo 5 — 2i es =250 + 151765 ¢

resi Qi _F_ s 121706708 288408351
El semiresiduo entre los ceros —8—iy —5—1i es 3540391685 T 10161566710

557977 48333433 i
8903465 826841580

557977 + 48333433 i
68903465 826841580

_ 121706708 _ 288408351
2540391685 10161566740

8678999461 _ 13980790646
54963892785 464891678355

El semiresiduo entre los ceros =5 —4iy =5 —ies g

El semiresiduo entre los ceros 2 —2iy 2 — i es —

El semiresiduo entre los ceros 5—iy 2—1 es

El semiresiduo entre los ceros —5—iy 2—ies 7

esta informacién, construimos el tofico (fig. 3.50 (a)) y la gréfica de

invariantes (fig. 3.50 (b)).
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\ polo 1+2i

polo -6-4i

polo 342

(a) Tofico correspondiente a w
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(b) Gréfica de invariantes de w
Figura 3.50: Tofico y grafica de invariantes correspondientes a la 1-forma

(2=5+4) (2—2+1) (2—2—24) (245+4) (z+5+41) (24 8+i dx
(2—5)(2—5—21)(2—3—21) (2—1—21) (2+ 4+ 41) (2 +6+41) (21 8) (2 +8+27)

w =



Apéndice A
C es un espacio topoldgico

Consideremos en C la topologia usual cuyos abiertos son bolas abiertas
B(zp,7) ={2€C| |z — 2| <71}
y uniones arbitrarias de ellas.

Para construir una topologia en C = C U {oo} procedemos como sigue:

Consideremos tres tipos de abiertos:
» Bolas abiertas con centro en zg, B(zo,).

= Bolas abiertas con centro en oo, B(co, ) := B(0, )", donde el comple-

mento se considera en C.
= Abiertos que son uniones arbitrarias de los anteriores, |J,c; B(Pa,7a)-
Definimos el conjunto 7 tal que sus elementos son generados por los

abiertos antes mencionados.

Lema A.1.1. 7 es una topologia en C.
Para ello verificaremos las propiedades de la definicién de topologia.

1. Naturalmente hemos incluido el vacio y el total en 7.

2. De la definicién de 7 se sigue que, un conjunto C' que es unién arbitraria
de abiertos en T, necesariamente estd en 7.

89
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3. Tomemos una coleccion finita de abiertos C1,...,C), en 7, debemos
mostrar que la interseccién de ella estd en 7.
Existen dos casos posibles:

= 00 no estd en la interseccién. Notemos que todo abierto C de 7
en C induce un abierto C' N C usual en C. De aqui tenemos que
CiN...NCy induce a (C1NC)N...N(C,NC) = (C1N...NnC,)NC
un abierto C1 N ...N C,, por lo que tenemos que la interseccion
debe ser abierto en C.

= 00 estd en la interseccidn. Si esto ocurre, entonces cada C; debe
contener a oo, por lo que C; = Uyer, B(zas ra)c para toda
i=1,...,n. Asi

C

cin---nC, = UaEI1B(Za7Ta)Cﬂ"'ﬁuaelnB(Za7ro<)
= (maEhB(Zou Toz))c n---N (ﬂaeInB(Zom Ta))c
= ((ﬁaehB(ZOwTa)) U---u (ﬁaEInB(Zomra)))c-

Notemos que Nper, B(za ra) es abierto en C paracadai=1,...,n
y la unién de abiertos en C es ablerta en C. Entonces cin- ﬂC
la podemos reescribir como U j:iAj donde cada A; es abierto en

C y no contienen a co. De aqui concluimos que la interseccion es
abierta. ]

Tomemos el conjunto
S? = {(x1, 20, 23) € R3 | 23 + 22 + (23— 1) =1} C R?

y la topologia en él, cuyos abiertos son generados por intersecciones de bolas
abiertas B((Z1, 2, 73),r) C R con S2.

Consideremos la funcién h : C — S? descrita como

ARN(z) 4S(2) 22 .
nz) < (FPis Epra Erma) $6 2700
<O7 07 2) ST 2z = 00.

Lema A.1.2. h es homeomorfismo.

Debemos verificar lo siguiente:

= h es biyectiva. En efecto, podemos definir A=! : §? — C como:

221 .
-1 def | o705 + 22 = S (21,22, 23) # (0,0,2)
) { o0 si (x1,22,23) = (0,0,2).
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= hy h™! son continuas. Es equivalente a probar que tanto h™! y h
mandan abiertos de sus respectivos dominios en abiertos de sus re-
spectivos contradominios. Bastara considerar C abierto en la base de
la topologia de C.

Notemos que la frontera de cada abierto C' es un circulo, por lo que
sélo debemos probar que:
h manda circulos o rectas en C en circulos en S?.

Tomemos el circulo
Si={z€C||z—w]*=p?}

con w = a+ iy p > 0. Deseamos probar que la imagen bajo h de
los puntos de S; estén sobre un plano H que intersecta a S?. Usando
|z —w|?* = (2 —w)(2 — ), podemos reescribir la condicién de S; como

2% —wz — wi + ww — p* = 0. (A1)
Tomemos (x1,z2,73) € S? arbitrario, le aplicamos h~! y suponga-
mos que dicha imagen cumple (A.1). Para ello, sustituyendo z =

h=((x1,72,23)) en (A.1) tenemos

422+ 23)  2(a—iB)(z1 +ixo)

— — A2
(2 —x3)2 2 — 13 (4.2)
2(a+1 —1
(a+if)(x1 — ix) +(a®+ %) —p*=0
2—x3
De 23 + 23 + (z3 — 1)? = 1 tenemos
2 +a2i = 1—(v3—1)>
= 1-2%+225-1
= 1‘3(2 — xg)
lo que implica que
2, .2
] + x5
=1 2 A3
2= G (4.3)

Ahora, multiplicando a (A.2) por (2 — x3) tenemos

45 9~ iB) (w1 + iwa) — 2a + iB) (x1 — i)
+a? + 52 = p*)(2 —23) =0
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Sustituyendo (A.3) en la ecuacién anterior obtenemos

dxs — 2(a — if)(x1 + ixe) — 2(a + i8)(x1 — iz2)
+(@?+ 32— p?)(2—123) =0

Desarrollando y agrupando términos semejantes, obtenemos

(—da)z1+(—48) w2+ (4—a® — B2+ p?)r3+ (202 +282 —2p?) =0 (A.4)

Notemos que los coeficientes de x1,x2 y =3, ademas del término inde-
pendiente, son reales, por lo que (A.4) es la ecuacién de un plano

H = {(41,72,73) € R®| (—4a)z1 + (=48)z2 + (4 — a® — % + p?)z3
+(202 +28% - 2p?) =0 con «, 3, p € R}

que intersecta a S, y h=1(S1) C S? es un circulo.

Otro camino para probar lo anterior es posible; consideremos
2 = pcos(t) + a +ip sen(t) + i para toda t € [o,27)

la parametrizacién de S;. Debemos probar que h(z;) C S? N H. Basta
sustituir la composicién h(z;) en la ecuacion de H. Asi,

4p cos(t)+4a
p2+2pacos(t)+2pf sen(t)+a2+32+4

A . 4p sen(t)+45
(Zt) - p%2+2pa cos(t)+2p3 sen(t)+a?+32+4

2rho®+4pa cos(t)+4pB3 sen(t)+2a2+252
0% +2pa cos(t)+2p3 sen(t)+a?+32+4

Sustituyendo h(z;) en (A.4) tenemos

4p cos(t)+4a
(—da)( p2F2pacos(t)+2p0 sen(t)+a2+32+4 )

4p sen(t)+43
+(_46> ( p2+2pa cos(t)+2p8 sen(t)+a2+52+4 )

2 2 2\ [ 2p% +4pa cos(t)+4pB sen(t)+2a2+232
+(4 —at =" +p )( p%+2pa cos(t)+2p3 sen(t)+a2+ﬁ2+4)

+(202 +23% - 2p?) =0
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Multiplicando todo por el denominador tenemos

(—4a)(4p cos(t) + 4a)
+(—48)(4p sen(t) + 453)

+(4 — a? — B2 + p?)(2p? + 4paccos(t) + 4pp sen(t) + 2a2 + 23?)
+(20 + 207 = 2p°)(p* + 2paccos(t) + 2p0 sen(t) + o + 52 +4) =0
—

—16pa cos(t) — 1602 — 16p3 sen(t) — 1632
+(2p% + 4pacos(t) + 4pB3 sen(t)
+20% 4+ 26%) (4 — o? — 2 + p* + o’ + 2 — p?) +8a® + 8% — 8p* =0

=
16pacos(t) — 1602 — 16p3 sen(t) — 1632 + 8p? + 16pa cos(t)+
16p3 sen(t) + 8a? + 832 +8a% + 832 —8p? =0

lo que claramente es cero, para toda t € [0, 27).

Dada la biyectividad de h, h~!' también es continua, y termina por

demostrar que h es homeomorfismo. |

Gracias a este homeomorfismo, C hereda las propiedades topolégicas de
la esfera S?, como ser Hausdorff, compacto y conexo.
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Apéndice B

Manipulacion de rotaciéon del
campo vectorial X con
Mathematica 7

Para determinar las asociaciones entre polos y ceros de una 1-forma
w = hi(z)dz dada, es escencial graficar el campo vectorial asociado X =
f1(2)(0/0z) a la 1-forma y diversas rotaciones aplicadas al mismo. A con-
tinuacién se muestra un algoritmo hecho en el programa Mathematica 7 para
construir un controlador de parametros, el cual nos ayudara a manipular el
parametro de rotacion aplicado al campo x y asi observar rapidamente el
campo rotado.

Utilizaremos el algoritmo para generar el controlador para una 1-forma w
de dos ceros y cuatro polos. El algoritmo se puede generalizar para cualquier
numero positivo de ceros y polos.

El primer paso es asignar los valores de los polos y ceros de w. Para

distinguir polos y ceros, las variables que manejaremos seran cx para ceros
y py para polos, con z,y enteros positivos:

Clear([x,y,z]

cl = -3;
c2 = 1;
pl = -3+ 1I;
p2 = -3 - I;

95
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p3 =1+ I;
pd=1-1;

Cada renglén vacio en el algoritmo denota que los comandos pertenecen
a distintas celdas en Mathematica 7. Ahora, llamamos funO a la funcién

meromorfa hq(z) de la 1-forma w, que la construiremos de la siguiente man-
era:

fun0 = (z-c1)(z-c2) (1/(z-p1)) (1/(z-p2)) (1/(z-p3)) (1/(z-p4))
Al evaluar la celda quedard asi:

fanl = {2z -cl) {z-c2) (1/{z-pL)) 1/ (z-p22)) (1/{z-p23)) {1/ {z-p4d))
-l+z (3+2

-1-1)+2 -1+ -2 3-11+2 J+il+2

Después, asignamos a z su parte real e imaginaria variables, y llamamos
fun a hi(z) expresada en términos de la nueva z:

z=x+1y;

fun = funO

Al evaluar la celda quedard asi:

fun = fund

“lex+iyl (3+x+iy

-l-il+x+ivy ~l+il +x+1y I-i)+x+1ivy J+i)+x+1y

Ahora, le pedimos al programa que nos muestre la parte real e imaginaria
del reciproco de fun, es decir, la funcién meromorfa fi(z) de X:

X = Re[1/fun]
Y = Im[1/fun]

Por lo general no lo hace, por lo que al evaluar la celda quedard asi:
Be[l / fun]
Im[1l/ fun]

Fll=l-il s X+iy ~l+il+x+1y I-i)+x+1ivw J+i)+x+1Y)
Re

- “l+X+Iy (3+H+1Y

=l-i)+x+ivy “l+il+X+1Y 3-i)+x+ivy J+1i) +x+iy

Im
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Ahora, asignaremos de la siguiente manera los valores limite de x y y
entre los cuales graficaremos el campo X:

Mx = Max[Re[cl1], Relc2], Relpl]l, Relp2], Rel[p3], Relp4l];
mx = Min[Re[cl1], Relc2], Relpl]l, Relp2], Relp3], Relp4l];
My = Max[Im[c1], Im([c2], Im[pl], Im[p2], Im[p3], Im[p4l];
my = Min[Im[c1], Im[c2], Im[p1], Im[p2], Im[p3], Im(p4l];

de donde se sigue que mx < x < Mx ymy < x < My. Por tdltimo, genera-
remos el controlador de las rotaciones del campo X por medio del siguiente:

Manipulate[
Show [StreamPlot [{Re [((x+I y-pl) (x+I y-p2) (x+I y-p3)
(x+I y-p4))/((E"((n/100) Pi I)) (x+I y-cl)
(x+I y-c2))],Im[((x+I y-pl) (x+I y-p2) (x+I y-p3)
(x+I y-p4))/((E"((n/100) Pi I)) (x+I y-cl)
(x+I y-c2))1},{x,mx-.5,Mx+.5},{y,my-.5,My+.5},
StreamPoints—>100,VectorScale -> Small],
ParametricPlot [
Evaluate[
First[{x[t],y[t]}/.NDSolve[{x’ [t]==
Re[((x[t]+I y[t]-p1) (x[t]+I y[t]l-p2)
(x[t]+I y[t]-p3) (x[t]+I y[t]-p4))
/((E"((n/100)Pi I)) (x[t]1+I yl[t]l-cl)
(x[t]+I y[t]1-c2))1,y’ [t] ==
Im[[((x[t]+I y[t]l-p1) (x[t]+I y[t]-p2)
(x[t]+I y[t]-p3) (x[t]1+I y[t]-p4))
/((E"((n/100)Pi I))(x[t]+I y[tl-cl)
(x[t]1+I y[t]-c2))],Thread[{x[0],y[0]}==point]l},
{z,y}, {t, 0, 103111,
{t,0,10},PlotStyle->Red]],
{n,0,200},{{point,{0.5,0.5}},Locator},
SaveDefinitions -> True]

Analicemos las partes de este controlador:

StreamPlot [
{Re[((x+I y-p1) (x+I y-p2) (x+I y-p3) (x+I y-p4))
/((E"((n/100)Pi I)) (x+I y-c1) (x+I y-c2))],
Im[((x+I y-pl) (x+I y-p2) (x+I y-p3) (x+I y-p4))



98 APENDICE B. ROTACION DE X CON MATHEMATICA 7

/((E"((n/100)Pi I)) (x+I y-c1) (x+I y-c2))1},
{x,mx-.5,Mx+.5},{y,my-.5,My+.5},
StreamPoints->100,VectorScale -> Small]

Este comando genera el campo vectorial X con la rotaciéon ((E” ((n/100)
Pi I)). El pardmetro n es el que manipularemos para generar las rotaciones;
n varia de 0 a 200 y asi generar una rotaciéon que varie de 0 a 27. En los
valores limites mx,Mx de x y my,My de y agregamos 0,5 para poder observar
los polos o ceros que estan sobre dichos limites de graficacién.

ParametricPlot [
Evaluate[
First[{ x[t],y[t]}/.
NDSolve[
{x’ [t]==
Re[((x[t]+I y[tl-p1) (x[t]1+I y[t]l-p2)
(x[t]+I y[t]1-p3) (x[t]1+I y[t]-pd))
/((E~((n/100)Pi I)) (x[t]+I y[tl-c1)
(x[t]1+I yltl-c2))1,
y’ [t)==
Im[[((x[t]+I y[t]-p1) (x[t]+I y[t]l-p2)
(x[t]+I y[t]-p3) (x[t]+I y[t]l-p4))
/((E~((n/100)Pi I)) (x[t]+I y[t]l-c1)
(x[t1+I yl[tl-c2))],
Thread [{x[0],y[0]}==point] },{x,y},{t,0,10}]
11, {t,0,10},PlotStyle->Red]

Este comando genera una 6rbita {x[0],y[0]}, senalada con el puntero,
del campo vectorial X con la rotacién ((E~((n/100) Pi I)). Aqui el pun-
tero es el parametro manipulable.

Show[StreamPlot[...],ParametricPlot[...]]

Este comando nos permite trabajar en el mismo cuadro con el campo
vectorial generado por StreamPlot y las soluciones del campo vectorial gen-
eradas por ParametricPlot.

Manipulatel...,{n,0,200},{{point,{0.5,0.5}},Locator},
SaveDefinitions -> Truel]
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Por tdltimo, este comando es el que nos permite modificar el pardmetro
n y la seleccién de puntos con el puntero. Aqui se define el intervalo sobre el
cual n tomard los valores; para el puntero, se define un punto inicial al mo-
mento de evaluar la celda. El argumento SaveDefinitions -> True causa
que al salir del archivo y reingresar, no haya necesidad de evaluar la celda
nuevamente (salvo si se hacen cambios en los valores de polos o ceros).

Al evaluar la celda del controlador quedara asi:

M

N

A

| S

y

La barra desplazadora es la que manipula los valores de n, mientras que
seleccionando cualquier punto sobre la grafica, obtendremos la érbita en
dicho punto. Para precisar mejor la rotacién, el controlador tiene la opcion
para modificar los valores al parametro n, haciéndo click en el simbolo + al
final de la barra e ingresando el valor en el espacio correspondiente.

FD_.
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Por ejemplo, modificando el valor 0 por 25 obtenemos el siguiente campo:
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