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Introduccion

Los problemas de Galeria de Arte se empezaron a estudiar en 1973. Su surgi-
miento se acredita a Victor Klee, quien propuso el problema de encontrar el niimero
suficiente de guardias para vigilar una galeria de arte. Una galeria de arte es represen-
tada por un poligono en el plano y los guardias por puntos en él. Quien solucioné el
problema propuesto por Klee fue Vasek Chvatal, con su ampliamente conocido Teo-
rema de Galerfa de Arte de Chvatal [4], el cual afirma lo siguiente: |5 | guardias son
siempre suficientes y a veces necesarios para vigilar una galeria de arte con n paredes.

Esta drea de investigacion se ha desarrollado bastante en las ultimas décadas.
Prueba de esto es la gran cantidad de articulos y libros publicados sobre el tema, en-
tre los que sobresalen tres compendios [16, 17, 19]. En ellos se demuestran variantes
del teorema original, por ejemplo, algunos autores han considerado galerias ortogo-
nales, curvilineas o con huecos, asi como guardias a los que se les permite tener cierta
movilidad o cuya visibilidad se limita.

Los tipos de guardias que nos interesaran principalmente seran los vértices guar-
dia y los puntos guardia. Ambos tienen su posicién fija, los primeros en vértices del
poligono y los segundos en puntos arbitrarios dentro del poligono. El concepto de
vigilancia proviene de la idea intuitiva de poder ver un objeto, esto es que no exista
nada entre el observador y el objeto que bloquee la visién. Asi, decimos que un punto
p en la galeria es vigilado por un guardia g si el segmento de recta gp esta totalmente
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contenido en la galeria.

Esta tesis se estructurard de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se expondran
brevemente los conceptos bésicos de Teoria de Gréficas. En el Capitulo 3 se dard una
introduccion a los problemas de Galeria de Arte: se definira la terminologia usada en
el area y se mencionaran algunos de los principales resultados.

El Capitulo 4 tratard de galerias curvilineas. Estas galerias se pueden ver co-
mo poligonos cuyas aristas son curvas simples en lugar de segmentos de recta. De
las galerias curvilineas nos interesaremos unicamente en aquellas cuyas aristas po-
sean cierta propiedad de concavidad o convexidad, a las cuales llamaremos galerias
arista-concavas y galerias arista-convexas, respectivamente. La razén de esto es que
el numero de guardias suficiente y a veces necesario para vigilar estos tipos de ga-
lerias esta relacionado linealmente con el nimero de vértices de la galeria. En este
capitulo se enuncian tres teoremas en los cuales se da la cantidad suficiente y a veces
necesaria de guardias, como funcién del nimero de vértices, para vigilar cada tipo
de galeria: 2n — 4 puntos guardia para galerias arista-céncavas, L%”J vértices guardia
para galerfas arista-convexas y [§| puntos guardia para galerias arista-convexas.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 se estudiaran las galerias curvilineas con huecos, las
cuales seran el tema central de esta tesis. A grandes rasgos, una galeria curvilinea
con huecos es una galeria curvilinea que contiene galerias curvilineas en su interior,
llamadas huecos. Impondremos ciertas condiciones a las galerias de tal manera que
podamos dar una cota superior, en funcién del ntimero de vértices de la galeria, de
la cantidad de guardias necesaria para vigilar cualquier galeria con ese numero de
vértices. Si la galeria es arista-convexa, sus huecos tendran que ser galerias arista-
céncavas, y viceversa. Se mencionan cuatro resultados, producto de esta tesis. En el
primero se afirma que 2(n+2h) —4 puntos guardia son suficientes y a veces necesarios
para vigilar una galeria arista-céncava con n vértices y h huecos. Otros dos dan cotas
superiores de la cantidad de vértices guardia necesaria para vigilar galerias con hue-
cos arista-convexas, a las cuales se les han impuesto algunas condiciones. El dltimo
resultado afirma que L#J puntos guardia son suficientes para vigilar una galeria
con huecos arista-convexa y |5 | son a veces necesarios.



Capitulo 1

Teoria de graficas

La Teoria de Graficas tuvo sus inicios en los trabajos de Euler en el siglo XVIII.
Una grafica es un objeto matematico conformado por dos tipos de elementos que son
los vértices y las aristas, donde las aristas tienen la funcién de relacionar pares de
vértices. Aunque la definicion de este objeto es abstracta, hay una asociacion intrinse-
ca con su diagrama o representacion grafica, de ahi su nombre. En este diagrama los
vértices son puntos y las aristas son lineas que unen pares de vértices relacionados.
Dentro del contexto matematico a veces se usa indistintamente el término grafica para
referirse tanto al objeto abstracto como a su representacion grafica. Esto no conlleva
ningiin problema, ya que el diagrama arroja suficiente informacién para recuperar la
grafica de la cual se obtuvo.

Dada la relacién natural entre las graficas y sus diagramas, estas nos pueden ayu-
dar a representar visualmente un problema. La variedad de situaciones que puede
modelar una grafica es inmensa. Principalmente modelan situaciones donde la pro-
piedad que nos interesa estudiar de los objetos hace surgir una relacién binaria entre
ellos. Esto nos permite asociar pares de objetos, lo cual induce de manera natural
una grafica en la que los vértices son los objetos de estudio y las aristas son lineas
uniendo pares de objetos que estan relacionados.

Este capitulo servird como introduccién a la Teoria de Gréficas. En la Seccion
2.1 se definiran algunos conceptos basicos del area que se usaran a lo largo de esta
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tesis. En la Seccién 2.2 se mencionaran algunos tipos de gréaficas y en la Seccién 2.3
se estudiaran los emparejamientos. La Seccién 2.4 estard totalmente dedicada a la
representacion de graficas en el plano, incluyendo graficas planas, graficas aplana-
bles, poligonos y triangulaciones. Por tultimo, la Seccion 2.4 tratara de coloraciones
de vértices.

1.1. Graficas y subgraficas

En Teoria de Graficas hay conceptos para los cuales no hay convencién en la
definicién, hasta el concepto de grafica puede variar dependiendo del autor. Las defi-
niciones que manejaré aqui son, de entre las mas comunes, las que se adeciian mejor
a los tipos de graficas que emplearemos.

Una grdfica es un par de conjuntos G = (V, E) tal que E C {{u,v} C V| u # v}.
En lo que sigue denotaremos [V]? = {{u,v} C V| u # v}. A los elementos de V se
les llama vértices y a los elementos de E aristas. Si e = {u,v} € E entonces u y v
son llamados extremos de e y decimos que e une los vértices u y v. Por simplicidad,
usaremos la notacién uv para referirnos a la arista {u, v}. Los conjuntos de vértices y
aristas de una grafica G se denotarén V(G) y E(G), respectivamente. Algunas veces
no distinguiremos entre una gréafica y su conjunto de vértices o aristas. Asi, podremos
escribir v € G y uv € G para referirnos al vértice v € V(G) y a la arista uv € E(G).

2

1
7
3

6

8 4

)
Figura 1.1: La grafica con conjunto de vértices V = {1,...,8} y conjunto de aristas

E={{1,2},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{3,4},{3,5},{7, 8} }.

Notemos que (), ) es una grafica; a esta la llamaremos grdfica vacia y la deno-
taremos simplemente por ().

De su definicién deducimos que en una grafica no pueden presentarse los siguientes
€asos:
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1. dos o maés aristas con los mismos extremos,
2. una arista con ambos extremos iguales.

Para permitir los casos anteriores se crea el concepto de multigrdfica, la cual se
define como una 3-tupla G = (V, E, ¢) donde V' y E son conjuntos tales que VNE = ()
y ¢: E— {{u,v}|u,v € V} es una funcién. Observemos que una grafica puede ser
considerada una multigrafica haciendo V el conjunto de vértices, E el conjunto de
aristas y ¢ la funcién identidad. Cabe mencionar que todos los conceptos de esta
seccién aplican también para multigraficas.

Si los conjuntos de vértices y aristas de una grafica G son finitos decimos que
la grafica es finita. Entonces podremos hablar del niimero de vértices y aristas de
G, los cuales denotaremos por |G|y ||G||. Al nimero de vértices de una grafica G
le llamamos el orden de G. Como tnicamente trabajaremos con graficas finitas, de
ahora en adelante al decir grafica nos referiremos a una grafica finita.

Dos conceptos que hablan de la relacién entre pares de elementos de una grafica
son los conceptos de adyacencia e incidencia. Se dice que dos aristas son adyacentes
si existe un vértice que es extremo de ambas. Dos vértices son adyacentes si existe
una arista que tenga como extremos a dichos vértices. También se dice que una arista
es adyacente a la otra y que un vértice es adyacente al otro. Diremos que una arista
y un vértice son incidentes si el vértice es extremo de la arista, también podremos
decir que la arista es incidente al vértice o que el vértice es incidente a la arista.
A partir del concepto de incidencia definimos el grado de un vértice, el cual es un
numero natural que se le asocia a cada vértice de una grafica. Sea v un vértice de
la gréfica G, entonces el grado de v, denotado por dg(v), es el nimero de aristas
incidentes a v. De ser claro a cudl gréfica nos referimos solamente escribiremos d(v).

Como habiamos mencionado, el término grafica se debe a que esta puede repre-
sentarse graficamente mediante un diagrama. En este diagrama los vértices se repre-
sentan por medio de puntos y las aristas mediante lineas uniendo pares de vértices
adyacentes. De este solo nos interesara la relacion de incidencia que existe entre los
vértices y las aristas, la forma del diagrama es inmaterial.

Hay ocasiones en las que a dos graficas diferentes se les puede asociar un mismo
diagrama, esto ocurre cuando las graficas son isomorfas. Decimos que dos gréficas
G = (V,E) y G = (V',E') son isomorfas, denotado por G = G, si existe una
biyeccién ¢ : V. — V' tal que uv € E siy sélo si ¢(u)p(v) € E' (Ver Figura 1.2).
Asi, gréaficas isomorfas son graficas esencialmente iguales, ya que sus elementos se
relacionan de la misma manera aunque sus representaciones abstractas sean distintas.
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G 1 el a

3 4 c d

Figura 1.2: Dos gréficas isomorfas Gy G'. El isomorfismo ¢ : V(G) — V(G') esta
dado por: o(1) = a, p(2) = ¢, ¢(3) =e, (4) = b, p(5) = d.

Seguiremos usando la notacién V = V(G) y E = E(G) para la grafica G y la
notacién V' = V(G') y E' = E(G’) para la grafica G'. Si G y G’ son tales que V' C V
y E' C E entonces se dice que G’ es subgrdfica de G (y G es supergrdfica de G') o
que G contiene a G', y se denota por G’ C G. Hay formas de obtener subgraficas o
supergraficas de una grafica, ya sea eliminando o agregando vértices o aristas; estas
se mencionan a continuacion.

G GV = G\U
2 3 2

5 5

Figura 1.3: Las graficas Gy G[V'] = G\ U, donde V' = {2,4,5,6} y U = {1, 3}.

Consideremos la grafica G y sea V! C V. A partir de V' podemos obtener una
subgréfica de G, denotada G[V'], tomando como conjunto de vértices a V' y como
conjunto de aristas al formado por las aristas en E que tienen ambos extremos en V.
A G[V'] se le llama subgrdfica inducida por V' (Ver Figura 1.3). Para denotar a la
subgrafica inducida por los vértices de una subgréafica H C G escibimos [H]|. Si H es
tal que V(H) = V entonces a H le llamamos subgrdfica generadora de G o diremos
que H genera a G. Si U C V entonces a la subgrafica G[V '\ U] la denotaremos por
G\ U,y si U= {u} solamente escribiremos G \ u.

También pueden obtenerse subgraficas o supergraficas partiendo del conjunto de
aristas que queremos eliminar o agregar a la grafica original. Si F' C [V]? entonces
escribimos GUF = (V,EUF)y G\ F = (V,E\ F). Si F' = {f} solamente escribimos
GU fy G\ f, respectivamente (Ver Figura 1.4).
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G G\F GUF'

5 4 5 4 5 4

Figura 1.4: Las gréficas G, G\ F y GU F', donde F = {{4,6},{5,6}} y F' =
{{1.2},{2,3}}.

G G’

—_
—_
ot

3 3

Figura 1.5: Las gréficas G, G', GUG' y GNG'.

A paritr de dos gréficas arbitrarias G y G’ se pueden obtener las siguientes gréfi-
cas. La unidn de G y G’ se define como GUG' = (VUV', EUE'), la interseccion
como GNG' = (VNV' ENE')ylaresta como G\ G' = G\ V' (Ver Figura 1.5).
Cuando G NG’ = () decimos que las gréficas G y G’ son ajenas.

1.2. Tipos de graficas

Si G = (V,E) es tal que E = [V]? entonces decimos que G es una gréafica comple-
ta. Es decir, G es completa si para todo par de vértices distintos existe una arista que
los une. Es importante mencionar que todas las graficas completas de n vértices son
isomorfas. La grafica completa de n vértices se denota por K,,; a K3 le llamaremos
tridngulo (Ver Figura 1.6).
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K3 K4 K5

Figura 1.6: Las graficas completas K3, Ky y Ks.

Un camino es una grafica P tal que V/(P) = {vg,...,vn—1}y E(P) = {vov1, ..., Un—2Un_1},

donde v; # v; para ¢ # j. Se dice que P une los vértices vg y v,—1 y a estos se les
llama extremos de P. A los vértices de P distintos de sus extremos les llamaremos
vértices interiores. A la gréifica C' = PUwv,_1vg se le llama ciclo (Ver Figura 1.7).
La longitud de un camino, asi como de un ciclo, es la cardinalidad de su conjunto
de aristas. A partir de este concepto se define la distancia entre dos vértices u y
v en una grafica G, denotada dg(u,v), la cual es el minimo de las longitudes de los
caminos que son subgraficas de G y unen a u y v. También podemos escribir d(u,v)
en caso de ser claro cual grafica estamos considerando.

Notemos que todos los caminos con n aristas son isomorfos, al igual que todos
los ciclos con n aristas. Asi, al camino y al ciclo de longitud n los denotamos P, y
C,,, respectivamente. Notemos que C3 = K3. Una forma de referirnos a un camino
0 a un ciclo es por la sucesion de vértices que lo conforman, donde dos vértices son
consecutivos si y sélo si son adyacentes. Por ejemplo, para las graficas anteriores es-
cribirfamos P =vg...vp—1y C =g ...U,_10p.

C P

Figura 1.7: El ciclo Cg y el camino Fs.

Se dice que una grafica G es conexa si para todo par de vértices u,v € G existe
un camino en G que los une; y decimos que es disconexa si no es conexa. A una
subgrafica conexa maximal de una grafica G le llamamos componente conexa de
G, o simplemente componente. El conjunto de componentes conexas conforman una
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particién de la grafica, ya que cada vértice o arista pertenece a una y sélo una com-
ponente.

Una gréfica conexa sin ciclos es llamada drbol (Ver Figura 1.8). Habra ocasiones
en las que seleccionaremos un vértice particular del arbol para distinguirlo del resto,
a este le llamaremos raiz. A los vértices de grado 1 de un arbol, distintos de la raiz,
les llamamos hojas. El siguiente teorema caracteriza a los arboles.

RE
e

Figura 1.8: Un arbol.

Teorema 1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una grdfica T':

(a) T es un drbol.
(b) Para todo par de vértices u,v € T existe un inico camino que los une.
(¢) T es conexa pero T \ uwv es disconexa para toda arista uv € T.

(d) T no contiene ciclos pero T'U uv si, para todo par de vértices no adyacentes
u,v €T.

Demostracién. (a) = (b) : Supongamos que para dos vértices u,v € T existen dos
caminos distintos P; y P> que los unen. Como P} # P, entonces existe una arista
e=uay € E(P1)\ E(FP2). Como la grafica (P U ) \ e es conexa, debe contener un
camino P que una a x y y. Pero entonces P U e es un ciclo contenido en T, lo cual
contradice que T sea un arbol.

(b) = (c) : Tenemos que T es conexa. Ahora, sea uv € T. Si T\ uv es conexa
entonces contiene un camino P que une a u y v. Pero entonces tendremos dos ca-
minos en 1" que unen los vértices v y v, a saber P y uv, lo cual contradice la hipotesis.

(¢) = (d) : Si T tuviera un ciclo entonces al eliminar una de sus aristas se con-
servaria la conexidad de 7', contradiciendo la hipétesis, por lo tanto T" no contiene
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ciclos. Ahora sean u,v € T dos vértices no adyacentes. Como T es conexa existe un
camino P que une a vy v. Luego T'U uv contiene el ciclo P U uwv.

(d) = (a) : T no contiene ciclos, falta demostrar que es conexa. Sean u,v € T'. Si
u y v son adyacentes entonces el camino que los une es la arista uv € T'. Si no son
adyacentes entonces existe un ciclo C' en T'U wv. Como T no contiene ciclos tenemos
que uv € C. Luego, C'\ uv es un camino que une a u y v y que esta contenido en 7.
Por lo tanto, T' es conexa. ®

Por el teorema anterior sabemos que en un arbol 7" sélo existe un camino que une
a cada par de vértices u,v € T. Denotaremos por Pp(u,v) a este camino, o P(u,v) si
se sobrentiende en cual arbol estamos considerando el camino.

El siguiente lema enuncia una propiedad sobre el grado de los vértices de un arbol
que nos servirda cuando hablemos de triangulaciones de poligonos en la Seccién 1.4.3.

Lema 1.2. Todo drbol con mas de un vértice tiene al menos dos hojas.

Demostracion. Sea T un arbol. Para todo par de vértices en T' consideremos el
Unico camino que los une. De todos ellos, sea P = zq...x,—1 €l de mayor longitud.
Veremos que xg es adyacente inicamente a x1 y que x,_1 es adyacente Uinicamente a
Tp_o. Supongamos que no. Si xg es adyacente a un vértice v # x1 entonces hay dos
casos:

1) v € P: Entonces v = z;, para algin i = 2,...,n — 1, y se tendria que zoz; y
ToT1 ... x; son dos caminos distintos que unen a zg y x; en T, lo cual contradice
el que T sea un arbol por el teorema 1.1.

2) v ¢ P: Entonces vzg...z,_1 es un camino de mayor longitud que P, lo cual
contradice el que P sea el de mayor longitud.

Si x,—1 es adyacente a un vértice v # x,_o, se presentan los mismos casos y de
igual manera se llega a una contradiccién. Por lo tanto, los vértices xg y x,—1 tienen
grado 1 y entonces son hojas de T'. m

Habra ocasiones en las que nos serd de mucha utilidad encontrar una subgrafica
generadora que ademads sea un arbol; a esta subgrafica le llamaremos drbol genera-
dor. El siguiente teorema nos dice para cudles tipos de graficas siempre es posible
encontrar un arbol generador.
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Teorema 1.3. Toda grdfica conexa contiene un drbol generador.

Demostracién. Sea G una gréfica conexa. Como [G] = G entonces existe una
subgréafica conexa minimal T tal que [T] = G. Tenemos que T \ uv es disconexa
para toda arista uv € T, ya que de lo contrario 1" no seria minimal. Como T es
conexa, por definicién, entonces T es un arbol por el teorema 1.1. m

Existen varios algoritmos para encontrar drboles generadores de graficas conexas.
Entre ellos podemos mencionar el algoritmo BFS (Breadth-First Search, o en espafol
Biusqueda en Anchura), el cual emplearemos més adelante en el capitulo 3. El objetivo
de este algoritmo es recorrer todos los vértices de una grafica dada, y la forma en la
que se recorren produce un arbol generador. La informacion de entrada que recibe
es una grafica conexa G y un vértice r € G que serd la raiz del arbol. El algoritmo
recorre la grafica G de la siguiente manera. Partimos de r y recorremos sus aristas
incidentes hasta llegar a los vértices adyacentes a r, los cuales consideramos ahora
como “descubiertos”. Luego repetimos este procedimiento con cada uno de los vérti-
ces que acabamos de descubrir, para proceder a descubrir los vértices adyacentes a
ellos que hasta ese momento no han sido descubiertos (Ver Figura 1.9).

T

r

Figura 1.9: Una gréafica conexa GG y su arbol T, con raiz r, obtenido con el algoritmo
BFS.

Una grafica G = (V, E) es bipartita si V admite una particién en dos subconjun-
tos X y Y, tal que toda arista tiene un extremo en X y otro en Y (Ver Figura 1.10).
Existe una condicién necesaria y suficiente para que una grafica sea bipartita, la cual
enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Una grdfica es bipartita si y sélo si no tiene ciclos de longitud impar.

Demostracién. Sea GG una grafica sin ciclos de longitud impar, probaremos que
es bipartita. Supondremos que la grafica es conexa, ya que G es bipartita si y sélo
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PO
VO VAN N \

Figura 1.10: Una grafica bipartita.

si sus componentes lo son. Sea T el arbol generador de GG y r su raiz. Notemos
que la longitud de Pr(r,v) es dr(r,v). Sean X = {v € V(G)|dr(r,v) es par} y
Y = {v € V(G) | dr(r,v) es impar}. Los conjuntos X y Y forman una particién de
V(G), demostraremos que G es bipartita con esta particidn.

Sea uwv € G. Si wv € T entonces uv € Pr(r,u) o uv € Pp(r,v). Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que uv € Pr(r,u). Luego dr(r,u) = dr(r,v) + 1, por lo que
u 'y v estan en conjuntos diferentes de la particién (Ver Figura 1.11 (a)). Si wv ¢ T
entonces Pr(u,v)Uuv es un ciclo en G, el cual tiene longitud par por hipétesis. Luego,
Pr(u,v) tiene un nimero par de vértices. Como todas las aristas de Pr(u,v) estan en
T entonces, por el caso anterior, los vértices de Pr(u,v) alternan entre los conjuntos
X y Y. Por lo tanto, u y v estan en conjuntos diferentes (Ver Figura 1.11 (b)).

Figura 1.11: Tlustracién de los casos (a) uv € T'y (b) uv ¢ T.

Para demostrar la otra implicacion, sea G bipartita y supongamos que existe un
ciclo C' = zp ... 29120 C G de longitud impar. Sean X y Y los conjuntos de la particién
de V(@) y supongamos, sin pérdida de generalidad, que zy € X. Notemos que z; € X
implica que z;+1 € Y,y z € Y implica que z;4; € X (suma mddulo 2k + 1). Asi,
zo € X implica que z9;, € X. Pero esto es una contradiccién, ya que zor20 € Gy
20, 221 € X. Por lo tanto, G no tiene ciclos de longitud impar. =

Otras graficas que serdn de nuestro interés son las gréaficas dirigidas. Una grdfica
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dirigida es un par de conjuntos G = (V, E), a cuyos elementos llamaremos vértices
y aristas al igual que en una gréfica, tales que E C {(u,v) € V x V| u # v}. Para
simplificar la notacién, escribiremos uv para referirnos a la arista (u,v). Sie = uv € F
entonces a u le llamamos extremo inicial de e y a v extremo final. La forma de re-
presentar una arista de una gréfica dirigida es con una flecha que inicie en el extremo
inicial de la arista y termine en el extremo final (Ver Figura 1.12). Diferenciamos las
aristas que “entran” a cada vértice de las que “salen” de él; para esto llamamos grado
exterior de un vértice v al nimero de aristas que inician en v y grado interior de
v al nimero de aristas de terminan en v. A los vértices de G con grado exterior 0 les
llamaremos pozos.

Sea P una grafica dirigida tal que P es el camino vy . .. v,_1, vista como gréfica no
dirigida. Si las aristas de P estén dirigidas de v; a v;11, parai =0,...,n—2, entonces
a P se le llama camino dirigido. Al vértice de P con grado interior 0 le llamamos
extremo inicial de P y al vértice con grado exterior 0 le llamamos extremo final.
Si C es una grafica dirigida tal que C' es el ciclo vg ... v,_1vg, vista como grafica no
dirigida, y ademds sus aristas estan dirigidas de v; a v;41 (suma mdédulo n) entonces
a C se le llama ciclo dirigido (Ver Figura 1.12).

G P C

r——

rﬁx

Figura 1.12: Ejemplo de una grafica dirigida G, un camino dirigido P y un ciclo
dirigido C.

1.3. Emparejamientos

Sea G = (V, E) una grafica. Un subconjunto M C E es un emparejamiento en
G si ningtin par de aristas en M son adyacentes en G. Se dice que los extremos de
una arista en M estan emparejados bajo M. Si cualquier vértice de G es incidente
a alguna arista en M entonces a M se le llama emparejamiento perfecto. Es claro
que una grafica que tiene un emparejamiento perfecto debe tener un nimero par de
vértices. Algunos ejemplos de graficas con emparejamientos perfectos son: graficas
completas, ciclos y caminos, todos con un niimero par de vértices.
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El siguiente resultado, obtenido por Tutte [18], establece una condicién necesaria
y suficiente para que una grafica tenga un emparejamiento perfecto. La demostracion
que presentaremos aqui serd la dada por Lévasz [13]. Llamaremos componente par
(¢mpar) a una componente de una grafica con un nimero par (impar) de vértices.
Denotaremos por o(G) al numero de componentes impares de G.

Teorema 1.5 (Tutte 1947). G tiene un emparejamiento perfecto si y sélo si

o(G\ S) < |S| para todo S C V.

Demostracién. Sea G = (V, E) una gréfica y S C V. Si G tiene un emparejamiento
perfecto, entonces en cada componente impar de G\ S debe existir un vértice que
esté unido bajo M a uno de S. Esto implica que

o(G\ ) < 5]

Ahora supongamos que o(G \ S) < |S| para todo S C V, pero G no tiene un
emparejamiento perfecto. En particular, al hacer S = () se tiene que o(G) = 0, lo cual
implica que G tiene un nimero par de vértices. Sea G’ = (V, E') una grafica maximal
sin emparejamientos perfectos que contiene a G. Como G \ S genera a G’ \ S, para
todo S C V, tenemos que o(G'\ S) < o(G\ S), y asi

o(G"\ S) < |S| para todo S C V.

Denotamos por U al subconjunto de vértices con grado |G'| —1 en G'. Como G’ no
tiene emparejamientos perfectos entonces U # V. Primero probaremos que las com-
ponentes de G'\ U son gréficas completas. Supongamos lo contrario, entonces alguna
componente no es completa y en ella existen vértices =, y y z tales que zy,yz € E' y
xz ¢ E'. Por otra parte, como y ¢ U existe w € G’ \ U tal que yw ¢ E’.

Por la maximalidad de G, las graficas G’ Uzz y G’ U yw tienen emparejamientos
perfectos; sean M7 y Mo tales emparejamientos, respectivamente. Notemos que zz €
M, y yw € Ms. Sea H la subgrafica de G’ U {zz,yw} inducida por los vértices
incidentes a las aristas en M; U My \ (M7 N Ms). Cada vértice de H tiene grado 2,
por lo que H es una unién ajena de ciclos. Ademas las aristas de estos ciclos alternan
entre M7 y My, de lo cual concluimos que los ciclos tienen longitud par. Se pueden
presentar dos casos:

1) zz y yw estdn en componentes diferentes de H.
Sea C' el ciclo de H al que pertenece yw. Entonces tomando las aristas de M
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que pertenecen a C' y las aristas de My que no pertenecen a C' obtenemos un
emparejamiento perfecto en G’, lo cual contradice la hip6tesis (Ver Figura 1.13

(a))-

2) xz y yw estan en la misma componente de H.
Sea C' el ciclo al que pertenecen zz y yw. Sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que z,x,y,w aparecen en C' en sentido contrario a las manecillas del reloj.
Entonces las aristas de M en la seccion yw . .. z de C' junto con yz y las aristas
de My que no estan en la secciéon yw . ..z de C constituyen un emparejamiento
perfecto de G, 1o cual es una contradiccién (Ver Figura 1.13 (b)).

(a)

Figura 1.13: (a) zz y yw estédn en componentes diferentes de H y (b) zz y yw estan
en la misma componente de H. Las aristas en M; estan representadas con lineas
punteadas y las aristas en My con lineas continuas.

Como en ambos casos llegamos a una contradiccién, concluimos que las compo-
nentes de G’ \ U son gréficas completas.

Por hipétesis, tenemos que o(G’ \ U) < |U|. Pero entonces podemos obtener un
emparejamiento perfecto de G’ de la siguiente manera: a cada componente impar de
G’ \ U le agregamos un vértice de U haciéndola una grafica completa con un niimero
par de vértices, la cual ya sabemos que tiene un emparejamiento perfecto al igual
que las componentes pares de G’ \ U, y al resto de los vértices de U los unimos con
vértices de U. Lo anterior nos lleva a una contradiccién, y como habiamos partido de
la suposicién de que G no tenfa un emparejamiento perfecto entonces G si tiene un
emparejamiento perfecto. m

1.4. Graficas en el plano

Dado que, formalmente, una grafica plana es un subconjunto del plano euclidiano,
antes de dar su definicion revisaremos algunos conceptos topolégicos que serviran pa-
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ra comprender de forma mas completa lo que es una grafica plana y los conceptos
derivados de ella. Con este objetivo, en la Seccién 1.4.1 definiremos algunos concep-
tos topoldgicos para luego dar las definiciones de grafica plana, grafica aplanable y
poligono en la Seccién 1.4.2 y tratar el tema de triangulaciones en la Seccién 1.4.3,
las cuales son un tipo particular de gréaficas planas.

1.4.1. Algunos conceptos topolégicos

El plano euclidiano se define como el conjunto R? = {(z,y) | z,y € R} dotado de
la topologia inducida por la distancia euclidiana . Denotaremos por B.(z) a la bola
abierta con centro en = y de radio ¢, esto es, el conjunto de puntos cuya distancia a
x es menor que €. Las bolas abiertas seran la base de esta topologia, ya que a partir
de ellas definiremos los conjuntos abiertos. Un conjunto X C R? es abierto si para
todo z € X existe € > 0 tal que B-(x) C X. En particular, las bolas abiertas son
conjuntos abiertos. Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto.

Los conjuntos abiertos satisfacen las siguientes propiedades:

1. unién arbitraria de conjuntos abiertos es abierto,

2. interseccién finita de conjuntos abiertos es abierto.

Como el complemento de un conjunto abierto es cerrado, de las propiedades an-
teriores se sigue que los conjuntos cerrados satisfacen lo siguiente:

1. interseccién arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado,

2. unién finita de conjuntos cerrados es cerrado.

El interior de X, denotado por X , es el conjunto de puntos x € X para los
cuales existe € > 0 tal que B.(xz) C X. Claramente, X es un conjunto abierto, y de
hecho es el abierto mas grande contenido en X. La cerradura de X, denotada X, es
el conjunto de puntos = € R? tales que B.(x)NX # () para toda ¢ > 0. Es fécil probar
que X es un conjunto cerrado y que ademas es el cerrado més pequeiio que contiene
a X. De esto podemos concluir que XCXCX.La Jrontera de X, denotada 0X,
es el conjunto de todos los puntos x € X tales que para toda € > 0 se cumple que
B-(x)NX # 0y Be(z) NR?\ X # ). Tenemos que X = X NR2\ X, de lo cual se
sigue que la frontera es cerrada.

*Recordemos que la distancia euclidiana entre dos puntos (1, 1), (x2,y2) € R? se define como
d((z1,91), (22,92)) = /(21 = 22)% + (41 — y2)*.
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Un conjunto es disconexo si es la uniéon de dos conjuntos abiertos, no vacios y
ajenos; y es conexo sino es disconexo. A los conjuntos conexos les llamaremos regio-
nes. La propiedad de ser maximalmente conexo induce una particién en un conjunto
disconexo. Para cada = € X definimos la componente conexa C(z), o simplemente
componente, como la unién de todos los subconjuntos conexos de X que contienen
a z. Notemos que C(z) es un conjunto conexo maximal en X.

Sean X,Y C R2. Decimos que X y Y son homeomorfos si existe una funcién
h : X — Y continua, biyectiva y con inversa continua. A esta funcién h le llamamos
homeomorfismo. Un arco A lo definiremos como un conjunto homeomomorfo al
intervalo cerrado [0, 1]. Si A : [0,1] — A es dicho homeomorfismo entonces los puntos
h(0) y h(1) son los extremos de A y la imagen del intervalo abierto (0,1) bajo h
es llamada el interior de A. Un tipo especial de arcos son los segmentos de recta,
a estos los denotamos por Ty, donde = y y son los extremos del segmento. Para el
segmento dirigido de x a y usaremos la notaciéon xjy. A partir de los segmentos de
recta definimos las poligonales, estas son arcos que son union finita de segmentos
de recta. También se define el concepto de convexidad: un conjunto X es convexo si
Ty C X, para todo par de puntos x,y € X.

Definiremos curva de Jordan como un conjunto homeomorfo al circulo unita-
rio S'. A continuacién mencionamos el Teorema de la Curva de Jordan, el cual nos
serd util cuando hablemos de poligonos (Seccién 1.4.2).

Teorema 1.6. Sea J una curva de Jordan. Entonces R? \ J tiene exactamente dos
componentes, las cuales tienen como frontera a J .

Decimos que X es acotado si existe x € R? y un ndmero natural n tal que
X C By(x). Asi, una curva de Jordan J separa el plano en dos regiones abiertas que
tienen a J como frontera, una de las cuales es acotada y es llamada el interior de
J, v la otra no acotada llamada el exterior. Diremos que J acota un subconjunto
del plano X si X esta contenido en la unién de J y su interior.

Decimos que dos funciones continuas f,g : X — Y son homotdpicas si existe
una funcién continua H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z)
para toda x € X. Diremos que X es simplemente conexo si la funcién indenti-
dad idx : X — X es homotopica a la funcién constante ¢z, : X — X dada por
¢zo(x) = (. Intuitivamente, un espacio simplemente conexo es uno que no tiene
“hoyos”. Por ejemplo, la bola unitaria B;(0,0) es simplemente conexa mientras que
B1(0,0) \ (0,0) y el circulo unitario S' no lo son.
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1.4.2. Graficas planas, aplanables y poligonos

Una grafica plana es un par de conjuntos finitos G = (V, E) (al igual que en una
grafica los elementos de V' son llamados vértices y los de E aristas) con las siguientes
propiedades:

P1 los vértices son puntos del plano,
P2 las aristas son arcos cuyos extremos son dos vértices distintos,
P3 no hay dos aristas que compartan ambos extremos,

P4 el interior de una arista no contiene ningun vértice ni puntos de otra arista.

Notemos que la propiedad P3 nos permite referirnos a una arista de una grafi-
ca plana indicando solamente sus vértices. Representaremos a una grafica plana
G = (V,E) por el subconjunto del plano V U [J.cpe, el cual es un conjunto ce-
rrado.

Una grafica plana G = (V, E) induce de manera natural una gréfica G' = (V', E’),
donde V.= V' y E' = {uv|u y v son los extremos de alguna arista e € F}. Una
grafica isomorfa a la grafica inducida por una grafica plana es llamada aplanable.
Un ejemplo de una grafica que no es aplanable es la grafica completa K5 (Ver Figura
1.6). Por lo anterior, podemos decir que una gréfica aplanable es aquella que puede
ser dibujada en el plano sin que sus aristas se intersecten y que las graficas planas
son los diagramas de las graficas aplanables que tienen esta propiedad.

Todos los conceptos definidos para graficas también aplicardan para gréaficas pla-
nas. Por ejemplo, dos graficas planas seran isomorfas si sus graficas inducidas son
isomorfas, una grafica plana sera conexa si su grafica inducida es conexa, etc.

Sea G una grafica plana. A las componentes de R? \ G les llamamos caras de G.
Dado que G estd acotada, exactamente una de sus caras es no acotada, a esta le lla-
mamos cara exterior y a las demas caras les llamamos caras interiores. Notemos
que las caras de una grafica plana son conjuntos abiertos. Diremos que dos caras son
adyacentes si hay una arista que esta en la frontera de ambas. También diremos que
una arista es adyacente a una cara si la arista estd en la frontera de la cara.

Si G es una gréfica plana entonces definimos la grafica dual de G, denotada G*,
como la multigrafica con las siguientes propiedades:

D1 existe una correspondencia biunivoca entre las caras de G y los vértices de G*,
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D2 existe una correspondencia biunivoca entre las aristas de G y las aristas de G*
dada de la siguiente manera: si e es una arista de GG entonces la arista e¢* de G*
que esta relacionada con e tiene como extremos a las dos caras de G adyacentes
ae.

Como dijimos, G* no es una gréafica bajo la definicién dada aqui, aunque se le
llame grafica dual, sino que es una multigrafica. La razén de esto es porque G* puede
tener dos o més aristas con los mismos extremos o una arista con ambos extremos
iguales, estos casos se ilustran en la Figura 1.14. Observemos que D1 y D2 definen
una unica multigrafica, salvo isomorfismos, por lo que podemos hablar de la grafica
dual sin riesgo a ambigiiedad.

Hay una forma de dibujar G* tal que su diagrama satisfaga las condiciones P1 y
P4 de una gréfica plana; a estas multigraficas se les llama multigrdficas aplana-
bles y a los diagramas con las caracteristicas mencionadas se les llama multigrdficas
planas. La manera de dibujar el diagrama de la grafica dual para que resulte ser una
multigrafica plana es la siguiente: dibujamos un vértice f* en cada cara de G, y por
cada arista e de G trazamos una arista e* de tal forma que cruce una tnica vez a
e y no cruce ninguna otra arista (Ver Figura 1.14). El hecho de que la gréafica dual
sea aplanable tiene una demostracion formal aunque aqui nos conformaremos con
el argumento intuitivo dado anteriormente. Muchas veces nos convendrd pensar en
la grafica dual como la multigrafica plana construida como se explicé previamente,
asi que no distinguiremos entre ambas.

Figura 1.14: La grafica plana G y su dual G*.

De la misma forma en que la que se obtiene la grafica dual de una grafica plana,
se puede obtener la gréafica dual a partir de una multigrafica plana. Asi, tiene sentido
hablar de la grafica dual de la grafica dual, la cual es isomorfa a la gréafica original
cuando esta es conexa, esto es G = G**. Para convencernos de esto, dibujemos la
grafica plana G y su dual G* de la forma mencionada. La idea de la demostracién
consiste en notar que cada cara de G* contiene un tnico vértice de G y que cada
vértice de G estd en una cara de G, por lo que hay una biyeccién entre los vértices
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de G y los vértices de G**. Ahora, tomemos dos vértices adyacentes u,v € G y sea
e = uv. A estos vértices les corresponden dos caras C,,C, de G*, las cuales son ad-
yacentes ya que tienen en su frontera a la arista e* (Ver Figura 1.15).

Figura 1.15: Ilustracion de la prueba de que G = G**.

Otro tipo de subconjuntos del plano que nos interesara son los poligonos. Un
poligono es una grafica plana P tal que los vértices son vg,...,v,_1, conn > 3,y el
conjunto de aristas son los segmentos de recta Tgvy, ..., Un_109. Observemos que la
grafica que induce un poligono es un ciclo, por lo puede denotarse indicando solamen-
te la sucesién de vértices que lo conforman, es decir, P = v ... v,_1v9. Por esta razén
al poligono de 3 vértices se le llama tridngulo al igual que el ciclo de 3 vértices; al
poligono de 4 vértices le llamaremos cuadrildtero.

U3

Vo

(%
U1 2

Figura 1.16: Un poligono de 4 vértices.

Observemos que un poligono es una curva de Jordan, por lo que divide al plano
en dos regiones: el interior y el exterior. Algunos autores representan un poligono en
el plano por la unién de la curva U?;ol U;0;+1 (suma médulo n) y su interior; nosotros
también representaremos asi a los poligonos. Notemos que entonces la frontera de
una poligono P corresponde a la curva U?;ol UiUi+1 (suma médulo n). Otro concepto
relacionado con poligonos es el de diagonal, el cual se refiere a un segmento uv con-
tenido en P que une dos vértices v y v no consecutivos.
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U1

Figura 1.17: Un poligono P de 7 vértices. El segmento vgvs no es una diagonal, pero
UoUg Si lo es.

1.4.3. Triangulaciones

Definiremos triangulaciéon como una grafica plana tal que la cerradura de cada
una de sus caras interiores es un tridngulo. Una triangulacion de un poligono P es
una triangulacién T tal que V(T) = V(P) y E(P) C E(T) C E(P)U D, donde D
denota el conjunto de diagonales de P. Para denotar una triangulacién de un poligono
P escribiremos T'(P). El siguiente teorema afirma que todo poligono tiene al menos
una triangulacién, aunque puede ser que esta no sea linica, como vemos en la Figura
1.18.

P T(P) T'(P)

Figura 1.18: Un poligono P y dos de sus triangulaciones T'(P) y T'(P).

Teorema 1.7. Todo poligono puede ser triangulado, ademds toda triangulacion de
un poligono de n vértices consta de n — 2 tridngulos.

Demostraciéon. La demostracién serd por induccion en el nimero de vértices del
poligono. Es claro que un poligono de n = 3 vértices ya estd triangulado y el niimero
de tridngulos es 1 = n — 2. Ahora supongamos que podemos triangular cualquier
poligono con menos de n > 4 vértices y que la triangulacién tiene n — 2 tridngulos.
Sea P = vgy...vp—1v9 un poligono con n vértices. Primero probaremos que P tiene
una diagonal. Tomemos tres vértices consecutivos vi_1, vx vy vk4+1 tal que el angulo
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en vy interior al poligono es menor a 180°. Si la arista vg_1vg41 estd contenida en
P entonces es una diagonal. Si vp_1vi+1 no estd contenida en P entonces existe al
menos un vértice contenido en el tridngulo vg_1vpvE1VE_1. Sea u el vértice de P
mas cercano a v que estda contenido en ese tridngulo. Tenemos que el segmento v,u
estad totalmente contenido en P y por lo tanto es una diagonal. Esta diagonal divide
a P en dos poligonos P; y P» (Ver Figura 1.19). Si denotamos por n; al nimero de
vértices de P;, para ¢ = 1,2, entonces tenemos que n; + ng = n + 2, ya que vpu es
arista de ambos poligonos y por lo tanto sus extremos se cuentan dos veces. Como
claramente n; < n entonces, por hipdtesis de induccién, cada uno de estos poligonos
puede ser triangulado. La unién de estas triangulaciones corresponde a una triangu-
lacién de P, la cual tiene (n; — 2) + (ng — 2) = n — 2 tridngulos. m

Figura 1.19: Tlustracion de la demostracién del teorema 1.7.

Una observacién sobre la grafica dual de una triangulacion es que cada uno de sus
vértices tiene grado menor o igual a 3. Esto se demuestra facilmente, notando que
cada tridngulo es adyacente a lo mas a 3 tridngulos, por lo que cada vértice en la
grafica dual serd adyacente a lo més a 3 vértices. El siguiente lema enuncia otra pro-
piedad importante sobre las graficas duales de triangulaciones de poligonos. A partir
de ahora, en las graficas duales no consideraremos las caras exteriores.

Lema 1.8. La grdfica dual de una triangulacion de un poligono es un drbol.

Demostracién. Sea P un poligono y 7'(P) una triangulacién. Las aristas de T'(P)*
corresponden a diagonales de P. Como toda diagonal parte a P en dos regiones aje-
nas, se tiene T'(P)* se vuelve disconexa al eliminar cualquiera de sus aristas. Luego,
por el teorema 1.1 (¢), T(P)* es un arbol. m

Para enunciar el siguiente teorema primero necesitaremos definir oreja de una
triangulacion; esta es un triangulo de la triangulaciéon tal que dos de sus aristas son
aristas del poligono.
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<\

Figura 1.20: La gréfica dual de una triangulacién de un poligono.

Teorema 1.9 (Meister 1975). Toda triangulacion de un poligono tiene al menos dos
orejas.

Demostracion. Tenemos que la grafica dual de una triangulacién de un poligono
es un arbol, por el lema 1.8, cuyas hojas corresponden a orejas de la triangulacion.
Como todo arbol tiene al menos dos hojas, por el lema 1.2, entonces la triangulacién
tiene al menos dos orejas. m

1.5. Coloraciones

Una k-coloracion de una grafica G = (V, E) es una funcién ¢ : V — {1,..., k}.
Se dice que una coloracién es buena si c(u) # c¢(v) siempre que u y v sean adyacen-
tes. Diremos que una grafica es k-coloreable si tiene una k-coloraciéon buena. Una
k-coloracién induce una particién de los vértices en k conjuntos, llamados clases
cromdticas, dados por C; = {v € V| c(v) =i}, parai=1,...,k.

El siguiente teorema se refiere a coloraciones de vértices en triangulaciones de
poligonos, y resultard muy tutil en secciones posteriores.

Figura 1.21: Ilustracion de la demostracién del teorema 1.10.
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Teorema 1.10. Toda triangulacion de un poligono es 3-coloreable.

Demostracién. La demostracion sera por induccién en el ntimero de vértices del
poligono. Para un poligono con n = 3 vértices es trivial. Supongamos que el teorema
es cierto para cualquier triangulaciéon de un poligono con menos de n > 4 vértices.
Sea P un poligono con n vértices y T'(P) una triangulacién. Tomemos una oreja de
T'(P). Por definicién, dos lados de esa oreja son aristas de P; llamemos v al vértice
incidente a esas dos aristas (Ver Figura 1.21). Al remover v obtenemos un poligono
triangulado con n—1 vértices. Esta triangulacién es 3-coloreable, por hipdtesis. Ahora
agregamos el vértice v y lo coloreamos de tal forma que su color sea distinto al de sus
vértices adyacentes. Como sélo es adyacente a dos vértices, esto siempre es posible.
Por lo tanto, T'(P) es 3-coloreable. m



Capitulo 2

(Galerias de arte

El problema que propuso Victor Klee consistia en determinar el minimo nimero
de guardias tal que fuera suficiente para vigilar cualquier galeria con n paredes. Para
esto, una galeria de n paredes se model6 con un poligono de n vértices; por esta razén
se usan indistintamente ambos términos. Sea P una galeria, diremos que un punto
p € P vigila un punto q € P si pg C P; de igual manera, decimos que q es visible
desde p. Notemos que esta definicién permite que pq intersecte a la frontera de P. A
estos puntos que tienen la capacidad de vigilar otros puntos de la galeria les llamamos
puntos guardia. Decimos que un conjunto de guardias G vigila un subconjunto del
plano X si todo punto x € X es vigilado por algin g € G.

El primer libro dedicado enteramente a los problemas de galeria de arte fue Art
Gallery Theorems and Algorithms de J. O’Rourke [16], publicado en 1987. Desde
entonces, se ha acumulado un gran acervo de articulos y libros en los que se tratan
variantes del problema original y se muestran algoritmos para obtener los conjuntos
de guardias. Entre ellos se pueden mencionar los compendios de T. Shermer [17] y J.
Urrutia [19].

Las variantes consisten en la modificacién del diseno de la galeria y en la habi-
lidad de los guardias para vigilar. En cuanto a los guardias, existen diferentes tipos
dependiendo de las restricciones que les impongamos, por ejemplo fijando su posicion
o permitiendo la movilidad en cierta regién del poligono. Los vértices guardia son
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aquellos que mantienen fija su posicién restringiéndose a los vértices de la galeria.
Otro tipo de guardias que vale la pena mencionar son los guardias mdwviles, los
cuales fueron introducidos por Toussaint en 1981. Estos guardias ya no permanecen
fijos en un punto sino que se les permite patrullar un segmento de recta totalmente
contenido en la galeria; un punto dentro de la galeria se considera vigilado si es visible
desde algiin punto en la ruta del guardia.

Sobre la organizacién de este capitulo, en la primera seccién nos dedicaremos a
definir el problema original de Galeria de Arte y a dar una demostracion del Teore-
ma de Chvatal. Las secciones posteriores trataran sobre algunas de las variantes de
galerfas de arte mas estudiadas: en la Seccion 2.2 veremos galerias ortogonales, en la
Seccion 2.3 galerias con huecos y en la Seccién 2.4 galerias tradicionales.

2.1. El problema original de Galeria de Arte

Sea P un poligono con n vértices. Definimos g(P) como el minimo ntmero de
guardias que se necesitan para vigilar el poligono P, esto es, el minimo entero k tal
que existe un conjunto de k guardias que vigilan P. Definimos G(n) como el méxi-
mo valor de g(P) sobre todos los poligonos P con n vértices. A G(n) le llamamos
el numero de guardias suficiente y a veces necesario para vigilar un poligono con n
vértices. La suficiencia se debe a que cualquier poligono con n vértices puede ser vi-
gilado con esa cantidad de guardias; y la necesidad es porque al menos un poligono
con n vértices necesita ese nimero de guardias para ser vigilado, es decir, no puede
ser vigilado con menos.

Asi, se puede reformular el problema de Klee como “;Cudl es la funcién G(n)?”.
El Teorema de Galeria de Arte de Chvatal respondié esta interrogante afirmando que
G(n) = [5]. Tres afos despies de haberse publicado este teorema, Fisk [7] dio otra
demostracién que resulté mucho mas simple que la primera. A continuacién enuncia-
mos el Teorema de Chvatal con la demostraciéon dada por Fisk.

Teorema 2.1 (Chvétal 1975). |5 | guardias son siempre suficientes y a veces nece-
sarios para vigilar una galeria de arte con n vértices.

Demostracién. Sea P una galeria con n vértices. Por el teorema 1.7, P tiene una
triangulacién T'(P) y, por el teorema 1.10, T'(P) tiene una 3-coloracién buena. To-
mamos la clase cromética mds pequefia de la coloracién, la cual tiene a lo mas | %]
vértices, y colocamos un guardia en cada uno de esos vértices. Afirmamos que es-
te conjunto de guardias vigila P. Esto es porque cada tridngulo de T'(P), por ser
convexo, puede ser vigilado con un sélo guardia posicionado en cualquier punto del
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tridangulo. Por la forma en la que escogimos los guardias sabemos que hay al menos
uno en cada tridngulo, por lo tanto | % | guardias son suficientes para vigilar cualquier
poligono de n vértices.

Ahora probaremos la parte de necesidad. En la Figura 2.1 se muestra un poligono

con 12 vértices que necesita 4 guardias para ser vigilado. Para cada k podemos cons-

truir un poligono con n = 3k vértices, similar al de la Figura 2.1, que necesite | %]

guardias para ser vigilado. Este poligono estaria formado por k crestas. Cada cresta
del poligono se puede vigilar con un guardia, y ademds un guardia vigila a lo mas

una cresta. Por lo tanto, este poligono necesita k = L%J guardias para ser vigilado. m

Figura 2.1: Prueba de necesidad del teorema 2.1.

2.2. Galerias ortogonales

En las galerias ortogonales cada arista es paralela a uno de los ejes coordena-
dos, lo cual ocasiona que los dngulos interiores midan 90° o 270°. Ya que cominmente
la pared externa de un edifcio es un poligono ortogonal, este tipo de galerias se acer-
can mas a un modelo realista comparadas con aquellas a las que no se les impone
ninguna restriccién. En 1983, Kahn, Klawe y Kleitman [10] demostraron lo siguiente
sobre este tipo de galerias:

Teorema 2.2 (Kahn, Klawe, Kleitman 1983). || vértices guardias son siempre

suficientes y a veces necesarios para vigilar un poligono ortogonal con n vértices.

La demostracion que dieron Kahn, Klawe y Kleitman comparte ciertas similitudes
con la prueba de Fisk, en ambas se agregan diagonales para dividir el poligono en
regiones convexas, s6lo que en esta las regiones convexas son cuadrilateros. A una
grafica plana que se obtiene agregando diagonales a un poligono P de tal forma que
la cerradura de cada cara interior sea un cuadrilatero se le llama cuadrelaterizacion
de P. En la prueba se demuestra que todo poligono ortogonal tiene una cuadrelate-
rizacion convexa, es decir, una cuadrelaterizacion tal que todos sus cuadrildteros
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son convexos. Después de construir esta cuadrelaterizacién convexa, se obtiene una 4-
coloracion de sus vértices de tal forma que cada cuadrilatero tenga sus cuatro vértices
de colores distintos. Como cada cuadrilatero es convexo, un guardia dentro de este
es suficiente para vigilarlo. Por esta razén, podemos colocar guardias en los vértices
que pertenecen a la clase cromética més pequena y con estos vigilar todo el poligono.
Asi, colocamos a lo més [ 7] vértices guardias.

Figura 2.2: Poligono ortogonal con 16 vértices que necesita 4 vértices guardia para
ser vigilado.

Para demostrar la parte de necesidad se construyen poligonos como el que se
muestra en la Figura 2.2. Un poligono de esta forma tiene n = 4k vértices y esta for-
mado por k crestas. Cada cresta puede vigilarse con un guardia y un guardia puede
vigilar a lo mas una cresta. Por lo tanto, este poligono necesita | | vértices guardias.

2.3. Galerias con huecos

Hay otra variante en la que se consideran galerias que contienen poligonos, cu-
yo interior no forma parte de la galeria. A estas galerias se les llama galerias con
huecos o poligonos con huecos. Formalmente, se define un poligono con huecos P
a partir de un poligono Py y un conjunto H = {Pj,..., Py} de poligonos ajenos por
pares, tales que Py estd en el interior de Py para k = 1,...,h. P se define entonces
como la gréfica plana cuyo conjunto de vértices es |, V (Py), cuyo conjunto de aristas
es Jp E(P;) y que se representa en el plano por el conjunto Py \ UgPy. Al poligono
Py le llamaremos poligono exterior y a los elementos de H huecos. Los huecos
funcionan como obstaculos para la visibilidad de los guardias, ya que estos no pueden
ver a través de los huecos. Las galerias ortogonales con huecos son aquellas en las
que tanto el poligono exterior como los huecos son poligonos ortogonales, tomando el
mismo par de ejes coordenados para todos los poligonos.

El primer resultado para poligonos con huecos fue dado por O’Rourke [16], el cual
afirma lo siguiente:
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Teorema 2.3 (O’Rourke 1982). Para vigilar un poligono con n vértices y h huecos
son suficientes L%th vértices guardia, y para un poligono ortogonal con huecos son
suficientes | 521 | vértices guardia.

En la prueba del resultado para poligonos con huecos, primero se eliminan los
huecos “cortando” el poligono a través de diagonales que unan el poligono exterior
con un hueco o que unan dos huecos. Al realizar este procedimiento se anaden dos
vértices por corte, por lo que al final se obtiene un poligono sin huecos con n + 2h
vértices, y el resultado se sigue del Teorema de Chvétal. Para poligonos ortogonales
con huecos la técnica es similar, también se “corta” el poligono a través de diagonales
para eliminar los huecos, pero en este caso lo que se obtiene después de eliminar todos
los huecos no es necesariamente un poligono ortogonal. Sin embargo, este poligono
tiene una cuadrelaterizacion convexa, y esta tiene una 4-coloracién buena. Colocando
guardias en los vértices de la clase cromética mas pequena se obtiene la cota.

Figura 2.3: Poligono con 24 vértices y 3 huecos que necesita 9 vértices o puntos guardia
para ser vigilado.

En ese mismo ano, Shermer dio ejemplos de familias de poligonos con huecos
que necesitan L"?)ihj vértices guardia para ser vigilados (Ver Figura 2.3). En 1984,
Shermer e independientemente Aggarwal probaron que L%hj vértices guardia son
suficientes para h = 1; esto llevé al primero a conjeturar que L%hj vértices guardia
son siempre suficientes. Shermer también conjetura, basdndose en el poligono mos-
trado en la Figura 2.4, que L”T‘HLJ vértices guardia son siempre suficientes para vigilar
un poligono ortogonal con huecos.

Para puntos guardia, Bjorling-Sachs y Souvaine [1] e independientemente Hoff-
man, Kaufman y Kriegel [9] probaron que:
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L1

Figura 2.4: Poligono ortogonal con 44 vértices y 4 huecos que necesita 12 vértices
guardia para ser vigilado.

Teorema 2.4 (Bjorling-Sachs, Souvaine, Hoffman, Kaufman, Kriegel 1991). L%hj
puntos guardia son siempre suficientes y a veces necesarios para vigilar cualquier
poligono con n vértices y h huecos.

La técnica que usaron Bjorling-Sachs y Souvaine fue reducir el problema al caso sin
huecos. Para esto se elimina cada hueco agregando aristas que unan vértices del hueco
con puntos del poligono exterior o con puntos de otro hueco. Primero se toma una
arista v;v; 41 de algin hueco H tal que el angulo en v, 1 interior al poligono sea mayor
a 180° y tal que su prolongacién en la direcciéon de v;y1 intersecte a P, donde P es el
poligono exterior u otro hueco, luego en el punto de interseccién agregamos el vértice
u. Sea v un punto sobre la arista en la que se encuentra u tal que u y v se encuentren
a una distancia muy pequena y ademas el cuadrilatero C' = v;41v;120uv;41 sea con-
vexo, entonces en v agregamos otro vértice. Después eliminamos la arista v;11v;42 y
el segmento uv, y agregamos las aristas v;1u y vi42v. Asi, la frontera de H \ v; 41042
y la frontera de P\ uv se combinan mediante la adicién de v;y1u y v;1ov. Al final de
esta construccién hemos agregado dos vértices, a saber u y v, pero como el vértice
v;41 ahora se encuentra en el interior de la arista v;u lo podemos eliminar. Luego,
solamente tuvimos que anadir un vértice para obtener un poligono con h — 1 huecos.
Realizando este procedimiento recursivamente obtenemos un poligono sin huecos con
n + h vértices.

Para vigilar el poligono construido se sigue la idea de Fisk de triangular el poligono
y 3-colorear los vértices, pero debemos cuidar que en la triangulacién aparezca por
cada hueco un tridngulo T tal que C'UT sea convexo, y asi un guardia en cualquiera
de los vértices de T vigilard también C. La cota corresponde a puntos guardia y no
a vértices guardia ya que los guardias se posicionan en los vértices del poligono sin
huecos que construimos, pero algunos de los vértices de este son puntos interiores
a las aristas del poligono original. Se demuestra que siempre es posible realizar esta
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(b) "

Vit1 Vit2

u v

P

Figura 2.5: Prueba de suficiencia del teorema 2.4.

construccion, por lo que L%hj puntos guardia son suficientes para vigilar un poligono
con huecos.

La cota inferior se prueba construyendo para cada n un poligono con huecos si-

milar al de la Figura 2.3 que necesite L"T*hj puntos guardias para ser vigilado.

Otro resultado sobre poligonos con huecos fue dado por Hoffman en 1990, el cual
trata de vigilancia con puntos guardia en poligonos ortogonales con huecos. Lo intere-
sante de este resultado es que el niimero de guardias no depende del nimero de huecos.

Teorema 2.5 (Hoffman 1990). | %] puntos guardia son siempre suficientes y a veces
necesarios para vigilar un poligono ortogonal con n vértices y h huecos.

En la Figura 2.6 se muestra un poligono ortogonal con huecos que necesita esta
cantidad de guardias para ser vigilado.

J UL

Figura 2.6: Poligono ortogonal con 20 vértices y 4 huecos que necesita 5 puntos guardia
para ser vigilado.

2.4. Galerias tradicionales

Si nos piden pensar en una galeria, lo mas probable es que la imagen que nos venga
a la mente sea la de un cuarto rectangular dividido en habitaciones rectangulares, con
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puertas que comuniquen habitaciones contiguas. Las galerias tradicionales son las
que se acercan mas a esta idea; éstas estan formadas por un rectangulo dividido en
rectangulos mas pequenos, que representan las habitaciones, tales que dos adyacentes
se comunican por medio de una puerta.

T T
- L
- *"_I__

Figura 2.7: Una galeria tradicional.

El siguiente teorema afirma que |5 ] guardias son suficientes para vigilar una ga-

leria tradicional con n habitaciones. La idea méas importante de la prueba, y que es
la que nos permite obtener la cota, es el emparejamiento de la gréifica dual, lo cual es
equivalente a agrupar pares de habitaciones contiguas.

Teorema 2.6 (Czyzowicz, Rivera-Campo, Santoro, Urrutia, Zaks 1994). Toda galeria
tradicional con n habitaciones puede ser vigilada con [5] guardias.

Demostracién. Sea G una galeria tradicional. Sea D la grafica cuyos vértices son las
habitaciones de G, tal que dos vértices son adyacentes si y sélo si las habitaciones co-
rrespondientes se comunican. Lo que probaremos serd que D tiene un emparejamiento
perfecto cuando el nimero de vértices es par. Asi, por cada arista del emparejamiento
podremos colocar un guardia en la puerta que comunica a ambas habitaciones, con
lo cual vigilaremos G. Para el caso cuando D tiene un ntmero impar de vértices,
bastard dividir cualquier habitacién en dos.

Supongamos que D tiene un nimero par de vértices. Para probar que D tiene un
emparejamiento perfecto usaremos el Teorema de Tutte (teorema 1.5). Sea S C V(D)
y k el nimero de componentes de D \ S. Observemos que cada componente en D \ S
representa un poligono ortogonal en GG, posiblemente con huecos. Como cada poligono
ortogonal tiene al menos 4 esquinas, entonces en total por todas las componentes se
tienen al menos 4k esquinas. Observemos que al agregar una de las habitaciones de
G representada por un vértice de S a lo méas desaparecen 4 esquinas, y que al agre-
gar todas las habitaciones en S sdlo nos quedamos con las 4 esquinas de G. De lo
anterior se tiene que en total a lo mds podemos tener 4|S| + 4 esquinas por todas
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Figura 2.8: Ilustracién de la prueba del teorema 2.6.

las componentes de D \ S. Luego se tiene que 4k < 4|S| + 4, o lo que es equivalente
k < |S|+ 1. En el caso cuando k = |S| + 1 se tiene que al menos una componen-
te de D\ S es par, lo cual se demuestra facilmente usando argumentos de paridad.
Por lo tanto o(D\ S) < |S], 1o cual implica que D tiene un emparejamiento perfecto. m

Podemos ver que la cota dada por el teorema anterior es justa. Por ejemplo, la

galeria de la Figura 2.9 necesita [ 5| guardias para ser vigilada.

Figura 2.9: Prueba de necesidad del teorema 2.6.
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Capitulo 3

(GGalerias curvilineas

Al permitir que las aristas de una galeria sean curvas simples arbitrarias se obtie-
ne una variante muy interesante: las galerias curvilineas. Estas fueron propuestas por
M. Karavelas y E. Tsigaridas en el 2007. El tema central de su investigacién fueron
galerfas que presentan cierta propiedad de concavidad o convexidad en sus aristas,
yva que el nimero de guardias necesario para vigilarlas estd acotado por una funcién
lineal del nimero de vértices.

Sobre el contenido de este capitulo, en la Seccién 3.1 se definen los tipos de ga-
lerfas estudiadas por Karavelas y Tsigaridas. Fn las secciones posteriores se presentan
y demuestran algunos resultados sobre galerias curvilineas; los resultados de las sec-
ciones 3.2 y 3.3 son de Karavelas, Téth y Tsigaridas [12, 11], y el de la Seccién 3.4
de Cano, Téth y Urrutia [3].

3.1. Definiciones

Sea P = (V, A) una gréfica plana donde V' = {vy, ..., vp—1} es el conjunto de vérti-
ces,conn >3,y A={ap,...,an—1} es el conjunto de aristas tal que los extremos
de a; son v; y v;41. Si ademas pedimos que las aristas sean curvas diferenciables por
pedazos entonces a la unién de la curva (J,c 4 a y su interior le llamamos poligono
curvilineo o galeria curvilinea. En lo que resta del capitulo, los elementos del
conjunto de vértices de P se denotardn por V = {vp,...,vp—1} y los elementos del
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conjunto de aristas por A = {ag,...,an—1}.

Si a; Uwv;11 es una curva simple y su interior es convexo entonces a a; le lla-
mamos arco convexo. Sea a; un arco convexo y denotemos por C; al interior de
a; UU;v;11. Si para cada punto p en el interior de a; existe £ > 0 tal que C; N B:(p)
esta contenido en P entonces decimos que a; es convexo con respecto a P. Si, en
cambio, a; €s un arco convexo pero no es convexo con respecto a P entonces decimos
que a; es concavo con respecto a P. Cuando todas las aristas de un poligono P
son arcos convexos (arcos céncavos) con respecto a él, a P le llamamos poligono
arista-convero (poligono arista-concavo).

Con esto hemos definido los dos tipos de galerias que serdn de nuestro interés en
este capitulo, que son los poligonos arista-convexos y arista-céncavos. Como hemos
dicho, el nimero de guardias necesario para vigilar este tipo de galerias esta acotado
por una funcién lineal del niimero de vértices. Sin embargo, si consideramos poligonos
curvilineos en general esto no ocurre (ain cuando sus aristas sean arcos convexos),
ya que dado un nimero fijo de vértices n podemos construir un poligono curvilineo
que necesite mas de g guardias para cualquier entero g (Ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Entre mas “delgado” hagamos el poligono mas guardias necesitaremos
para vigilarlo, mientras que el nimero de vértices se mantiene constante.

3.2. Puntos guardia en galerias arista-concavas

En las galerias arista-concavas el nimero de puntos guardias necesario para vi-
gilarlas estd acotado por una funcién lineal del niimero de vértices. Sin embargo, si
consideramos vértices guardia es posible que la galeria no pueda ser vigilada comple-
tamente. Un ejemplo se muestra en la Figura 3.5 (b). En este poligono cualesquiera
dos aristas consecutivas son tangentes en el vértice que tienen en comin. Como resul-
tado, los vértices de la galerfa iinicamente ven los segmentos de recta representados
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por las lineas discontinuas.

A continuacion presentamos el resultado de Karavelas, Toth y Tsigaridas sobre
vigilancia en galerias arista-concavas con puntos guardia.

Teorema 3.1 (Karavelas, Téth, Tsigaridas 2009). Sea P un poligono arista-céncavo
con n vértices. Entonces 2n — 4 puntos guardia son siempre suficientes y a veces
necesarios para vigilar P.

Demostracién. Sea P = (V, A) un poligono arista-céncavo con n vértices. Denota-
mos por t;(i) a la recta tangente al arco a; en el punto v;, para i = j,j + 1. También
denotamos por b; al rayo con vértice en v; que biseca el angulo formado por ¢;_1(7) y
t;(i), y que intersecta el interior de P. A partir de estas rectas construimos el conjunto
de arcos A = { X, ..., \n—1}, tal que sus elementos satisfagan lo siguiente:

[

. Ay C Py esun arco convexo cuyos extremos son v; y v;t1,
2. \; es tangente a b; (a bj11) en v; (en viy1),
3. el nimero de tangencias entre los elementos de A es méximo,

4. si denotamos por C; al interior de la curva A; Uv;v; 41 entonces C;NC; = () para
todo 1, j.

(a) v; Vit (b) i

\ Qi

Figura 3.2: (a) Construccién de las rectas t;(i) y t;(i + 1), (b) construccién de la
bisectriz b;.

Sea ) la grafica plana que tiene por conjunto de vértices a V' y por conjunto de
aristas a A (Ver Figura 3.3). Tenemos que ) es un poligono arista-céncavo cuyas caras
interiores son tridngulos, ya que el nimero de tangencias entre los elementos de A es
méaximo. Ademads, @ tiene la propiedad de que al ser vigilado también se vigilara P.
Por esto, en lo que sigue nos dedicaremos a encontrar un conjunto de guardias que
vigilen Q.
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Figura 3.3: (a) Los poligonos Py @, (b) una cara interior de () junto con los segmentos

Tio(j)-

Para cada arista \;, sean o(1),...,0(m) los indices de las aristas tangentes a \;.
Construimos las rectas [; ;(;) tangentes a A; y As(;) en su punto de tangencia. Lla-
memos 1; ,(;) al segmento que une los puntos de interseccion de l; 5(;) con l; 5(j_1) ¥
li o(j+1)- Notemos que cada tridngulo que es cara interior de () tiene por bisectrices a
los segmentos 7; ,(;) (Ver Figura 3.3 (b)). Las intersecciones de estas bisectrices gene-
ran a lo més tres puntos en el interior de cada tridangulo. Observemos que colocando
guardias en dos de estos puntos de interseccién por cada cara es suficiente para vigilar
el poligono @). Llamemos G al conjunto de guardias obtenido de esta forma.

Ahora veamos cual es la cardinalidad de G. Para esto construimos la grafica I' que
tiene por vértices a A, tal que dos de ellos son adyacentes si las curvas son tangentes.
Tenemos que I' es aplanable, ya que se puede dibujar en el plano como se muestra
en la Figura 3.4. Esta grafica plana es generada por el poligono Ag ... A,—1Ag, ¥y toda
arista de I' es una arista o una diagonal de este poligono. Como el nimero de tan-
gencias entre los elementos de A es méaxima, se tiene que el nimero de adyacencias
de la grafica I' es maximo. Por lo tanto, I' es isomorfa a un poligono triangulado de
n vértices. Observemos que los tridngulos en I' estdan en correspondencia biunivoca
con las caras interiores de ). Como cada cara interior de ) contiene dos guardias y
' tiene n — 2 tridngulos, por el teorema 1.7, entonces |G| = 2(n — 2).

Para probar la parte de necesidad construimos un poligono similar al poligono @)
de la Figura 3.3 (a), modificando un poco las aristas de tal forma que ningin par
de aristas no adyacentes se intersecte, pero que se sigan manteniendo cercanas (Ver
Figura 3.5 (a)). Si las aristas estdn lo suficientemente cercanas entonces cada bloque
triangular necesitard dos guardias para ser vigilado (Ver Figura 3.5 (b)). Esta cons-
truccién la podemos realizar para cualquier niimero n de vértices, de manera que el
poligono resultante necesite 2n — 4 puntos guardia para ser vigilado. =
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Figura 3.4: Construccién de I' como gréfica plana.

(a) &MU& (b) ‘
Figura 3.5: (a) Poligono arista-céncavo con 9 vértices que necesita 14 guardias para
ser vigilado, (b) tridngulo que necesita dos guardias para vigilarse.

3.3. Vértices guardia en galerias arista-convexas

En el 2009, Karavelas, Téth y Tsigaridas [11] probaron que |2 ] vértices guardia
son siempre suficientes y a veces necesarios para vigilar un poligono arista-convexo
con n vértices. Recientemente, Cano, Téth y Urrutia dieron una prueba maés corta
y sencilla, la cual es la que se presentard aqui. Para poder dar la prueba, primero
realizaremos algunas construcciones y probaremos un lema.

Figura 3.6: El poligono arista-convexo P y su poligono subyacente p.



38 Galerias curvilineas

Sea P = (V,A) un poligono arista-convexo. Sea E; el camino mds corto (eu-
clidiano) que une a los vértices v; y v;11 y estd contenido en P. Vemos que E; es
una poligonal formada por varios segmentos de recta. Definimos la gréfica plana
P= U; Ei A P le llamaremos poligono subyacente de P, aunque no sea propia-
mente un poligono. Definimos R;, la habitacion de a;, como la unién de la curva
a; U E; v su interior. Vemos que P divide el interior de P en regiones que pueden ser
habitaciones de alguna arista o poligonos. A estos poligonos que tienen como fron-
tera a aristas de P les llamaremos componentes poligonales de P (Ver Figura 3.6).

Ahora probaremos un lema que serd necesario en la demostracion del teorema
principal de esta seccién.

Lema 3.2. Sea p € R;. Entonces existe una arista e € E; que es completamente vista
por p.

Demostracién. Sea p € R; y sean v; = ug, uq,...u; = v;4+1 los vértices de E;. Pro-
longamos cada arista u;_ju; en la direccion de u; hasta intersectar el arco a;. Esta
construcciéon divide a R; en k regiones convexas S1,...,S) tales que uj_1u; € Sj y la
prolongacién de u;_ou;_1 también pertenece a S; (Ver Figura 3.7). Asi, p € S; para
alguna 7, y por lo tanto p ve a uj_1u;. ®

Figura 3.7: Ilustracién de la prueba del lema 3.2

Sea F(ﬁ) la gréfica cuyos vértices son las componentes poligonales de 13, tal que
dos son adyacentes si existe un camino en P que intersecte las fronteras de ambas
componentes y no intersecte ningAuna otra. F(ﬁ) no contiene ciclos, ya que de lo
contrario el poligono subyacente P tendria un hueco, y esto a su vez implicaria la
existencia de un hueco en P, lo cual es una contradiccién. Como F(ﬁ) es conexa y no
contiene ciclos entonces es un arbol.

Teniendo todas estas preliminares ya estamos listos para demostrar el teorema.
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Teorema 3.3 (Karavelas, Téth, Tsigaridas 2009). Sea P un poligono arista-convezo
con n vértices. Entonces LQJJ vértices gquardia son siempre suficientes y a veces ne-

3
cesarios para vigilar P.

Demostraciéon. Consideremos una triangulacién de cada componente poligonal de

P. Denotemos por T'(P) a la unién de P y de dichas triangulaciones de sus compo-
nentes poligonales. T'(P) es 3-coloreable porque, como ya vimos, I'(P) es un arbol.

Por el lema 3.2, sabemos que para vigilar las habitaciones de P es suficiente te-
ner un guardia sobre cada arista de P. Por otra parte, para vigilar las componentes
poligonales es suficiente colocar guardias en los vértices de alguna clase cromatica de
la 3-coloracion de T(IB) Ambas condiciones se satisfacen al posicionar guardias en
los vértices de cualesquiera dos clases cromaticas. Escogiendo las dos clases crométi-

cas mas pequenas aseguramos que L%”J vértices guardia son suficientes para vigilar P.

Figura 3.8: Bloque béasico para la construccién de la cota inferior. Las regiones som-
breadas son r1, 9 vy T3.

Figura 3.9: Seccién de un poligono arista-convexo con 3n vértices que necesita 2n
vértices guardia para ser vigilado.

Para la prueba de necesidad, se muestra una familia de poligonos arista-convexos
de 3n vértices que necesitan 2n guardias para ser vigilados. La construcciéon de estos
poligonos se basa en la curva mostrada en la Figura 3.8. Observemos que un guar-
dia en v; no ve la region r;, para i = 1,2,3, por lo que son necesarios al menos dos
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guardias para vigilar cada uno de esos bloques. La forma de construir el poligono
arista-convexo con 3n vértices es tomando un poligono convexo con n vértices y pe-
gar en cada una de sus aristas una copia de la curva mostrada en la Figura 3.8 (Ver
Figura 3.9). Como se necesitan al menos dos guardias para vigilar el interior de ca-
da bloque, en total son necesarios al menos 2n vértices guardia para vigilar todo el
poligono. m

3.4. Puntos guardia en galerias arista-convexas

Recientemente se demostro el siguiente teorema.

Teorema 3.4 (Cano, Téth, Urrutia 2010). Sea P un poligono arista-convexo con n
vértices. Entonces [%1 puntos guardia son siempre suficientes y a veces necesarios
para vigilar P.

Observemos que la cota para poligonos arista-convexos mejora considerablemente
cuando consideramos puntos guardia en lugar de vértices guardia. Para la demos-
tracién de este teorema necesitaremos realizar ciertas construcciones, definir algunos
conceptos y demostrar varios lemas, lo cual haremos a continuacién.

3.4.1. Descomposiciones convexas

Sea P = (V, A) una galeria arista-convexa. Una descomposicion convexa C
de P es una familia finita de conjuntos convexos y cerrados, a los cuales llamaremos
celdas, tales que sus interiores son ajenos por pares y la unién de todos ellos es P,
ademas pediremos que la frontera de toda celda esté formada por segmentos de recta
o secciones de la frontera de P. Permitimos celdas con interior vacio, a las cuales
llamaremos degeneradas (este caso se presenta sélo cuando algin arco de P es un
segmento de recta). A partir de una descomposicién convexa C' podemos contruir una
gréfica, la cual denotaremos por §(C'), tal que el conjunto de aristas esté formado por
los segmentos de recta que son frontera de alguna celda en C'y no estan contenidos en
la frontera de P, y los vértices sean los extremos de dichos segmentos. A los vértices
de §(C) que no sean vértices de P les llamaremos vértices Steiner. Cuando sea
clara la descomposicién convexa a la que nos referimos escribiremos solamente §.

Nos interesaremos en una clase particular de descomposiciones convexas. Llama-
remos descomposicion normal a aquella descomposicién convexa compuesta por

n + 1 celdas para la cual exista una grafica dirigida §(C'), obtenida a partir de §(C)
dirigiendo sus aristas, tal que satisfaga las siguientes condiciones:
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-

N1 un vértice de 6(C) tiene grado exterior 1 si y sélo si es un vértice de P o un
vértice Steiner localizado en el interior de P,

-

N2 un vértice de 6(C) tiene grado exterior 0 si y sélo si es un vértice Steiner
localizado en el interior de una arista de P.

Hay una forma natural de obtener descomposiciones normales, para esto defini-
mos lo siguiente. Sean r y r’ dos rayos con vértice v. Cuando hablemos del dngulo
formado por r y 1’ nos referiremos al dngulo formado por dichos rayos medido en
sentido contrario a las manecillas del reloj desde r hasta r’. Definiremos la regién
entre r y v’ como la unién de todos aquellos rayos s con vértice v tales que el dngulo
formado por 7 y s es mayor que 0 y menor que el dngulo formado por r y 7’

Figura 3.10: Los rayos r; y l;, y la region W;.

Ahora procedemos a la construcciéon de una descomposicién normal de P muy
particular. Desde cada vértice v; trazamos dos rayos l; y r; hacia el interior de P tal
que l; que sea tangente a a;,—1 y r; a a;. Llamamos W; a la cerradura de la region
entre l; y r; (Ver Figura 3.10). Para i = 0,...,n — 1, trazamos un segmento dirigido
s; desde v; hasta intersectar la frontera de P u otro segmento trazado anteriormente,
de manera que s; esté contenido en W; N P y que la prolongacion de s; no intersecte
el interior de los arcos a;_1 o0 a;. Lo que obtenemos con esta construccién es una
descomposicién normal de P a la cual llamaremos descomposicion estdndar (Ver
Figura 3.11). Por lo anterior es claro que toda galerfa arista-convexa tiene una des-
composicion estandar. Observemos que la manera de construir las celdas induce una
direccién en las aristas de §(C'); siempre que tengamos una descomposicién estandar
C nos referiremos a esta grafica por 6(C).

-

El lema que se enuncia a continuacién clasifica las componentes de §(C'), cuando
C' es una descomposiciéon normal.

-

Lema 3.5. Sea C una descomposicion normal. Entonces toda componente de §(C')
es un arbol dirigido con un sdlo pozo, el cual estd en el interior de una arista de P,
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0 es una grdfica dirigida sin pozos con exactamente un ciclo, el cual acota una unica
celda.

—

Demostracién. Sea ¢ una componente de 6(C). Como todo vértice de t tiene gra-
do exterior menor o igual que 1 entonces ¢ contiene a lo més un ciclo dirigido. Si ¢
no contiene ningun ciclo entonces es un arbol y ademaéas debe tener algin vértice de
grado exterior 0 (si todos los vértices de t tienen grado exterior 1 entonces ¢ con-
tiene un ciclo). Supongamos que t tiene dos vértices de grado exterior 0, digamos
u y v. Consideremos el camino en ¢ que une a v y v. Entonces en ese camino debe
haber un vértice con grado exterior mayor que 1, lo cual es una contradicciéon. Por lo
tanto, ¢ tiene un tnico pozo y este debe estar en el interior de una arista de P por N2.

Ahora supongamos que t contiene un ciclo dirigido o. Tenemos que el interior de
o esta contenido en P, por lo que este ciclo acota al menos una celda de C. Si o
acotara dos celdas entonces habria un vértice en ese ciclo con grado exterior mayor
que 1, lo cual nos llevaria de nuevo a una contradicciéon. Por lo tanto, o acota una
tnica celda. Notemos que en este caso, ¢t no tiene ningin vértice de grado exterior 0.
]

3.4.2. Tipos de celdas

Sea ¢ € C una celda. Definimos ¢(c) como la subgréfica de §(C) formada por
las aristas que estan en la frontera de c. Diremos que la celda c es adyacente a
una region R del plano si las fronteras de ¢ y R se intersectan pero sus interiores
no; también podremos decir que R es adyacente a ¢ o que ¢ y R son adyacentes. R

-

puede ser, por ejemplo, un vértice, una arista, una celda, una componente de 6(C'), etc.

En una descomposicion normal pueden aparecer celdas que intersecten a la fron-
tera de P solamente en sus vértices. A estas celdas las llamaremos ciclicas y la razén
de esto es que (c) es un ciclo dirigido, lo cual se sigue directamente de que todos sus
vértices deben tener grado exterior 1. A las celdas que no son ciclicas las llamaremos
aciclicas (Ver Figura 3.11). De las celdas sélo vamos a querer aquellas que tengan en
su frontera al menos dos vértices de P; a estas las llamaremos buenas y la razén de
su eleccion se hard evidente mas adelante. A una celda que no es buena la llamaremos
mala (Ver Figura 3.11). A las descomposiciones normales compuestas tinicamente
por celdas buenas las llamaremos descomposiciones buenas.

Es claro que el nimero de vértices en la frontera de una celda es mayor o igual

-

al nimero de componentes de §(C') adyacentes a dicha celda. De lo anterior, tenemos

-

que las celdas malas son adyacentes a una dnica componente de §(C). El siguiente
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Figura 3.11: Un poligono arista-convexo y una de sus descomposiciones estandar. La
celda c es ciclica, la celda a es aciclica, b es buena y m es mala.

lema nos dice qué tanto le falta a una celda mala para ser buena.

Lema 3.6. Toda celda en una descomposicion estdndar de P tiene al menos un
vértice de P en su frontera.

Demostracion. Sea ¢ una celda de una descomposicién estandar de P. De las aris-
tas de ¢(c), sea s la tltima trazada al construir la descomposicién estandar. Sea v el
vértice inicial de s, entonces v pertenece a la frontera de ¢, ya que ninguna otra arista
en ¢(c) intersecta el interior de s. m

El siguiente lema habla de una caracteristica muy importante de las celdas malas.

—

Lema 3.7. Sea t una componente de §(C). Si ¢ es una celda mala adyacente a t
entonces ¢ es ciclica o es adyacente al pozo de t.

Demostracién. Sea c una celda mala adyacente a t y supongamos que ¢ no es ciclica.
Por ser c una celda mala, la tinica componente de 5 (C) ala que es adyacente es t. Lo
anterior implica que ¢(c) es conexa, més atn, ¢(c) es un camino cuyos extremos estan
en la frontera de P. De esto podemos concluir que ¢(c) es un camino dirigido, ya que
de lo contrario llegariamos a una contradiccién con que ¢ es una celda mala o con las
restricciones de los grados exteriores de los vértices de 5 (C). Tenemos que el extremo
inicial del camino dirigido ¢(c) tiene grado exterior 1, por lo que es un vértice de P
y ademads es el Unico en la frontera de c. Sea x el extremo final del camino dirigido
¢(c). Como x no puede ser un vértice de P, tenemos que x se encuentra en el interior
de un arco de P y tiene grado exterior 0. Luego, x es el pozo de t y por lo tanto, c es

adyacente al pozo de t. m
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3.4.3. Construccion de una descomposicion buena

Las descomposiciones buenas seran importantes porque a partir de ellas construi-
remos el conjunto de guardias que nos permitird vigilar P. Veremos que para todo
poligono arista-convexo podemos construir una descomposiciéon buena a partir de
cualquiera de sus descomposiciones estandar.

Lema 3.8. Toda galeria arista-conveza tiene una descomposicion buena.

Demostracion. Sea P una galeria arista-convexa y C una descomposicién estandar
de P. Si C' es buena entonces es la descomposiciéon que buscamos. Si C' no es buena
entonces tiene celdas malas. A continuacion se presenta un algoritmo que procesa
cada celda mala de C' y la convierte en una celda buena, mientras se mantienen las
tres invariantes siguientes:

I1 C es una descomposicién normal,

12 para toda arista e € § existe un vértice v € P tal que en § hay un camino de
aristas colineales que contiene a e y que inicia o termina en v,

I3 si una celda ¢ € C' es adyacente a un vértice v € P entonces ¢ contintia siendo
adyacente a v.

Notemos que I3 implica que las celdas buenas permanecen buenas.

Una celda mala puede ser ciclica o aciclica, y la manera de procesarla dependera de
esto. Ambos algoritmos para procesar celdas se exponen a continuacion.

Procesamiento de celdas aciclicas.

Sea ¢ una celda aciclica mala y sea ¢t la componente a la que es adyacente. Por el
lema 3.7, p(c) es un camino dirigido que empieza en un vértice de P y termina en el
pozo de t. Sea v; el extremo inicial de ¢(c) y x el pozo de ¢t. Tenemos que z estd en
el interior de un arco de P incidente a v;; sin pérdida de generalidad supongamos
que es a;. Sean ep,...,e,_1 los caminos maximos contenidos en ¢(c) formados por
aristas colineales (se encuentran numerados en el orden inducido por la direccién de
¢(c), empezando en v; y terminando en x). Sean u; y w41 los extremos de e;, para
7=0,....k—2; asi up = v; y los extremos de e;_1 son ug_1 y «.

Enseguida presentamos el algoritmo para procesar la celda c¢. Definimos inicial-
mente y = ug_1, por lo que y& = ex_1. Ahora supongamos que en algiin momento
del procesamiento y = u;. Mientras j # 0, deformamos y% deslizando su extremo z
sobre a; hacia v;y; (al mismo tiempo acortamos las aristas de 5 incidentes a algin
punto de y) hasta que alguna de las siguientes situaciones se presente:
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Figura 3.12: (a) Una celda aciclica mala ¢, (b) deformacién del segmento yz.
Al y& se vuelve colineal con e;_1, en cuyo caso redefinimos y = uj_; (Ver Figura

3.13),

A2 aparece otro vértice de P en la frontera de ¢; cuando esto ocurre se termina el
algoritmo (Ver Figura 3.14).

Figura 3.13: (a) El segmento y& se vuelve colineal con e;_;, (b) continuacién de la
deformacion del segmento 4.

El algoritmo termina ya que en cada iteracién ocurre A1, en cuyo caso disminuye
j, uocurre A2, en cuyo caso se termina el algoritmo. Ahora veamos que c es una celda
buena al terminar el procesamiento. Para esto, demostraremos que en algiin momento
ocurre A2. Supongamos lo contrario, entonces llegamos a que j = 0. Esto implica que
el segmento uiz es colineal con ey = ugi; pero x sigue estando en el interior de a;.
Lo anterior contradice la construccién inicial de la descomposicion estandar C. Por
lo tanto, ¢ debe ser una celda buena al final del algoritmo.

Puede ocurrir que después del procesamiento una celda de C se haya convertido
en un punto. Supongamos que este es el caso y sea ¢’ dicha celda. Entonces ¢’ era
adyacente a t y como t no tiene celdas ciclicas, por el lema 3.5, entonces ¢’ era aciclica.
Ademds, por I3 se tiene que ¢ era una celda mala antes del procesamiento. Haciendo
un anglisis similar al de ¢, se tiene que ¢(c¢’) era un camino dirigido que empezaba
en v;11 y terminaba en z. Asi, el punto en el que se convierte ¢ después del proce-
samiento debe ser v; 1. Con lo anterior, podemos ver que este caso solamente ocurre
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cuando el vértice que se agrega a c¢ es v;41 (Ver Figura 3.14 (a)). Para resolver este
problema agregamos la arista dirigida v;v;11 a 5. Vemos que esta arista divide a c en
dos celdas buenas, asi seguimos teniendo n + 1 celdas en C'y reducimos el nimero de
celdas malas en al menos uno.

(a) ; (b)

~ \ ~

Figura 3.14: Las dos situaciones que se pueden presentar cuando la celda c se vuelve
buena: (a) el vértice agregado a ¢(c) es vi41, (b) el vértice agregado a ¢(c) no es v;41.

Ahora, demostraremos que las invariantes I1 - I3 se mantienen. C' sigue siendo
normal porque 5 cumple las restricciones de los grados exteriores y C' consta de n+ 1
celdas convexas: ¢ es convexa por Al; en el caso cuando desaparece una celda y ¢ se
divide en dos celdas, estas son convexas; el resto de las celdas se mantienen convexas
también. La invariante 12 se cumple para las aristas de 5 que no modificamos. Las
aristas de yZ no cumplen 12 durante el procesamiento, sin embargo al final hay un
vértice sobre y por lo que todas sus aristas ahora cumplen I2. La invariante 13 se
mantiene, porque si una celda deja de ser adyacente a algin vértice entonces significa
que una arista modificada durante el procesamiento de ¢ pasé por ese vértice y no se
detuvo ahi, lo cual viola A2.

Procesamiento de celdas ciclicas.
Sea ¢ una celda ciclica mala. Como dijimos anteriormente, ¢(c) es un ciclo dirigi-
do, y ademds ¢ tiene un unico vértice en su frontera, al cual llamaremos v;. Sean
€0, - - -, €k—1 los caminos méaximos contenidos en ¢(c) formados por aristas colineales
(se encuentran numerados en el orden inducido por la direccién de ¢(c), empezando
y terminando en v;). Sean u; y uj4+1 los extremos de e; (suma médulo k), asi, ug = v;.
Definimos x = uy_2 (Ver Figura 3.15 (a)).

Enseguida presentamos el algoritmo para procesar la celda ¢. Como k > 3, po-
demos definir inicialmente y = wug_3; notemos que entonces al inicio del algoritmo
tenemos y& = ej_3. Por 12, existe un vértice w € P tal que hay un camino dirigido
en § de aristas colineales que contiene a ex_s y termina o empieza en w; en este caso
empieza en w ya que dicho camino dirigido debe tener a ug_1 como extremo final
(Ver Figura 3.15 (a)). Sea s = wuj_1. Ahora, supongamos que en algiin momento del
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procesamiento tenemos que y = u;. Mientras j # k — 1, deformamos y& deslizando
su extremo x sobre s hacia w (al mismo tiempo acortamos las aristas de d incidentes
a algiin punto de y&) hasta que alguna de las siguientes situaciones se presente:

C1 y& se vuelve colineal con ej_1, en cuyo caso redefinimos y = u;_; (suma médulo

k) (Ver Figura 3.15 (b)),

C2 aparece otro vértice de P en la frontera de ¢; cuando esto ocurre se termina el
algoritmo (Ver Figura 3.15 (c)).
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Figura 3.15: (a) Una celda ciclica mala ¢, (b) el segmento y& se vuelve colineal con
ej—1, (c) la celda c se vuelve buena.

El algoritmo termina porque en cada iteracion se presenta la situacion C1 o la
situaciéon C2; en la primera se disminuye j y en la segunda se termina el algoritmo.
Afirmamos que ¢ es una celda buena al terminar el procesamiento. Para probar esto
supongamos que nunca ocurre C2; entonces llegamos a que j = k — 1. Esto implica
que el segmento ugx es colineal con e;_1 = ug_Jug. Es claro que esto no puede ocurrir
sin que antes el segmento 4% intersecte el vértice w. Por lo tanto, en algiin momento
debe ocurrir C2, lo cual significa que ¢ se convierte en una celda buena al final del
procesamiento.

Cuando procesamos una celda ciclica no puede ocurrir que una celda de C se
convierta en un punto. Para ver esto, sea t la componente a la que es adyacente c
y supongamos que una celda ¢’ adyacente a t se convirtié en un punto después del
procesamiento. Por 13, ¢ era una celda mala. Por otra parte, como ¢ no tiene pozos,
la tinica celda adyacente a t que puede ser mala es c¢. Esto implica que ¢ = ¢/, lo cual
es una contradiccién.

Los argumentos para probar que las invariantes I1 - I3 se mantienen son los mis-
mos a los dados para celdas aciclicas. m
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3.4.4. La grafica dual de una descomposicion buena

Sea C' una descomposicién buena. Llamaremos D(C') a la gréfica cuyos vértices
son las celdas de C'y dos son adyacentes si se intersectan en su frontera (Ver Figura
3.16). Dada una componente ¢ de ¢ llamaremos D(t) a la subgrafica de D(C) induci-
da por las celdas adyacentes a t. Sea D' C D(C), definimos la regién R(D’) como la
unién de las celdas en D’. Para referirnos a R(D(t)) simplemente escribiremos R(t) .
En esta seccién probaremos algunas propiedades importantes de D(C').

Lema 3.9. Los vértices de D(C) tienen grado mayor o igual a 2.

Demostracién. Sea ¢ € C. Claramente, el grado de ¢ en D(C') es mayor o igual al
numero de aristas de ¢(c). Supongamos que ¢(c) sélo tiene una arista, digamos e.
Como ¢ es buena, ambos extremos de e deben ser vértices de P, esto es e = v;v;41.
Como v;11 tiene grado exterior 1, existe otra arista €’ que inicia en v; 1. La arista €’
se encuentra entre dos celdas c; y co adyacentes a v; 1. Por lo tanto, ¢ es adyacente
acpyc. I

D(C)

Figura 3.16: Una descomposicién buena de un poligono arista-convexo y su grafica
dual D(C).

Lema 3.10. D(t) contiene un ciclo cuyos vértices son las celdas aciclicas de D(t).

Demostracién. Observemos que la frontera de R(t) estd formada por arcos de Py
aristas de 0 no contenidas en ¢. Construimos una subgrafica H,(t) C D(t) recorriendo
la frontera de R(t) empezando de un punto arbitrario. Diremos que encontramos la
celda ¢ cuando pasemos por una seccién de un arco de P o una arista de § contenida
en la frontera de c¢. Como todas las celdas aciclicas tienen una seccién de un arco de
P en su frontera entonces H,(t) contiene todas las celdas aciclicas de D(t). H,(t) no
contiene celdas ciclicas porque ninguna arista de una celda ciclica esta contenida en la
frontera de R(t). Ahora, supongamos que encontramos dos veces a una misma celda
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c. Luego, R(t) \ ¢ es una regién disconexa, lo cual implica a su vez que ¢ es disconexa.
Lo anterior es claramente una contradiccion, por lo que ninguna celda se encuentra
dos veces. Por otra parte, dos celdas encontradas consecutivamente son adyacentes
en D(t) porque al menos comparten un vértice. De lo anterior se concluye que H,(t)
es un ciclo contenido en D(t) que contiene todas sus celdas aciclicas y no contiene
ninguna celda ciclica. m

Lema 3.11. Sea ¢ una celda adyacente a una unica componente t de 5, tal que c
es ciclica o adyacente al pozo de t. Entonces existe un vértice v(c) € P y dos celdas
c1,c2 # ¢ consecutivas en H,(t) tales que v(c) estd en la frontera de ¢, ¢ y ca.

Demostracién. Primero supongamos que t es un arbol dirigido, asi ¢ es adyacente al
pozo de t, al cual llamaremos z. Tenemos que ¢(c) es un camino dirigido que empieza
en un vértice v; de Py termina en x. Como c¢ es buena, existe al menos un vértice
v(c) € P tal que v(c) se encuentra en el interior del camino ¢(c¢) (Ver Figura 3.17
(a)). Sean ¢; y co las celdas que contienen en su frontera una seccién de un arco de
P incidente a v(c). Como v(c) estd en el interior de ¢(c) entonces ¢y, 2 # c¢. Ademas,
c1y cg son consecutivas en H,(t).

Ahora supongamos que c es ciclica. Sea v(c) cualquier vértice de P en la frontera
de c. Sean ¢ y ¢ las celdas que contienen en su frontera una seccién de un arco
de P incidente a v(c) (Ver Figura 3.17 (b)). Similarmente, en este caso tenemos que
c1,c2 # ¢y estas celdas son consecutivas en H,(t). m

(1) H(t) (b) Ha ()

P

Figura 3.17: Ilustracién de la demostracién del lema 3.11: (a) ¢ es adyacente al pozo
de t, (b) ¢ es ciclica.

Lema 3.12. D(t) contiene un ciclo que pasa por todos sus vértices.

Demostracién. Notemos que si ¢ es un érbol entonces en D(t) no hay celdas ciclicas;
en este caso definimos H(t) = H,(t). Si t contiene un ciclo entonces en D(¢) hay una
celda ciclica ¢ que, por el lema 3.11, es adyacente a dos celdas ¢; y co consecutivas en



50 Galerias curvilineas

Figura 3.18: El ciclo béasico v = ¢y ... cgco y su subciclo cycicacsey.

H,(t). Definimos H(t) = Hy(t) U ccp Ucea \ cica. Es claro que en ambos casos H (t)
es un ciclo que pasa por todos los vértices de D(t). m

Denotaremos por H (t) al ciclo que pasa por todos los vértices de D(t) construido
como en el lema anterior.

Sea vy C D(t) un ciclo. Si R(7y) es simplemente conexo entonces a 7 lo llamaremos
bdsico (Ver Figura 3.18). Observemos que R(y) es simplemente conexo si y s6lo 7
no acota alguna celda ciclica. En particular, H(t) es un ciclo basico. También si ¢ es
un arbol entonces todo ciclo en D(t) es basico. Sea v = ¢g...c¢n—1¢p un ciclo béasico
de D(t). Si ¢; y ¢ son adyacentes en D(t) entonces al ciclo 7/ = ¢;¢iq1 ... ¢j¢; (suma
modulo m) le llamamos subciclo de v (Ver Figura 3.18). A continuacién se demues-
tra una propiedad de los ciclos bésicos.

Lema 3.13. Todo ciclo basico en D(t) contiene tres celdas consecutivas adyacentes
a un vértice de 0.

Demostracién. Sea v = ¢q . .. ¢p—1¢0 un ciclo bésico en D(t). Para demostrar que v
contiene tres celdas adyacentes a un vértice de § es suficiente demostrar que 7y contie-
ne un subciclo basico con tres vértices, ya que las respectivas celdas se intersectardan
en un vértice de 4. Sea ~" el subciclo basico de v con el menor nimero de vértices.
Reenumerando de ser necesario, podemos suponer que v = c¢q...cjco. Si i = 2 en-
tonces ya acabamos. Supongamos entonces que ¢ > 3. La frontera comin de ¢y y ¢;
es un segmento de recta s. Como R(7’) es simplemente conexo entonces un extremo
de s es adyacente a una celda ¢; € 4/ distinta de cg y ¢;, tal que R(cocy ... cjco) y
R(cjcji ... cicj) son regiones simplemente conexas. Notemos que puede darse el caso
que alguna de las graficas cpcy ... cjco y ¢jcjt1 - .. ¢icj tenga inicamente dos vértices.
Pero ¢ > 3, por lo que alguna de estas graficas tiene al menos tres vértices y entonces
es un ciclo; ademas es subciclo de = y es basico, por construccion, lo cual nos lleva a
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una contradiccién. m

3.4.5. Construccion del conjunto de guardias

A un camino con un nimero par de vértices le llamaremos camino par, de lo
contrario le llamaremos camino impar. Similarmente, a un ciclo con un niimero par
de vértices le llamaremos ciclo par, y en caso contrario le llamaremos ciclo tmpar.
A continuacion probamos dos lemas que seran de vital importancia para la construc-
cién del conjunto de guardias de P.

Lema 3.14. Sea v C D(t) un camino par con k vértices. Entonces R(y) puede ser
vigilada con % guardias.

Demostracién. Como v es un camino par entonces tiene un emparejamiento per-

fecto con g aristas. Colocando un guardia en la frontera comtn de ¢ y ¢/, para cada

arista ¢’ del emparejamiento, vigilamos R(y). m

Lema 3.15. Sea v C D(t) un ciclo bdsico con k vértices. Entonces R(v) puede ser
vigilada con L%J guardias.

Demostracién. Supongamos que 7y es un ciclo par y sea e una de sus aristas. Se tiene
que v\ e es un camino par con k vértices y entonces, por el lema 3.14, R(y\e) = R(7y)
puede ser vigilada con % guardias. Ahora supongamos que ~ es un ciclo impar. Por el
lema 3.13, v contiene tres celdas consecutivas adyacentes a un vértice de 5. , las cuales
podemos vigilar con un sélo guardia colocado en dicho vértice. El resto de las k — 3
celdas de v forman un camino par y entonces, por el lema 3.14, bastan % guardias
para vigilarlas. En ambos casos ng guardias son suficientes para vigilar R(y). ®

Ahora ya podemos demostrar el teorema principal de esta seccién. Pero antes
introduciremos un poco de notacién. Sea p = xq...xr_1 un camino. Dados 0 < i <
j <k —1, denotaremos [z, z;] = x;...xj, (x5, x5 = Tip1...25, [T, 25) = 24 ... 51
y (.m, .7}]') =Ti41---Tj—1-

Demostracién del teorema 3.4. Sea P un poligono arista-convexo con n vérti-
ces y C una descomposicién buena de P. Sea I' la grafica cuyos vértices son las
componentes de 5 , tal que dos son adyacentes si existe una celda en C' adyacente a
ambas componentes. Entonces I' es conexa y as{ podemos obtener un arbol generador
aplicando el algoritmo BF'S, el cual nos da ademés un orden en los vértices. Denote-
mos por ti,...,t, a las componentes de 5 segin el orden inducido por el algoritmo
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BFS. Es importante hacer la observacién que, por ser P simplemente conexo y por
las caracteristicas del algoritmo BFS, cada componente t; es adyacente a lo mas a
una celda que a su vez es adyacente a una componente ¢;, con j < k. Denotemos
n(ty) = |D(tx)|, para k = 1,...,m. Notemos que n(t;) > 2.

La construccién del conjunto de guardias se realizard en m iteraciones. En la ite-
racién k procesaremos la grafica D(ty) para obtener un conjunto Gy, de manera que
UF_, G vigile UF_, R(t;), exceptuando si acaso una celda de D(t). La celda de D(ty)
que dejemos sin vigilar debera ser adyacente a otra componente ¢;, con j > k, para
que sea posible vigilarla posteriormente cuando procesemos D(t;).

Por los lemas 3.14 y 3.15, sera suficiente obtener una particién en caminos pares
y ciclos bésicos de la subgréfica de D(t;) inducida por las celdas que queremos vigi-
lar. Asi, al vigilar sj, celdas de D(t;,) aseguraremos que usamos a lo més | % | guardias.

A continuacion se explicard el procesamiento de D(tx). Por una observacién hecha
anteriormente, D(tj) tiene a lo mas una celda ya vigilada, por lo que los casos que se
presentan al procesar D(t;) son los siguientes: ninguna celda de D(tx) estd vigilada,
una celda de D(ty) estd vigilada.

Caso a: Ninguna celda de D(t;) esta vigilada. Si n(t;) = 2 entonces un guar-
dia es suficiente. Si n(t;) > 3 entonces consideramos el ciclo basico H(tx) C D(ty).
Como H(ty,) tiene n(ty) vértices entonces, por el lema 3.15, L%J guardias son su-
ficientes para vigilar R(t).

Caso b: Exactamente una celda ¢ de D(t;) esta vigilada. Si n(t;) = 2
entonces tenemos solamente una celda atn sin vigilar. Pero esta celda debe ser ad-
yacente a otra componente t;, con j > k, por lo que podemos dejarla sin vigilar y
procesarla hasta la j-ésima iteracién. Si n(ty) > 3 es impar entonces H (tx) \ {c} es
un camino par. Si n(t;) > 3 es par entonces distinguimos varios casos.

Caso bl: D(t;) tiene una celda ciclica. Sea c¢; la celda ciclica. Notemos que
c1 # ¢, ya que ¢ es adyacente Unicamente a t;. Por el lema 3.11, existen dos pares
de celdas c2,c3 y ¢4, c5 que son consecutivas en H,(t;) y adyacentes a c1, con la po-
sibilidad de tener ¢3 = ¢4 0 ¢ = ¢5 (la notacion es tal que ¢, c3,cq4 y c5 aparecen en
H,(tx) en sentido contrario al de las manecillas del reloj). Tenemos que [c3, ¢4], [c5, c2]
es una particién de los vértices de H,(t). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que ¢ € [cs, c2]. Definimos p; = [c5, ¢) si [c5, ¢) es un camino par, o ps = (¢s, ¢) en caso
contrario. También definimos ps = (¢, ¢2] si (¢, c2] es un camino par, o p2 = (¢, ¢2) en
caso contrario. Veamos que D(tx) \ ({c} U p2 U ps) contiene un ciclo generador que
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contiene a c1, por lo que es un ciclo bésico (Ver Figura 3.19).

Cs C4

C2 Cc3

Figura 3.19: Caso bl.

Caso b2: D(t;) no tiene ninguna celda ciclica. Sean ¢; y ¢z las dos celdas
adyacentes al pozo de t;, que son consecutivas en H(tj). Tenemos tres casos.

Caso b2.1: Ambas celdas adyacentes al pozo de t; son adyacentes a otra
componente de 4. Como n(t;) es par, entonces H(ty,) \ {c} es un camino impar.
Luego, tenemos que para alguna i € {1,2}, la grafica H(tx) \ {c,c;} es la unién de
dos caminos pares (aceptamos la posibilidad ¢ = ¢; 0 ¢ = ¢2). Entonces dejamos sin
vigilar a ¢; para vigilarla en una iteraciéon posterior.

Caso b2.2: Exactamente una celda adyacente al pozo de t; es adyacen-
te a otra componente de 5. Supongamos sin pérdida de generalidad que csy es
adyacente a ninguna otra componente de 5. Luego existen dos celdas adyacentes a
co y consecutivas en H(t); las llamamos c3 y ¢4 tales que cg, c3 y ¢4 se encuentran
en H(tx) en sentido contrario a las manecillas del reloj. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que c¢; € [cg,co]. Definimos Hy = [cq,c1] y Hy = [c2,ca] U cacy U cacs;
notemos que H(ty) C H1 U Hy 'y Hy N Hy = {c4}. Tenemos 2 casos:

= Caso b2.2.1: ¢ € H;. Notemos que ¢ divide a H; en dos caminos. Sea p; =
(c,c1] si (¢, 1] es un camino par, o p; = (¢, ¢1) en caso contrario (se puede dar
el caso ¢ = ¢ y entonces p1 = 0). Sea py = [c4,¢) si [cq,¢) es un camino par,
o py = (c4,c¢) en caso contrario. Se tiene que Hs \ py contiene un ciclo bésico
generador (Ver Figura 3.20 (a)).

» Caso b2.2.2: ¢ € Hy. Si Hy \ {c} contiene un camino par generador entonces
definimos ps como ese camino, si no entonces po es el camino generador de
Hjy \ {c,cqa}. Definimos p; = Hp \ ({c1} U pa). Notemos que p; debe ser un



54

Galerias curvilineas

camino par, por lo que {p1, p2} es una particién de los vértices de D(tx)\ {c,c1}
en caminos pares (Ver Figura 3.20 (b)).

(a (b)

C4 C4
Cc3 — C3
| H1 D @ |
C1 Co C1 Ca

Figura 3.20: (a) Caso b2.2.1 y (b) caso b2.2.2.

Caso b2.3: Ninguna celda adyacente al pozo de t; es adyacente a otra

componente de 5. Notemos que entonces ¢ # ¢1 y ¢ # ca. Por el lema 3.11, exis-
ten dos celdas c3 y ¢4 consecutivas en H (tx) tales que co, ¢3 y ¢4 pueden vigilarse
simultdneamente desde un vértice v(cy) € P. De igual manera, existen dos celdas c5 y
cg consecutivas en H (tx) tales que ¢, ¢5 y ¢g pueden vigilarse simultdneamente desde
un vértice v(c1) € P. La numeracién es tal que las celdas ¢3 y ¢4 se encuentran en
H (t) en sentido contrario a las manecillas del reloj, al igual que ¢ y ¢¢. Distinguimos
dos casos dependiendo de los vértices v(c1) y v(co):

s Caso b2.3.1: v(c1) # v(c2). Entonces cs, ¢4, ¢5 y ¢ se encuentran sobre H (ty)

en sentido contrario a las manecillas del reloj (se puede dar el caso ¢s4 = c5).
Sean p = [cy, ¢5], H1 = [c5,c1] U cres Uercg y Ha = [ca, 4] U cacqg U cacs.

Supongamos que ¢ € Hj. Si la gréfica H; \ {¢} tiene un nimero par de vértices
entonces llamamos p; al camino que la genera, de lo contrario llamamos p; al
camino generador de Hi \ {¢,c5}. Luego, definimos p’ = p\ p1 si p\ p1 es un
camino par, o p' = p\ ({e4} Up1) en caso contrario. Vemos que los vértices de
Hj \ p/ forman un ciclo bésico en D(tx) (Ver Figura 3.21 (a)). El caso donde
c € Hs es analogo al caso ¢ € Hy.

Si ¢ € p entonces definimos ps = (¢, ¢5] si (¢, ¢5] es un camino par o ps = (¢, ¢3)
en caso contrario, y p4 = [c4,¢) si [c4,¢) es un camino par o py = (¢4, ¢) en caso
contrario. Tenemos que los vértices de Hy \ ps y Hy \ ps4 forman ciclos bésicos
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en D(t;) (Ver Figura 3.21 (b)).

(a) (b)
Cs ca i
o S AN Cs 4
p C3 p
C3
Ce
H; H,y
C
H,y
K¥ —
C1 Co C1 Co

Figura 3.21: Caso b2.3.1 cuando (a) c € Hy y (b) ¢ € p.

» Caso b2.3.2: v(c;) = v(c2). Esto implica que ¢4 = ¢g y ¢3 = ¢5, por lo que
las celdas ¢y, ¢g,c3, ¢4 forman una grafica completa en D(tx). Sin pérdida de
generalidad supondremos que ¢ € [cq4, ¢1]. Sea py = [c4, ¢) si [cq, ) es un camino
par o py = (¢4, ) en caso contrario, y p1 = (¢, c1] si (¢, c1] es un camino par o
p1 = (¢, c1]. La gréfica D(t) \ ({¢} UpsUp1) contiene un ciclo bésico generador
(Ver Figura 3.22).

C4 = Cp C3 = Cs

Figura 3.22: Caso b2.3.2.

Como cada celda es vigilada s6lo una vez, tenemos que al final hemos usado a lo
mds |2 | = [2] guardias.

Para la prueba de necesidad mostramos una familia de poligonos arista-convexos

que necesitan [4] guardias para ser vigilados. La forma de construir el poligono es
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tomando un poligono regular de n vértices y en cada una de sus aristas pegar una
curva como la mostrada en la Figura 3.23 (a). Esta curva tiene la propiedad de que
la recta tangente a a con vértice en v intersecta a u. Esto hace que el interior de la
curva a U To Unicamente pueda ser vigilado colocando un guardia en el interior de la
misma o en su frontera. Asi, un guardia puede vigilar a lo mas dos arcos adyacentes,
lo cual nos da la cota. m

Figura 3.23: (a) La curva a, (b) poligono arista-convexo con 6 vértices que necesita 3
puntos guardia para ser vigilado.



Capitulo 4

(GGalerias curvilineas con huecos

Las galerias de las que tratan los cuatro resultados de esta tesis son las galerias
curvilineas con huecos. De estas hablaremos extensivamente en este capitulo: en la
Seccion 4.1 definiremos las galerias con huecos arista-convexas y las galerias con hue-
cos arista-concavas, en la Seccién 4.2 presentaremos un teorema que da la cantidad
suficiente y a veces necesaria de puntos guardia para vigilar una galeria con huecos
arista-concava, en la Seccién 4.3 presentaremos dos resultados sobre galerias con hue-
cos arista-convexas y vértices guardia, y en la Seccién 4.4 presentaremos un teorema
sobre galerias con huecos arista-convexas y puntos guardia.

4.1. Definiciones

Sea P = (Py,H) un poligono con huecos, donde Py es el poligono exterior y
H = {Py,...,P,} es el conjunto de huecos. Como ya mencionamos en la Seccién
2.3, el conjunto de vértices de P serd la unién de los vértices de Py y los vértices de
los huecos P, € H. Denotaremos por ng al nimero de vértices de Py, y a sus vérti-
ces y aristas los denotaremos por V (Py) = {vf, ..., vk 1}y A(By) = {af,...,al 1}

Si Py es un poligono curvilineo, al igual que todo elemento de H, entonces a P
le llamamos poligono curvilineo con huecos o galeria curvilinea con hue-
cos. De estos nos interesaran dos tipos en particular: aquellos en los que Py es un
poligono arista-convexo y Pk es un poligono arista-céoncavo, para k = 1,...,h, a los

57
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cuales llamaremos poligonos con huecos arista-convexos o galerias con hue-
cos arista-convexas; y aquellos en los que Py es un poligono arista-céoncavo y Py
es un poligono arista-convexo, para k = 1,...,h, a los cuales llamaremos poligonos
con huecos arista-concavos o galerias con huecos arista-concavas.

4.2. Puntos guardia en galerias arista-concavas

El siguiente teorema da una cota justa de la cantidad de guardias necesaria para
vigilar un poligono con huecos arista-céncavo.

Teorema 4.1. Sea P un poligono con huecos arista-céncavo con n vértices y h huecos.
Entonces 2(n + 2h) — 4 puntos guardia son siempre suficientes y a veces necesarios
para vigilar P.

Demostracién. Sea P = (Py, 1) un poligono con huecos arista-céncavo, donde H =
{Py,...,P,}. Para cada k € {0,...,h} y cada i € {0,...,np — 1} construimos las
rectas t¥(i) y t¥(i + 1) tangentes a a¥ en los puntos v¥ y vF, |, respectivamente, y
el rayo bY con vértice en v¥ que biseca al dangulo formado por t¥ | (i) y t¥(i) y que
intersecta el interior de P (Ver Figura 4.1). A partir de estos rayos contruimos h + 1
conjuntos Ay = {AE, ... ’)‘ﬁzrl}’ para k = 0,..., h, tales que sus elementos satisfagan

lo siquiente:

k ko ok
1. A{ C P es un arco convexo cuyos extremos son v; y v;, 1,
k k k k k
2. A\j es tangente a bj (a by, ;) en vy (en vy, ),
3. el nimero de tangencias entre los elementos de J,, Ay es maximo,

4. si denotamos por CF al interior de la curva AF UvFoF | entonces CF N cr =10,
para todo i, j, k, m.

Para k = 0,...,h, sea @i el poligono cuyo conjunto de aristas es Ay y conjun-
to de vértices es V(Py). Observemos que los poligonos Qi son arista-convexos, para
k # 0, mientras que (o es un poligono arista-céncavo. Ademds, @) estd contenido
en el interior de Qq, para k # 0, y los elementos del conjunto Z = {Q1,...,Qp} son
ajenos por pares. Por lo tanto, @ = (Qo,Z) es un poligono con huecos arista-céncavo.
Notemos que el poligono @ tiene la propiedad de que un conjunto de guardias que lo
vigile también vigilara P.

Nuestra estrategia serd obtener un poligono arista-céncavo Q" a partir de @ elimi-
nando sus huecos uno por uno, y tal que los subconjuntos del plano que representen
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(a) o by (b)

bk

Figura 4.1: (a) Construccién de las rectas t¥(i) y t¥(i + 1), (b) construccién de los
rayos bF.

ambos poligonos sean iguales. Asi, cualquier conjunto de guardias que vigile Q" vigi-
lard también Q.

(a) (b)
Ql Qk Ql

[e%} ak 1,2 k2

Figura 4.2: Construccién del poligono QL.

Fijémonos primero en el hueco @)1 de ). Como hemos maximizado el nimero de
tangencias entre los elementos de | J, Ay, existird un arco oy € Ay que sea tangente
a otro arco aj € Ag, con k # 1. Sea v el punto de tangencia de a; y ag, y hagamos
v1 = v9 = v. Este punto v divide a cada uno de los arcos a1 y aj en dos; llamemos
a1,1 'y a1,2 a los arcos en los que se divide a1, y ag1 y ag2 a los arcos en los que se
divide ay. Construimos el poligono con huecos Q' = (Q},Z') a partir de Q agregando
los vértices v1 y ve y sustituyendo los arcos a1 y aj por a1, a1,2, 1 y v 2. Formal-
mente esto es: sean 7 = min{1, k} y u = méx{1, k}, entonces Q! sera tal que V(QL) =
V(Q1)UV(Qr)U{v1, v} y A(Qr) = A(Q1) UA(Qk)U{an 1, 12, k1, a2} \ {an, ar};
el resto de los poligonos seran tales que le- =Qj,paraj < puyj#T,y Q} = Qj+1,
para j > p. Con este procedimiento hemos contruido un poligono con huecos arista-
céncavo Q' con h — 1 huecos tal que ‘Ql‘ =|Q|+2=n+2.

Repitiendo el mismo procedimiento para el poligono @', fijindonos ahora en el
hueco @1, obtendremos un poligono Q2 con h—2 huecos tal que ‘QQ‘ = ’Ql |+2 =n+4.
Realizando este algoritmo h — 2 veces més obtendremos al final un poligono arista-
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(a) (b)

Figura 4.3: Construccién de la cota inferior: (a) poligono exterior, (b) hueco.

céncavo Q" sin huecos tal que ‘Qh‘ =n+2h. Y asi, por el teorema 3.1, 2(n+ 2h) — 4
puntos guardia seran suficientes para vigilar Q", y a su vez vigilar P.

Para la prueba de necesidad mostramos un poligono con huecos arista-céncavo
con n vértices y h huecos, donde n > 3h + 3, que necesita 2(n + 2h) — 4 puntos
guardia para ser vigilado. La forma de los huecos se muestra en la Figura 4.3 (b); en
este poligono dos arcos adyacentes son tangentes en su vértice comun. Como cada
hueco tiene 3 vértices entonces el poligono exterior debe tener k = n — 3h vértices.
La forma del poligono exterior se muestra en la Figura 4.3 (a); este corresponde a la
cota inferior para poligonos arista-céncavos. Los huecos se colocan en el interior del
poligono exterior de tal manera que el niimero de tangencias entre los poligonos sea
méximo (Ver Figura 4.4). m

=

S

S

Figura 4.4: Poligono con huecos arista-céncavo con 23 vértices y 5 huecos que necesita
62 puntos guardia para ser vigilado.
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4.3. Vértices guardia en galerias arista-convexas

Sea P = (Py, H) un poligono con huecos arista-convexo. Para cada par de vértices
vf y vF, | € P, sea E¥ el camino més corto (euclidiano) contenido en P que une a v¥
y Ufﬂ, y es tal que el interior de la curva af UEf no contiene ningun hueco de P. De-
finimos Ej = |J; Ef A la gréfica P= Uy Ex le llamaremos el poligono subyacente
de P. Consideremos una cara interior de ]3; si esa cara no contiene un hueco de P
entonces a su cerradura le llamaremos componente poligonal de ﬁ, de lo contrario
le llamaremos hueco. A la unién de la curva af U Ef y su interior le llamaremos la
habitacion de af.

~

Definimos I'(P) de la misma forma que para poligonos arista-convexos sin huecos:
la gréafica cuyos vértices son las componentes poligonales de ]3, tal que dos son adya-
centes si existe un camino en P que intersecte las fronteras de ambas componentes
y no intersecte ninguna otra. Observemos que en el caso con huecos, I‘(ﬁ) puede
contener ciclos. Lo que haremos en la demostracién del siguiente teorema sera cons-
truir un poligono ) a partir de P tal que F(@) sea un arbol. Esto implicard que @
es isomorfa al poligono subyacente de un poligono sin huecos, por lo que podremos
vigilar sus componentes poligonales de la misma forma que para poligonos sin huecos.

Teorema 4.2. Sea P un poligono con huecos arista-convexo con n vértices y h huecos.
2(n+h) T . . . . 2n 2h
Entonces | =] vértices guardia son siempre suficientes para vigilar P y | 5| —[ %]

SON @ Veces Necesarios.

Demostraciéon. Observemos que P divide al poligono P en habitaciones y compo-

nentes poligonales. Lo que haremos serd construir un conjunto de L%nTWJ vértices
guardias y demostrar que vigila las componentes poligonales y las habitaciones, con

lo cual demostraremos que vigila P.

Si existe un vértice v € P tal que v € Ep N Ej;, donde k # j, entonces podre-
mos “cortar” P a través de v y reducir su nimero de huecos en uno. La ventaja de
“cortar” a través de v es que sélo tendremos que duplicar el vértice v, con lo cual el
nimero de vértices s6lo aumentara en uno. Puede ocurrir que algunas poligonales Ey,
sean tales que E N E; = (), para toda j # k. Para remediar esto, modificaremos la
poligonal Ej, para que intersecte alguna F; y asi podamos “cortar” a través de algin
vértice contenido en la interseccién. A continuacién damos el algoritmo para realizar
esta construccion.

Definimos F,S =Ep,parak=0,....h y Q"= Uk F,g. Supongamos que estamos
en la iteracién 1 < i+ 1 < h. Construiremos la grafica Q**! a partir de Q° como se
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indica a continuacién. Tenemos dos casos.

= Caso a: Existe k # 1 tal que Fj N F} # 0.

Sea wiy1 € Ff N F,f; un vértice. “Cortaremos” @' a través del vértice w;41 pa-
ra obtener una grafica Q! con un hueco menos y que sea igual a Q' como
subconjunto del plano. Sean x1,z2 € F} y y1,y2 € F,i los vértices adyacentes
a w;y1 tales que x1,w;t1,T2 ¥ Y1, Wit1,y2 Se encuentran en sentido contrario
a las manecillas del reloj en F} y F, ,i, respectivamente. Sean w, 41 = Wiy, T =
min{1,k} y p = max{1, k}. Definimos F*1 = F{UF}U{w] ,,w} @1, w] 1y2}\
{wit121, wir1y2} (Ver Figura 4.5).

(a) (b)

i Wi+1
Fk

Wi+1 w§+1
h Y2 b Y2
. 41
Fi E
T2 T1

T2 T1

Figura 4.5: Tlustracién del caso a: (a) antes del “corte” y (b) después del “corte”.

= Caso b: No existe k # 1 tal que F} N F} # (.

Afirmamos que existe k& # 1 tal que F} contiene un vértice w;11 que ve una
arista completa de F}]. Sean z1,z2 € F| los extremos de la arista vista por
w;+1, tales que x1,x9 se encuentran en Ff en sentido contrario a las maneci-
llas del reloj. Definimos el tridangulo T;11 = w;y1xox1wi + 1. Tenemos que Tj4 1
estd contenido en alguna componente poligonal de Q° y su interior no contie-
ne vértices ni intersecta aristas de Q°, ya que de lo contrario w;,; no podria
ver por completo la arista x1x9. Lo que haremos sera eliminar el tridngulo
T;;+1 de la componente poligonal de Q° a la que pertenece para unir las poli-
gonales F} y F,g Para esto, sean yi,ys € F,g los vértices adyacentes a w;1,
tales que y1,w;+1,y2 se encuentran en sentido contrario a las manecillas del
reloj en Fy. Sean w},; = wit1, 7 = min{l,k} y p = méx{1,k}. Definimos
Fitt = Ff U F;ﬁ U {w§+1’w§+1$1a w§+1yza wit172} \ {122, wit1y2} (Ver Figura
4.6).

El resto de las poligonales las definiremos como F ;H =F ; , para j<pyj#rT,
y F;H = F},, para j > p. Finalmente definimos QU =U, F .
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(a) (b)
. Wi+1 W1 ’UJ/-
Fy \/\/ o
Y1 ron \ Y1
// N Y2 Y2
;o Litr N Fitl
. N
Y \/_’_\/
T2 x1 T2 T1

Figura 4.6: Tlustracién del caso b: (a) antes del “corte” y (b) después del “corte”.

Realizamos h iteraciones para obtener las graficas planas Q', ..., Q", el conjunto
de tridngulos {T; | i € I} y el conjunto de vértices W = {wy,...,w,}. Notemos que
|Q™| = |Q7| + 1, por lo que |Q"| = n + h. Ademds, la regién del plano representada
por la unién de las componentes poligonales de Q" y los tridngulos T}, para i € I, es
igual a la regién representada por la unién de las componentes poligonales de Q¥ = P.

Sea T(Q") una triangulacién de las componentes poligonales de Q". Entonces
T(Q") tiene una 3-coloracién, ya que Q" es isomorfa al poligono subyacente de un
poligono arista-convexo sin huecos. Sea G el conjunto de vértices de Q" que perte-
necen a las dos clases cromaticas mas pequenas de la 3-coloracién. Tenemos que G
vigila las componentes poligonales de Q". Obse;;viﬁos también que cada arista de Q"

mn

tiene uno de sus extremos en Gy que |G| <[5 ].

El siguiente algoritmo obtiene un conjunto de guardias a partir de G que vigila
P. Definimos inicialmente G* = G. En cada iteracién procesaremos G para obtener
un conjunto G*~! tal que cada arista de Q"' tenga un guardia de G*~! en alguno de
sus extremos y |G| < LMJ Notemos que G” satisface las propiedades mencio-
nadas. Se presentan dos casos al procesar G': i ¢ I o i € I. Veremos primero el caso
cuando i ¢ I. Esto significa que para obtener Q° a partir de Q*~! sélo duplicamos
un vértice y no necesitamos eliminar ningtin triangulo. Definiendo G~ = G*, vemos

que este conjunto satisface las propiedades deseadas.

Ahora veamos el caso cuando i € I. Entonces para obtener @ a partir de Q*~!
eliminamos el tridngulo 7;. Este tridngulo tiene como vértice a w; = w}; a los otros
dos vértices de T; los llamaremos z1,z2 tales que sean adyacentes a w},w; en Q?,
respectivamente. Si 1 € G* 0 x93 € G* entonces tenemos al menos un guardia en la
arista z1z2 y podemos definir G*~1 = G*. Si 21,22 ¢ G entonces w;, w, € G*, ya que
las aristas zjw!, row; € Q. Como tenemos guardias en w;, w) y w; = w!, podemos
“trasladar” el guardia en w; a z1, esto es, definimos G~ = G* U {21} \ {w;}. En este
caso también obtenemos un conjunto de guardias G*~! que satisface las propiedades
mencionadas.
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Después de realizar este algoritmo h veces obtenemos el conjunto G tal que
1G9 < LWJ Como cada arista de Q° = P tiene un guardia de G° en alguno de
sus extremos entonces este conjunto de guardias vigila las componentes poligonales
de Q¥ = P y, por el lema 3.2, también vigila las habitaciones de P. De lo anterior

concluimos que G vigila P, y por lo tanto LMJ vértices guardia son suficientes.

(a) v3 ® T J

LA,

Figura 4.7: (a) Hueco del poligono construido para la cota inferior, (b) colocacién de
tres huecos.

D

%
~7

Figura 4.8: Poligono con huecos arista-convexo con 36 vértices y 6 huecos que necesita
20 vértices guardia para ser vigilado.

Para la prueba de necesidad mostramos una familia de poligonos con huecos arista-
convexos con n vértices y h huecos, donde n > 3h + 3, que necesitan [ %] — (%}

vértices guardia para ser vigilados. La forma de los huecos se muestra en la Figura
4.7 (a). Colocando los huecos de tal forma que los vértices v; y va queden muy cerca
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de un arco, ya sea del poligono exterior u otro hueco, obligamos a que la regién
sombreada Unicamente pueda ser vigilada colocando un guardia en v; 0 en vg. Si
h > 3 entonces podremos colocar grupos de tres huecos de la forma mostrada en la
Figura 4.7 (b). De esta manera necesitaremos un guardia para vigilar cada una de
las regiones sombreadas. Para el poligono exterior, construimos un poligono arista-
convexo con k = n—3h vértices como se muestra en la Figura 4.8, la cual corresponde
a la cota inferior para vértices guardia en poligonos arista-convexos. Por la manera
en que construimos este poligono, son necesarios

2k h 2n h 2n h 2n 2h
IR I S E R IR S R
vértices guardia para vigilarlo. m

Antes de demostrar el siguiente teorema primero daremos una definicién. Defini-
mos el cierre convexo de un conjunto X C R? como el minimo conjunto convexo que
contiene a X (Ver Figura 4.9). Al cierre convexo de X lo denotaremos por CH (X).
Notemos que C'H(X) es un poligono cuyos vértices son puntos de X.

CH(X)

Figura 4.9: El conjunto X y su cierre convexo CH(X).

k . ’ o 7. k k
Para cada P, € H, sea E;’ el camino més corto (euclidiano) que une a vy’ y vy,

y estd contenido en R?\ Py. Sea Ej = U, Ef ; notemos que Fj contiene en una de
sus caras interiores al hueco Py. Definimos el poligono subyacente de Py, para
k=1,...,h, como la grafica plana P, = CH(Py) U Ey, (Ver Figura 4.10 (a)). Note-
mos que CH(P,) = CH(P;). La cerradura de las caras interiores de Py, exceptuando
la cara que contiene al hueco P&, son poligonos; a estos poligonos les llamaremos

componentes poligonales de P;. A la unién de la curva af U Ef y su interior le
llamaremos la habitacion de af .

Observemos que la definicién de la grafica I'(-) también aplica para poligonos
subyacentes de huecos, asi para cada P, € H podemos considerar la grafica T'(Py).
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Notemos que F(ﬁk) contiene un ciclo cuyos vértices son las componentes poligonales
que intersectan la frontera de CH(Py), y ademads este es el tinico ciclo que tiene esta
grafica (Ver Figura 4.10 (b)).

Para cada k, sea T (ﬁk) la unién de ﬁk y triangulaciones de sus componentes po-
ligonales. El siguiente lema afirma que la grafica plana T'(Py) es 3-coloreable.

(a) (b)
P, ‘
N/~

r

Figura 4.10: (a) El hueco Py, y su poligono subyacente Py, (b) Py y la gréfica T'(By).

Lema 4.3. T(]gk) es 3-coloreable, para k =0,...,h.

Demostracién. Sabemos que I'(Py) es un arbol, por lo que T(ﬁo) es 3-coloreable.
Consideremos ahora k > 1 y obtengamos una 3-coloracién buena de los vértices de
CH(Py). Sean qi, . . ., qm las componentes poligonales de Py que pertenecen al ciclo de
I'(P,). Como cada componente ¢; tiene una tinica arista en C H(P,) entonces tenemos
coloreados dos vértices adyacentes en cada ¢;. Esta coloracion la podemos extender
a una 3-coloracién buena de T'(g;), para toda i. Observemos que entonces la grafica
F(ﬁk) \ U, ¢igi+1 es un conjunto de arboles, ajenos por pares, cuya raiz es una com-
ponente 3-coloreada. Luego, podemos extender esta coloracion a las triangulaciones
de las componentes poligonales no coloreadas, obteniendo asi una 3-coloracién buena
de T(P,). m

El siguiente teorema es sobre una clase particular de poligonos con huecos arista-
convexos. Para estos poligonos demostramos que L%”J vértices guardia son suficientes
para vigilarlos.

Teorema 4.4. Sea P = (Py,H) un poligono con huecos arista-convezo tal que:

1. para todas k,j € {0,...,h}, los poligonos subyacentes ]31@ Y ﬁj son ajenos o
alguno estda contenido en una componente poligonal del otro,
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2. hay a lo mds dos poligonos subyacentes contenidos en cada habitacion de P y
en cada componente poligonal de Py, para toda k € {0,...,h}.

Entonces L%”J vértices quardia son suficientes para vigilar P.

Demostracién. Sea P = (Fy, H) un poligono con huecos arista-convexo que satisface
las condiciones 1y 2. Sea k € {0, ...,h}, ¢ una componente poligonal de Py y S el con-
junto de poligonos subyacentes contenidos en q. Definimos una pre-triangulacion
de ¢, denotada Ty(g), como una gréfica plana tal que su conjunto de vértices es V(q)
y su conjunto de aristas satisface lo siguiente:

T1 toda arista de q es arista de Tp(q) y toda arista de Tp(q) que no es arista de g
es una de sus diagonales,

T2 ninguna arista de Tp(q) intersecta elementos de S,

T3 toda diagonal d de g, tal que d ¢ Tp(q), intersecta una arista de Tp(g) o algin
poligono subyacente en S.

La forma de construir la grafica Ty(q) es empezar a construir una triangulacién
de ¢ y parar cuando ya no podamos agregar otra arista sin intersectar algin poligono
subyacente (Ver Figura 4.11 (a)). De lo anterior concluimos que toda componente po-
ligonal ¢ tiene una pre-triangulacién y que esta se puede extender a una triangulacion
de q.

(b)
Ts(q)

Figura 4.11: (a) La componente ¢ y una pre-triangulacién Ty(q), (b) la grafica Ts(q).

Para cada componente poligonal ¢ de ISk, fijamos una triangulacién T'(q) de g
tal que Tp(q) C T(q). Definimos la gréfica T(P;) como la unién de las triangulacio-
nes T'(q), donde g es componente poligonal de P;. También definimos Ts(gq) como la
triangulacién de la cerradura de ¢ \ J,c5 CH(s) tal que To(q) C Ts(q) (Ver Figura
4.11 (b)).
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Notemos que todo punto de P pertenece a una habitaciéon de un arco de P o a una
componente poligonal de algin poligono subyacente. Asi, para encontrar un conjunto
de guardias que vigile P bastara construir un conjunto que vigile las habitaciones y las
componentes poligonales. Consideremos un poligono subyacente ﬁk y una componente
poligonal ¢ de ]3k. Sea S el conjunto de poligonos subyacentes contenidos en ¢ y sea

p un punto en la cerradura de ¢\ |J,cs CH(s). Tenemos tres casos:

= Caso a: ¢ no contiene poligonos subyacentes. Entonces p pertenece a un
tridngulo de T'(q), vy las aristas de este tridngulo son vistas por p. Luego, p ve
una arista de T'(Py).

= Caso b: ¢ contiene un tinico poligono subyacente. Sea § = {]3]} Tenemos
que p estd en un tridngulo ¢ de Ts(q), cuyas tres aristas son vistas por p. Notemos
que t tiene dos vértices v, v en To(q) o en CH(FP;). Si vy, v2 € Tp(g) entonces
v1v es una arista de To(q), por T3; y si v1,ve € CH(P;) entonces vivy es una
arista de CH (Pj), por convexidad. En ambos casos, p ve una arista de T(P).

= Caso c: ¢ contiene dos poligonos subyacentes. Sea S = {]%,]31} Tene-
mos que p se encuentra en un tridngulo ¢t de Ts(q). Si t tuviera dos vértices
v1,v2 en Ty(q), CH(P;) o CH(P;) entonces v1vy serfa una arista de esa gréfica
y asi p verfa una arista completa de T’ (ﬁk) Si esto no ocurre entonces ¢ tiene
como vértices a v € To(q), u € CH(P;) y w € CH(F;) (Ver Figura 4.12). Sean
w1, ug € CH(Pj) los vértices adyacentes a u. Notemos que alguno de los dngulos
puuy, puug es menor a 180°; sin pérdida de generalidad supongamos que es puu .

Definimos inicialmente & = u y consideramos el segmento dirigido vZ. Diremos
que vZ intersecta inictalmente un vértice y en una grafica H si en el inte-
rior del segmento vy no hay ningin vértice ni punto de alguna arista de H. En
este caso consideraremos las intersecciones iniciales en H = Ty(q) U CH(P;) U
CH(P,). El punto z lo deslizamos sobre wuy en la direccién de u; y nos dete-
nemos cuando vZ intersecte un vértice.

Sea v’ el vértice que v intersecta inicialmente en H. Si v' = wuy entonces el
tridangulo vuiuv no contiene vértices ni aristas de H, y asi p ve la arista uuy.
Supongamos que v’ # uy. Tenemos que v' ¢ CH(P,), ya que de lo contrario el
segmento v/w estarfa contenido en CH(P,) y esto contradecirfa la aplanabilidad
de T's(g). También tenemos que v’ ¢ CH(P;), porque de lo contrario v'u estarfa
contenido en CH(P;) y asi v’ serfa adyacente a u, lo cual contradice que v # u;.
Por lo tanto, v' € Ty(g). Como vv’ no intersecta aristas de H entonces vv’ €
To(q). Por otra parte, el tridngulo pvv’p no contiene puntos de H, por lo que p
ve la arista vo’ € Ty(q) C T(Py).
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Figura 4.12: Tlustracién del caso c.

Ahora consideremos una habitacién Rf y sea S el conjunto de poligonos subya-
centes contenidos en R¥. Sea p un punto en la cerradura de R¥\ |J ses CH(s). En este
caso consideraremos las intersecciones iniciales en H = R¥ U |J ses CH(s). Tenemos
que existe un vértice u de Ef“' o de un poligono subyacente tal que u es visto por
p, v en el interior del segmento pu no hay ningtin vértice ni punto de alguna arista.
Entonces p ve una seccién de alguna arista incidente a w; sea u’ el otro extremo de
esa arista.

Sea [ el rayo con vértice en p que pasa por u. Rotamos [ 360° en la direccion
en la que intersectamos el interior de uu’ antes que u’. Si al rotar [ intersectamos
inicialmente dos vértices de Ezk o de algin poligono subyacente entonces p ve una
arista completa de esta gréfica, por la convexidad de C'H(s), para toda s € S,y

la convexidad de Ef U vafH. Supongamos que no ocurre ninguno de estos casos.

Entonces hay dos poligonos subyacentes contenidos en Rf, digamos § = {13]-, ]31}, y
E¥ y los elementos de S son tales que p ve tnicamente los vértices uy € CH(P),
up € CH(Pj) y ug € Elk Notemos que en este caso, p no ve una arista completa de
E* o de algtin poligono subyacente (Ver Figura 4.13). Sea 7 = ujusug. Se tiene que
todos los puntos en la cerradura de RF\ | J,.g CH(s) que no estdn en r ven una arista
completa de Ef, CH(Pj) o CH(PF,). Luego, r contiene todos los puntos que no ven
una arista completa, entre los cuales se encuentra p.

Para solucionar este problema, agregaremos la arista ujue, la cual conecta las
graficas ﬁl y ﬁj, y asi todo punto en r vera esta arista. Definimos ﬁjl = ﬁj U ]3; Uugug
v a ﬁjl le llamaremos el acoplamiento de 13]' y 131, también diremos que ]3j y 131 estan
acoplados. Sea T(]Sjl) = T(ﬁ]) UT(]31) Uuiug. Afirmamos que T(ﬁjl) es 3-coloreable:
primero 3-coloreamos T(ﬁj), después coloreamos u; de un color distinto al de s, y
finalmente 3-coloreamos T(]3l) manteniendo el color de u;.

Sea {Q1,...,Qm} el conjunto de todos los poligonos subyacentes no acoplados
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Figura 4.13: Tlustracion del caso cuando p € Rf .

y de acoplamientos. Sea T'(Qy) la triangulaciéon de @) que hemos definido y consi-
deremos una 3-coloracién de esta grafica. Sea Gy, el conjunto de vértices de @ que
pertenecen a una de las dos clases cromaticas mas pequenas y definamos G = | J,, Gj.
Tenemos que |G| < |2*]. También tenemos que todo punto de P ve dos vértices
adyacentes de algiin @y, por lo que ve dos vértices en distintas clases cromaticas. Por

lo tanto, G vigila P. ®

4.4. Puntos guardia en galerias arista-convexas

Sea P = (Py,H) un poligono con huecos arista-convexo, donde H = {P,..., P,}.
Definimos descomposicion convexa de Py construimos la grafica §(C') de la misma
manera que para poligonos sin huecos. Definimos descomposicion normal como
aquella descomposicién convexa compuesta por n — h + 1 celdas para la cual exista
una grafica dirigida g(C), obtenida a partir de §(C) dirigiendo sus aristas, tal que
satisfaga las condiciones N1 y N2. También definimos descomposicion estandar
y descomposicion buena de P de la misma manera que para poligonos sin hue-
cos. Observemos que P siempre tiene una descomposicién estandar, por la forma de
construirla. A partir de una descomposicion estandar de P podemos obtener una des-
composicién buena modificando las aristas de & (C) de la misma forma que indica el
lema 3.8, y la razén de esto es que localmente no hay diferencia entre un poligono con
huecos y uno sin huecos; desde ahora, toda descomposicion buena la consideraremos

obtenida de esta forma.

Sea C' una descomposicién buena de P. Llamaremos multifronterizas a aque-
llas celdas de C tales que su frontera intersecta la frontera de dos poligonos distintos
P; y P; (Ver Figura 4.14). También distinguiremos algunas componentes de 5(0).
Llamaremos componentes agujeradas a aquellas componentes ¢ que contengan un
ciclo o que no sea la frontera de una celda ciclica (Ver Figura 4.16 (a)). El nombre se
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debe a que i contiene al menos un hueco en su interior. Por ser C' una descomposicién
normal, ;1 debe ser el tinico ciclo de t y entonces todas las celdas en D(t) son aciclicas;
esto a su vez implica que toda celda en D(t) tiene en su frontera una seccién de un
arco de P. Por otra parte, también tenemos que todos los vértices de ¢ deben tener
grado exterior 1.

Figura 4.14: Una descomposicién buena de un poligono con huecos arista-convexo.
La celda ¢ es multifronteriza.

Sea v C D(C) un ciclo tal que R(y) es un poligono con huecos y ademés uno de
sus huecos contiene a un hueco de P; entonces a v le llamaremos ciclo agujerado.
Observemos que si t es una componente agujerada entonces D(t) contiene ciclos agu-
jerados, pero no es cierto en el otro sentido (Ver Figura 4.15).

Figura 4.15: D(t) contiene el ciclo agujerado v, sin embargo ¢ no es una componente
agujerada.

Sea t una componente agujerada. Distinguiremos dos ciclos agujerados de D(t)
cuando R(t) contenga un tnico hueco. Construimos un ciclo en D(t), al cual llama-
remos ciclo exterior, con las celdas encontradas al recorrer el poligono exterior de
R(t). De la misma manera, construimos un ciclo en D(t) con las celdas encontradas al
recorrer el hueco de R(t); a este le llamaremos ciclo interior (Ver Figura 4.16 (b)).
Sean v7 v g el ciclo interior y el ciclo exterior, respectivamente, de la componente
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agujerada t. Observemos que 7 U yg genera a D(t), ya que toda celda tiene una
seccion de un arco de P en su frontera, y por consiguiente intersecta a la frontera de
R(t). También notemos que , el ciclo contenido en ¢, divide a R(t) en dos regiones:
en el interior de u se encuentra R(77) y en el exterior R(yg). De aqui, se sigue que
1 v vE son ciclos ajenos.

(a)

Figura 4.16: (a) Una componente agujerada t y el ciclo u que contiene, (b) el ciclo
interior vy y el ciclo exterior vg.

El siguiente lema enuncia una caracteristica de los ciclos contenidos en compo-
nentes agujeradas, el cual servird para demostrar el lema 4.6.

-

Lema 4.5. Sea C' una descomposicion buena, t una componente agujerada de 6(C')
y i el ciclo contenido en t. Entonces u contiene un vértice de P.

Demostracion. Sea C la descomposicion estandar de la cual proviene C. Conside-
remos los caminos maximales de aristas colineales contenidos en §(Cp) tales que al
deformarlos alguna de sus aristas se convirtié en una arista de pu. Recordemos que
estos caminos fueron trazados en orden, por lo que podemos escoger el que fue trazado
primero; llamémoslo pg. Se tiene que pg inicia en un vértice ug de P y termina en un
punto de un arco a. Sea p = ugu1 ... u; €l camino en el que se convirtié pg después de
deformarlo. Por hipétesis, alguna arista w;u; 1 pertenece a . Como u;41 tiene grado
exterior 1, entonces la arista u;+ju;412 también debe pertenecer a p. Por induccioén,
vemos que el camino w; . ..uy estd contenido en p. Como uy debe pertenecer a a y
tener grado exterior 1, entonces u; es uno de los extremos de a. Por lo tanto, uy es
el vértice de P que pertenece a y. ®

Lema 4.6. Sea t una componente agujerada tal que R(t) contiene un unico hueco.
Entonces existe un tridngulo cicaocser en D(t) tal que ¢y € yg (0c¢1 € v1) y ca,¢3 €Y1
(0 ca,c3 € YE), y ademds ca,c3 son adyacentes en ese ciclo.
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Demostracién. Sea p el ciclo contenido en ¢ y v el vértice de P que pertenece a
1. Sean ca, c3 las celdas que contienen en su frontera a v y una secciéon de un arco
incidente a v (Ver Figura 4.17). Se tiene que ¢y y c3 pertenecen a vyr o yg, ya que
ambas quedan en el interior de p o en el exterior. Si co,c3 € 77 entonces co y 3
se encuentran consecutivamente al recorrer la frontera del hueco de R(t), por lo que
son adyacentes en yr. Por otra parte, existe al menos una celda en el exterior de pu
que contiene en su frontera a v; sea ¢ esta celda. Entonces ¢; € yg y c1cacser es un
tridngulo contenido en D(t), ya que las tres celdas se intersectan en v. El caso cuando
c2,C3 € yp es analogo. m

Figura 4.17: Tlustracién de la prueba del lema 4.6

Los siguientes lemas enuncian dos propiedades importantes: una sobre ciclos agu-
jerados que no contienen celdas multifronterizas y otra sobre componentes que no son
adyacentes a celdas multifronterizas.

Lema 4.7. Si~y C D(C) es un ciclo agujerado que no contiene celdas multifronterizas
entonces v C D(t), donde t es una componente agujerada.

Demostracién. Sea v = ¢y...cx_1c0 C D(C) un ciclo agujerado sin celdas multi-
fronterizas. Como ¢; es adyacente a ¢;_1 entonces existe una componente conexa A;
de ¢(¢;) cuya intersecciéon con ¢(c¢;—1) es no vacfa. Similarmente, existe una com-
ponente conexa B; de ¢(c¢;) cuya interseccién con ¢(c;j41) es no vacia. Si A; # B;
entonces ¢; seria una celda multifronteriza, ya que en la frontera de ¢; habria dos
secciones de arcos de P tales que una se encontraria en el interior de v y otra en el
exterior. Por lo tanto, A; = B; y A; U A;41 es conexo, para toda i. De aqui se sigue
por induccién que |J; A; es conexo. Luego, | J; A; es subgréfica de una componente ¢,
y asi v C D(t). Ahora, como |J; 4; es conexo y ¢, N|J; Ai # 0 para toda k, tenemos
que |J; A; contiene un ciclo que “rodea” los huecos de R(y). Ademds, uno de los
huecos de R(7y) es hueco de P, por ser v un ciclo agujerado. Luego, el ciclo que con-
tiene | J; A; no es frontera de una celda ciclica, y asi ¢ es una componente agujerada. m

Lema 4.8. Sit es una componente agujerada que no es adyacente a celdas multi-
fronterizas entonces R(t) es un poligono arista-convexo con un unico hueco.
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Demostracién. Sea p el ciclo contenido en t y supongamos que R(t) es un poligono
con al menos dos huecos Hy y Ho. Como los vértices de t tienen grado exterior 1
entonces toda celda que intersecte a Hy o Hs tiene en su frontera una seccién de un
arco de P. Si una celda c intersecta a Hi y Hs entonces ¢ seria multifronteriza, ya que
contendria en su frontera dos secciones de arcos pertenecientes a poligonos diferentes.
Por lo tanto, ninguna celda en R(t) intersecta a ambos huecos. Para que esto sea
posible, debe existir un camino 7 contenido en ¢ que empiece y termine en vértices
de p, de tal manera que H; y Ha se encuentren en distintas componentes conexas
de R?\ (uU ) (Ver Figura 4.18). Cualquier eleccién de los grados exteriores de los
vértices de m contradeciria el hecho de que todos los vértices de t tienen grado ex-
terior 1. Por lo tanto, R(t) debe ser un poligono arista-convexo con un unico hueco. m

=

Figura 4.18: Tlustracion de la prueba del lema 4.8.
Antes de probar el resultado principal de esta secciéon daremos una definicién.
Definimos poligono multinivel como un poligono en una superficie de Riemann. La

idea intuitiva de este tipo de poligonos es la de un poligono que yace en varios niveles
conectados por rampas (Ver Figura 4.19).

)/

Figura 4.19: Poligono multinivel.
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Teorema 4.9. L%hj puntos guardia son siempre suficientes para vigilar un poligono

con huecos arista-convezo con n vértices y h > 1 huecos, y [§] puntos guardia son a
veces necesarios.

Demostracién. Sea P = (FPy, 1) un poligono con huecos arista-convexo con n vérti-
ces y h huecos, y C' una descomposiciéon buena de P. El siguiente algoritmo modifica
el poligono P y la descomposicién convexa C para obtener un poligono multinivel
arco-convexo P’ y una descomposicién convexa C’ de P’ sin celdas multifronterizas.
Definimos inicialmente P’ = P y C' = C. Supongamos que existe una celda multi-
fronteriza ¢; € C'. Notemos que ¢(c;) tiene al menos dos componentes conexas. Sea
1 una componente conexa y ¢ = @(c1) \ p1. Modificaremos el poligono P’ de la
siguiente manera. Duplicamos la celda ¢ agregando una celda co = ¢;. Las celdas ¢;
y co las consideramos en dos niveles distintos y hacemos que las aristas de ¢; en la
frontera de c; se conviertan en aristas de la frontera de P’; lo mismo para las aristas
de @9 en la frontera de co. A las celdas ci, co las llamaremos celdas duplicadas, y
diremos que una es gemela de la otra. Realizamos esta construccién hasta que C’ no
tenga celdas multifronterizas.

Afirmamos que el algoritmo termina. Esto es porque en cada iteracién se escoge
una celda multifronteriza ¢; € C’ para procesarla y después de hacer esto el niime-
ro de poligonos que intersectan a c¢; disminuye en uno. Como c¢; es adyacente a un
namero finito de poligonos, entonces c¢; deja de ser multifronteriza en un nimero
finito de iteraciones. Adem4s, toda celda que no es multifronteriza sigue siendo no
multifronteriza después del algoritmo.

Intuitivamente, lo que hace la construcciéon anterior es fusionar dos poligonos de
P’, a saber aquellos que intersectan a 1, los cuales pueden ser huecos o un hueco y el
poligono exterior. Por esto, después de cada iteracién el niimero de huecos disminuye
en uno y lo que obtenemos es un poligono arista-convexo multinivel (con huecos o sin
huecos). Por lo tanto, si f es el niimero de iteraciones que tuvimos que realizar enton-
ces f < h. Ademsds, al final del algoritmo P’ tiene h— f huecos, C’ tiene (n—h+1)+ f
ceLdas y el nimero de celdas duplicadas es 2f. Por otra parte, observgmos que 5 ch

y 6(C) contienen las mismas componentes, ya que ninguna arista de §(C”) se duplica
o se elimina.

Tenemos que, por la forma de construir el poligono multinivel P’, todos los lemas
demostrados en esta seccién también se satisfacen para P’. En el resto de la demos-
tracion los usaremos libremente.

-

Sea t' una componente no agujerada de 6(C”"). Por el lema 4.7, D(t') no contiene
ciclos agujerados, ya que ¢’ no es adyacente a celdas multifronterizas. Entonces R(t')
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no contiene huecos, por lo que D(t') satisface todas las propiedades que nos permiten
vigilar s celdas con a lo mas | 5| guardias. Sin embargo, D(C) # D(C"); especifica-
mente, D(C’) no satisface el lema 3.9, el cual dice que todos los vértices de D(C)
tienen grado mayor o igual a 2. Observemos que los tnicos vértices de D(C’) que
pueden tener grado uno son las celdas duplicadas. Este problema lo solucionaremos
permitiendo que al vigilar las celdas de D(t') podamos dejar sin vigilar alguna de sus

celdas duplicadas.

Ahora procedemos a vigilar las celdas de D(C"). Sea I'(C") la grafica cuyos vérti-
ces son las componentes de 5 (C"), tal que dos son adyacentes si existe una celda en
C’ adyacente a ambas componentes. Tenemos que I'(C”) es conexa, por lo que pode-
mos obtener un arbol generador aplicando el algoritmo BF'S, el cual nos da ademas
un orden en los vértices. Pediremos que la raiz de ese arbol sea una componente
agujerada, en caso de existir. Denotamos por t/,...,t, a las componentes de 5(0’)
seglin el orden inducido por el algoritmo. De las propiedades del algoritmo BFS y
de que C’ no contiene celdas multifronterizas se sigue que la componente t}. tiene
una Unica celda que pertenece a alguna componente t; con j < k. Denotaremos
n(t,) = |D(t,)|, para k = 1,...,m. Procesaremos las gréficas D(t}), ..., D(t;,) en ese
orden, de manera que al procesar D(t}) vigilaremos todas las celdas adyacentes a &},
aun sin vigilar, exceptuando a lo mas una celda, la cual debe ser duplicada o adya-
cente a otra componente t7, con j > k (esta la vigilaremos cuando procesemos D(t)).

El procesamiento de la grafica D(t},) sera de la siguiente manera. Si ¢} no es una
componente agujerada entonces, como mencionamos anteriormente, R(t;) no tiene
huecos y asi podemos vigilar sj, celdas de D(t}) con a lo mas | %] puntos guardias.

Ahora supongamos que t) es una componente agujerada. Por el lema 4.8, R(t})
debe ser un poligono arista-convexo con un tnico hueco. Sean v el ciclo interior de
D(t}.) v vE el ciclo exterior. Por el lema 4.6, existen celdas ci, 2, ¢3 tales que ¢1 y ¢
son adyacentes y pertenecen al mismo ciclo, y c3 pertenece al otro ciclo. Distinguimos
dos casos.

Caso a: Ninguna celda de D(t}) esta vigilada. Notemos que si hay al menos
una componente agujerada entonces este caso se presenta al menos una vez. Primero
veamos el caso cuando alguno de los ciclos v7 0 yg es par (puede ser que ambos sean
ciclos pares). Sin pérdida de generalidad supondremos que 7y es par. Entonces pode-

mos vigilar las celdas de y; con W—QI‘ guardias y las celdas de yg con [@1 Luego,

son suficientes [n(;;“)w = {n(téﬂlj guardias. Para el caso donde ambos ciclos 7 y vg

son impares supondremos que cice € Yg Y €3 € 71, ya que el otro caso es analogo.
Tenemos que las graficas yg U {cs3, c1c3,cacs} \ {cica} v v1 \ {c3} son caminos pares,
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( k)

guardias (Ver Figura 4.20). En ambos casos, para vigilar sj
sp+1 J

por lo que bastaran
celdas usamos a lo mds [ *.= | guardias.

C1 C2

—_—

YE

Figura 4.20: Caso a.

Caso b: Una celda de D(t},) esta vigilada. Notemos que este caso se presenta
alo mas h — f — 1 veces. Sea c la celda ya vigilada. Supondremos, sin pérdida de
generalidad, que ¢ € vg. El caso donde alguno de los ciclos 77 o v \ {c} es par es
andlogo al caso a. Si ambos ciclos son impares tenemos dos casos:

» Caso bl: c3 € v;. Las graficas yp U {63,0103,0203} \{c,c1e2} v 71 \ {c3} son
caminos pares, por lo que bastaran n(t ’“) guardias (Ver Figura 4.21 (a)).

= Caso b2: ¢35 € yg. En este caso sélo podemos asegurar que vigilamos las celdas

de D(t}) \ {¢} con ["G] = "] +1 puntos guardia: 75\ {c} con [P5=1]
I

vértices guardia y 7 con [%] (Ver Figura 4.21 (b)).

@ o o (v) °

YE YE

Figura 4.21: (a) Caso bl y (b) caso b2.

Notemos que en los casos bl y b2 usamos a lo més | %] + 1 guardias para vigilar
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sy, celdas.

Después de procesar todas las graficas D(t},), las tnicas celdas que posiblemente
queden sin vigilar son algunas celdas duplicadas. Denotemos por Z al conjunto de
celdas duplicadas sin vigilar. Consideremos dos celdas gemelas. Si al menos una de
esas celdas esta vigilada entonces podemos olvidarnos de la otra, ya que representan
la misma celda en C. Si ninguna estd vigilada entonces podemos colocar un guardia
en alguna de ellas y asi tener vigilada su celda correspondiente en C. Asi, para vi-

) . (o | 121 ;
gilar las celdas en C correspondientes a celdas en Z agregamos a lo més | ‘5| guardias.

Denotemos por Y al conjunto de celdas que fueron vigiladas al procesar alguna
gréafica D(t,), donde t) es una componente agujerada. Como el caso a al menos se
presenta una vez, en caso de existir alguna componente agujerada, y el caso b se pre-
senta a lo mas h — f — 1 veces entonces para vigilar las celdas en Y usamos a lo mas
LMTHJ + (h — f — 1) guardias. Por tltimo, denotemos por X al conjunto de celdas
que fueron vigiladas al procesar alguna grafica D(t).), donde ¢}, no es una componente

. . orlx .
agujerada. Tenemos que para vigilar las celdas en X usamos a los maés L%J guardias.

Tenemos que C' = X UY U Z y ademds estos conjuntos son ajenos por pares, por
lo que | X|+|Y|+|Z| =n—h+ f+ 1. Por otra parte, cada celda en C' pertenece a
X, Y o Z, por lo que la cantidad de puntos guardia suficiente para vigilar todas las

celdas en C es

_ VX|+\Y+]Z]+1

e AU

:{m—h+f+n+1

e RACEF RS

:{m—h+f+%+ﬂh—f—UJ

|yt

o[22
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(a) (b)

Figura 4.22: (a) Poligono exterior y (b) hueco del poligono con huecos arista-convexo
que prueba la necesidad de los [§] puntos guardia.

Figura 4.23: Poligono con huecos arista-convexo con 24 vértices y 3 huecos que necesita
12 puntos guardia para ser vigilado.

Para la prueba de necesidad construimos una familia de poligonos con huecos
arista-convexos con n vértices y h huecos, donde n > 6h + 3, que necesitan [§] pun-
tos guardia para ser vigilados. La forma de los huecos se muestra en la Figura 4.22
(b). Cada regién sombreada del hueco puede ser vigilada tinicamente colocando un
guardia en algin punto de la regién. Luego, para vigilar las 3 regiones sombreadas
en un hueco son necesarios 3 guardias. Por otra parte, cada hueco tiene 6 vértices,
por lo que el poligono exterior deberd tener k = n — 6h vértices. La construccion
del poligono exterior corresponde a la cota inferior para puntos guardia en poligo-
nos arista-convexos (Ver Figura 4.22 (a)). Si en las regiones sombreadas, ya sea de
los huecos o del poligono exterior, no hay puntos de otros poligonos entonces serdan
necesarios

m +3h = {”;Gﬂ 4 3h = [g—:m] 4 3h = {g]

puntos guardia para vigilarlo. =
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