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Introduccion

Cada dia la poblacién se incrementa de gran manera, las necesidades de los seres humanos se
hacen cada vez mayores, encontrar productos de mas calidad, més precisén y baratos nos lleva
a avanzar en ciencia y tecnologia.

Un avance muy importante a sido la introduccién de robot en la industria, ya que son siste-
mas manipulables, de los cuales podemos controlar la fuerza, precisién, energia a utilizar, los
movimientos que tendré, el tiempo que trabajaran, entre otras. Unas de sus ventajas sobre los
seres humanos, es que son muy utiles en zonas de riesgo, soportan altas temperturas, atmodsferas
con gases téxicos y ademads pueden trabajar por bastante tiempo sin descanso. Si bien es cierto,
los robots no pueden trabajar por iniciativa propia no dejan de ser un gran avance en la industria.

Ya con la idea de avanzar en la tecnologia, en este trabajo nos enfocaremos en el analisis de un
determinado tipo de robot, el brazo mecanico de n grados de libertad con movimientos solamen-
te en el plano. Es de suma importancia mencionar, que sélo analizamos la dinamica del brazo
mecanico, no se considera como parte del estudio los sistemas eléctricos, electrénicos, ni el tipo
de material con el que es mas viable la construccién del robot.

El trabajo se divide en cuatro capitulos, el primero incluye conceptos matématicos y fisicos que
seran necesarios para los analisis posteriores. Después, en el segundo capitulo se mencionan los
conceptos de las fuerzas que actian en un n—péndulo que es la estructura base de nuestro brazo
mecanico a estudiar y ademds se realizan algunos de los principales calculos.
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Ya que se tienen calculadas estas energias pasamos al capitulo tres, en el cual se busca una for-
ma més generalizada de escribir lo calculado anteriormente y se realiza un andlisis de la funcion
hamiltoniano del sistema. Se estudia la dinamica del n—péndulo de manera general y obtenemos
sus puntos de equilibrio. También se analiza el caso particular del 2—péndulo.

Por 1ultimo se establece el término de brazo mecanico de n grados de libertad, es decir, al
n—péndulo estudiado le ajustamos motores. Iniciando asi con nuestro capitulo del control, don-
de la idea en general es cambiar la dindmica de tal forma que el brazo mecanico realice lo que
nosotros deseemos.

En este caso se incluye un control de posicién, que el cual desde cualquier posicién inicial el
brazo llegue a una posicién establecida; y un control de seguimiento, que de igual forma desde
cualquier posicién inicial el brazo siga determinada trayectoria.

Estos dos tipos de control para el brazo mecédnico podrian ser muy ttiles en la industria, el
primero podria ser utilizado para desplazar objetos a determinada posicion, mientras que el
segundo se podria encargar de tareas como puntar un objeto, realizar algin corte, trabajos de
pintura, soldadura, entre otras cosas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algebra lineal

Sea M, el espacio de matrices cuadradas n X n con entradas reales. En el contexto se indica si
los componentes de las matrices son constantes o variables.

Sea A € M,(R) de la forma

ailp a2 aiz - A1n
21 Q22 Q23 - a2n
A=(ay)=| @1 a3 as - a3,
Gnp1 Aan2 Aap3 -  Qpp

Definicién 1.1.1. Una matriz A es invertible si y sélo si det A # 0. La denotaremos como A~

Definicién 1.1.2. Una matriz A es simétrica si cumple con A = AT, es decir, los elementos a;j
y aj; deberdn ser iguales para cada 7,5 = 1,2,--- ,n.

Teorema 1.1.1. S7 A es una matriz simétrica e invertible entonces su inversa también es
simétrica.
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Prueba: Probaremos que I = (A~HTA

I = AA™!
— (AaYT
— (Afl)TAT
= (4hH'A
Por tanto, (A™1)T = A~1, es decir, A~! es simétrica. O

1.1.1. Diferenciacion

Proposicién 1.1.2. Sea f: R® = R, A(z) € M, (R) y c € R™. Si f(z) = T Ac entonces

) 0 0
f)ai = cTa—xk (z)e = (M(a”(x))) c

Por lo tanto

ﬁ(w) cTiA(:U)c
o0x1 oz
gi(m) = = : =: <88x (A(m))) c=c'DA(z)x.
2L () ol g Alw)e
Prueba: Si c = (c1,c2,+ ,ca)T y
ar1(z) ap(x) as(z) --- a(z)
az1(x) ag(x) ag(x) -+ agn(x)
A(z) = | asi(z) asa(z) ass(z) -+ asn(w)
an1(x) ana(z) aps(z) -+ apn(z)

entonces podemos expresar la funcién f(x) de la forma



1.1 A]gebra lineal

a11(z) aiz(z) az(xz) - a(x) .
ao1(x) age(x) agg(x) -+ ag,(x) cl
flx) = ( cp C2 - Gy ) az1(z) ase(w) azgs(z) --- azu(z) ?
ap1(z) apa(z) aps(z) -+ app(z) “n
C1
2

= (Yijan(@)e Yl an(@)e - YL am(z)e )

= (Z ail(az)cl-) c1 + (Z aiQ(l')Ci) co+ -+ (Z am(x)ci> Cn
i=1

i=1 i=1

= Z (Z (IZ]({L‘)Q> Cj
j=1 \i=1

= > > ay(@)ic

j=1i=1
Calculando la parcial de f con respecto a z; obtenemos
8f 9 n o n n n 9 . P
@ = g | Dl | =33 e = (574w)
para k=1,2,--- ,n.

Proposicién 1.1.3. Sea f : R" - R y A € M,, simétrica. f(x) = %xTAx implica

of

—~ =A
ox .

Prueba: Siguiendo la demostracién de la proposicién (1.1.2) podemos expresar a f(x) como

1 n n
f(m) = 5 Z Zaijl'il’j
i=1 j=1
1 (< " n
D) Z (a1j2:) 21 + Z (agjwi)xo + -+ + Z (anjx;) Tn

J=1 J=1 J=1
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Calculando la parcial de f respecto a zy,

af 1
873319(3:) = 9

1 n n
=3 Zaikxi + Zakjﬂfj
i=1 j=1

1 n n
= 3 E akixi‘i‘g Ak 2
i=1 j=1

n
= Zaki%;
i=1
= (akl ag2
of

Si calculamos 3% ()

of
ox

Por lo tanto, se cumple que la derivada de f(x) es Ax.

QAlen, )x

anl Aan2

Ax

J=1

a1n )x
aml)x

Qnn, )x

aln
a2n

Gnn

Preliminares

n
5 | a1 +agkr2 + -0+ Ap1kTRy + Z AkjTj + AppTp + -+ ApgTn
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Proposicién 1.1.4. Sea A(x) € M, una matriz simétrica e invertible, entonces
DA(z) = —A(x) DA™ (z) A(x)
Prueba: Sabemos que

A7tA =
;x (A (@)A@) =
DA Y (z)A + A7 (2)DA

(z
A(z)DA Y (2)A + A(z)A~ Y (z)DA(x
(
(

\
©C OO o~ o~

A(x)DA™ (z)A(z) + DA
A

xT

)

xT

)
)
)
) = —A@)DA™(2)A(x)

1.1.2. Valores y vectores propios

Sea A € M, (R). Diremos que A € C es un valor propio, eigenvalor o valor caracteristico de A,
si existe un vector v € C™ con v # 0, tal que

Av = .

El vector v es conocido como el vector propio, eigenvector o vector caracteristico de A asociado
a A

Para calcular los valores propios de una matriz, observemos que
Av=X v & Av— =0 (A-X)v=0

La ultima ecuacién representa un sistema homogéneo de ecuaciones lineales. Como v # 0,
estamos interesados en encontrar las soluciones no-nulas, entonces A debera ser tal que

det(A —AI) =0,

donde esta ecuacion es conocida como la ecuacion caracteristica de A, desarrollando este deter-
minante obtendremos un polinomio de grado n en A que es llamado polinomio caracteristico de
A. Las raices o soluciones del polinomio representan los valores propios de A.

Ejemplo 1. Calcular los valores y vectores propios de la matriz de 2 x 2 dada

=1 3)
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Para las matrices 2 x 2 es facil calcular el polinomio caracteristico, ya que es de la forma
Ps(A) = det(A— )
~ det < aiz — A an )
az  azg —A
= (a1 —A)(az2 — A) — arza2

A2 — (@11 + ago)\ + aj1asn — ajpan
= AN —(trA)A+det A

En nuestro caso el polinomio caracteristico es P4(A) = A2 + 8\ + 7, ya que la trA = -8 y
det A = 7. Calculando las raices del polinomio obtenemos los valores A\ = —1, Ay = —7 que son
los valores propios de la matriz A.

Sea v; = (vi1,vi2)T, el vector propio asociado al valor propio, A;, de la matriz A. Para calcular
las componentes de este vector, consideremos el sistema de ecuaciones generado por la siguiente
igualdad:

Av; = Aiv;
-3 2 Vi1 — Vi1
4 =5 Vi2 Vi2
Por lo cual, para nuestro valor propio A\; = —1 tenemos
-3 2 i b1l —3vi1 + 2012 = —vn
=-1 =
< 4 -5 ) < V12 > ( V192 > dvig — Buge = —v1g

El vector propio asociado al A sera:

(1
n=|{
Ahora para Ao = —7 tenemos

-3 2 va1 | V21 —3v21 + 2090 = —Tvo1
( 4 —5)(1}22)_ 7<v22) — 4dvgy — Bugy = —Tvgg

El vector propio asociada a Ao sera:
1
()
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1.2. Criterios para clasificar una forma cuadratica

Una forma cuadrética Q(x) = 27 Az, donde A € M,,(R), puede ser clasificada como:

1. Positiva definida. Si todos sus valores propios, );, son estrictamente mayores que cero.
Negativa definida. Si todos sus valores propios, A;, son escrictamente menores que cero.
Semipositiva definida. Si todos sus valores propios, A;, son mayores o iguales a cero.

Seminegativa definida. Si todos sus valores propios, A;, son menores o iguales a cero.

o

Indefinida. Si existe algtin valor propio positivo y alguno negativo.

1.2.1. Criterio de Sylvester

El Criterio de Sylvester se basa en la determinacién del signo de los menores principales de la
matriz cuadratica asociada. Se le conoce como submatriz principal de orden i, a toda submatriz
de A formada por las ¢ primeras filas y las ¢ primeras columnas, y de denota por A;.

a1 ars ail a2 a13
Ay = (an), A2 = , A3 = a21 axn a3 |, -, A=A
az1 a2
aszr agzz2 as3
Llamaremos menores principales a los determinantes de las submatrices principales.

Teorema 1.2.1. Sea A una matriz simétrica. Entonces,

1. A es positiva definida si y solo si todos sus menores principales son positivos, es decir,
|Al| > 0, Vi.

2. A es semidefinida positiva si y sdlo si todos sus menores principales no negativos, es decir,
|A;[ >0, Vi.
3. A es negativa definida si y solo si |A1] <0, |Aa| >0, |A3] <O0,---

4. A es semidefinida negativa si y solo si |Ar| <0, |A2| >0, |A3] <0,---

1.2.2. Matrices positivas definidas

Sea A € M,(R) una matriz positiva definida.

Propiedad 1. Toda matriz positiva definida es invertible, ya que su determinante es mayor que
cero, y su inversa es positiva definida.

Propiedad 2. Si A es una matriz positiva definida y r € R™, entonces rA es positiva definida.

Propiedad 3. Si A y B son definidas positivas, entonces su suma A+ B también lo es. Ademés
si AB = BA, entonces AB también es positiva definida.



16 Preliminares

1.3. Estabilidad segiin Lyapunov

Las funciones de Lyapunov son muy utilizadas en problemas de ingenieria y para resolver al-
gunos de los problemas de estabilidad que se estudian en los sistemas dindmicos, son funciones
que basicamente nos demuestran la estabilidad de cierto punto fijo en un sistema dindmico o en
las ecuaciones diferenciales auténomas. Las funciones que podrian probar la estabilidad de un
punto de equilibrio cualquiera son llamadas candidatas a funciones de Lyapunowv.

Definicién 1.3.1. Un punto zg es llamado punto de equilibrio del sistema

= f(x) (1.1)
si cumple f(zg) = 0.
Definicién 1.3.2. Consideremos la ecuacién diferencial (1.1), con x = ¢ un punto de equilibrio

y @(t,z) la solucién que pasa por = en ¢ = 0. Una funcién escalar continuamente diferenciable
V:U CR"™ — R es llamada funcion de Lyapunov de la ecuacion diferencial en z = x si

1. V(zo) =0.
2. V(z) >0 paraz el — {xo}.

3. V(p(t,z)) <0 parax €U — {xo}.

Definicion 1.3.3. Si se cumple la definicién anterior y ademas se cumple
V(p(t,z)) <0
para © € U — {xp} la funcién V es llamada funcion de Lyapunov estricta.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio utilicemos el siguiente teorema

Teorema 1.3.1. Sea x¢ un punto de equilibrio del sistema & = f(x).
Y sea

. oV dx )

i) El equilibrio es estable si V(z) <0 Yz € U.

i) El equilibrio es asintéticamente estable si V(x) < 0 Yz € U — {xo}.
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1.4. Principio de invariancia

Cuando no es posible verificar si un punto de equilibrio, xg, es asintéticamente estable por medio
de una funciéon de Lyapunov, pero de ésta se obtiene que el punto es estable, es decir, cuando
se tiene que V(:L') < 0 podemos utilizar el teorema de invariancia de LaSalle para verificar si el
punto es asintéticamente estable. Casi la totalidad de lo mencionado en esta seccién fue extraido
de [1].

Definicién 1.4.1. El conjunto de todos los puntos limites positivos de z(t) se llama conjunto
limite positivo de x(t), y es denotado por L.

Definicién 1.4.2. Un conjunto M se dice que es un conjunto invariante respecto a & = f(x) si
z(0)e M = z(t)e M YteR,

es decir, si una solucién, z(t), pertenece a M en un instante ¢ siempre permanecerd en el con-
junto M.

Definicion 1.4.3. Un conjunto M se dice que es un conjunto positivamente invariante si
z(0)eM = z(t)e M Yt>0.

Definicion 1.4.4. Una funcién se dice que esta radialmente no acotada si cumple con la con-
dicién
V(z) - oo cuando |[|z|| — oo.

Lema 1.4.1. Si una solucion z(t) en & = f(x) es acotada y permanece en el dominio D para todo
t >0, entonces su conjunto limite positivo L™ es un conjunto invariante, no vacio y compacto.
Y ademds

z(t) = LT cuando t — oc.

Teorema 1.4.2 (LaSalle). Sea Q C D un conjunto compacto positivamente invariante con res-
pecto a & = f(x). Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable tal que V(x) <0 en
Q. Sea E el conjunto de todos los puntos de Q donde V = 0. Sea M el mayor conjunto inva-
riante contenido en E. Entonces, toda solucion que inicia en £ se aprorima a M cuando t — oo.

Demostracion. Se buscard demostrar que toda solucién x(t) que inicia en  se aproxima a M
cuando t — oo.
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Sea z(t) una solucién de & = f(x) que inicia en €.

Como V(z) <0 en Q, entonces la funcién V (z(t)) es decreciente en t.
Ya que V(z) es continua en un compacto, esta acotada inferiormente en 2. Por tanto, V(z(t))
tiene un limite a cuando t — 0o, es decir,

lim V(z(t)) = a

t—o00

Por otra parte, como €2 es un conjunto cerrado e invariante contiene a todos sus puntos limites
en particular al conjunto limite positivo Lt de la solucién z(t). Por lo cual, para cada p € L™,
existe una sucesién {t,} talque t,, — oo y z(t,) — p cuando n — oc.

Por continuidad de V' (x) tenemos

V(p) =V (lim 2(t)) = lim V((t) =a

n—o0 n—o0

Por tanto, V(z) es una funcién constante en L* lo que implica que V(z) =0 en L.

Ahora bien, como se cumple que V(z) = 0 en Lt esto implica que LT C E, y por el lema
(1.4.1) tenemos que Lt es un conjunto invariante, no vacio y compacto, y como M es el mayor
subconjunto invariante de E entonces LT C M.

Por tanto se tiene

LT c M c EcQc D.

De igual forma, por el lema (1.4.1), z(t) — Lt cuando t — oco. Por lo tanto, como las soluciones
en un tiempo infinito se aproximan a un subconjunto de M, también podemos afirmar que
x(t) — M cuando t — co.

U

Corolario 1.4.3. Sea © = z¢ un punto de equilibrio para & = f(z). Sea V. : D — R una
funcion continuamente diferenciable y postiva en el dominio D que contiene al punto xg, tal que
V(z) <0 en D. Sea S = {z € D|V(x) = 0} y supongamos que ninguna solucién distinta de xq
puede permanecer en S. Entonces, el punto de equilibrio xo es asintoticamente estable.

Corolario 1.4.4. Sea x = xo un punto de equilibrio para & = f(x). Sea V : R™ — R una funcion
continuamente diferenciable, radialmente no acotada, y positiva definida tal que V(x) <O0en
Vo € R". Sea S = {x € R"|V () = 0} y supongamos que ninguna solucion distinta de xq puede
permanecer en S. Entonces, el punto de equilibrio xg es asintoticamente estable de manera global.
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1.5. Polinomio de Hurwitz

Los polinomios de Hurwitz son muy utilizados para determinar la estabilidad de algunos sis-
temas, o para disenar sistemas estables, ya que son polinomios cuyas raices poseen parte real
negativa, con lo cual garantizaremos que el sistema sea estable. Los teoremas mencionados en
esta seccién han sido extraidos de [4].

Definicion 1.5.1. Un polinomio de coeficientes reales es Hurwitz si todas sus raices poseen
parte real negativa, es decir, si estan en C~ = {a + ib| a < 0}.

A continuacién, se muestran algunos teoremas con sus demostraciones, para verificar que con-

diciones necesarias y suficientes para que polinomios de grado uno, dos, tres y cuatro sean
Hurwitz.

Teorema 1.5.1. El polinomio p(t) =t + a1 es Hurwitz si y sdlo si a; > 0.

Demostracion. La raiz de p(t) es t = —a;. Luego t = —a; € C™ siy sélo si a; > 0.

Teorema 1.5.2. El polinomio p(t) = t> 4+ a1t + as es Hurwitz si y sélo si ay >0 y az > 0.

Demostracion. Por el teorema fundamental del algebra, podemos escribir a p(t) de la siguiente
manera

p(t) = (t—z1)(t—2) donde z;2€C
p(t) = t2 — (2’1 -+ Zg)t + 2129
Lo que indica que a1 = —(2z1 + 22) y a2 = z122.

Caso 1. z1,22 € R.
(=) Supongamos que p(t) es Hurwitz, es decir, las raices del polinomio son negativas, z1, zo < 0.
Lo que implica

Z1+20<0 = a1:—(21+22)>0
2129 >0 = a9 =2129>0

Por tanto a1 > 0y ag > 0.

(<) Supongamos que ag,az > 0.
Como a; = — (21 + 22) entonces 21 + z3 < 0, y como ag = 2122 > 0 esto quiere decir que 21 y 22
son del mismo signo, por tanto z1, 22 < 0, es decir, p(t) es Hurwitz.
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Caso 2. Si z1, 29 € C.
Es decir, son de la forma zy = a+if y 20 = o — i con 5 # 0.

21+ 29=2a = a1 =2«
_ 2 2 2 2
Nz =a"+p° = a=a"+p

(=) Si p(t) es Hurwitz entonces a < 0, lo que implica que a; = —2a > 0y ay > 0 para cualquier

valor de o y S.

(<) Siag,as > 0, entonces como a; = —2a > 0 se tiene que a < 0. Por lo tanto p(t) es Hurwitz.
O

Teorema 1.5.3. El polinomio p(t) = t3 + at? + bt + ¢ es Hurwitz si y sélo si a,b,c > 0 y
ab—c>0

Demostracion. Por el teorema fundamental del dlgebra, podemos escribir p(t) de la forma
p(t) = (t+21)(t* +wit +wp) donde 21, wi, wy € C
= £+ (21 + 0 + (21w1 + w2t + z1wo

Lo que indica que a1 = z1 + w1, ag = z1w1 + we y a3 = zjwy. Llamemos g(t) = t + 21 y
h(t) = t2 + ’Ujlt + wa.

(=) Supongamos que p(t) = g(t)h(t) es Hurwitz.
Para g(t) usando el teorema (1.5.1) z; > 0. Y para h(t) usando el teorema (1.5.2) wi, wa > 0.

Entonces
ar =2z1+w; >0, ap = 21wy +wg > 0, ag = zywe > 0.

Falta probar que aijas —ag > 0

arag —az = (214 wi)(z1wr + wa) — z1wo
2 2
= zZijwi + z1w2 + z1w] + wiw2 — Z1W2

2 2
= zZjwi + zjwi + wiws

Como todos los factores son positivos, ajas — az > 0.

(<) Ahora, supongamos que aj,ag,as > 0y que ajaz — ag > 0. Por lo cual tenemos que

ap = z21+w; >0 (1.2)
as = zjwp+wy >0 (1.3)
a3 = zwg >0 (1.4)
ajas —as = z%wl + zlw% + wiwg >0 (1.5)
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De (1.5) podemos factorizar w; y obtenemos wy (2§ + z1w; +ws). Como 21wy +we >0y 22 >0
entonces wy > 0. Luego de (1.4) podemos deducir que z1,wy son del mismo signo.
Ahora, de (1.3) y con la condicién que z; > 0, entonces podemos decir que z;. wg > 0.
Por tanto, como z; > 0 por el teorema (1.5.1) ¢ + z; es Hurwitz. Y como wi, wy > 0 por el
teorema (1.5.2) t2 + wit — wy es Hurwitz, entonces p(t) es Hurwitz.

O

Teorema 1.5.4. El polinomio p(t) = t*+ a1t +aot? +ast +ay es Hurwitz si y sélo si ay,aq > 0,
araz —as >0 y ajazas — a% — a%a4 > 0.

Demostracion. Por el teorema fundamental del dlgebra, podemos escribir a p(t) de la forma

p(t) = (t2 + 2t + 22)(t2 + wit + we) donde z1, z9, w1, we € C
th 4 (w1 4 2083 + (wg + w21 + 22)t% + (wozy + wiw)t + wazs

Lo que indica que a; = wy + 21, a2 = wa + w121 + 22, a3 = Wa2z] + W22 Y Q4 = Wa2o.

(=) Supongamos que p(t) es Hurwitz, esto implica que t2 4 21t + 23 y t2 + w1t +wq son Hurwitz,
entonces por el teorema (1.5.2) z1, z9,wy,ws > 0. Entonces a; > 0, ya que es la suma de dos
ntimeros positivos, y a4 > 0 ya que es el producto de dos niimeros positivos.

Luego, debemos probar que ajas —az >0

2 2
ajaz —az = wiwg + Wiz + wezy + wiz] + wiza + 2122 — (w221 + 2122)

2 2
= ww2 +wir +wiz] + 2122

El cual es positivo, ya que todos los factores son positivos.
Ahora, probemos que ajasag — a% — a%a4 >0

2 2 2
ajazaz — a5 — aja4 = wizg ((w2 — 29)° + (w1 + 21)(waz1 + wlzg))
Como wy,ws, 21, 29 > 0, se cumple que ajasaz — a% — a%a4 > 0.

(<) Supongamos que ay,aq > 0, ajas —az > 0y ajasag — a3 — atay > 0.
Factorizando ag de la dltima desigualdad obtenemos

az(aras —az) —atay > 0

az(aras —az) > alay

Como a?a4 > 0, por transitividad tenemos que az(ajaz — ag) > 0, por tanto ag debe ser mayor
que cero.
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Por lo cual, tenemos que las siguientes condiciones deben ser estrictamente mayores que cero

ap = wi+2 (1.6)

a3 = w9z + Wiz (1.7)

ay = w9z (1.8)

alas — a3 = wiws + w%zl + wlz% + 2129 (1.9)

a1a2a3 — ag —dlay = wiz ((w2 — 29)% + (w1 + 21) (w221 + wlzg)) (1.10)

Como (wg — 22)% > 0y (w1 + 21)(waz1 + w1 22) > 0 entonces wy2; debe ser mayor que cero. Es
decir, wy,z1 > 0 6 w1, 21 < 0.

Ahora, por (1.6) podemos deducir que w; y z1 no pueden ser negativas al mismo tiempo, enton-
ces z1 >0y w; > 0.

Como wyzo > 0 entonces wg,zo < 0 6 wa, 29 > 0. Pero para que se cumpla (1.7) we y 22
deben ser positivas. Por lo tanto, 21, 29, w1, ws > 0.

Ahora, ya que p(t) = (2 + 21t + 22)(* + wit + we) y por el teorema (1.5.2) tenemos que
p(t) es Hurwitz.
O

1.6. Linealizacion

Cuando se estudian sistemas no lineales autonomos uno de los puntos importantes a estudiar
son los puntos de equilibrio y el comportamiento de las soluciones que inician cercanas a cada
uno de estos.

Sea xp un punto de equilibrio del sistema no lineal # = f(z). Expandiendo la serie de Taylor
alrededor de xg el campo vectorial f, obtenemos

# = D (wo)(x — o) + 3 D*Fwo) (& — 7o) + -+

Luego, se sigue que el sistema lineal © = D f(z¢)(z — o) es una buena aproximacién al sistema
no lineal alrededor de xy. Realizando un cambio de variable £ = x — x( se transforma en

£ = Df(z0)€,

la cual es la linealizacién de & = f(z).
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1.6.1. Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es de los mas utilizados cuando se desea observar estabilidad
de manera local, es un resultado que establece que, bajo ciertas condiciones, en una vecindad
del punto de equilibrio z( el sistema no lineal & = f(z) tiene la misma estructura cualitativa
que su linealizacién.

Definicién 1.6.1. Consideremos los sistemas no lineales & = f(x) y # = g(z). Diremos que
son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo que manda érbitas de un sistema
en el otro, y que es tal que preserva el sentido de las mismas. Si ademés es tal que preserva la
parametrizacién del tiempo, entonces diremos que son topoldgicamente conjugados.

Definicién 1.6.2. Un punto de equilibrio xy del campo vectorial f es hiperbélico si D f(xg) no
tiene valores propios con parte real cero.

Teorema 1.6.1 (Hartman-Grobman). Sea 29 un punto hiperbdlico del campo vectorial f. En-
tonces el sistema no lineal

y su linealizacion

son topoldgicamente conjugados.

Figura 1.1: Linealizaciéon. Teorema de Hartman-Grobman
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Clasificacion de los puntos de equilibrio

Como al utilizar el teorema de Hartman-Grobman establecemos que el sistema no lineal y su
linealizacién preservan la parametrizacién del tiempo y adem&as manda orbitas de un sistema
en otro y preserva el sentido de las mismas. Entonces, cuando estudiamos la dinamica de un

sistema no lineal, & = f(z), podemos observar la dindmica de su linealizacién, §y = Df(xo)y y
asi establecer la estabilidad de los puntos de equilibrio.

En este apartado nos centraremos en la dindmica de los puntos de equilibrio en el plano. Al
estudiar la dindmica de un sistema de la forma § = D f(z()y, debemos tener en cuenta todas las
posibles configuraciones de los valores propios de D f(zg), los cuales pueden ser : valores propios
reales distintos, valores propios iguales, o valores complejo

Valores propios reales y distintos

En este caso, consideremos el sistema linealizado

. (A0
1. Si A1, A2 > 0 se dice que el punto de equilibrio es un nodo inestable.

2. Si A1, A2 < 0 se dice que el punto de equilibrio es un nodo estable.

3. Si A1 y A9 son de signos opuestos, se dice que el punto de equilibrio es inestable tipo silla.

e & &
ly wse e o

—
T3 Tw Ny

R

—=
3

Figura 1.2: 1.-Nodo inestable, 2.- Nodo estable, 3.- Silla
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Valores propios iguales

De igual manera, consideraremos el sistema linealizado sélo que para este caso de valores propios
tenemos que considerar que la matriz D f(z() sea o no diagonal.

Caso 1. Df(xg) es diagonal, es decir, tenemos un sistema de la siguiente forma:
. (X O
y - 0 AO y

Este tipo de valores propios da lugar a nodos estrella.

1. Si Ag > 0 se dice que el punto de equilibrio es un nodo estrella inestable.

2. Si Ag < 0 se dice que el punto de equilibrio es un nodo estrella estable.

Figura 1.3: Nodo estrella. 1.- Inestable 2.- Estable

Caso 2. Df(xp) no es diagonal, es decir, tenemos un sistema de la siguiente forma:
. A 1
V= ( 0 Ao )y

Este tipo de valores propios da lugar a nodos impropios.

1. Si Ap > 0 se dice que el punto de equilibrio es un nodo impropio inestable.

2. Si Ag < 0 se dice que el punto de equilibrio es un nodo impropio estable.
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Figura 1.4: Nodo impropio. 1.- Inestable, 2.- Estable

Valores propios complejos

En el caso de tener valores propios complejos, tendremos un sistema de la siguiente forma:

y=<g _aﬁ)y

donde para determinar la dindamica del punto de equilibrio sélo se considera la parte real del
valor propio, «, entonces

1. Si o > 0 se dice que el punto de equilibrio es un foco inestable.
2. Si a = 0 se dice que el punto de equilibrio es un centro.

3. Si a < 0 se dice que el punto de equilibrio es un foco estable.

Figura 1.5: 1.- foco inestable; 2.- centro; 3.- foco estable
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1.6.2. Teorema de la variedad estable

Otro teorema muy importante en el estudio cualitativo local de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, es el teorema de la variedad estable, que estable que cerca de un punto de equilibrio
hiperbdlico, zg, el sistema & = f(x) posee dos variedades (superficiales) tangentes en z( a los
eigenespacios F® y E". Pero antes de establecer estos teoremas, definamos estas dos variedades.

Para las dos variedades consideremos el sistema no lineal, & = f(z) y sea ¢; su flujo.

Definicién 1.6.3. La variedad estable local de xo, W} (o), se define como
Wi (x0) ={z € V| pi(x) = x0, cuando t — oo, y p(x) € V para toda ¢t > 0}

donde V es una vecindad del punto de equilibrio zg.

Definicién 1.6.4. La variedad inestable local de xo, W} (x0), se define como
Wi (xo) ={z € V| pi(x) — z0, cuando t — —o0, y ¢(x) € V para toda ¢t < 0}
donde V es una vecindad del punto de equilibrio zg.
Las variedades locales estable e inestable representan un andlogo no lineal de los eigenespacios

E?® y EY de un sistema local.

Teorema 1.6.2 (Variedad estable). Supongamos que el sistema & = f(x) posee un punto de
equilibrio hiperbolico xo. Entonces existen las variedades locales estable e inestable W (x0)
y Wi.(xo), de la misma dimension que los eigenespacios E° y E" de la linealizacion & =
Df(xo)(x — zg), y ademds son tangentes a E% y E* en x.

EC
wc

Figura 1.6: Subespacios invariantes: teorema de la variedad estable.
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La variedad central, que es tangente al eigenespacio E° no es mencionada en el teorema ante-
rior, ya que se considera un equilibrio hiperbdlico descartando la posibilidad de que exista esta
variedad, ya que E° es vacio.

1.6.3. Teoria de la variedad central

Como ya observamos en el apartado anterior, se analizaron las soluciones que nacen cercanas a
un punto de equilibrio hiperbdlico, pero cuando se tienen puntos de equilibrios no hiperbdlicos es
necesario realizar otro analisis para determinar la estabilidad de este punto. Una de las técnicas
para estudiar estos puntos es la variedad central.

Consideremos el sistema no lineal

w=X(w), (1.11)
donde w € R™ y W es un campo vectorial suave. Supongamos que X (0) = 0 y que DX(0) =

( 13 g > , donde A € My con valores propios con parte real cero y B € M, con valores
propios con parte real negativa.
Hagamos w = Zj ,con z € RF y y € R"F, obteniendo la siguiente representacién para el
sistema (1.11),
z = Az+ f(x,y) (1.12)
= By+g(z,y)
donde f(0,0) = ¢(0,0) =0y Df(0,0) = Dg(0,0) =0,y f,g €C", con r > 2.

Definicion 1.6.5. Una variedad invariante sera llamada wvariedad central si para el sistema
(1.12) puede ser representada, de manera local, como sigue

VVZ?)C(O) - {(x7y) € Rk X Rn_k’ Yy = h(l‘), ‘x’ <4, h(O) =0, Dh(O) - 0}

El hecho de que h(0) = 0 y Dh(0) = 0 nos garantiza que la variedad central W _(0) es tangente
al eigenespacio central E° en el origen.

Los siguientes tres teoremas son de suma importancia en la teoria de la variedad central. El
primer teorema determina la existencia, el segundo la dindmica mientras que el tercero nos
permite la precisién deseada.

Teorema 1.6.3. Eziste una C" variedad central para el sistema (1.12). La dindmica del siste-
ma (1.12), restrigida a la variedad central, estd dada, para u suficientemente pequena, por el
stguiente k— dimensional sistema

U= Au+ f(u, h(u)), (1.13)
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con u € RF,

Teorema 1.6.4. 1. Suponga que u = 0 es un equilibrio estable (asintdticamente estable)
(inestable) del sistema (1.13), entonces (x,y) = (0,0) es un equilibrio estable (asintdtica-
mente estable) (inestable) del sistema (1.12).

2. Suponga que el equilibrio (x,y) = (0,0) del sistema (1.12) es estable. Entonces, si (x(t),y(t))
es una solucion de (1.12) con (x(0),y(0)) lo suficientemente pequeno, entonces existe una
solucion u(t) de (1.13) tal que

lm z(t) = wu(t) +O(e )

t—o00

tm y(t) = h(u(t)) +O(e™™),

t—o00

donde v > 0 es una constante.

El teorema anterior determina la dindmica de (1.13) cercana a u = 0 y la dindmica de (1.12)
cerca de (z,y) = (0,0). En otras palabras, lo que nos dice el teorema es que la solucién wu(t)
del sistema (1.13), representa de manera aproximada la proyeccién de la solucién (x(t),y(t)) del
sistema (1.12), sobre el eigenespacio E¢ ~ RF,

A Rn—k

Figura 1.7: Esquematizacion grafica del teorema 1.6.4.

El tercer teorema nos proporciona un método para aproximar la funcién h(z), cuya gréfica es la
variedad central. Consideremos lo siguiente:
Sea (x(t),y(t)) € W£.(0), luego, se cumple que y(t) = h(x(t)), y derivando respecto al tiempo,
obtenemos

y = Dh(x)z (1.14)
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Pero todo punto sobre la variedad central satisface la ecuacién (1.12), por tanto, la ecuacién
(1.14) es equivalente a

Bh(z) + g(x, h(z)) = Dh(z)(Ax + f(z, h(x))).
Hagamos
N(h(x)) = Dh(z)(Az + f(x,h(x)) — Bh(z) — g(x, h(x)) = 0. (1.15)
Luego, el problema es encontrar una h(x) que satisfaga (1.15).

Teorema 1.6.5. Sea ¢ : R¥ — R" % de clase C', con ¢(0) = Dp(0) = 0 tal que N(p(z)) =
O(|z?|) cuando z — 0, para algin q > 1. Entonces

|h(z) — ¢(z)| = O(|z7]) cuando x — 0

1.7. Sistemas Hamiltonianos

William Rowan Hamilton utilizando algunos principios del célculo variacional da una concepcion
de la mecanica tedrica en la cual se consideran como variables independientes a las coordenadas
y momentos generalizados del sistema. Estos nuevos concepcion es conocida como mecanica ha-
miltoniana.

Se define la funcion hamiltoniana o el hamiltoniano para cualquier sistema como

p'p
H(q,p,t) = 5— + Vgt 1.16
(@p,t) =5~ +V(g1) (1.16)
donde ¢ son las coordenadas generalizadas, p el momento generalizado, m la masa del sistema,
y V la energia potencial del sistema.

El hamiltoniano es una funcién escalar a partir de la cual pueden obtenerse las ecuaciones
de movimiento de un sistema mecédnico, y es muy ttil en problemas de ingenieria donde se desea
modelar sistemas eléctricos, mecanicos, electrénicos, entre otros.

Ahora, si queremos expresar las ecuaciones que describen el movimiento, lo podemos realizar de
manera sencilla derivando (1.16) obteniendo

=
q = ap q,p,

(1.17)

= -2
p = dq q,D,
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y son conocidas como Ecuaciones de Hamilton, y ademds tenemos que el vector velocidad es-

tara dado por
0OH O0OH
v=|—,—F].
dp Oq
Ahora, basandonos en el hamiltoniano podemos dar una definicién de un sistema conservativo.

Definicion 1.7.1. Un sistema conservativo es un sistema hamiltoniano auténomo el cual posee
una funcién hamiltoniana
H = H(q,p),

la cual no depende del tiempo.

Para mostrar esto, derivamos (1.16) respecto al tiempo y utilizando las ecuaciones de Hamilton
(1.17)

dH OH . OH .

@ = ot o
_ OH (oH\ 0H ( 0H
- aq<ap)+ap<‘aq>
= 0

Cuando tenemos un sistema conservativo podemos ver a la funcién hamiltoniana como la energia
mecanica del sistema, es decir, la suma de las energias cinética y potencial.

1.8. Cinematica Inversa

El problema de cinematica inversa aplicado a robot manipuladores o brazos mecanicos es ob-
tener los valores de las variables articulares, ¢;, para que estos posea determinada posicién y
orientacién. Pero cuando nosotros conocemos la geometria del robot, los célculos son un poco
mas sencillos.

Cuando se estudia la cinemadtica inversa algunos de los problemas fundamentales que surgen son
que existen multples soluciones, ninguna solucién o posibles singularidades. Por lo cual, cuando
estudiamos este problema, debemos de considerar los siguientes puntos

1. Espacio alcanzable.
2. Tipos de soluciones.

3. Existencia de multiples soluciones.
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Espacio alcanzable

El espacio alcanzable, basicamente es el maximo volumen (drea) donde el robot se puede mover
con lo menos una orientacion.

Si el robot manipulador se mueve en el espacio tridimensional consideraremos el volumen, mien-
tras si el robot a considerar es un robot planar consideraremos el drea de maximo alcance.

Tipos de soluciones

Una solucién del problema en este caso, es el conjunto de variables articulares que permiten
posicionar el elemento final en determinada posicion y orientacion. Y estas son de dos tipos:

1. Soluciones no nimericas.
Soluciones algebraicas: Ecuaciones trigonométricas no lineales.

Soluciones geométricas: Conjunto de subproblemas geométricos en el plano.

2. Soluciones numéricas.

Existencia de miiltiples soluciones

Cuando consideramos la existencia de multiples soluciones primeramente podemos considerar lo
siguiente: Si el nimero de grados de libertad del robot es igual al que se requiera para hacer la
tarea solo existen dos soluciones,

Figura 1.8: Dos posibles soluciones del problema



1.8 Cinematica Inversa 33

o si el nimero de grados de libertad del robot es mayor al que se requere para hacer la tarea
existen infinidad de soluciones.

Figura 1.9: Algunas soluciones

Ademas debemos de considerar que la soluciéon que usemos sea la que minimice los movimientos
desde la posicion actual, la solucién mas cercana, si los eslabones son diferentes debemos de
mover los eslabones de menor peso para garantizar un ahorro de energia y por iltimo considerar
obstaculos y evitar colisiones.
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Capitulo 2

Energia mecanica

La energia mecénica es una energia producida por la posicién y movimiento de un cuerpo, en
otras palabras es la combinacién de dos tipos de energia estudiadas por separado: la energia
cinética y la energia potencial. En este capitulo se usaran estos dos tipos de energia para es-
tablecer el modelo matematico de un n—péndulo, centrandonos primeramente en las energias
cinética y potencial de cada eslabén para después dar una versién mas generalizada de estas.
Es importante mencionar que al estudiar a la energia mecdnica de esta forma logramos que
estd permanezca constante, ya que en el sistema a estudiar sélo actuan fuerzas conservativas.

2.1. Energia cinética

La energia cinética de un cuerpo, es la que surge de un fenémeno en movimiento. El término
“cinética o cinético” proviene de la palabra griega “kineticos o kinesis”que quiere decir movi-
miento, y es estudiada en dos partes: energia cinética de traslacion y energia cinética de rotacion.

2.1.1. Energia cinética de traslacién

Para obtener una definicion cuantitativa de la energia cinética de traslacién, veamos una particu-
la de masa, m, que se mueve en linea recta con velocidad inicial, v1. Para acelerar uniformemente
a una velocidad, vy se ejerce una fuerza neta constante [, sobre ella, paralela a su movimiento,
a lo largo de una distancia d.
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Entonces podemos decir, que el trabajo efectuado sobre la particula es:
Theto = Fnetad

Aplicando la segunda ley de Newton:
Foeta = ma

Asi como, la ecuacion de la cinemaética para aceleracién constante:

vs = v? + 2ad
Obtenemos: ) )
V5 — U 1 1
Theto = Fnetad =mad =m <22d1> d= 5’177/[12 — §mU%

donde EC; = %va es conocida como energia cinética de traslacion.

2.1.2. Energia cinética de rotacion

Se dice que un cuerpo que gira alrededor de un eje tiene energia cinética de rotacion. Por analogia
a la energia cinética de traslacién habria que esperar una expresién del tipo %I w?, donde I es el
momento de inercia del cuerpo y w su velocidad angular.

Para comprobar esto, tomemos un cuerpo que gira como si estuviera formado por muchas
particulas diminutas, cada una con masa, m. Si r es la distancia de cualquier particula al eje de
rotacién entonces su velocidad lineal v = rw.

La energia cinética total del cuerpo sera la suma de las energias cinéticas de todas sus particulas:
1 1 1
EC, = Z(imUQ) = Z im(rw)2 = 5(2 mr?)w? (2.1)
Como el momento de inercia estd definido por
I= Z mr? (2.2)

Sustituyendo (2.2) en (2.1), obtenemos:
1 oy 2 Lo 9
EC, = 5( E mre)w® = §Iw (2.3)

Para un objeto que gira al momento en que su centro de masa tiene movimiento de traslacién
tendra tanto energia cinética de traslaciéon como de rotacion, entonces la ecuaciéon de la energia
cinética es: ) )

2 2
donde vcyy, es la velocidad lineal del centro de masa, I-as el momento de inercia con respecto a

un eje que pasa por el centro de masa, w es la velocidad angular alrededor del eje y M la masa
total del cuerpo.
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2.1.3. Modelo matematico de la energia cinética
La energia cinética para un n-péndulo moviéndose en un plano vertical, estd dada por:

EC = EC+ EC, (2.4)
donde EC; es la energia cinética de traslacion y EC, es la energia cinética de rotacion.

EC = EC;+ EC,

n n

1 1
= 2(5”%”2;%-) + Z(§winz‘wi)

i=1 i=1
1 n
= 3 Z(mivqu + w!l Lw;) (2.5)
i=1

donde v,; y w; son las velocidades lineal y angular, respectivamente, e I; el momento de inercia
del i-ésimo eslabdn.
Para el n-péndulo, la velocidad lineal del i-ésimo eslabdén resulta ser la derivada del vector

posicién de su centro de masa: 7., = (z;, )T, es decir, ve, = 7, = (&, h;)T mientras que la
velocidad angular es simplemente w; = 6;.

Calculando los valores de las componentes del vector posicion, x; y h;:

1 = l¢; sin 6y, hy =1, cos by,

x9 = lysinf + I, sin O, ha =11 cos 61 + I, cos O,

x3 = l1sinfy + lasinfy + [, sinfz, hz = {1 cosby + la cos by + I, cos b3,
T; = Z;;ll l;sin@; + I, sin6;, h; = Z;;ll lj cost; + I, cosb;.

para:t=1,2,---  n.

Calculemos las derivadas de las componentes del vector posicién, para poder obtener la velocidad
utilizada en la energia cinética

veve, = (i, ) (&3, ) = 35 + 7

i—1 i—1
T; = Z lj CcOs Qjéj + lci CcOoSs 910“ y hl = — Z lj sin Gjéj — lci sin 91(91
J=1 J=1

parai=1,2,--- ,n.
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Figura 2.1: Péndulo de n—eslabones, o n—péndulo
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Calculemos el cuadrado de estas dos componentes, &; y h;

2
i—1
:BZQ = le cosﬁjéj—l-lci cos&iéi
j=1
2 .
: N2 o A . :
= le cosf;0; | + <ch- cos@g%) —l—QZ(Zj cos 0;0;)(l., cos 6;0;)
; o
-2 =1
= 12 GQCOS 0; +Zl20200829j+2z Z 10110}, cos 0 cos O,
j=1 j=1 k=j+1
Z_l . .
+2 Z(lj cos 0;0;)(lc, cos 6;60;) (2.6)
j=1
2
. Z_l .
h? = l;sin0;60; — 1., sin 0;6;
j=1
i—1 ) 2 N i—1 )
= (=D usingd; |+ (~lesingid) +2 31y sin0;60;) (L, sin 0:6))
7j=1 j=1
i1 -2 -1
= 12 07sin®6; + > 1367sin’6; +2> Y 16,40 sin6; sin b
Jj=1 Jj=1k=j+1
i1 ' ‘
+2> (1 sin0;0,) (1, sin 0;6;) (2.7)
j=1
Realizando la suma de (2.6) y (2.7), obtenemos:
‘ -1 -2 =1 .
il 4+h? = Zl?@?coszej+2z Z lejlkacosﬁjcosek—i-li 0?2 cos® ;
j=1 j=1 k=j+1
i—1 i—1
—i—QZl cos 0,;0;) (1., cos 0;6;) —|—Zl292sm 9, —l—l2 62 sin? 0;
7=1 7j=1
i1 i-2 i1

+2 Z(lj sin Qjéj)(lci sin (9191) + 2 Z Z ljéjlkék sin Hj sin 6y,
j=1 j=1 k=j+1
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Simplificando los célculos

i1
2402 = li,éi(cosQ 0; + sin” 6;) + 2 Z 1;1c,0;6;(cos B; cos 0; + sin 8 sin 6;)
j=1
-2 -1
—i—Zl 92 (cos 9 + sin® 6;) +2Z Z 150,;11,0x(cos 0 cos B, + sin 0 sin O)
j=1k=j+1
) i—1 i—1 i—2 i—1
= 20238042 (lelibbicos(0; —00) +23° S (Lnbibicos(@; — 01))
Jj=1 Jj=1 j=1k=j+1
) i—1 ) 1—2 -1
= 26+Y (1329]2 + 21, 1;0,0;c08(0; — 0;) ) 23 % (z 11,0, 0cos(0; — ek))
Jj=1 j=1 k=j+1

parat=1,2,---,n

Ahora bien, sustituyendo en la ecuacién (2.1.2) para calcular la energia cinética de n-eslabones,
tomando en cuenta w; = 6;.
Obtenemos:

1 n
EC = 22(%@5% + wl Liw;)
1=

n i1
=1 j=1

1—2 i—1 2
*Zmi 23" % (z 10,0xcos (0, —ek) +EZL-0'?
i=1 =1 k=j+1 =

n n i—1
1 . 1 . ..
= 5 Z mzlgzﬁf + 5 Z Z (mﬂ?@? + 2milcilj9i9j005(0j — 9,))
i—1 i=2 j—1
n 1—2 1—1

+ Z Z Z (miljlkéjékcos(ﬂj - Hk)> + % ; 11912 (28)

i=3 j=1 k=j+1
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2.2. Energia potencial

La energia potencial es la capacidad que tiene los cuerpos para realizar un trabajo, dependiendo
de la posicién o configuracién de un cuerpo y su entorno.

2.2.1. Energia potencial gravitatoria

Si permitimos que un objeto caiga libremente bajo la accién de la gravedad, el trabajo hecho
por la gravedad es:
Tygrav = F'd = mgh (2.9)

Entonces se define la energia potencial gravitacional de un cuerpo como el producto de su peso
mg y su altura, respecto a un nivel de referencia como el suelo. Mientras mas alto este el objeto
mayor serd la cantidad de energia potencial gravitacional, ya que estd depende de la altura
vertical del objeto sobre algin nivel de referencia.

2.2.2. Modelo matematico de la energia potencial

La energia potencial para un n—péndulo se calcula:

EP =migH1 +mogHs + --- +mpgH,

donde m; son la masa y H; es el desplazamiento del centro de masa sobre la vertical, g es la
aceleracién debida a la gravedad. La energia potencial es igual a cero cuando el robot estd com-
pletamente extendido hacia abajo.

Calculemos la energia potencial para un eslabén:

EP =migH, = mig(le; — h1 = m1g(le, — le, cos 1) = magle, (1 — cosby)

Figura 2.2: Péndulo simple
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Para dos eslabones:

EP = migH; + mogHs
= mig(le, — h1) +mag(ly + e, — ho)
= mig(le, — le, cos 1) + maglly + lc, — (11 cos by + I, cos O2)]

= Zmiglci(l — cos 0;) + magli (1 — cosbq)

14 XQ

Figura 2.3: Péndulo con dos eslabones o 2-péndulo

Para tres eslabones:

EP = migH; +magHs + m3gHs
= mih(le, — h1) +mag(ly +le, — h2) +msg(ly + lo + ley — h3)
= myglle, — le, cosO1] +mag(ly + lc, — (11 cos by + I, cos b)]

+msglly + la + le; — (11 cos 01 + I3 cos Oz + ¢, cos 03)]
3

= Zmiglci(l —cos ;) +magli(1 — cosbp) + mag[li(1 — cosby) + la(cos 02)]
i=1
3 3 3
= Zmiglci(l —cosb;) + Z Z mjgli(1 — cos6;)
i=1 i=1 j=i+1

3

3
= 3 [t Y | (1 cont

=1 j=i+1
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Ahora, calculando la energia potencial para un n-péndulo:

EP =mygHy +magHs + -+ +mpgHy

Energia mecanica

(2.10)

Pero antes calculemos la energfa potencial del i-ésimo eslabén, m;gH;, donde H; = (I3 +1lo+-- -+
lic1 +1c;) — hi, es el cambio de altura del centro de masa; m;,la masa; l; y [, son las longitudes
del i-ésimo eslabon y del centro de masa del i-ésimo eslabon respectivamente; g es la aceleracion
debida a la gravedad, y FP = 0 cuando el robot estd completamente extendido hacia abajo.

migH; =

mig (I +lo+ -+ lic1 + e, — hi)
i1

m;g <l1+l2—|—---+li1 + e, —Zlkcosﬁk—l% cos 0;

k=1

i—1 i—1
m;g ( Iy + 1, — Z Iy cos O, — I, cos 9i>
=1

k k=1

i—1
mig (lci(l —cosb;) + Z l1:(1 — cos Ok))
k=1
i-1
migle, (1 — cos ;) + m;g Z I (1 — cos Of)
k=1

Entonces la energia potencial para el n-péndulo es:

EP

= mygHy +mogHs + -+ -+ mpgHy,

= > migH,
i=1
n i—1
= Z (miglci(l —cosb;) + mingk(l — cos Hk)>

=1 k=1

n n i—1
= Zmiglci(l —cosb;) + Zmingk(l — cos b)
i=1 k=1

=1

)

(2.11)
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Observemos que:

Zngzlk 1 —cosfy) = magli(1l —cosb)
=1

+m3g (11(1 — cosby1) + la(1 — cos b)) +

+mpg[li(1 —cosby) + -+ + lp—1(1 — cosO,—1)]
= [1(1 —cosby)g(ma+mg+ -+ my)

+lo(1 — cosba)g(msz + - - +my,)

+- Flp—1(1 — cosbOp_1)gmy,

= Z Z 1;(1 — cos b;)gm; (2.12)

i=1 j=i+1

Entonces sustituyendo (2.12) en (2.11) obtenemos:

EP = Zn:miglci(l —cosb;) + z": Z 1;(1 — cos 8;)gm;
i=1

i=1 j=i+1
n

= Z migle, + 1 Z mjg | (1 —cosb;) (2.13)

i=1 j=i+1

2.3. Energia total

La energia total del n—péndulo es la suma de la energia cinética y la energia potencial, ambas
calculadas con anterioridad (Ecuaciones (2.8) y (2.13) ).
Entonces, la energia total estd dada por:

E(0,6) = EC(, 9‘)+Ep(9)
n i—1
_ ;Z £ 92+ (mat202 + 2mil 16,0, c05(0; — 0:))
=1 =2 j=1
n 1—2 i—1
+ 7219%22 3 (mll 116, 61,cos(6; —ek))
1=3 j=1 k=j+1
+ Z(miglci +1; Z m;)(1 — cos ;)

i=1 j=i+1
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Capitulo 3

Mecanica Hamiltoniana

En el capitulo anterior encontramos el modelo matemético del n—péndulo como la suma de
la energia cinética y potencial, como el sistema considerado es conservativo también podemos
considerar a la funcién hamiltoniano la cual toma en cuenta que las ecuaciones del movimiento
dependen de las coordenadas y velocidades generalizadas. En este capitulo transformaremos el
modelo matemaético anterior, a términos de hamiltoniano. Con lo cual sera necesario realizar un
cambio de variables, § = q y 6 = q.

La expresion de energia estarda dada por:
E(q,q) = EC(q,9) + EP(q). (3.1)

Expresemos la energia cinética en términos de las coordenadas y velocidades generalizadas, pero
primeramente en forma matricial.
La velocidad lineal esta dada por:

Z;;ll lj cos qjqj + ¢, cos q;q;

Ve; = (i'iv hl)T = - = NOM(Q)Q
= i1 lisingjd; — le; singig;

100 --- 0
N°_<o 10 - 0>2xn

47

donde
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l1 cos q1 locosqa -+ ljcosqi—1 lgcosq O 0
—lisingg —lasingy --- —=ljsing;—1 —lgsing; 0O 0
Ni(q) = 0 0 ‘e 0 0 0 0
0 0 . 0 0 0 --- 0
nxn
pero en la energia cinética traslacional utilizamos
v ve, = (NoNi(@))" NoNi(9)g = ¢" N (9) NG NoNi(q)d,
hagamos M; = N (q) NI NoNi(q).
Realizando algunos célculos:
1 0 1 00 0
0 1 Lo o 0 010 0
Ta.—| 0 0 -1 0 0 0
No No . <o 10 o)m .
00 000 --- 0
nx2 nxn
l1 cosqq —lysinqq 0o --- 0
lo cos g —l9 sin g9 0 0
li_1cosqi—1 —lj_1sing;_1 0 --- 0
T _ i—1 qi—1 i—1 qi—1
NTNG No = le, cos q; —lg;singg 0 -+ 0
0 0 0o --- 0
0 0 o - 0/ ..

Para calcular M; = J\/;-TNOT NN, la cual es una matriz n x n, con entradas reales, calculemos
algunas de sus entradas:

Las componentes de la diagonal principal:
Paral <j <4

pij = (ljcosqj)(ljcosq;) + (—1jsing;)(—1l;sing;)
= lyz» cos? q; + lyz sin? qj

_ 2
= I
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Para j =1
pii = (l; cosqi)(le, cos qi) + (—l¢, sing;)(—le, sin g;)
= lzi cos? g; + 17 sin? g;
= zgi
Para j > i
pjj =0

Las componentes del renglén j y columna k.
Para 1 <j<i, k<i,yj#k

ik = (ljcosg;)(lg cos gx) + (=1 sing;)(—lk sin gx)
= [l cos g;j cos gy, + 11} sin g; sin g,

= il cos(q; — qr)
Para1<j<i, k=i,yj+k

pji = (ljcosq;)(le; cosq;) + (—ljsing;)(—lc, sing;)
= Il cosqjcos q; + [l singjsing;

= ljle; cos(qj — qi)

Las componentes del renglén k y columna j.
Paral <k <4, j<i,yk#j

prj = (lgcosqy)(ljcosqj) + (=l singy)(—1;sing;)
= I}l; cos gy, cos gj + lil; sin q;, sin g

= liljcos(qx — q5)
Paral <k <4, j=i,yk#j

pik = (le; cos q;)(lg cos qi) + (—l¢, sing;)(—lj sin gx)
le; Uk cos q; cos gy, + 1e,l sin g; sin gy,
= el cos(qi — qi)

Como la funcién coseno es una funcién par, cos(q; —¢qi) = cos(gx —q;), y como [, [; son longitud
entonces I, [; € R, por lo cual se tiene que [l; = [l parat=1,2,--- ,ne j=2,3,---,n. Por
lo tanto g, = pg;.
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Para j > i(k > i) se cumple pjr = pr; = 0, ya que cualquier indice mayor que 4 indica un
renglén (columna) de ceros.

Entonces

g opiz o pi-1 Mg 0o 0

M21  po2 e poi-1 p2i 0 oo 0

M) = | Hi-11 M1z o Hicliel Bield 0O - 0

i(q) = , . ) )
Hi1 Hi2 ce Higq Hii 0O - 0
nxn

l% l1l2 COS(QQ — Q1) e l1lci COS(qi — q1) 0 0
21 cos(q1 — q2) 13 ‘e l2le, cos(q; — q2) 0o -+ 0
o li-1ly COS(Q1 - Qi—l) li—1lo COS(IJQ - Qi—l) cee li—llci COS(Qi - Qi—l) 0 0
- le;lh cos(q1 — qi) le,l2 cos(qz — gi) e 12, 0o -~ 0
0 0 . 0 0 --- 0
0 0 . 0 0 --- 0

Ahora, la energia cinética traslacional quedara:
1 n
EC = 5 ZmidTMid
=1
1 n
— ;T M| g
= 54 (2 szz> g
1=

Mientras que la energia cinética rotacional, usando las velocidades generalizadas:

1 .
EC, = 2;.7(]2

1T
_ Lo
54 L4

donde 7 = diag(/;).
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Entonces, sustituyendo en (2.1.2) la energia cinética estd dada por:

AN
1= 1=

1. (& S Yo
= 50 (ZmiMi>q+2qTIq

=1
= qu zn:m-MJrI q
2 (2 (2

i=1

Nombremos M(q) = >, miM; + I, donde M (q) es llamada matriz de inercia.
Entonces la energia cinética quedara:

BC = S M(q)d (3.2)

Consideremos las matrices M; para obtener las componentes de la matri de inercia. Para ¢ = 1

20 0
0 0 0
My = .
0 0 0
nxn
Para i =2
12 lile, cos(qr —q2) O 0
lllcz COS(ql - QQ) lé 0 0
My = 0 0 0 0
0 0 0 0
nxn
Para i =3
l% l1l2 COS(ql — QQ) l1l03 COS(ql — C]3) 0 0
Il cos(q1 — q2) l% lole, cos(ga —q3) O 0
leglicos(qr — q3)  lale, cos(qa — g3) lzg 0 0
Mz = 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

nxn
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Parai=n
5 lilycos(qr —q2) -+ lilp—1cos(qr — gn—1) lle, cos(q1 — qn)
laly cos(q2 — q1) 13 o lalp—1cos(q2 — qn-1) lale,, cos(q2 — qn)
ln—1ly COS(QnA - (J1) ln1l2 COS(QnA - (J2) te 1721_1 lnfllcn COS(anl - Qn)
le, 11 cos(gn — qu) le, lacos(qn —q2) -+ le,ln—1cos(q2 — qn-1) 2

Ahora calculamos > m;M; componente a componente.
Primero calculemos las componentes de la diagonal principal:

=1
& = malZ +moli +mali + -+ myli
ol 1By m,
j=2
1 =2
§oo = mzlé + m3ls 4+ myls + - +m,l3

n
2 2
= TRQlC2+l2 E m;
Jj=3

Para la i-ésima componente de la diagonal principal
Gi = mlZ +mial? +mppl? -+ mpl?

n
2 2 §
J=i+1

Como la matriz de inercia, y ;" ;| M; +Z, y la matriz Z es diagonal, entonces a las componentes
calculadas anteriormente serd necesario sumarle I; para ¢ = 1,2,--- ,n. Obteniendo asi las
componentes de la diagonal principal de la matriz de inercia, denotadas por ;.

Bii = &u+1

n
= mlZ +1} Z mj + I;
J=i+1

Como cada una de las matrices M; son matrices simétricas, entonces sumar las componentes de
los i-ésimo renglén y las j-ésima columna es equivalente a sumar las componentes del j-ésimo
renglén y la i-ésima columna de cada una de las matrices, es decir, &; = §j; para i # j y
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Coni=1,j=2

§12 =281 = malile, cos(q1 — g2) + malila cos(q1 — ga2) + malila cos(q1 — g2)
+ -+ mylilacos(qr — ¢2)
= [malile, + mslila + mylila + - - - + mylila] cos(q1 — ¢2)
= [malile, + lila(m3 +myg + - - 4+ my)] cos(q1 — g2)

= [m2l1102 + lllz Z mk} COS(ql — QQ)
k=3

Coni=1,j=3

§13=E831 = malile; cos(qr — q3) + mulilz cos(q1 — g3) + mslilz cos(qr — g3)
+ -+ mplilzcos(qr — q3)
= [mslile; +malilz +mslils + - - - + mylil3] cos(qr — g3)
= [mslile; + lil3(mg +ms + - - +my)] cos(q1 — g3)

= [mglile, + lls ka} cos(q1 — q3)
k=4

En general, para el rengléon ¢ y la columna j, donde ¢ < j

§ij = &ji = mylile; +mjpalily cos(gi — ) + myralilj cos(qi — ¢j)
4.4 mnlzlj COS(Qi - Qj)
[mjlile; +mgialily +mjiolily + - - +malilj] cos(g; = g5)
= [mylile; + lilj(mj1 + mjso + - - -+ my)] cos(qi — ¢5)

= [mylile, +lily > my] cos(q; — q5)
k=j+1

Nombremos £; = mylilc; + lil; ZZ:J-H my, con Bi; = Bji, para i = 1,2, ..., n.
Entonces

n

fij = [mjlile + lilj Z mk] COS(qi — Qj)
k=j+1

= fijcos(q — q;)

donde f;; cos(g; — ¢;) con i # j son las componentes de la matriz de inercia, para el i-ésimo
rengléon y la j-ésima columna.
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Ahora bien, nuestra matriz de inercia se expresa como:

B11 Pracos(qr —q2) -+ Bincos(qr — qn)
M(g) = P21 COS(.C]2 —q1) 5:22 o o COS(gz — qn)
Bnl COS(Qn - QI> Bn? COS(Qn - QQ) ce 57m

Se puede observar que M (q) es una matriz simétrica, y ademds es una matriz invertible.
Sea p = M(q)q el momento generalizado, escribimos la ecuacién (3.2) como:

1. )
EC = §qTM(q)q

= %pTM “o)p (3.3)

ya que ¢© = M~1(q)p. Obteniendo asf, la energia cinética en términos de las coordenadas y el
momento generalizado.

Ahora segin la ecuacién (3.1) es necesario expresar la energia potencial en términos de las
posiciones generalizadas

n n
EP = Z migle, +1; Z mjg | (1 —cosg;)
i=1 j=it1

nombremos «; = m;gle, + ; Z?:Hl mjg, entonces

EP = Zai(l —cos ¢q;) (3.4)
i=1

Por lo tanto, la energia total queda expresada como:

E(q,p) = FEC(q,p)+ EP(q)
1

. Tar—1 (1 .
— 2pM (q)p—l—gaz(l Cos ¢;) (3.5)

A esta tltima expresion se le conoce como el hamiltoniano o la funcién hamiltoniana. Nombremos
V(g) = >1 ai(1 — cosq;) y reescribiendo la energia total tenemos que

H(q,p) = %pTM‘l(Q)p +V(q)



3.1 Ecuaciones de Hamilton. Dinamica del sistema. 55

3.1. Ecuaciones de Hamilton. Dinamica del sistema.

Como ya hemos obtenido el hamiltoniano del n—péndulo, es posible calcular las parciales de
la funcién hamiltoniana y asi obtener las ecuaciones que describen el movimiento, es decir, la
dindmica del sistema.

. _on
. od
Observése que
= = 2| ZpTMm
o o (219 (q)p + V(q)>
0 (1 p 1
= —(2p'M
o (21? (Q)p)
= M7 '(q)p
OH 0 (1 4 B
o0~ o <2pM (Q)p>+8qV(Q)

3.2. Puntos de equilibrio

Algunas de las soluciones méas importantes de una ecuacion diferencial son los llamados puntos
de equilibrios. Para encontrar los puntos de equilibrio de las ecuaciones de movimiento del
n—péndulo, es necesario resolver el siguiente sistema:

q=0
p=0

Analicemos cuando se cumple ¢ = 0:

MY qgp=0 & p=0 (3.8)
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ya que, M~'(q) #0 Vq.

Analicemos ahora cuando p = 0:

—%pT (;}Ml(q)> p- ;qV(Q) =0

Como p = 0, obtenemos

va Q1 sin g1 0
o .
8—(121/ Q9 8in o 0
o) _ _ _
qu - - -
8 .
@V Qn SMGn /1 0 nx1

Es decir, cada «;sing; = 0, como a; > 0 entonces ¢; = k7 donde k£ € N. Para simplificar un
poco, tomaremos k = 0, 1.

Entonces, resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos 2" soluciones, donde n indica
el nimero de eslabones que posee el péndulo a estudiar, es decir, 2" puntos de equilibrio que
son de la forma: z¢ = (qo,0)7, donde g0 = (qo1,qo2," - ,qon)” con qo; = k7 y k=0, 1.

3.2.1. Analisis de Estabilidad de los Puntos de Equilibrio

Aunque se tiene todos los puntos de equilibrio que posee el sistema dependiendo del ntimero de
eslabones del n—péndulo sera importante el estudio de estabilidad de cada punto de equilibrio,
para esto podriamos realizar un analisis de una manera muy general por medio de funciones de
Lyapunnov, o de forma local, por el teorema de Hartman-Grobman, el Teorema de la Variedad
Estable, o el Teorema de la Variedad Central.

Si realizamos el anlisis de manera local, por el teorema (1.6.1) serd necesario que consideremos
r=(¢,p) y Xy = (%%, —%—I;)T. Asi como su linealizacién y observar si los puntos de equilibrio

son hipérbolicos.

Si calculamos la Jacobiana del sistema en cualquier punto de equilibrio obtenemos

2 2
e ACH N 1))

DXpy(x) = . .
~9l @) —2o()



3.2 Puntos de equilibrio

Veamos como son los elementos de esta matriz:

0*H
0qop

(r) =

O*H

82H( -
Opdq *

oi ()

9 (M~ (q)p)
p" ;}M‘l(qo
0 [(O0H

o (@)
82

2 (M~ (q)p)
M~*(q)

(iM_l(q)> p

Entonces la jacobiana en un punto de equilibrio xg estd dada por

DXy (z0) = ( 0 M~*(go) >2nx2n

~W(qo0) 0

donde W (qo) = diag{c; cos(qp;)} con i =1,2,--- n.

o7

Si calculamos los valores propios para cada punto de equilibrio y estos resultan hipérbolicos
podremos aplicar el teorema y realizar el andlisis de estabilidad. En caso de no poder aplicar el
teorema, veremos si existe alguna variedad inestable para determinar que el punto de equilibrio
es inestable o realizaremos otro tipo de anélisis como las funciones de lyapunov para garantizar

la estabilidad.
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3.3. Caso 2-Eslabones

En este capitulo estudiaremos al péndulo de 2-eslabones o mejor conocido como 2—péndulo,
asi que analizaremos el hamiltoniano asociado al sistema, la dindmica de esté y los puntos de
equilibrio con sus estabilidades.

El hamiltoniano asociado al 2—péndulo es

H(q,p) = %pTM*l(Q)p +V(q)

donde p = (p1,p2)”, ¢ = (q1,0)", V(q) = o1 (1 — cosq1) + aa(1 — cos q2) y

B22 —f12 cos(q1—q2)
. B11B22— B2 cos?(q1—q2) B11B22— B2 cos?(q1—q2)
M~ (q) =
—B12 cos(q1—q2) B11
B11B22—B%, cos?(q1—qz2) B11B22—B%, cos?(q1—qz2)

La dinamica del 2—péndulo esta dada por
¢ = M q)p
po= —%pT (;}Ml(Q)> - ;}V(Q)
De acuerdo al seccién anterior, sabemos que el sistema posee 22 puntos de equilibrio

zo1 = (m,7,0,0)T, 202 = (7,0,0,0)T, zg3 = (0,7,0,0)7, z04 = (0,0,0,0)T.

@
;
9 ! :: f
™ o)
E.z ki
M H
1 E
Iz
2.
¥o1 Xoa

Figura 3.1: Cuatro puntos de equilibrios del 2-péndulo
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Para el analisis de estabilidad de estos cuatro puntos, veamos si es posible realizar un andlisis
de manera local, por el teorema de Hartman-Grobman en caso de no ser posible. Busquemos la
manera de realizar el andlisis de manera global.

Si utilizamos el teorema de Hartman-Grobman de manera general tenemos que la Jacobiana
evaluada en x( para este sistema de 2-eslabones estd dada por:

_ 0 M~ (qo)
DXy (xo) = ( —W (qo0) 0 " >4X4

donde M~1(qq) es

Ba2 — 12 cos(qo1 — qo2)
B11B22 — B, cos?(qo1 — qoz) Bi1B22 — B, cos(qo1 — qo2)

M~ (qo) =
—B12 cos(qo1 — qo2) B11
B11B22 — B35 cos?(qo1 — qo2) B11B22 — B35 cos?(qo1 — qo2)

Mientras que W(qo) = diag{«; cos(qo;)} para i =1,2.

Analisis para el punto xg;

Para realizar el andlisis de estabilidad del punto x(; consideremos la jacobiana evaluada en él

Ba2 _ B2
0 0 B11B22—B%, B11B22—B%,

0 0 — B2 B11

DXy (5301) _ B11B22— B3, B11B22—B%,
aq 0 0 0
0 oo 0 0

Su polinomio caracteristico es

Py =20 (e oo

Bi1B22 — %, m

Al calcular las raices de este polinomio, obtendremos los valores propios de la matriz que son

A _ i\/azﬁn + 1822 — \/(061522 + afh1)? — daqae(Br1 P2 — 5%2)
1,2 2611822 — 26,

A _ i\/042511 + 122 + \/(041522 + azf11)? — daraa(B11 P2 — ﬂ%z)
3 2611822 — 263
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Ahora observemos que

Bi1fos — By = (mulZ +mali + 1) (malZ, + Ir) — m3i512
= mamolZ 12, + m3G1Z + LimolZ, +malZ I +molils + L1 I — m31512

212 4+ Iimol2 + mil2 I + moli L + I I

= mlmglq co

> 0

Analicemos los valores propios, A1 2.
Nombremos d = (a1 822 + a211)? — daras(B11P22 — Bi,). Como sabemos ay,az > 0 y ademds
comprobamos que (311822 — 5%2 > 0, entonces

—dajas(B11B2 — Bl) < 0
(a1B92 + a2Bi1)? — daras(Br1Baz — By) < (a1fBaz + azfir)?
\/(01522 + a2B11)? — danas(Br1Be — Bly) < (ai1fes + asfii)
Vd < (o1fae + azfin)
0 < aifae+azfn —Vd
0 < a1 Ba2 + azfi — Vd

2(B11 622 — %)

Por tanto, A1 2 pertenecen a los nimeros reales, distintos de cero.

Analicemos los valores propios, A3 4.
Como o822 + a1 > 0 debemos analizar el signo de d.

d = (o1 + asbi1)? — 4aras(Br1 ez — Bl)
o2 B3y + a3 B3 + 2010011 faa — 4B Pag + 4o an Bl
= (a1B22 — a2f11)? + darasfy

Como a1, as > 0 tenemos que d es la suma de dos valores positivos, por lo cual se determina
que d > 0. Por tanto, como a1322 + 2811 > 0y d > 0 se tiene que A3 4 pertenece a los reales,
distintos de cero.

Tenemos los cuatro valores propios con parte real distinta de cero. Entonces, por definicién xgy
es un equilibrio hiperbdlico, es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman.

Aunque como se tiene una variedad estable de dos dimensiones, por los valores propios negativos,
y una variedad inestable de dos dimensiones por los valores propios positivos, se puede afirmar
que el punto xg; es un punto de equilibrio inestable, tipo silla.
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Analisis para el punto zg

Para analizar la estabilidad del punto zg2 = (,0,0,0)7, consideremos la jacobiana evaluada en
este punto que es

0 B22 Bi2
B11B22—PB%,  Pi1B22—p7,

O 612 5 ;811 5
B11B22—p B11622—8
DXH (xoz) _ 11P22 12 11P22 12
a1 0 0 0
0 —ao 0 0

Su polinomio caracteristico es:

Pox, (A) = A+ <a2511 — a1ﬂ22> 9 aro
L) = Q2P T P2

B11B22 — B - m

Si calculamos las raices de este polinomio, para obtener los valores propios de la matriz obtenemos

Ao = j:\/_042511 + 1822 — v/ (a1B22 — 211)? + daraz(Bi1Paz — B)
1.2 261122 — 283,

A\ B i\/—fmﬁn + a1822 + \/(041522 — af11)? + daqae(Br1 P22 — 5%2)
B4 2611522 — 283,

Analicemos los valores propios, A 2.
Nombremos d = (a1 822 — aaf11)? + 4agaz(B11 822 — B2,), recordemos que los valores aq, ag > 0

Y B11B2 — Bf; > 0.
Sabemos que

daraz(B11f2 — Bl) > 0
(a1B92 — a2Bi1)? + daras(Br1Baz — Bs) > (a1faz — azfir)?
\/(a1/322 — aof11)? +daraa(Bi1Paz — BEy) > ai1fee — aofi
Vd > 1B — afi (3.9)
0 > aifles — s —Vd
0 > 1822 — B — Vd

2(B11 622 — %)
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De la tltima ecuacién podemos deducir que A1 2 pertenece a los niimeros complejos con la parte
real cero. Entonces xgo no es un punto de equilibrio hiperbdlico, por lo cual no es posible aplicar
el teorema de Hartman-Grobman.

Si analizamos los valores propios, A3 4.
Como d es positiva, ya que es la suma de dos ntmeros positivos y con la desigualdad (3.9)
podemos decir que

—agf11 + a1 P22 + \/(041522 — aof1)? + daraa(Br1B22 — BE) > 0

por que aunque el valor de —agf11 + a1 P22 sea menor que cero, se le suma una cantidad mayor.
Por tanto, A3 4 pertenece a los nimeros reales con parte distinta de cero.

Sin embargo, no es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman, ya que el punto de equili-
brio xp2 no es hiperbdlico, pero como se tiene un valor propio con parte real positva, podemos
decir que existe una variedad inestable de dimensién uno, lo cual nos indica que tenemos un
punto de equilibrio inestable.

Analisis para el punto z3

Para analizar la estabilidad del punto z¢3 = (0, 7,0, O)T, consideremos la jacobiana evaluada en
este punto es:

B11 B2

0 0 B11B22—B%  Bi1B22—P%,

0 0 B12 . B22 .

DXH (x03) _ ﬂllﬁQQ*ﬁlg ,811ﬁ22*612
—oq 0 0 0
0 oo 0 0

Su polinomio caracteristico es

Ppx,(A) = X' + <a25” _ O‘lﬁ”) PR L

Bi1B22 — % m

Si calculamos las raices del polinomio, para obtener los valores propios de la matriz obtenemos

A2 =

j:\/062511 — 1Bz — /(af11 — a1B92)2 + daras(Br1Baz — BEy)
2611822 — 2%,

ey = jE\/042511 — a1 22 + /(@2Bi1 — 1 B22)? + 4o (B11 P22 — B)
4 2011622 — 2%,
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Analicemos Aq 2.

Nombremos d = (agf11 — 041522)2 + dagan(fr1 P2 — 5%2)'
Sabemos que

daras(Brifoe — Bl) > 0
(a2B11 — a1B92)? + daras(Br1Baz — Ba) > (21 — a1fa2)?
\/(a2511 — a1022)? 4+ daraz(B11 P22 — 5%2) > ofn — a1B22
Vd > asfin — a1fan (3.10)
0 > fi—aifes—Vd
0 > azf11 — a1fa2 — Vd

2(B11B22 — %)

De la tltima ecuacién podemos deducir que A1 2 pertenece a los complejos con parte real cero,
por lo tanto zg3 no es un punto de equilibrio hiperbélico. No es posible aplicar el teorema de
Hartman-Grobman.

Ahora para el andlisis de A3 4.

Si agf11 — a1f22 es menor que cero, la desigualdad (3.10) nos dice que V/d es mayor que ese
numero y ademas es un numero positivo, por lo tanto la suma de a1 — @822 + Vd > 0
entonces A3 4 pertenece a los niimeros reales distintos de cero.

Sin embargo, no es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman ya que el punto xp3 no es
un punto de equilibrio hiperbdlico, pero como se tiene un valor propio con parte real positiva,
podemos decir que existe una variedad inestable de dimensién uno, por tanto el punto xy3 es un
punto de equilibrio inestable.

Analisis para el punto xg4

Para realizar el andlisis de estabilidad del punto zg4 = (0, O,O,O)T, consideremos la jacobiana
evaluada en este punto

Ba2 —B12
0 0 B11B22—PB%,  Bi1B22—PB%
0 0 —Bi2 ; B11 ;
DXH ($04) _ 511622_ﬁ12 Bllﬂ22_512
—Qq 0 0 0
0 —ay 0 0

Su polinomio caracteristico es

Pox, (\) = X+ <a2611 +a2ﬂ11> 2 10
L) = ettt

Bi1B22 — %, m



64 Mecanica Hamiltoniana

Si calculando las raices del polinomio, para determinar los valores propios de la jacobiana obte-
nemos

o1 + a1Ba2) + /(1822 + a2 f11)? — daras(Bi1 822 — B%)

B —(
A2 = i\/ 2(B11P22 — Biy)
\/—(

B + a1Baz) — v/ (a1Ba2 + af11)? — daras(B11 822 — B%)

A3q = =%
’ 2611822 — 263,

Analicemos los valores propios, A 2.

Nombremos d = (alﬂgg + Oézﬁll)Q — 40[1042(511B22 — ,8%2) Si sabemos que 1,02 'y ﬁllﬁgg — 5%2
Entonces

—doras(Bi1Baz — Bly) < 0
(a1B22 + aaBi1)? — daraa(Bi1Bae — Bly) < (c1foz + a2fi1)?
Vd < aifas+asfu
—a1 B — azf +Vd < 0.

Por tanto, A1 2 son nimeros complejos con parte real igual a cero, lo que implica que el punto x4
es un punto de equilibrio no hiperbélico, no es posible utilizar el teorema de Hartman-Grobman.

Debido a que no fue posible utilizar el teorema de Hartman-Grobman, busquemos una funcién
de Lyapunov para poder establecer la estabilidad de neustro punto de equilibrio. Consideremos
a la funciéon hamiltoniano del péndulo como una candidata a funcién de Lyapunov, y esto es
posible ya que la funcién hamiltoniano es una funcién escalar, que evaluada en el punto de
equilibrio zo4 = (qo4,po4)” es igual a cero.

Como pos = (0,0)" y goa = (0,0)

H(qoaspoa) = V(qos)
= a1(1 —cos(0)) + az(1 — cos(0))
= 0

Ademas, el hamiltoniano debe de ser una funcién definida positiva, es decir, para cualquier punto
r que pertenezca a una vecindad de x4, la funcién debe ser positiva.

Prueba. Se necesita verificar si %pTM_l(q)p+ V(q) > 0, 0 lo que es equivalente %pTM_l(q)p >0
y V(q) > 0.

Probemos primeramente que V(q) > 0, ¢ # 0

V(q) = a1(1 —cosq1) + aa(1 — cos ga)
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Como |cosq| <1V ge (0,7) = (1—cosq)>0.
Ademads a1, a9 > 0, por lo tanto V(q) > 0.

Ahora, %pTM “L(g)p > 0, es decir, verifiquemos si la matriz M ~1(q) es definida positiva.

—B12 cos(q1—q2)

22
. B11B22—B%, cos?(q1—q2) B11B22— B2, cos?(q1—q2)
M~ (q) =
—PB12 cos(g1—q2) B11
B11B22—B2, cos?(q1—q2) B11B22—B%, cos?(q1—q2)

Si los menores principales de la matriz anterior son positivos, entonces la matriz es definida
positiva.

El primer menor principal es

B22
Br1B22 — By cos?(q1 — q2)

Sabemos que

B11Baz — By > 0
B11B22 > 5%2
B11822 0082((]1 —q) > 5%2 COSQ((h —q2)

Como B11622 > B11P22 cos?(q1 — q2), por transitividad 11822 > B2, cos?(q1 — g2) lo que implica
que B11822 — B2, cos?(q1 — q2) > 0, ademds ya que Bgg = mglg2 + Is > 0. Tenemos que el primer
menor principal es positivo.

El segundo menor principal es:

B11Ba22 — B3y cos?(q1 — q2) _ 1
(B11B22 + B35 cos2(q1 — q2))?  B11SB22 — By cos?(q1 — q2)

que también es positivo. Entonces, la matriz M ~!(g) es una matriz definida positiva. Estable-
ciendo asi que el hamiltoniano es una funcién definida positiva, ya que se cumple

1.
ipTM Y(q)p >0, V(g) > 0.

Ya con nuestra funcién de Lyapunov, determinemos la estabilidad del equilibrio xg4.
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Analicemos el signo de H (¢,p),

: OH . OH.

H(q,p) = ({quJr P

_ (oH\"oH _(9oH\'oH
N dq Op op dq
=0

Lo que indica por el teorema de estabilidad de Lyapunov que el punto x4 es estable.

Para el particular del 2-péndulo, se tienen cuatro puntos de equilibrios, (m,7,0,0)%, (r,0,0,0)7,
(0,7,0,0)" y (0,0,0,0)” donde los tres primeros son puntos de equilibrio inestables, mientras
que el ultimo es un punto de equilibrio estable. Al realizar andlisis para péndulos con maés de
dos eslabones, se puede observar que para cada n-péndulo con n = 1,2, - - - sélo existe un punto
de equilibrio estable.



Capitulo 4

Control

Si a un péndulo de n—eslabones o n—péndulo como el que hemos analizado anteriormente le
introducimos motores, es decir, en cada una de sus articulaciones ponemos un motor de tal forma
que con este podamos controlar los movimientos de los eslabones. A esta nueva configuracién se
le conoce como brazo mécanico de n-gdl.

Un primer problema a estudiar es el de posicionar en algtin lugar nuestro brazo mecénico, es
decir, desde cualquier configuracién inicial que le demos al brazo mecédnico por medio de una ley
de control lo llevemos a una posicién deseada.

Mientras que un segundo problema que surge de la idea de control de posicionamiento, es un
problema de seguimiento. Este problema consiste en llevar nuestro brazo mecanico no sélo a una
posicién y que se mantenga en ésta sino seguir una trayectoria dada.

4.1. Control de posicion

Consideremos el sistema hamiltoniano del péndulo donde se han introducido motores para ob-
tener asi la controlabilidad de un brazo mécanico de n—eslabones. La idea es disenar una ley de
control, u(z), de manera que desde cualquier posicién inicial z; = (g;, p;)7 que se encuentre el
brazo mecénico lleguemos a una posicién deseada x¢ = (gr,p f)T.

Ademés ya que py es el vector que nos indica las velocidades de los eslabones en el punto final
consideraremos a py = (0, - - ,0)T, ya que la idea del control es llevarlo a una posicién y que el

67
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brazo permanezca ahi.

Para realizar este control cambiaremos la dindmica de nuestro brazo mecédnico, de tal forma que
x ¢ sea el tinico punto de equilibrio y sea asintéticamente estable.

Teorema 4.1.1. Consideremos un brazo mecdnico de n-grados de libertad

- om
(4.1)
= 0T ula.n)
p = dq u\g,p)-
Entonces existe una ley de control de la forma
OH
u(q,p) = -~ + K(q)(q — q5) + Lp, (4.2)

dq

donde K y L son matrices n xn tal que x5 = (qy, 0)7" es el tinico punto de equilibrio del sistema
el cual es asintdticamente estable.

Demostracion. Se desea demostrar que el punto x¢ es un punto de equilibrio del sistema (4.1).
Cerramos el lazo en (4.1) y obtenemos

¢ = Mqp
, OH OH
p = _a—q+8—q+K(q)(q—qf)+Lp=K(Q)(q—Qf)+LP

Ahora, calculemos las soluciones del sistema anterior Para que ¢ = 0
MY gp=0 < p=0.

Para que p =0, y como p =0

K(g)(g—qf)+Lp = 0
K(g)(g—q7) =
Como las matrices K, L son matrices de diseno. Determinemos que la matriz K es invertible,

entonces p =0 & ¢ =qy.
Por lo tanto, el sistema posee una tinico un punto de equilibrio de la forma (gy, 0)7”.

Ya que tenemos la forma de la ley de control u(g,p) y que establecimos que el punto xs es el
Unico punto de equilibrio, debemos de determinar la estabilidad de esté.
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Consideremos la funcién
1

1
—(g—ap)" V(g —qr) + 5pTV2p

Vig:p) = 5

donde V1, V5 son matrices n X n 'y ademads son positivas definidas.

Tenemos que V cumple:

V(gs,0) = 0

lo que implica que V es candidata a funcién de Lyapunov.

Calculemos V para determinar la estabilidad de z ¥

vV = A q+ a—vp
g1 ap
((¢— Qf)Tvl ) (M~ (q)p) +p"Va (K (q)(q — qr) + Lp))
= (q—ap)"Vi' M q)p+ (K(a)(a—as) + Lp)" Vi'p
(¢— Qf)TvlTM (@p+ (a—aqp)" K (Vs p+pL" V5 p
(¢—ap)" (V' M~ q)+ K" (q)V5 ) p+pL" Vi p

Haciendo V; = V5 = I obtenemos
V=(q—qp)" (M (q)+ K (q)) p+pL"p

Si M~1(q) + KT (q) = 0, implica que KT (q) = —M~(q).
Por tanto, K = —M ~!(q) cumpliendo con que K sea una matriz invertible, ademés si hacemos
L = —1 entonces

V=-p'p<o.

Obteniendo asf que el punto xy es un punto de equilibrio estable, es decir, la funcién de Lyapunov
que nos garantiza que el punto x es estable es

V= (2 ar)"(q—aqr) + %pr (4.3)

aunque nosotros necesitamos probar que z; es asintoticamente estable, por lo cual el teorema
de Lyapunov nos es insuficiente.

Como tenemos que z¢ es estable y por la funcién (4.3) que sabemos es continuamente diferen-
ciable y positiva definida.
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Si definimos al conjunto de todos los puntos que cumplen que V = 0
S ={zxeR" V=0}

que son todos los puntos de la forma (g,0)7.

Luego, sabemos que x5 € S, que xy es el tinico punto de equilibrio y ademas es facil ver que
xy es el unico punto invariante en S. Asi que por el segundo colorario del teorema de LaSalle,
tenemos que z s es asintéticamente estable de manera global.

O

4.1.1. Caso 2-eslabones

En la seccién anterior disenamos el control de posicién de manera general, para un brazo mecani-
co de n — gdl, donde n € N. En esta seccién analizaremos un caso particular, consideraremos
solamente 2 grados de libertad. Definiremos al punto z; de la forma (qif, ga5,0 ,0)T, donde las
dos primeras componentes indican las coordenadas generalizadas de los eslabones en la posicién
deseada, mientras que las componentes 3 y 4 son iguales a cero ya que cuando el brazo mecanico
llegue a la posicién final deseamos que permanezca ahi.

La dindmica para un brazo mecénico de 2-gdl estd dada por:

i = M '(qp
(4.4)

p = —%pT (;qM_l(Q)> - ;qV(q) + u(g, p)-

donde M~1(q) y V son matrices cuadradas 2 x 2 y p’ = (p1,p2) v basédndonos en la seccién
anterior u(q,p) se define como

u(q, p) = % (PT;)qu(Q)p) - ;qV(q) - M Nq)(qg—qr) —p- (4.5)

Entonces, si recurrimos al teorema (4.1.1) podremos establecer que el punto z; de la forma
(q1f,q2f,0, 0)7 es el tinico punto de equilibrio para el sistema (4.4) y ademds que es asintdtica-
mente estable en forma global.

Aplicaciones

Cuando se estudia el control de posicion el problema a solucionar, es que desde la posicion inicial
g = (0,0)T el brazo mecdnico pase a la posicién ¢y = (7, )T y permanezca ahi.
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CONTROL

o

Figura 4.1: Visualizacién gréfica del problema

Como hemos mencionado anteriormente con la ley de control (ecuacién 4.5) establecida, desde
cualquier configuracién inicial x; = (q1i, ¢2i, P14, pgi)T podemos posicionar al brazo mecanico con
la configuracién x; = (q1f, g2f,0,0)7, en particular z; = (m,7,0,0)7, es decir, es posible resolver
el problema mencionado con anterioridad.

Algunos puntos interesantes a observar seria en que tiempo se logra llegar a la posicién deseada
y el esfuerzo realizado por el control para realizar la acciéon. Esto puede ser determinano en las
graficas “control contra tiempo” 6 “posicion contra tiempo” de cada eslabon.

Para realizar estas graficas sera necesario calcular la derivada del control y asi obtener un siste-
ma no lineal de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden el cual resolveremos nimericamente
con ayuda del software MATHEMATICA, podremos generar las graficas.

Sabemos que el control se expresa de la siguente manera

u(g, p) = % <pT§qM‘1(q)p> + ;qV(q) — M~ Nq)(q —ar) — Ip,

denotaremos como H, = % (pTa%M *1(q)p) + a%V(q), ya que es la parcial de la funcién hamil-
toniana, H, con respecto a q.

Por lo tanto podemos escribir a u(q, p) como

u(q,p) = Hy— M~ (q)(q—ay) — Ip
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derivando la funcion obtenemos

. . . a . _ ) )
W(q,p) = Hgeqd+ Hepp — " (aqM 1((1)) (q—q7) — M~ *q)g— Ip
0

= (Hyq—M Yq)q+ (Hyp—I)p—q" ((%M‘l(q)) (¢ —ay)

donde

2

1 0% 0
Hyy = §PT67q2M I(Q)P‘FOTIQV(Q)

g . _
Hy = pTa—qM 1((])'

Si utilizamos el programa 2 [ver apéndice] resolveremos el sistema de 6 ecuaciones lineales y po-
dremos observar las graficas “control contra tiempo” 6 “posicién contra tiempo” de cada eslabdn.

Ademis se incluye en el apéndice un programa de simulacién (programa 1), con el cual podemos
observar los movimientos fisicos que tendra el brazo mecanico al aplicarle el control estudiado.

Ejemplo 2. Consideremos a la configuracién inicial como z; = (0,0,0,0)7.

Para simplificar los calculos, utilizando el programa 2 [ver apéndice] consideraremos que los dos
eslabones son iguales, en magnitud, masa y longitud del centro de masa. Tomaremos como masa
de cada eslabdn 1 kg, como longitud del eslabén y de su centro de masa de 1 m, como momento
de inercia 1 kgm? y la gravedad con un valor de 9.8 =

Ya con todas estas consideraciones y las condiciones iniciales, obtenemos la grafica(??) de “Posi-
cién contra tiempo” para cada eslabon donde se puede observar que aparentemente en el tiempo
cincuenta la funciéon permanece constante, es decir, el brazo mecanico permanece en esa posi-
cién. Mientras que en la grafica (4.3) se observa el esfuerzo del control contra el tiempo, y en
este caso podemos decir que aparentemente el control deja de aplicarse al tiempo cincuenta, y
el mayor esfuerzo es realizado en los primeros diez segundos de aplicar el control.

Otra forma de generar estas graficas es por medio del programa 3 [ver apéndice], donde no es
necesario calcular la derivada del control para obtener las gréficas (4.4) “posicién contra tiempo”
de cada eslabén y (4.5) “control contra tiempo”. Con esto, podemos concluir que el programa 2
y el programa 3 generan unas graficas muy parecidas.
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Figura 4.2: Gréfica de “Posicién contra tiempo”de cada eslabén. Generadas con el programa 2
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Figura 4.3: Graficas “control contra tiempo” de cada eslabén. Generadas con el programa 2



74 Control

: _ql ql

i5r ERT

3.-:15 3.-:-;

25¢ 15 -

J.-:lé J,.-I.";

Lat 15 Q

1.-:15 1.0 f

0.5 0.5

0.0 L Ll e L L 1

) 100 150 200 ) 50 100 150 200

Figura 4.4: Grafica de “Posicién contra Tiempo” de cada eslabén. Generadas con el programa 3
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Figura 4.5: Grafica “control contra tiempo” de cada eslabén. Generadas con el programa 3
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Ejemplo 3. Consideremos a la configuracién inicial como z; = (0,0,2,6)7. Y ademds, consi-
deraremos que los dos eslabones son iguales, en magnitud, masa y longitud del centro de masa.
Tomaremos como masa de cada eslabén 1 kg, como longitud del eslabon y de su centro de masa
de 1 m, como momento de inercia 1 kgm? y la gravedad con un valor de 9.8 =

Utilizando el programa 3 [ver apéndice] obtenemos la grafica (4.6) de “Posicién contra tiem-
po’para cada eslabon donde la funcién graficada permanece constante aproximadamente al
tiempo ciencuenta. Mientras que la gréfica (4.7) de “Control contra tiempo”de cada eslabén se
observa que la funcion graficada se estabiliza aproximadamente al tiempo 50. En este caso se
puede observar que el mayor esfuerzo realizado por el control es antes del tiempo 5.

Si modificamos sélo la masa de los eslabones a 2 kg y dejamos las consideraciones iniciales,
utilizando el programa 3 obtenemos la gréfica (4.8) de “control contra tiempo” para cada eslabon,
donde podemos observar que al modificar las masas el esfuerzo realizado por el control es mayor
asi como el tiempo de aplicacion.

ql q2
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10F
15F 2
1of
- 1
0.5
:|:| L Il I 1 I L I 1 I I I L L L I 1 I I I 1 t :| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L L 1 1 1 1 1 1 t
- 20 40 60 ] 100 20 40 60 8D 100

Figura 4.6: Grafica de “Posicién contra Tiempo” de cada eslabén.
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Figura 4.7: Gréaficas “control contra tiempo” de cada eslabén.Eslabones de masa 1lkg
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Figura 4.8: Gréfica de “Control contra Posicién”de cada eslabon. Eslabones de masa 2 kg
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4.2. Control de seguimiento

En la seccién anterior disenamos un control tal que desde cualquier configuracion inicial del
brazo mecanico de n — gdl nos lleve a la posicion final, y después aplicamos este mismo control
para un brazo mecéanico de 2 — gdl.

Ahora la idea es disenar un control para que un brazo mecanico de 2 — gdl siga una trayectoria
determinada.

Consideremos la trayectoria r(t), como una curva parametrizada en R? la cual serd nuestra curva
a seguir. Consideremos también una funcién h : R? — R? tal que dada la configuracién inicial
del brazo mecénico, nos sea posible obtener las coordenadas del extremo final del dltimo eslabén,

Es decir,
)= (25 ) ==
Gréaficamente

r(t)= (r (t), r(t)

2(t)= (x(t), y(t)) r(t)
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El problema en general, es disefiar un control u(q, p) tal que
z(t) = r(t),

cuando t — oo.
Ahora definimos el error como la distancia del punto z a la trayectoria

e(t) = z(t) — r(t).

Con esta definicién transformamos el problema general a diseniar un control u(q, p) tal que

11}1(1)10 e(t) =0.

Por la cinemética inversa, sabemos que z(t) = h(q(t)) y ademds por definicién el error es
e(t) = z(t) — r(t).
Calculamos sus derivadas

;= Dha)d (4.6)

e = i—7 (4.7
Sustituyendo (4.6) en (4.7)

¢ = Dh(q)q — 7 (4.8)

Calculando la segunda derivada del error obtenemos

¢ =" D*h(q)q + Dh(q)j — i (4.9)
Luego, de las ecuaciones de la dinamica con el control calculemos §

§=Mg)p =p=M(g)d
Derivando p

p = ¢"DM(q)q+ M(q)i

OH . . )
g tU = ¢" DM (q)q + M(q)i
Por tanto,
. _ oOH . )
G=M"(q) (u ~ 9 qTDM(q)q> (4.10)

sustituyendo (4.10) en (4.9) obtenemos

¢ — 4T D?h(q)i + Dh(g)M~1(q) <u ol 'TDM@@) . (4.11)
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Despejando u para obtener el control

u=M(q) (Dh(q))"" (6 — ¢"D*h(q)q + 7) + %ZI +¢"DM(q)§ (4.12)

obteniendo una ecuacién en términos de q, ¢ y p.
Para reescribir la ecuacién anterior sélo en términos de ¢ y p

u = M(q)(Dh(g)™" (é—q‘TD2h<q>q'+f)+%I;+q‘TDM<q>q'

= M(q) (Dh(q))™" (€ = p" M~ (@)D?h(q)M " (q)p +7) + ?9]:
+pT M~ (q)DM M~ (q)p

= M(q) (Dh(q))™" (¢ — p" M~ (q)D*h(q)M " (q)p + ¥) + (ZI —p"'DMp

Ahora bien, definimos
wp = e wp = w
C =9 ! 2
Wy = € Wy = (&

Cambiando nuevamente nuestro problema, por que ahora la idea serd disenar un control u tal
)
que el origen sea asintéticamente estable con la dindmica

Wy = wy

wog = Awj+ Bws (4.13)

donde A, B € M,,(R) y ademéds son matrices diagonales y negativas definidas.

Por lo cudl, nuestra ley de control estara dada por

u(g,p) = M(q)(Dh(g))"" (Awi + Bwy — p" M~ (q)D*h(q)M " (q)p + 7
+%ZI —p'DMp (4.14)

con A, B € M(R) negativas definidas y

wi = h(q)—r()
wy = Dh(q)M " (q)p — 7(2).

Si recordamos la dindmica para un brazo mecanido de 2 — gdl estd dada por
g = M '(q)p

0
)y = ——H
P oy + u(q, p)
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cerramos el lazo y la dindmica que obtenemos es

i = M '(qp
) = M(q) (Dh(q)~" (Awi + Bwy — p" M~ (q)D*h(q)M ' (q)p + #) — p" DM 'p

4.2.1. Aplicaciones

Cuando tenemos un problema de seguimiento es necesario determinar la funcién de cinemaética
inversa, h(q), en el caso de nuestro brazo mecénico como conocemos la geometria de éste el
problema de cinematica se convierte en un problema geométrico.

Sabemos que el brazo mecénico sélo se mueve en el plano. Ademas si posicionamos el primer
motor del brazo mecéanico en el origen del plano, el drea de maximo alcance es la que cubre la
circunferencia con centro en el origen y de radio l1 4+ lo. Y la funcién que describe a todos los
puntos (z,y) en estd regién es

_ [1singy + losin g0
h(g) = ( —l1cosqr — lacosqo

Un punto importante a considerar, es que la inversa de la derivada de la funcién de cinematica
inversa debe existir, ya que en caso de que esto no ocurra no serd posible calcular la ley de
control y por lo tanto la dindmica del brazo mecéanico en lazo cerrado.

Si calculamos Dh~1

sin qo COS @2
sin(q1 — g2) sin(q1 — go)

(Dh(q))~' =
COS g9 cos q1

_sin(q1 —q2) _sin(q1 —q2)

por lo tanto, para ciertas configuraciones del brazo mecanico (q1 — g2 = 7 con k € Z) la matriz
(Dh(q))~! es una matriz singular, y estas configuraciones se llaman configuraciones singulares
para la matriz (Dh) ™!, las cuales fisicamente son cuando los eslabones de el brazo mecénico de
2 — gdl estan completamente extendidos o uno sobre el otro.

Ya que tenemos nuestra ley de control (4.14) establecida, la curva a seguir y la funcién de ci-
nemética inversa un punto interesante de este analisis es observar el esfuerzo realizado por el
control para efectuar el seguimiento, es decir, seria interesante observar las graficas de “Control
contra tiempo”de cada eslabén. Para realizar estas graficas se disend un programa incluido en
el apéndice (programa 6) en el software MATHEMATICA.
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Otra forma de generar estas graficas es resolviendo un sistema de seis ecuaciones diferenciales
de primer orden, comprendido por las ecuaciones de la dindmica en lazo cerrado y la derivada
de la ley de control.

u(g,p) = M(q) (Dh(g))™" (Aws + Bws — p" M~} (q)D?h(q)M " (q)p + )
—p"' DM 'p+ Hy,.

Para calcular la derivada de la ley de control, calcularemos la derivada respecto al tiempo de
cada uno de los términos de la ley de control

d . .
at (Hy) = Hgqq+ Hypp
1 - . _ .
= (DM ) i+ (DA @) (4.15)
d -1 rd 1 T RN
a(p DM~ Y(q)p) = p i PM (@p+ 20" DM (q)p (4.16)

Para calcular la derivada respecto al tiempo de

¢ = (M(q) (DR)™") (Awn + Bup — p" M~ (q) D*hM " (g)p + )

%5 = (M(Q) ((q))*) % (Awy + Buwy — p" M~ (q) D*h(q)M " (q)p + 7)
+ % (M (2) (Dh(q))fl) (Awi + Bws — p" M~ (q) D*h(q) M~ (q)p + 7)

= (M(Q) (Dh(Q))_l) (Aciq + Bwgy — QT%DQ}L(Q)Q _ QQDQh(q)(j + r)

+ (d(M(Q))Dh(C])l + M(Q)iDh(Q)l> (Aw; + Bws — ¢ (¢)D?h(q)d + 7)

= (M@ Dra) ™) (BAM + (A + B)ws - q‘T%DQh(q)q — 2GD2h(q)ii + 'r’>

+ <d(M(C]))Dh(Q)_1 + M(Q)thh(Q)_l) (Awi + Bwz — ¢ (q)D*h(q)d + )
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Para escribir @ debemos sumar (4.15), (4.16) y la ecuacién anterior obteniendo

" (M(Q) (Dh(q))fl) (BAwl +(A+ B%)wz — QT%D%(Q)Q — 24D2h(q)i + r>

+ (i(M(q))Dh(q)l + M(q)thh(q)1> (Aws + Buws — " (q)D*h(q)d + )

d _ _ . 1 _ .
—p' DM (q)p - p' DM~} (g)p + <2pTD2M 1(q)10> g
Resolviendo el sistema generado con esta tltima ecuacién y las ecuaciones de la dindmica del
brazo mecanico en lazo cerrado, podemos realizar las graficas de “control contra tiempo” de
cada eslabon.

Para realizar los siguientes andlisis consideraremos que los eslabones del brazo mecénico de
2 — gdl son iguales, de masa un kilogramo, longitud del eslabén y centro de masa de un metro,
momento de inercia lkgm?, y ademas estan construidos del mismo material, todo esto para
simplificar un poco los cédlculos en nuestro brazo mecanico.

4.2.2. Circulo con centro en el origen radio 1.5m

Se desea que un brazo mecénico de 2-gdl por medio de una ley de control siga la siguiente tra-

yectoria parametrizada: r(t) = (2 cos(t), 3 sin(t)).

Primero es necesario verificar si la curva a seguir se encuentra dentro del drea de maximo al-
cance y fuera de la frontera de la curva, ya que cuando los eslabones quedan completamente
extendidos o uno sobre otro, la diferencia entre g1 — g2 es un multiplo de 7 lo cuél nos indicaria
una singularidad en la funcién de cinematica inversa y no seria posible aplicar el control.

Para la curva r(t) dada no existe problema, y esto es posible verificarlo algebraicamente

1,5cos(t) < 2cos(t)
1,5sin(t) < 2sin(t) VteR
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o geométricamente:

curva de
maximo
alcance

r(t)

curva
parametrica

Ya que las matrices A y B son matrices de diseno en nuestra ley de control, en este caso las

consideraremos como
-2 0 -2 0
=0 5) ()

Ademsds consideraremos que los eslabones son iguales y con las condiciones iniciales mencionadas
acontinuacién, utilizando el programa 4 [ver apéndice] se puede observar que el segundo eslabén
sigue las trayectorias mostradas en las graficas (4.9)

= a) Configuracién inicial (, 17, 0,0)7

(m,
) Configuracién inicial (37,7 + 55,1, =5)7
= ¢) Configuracién inicial (0, —3m,0,5)7
= d) Configuracién inicial (3, 37,4,0)7

El programa para la simulaciéon dindmica del movimiento del brazo mecénico también puede ser
visto en el apéndice (programa 5). En las figuras (4.10) y (4.11) podemos observar las graficas
de “control contra tiempo” de cada uno de los eslabones, para las configuraciones iniciales
mencionadas anteriormente.

En estas graficas podemos observar que el control realiza el mayor esfuerzo en los primeros
segundos, tiempo en el cual pasa de la posicién inicial a un punto sobre la trayectoria a seguir;
una vez posicionado en la trayectoria nuestra curva de control genera oscilaciones periddicas
de igual amplitud, durante el tiempo que sea necesario aplicar el control. Para estos casos
particulares podemos observar que las ondas periddicas generadas poseen la misma forma pero
diferentes amplitudes entre cada caso.
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Figura 4.9: Trayectoria seguida por el segundo eslabén del brazo mecéanico
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Figura 4.10: Gréficas de control contra tiempo para el primer eslabon
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4.2.3. Circulo con centro en (1,1) radio 2

Se desea que un brazo mecanico de 2-gdl por medio de una ley de control siga la siguiente tra-
yectoria parametrizada: r(t) = (29 %%S(t) +1,2 5518@) + 1).

curva de
maximo
alcance

curva
parametrica

Lo primero a verificar es si la curva a seguir se encuentra dentro del drea de méximo alcance y
fuera de la frontera de la curva, ya que cuando los eslabones quedan completamente extendidos
0 uno sobre otro obtenemos singularidades para nuestra funcién de cinemaética, en las cuales no
es posible aplicar el control.

Como la curva a seguir es de la forma (1 + rcos(t), 1+ rsin(t)) y la curva de méximo alcance es
(2cos(t),2sin(t)) veamos donde son iguales

1+rcos(t) = 2cos(t) 1 = (2—7)cos(t) (2—7)"t = cos(t)
1+ rsin(t) = 2sin(¢) { 1 = (2—r)sin(t) = { (2—-7r)"t = sin(t)
Como
cos’(t) +sin®(t) = 1
2-r2+2-r"2 =1
2
2-r?
= (2—r)?
= 2 —4r+4

= P —4r42
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lo que quiere decir que las curvas son iguales cuando 7 = 2 4+ /2, y como % < 2—+/2, la curva
a seguir se encuentra dentro del drea de maximo alcance.

Con las consideraciones para que los eslabones sean iguales, las condiciones iniciales

= a) Configuracién inicial (, 3, 0,0)7 b) Configuracién inicial (—3m,,0,0)T

T T

» ¢) Configuracién inicial (%w, —%w, -1,2) d) Configuracion inicial (%ﬂ, %w, 2,-1)

las matrices de la ley de control de la forma

-10 0 -10 0
A_< 0 —10) B_< 0 —10>
con ayuda del programa 4 [ver apéndice| se pueden observar que el segundo eslabén sigue las
trayectorias mostradas en la grafica (4.12).

-
T

T
[
T

cr. . e R |

Figura 4.12: Trayectoria seguida por el segundo eslabén del brazo mecénico
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Ademaés por medio del programa 5, el cual puede ser visto en el apéndice podemos generar la
simulacién de la dindmica de movimiento del brazo mecanico. Mientras que con el programa 6
podemos generar las gréaficas de “control contra tiempo” de cada uno de los eslabones con las
configuraciones mencionadas anteriormente.
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Figura 4.13: Gréfica de control contra tiempo para el primer eslabén
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Figura 4.14: Gréficas de control contra tiempo para el segundo eslabén
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De igual forma que el ejemplo anterior, las graficas de “control contra tiempo” de cada eslabén
forman ondas periddicas lo cual es algo esperado, ya que el brazo mecdanico sigue la trayectoria
durante un tiempo determinado.

Lemniscata

Se desea que un brazo mecénico de 2-gdl por medio de una ley de control siga la siguiente tra-
yectoria parametrizada: r(t) = (Cosz(t) -1, Sm(t)QCOS(t) - 1).

Primero es necesario verificar si la curva a seguir se encuentra dentro del area de maximo alcance
y fuera de la frontera de la curva, ya que cuando los eslabones quedan completamente extendidos
0 uno sobre otro obtenemos singularidades para nuestra funcién de cinemaética, en las cuales no
es posible aplicar el control.

Esto puede ser observado geométricamente

curva
de maximo
alcance

curva
parametrica

Con las consideraciones para que los eslabones sean iguales y algunas condiciones iniciales

= a) Configuracion inicial (m, 3, 0,0)7
= b) Configuracién inicial (—3m,m,0,0)7
= ¢) Configuracién inicial (—3m, 7, 1,6)7
= d) Configuracién inicial (37, 27, —4, —2)7
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las matrices de la ley de control de la forma

-2 0 -2 0
(0 ) (08
con ayuda del programa 4 [ver apéndice] se pueden observar que el segundo eslabén sigue las

trayectorias mostradas en la grafica (4.15). También es posible verificar las gréficas de “Con-

trol contra tiempo”de cada uno de los eslabones con las configuraciones iniciales mencionadas
anteriormente.
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Figura 4.15: Trayectoria seguida por el segundo eslabén del brazo mecanico
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Programas para control de posicion

Los siguientes programas han sido disenados en el software MATHEMATICA para realizar las
simulaciones del brazo mecanico de 2 — gdl, las gréaficas de “control contra tiempo” y las graficas
de “posicién contra tiempo” de cada uno de los eslabones.

En estos casos hemos tomado como condiciones iniciales el vector (0,0,0,0)7, es decir, que el
brazo mecanico este completamente extendido hacia abajo y sin movimiento inicial y como con-
diciones finales (m, 7, 0, O)T, es decir, el brazo mecanico completamente extendido hacia arriba y
sin movimiento. Pero todas las condiciones pueden ser modificadas para realizar algunas otras
simulaciones.

Ya que los programas tienen algunos bloques en comin como los datos de los eslabones, la
dindmica del sistema a lazo cerrado y el hamiltoniano, nombraremos a estos bloques estructura
base. Si se desea utilizar alguno de estos programas serd necesario teclear la estructura base
seguido de los bloques mencionados en cada programa.

Estructura base

En los primeros dos bloques se determinan los datos de masa, longitudes, momentos de inercia
y gravedad pueden ser modificados segiin el brazo mecénico a analizar. Ademas se definen las
matrices de inercia, su inversa y las matrices de la ley de control mencionadas en la teoria.
Mientras que en el tercer bloque se define la dindmica del sistema a lazo cerrado y por ultimo

95
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la funcién hamiltoniano del sistema.
(*ESTRUCTURA BASE DE LOS PROGRAMAS DE CONTROL DE POSICIONx*)

(xDATOS DE LOS ESLABONES*)

Clear[ql, g2, qlf, g2f, B11, B12, 22, al, a2];

B11 = ml 1c172 + m2 1172 +I1; ($22 = m2 1c2”'2 +I2 m2 1c2"\2 +I2;512 = m2 11 1c2;
al =ml g 1lcl + m2 11 g; a2 = m2 g 1c2;

(*;MASA?*) ml = m2 = 1;

(*x;MOMENTO DE INERCIA*) I1 = I2 = 1;

(*; GRAVEDAD?*) g = 98/10;

(*; LONGITUDES*7?) 11 = 12 = 1; 1lcl = 1c2 = 1;

(*MATRIZ DE INERCIA, INVERSA, Y MATRICES PARA LA LEY DE CONTROL*)

M = {{B11, B12 Cos[qil[t] - q2[t11},{ B12 Cos[qilt] - q2[t]l], 322}};
InvM = Inverse[M]; K = -InvM;L = -IdentityMatrix[2]; p = {p1[t]l, p2[tl};
pt = Transposelpl; Q = {qi[t] - qlf, q2[t] - q2f};

Y

(*xDINAMICA DEL SISTEMA A LAZO CERRADO*)

Qpto = Simplify[InvM.p]l; Ppto = Simplify[-InvM.Q + L.pl;

gqlpto = Part[Qpto, 1, 1]; g2pto = Part[Qpto, 2, 1];

plpto = Part[Ppto, 1, 1]; p2pto = Part[Ppto, 2, 1];

(*HAMILTONIANO*)
V=oal (1 - Cos[ql[t]]) + a2 (1 - Cos[q2[t]]);
H = Part[(pt.InvM.p)/2 + V , 1, 1];

Programa 1. Simulacién.

El primer programa se ha disenado para realizar la simulacién del brazo mecanico de 2 — gdl.

(*PROGRAMA 1. SIMULACION*)
(*TECLAER ESTRUCTURA BASEx)

En el siguiente bloque antes de resolver el sistema debemos definir las condiciones inciales y
finales, en otras palabras las posicion y velocidad inicial y la posicién final o deseada. En este
punto es posible modificar el programa.
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(*SOLUCION*)

(*;Posicién y velocidad inicial?x*) qli = 0 ; g2i = 0; pli =0; p2i=0;

(x;Posicién deseada?*) plf = Pi; p2f = Pi;

Clear([ql, q2];

sol = NDSolve[{q1’[t] == qipto, g2’[t] == g2pto, pl’[t] == pipto, p2’[t]==p2pto,
q1[0]==qli, q2[0]==q2i, p1[0]==pli, p2[0]==p2i}, {qilt], q2[t], pilt], p2[tl},
{t, 0, 100}1[[111; q1lt_] = q1[t] /.sol; q2[t.] = q2[t] /.sol;

Ya que tenemos las soluciones de forma numérica para cada valor de ¢1, g2, p1 y p2 con respecto
al tiempo, por medio de las funciones MANIPULATE y SHOW de MATHEMATICA asi como la
geometria del brazo mecanico podremos simular los movimientos.

(*SIMULACION*)

tsim=60; Manipulate[ptol = {Sin[ql[t]], -Cos[qlltll};

pto2 = {Sin[q1[t]] + Sin[q2[t]], -Cos[qllt]] - Cos [q2[t]]};

Show [Graphics[Line[{{0, 0}, ptol, pto2}], Disk[ptol, 0.1], Disk[pto2,0.1]],

Axes ->True, PlotRange ->{{-2.2, 2.2}, {-2.2, 2.2}}, AspectRatio ->Automatic],{t,
0, tsim, 0.1}]

Una vez ejecutado el programa se puede observar una pantalla de simulacién como la que se
muestra en la figura (A.1) y en la cual podemos ver los movimientos del brazo mecénico.

5 Eb® l

Figura A.1: Pantalla de simulacién
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Programa 2. Graficas de control por medio de la derivada.

El programa mostrado a continuacién fue creado en MATHEMATICA para generar las gréficas
de “posicién contra tiempo” y “control contra tiempo” del brazo mecédnico basandonos en la
idea de derivar la ley de control, y resolver el sistema de seis ecuaciones de primer orden.

(*xPROGRAMA 2. GRAFICAS USANDO LA DERIVADA DEL CONTROL%*)
(*TECLEAR ESTRUCTURA BASEx*)

Continuamos con algunos datos que nos serviran para definir a la derivada de la ley de control.

(*xDERIVADA DEL CONTROL*)
(#Derivada de H con respecto a g*) Hq = Simplify[D[H, qll;

(*Derivadas de H de segundo ordenx)
Hqq={{D[Part[Hq, 1, 1], qi1[t]l], D[Part[Hq, 1, 1], q2[tl]},
{D[Part[Hq, 2, 11, q1[tl], D[Part[Hq, 2, 11, q2[tl] }}

Hop={{D[Part[Hq, 1, 1], p1[t]], D[Part[Hq, 1, 1], p2[tl]},
{D[Part[Hq, 2, 1], pi[t]], D[Part[Hq, 2, 1], p2[tl1] }}

PRItermino = Simplify[(Hgq-InvM).Qpto];
SEGtermino = Simplify[(Hgp - IdentityMatrix[2]) .Ppto];

DInvM = D[InvM, ql;
Aux = {{Part([Qptot.Part[DInvM,1,1],1,1] , Part[Qptot.Part[DInvM,1,2],1,1]1},
{Part [Qptot.Part[DInvM, 2, 1], 1, 1], Part[Qptot.Part[DInvM, 2, 2], 1, 1]}};
TERtermino = Aux.Q;

(+DERIVADA 0 Ux*)
upto = Pritermino + SEGtermino + TERtermino;
Ulpto = Part[upto, 1, 1]; U2pto = Part[upto, 2, 1];

Ya que tenemos las derivadas de la funcién de control, serd necesario calcular las condiciones
iniciales del control, para asi resolver el sistema de ecuaciones. Aunque primero estableceremos
las condiciones de posicién y velocidad iniciales del brazo mecanico. En esta parte del programa,
se pueden modificar las condiciones iniciales y finales del sistema.

(*CONDICIONES INICTIALES DEL CONTROL*)
(*;Condiciones iniciales robot? *)qli = 0; g2i = 0; pli = 0; p2i = 0;
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(*;Posicién final robot?*)qlf = Pi; q2f = Pi;

(*Como debemos de ver la ley de control en la posicién inicialx)

InvMci={{$22 /(11 822 - (12”2 Cos[qli-q2i]1"2), -B12 Cos[qil[t] - q2[t]] / (B11
B22 - 81272 Cos[qli-q2il1”2) }, { -B12 Cosl[qilt] - q2[t]] / (B11 B22 - 122
Cos[qli-q2il1"2), B11 / (B11 pB22 - 1272 Coslqli-q2il"2)}};

Uinicial = InvMci.{{qlf},{q2f}};
ulinicial = Part[Uinicial, 1, 1]; u2inicial = Part[Uinicial, 2, 1];

Una vez obtenidas las condiciones iniciales del sistema, por medio del comando NDSolve encon-
tramos la soluciéon numéricamente. Por tltimo generamos las gréaficas del control contra tiempo
de cada eslabdn, utilizando los comandos Plot y Evaluate de MATHEMATICA. Por dltimo
usando el GraphicsArray obtenemos la figura (A.2).

(*SOLUCION*)

sol = NDSolvel[ql’[t] - glpto ==0, q2’[t] - g2pto ==0, pl’[t] - plpto ==0, p2’[t]
- p2pto ==0, ul’[t] - Ulpto ==0, u2’[t] - U2pto ==0, q1[0] ==qli, q2[0] ==q2i,
pl1[0] ==pli, p2[0] ==p2i, ull[0] ==ulinicial, u2[0] ==u2inicial, qil[t]l, q2[t],
pllt], p2[t], uilt], u2[t], t, 0, 200]

(*GRAFICA DE CONTROL CONTRA TIEMPO PARA EL PRIMER ESLABON*)
GraUl = Plot[Evaluate[{ui[t]} /. sol, {t, 0, 200}], PlotStyle ->GrayLevell[O],
PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1, AxesLabel ->{‘‘t’’, ‘‘ul’’ }1;

(*GRAFICA DE CONTROL CONTRA TIEMPO PARA EL SEGUNDO ESLABQON*)
GraU2 = Plot[Evaluate[{u2[t]} /. sol, {t, 0, 200}], PlotStyle ->GrayLevel[0],

PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1, AxesLabel ->{‘‘t’’, ‘‘u2’’ }];

GraphicsArray[{GraUl, GraU2}]
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Figura A.2: Gréaficas de control contra tiempo programa 2

Programa 3. Graficas sin utilizar la derivada del control.

Este programa fue diseniado para generar las graficas de: “Control contra tiempoz “Posicion
contra tiempo”’de cada eslabén del brazo mecénico, pero sin utilizar los conocimientos de las
derivadas del control.

(*PROGRAMA 3. GRAFICAS SIN USAR LA DERIVADA DEL CONTROL*)
(*TECLEAR ESTRUCTURA BASEx)

(*CALCULO DEL CONTROL*)
u = Part[D[H, q], 1, 1] - InvM.Q - p;
ul = Part[u, 1, 1]; u2 = Part[u, 2, 1]1;

Antes de solucionar de manera numerica el sistema, se determinan las condiciones iniciales y
la posicién final del brazo mecanico. Aqui es posible modificar el programa para generar otras
simulaciones.

(*SOLUCION*)
(*;Condiciones iniciales*)qli = 0; g2i = 0; pli = 0; p2i = 0;
(*;Posicién final?x)qlf = Pi; q2f = Pi;
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Clear[ql, g2, pl, p2, ul, u2]; tmax = 200;

sol = NDSolve[{ql’[t]l-qlpto == 0, g2’ [t]-g2pto == 0, p1’[t]l-plpto == 0, p2’[t]-
p2pto == 0, q1[0]==qli, q2[0]==q2i, p1[0]==pli, p2[0]==p2i}, {q1lt], q2[t],p1l[t]
,p2[t1}, {t,0,tmax}]1[[1]1]; q1lt] = q1[t] /. sol; q2[t] = q2[t] /. sol; pilt.] =
pllt] /. sol; p2[t] = p2[t] /. sol;

El siguiente bloque como su nombre lo indica, es para generar las graficas de posicién contra
tiempo, en la figura (A.3) se muestra un ejemplo de las gréficas que aparecen. Mientras que en
el ultimo bloque se generan las graficas de control contra tiempo, como las que se muestran en
la figura (A.4).

(*GRAFICAS POSICION CONTRA TIEMPO*)

Posicionl = Plot[Evaluate[{q1[t]} /. sol, {t, O, tmax}], PlotStyle ->GrayLevel[O],
PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1, AxesLabel ->{‘‘t", ‘‘p1"}];

Posicion2 = Plot[Evaluate[{q2[t]} /. sol, {t, O, tmax}], PlotStyle ->GrayLevel[O],
PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1, AxesLabel ->{‘‘t", ¢‘p2"}1;
GraphicsArray[{Posicionl, Posicion2,}]

1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 n 1 1 1 1 n 1 1 1 1 1 1 L
100 150 200 r 50 100 150 200

Figura A.3: Graficas generadas por el bloque “Posicién contra tiempo”
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(*GRAFICAS CONTROL CONTRA TIEMPO%*)

Controll = Plot[Evaluate[{u1lt]l} /. sol, {t, O, tmax}],

PlotStyle ->GrayLevel[0], PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1,
AxesLabel —->{‘‘t", ‘‘ul"}];

Control2 = Plot[Evaluate[{u2[t]} /. sol, {t, 0, tmax}],

PlotStyle ->GrayLevel[0], PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1,
AxesLabel —>{“‘t", ‘‘u2"}1;

GraphicsArray[{Controll,Control2}]
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Figura A.4: Gréaficas generadas por el bloque “Control contra tiempo”



Capitulo B

Programas para el control de segui-
miento

Los siguientes programas han sido disenados en el software MATHEMATICA para realizar las
trayectorias de seguimiento del segundo eslabdn, la simulacién del brazo mecanico aplicando el
control de seguimiento y para generar las graficas de “control contra tiempo” de cada uno de los
eslabones. En cada uno de los programas se introducen los datos para las trayectorias estudiadas
en la tesis.

De nuevo, ya que los programas dienados poseen bastantes bloques en comun, se ha disenado
una estructura base para estos programas. Si el lector desea ejecutar alguno de los programas
serd necesario teclear la estructura base donde se indica, seguido de los bloques que menciona
el programa.

Estructura base

La estructura base de estos programas es un poco mas extensa que la anterior, ya que para cal-
cular la dindmica del sistema a lazo cerrado es necesario realizar una serie de calculos mostrados
en el programa.

En los siguientes bloques introducimos los datos de cada uno de los eslabones, en este caso
consideremos a los eslabones iguales, donde su masa, momento de inercia, longitud y longitud
del centro de masa es igual a uno pero estos datos son modificables.

Ademads se definen las matrices de inercia, su inversa y las matrices para la ley de control de

103
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manera muy general.

(*ESTRUCTURA BASE DE LOS PROGRAMAS DE CONTROL DE SEGUIMIENTO*)
(*INCIA ESTRUCTURA BASEx)

(*xDATOS DE LOS ESLABONES*)

Clear[ql, g2, qif, q2f, B11, B12, 322, al, a2];

B11 = ml 1c172 + m2 1172 +I1; (22 = m2 1c2”'2 +I2 m2 1c2"\2 +I2;512 = m2 11 1c2;
al =ml g lcl + m2 11 g; o2 = m2 g 1c2;

(*;MASA?*) ml = m2 = 1;

(*;MOMENTO DE INERCIA*) I1 = I2 = 1;

(*;GRAVEDAD?*) g = 98/10;

(*; LONGITUDES*7?) 11 = 12 = 1; 1cl = 1c2 = 1;

(*MATRIZ DE INERCIA, INVERSA, Y MATRICES PARA LA LEY DE CONTROL*)

M = {{f11, 12 Cos[qi[t] - q2[t]1]1},{ B12 Cosl[qilt] - q2[t]l], (22}};
InvM = Inverse[M]; K = -InvM;L = {{-1,0},{0,-1}}; p = {p1(t], p2[tl};
pt = Transposelpl; Q = {qi[t] - qlif, q2[t] - q2f};

A = {{-a1, 0},{ 0,-a2}}, B = {{-b1, 0},{ 0,-b2}}

Los siguientes bloques son para definir la dinamica del brazo mecéanico, para ¢ no se tiene ningtin
problema ya que es un producto matricial, mientras que para p son necesarios otros célculos.

(*INICIA DINAMICA*)

(*Calculando gpto*)

gpto = Simplify[InvM.p];

qlpto = Part[qgpto, 1, 11; g2pto = Partlqgpto, 2, 11;

(xCalculos para pptox*)

h={{11 Sin[q1[t]] + 12 Sin[q2[t]1]1}, {-11 Cosl[qll[t]] - 12 Cos[q2[t]]}}; r={il[tl},
{r2[t]11}}; rpto={{r1’[t1}, {r2’[t]11}};

r2pto={1’’[t1}, {r2’’[t]11}};

(xDefinimos W1...wi*) Wi=h-r;

(xDefinimos W2....ws*)

Dh={{11 Cos[q1[t]], 12 Cos[q2[t]]}, {11 Sin[q1[t]], 12 Sin[q2[t]]}}
InvDh = Inverse[Dh];

W2 = Dh.qgpto - rpto;
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(*0tros términos de la ley de controlx)
Dhql = D[Dh, qi1[t]l]; Dhq2 = D[Dh, q2[t]];
gptot = Transposel[qpto];
X={{qgptot.Dhql.qpto}},{qptot.Dhq2.qpto}};

DInvMgl = D[InvM, qi1[t]]; DInvMq2 = D[InvM, qg2[t]];

v1=M.InvDh; v2 = A.W1 + B.W2 - X + r2pto;
v3={{qptot.DInvMql.qgpto},{gptot.DInvMg2.qpto}};

ppto=v3 + v1.v2;
plpto = Part[ppto, 1, 1, 1, 1]; p2pto = Part[ppto, 2, 1, 1, 1];
(*TERMINA DINAMICA*)

En esta parte del programa es donde cambia la estructura, dependiendo de la curva a seguir. Se
han puesto los tres ejemplos mostrados en la tesis, en caso de utilizar el programa sélo se teclea
uno de los ejemplos, y si se desea analizar el seguimiento de otra trayectoria serd trabajo del
lector verificar si se encuentra dentro del drea de maximo alcance del brazo mecanico.

(*xDEFINIMOS LAS CURVA PARAMETRIZADA%*)

(*EJEMPLO 1: CIRCULO CON CENTRO EN EL ORIGENx*)
ri[t.] = 1.5 Cos[t]l; r2[t_.] = 1.5 Sin[t]; al = a2 = bl = b2 = 2;

(*EJEMPLO 2: CIRCULO CON CENTRO (1,1) Y RADIO 29/50*)
rift.] = (29 Cos[t])/50 + 1; r2[t.] = (29 Sin[t])/50 + 1;
al = a2 = bl = b2 = 4;

(*EJEMPLO 3: LEMNISCATAx*)
ri[t_] = Cos[t]/2 + 1; r2[t_.] = Sin[t]/2 + 1; al = a2 = bl = b2 = 2;
(*TERMINA ESTRUCTURA BASEx*)
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Programa 4. Trayectoria de seguimiento del segundo eslabén

En este programa sélo se realizan analisis de las posiciones finales del segundo eslabén del brazo
mecanico, para obtener una idea de la trayectoria que seguird el robot.

(*PROGRAMA 4. PROGRAMA DE TRAYECTORIAS*)
(*TECLEAR ESTRUCTURA BASEx)

Resolvemos el sistema numéricamente para poder generar las graficas de las trayectorias del
segundo eslabén, pero primero definimos las condiciones iniciales del brazo mecanico y el tiempo
de simulacién. Estos datos pueden ser modificados por el lector.

(*SOLUCION*)

(*;Condiciones iniciales?*) qli = Pi; q2i= 3Pi/4; pli=0; p2i=0;

(*;Tiempo de simulacién?*)tmax = 120;

Clear[ql, g2, pl, p2];solo = NDSolve[{ql’[t] == qlpto, g2’[t] == g2pto, pl’[t]
== plpto, p2’[t] == p2pto, q1[0] == qli, q2[0] == qg2i, p1[0] == pli, p2[0] ==
p2i}, {qiltl, q2[t]l, pilt], p2[tl}, {t, 0, tmax}];

El dltimo bloque es donde se generan las gréaficas de las trayectorias, primero en Eslabon2 gene-
ramos una tabla dindmica con todos los valores de ql y g2 para el tiempo entre cero y el valor
de tmax, después por el comando ListPlot se genera la gréfica. En la figura (B.1) se pueden
observar tres ejemplos de distintas trayectorias a seguir.

(*GRAFICAS*)

Eslabon2 = Table[{Sin[q1[t]] + Sin[q2[t]], -Cos[q1[t]] - Cos[q2[t]l]} /. solo,
{t,0, tmax, .1}]; ListPlot[Eslabon2, PlotRange ->{{-2, 2}, {-2, 2}}, AspectRatio
->Automatic]

Figura B.1: Ejemplos de los resultados
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Programa 5. Simulacion del control de seguimiento

El siguiente programa ha sido disefiado en el software MATHEMATICA para realizar la simu-
lacién de un brazo mecanico de 2 — gdl aplicando el control de seguimiento.

(*PROGRAMA 5. SIMULACION*)
(*TECLEAR ESTRUCTURA BASE*)

Por medio del comando NDSolve resolvemos el sistema numéricamente para después generar la
pantalla de simulacién utilizando los comandos Manipulate y Show.

(*SOLUCION Y SIMULACION*)

(*;Condiciones iniciales?*) qli = Pi; q2i= 3Pi/4; pl1i=0; p2i=0;

(*;Tiempo de simulacién?#)tmax = 120;

Clear[ql, g2, pl, p2];soln = NDSolvel[{ql’[t] == qlpto, q2’[t] == qg2pto, pl’[t]
== plpto, p2’[t] == p2pto, q1[0] == qli, q2[0] == q2i, p1[0] == pli, p2[0] ==
p2i}, {qiltl, q2[t], pil[t], p2[tl}, {t, O, tmax}][[1]];

qilt] = q1lt] /. soln; g2[t.] = q2[t] /. soln;

Manipulate[ptol = {Sin[q1[t]], -Cos[ql[t]l]}; pto2 = {Sin[q1[t]] + Sin[q2[t]],
-Cos[q1[t]] - Cos [q2[t]]};Show[Graphics[{Line[{{0, O}, ptol, pto2}], Diskl[ptol,
0.1], Disk[pto2, 0.11}], Axes ->True, PlotRange ->2 {{-1.1, 1.1}, {-1.1, 1.1}},
AspectRatio ->Automatic]l, {t, 0, tmax, 0.01}]

e B B =

-1}

Figura B.2: Resultado del programa: Pantalla de simulacién.
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Programa 6. Graficas de control contra tiempo

El siguiente programa ha sido disefiado en el software MATHEMATICA para realizar las grafi-
cas de “control contra tiempo”’de cada uno de los eslabones de un brazo mecanico de 2 — gdl
aplicando el control de seguimiento.

(*xPROGRAMA 6. GRAFICAS DE CONTROL CONTRA TIEMPO*)
(*TECLEAR ESTRUCTURA BASEx)

Ya que no usaremos la derivada de la ley de control para realizar las graficas, definiremos a la
funcién hamiltoniano, H, para después calcular la ley de control.

Una vez calculada la ley de control, por medio del comando NDSolve resolvemos el sistema
numéricamente para después generar las graficas.

(*HAMILTONIANO*)

EC = Simplify[(pt.InvM.p)/2]; EP =al (1 - Cos[qll[t]]) + a2 (1 - Cos[q2[t]]);
H = EC + EP;

(*DEFINICION DE LA LEY DE CONTROL*)

u = Ppto + Part[D[H, ql, 1, 1];

(*SOLUCION*)

(*;Condiciones iniciales?*) qli = Pi; q2i= 3Pi/4; pli=0; p2i=0;

(*;Tiempo de simulacién?#)tmax = 120;

Clear[ql, g2, pl, p2]; soln = NDSolvel[{ql’[t] == qlpto, g2’[t] == g2pto, pl’[t]
== plpto, p2’[t] == p2pto, q1[0] == qli, q2[0] == qg2i, p1[0] == pli, p2[0] ==
p2i}, {qiltl, q2[t]l, p1ltl, p2[tl}, {t, 0, tmax}]1[[11];

qllt.] = q1l[t] /. soln; g2[t.] = q2[t] /. soln;

(*GRAFICAS*)

GraUl = Plot[ Evaluate[ { Part[u, 1, 1] } /. soln, {t, O, tmax }] PlotStyle - >
{GrayLevel[0]}, PlotRange - >Automatic, AspectRatio - >1, AxesLabel - >{‘‘t’’,
“‘u1’’}]; GraU2 = Plot[Evaluate[{Part[u, 2, 1]} /. sol, {t, O, tmax}], PlotStyle
->{GrayLevel[0]}, PlotRange ->Automatic, AspectRatio ->1, AxesLabel ->{‘‘t’’,

[4 (u2) ) }] ;

GraphicsArray[{GraUl, GraU2}]



Capitulo C

Comandos utilizados en los programas
y funcionamiento

A continuacién se presentan algunos de los comandos que son utilizados en los programas men-
cionados anterioriormente.

Clear[ ]: Es utilizado para borrar variables.

Sin[ ],Cos[ ]: Son funciones predefinidas del software.

Simplify[expr]: Comando utilizado para simplificar la expresién dada.
D[f[x],z]: Encuentra la primer derivada de la funcién con respecto a x.
D[f[x],{x,i}]: Encuentra la i—ésima derivada de la funcién con respecto a x.

Part[lista, n]: Es utilizado para agrupa los elementos de la lista de n en n, creando una
lista cuyos elementos son listas.

Inverse[m]: Como el nombre lo indica, es utilizado para calcular la matriz inversa de m.
IdentityMatrix [n]: Genera una matriz identidad de tamaino n x n.

Transpose [list]: Comando utlizado para transponer un vector o una matriz.

Plot [f,{z, Tmin, Tmaz}]1: Se obtiene la grifica de la funcién f para = € [Tmin, Tmaz]-

ListPlot [y1, 42, - 1: Se obtiene la grafica desde los datos brindados por una lista o tabla.
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= Manipulate[ ]: Es utilizado para variar parametros de una grafica en el tiempo, y asi po-
der observar su comportamiento en la pantalla.

» Evaluate[expr]:Es utilizado para calcular la expresion para un valor en particular.

» NDSolveleqns, y, {Z,Zmin,Tmaz}s {tstmin,tmaz, }1: Es utilizado para resolver aproxi-
madamente una ecuacién diferencial.
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