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Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar un estudio sobre algunos problemas concernientes a
la teoria de integrabilidad y estabilidad de sistemas dindmicos 2 y 3-dimensionales. Parte
importante de este trabajo estd dedicado en aplicar la teoria desarrollada a un modelo
generalizado de familias de sistemas Lotka-Volterra que incluye términos constantes los cuales
pueden interpretarse como un tipo de “recoleccién de” o “aportacién de” al sistema por parte
de un agente externo.

El sistema Lotka-Volterra representa la base de los estudios tedricos acerca de la dindmica
de poblaciones y otros modelos matematicos en campos tan diversos como la economia,
sostenibilidad, tratamiento de plagas, hidrodindmica, quimica, etcétera. [23, 24, 25, 26]. Este
sistema en su forma clédsica trata de dos tipos de especies diferentes, una especie presa y
otra especie depredadora [27, 28|, compartiendo un mismo ecosistema. Actualmente se ha
encontrado una conexion entre el sistema Lotka-Volterra generalizado y las ecuaciones de
réplica desarrollados en teoria de juegos [29, 30] y aun se sigue investigando otras posibles
conexiones que pudiesen existir con diversos sistemas.

La primera linea de analisis que se aborda es el denominado método del factor integrante,
el cual es una herramienta muy til para encontrar integrales primeras en sistemas dindmicos
2 y 3-dimensionales (ver, por ejemplo, [18, 19]). El principal atributo de este método es no sélo
garantizar la existencia de éstas bajo ciertas condiciones, sino el proveer un algoritmo para
encontrarlas explicitamente. La existencia de integrales primeras para un sistema auténomo
& = v(x), x € R™ dado, estd intimamente relacionado con la solubilidad de la ecuacién
funcional L,f = 0, para cierta funcién f definida en algiin dominio del espacio de fases.
En general, el problema de encontrar las soluciones (globales) de esta ecuacién es tarea
dificil, incluso para los casos de baja dimensién, n = 2,3. Aun asi, esta cuestion es de
gran importancia ya que, por ejemplo, la existencia de una integral primera para un sistema
dindmico en el plano significa que este sistema es Hamiltoniano y el espacio de fases queda
completamente determinado por los conjuntos de nivel de la integral primera. En el caso 3-
dimensional si un sistema dindmico admite una integral primera global no trivial, entonces
no puede ocurrir movimiento caético [23, 31] debido a que las soluciones permanecen en las
superficies de nivel de la integral primera.

Este trabajo se apoya en el método del factor integrante matricial, enfoque debido a
[18, 19], para aplicar la teorfa mencionada en el parrafo anterior a familias de sistemas Lotka-
Volterra 2 y 3-dimensionales. Este método nos permite reducir la bisqueda de integrales
primeras a la solubilidad de un conjunto de ecuaciones algebraicas con dos tipos de parametros
involucrados en el problema: los pardmetros del sistema y los parametros del factor integrante
propuesto.



2 Introduccién

La segunda linea de andlisis que se aborda son los llamados métodos de energia: El
método de Arnold, el método de energia de Casimir y el método de Ortega Ratiu [21, 22].
Estos métodos son una importante herramienta para el estudio en cuanto a estabilidad de los
puntos de equilibrio de un sistema dindmico que admita cierto niimero de integrales primeras.
En este trabajo se da una exposiciéon independiente de los tres métodos para el caso de sistemas
dindmicos Hamiltonianos 3-dimensionales que admitan 2 integrales primeras independientes.
Ademads se muestra que existe una equivalencia entre ellos [20]. Por tltimo, se ilustran estos
resultados aplicdndolos al sistema del trompo de Euler (Euler top), asociados a las dlgebras
SO(3) y SI(2: R) [14].

Este texto esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se recuerdan nociones
bésicas de la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. En particular, se presentan
conceptos elementales que permiten definir lo que es la integral primera de un sistema
dinamico.

En el Capitulo 2 se desarrolla la teoria que posibilita exhibir el denominado método del
factor integrante y sus aplicaciones en una familia de sistemas Lotka-Volterra generalizado.
Primeramente se realiza este desarrollo para el caso 2-dimensional y posteriormente para el
caso 3-dimensional. En cada caso se da una clasificacién de las integrales primeras encontradas
en la familia de sistemas Lotka-Volterra.

En el Capitulo 3 se presentan los criterios para la estabilidad de un punto de
equilibrio en el sentido de Lyapunov junto con la demostracion de los correspondientes
teoremas de Lyapunov. Este capitulo prepara el contexto necesario para desarrollar la teoria
correspondiente a los métodos de energia.

En el Capitulo 4 se abordan los métodos de energia, se exhibe cada uno de los métodos
y se presenta una demostracién completa del método de Arnold. Luego, se demuestra la
equivalencia que existe entre cada uno de los métodos y finalmente se aplican estos métodos
al sistma dindmico del trompo de Euler.

En el apéndice se puede encontrar teoria y demostraciones de algunos hechos algebraicos
utilizados en este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta un breve repaso de conceptos basicos y teoremas de caracter
general para la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias, calculo vectorial y algebra lineal
que seran necesarios en el desarrollo de esta tésis.

1.1. El problema de Cauchy

El estudio y solucién al problema de Cauchy es un tema clasico y fundamental en la teoria
de ecuaciones diferenciales ordinarias. En esta seccién se abordaré el problema de Cauchy para
sistemas auténomos y se exhibiran resultados clésicos tales como existencia y unicidad de las
soluciones, dependencia continua respecto a las condiciones iniciales y paramétrica de las
soluciones. Un estudio méas detallado de los resultados presentados en esta seccién puede ser
encontrado en las obras [2, 3, 4].

Previo al estudio del problema de Cauchy, es importante recordar que una curva parametrizada
en R”, es una funciéon ~: I — R", donde [ es un intervalo abierto en R, dada por

Y(@#) = (@), -y wm(t),

donde a la variable t € I, se le denomina pardmetro.

Las funciones ~; : I — R, i =1,...,n; se llaman funciones coordenadas euclidianas de ~(t).
Si el contexto lo permite y evitando ambigedad podemos escribir a la curva parametrizada

y(t), como v = (V1,...,%n).

Se define la derivada de una curva parametrizada ~(t), por

dy_(dn dm
dt dt’ 77 dt )

Por definicién, que ~(t) sea diferenciable significa que todas sus funciones coordenadas
euclidianas lo son. Geométricamente se puede interpretar a la derivada de la curva como el
vector tangente a ésta para cada t € I. Sila curva parametrizada posee derivadas continuas
de todos los érdenes se dird que es suave.
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Comunmente las curvas son funciones que dependen de un sélo parametro, por lo que se denota
a su derivada, siempre y cuando no exista confusion respecto a qué variable se esta derivando,
como

dy
/

t) = —.
)=

Por ser esta seccién solamente introducctoria no se profundizara en el estudio de curvas, si se
estd interesado en un estudio mas extenso se recomienda consultar [1].

Otro concepto importante a recordar es el de campo wvectorial, el cual es una funcién
v:U — R", dada por

v(z) = (vi(x), ..., vu(x)),

donde U € R"™ es un abierto, x €U y v;: U >R, i=1,...,n.

Si cada v; € C*°(U), es decir, tienen derivadas parciales continuas de todos los érdenes en
U, el campo vectorial v se dird que es suave. Se denotara por X(U) al conjunto de todos
los campos vectoriales suaves en U, el cual se puede demostrar es un espacio vectorial real.
Se retomara el estudio en torno a campos vectoriales en la Seccion 2.

Teorema de Existencia y Unicidad. Consideremos el siguiente sistema auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias

dz
dt
con ze€U,veX(U) y UCR" abierto.

= v(z), (1.1)

El lado izquierdo de (1.1) a menudo se denota por & y en la literatura a la variable ¢
normalmente se le nombra tiempo.

Una funcién vectorial suave z(t) = (z1(t), ..., zn(t)) en la variable de tiempo ¢ definida en
un intervalo abierto I, 3 tp, es una solucion de (1.1) basada en el punto x° € U, si x(t)
es diferenciable en I, y ademads

(t) =v(z(t)), tel, (1.2)

Este es un sistema auténomo ya que no depende explicitamente del tiempo y es precisamente
el encontrar una funcién vectorial suave z(t) que satisfaga ambas condiciones en (1.2) lo
que se denomina en la literatura como problema de Cauchy para sistemas autéonomos. Cabe
mencionar que la curva parametrizada suave v : I, — U generada por la solucién z(t) del
sistema (1.1)

’yd:ef{xGU | x=2x(t), tely } ,
se llama trayectoria (fase) del sistema (1.1) que pasa por el punto z° al tiempo t =ty y al

conjunto de todas las trayectorias que son generadas por cada solucion z(t) del sistema (1.1)
se le llama espacio de fases.
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Interrogantes que surgen naturalmente ante el problema de Cauchy son existe siempre
solucion al problema?, bajo qué condiciones existe?, es inica dicha solucién?, etcétera . Estos
cuestionamientos tienen respuesta en el teorema que se enuncia a continuacion

Teorema 1.1.1. (Teorema de existencia y unicidad). Sea U C R™ un abierto y
v(x) € X(U). Entonces para cada z° € U eziste § >0 tal que el problema de Cauchy

a(t) =v(z(t), tel, (1.3)

x(t) ‘t:to =2

posee una unica solucion x(t) para toda t € I, = (tg — d,t9 + 9).

Se omitira la demostracién del teorema ya que existe una amplia literatura en la cual puede
ser consultada, entre las cuales se recomiendan [7, pp. 3,13], [3, p. 73] y [nnna, p94].

Es importante senialar que cuando se dice que la funcién vectorial suave z(t) es solucién al
problema de Cauchy en el intervalo I, se esta diciendo que en este intervalo la funcién z(t)
estd bien definida.

Es interesante notar que en términos geométricos, el Teorema de Existencia y Unicidad asegura
que existe una tinica trayectoria del sistema (1.1) que pasa a través de un punto dado z° € U
del espacio de fases en R”.

Por otra parte, recordando que un punto z* € U es un punto singular del campo v si
v(z*) = 0, la funcién constante z(t) = x* siempre es solucién del sistema (1.1) y en este
caso al punto z* se le denomina punto de equilibrio.

Dominio de Definicién. El Teorema 1.1.1 establece que existe una tnica solucién z(t) al
problema de Cauchy en un intervalo abierto I, sin embargo, siempre podemos encontar “otra”
solucién z(t) restringiendo la solucién x(¢) a un intervalo Iz C I,. Se trata sin duda de un
argumento posiblemente burdo, pero que suscita un punto importante que merece discusion:
la unicidad global al problema de Cauchy (en el entendido de que “global” significa encontrar
el intervalo més grande para la solucién).

Afortunadamente, es bien sabido de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias que, para
cada z' € U, el problema de Cauchy (1.3) admite una tinica solucién x(t) en un intervalo
maximo I = (a,) (no necesariamente finito). A este intervalo se le denomina dominio
de definicion de la solucién x(t) o dominio de definicién del problema de Cauchy (1.3). La
siguiente proposicién muestra la propiedad fundamental de este intervalo.

Proposicién 1.1.1. Sea I el dominio de definicion del problema de Cauchy (1.3) y z(t) una
solucién en un intervalo I, entonces I C 1 y z(t) = xz(t) para toda t € I.

La demostracién de la proposicién anterior puede ser consultada en [3, p. 88].
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Se dice que una trayectoria del sistema (1.1) es completa si su dominio de definicién es
I = (—o0,00). De igual manera, si sucede que campo vectorial v del sistema (1.1) es
bien definido en U y para cada z° € R™ la trayectoria del sistema (1.1) que pasa por el
punto z° es completa se dird que el campo vectorial es completo.

Observemos que si [ = («,3) es el dominio de definicién del problema de Cauchy (1.3)
entonces tyg € I, lo cual permite denominar a los intervalos It = [t9,8) e I~ = (a,to ]
como dominio de definicion derecho y dominio de definicion izquierdo respectivamente.

El teorema que enunciamos a continuacion es muy 1til en la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias y también serd de ayuda en el capitulo 3 de nuestro texto.

Teorema 1.1.2. Sean U CR" un abiertoy v € X(U). Sea 2° € U ysea It =[ty,B) el
dominio de definicion derecho de la solucion x(t) del problema de Cauchy (1.8). Si 5 < oo
entonces para cada compacto K C U existe t* € It tal que z(t*) ¢ K.

Enunciaremos un lema que sera de ayuda en la demostracién del teorema.

Lema 1.1.1. Sea U C R™ un abierto y v € X(U). Para 2° € U, sean x1(t) y x2(t)
soluciones al problema de Cauchy (1.3) definidas en los intervalos I, e I, respectivamente.
Si tg € Iny,NIy, e I C Iy NI, es un intervalo abierto que contiene a ty, entonces
z1(t) = z2(t) para toda t € I.

Demostracion. Por ser x1(t) y x2(t) soluciones al problema de Cauchy (1.3) definidas en
los intervalos I, e I, respectivamente, se sigue que tg € Iy, NI,,. Ahora,si I C I, NIy,
es un intervalo abierto que contiene a ty, entonces por el Teorema de Existencia y Unicidad
se sigue que z1(t) = z2(t) en algin intervalo abierto (tg—d,t9+0) C I. Sea I* la unién de
todos éstos intervalos abiertos contenidos en I. Luego, I* es el intervalo abierto mas grande
en el cual z1(t) = x2(t). Claramente, [* C I y si esta contencién es propia, entonces los
extremos del intervalo I* pertencen a I, sea ¢ uno de estos extremos. Por la continuidad de
z1(t) y x2(t) en I se sigue que,

xo = lim x1(t) = lim 25(¢).
t—1 t—t

Por la unicidad de las soluciones se tiene que x1(t) = z2(t) en algin intervalo Iy =
(t—0,t+6) C I. Luego, z1(t) = x2(t) en el intervalo I*U Iy C I, con I* subconjunto
propio de I. Pero, lo anterior es una contradiccién al hecho que I* es el intervalo abierto més

grande contenido en I en el cual z1(t) = x2(t). Porlo tanto, I* =1 y z1(t) = z2(t), para
todo t € 1.
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Demostracion del Teorema 1.1.2. Ya que el campo v es continuo en K, existe M > 0 tal que
tal que |v(x)| < M, para toda x € K. Sea z(t) la solucién al problema de Cauchy (1.3) e
I = tp,8) su dominio de definicién derecho, asumamos que [ < oo y supongamos que
z(t) € K para toda t € I'". Se mostrard primeramente que tling x(t) existe.

gy

Si tg <t <te < f, entonces

[ afta) —a(tr) | < [ o(as)) [ds < M| t2—t1 .

t1

Por lo que, en tanto ¢; y ty se aproximan a (3 por la izquierda, | z(t3) —x(t1) | — 0, lo

cual implica que linﬁ} z(t) existe. Ademds, si 2! = lim x(t), se tiene que z' € K por
t—B—

t—p~
ser K, en particular, cerrado.

Definamos una nueva funcién z(t) en I por

5(t)_{ac(t) para telTt

xt para t=0

Claramente z(t) es diferenciable en | g, 5 |, de hecho

Z(t) = 2° —|—/ v(z(s)) ds

to

lo cual implica que
dz

GO =v@®).

es decir, Z(t) es una solucién al problema de Cauchy (1.3) en [ ¢p, 3 ]. Como z' € U, por el
Teorema 1.1.1 se sigue que el siguiente problema de Cauchy

T =v(x)

x(t) ‘t:to =g!
posee una unica solucién Z(t) en algun intervalo (8—49,549). Porel Lema 1.1.1, Z(t) = Z(t)
en (8—-46,8) y z(B) =2z(8) ==

Por lo que, si se define

[ z(t) para tety ]
y(t)_{f(t) para tE[ﬂOa/B—i-é)

entonces y(t) es una solucién al problema de Cauchy (1.3) en [tg,5+0); pero esto es una
contradiccién al hecho de que IT es el dominio de definicién derecho del problema de Cauchy
(1.3). Por lo tanto, si 3 < oo, existe t* € I'T tal que z(t*) ¢ K.
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De manera andloga se demuestra que el teorema anterior sigue siendo vélido si se considera
el dominio de definicién izquierdo del problema de Cauchy (1.3). De esta tltima observacién
y utilizando el teorema que se acaba de demostrar se desprende el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Si z(t) € K para toda t € I, entonces x(t) es completo, es decir,
I = (—00,00).

Dependencia de las condiciones iniciales y parametros. Se ha mostrado que para cada
condicién inicial existe una tnica soluciéon al problema de Cauchy. Un aspecto interesante
de analizar es la manera en que dicha solucién se modifica al variar la condicién inicial. El
planteamiento anterior, para fines practicos, es indispensable; ya que, por ejemplo, al momento
de modelar algin fenémeno mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, la
condicién inicial es una observacién que se hace del fenémeno en cierto instante de tiempo,
la cual posee cierta incertidumbre heredada por los instrumentos de medicién utilizados para
determinar dicha condicién inicial.

Reformulando el problema de Cauchy (1.3), con el fin de observar explicitamente la
dependencia con respecto a la condicién inicial, se obtiene el siguiente sistema

i(t,2%) = v(a(t, 2%)) (1.4)
z(t, z°) ‘t:to =20

Si se considera ahora el caso en el que el campo vectorial v de (1.3) depende de uno o varios
parametros pu;, ¢ =1,..., m; el sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene es

& =wv(z,p) (1.5)

donde p eV CR™.

Es importante senalar que el estudio de la dependencia respecto a las condiciones iniciales
del sistema (1.4) se puede reducir al estudio de la dependencia respecto a los pardmetros tal
como se formula en el sistema (1.5) mediante un cambio de variable apropiado [nnnaj.

La proposicién que se enuncia a continuaciéon es una versiéon ligeramente modificada del
Teorema 1.1.1 , en la cual se establece una dependencia suave de la solucién con respecto
a los parametros del campo.

Proposicién 1.1.2. (Dependencia a los Paramétros). Sea U xV C R"xR™ wun abierto
y v € X(U). Entonces para cada z° € U y p® €V existen 6 >0 y >0 tal que para
toda p € B.(2°) y p € Bo(uP), el problema de Cauchy

T =v(x)

2(t) [y, =P
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posee una tnica solucion z(t,p, ) diferenciable en W = (to—6,to+0) x Be(2°) x B:(u°) C
R x R™ x R™.

Existe una amplia literatura en donde se puede profundizar en estos topicos, entre las cuales se
recomiendan [3, 7, nnna]. En este texto se ha decidido estudiar tinicamente sistemas auténomos
debido a que, un sistema no auténomo

z = vtz (1.6)

con tel CR, ze€eUCR" y v(z) e X(I xU), puede ser tratado como un sistema
auténomo (1.1) con x € R"* introduciendo la variable 4.1 =t con lo cual & ,41 = 1.

La teoria fundamental para (1.1) y (1.2) no difiere significativamente, ya que es posible
obtener resultados andlogos bajo hipétesis ligeramente mas débiles para el campo v(t,x),
por ejemplo, el teorema de Conddington-Levinson [5]. El estudio de sistemas no auténomos
puede ser consultado en [6].

1.2. Integrales primeras

El objetivo de este seccion es establecer el concepto de integral primera, que es una
herramienta importante en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, si se
considra el sistema (1.1), en el caso 2-dimensional la existencia de una integral primera implica
que el sistema es completamente integrable ya que el espacio de fases queda completamente
determinado por los conjuntos de nivel de la integral. Para el caso 3-dimensional, la existencia
de integrales primeras implica que no puede haber movimiento cadtico [23, 31] debido a que
las soluciones permanecen en los conjuntos de nivel de las integrales. Ademas, este concepto
serd fundamental para los propdsitos de este texto. Se definird primeramente lo que es la
derivada de Lie y el corchete de Lie para campos vectoriales.

Derivada de Lie y corchete de Lie. Sea U C R"™ un abierto. Para cada v € X(U) y
feC>®({U), se define la derivada de Lie de f a lo largo de v por

va déf i V; af
=1

1
8:61‘ ’
Es inmediato de la definicién anterior que la derivada de Lie satisface las siguientes condiciones:

1. Linealidad: L,(f1+ f2) = Lyf1 + Lo fo

2. Regla de Leibniz: Ly(fif2) = fi-Lofo+ fo-Lyfi

para todo v € X(U) y fi,f2 € C*(U).
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Por otra parte, para cualesquiera v,w € X(U), el corchete de Lie de v y w es el campo
vectorial [v,w | en U, cuyas componentes se definen, en términos de la derivada de Lie; por

def .
[v,w], = Lyw; — Lyv; i=1,...,n.

El corchete de Lie posee las siguientes propiedades
1. Bilinealidad: [ou+ fv,w]=alu,w]+ [ v,w]
[u,00+ pw | =au,v ]|+ B[ u,w]
2. Antisimetia: [v,w | =—[w,v ]
3. Regla de Leibniz: [v,fw]=Lyf w+ f[v,w]

4. Identidad de Jacobi: [[u,v],w]+[[v,w],u]+[[w,u],v]=0

para todo u,v,w € X(u) y f€ C>®{U), cona,f €R.

Si los campos vectoriales v,w conmutan, es decir, [ v,w | =[ w,v |, por la antisimetria del
corchete de Lie se sigue que [v,w | =0.

Integrales primeras. Como se mencioné en la seccién anterior, existe una unica trayectoria
vy={xz=ux(t) | t€l} delsistema (1.1) que pasa a través de un punto dado z( perteneciente
al abierto U C R", donde I es el maximo intervalo de existencia de x(t). La evolucién de
una funcién F € C*°(U) a lo largo de la trayectoria v es definida por la derivada de Lie de
F alo largo del campo vectorial v del sistema (1.1), de la siguiente manera

d

aF(:E(t)) = (LyF)(x(t)).

Definicién 1.2.1. Sea U C R™ wun abierto. Una funcion F € C*(U) es una tntegral
primera del sistema (1.1), si es constante a lo largo de cada trayectoria v = { x = z(t) },
es decir,

F(xz(t)) = constante

para todo t € 1.
Una consecuencia inmediata de la definiciéon anterior es el siguiente criterio.

Criterio 1.2.1. Una funcion F € C*(U) es integral primera del sistema (1.1) si, y solo si,

L,F =0.
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Las integrales primeras Fi, ..., Fj del sistema (1.1), con k < n, se dicen ser independientes

si sus respectivos gradientes, que denotaremos por , ¢ = 1,...,k; son linealmente

independientes en cada punto de U. En este caso, la trayectoria ~ que pasa por el punto
2o € Sei,....cp,» Dertenece al conjunto de nivel S, . . , donde

def .
R ={zxcU | F(z)=c¢, i=1,...,k; donde ci,...,cp; son constantes}.

1.3. Lema de Morse

Esta breve seccion estard dedicada en enunciar y demostrar el Lema de Morse, lo cual
es importante para los propdsitos de este texto, pues sera de utilidad cuando estudiemos los
métodos de energia en el Capitulo 4.

Antes de enunciar el Lema de Morse, recordemos que el gradiente de cualquier funcién
H € C>*(R"), es definido por

OH
OH e
Ox 8H
oxy,
El Hessiano o matriz Hessiana de H, que se denotard por D2, esla matriz n xn definida
por
0’H
D2 H = .
aTia”Ej nxn

Notemos que en virtud del Teorema de Clairaut, también conocido como Teorema de Schwartz,
D2, resulta ser una matriz simétrica.

Teorema 1.3.1. (Lema de Morse). Sea H € C>*(R"), tal que

1. H(0) =0.
oOH
2. 5 -(0)=0.

3. det( D2,H(0) ) # 0.
Entonces, existen abiertos U, W C R", que contienen al cero y un cambio de coordenadas
Woy=n-..un) r— x=z()=(@1(y), .. 2a(y)) €U,

tal que
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1. z(0) =0

2. Hax(y) =i+ +y2—yi 1 — - —y2

donde s denota el indice de inercia de la matriz D2, H(0).

Demostracion. En primer lugar, notemos que

LdH (tx) L/ 0H(tx)
H = dt = dt 1.
@ =" L7 ) (7)
H
por lo que, haciendo f = < 0a(tzn), T > y g=t—1, y sustituyendo en (1.7) tenemos que
x

@ = [ ra

Luego, usando integracion por partes:

Hz) = <8I§”> <t—1>: - /Ol(t—l)df

= —/l(t—l) df. (1.8)
0

Ahora, como

d d [ OH(t
df:d{dt:<dt[ ai)x},$>dt:<[DixH(tx)]:c,x>,
de (1.8) se sigue que

H(zx)=(B(z) z, z) (1.9)

1
donde B(z) = / (1—t) D2, H(tz) dt. Notemos que B(z) cumple las siguientes propiedades
0

i) B(0) = 5 D3, H(0)
i1) det(B(0)) #0
iii) B(z)" = B(x)

En segundo lugar, mostraremos que existe un abierto U C R3 que contiene al cero y una
funcién suave
R:U —
r — R(x),
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tal que
i) B(x) = R(z)" B(0) R(x)
i1) R(0) =1

Propongamos R(z) = B~(0) S(x), con S'(x) = S(x). Notemos que
B(z) = S(z) B71(0) S(z) .
Para determinar S(z), definamos F: R™ x Sym, — Sym,,, por
F(z,8) % B(z) - S B740) S
ysean 2z =0 y S°= B(0). Notemos que F(2°, S°) =0 y mostraremos que
dgo goF' 1 R™ x Sym,, — Sym,,

es sobreyectiva. Para esto, sea (0,v) € R" x Sym,,, luego

(dyo,50F) (v) = lim Fb S+ eV) - F(5, 59)

e—0 g

— lim [ F(xosz) — 2ev + (9(52) ] — F(l’O,SO)

e—0 3

= —2v

y por tanto, usando el Teorema de la Funcion Implicita se sigue que existe un abierto
U C R? que contiene al punto 2°; tal que F(z,S(z)) =0 para toda z € U.

En tercer lugar, para = € U definamos z = z(x) def R(z) x. Notemos que z(0) =0 y que

0z _ O[R(z) = |
%(O) N ox

y por el Teorema de la Funcion Inversa, se sigue que existe z — x = x(z).

(0) = R(0) = L,

Finalmente, demostraremos que si z = R(x)x (lo cual es necesario y suficiente, para que
z = R(x(z)) z(z)), entonces
H(x)=(B(0)z z) .

Por ser B(x) = R"(z) B(0) R(z), de (1.9) se tiene que

H(z) = <RT(:C) B(0) R(x) =, a:>
= (B(0) R(z) z, R(z) z ),
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luego

Sea y = L z un cambio de coordenadas lineal, con L no singular, entonces

H@(y) =i+ +ye —Yss1— — Yo

donde z(y) =z(2) |, - 11 ,-

d

La relevancia del Lema de Morse como se puede apreciar en el teorema anterior es que permite
dar una representacién muy sencilla de cualquier funcion H alrededor de sus puntos criticos.



Capitulo 2

Método del Factor Integrante

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
T =v(x) (2.1)
con ve€X(U) y UCR" un abierto.

El problema de encontrar condiciones para que el sistema anterior posea una integral
primera es muy importante, ya que como se mencioné anteriormente, el que un sistema tenga
una integral primera proporciona informacion valiosa acerca del comportamiento del mismo.
Se han desarrollado diversos métodos que dan respuesta al problema, entre los cuales se
encuentra el método del factor integrante que sera el procedimiento que desarrollaremos y
utilizaremos en este capitulo con el fin encontrar integrales primeras para el sistema Lotka-
Volterra con coeficientes constantes.

El sistema Lotka-Volterra ha sido objeto de estudio desde el siglo pasado ya que, por
ejemplo, la interaccién de dos especies en un ecosistema, ecuaciones hidrodinamicas, reacciones
quimicas autocataliticas, el flujo econémico [23, 24, 25, 26], etcétera, son modelados por
sistemas del tipo Lotka-Volterra. La motivacién para encontrar integrales primeras del sistema
Lotka-Volterra (o de cualquier sistema) es estudiar la estabilidad en sus puntos de equilibrio
aplicando los llamados métodos de energia, cuyo andlisis y desarrollo, que abordaremos en el
Capitulo 4.

Ahora bien, en el caso 2-dimensional, el método del factor integrante consiste en encontrar
una funcién suave R: U C R? = R, tal que

L,R + R div (v) = 0.

Para el caso 3-dimensional, radica en encontrar una funcién vectorial a: U C R?® — R3, tal
que

[v,a ]+ adiv(v) —v div(a) = 0.
No estd de més recodar que la divergencia, div (), es un operador diferencial de primer orden
definido por

. def - 87)2'
div (v) = Z 5
i=1

para toda v € X(U), con U C R™ un abierto.
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Si bien es cierto que las ecuaciones que hay que resolver en los casos dos y tres dimensional
se traducen en solucionar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, el cual puede ser
un problema atn més complicado, este método nos permite reducir la biisqueda de integrales
primeras a la solubilidad de un conjunto de ecuaciones algebraicas con dos tipos de parametros
involucrados en el problema: los parametros del sistema y los parametros del factor integrante
propuesto..

Una vez demostrado el método del factor integrante, procederemos en cada caso
a aplicarlo en un modelo generalizado del sistema Lotka-Volterra (que incluye términos
constantes los cuales pueden interpretarse como un tipo de “recolecciéon de” o “aportacién de”
al sistema por parte de un agente externo) con el fin de imponer condiciones a los pardmetros
involucrados de manera que exista una integral primera para el sistema.

2.1. Caso R?

En esta seccién nos dedicaremos a demostrar el método del factor integrante para el caso
2-dimensional. Para ello nos auxiliaremos de herramientas de la teoria de formas diferenciales
y de célculo vectorial. El Teorema de Stokes en su forma diferencial (ver, por ejemplo, [12, p
94], serd fundamental en la demostracién. Si se desea, se recomienda [11, 12] para una revisién
previa de estos topicos.

Se denomina factor integrante del sistema (2.1) a una funcién suave R: U C R? — R, tal
que

d(Ra) =0 (2.2)

donde o % vodzy — v1dxy, es la 1-forma asociada al campo v del sistema (2.1). Se puede
demostrar ficilmente que la propiedad (2.2) es equivalente a pedir que R sea solucién de la
ecuacién L,R+ R div (v) = 0.

Por otra parte, si resultase que Ra fuese exacta en U, es decir, Rae = dK para alguna
K € C>®(U), entonces K serfa una integral primera del sistema (2.1). Luego, la cuestion es
saber qué condiciones le debemos pedir al abierto U para que la 1-forma Ra resulte ser
exacta, ya que de la teoria de formas diferenciales es bien sabido que toda forma diferencial
es exacta de manera local.

Utilizando todo lo anterior desprendemos el siguiente criterio que proporciona una herramienta
para poder encontrar integrales primeras del sistema (2.1).

Criterio 2.1.1. (Método del Factor Integrante). Sea U C R? wun abierto conexo y
simplemente conexo y v € X(U). Si existe R e C®(U), tal que

L,R+ R div (v) =0, (2.3)
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entonces el sistema (2.1) admite una integral primera K € C*(U), de la forma
K(x) :/ a (2.4)

donde a es la 1-forma definida como « def R - (vadzy — v1dzo) y donde
Ly={7(n): [0,1]=U | 7(0) =2 (1) =2z }
es la curva que conecta a los puntos 0,2 € U.

Demostracion. Primero demostraremos que la integral primera estd bien definida, esto es, que
no depende de la eleccion de la curva. Sea

Lo ={3(r): [0,1]=U | 5(0)=2" (1) == }

otra curva que conecte a los puntos :UO, x € U, tal como se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Curvas T', y Ty
Ahora, por ser U simplemente conexo, por el Teorema de Stokes, para la 1-forma « def
R - (vodzy — v1dzy), se tiene que

/Ia—/~za = /%a = /Dda (2.5)

donde o0, =T,;'0oT,. Aqui I';! denota que la curva es recorrida en sentido contrario, es
decir, va del punto z al punto z°.

Calculando la diferencial de «, obtenemos la siguiente igualdad

da = —(L,R+ Rdiv(v) ) dzi Adzs
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Figura 2.2: Recta I';

Luego, por la hipdtesis (2.3) del teorema se sigue que da = 0, es decir, « es cerrada y de

(2.5) se concluye que
[a=[ «

Con lo anterior demostramos que la integral primera no depende de la eleccién de curva que
elijamos.

A continuacién, demostraremos que dK = «, esto es, que la l-forma « es exacta;
lo cual nos ayudard a probar que K es una integral primera del sistema (2.1). Por la
independencia en la eleccién de la curva, para simplificar los calculos, tomemos I, =
{~(r): [0,1]=U | y=7x}, es decir, I'; es la recta que conecta a 2 = 0 con x
como se muestra en la Figura 2.2.

Por ser a cerrada, realizando un breve calculo se obtienen las siguientes igualdades que nos
ayudaran en esta demostracion:

Oay (Tx) B Oay (1) Oay (Tx) B Oay (1) Oag(Tx)

8%1 - 8%1 + 2 6:1:2 - 81’1 t o2 8&31 <2.6)
Oaa(T) B Oaa (1) Oag(Tx) B Oay (1) Oaa(T)
78$2 = I 78$1 + x2 781‘2 = x 731‘2 + x2 78562 . (2.7)
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Ahora, calcularemos la diferencial de K (x):

dK = d/ a = d/ol[al(m;)ml—i—ag(Tx)xg] dr

-
o e day (Tx) . Jag(Tx)
81’1 8951

3T (mlﬁal(mc) H}aggﬂ >+a2<m)] dr] dz

)+antra) | ar | am+

833‘2
T
— / T dau(7) + oy (Tx) ] dr} dzy +
L Jo dT
ot dag(7x)
-/0 d7_+a2(7'1'):| dT:| dxg

- 1d[7‘a1(7'a:)]d7'} dg;1+[/01;[7-a2(7x)]d7 dzg

dr T

I
—

Por lo tanto, con el caculo anterior demostramos que dK = «. Por ultimo, demostraremos
que K es efectivamente integral primera del sistema (2.1). Observemos que, como dK = a,
entonces

- - = . 2.
. Ruvsy Yy Dg Ruvy (2.8)

Puesto que la derivade de Lie de K a lo largo de v es

de (2.8) se sigue que L,K = 0. Por lo tanto K es integral primera del sistema (2.1).
d

El criterio anterior nos dice que basta encontrar una funcién suave R (denomidado factor
integrante) que satisfaga la ecuacién (2.3) e integrar la 1-forma «, definida en términos de
R y del campo v, a lo largo de cualquier curva contenida en U para encontrar una integral
primera del sistema (2.1), la cual queda determinada por el campo v del sistema y por la
funcion R.

!Para obtener esta igualdad utilizamos (2.6) y (2.7).
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2.1.1. Aplicacién al sistema Lotka-Volterra en R?

A continuacion, aplicaremos el método del factor integrante al sistema Lotka-Volterra
2-dimensional con términos constantes con el fin de encontrar una integral primera de
este sistema. Ya que el sistema contard con parametros, nuestro proposito serd determinar
condiciones para éstos que garanticen la existencia de una integral primera. Para ello,
estableceremos las condiciones que nos permitiran utilizar el Criterio (2.1.1) y fijaremos la
propuesta para la funcién R. Posteriormente presentaremos las integrales primeras obtenidas.

Consideremos el sistema Lotka-Volterra 2-dimensional con términos constantes

T = v = 131(b1 + ar1xr1 + algl‘g) + e1, (2.9)

Tog = v x2(by + ag1w1 + agws) + €2,

donde b;,a;;, 1,5 = 1,2; son pardmteros arbitrarios y e, ez son términos constantes.
Supondremos al abierto U del Criterio 2.1.1 como todo R?. Definimos la 1-forma o def
R - (vadzy — v1dxy), donde wvi,vy son las componentes del campo que determina al sistema
(29)y Re C™(U) es el factor integrante por determinar. La curva I'; a lo largo de la cual
integraremos la 1-forma «, serd I'y =1';, o'y, donde

Loy ={7(7): [0,1]=U | 7(r) = (r21,0) }

Loy ={73(r): [0,1]=U | 5(r) = (21,722) }

esto es, para cualquier = = (x1,22) € U, la curva I', conecta al punto 2° = 0 con z, por
medio de la recta I'y, que une a 2% con el punto (z1,0) y la recta 'y, que une al punto (1, 0)
con z, tal como se muesta en la Figura 2.3.

Utilizando la igualdad (2.4) y realizando los célculos correspondientes, obtenemos que la
integral primera es

K(x) = /R(:c) vi(x) dea + h(xy) (2.10)
: : o0
donde h = h(z1) se determina por medio de la condicién e —R vs.
1

La férmula anterior es la que utilizaremos en esta seccién para determinar la forma explicita
de cada integral primera. También, es importante mencionar que para simplificar los cdculos
en torno a la ecuacién (2.3), utilizaremos la siguiente forma equivalente

L,R + div (v) =0, (2.11)

donde R =1In|R|.
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L'y

il

0' h > /I}]_

(z1,0)

Figura 2.3: Rectas 'y, y D'y,

La propuesta que estableceremos para la funcién R es que sea separable, i.e., R(z) =
Ri(x1)Ra(x2), donde Rj, Rs son funciones suaves. Lo que nos interesa saber primeramente
es si esta propuesta es factible, es decir, si las ecuaciones que resultan de sustiuir R en (2.3)
admiten solucion, de ser asi lo siguiente es saber la forma de las funciones Ry y Rs. Con el
siguiente lema damos respuesta a esta cuestion y también exhibimos el sistema de ecuaciones
algebraicas que nos proporcionara las condiciones para la existencia de una integral primera.

Proposicién 2.1.1. Sean wvi,vy las componentes del campo vectorial (2.9). La condicion
(2.3) determina que la forma de las funciones Ry y Ra es

pTy .l —HTY

Ri(z1) = 2" em12 | Ry(z2) = x5 € 21 (2.12)

donde, u, B y v satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones,
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pair — paze

a2 a21
Ber _ e
a2 a1
b a
7_1_&_1_5 1 + 2a11 + a21
a12 ai2
b a
5—&4-7 22 + 2a22 + a2
a1 a1
e b e b
per o per by L,
aio aig a21 az1

Demostracion. Sustituyendo R en (2.3) y simplifcando obtenemos

];1 iil a12x1%2 + 1;2 ((iiij anr172 + Fi(z1) + Fa(x2) = 0
donde

Fi(z1) = ];1 (jlil (b1z1 +anai +er ) + by + 2a1121 + a2
y

Fy(z9) = PL C:ZQ ((bowo + a3 + o ) + b2 + 2a20w2 + ar22s.

(2.13)

(2.14)

Como se puede observar hemos obtenido una ecuacién en términos de Ry y Ry y de dos
funciones Fi, F» que dependen sélamente de x1 y xo respectivamente. Recordemos que las
incégnitas son las funciones R y Ra, por ello procederemos a suprimir F} y F en (2.14)

aplicando el operador -2

o | o LR 1 (AR LRy |
PR a2 T R \day Ry da

a | wy L PR L (AR L dRy
TRy da2 PR\ da Ry dagy |

2 ., . .
+—~2-— en ambos lados de la ecuacién, obteniendo asi que
0x10x2 )

Notemos que cada miembro del lado derecho de la ecuacion anterior es una ecuacién diferencial
de segundo orden no lineal. Adem4s, el primer miembro tiene como variable independiente
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unicamente a x; y el segundo miembro tinicamente a x5. Por este motivo, la inica posbilidad
que existe para que la igualdad se cumpla es que

1 &R, 1 (dRi\? 1 dR;

1 D T i B T L O 2.15
2 [xl R d? 'R <dx1) TR dn a (2.15)

1 d2R, 1 (dR,\? 1 dR,

— —my s () = 2| = - 2.16
= [‘” R, dii TR (dxg) "R do a (2.16)

Haciendo los célculos correspondientes, los cuales se pueden consultar en el apéndice B, de
ol )

B n e
(2.15) se obtiene que Ry(z1) = ;" o y de (2.16) que Ra(z2) = x5*' e 21 .

Sustituyendo R en (2.11), obtenemos que

b a
_ by yaz
a1 a1

v+ — +
a2 a2

a a e 1 e 1 e b
(o )y (222 ) g (B ) L (1) L e g
a2 as1 a2 ) 11 a1 ) T2 a2 a2

e b
e L
a21 a21

0 — < by Bais

+2a11+a21>x1+<ﬁ +2a22+012>562

Es inmediato que, para que la igualdad anterior se cumpla, cada uno de los coeficientes de los
términos en los que estan involucradas las variables x1 y x9 tienen que ser cero y de la misma
manera la suma de los términos independientes. Es asi como se consigue el sistema (2.13).

|

Como se puede apreciar en la iltima parte de la demostracién, para obtener el sistema de
ecuaciones que menciona la Proposicién 2.1.1 se sustituyé R en la ecuacién (2.11), esto implica
que, obtener soluciones al sistema (2.13) nos da condiciones para resolver la ecuacién (2.3)
las que a su vez serviran para encontrar una integral primera del sistema Lotka-Voterra. Por
ello, centraremos nuestro estudio en torno al sistema (2.15). Dividiremos este estudio en dos
partes, la primer parte consistird en el anélisis fijando p = 0 y la segunda fijando p # 0.
Se hard asi pues como podemos observar en la Proposicion 2.1.1 el sistema (2.13) posee més
ecuaciones que incégnitas, por lo que hay que fijar ciertos parametros como incognitas y
resolver el sistema en base a éstos.
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Para el caso g =0 introduciremos las variables [, = a% +1 vy o= aim + 1, este cambio

nos permite transformar el sistema (2.13) en el siguiente siguiente sistema de ecuaciones
equivalente, que va a ser el que utilizaremos en este caso por ser mas operable.

elli = e (2.17)
esly = es (2.18)
airly + agle = —an (2.19)
a2l + axly = —ax (2.20)
bily + bals = 0 (2.21)

Caso 1 (u=0, e,e2 #0)

Si las constantes e; y e2 no son cero, entonces de (2.17) y (2.18) se sigue que Iy =1y Iy = 1,

lo cual implica que % = % =0 y por el la Proposicién 2.1.1 se tiene que R = 1.

Ahora, al sustituir [ y I3 en (2.19), (2.20) y (2.21) obtenemos que
b1 +b2 =0, 2011 +a1 =0 y a2+ 2a2» =0,

y utilizando (2.10) probamos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1.2. FEl sistema Lotka-Volterra con términos constantes e1 y eo distintos de
cero,

T, = x1(b1 +aiixry — 2a22x2) +e1

T2 = w2(—b1 —2a1171 + axr) + e

admite una integral de la forma

K(x) = —e9x1 + e1x2 + bix1T9 — aggxla}% + anx%l‘g.

Caso 2 (u=0, e; #0, e2 =0)

Si e; #0,e9 =0 de (2.17) y (2.18) se sigue que I3 =1 y de ésto que % =0 con lo cual,
e

por la Proposicién 2.1.1 se tiene que R = x5'. [y # 0 es un pardmetro libre que habréd que

determinar. Notemos que el sistema de ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) puede ser escrito de
la forma

A1l2 =T
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a1 2a11
donde A; = a9 y r=(=1)| aia+a | esfijo.
b2 bl

Auxilidndonos de la representacién anterior, analizaremos las condiciones para los parametros
cuando la matriz A; tiene rango maximo, ya que si rank(A;) =0, el sistema (2.9) se vuelve
trivial con vy =0, cuya integral primera es K = K(x2).

Como rank(A;) = 1, sin pérdida de generalidad podemos suponer que az; # 0, con lo
cual Iy = —%; ya que hemos supuesto que Iy # 0 se tiene que aj; # 0 y por tanto las
condiciones de solubilidad para el sistema anterior inducido por la matriz A; son

2a11a22
— T2 am = 0 y 2bsa11 —braz =0.
21

Con las condiciones anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.1.3. El sistema Lotka-Volterra con término constante ey # 0,

. 2a11b9 2a11a22
Ty = T ( +anxr + —a | T2 | +e1
a1 azl

to = x2(by + ag1x1 + azws)

Admite una integral de la forma

—20,11
a a1 o az1el
K(z) =2, | —byx1 — —2a] — agw122 —
2 2a11

bajo la condicion ajias1 # 0.

Ahora, para el caso en que Iy = 0, podemos concluir que aq; = 0 y las condiciones de
solubilidad encontradas lineas atras se convierten en ajs +ase = 0 y by = 0. Con las
condiciones anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.1.4. El sistema Lotka-Volterra con término constante ey # 0,

561 = —aglexg-i-el

o = x2(b2 + ao1x1 + axwa)

Admite una integral de la forma

a1
K(x) = —bow1 — 733% — a99x1%2 + €1 In |ac2|

bajo la condicién agy # 0.
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Si e; = ey =0, entonces las ecuaciones (2.17) y (2.18) se vuelven triviales. Notemos que el
sistema de ecuaciones restantes (2.19), (2.20) y (2.21) puede ser escrito como

Asl = s

ailr a1 I —ai
donde Ay = aig as |, l= [ 1] y s= |—a9 es fijo.
b1 by

Si la matriz A, tiene rango méaximo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que la
primera y la segunda fila de As son linealmente independientes. Estas dos filas forman una
matriz AVQXQ cuyo determinante es distinto de cero, es decir, aj1a22 — a12a21 # 0; luego por
la regla de Cramer

a22(a21 - all) l2 _ all(CLlZ - a22)

11022 — 412021 a11G22 — a12G2]1

I =

y por tanto la condicidn de solubilidad para el sistema anterior inducido por la matriz Ao
es biaga(azr — ai1) + beaii(aiz — age) = 0. Suponiendo que [y,ls # 0, con las condiciones
anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.5. El sistema Lotka-Volterra,

1 = z1(b1 + a11x1 + aj2x2)

) bily
T2 = T2 —? + a2121 + a2

Admite una integral de la forma

b1 an a2
K(z) = xlllxl; —+ —x— 2
la o l
az(az1 — a) a11(a12 — az) ‘ o .
donde 11 = lo = , bajo las siguientes condiciones
a11a22 — a12021 a11a22 — (12021

li,la #0 y ajiage — aj2a # 0

Supongamos ahora que I3 = 0,13 # 0 (el tratamiento para [; # 0,lo = 0 es andlogo). El
que [; sea igual a cero implica que a2 =0 6 ai; = ao;.
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Si age =0, entonces Iy = —Z—;, el determinante de Aoy es —aigae1 # 0 y ademds las

condiciones de solubilidad para el sistema inducido por la matriz As consisten en que by =0
y a11 # az1, con las condiciénes anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente
proposicién.

Proposiciéon 2.1.6. El sistema Lotka-Volterra,

1 = x1(bi +anzi + ajax2)

To = a21T1%2

Admite una integral de la forma

_a1n b
1a21 a12a21
K(z) = Ty 2 ( - —a21T1 + ———I2 )
ail az] — ail

bajo las siguientes condiciones

airaizaz # 0 Yy ai] # a1

Si ai11 = a91, entonces el determinante de la matriz ngg es aji(agy —ai2) #0, lo=—1
y la condicién de solubilidad para el sistema inducido por la matriz Ay es by = 0. Con las
condiciénes anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.7. El sistema Lotka-Volterra,
#1 = x1(b1 + a1171 + a1272)
Ty = xa(anzi + azrs)
Admite una integral de la forma

x b
K(z) = —aglIn |z1| + ajoln x| — an—l _
T2 T

bajo la condicion aq1(aiz — aze) # 0.

Ahora, si I = ls = 0, se sigue entonces que aj; = age = 0. No se puede concluir~que
as1 = ai1 y a1z = ase, porque de ser asi se tendria que el determinante de la matriz Asyxo
es igual a cero, lo cual estamos suponiendo no es asi. Entonces, con la condiciéon ai1 = ags =0
y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.1.8. El sistema Lotka-Volterra,

&1 = (b1 + a12z2)

To = $2(52+a21$1)
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Admite una integral de la forma
K(ZL‘) = —boln |:E1| — a9121 + b1ln ‘:L’2| + a12x2.

bajo la condicion aisaz # 0.

Finalmente, si la matriz As tiene rango uno (excluimos el caso trivial en el cual algin vector
columna de la matriz Ag es cero) podemos asumir que
T T
(a11,a12,b1)" = A (ag1, aze, b2)

para alguna A # 0. Con la condicién anterior y utilizando (2.10) demostramos la siguiente
proposicién.

Proposicion 2.1.9. El sistema Lotka-Volterra,

1 = z1(by + a1y + a1922)
. X2
Tro = T(bl + a11x1 + algl‘z)

Admite una integral de la forma
K(x) = x5

Caso 4 (p#0)

En este caso, del sistema de ecuaciones (2.13) se sigue inmediatamente que ayj; = 0 y
az2 = 0. Depués de algunas manipulaciones algebraicas en las tltimas tres ecuaciones del
sistema, obtiene

(B + ai2) biagi + (v + a21) beaiz = p (e2a12 — ejaz) =0

y por ser p distinto de cero se sigue (e2a12 — ejag;) = 0. Finalmente, la segunda ecuacién
del sistema (2.13) nos arroja tres subcasos de estudio

(a)y=B8=0 (b)y#0,6=0 () v,B#0

El subcaso v = 0,8 # 0 es analogo a (b). Notemos que las condiciones (b) y (c)
implican que e; = es = 0. Estos subcasos por tanto ya estan discutidos y haciendo los
célculos correspondientes con (2.10) se demuestra que las integrales primeras obtenidas son
equivalentes a la integral primera de la Proposicion 2.1.8.

Notemos que el subcaso (a) proporciona la condiciéon by +be = 0 y ajea9; # 0. Con las
condiciones anteriores y utilizando (2.10) la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.1.10. FEl sistema Lotka- Volterra

1 = z1(—b2 + ajpx2) + €1
. e1az1
ta = xa(ba+aoxy) +

a2

adminte una integral primera de la forma

a21%] —ajzxry
K(z)=(e1+aprizs)e ba

bajo la condicion ajoas1bs # 0.

2.2. Caso R?

En esta seccién nos dedicaremos a la demostracién del método del factor integrante para
el caso 3-dimensional. Al igual que en la seccién anterior, nos auxiliaremos de herramientas
de la teoria de formas diferenciales y de cédlculo vectorial. Nuevamente el Teorema de Stokes
en su forma diferencial (ver [12, p. 94|, serd fundamental en la demostracién. Analizaremos
previamente conceptos de la teoria de formas diferenciales que nos seran de gran utilidad
para la demostracién. Reiteramos la invitacién a consultar [11, 12] para una revisién previa
de estos temas.

De la teoria de formas diferenciales es bien sabido que para cada k € N, existe un isomorfismo
que a cada campo vectorial suave definido en un abierto de R3 le hace corresponder una
k-forma diferencial definida en el mismo abierto y reciprocamente. En base a lo anterior,
definimos los siguientes isomorfismos para el caso k=1, 2.

X(U)sv — o, € QYD)
X(U)3v — w, € Q2(U)

por

a, = w1 dr]+ ve dzg + vs dog (2.22)
v1 dog A dxs + vo daeg A dxy + vsday Adxs . (2.23)

Wy

donde U C R?® es un abierto. Aqui Qk(U ), denota el conjunto de todas las k-formas
diferenciales en U, k =1, 2.

Como consecuencia de la de definicién de estos isomorfismo se tiene que «, = 0 si, y sélo si,
v =0 y de igual manera w, = 0 si, y sélo si, v = 0. En adelante, cada vez que escribamos
p U W, estaremos haciendo referencia a los isomorfismos anteriores, para cualquier campo
vectorial suave v. A continuacién presentamos un lema que se desprende de la definicién del
isomorfismo anterior y que serd de gran ayuda para la demostracién del método del factor
integrante.
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Lema 2.2.1. Sea U C R® wun abierto. Para cada v € X(U) y su correspondiente 1-forma
Qy,, Se tiene que
da, =0 st y solo si rot (w) =0 .

Demostracion. Realizando un breve célculo se demuestra que daw, = wigg(y)-
O

Ahora bien, se denomia factor integrante a una funcién vectorial suave a: U — R3, a # 0;
tal que la 1-forma asociada a v y a,

1
ozad:ef—2<a><v,d3:>
ol

es cerrada en U, es decir, da, = 0. Lo anterior es equivalente a pedir que rot(a xv) =0 y
es esta condicién la que permite establecer el método del factor integrante, el cual enunciamos
a continuacién.

Criterio 2.2.1. (Método del Factor Integrante). Sea U C R3 wun abierto conezo y
simplemente conexo y sea v € X(U). Si existe una funcién a: U — R3 tal que

[v,a]+adiv(v) —v div(a) =0 (2.24)

entonces el sistema (2.1) admite una Integral Primera K € C*°(U) de la forma
K = a, (2.25)
Ie

donde a es la 1-forma definida por

y To={~(1): [0,1]=U | v(0)=2° ~(1) == }, esla curva que conecta a los puntos
20,z eU.

Demostracion. Primero demostraremos que la integral primera estd bien definida, es decir,
que no depende de la eleccién de la curva. Sea

Lo ={3(r): [0,1]>U [ 5(0) =2 3(1) == }

otra curva que conecte a los puntos 2%,z € U, y sea a = ay, la 1-forma asociada al campo
. . def .
vectorial w definido por w = IIiT a X v. Ahora, por ser U simplemente conexo, usando el

Teorema de Stokes, se tiene que

/xaw_/}aw - /%aw - [ dau (2.26)
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donde o, = f;l o'y, v D eslaregion delimitada por las curvas I'y, y r = Aqui f; 1" denota
que la curva es recorrida en sentido contrario, es decir, va del punto z al punto z°. Realizando
un breve calculo y usando la hipétesis (2.24) se tiene que

rot(w):HiH2( [v,a]+adiv(v)—vdiv(a)) =0

y por el Lema 2.2.1 se sigue que es «,, cerrada. Por lo tanto, de (2.26) se concluye que
[o=fe

Con lo anterior demostramos que la integral primera no depende de la eleccién de curva que
hagamos.

Demostraremos ahora que efectivamente K es una integral primera del sistema (2.1). Se

sigue de (2.25) que ay, = dK lo cual, por (2.22), implica que w = %—I;. Por tanto, por como

se ha definido w, se tiene que

2 '
Luego,
3
oK oK
LK = — = , —— = 0.
Z,Z; v axz < v 81‘ > 0

Por lo tanto, K es una integral primera del sistema (2.1).

2.2.1. Aplicacién al sistema Lotka-Volterra en R3

Procederemos en este momento a aplicar el método del factor integrante al sistema
Lotka-Volterra 3-dimensional con términos constantes para exhibir una integral primera del
sistema. El sistema contard con parametros para los cuales determinaremos condiciones que
permitan garantizar la existencia de dicha integral primera. Al igual que para el caso 2-
dimensional, propondremos una funcién vectorial a para poder utilizar el Criterio 2.2.1,
el cual tendrd ciertos parametros que nos ayudaran a formar un sistema de ecuaciones
algebraicas, cuyas condiciones de solubilidad serdn las que nos permitirdn encontrar una
integral primera para el sistema Lotka-Volterra.

Consideremos el sistema Lotka-Volterra 3-dimensional con términos constantes

1 =v1 = x1(b1 + an1z1 + ajex2 + a13x3) + €1
&y = vy = x2(by + a21x1 + axxs + azsrs) + e (2.27)
T3 =v3 = :L'3(b3 + az1x1 + azpxo + a33x3) + e3

donde b;,a;j;, i,j = 1,2,3; son pardmetros arbitrarios y e, ez, e3 son términos constantes.
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Supondremos al abierto U del Criterio 2.1.1 como todo R2. Definimos la 1-forma « def

”illg (axwv,dz), donde wvi,ve y vs son las componentes del campo que determina al

sistema (2.27) y a es el factor por determinar. La curva I'; a lo largo de la cual integraremos
la 1-forma «, serd I'y =14, o'y, oI'z,, donde

Ipo={7(): [0,1]—=U | 3(r) =(0,0,723) },

FI1:{'7(7—): [071]%[] | 7(7):(7$170>x3)}>

Loy ={7(7): [0,1] = U [ (1) = (21,722, 23) }

esto es, para cualquier x = (1, 22,73) € U, la curva I'; conecta al punto z° = 0 con x, por
medio de la recta I';; que une 2" con el punto (0,0, x3), por medio de la recta 'y, que une
al punto (0,0,z3) con el punto (z1,0,z3) y por medio de la recta I';, que une al punto
(1,0,23) con z, tal como se muesta en la Figura 2.4.

73]

Figura 2.4: Rectas I'y,, 'z, v D'z



Método del Factor Integrante 33

Estableceremos dos propuestas para la funcién vectorial a(x) que son

a1(z) = R(z) (v1, —Pr,1) y  ax(z) = R(x) (2 71, —f2 22,02 23)

donde «y, Bi,vi, i = 1,2; son pardmetros arbitrarios y R € C°(R?), la definiremos como
R = xlll_la;l;_lxé?’_l, donde [;, + = 1,2,3; son parametros arbitrarios que determinaremos
mas adelante.

Realizando célculos utilizando (2.25) y con la curva I'; definida anteriormente, obtenemos que
la integral primera es dada por

Ki(x) = /( Ra}vy — Ratvy ) das + h(xy, x) (2.28)

donde h(z1,z2) se determina mediante las siguientes condiciones

0H;
axf = Ra?vs — Rajvy
0H;
830; = Ralv; — Ralvs

donde al, i =1,2; j =1,2,3; representa la j-ésima componente de la funcién vectorial a;.

La férmula anterior es la que utilizaremos en esta seccién para determinar la forma explicita
de la integral primera.

Las propuestas establecidas para a ciertamente son restrictivos y no generan integrales
primeras de cardcter mas general del sistema Lotka-Volterra que se puediésen obtener con
el método propuesto. Sin embargo, una propuesta mas general para el factor integrante (por
ejemplo, que R sea separable) da lugar a ecuaciones diferenciales parciales, cuyo analisis queda
fuera de los propdsitos de este texto y que aun estd en proceso de estudio. Aun asi, con las
funciones vectoriales propuestas se obtienen una cantidad considerable de integrales primeras
con un grado de generalidad aceptable.

Continuando, sustituiremos primeramente la funcién vectorial ao en (2.24) por ser més
) 2
general que a;, con lo cual obtenemos que

0 = R- [ [12(bala +b3l3) + b1(Bala —azl3) | 1 + [ (72022 + Bear2)(la +1) +
I3(72a32 — a0a12) | w122 + [ (72033 — aza13)(l3 +1) + la(f2a13 + 72a23) | 2173 +
[ y2(as1ls + azils) + a11(Bale — aals) | @5 + y2ea(la — 1) z125 " + Y2es(ls — 1) z125' +
e1(B2lz — aols) |

0 = —R-[ [Ba(bily +3l3) + ba(rels +2l3) | x2 + [ (B2a11 +y2a21)(l1 + 1) +
I3(azaz + Braz1) | w1v2 + [ (a2azs + Brasz)(ls +1) + li(B2a13 + 72a23) | w273 +
[ Ba(a12ly + azals) + ase(Yaly + aols) | @3 + Baer(ln — 1) zy twg + Baes(ls — 1) woxy ' +
ea(y2lr + aalz) ]



34

2.2. Caso R3

0= R- [ [ Oé2(b1l1 + leQ) + b3(62l2 — 72[1) ] xr3 + [ (a2a11 — 72&31)([1 + 1) +
la(cgagr + Baazr) | w1z + [ (gage + Beaze)(l2 + 1) + li(aaiz — Yeas32) | x2x3 +
[ ag(algll + a23l2) + a33(52l2 — ’7211) ] LL‘% + a261(l1 — 1) {L‘IIZL‘:J, + Oé2€2(l2 — 1) x;liﬂg +

e3(Baly — y2l1) |

Se sigue de manera inmediata que los coeficientes de los términos en los cuales estdan
involucradas las variables z;, ¢ = 1,2,3; y los términos independientes deben de ser cero
para que las tres igualdades anteriores se cumplan. Lo anterior nos induce el siguiente sistema

de ecuaciones algebraicas.

= Bili + Bsly
= Bsly + Bsls
= Bsla — Bils
= Ausly + Agsle
Aszaly + Asals
Aszily — Anls
Agily + A (lh +1
Aqply + Ag(la +1
Aol + Azi(lh +1
Asgly + Agsz(l3 +1
(
(

Analz — Asp(la + 1

voea(ly — 1)x2_1 = yoe3(ls — 1)x§1 = e1(Baly — ozglg)ajl_l

)
)
)
)
)
)

O O O O O O O O o o o o o o o
I

) 1
a92€1 (ll — 1).%1_1 = ageg(ZQ — 1)1’% = 63(52[2 — 72ll)wg1

donde

B = agby — ¥2b3 A1 = anar; — 2a3;
By = anby + [B2bs Ag; = anag; + Paasz;
B1 = f2b1 + y2b2 Az; = [ra1; + Y202

5261 (ll -1 ‘Tl_ = Bgeg(lg — 1).733?1 = 62(042[3 + ’)/gll)a:2_1

A continuacién, comenzaremos el analisis para derivar las integrales primeras del sistema
Lotka-Volterra (2.27) usando el sistema de ecuaciones anteriores y en su defecto la funcién
vectorial a;. Dividiremos este estudio en los siguientes casos: ejeses # 0; ejea # 0, e3 = 0;
e1 #0, ea =e3=0; y e1 = ez = e3 = 0. Los demas casos son andlogos. El hecho de que
centremos el estudio en torno a las constantes e; es dejar el sistema (2.27) lo méas general

posible.
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Caso 1 (ejeze3 # 0)

Notemos que si eq, ez, ez # 0, entonces de (2.41), (2.42) y (2.43) sesigue que Iy =lp =13 =1
y con lo cual se tiene que

Po—aa = 0
ag+v2 = 0
Bo—7v2 = 0

lo que implica que a9 = B2 = v2 = 0, es decir ag = 0. Por tanto, utilizaremos la funcién
vectorial a;, que al sustituirlo en (2.24) obtenemos que

0 =

Como

R-[ [ m(a2ile + azils) + fraisle — aqaislz | o1 + i aga(le + 1) +aselz | 22 +
’)/1[ a23l2 =+ a33(l3 + 1) ] xr3 + (,3161 + 7162)([2 — 1) a:2_1 + (")/163 — ()4181)([3 — 1) {L'gl =+
,Blbl(lg — 1) xle_I — Oélbl (13 — 1) 3311’?:1 + 510,11([2 — 1) .%'%332_1 — alau(lg — 1) .73%1’51

+Bra13(la — 1) z175 w3 — arara(ls — 1) w1wezy 4+ y1( bala +b3l3 ) |

—R(z)-[ frl ani(li +1) +azils | z1 + [ Bi(aials + asalz) + yia1l + cqagsls | 2 +
Bl arly + azs(lz +1) ] o3+ (Brer +y1e2)(ln — 1) o7 + (e + Bres)(l3 — 1) a3 +
"ylbg(ll — 1) a:l_lacg + Oélbz(lg — 1) :L'ngl + ’ylagg(ll — 1) .16'1_133% =+ a1a22(l3 — 1) x%xg_l

+y1a23(ly — 1) o7 wexs + arag (I3 — 1) zyzaws ' + B1( bily +bsls ) |

R(z) [ ar[ ann(li +1) +asile | x1 + [ a1(aisly + agsle) + Brasels — y1as1ly | x5 +
041[ aiols + agg(lg + 1) ] Tro + (04161 — 7163)([1 — 1) .%'1_1 + (a162 + ,8163)(12 — 1) a;2_1 —
Yibg(ln — 1) oy tas + Bibs(la — 1) x5 'z — yrass(lh — 1) 7 a3 + Brass(le — 1) x5 a3

—maza(ly — 1) 7 wexs + Brazi(la — 1) w1y ey + (bl +balz ) |

lih = 1ls =13 =1, de las igualdades anteriores obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones
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= a1(b1 +b2) 2.44
= Bulbr +bs) 245
= v1(by + b3) 2.46
= a1(2a11 + a2 247

(
(

2a99 + a12

I
Q

1

1

Il
=

(
1(2a33 + a3
71 (2a22 + asz

)
)
2a11 + az1)
)
)
)

1(2a33 + ags

yi(az1 + as1) + fraiz — ar1a13

Bi(a12 + asz) + y1a21 + aiass
)

(
= aj(aiz + azs) + Bias2 — v1a31

I
2

OO0 o0 o0 o0 oo oo oo
I
=@

Ahora, como queremos que la funcién vectorial a; sea no trivial, el estudio del sistema
de ecuaciones anterior lo dividiremos en los siguientes subcasos: a1 # 0, 81 = 11 = 0;
a1P1 #0, v1=0; y a18171 # 0. Los demés casos pueden ser tratados andlogamente.

Si ag #0, f1 =1 =0, entonces de las ecuaciones (2.44 - 2.55) obtenemos las siguientes
condiciones de solubilidad

bi +b2 =0, 2a11+a =0, 2a2+a2=0 a3=a3=0.

Con las condiciones anteriores y utilizando (2.28) demostramos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.1. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes ei,es,es distintos
de cero

1 = z1(b1 + a11x1 — 2a9x2) + €1
o = xa(—b1 —2a1171 + agwa) + €2
T3 = 1’3(()3 + a3z1x1 + azpxo + a33x3) + e3

admite una integral primera de la forma

2 2
K(Z‘) = —e9x1 +e1x9 + b1z — a22T1T5 + 1172

Ahora, si a1 #0, v1 =0, entonces de las ecuaciones (2.44 - 2.52) obtenemos que

by +b2 =0 2a11 + a1 =0 2a11 +a31 =0
by +b3=0 2a22 + a12 =0 2a33+a13 =0
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mientras que de las ecuaciones (2.53 - 2.55) demostramos el siguiente sistema lineal

—a13 a2 o 0
a3 (a12 + as2) =10
(a13 + az3) asz B 0
cuyas condiciones de solubilidad son ajs(aig + ags) + aizaze = 0 y «a = %2, Con las

a13
condiciones encontradas y utilizando (2.28) demostramos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2.2. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes ei,es,es distintos
de cero

1 = T (bl + a11x1 — 209919 — 2(133%3) +e1
Ty = x2(—b1 —2anz1 + ar + azrs) + ez
3 = x3(—=b1 —2anz1 + azax2 + aszxs) + e3

admite una integral primera de la forma

K(l‘) = 2(63(133 + 62(122)(171 + 261@22%2 — 261&33%3 — 21)10,221’11‘2 — 2b1a33x1$3

2 2 2 2 2 2
+2CL22$1:L’2 + 2a33w1x3 + 2&11a22.171x2 — 2(111@331’11'3 + 4@22(133:61%21'3

bajo la condicion 2asgsags — ageasg — ageazs = 0.

Finalmente, si «1/171 # 0, entonces de las ecuaciones (2.44 - 2.52) obtenemos que
b; =0 2(1]‘]‘ + ai; = 0 (2.56)

para toda i # j, i,7 = 1,2,3. De las ecuaciones (2.53-2.55) obtenemos el siguiente sistema
lineal

—ai3 a2 (ag1 + az1) a 0
a3 (a12 + asz) ao1 Bl1=10
(@13 + a23) ass —aszy v 0

Usando (2.56) el sistema anterior lo podemos expresar de la siguiente forma equivalente

—ass 0 ail (0% 0
0 ax a Bl=10
0 0 0 0 0

Con lo cual obtenemos que o = %y y [ = —%L~ Por tanto, de lo anterior y de (2.56) y

ass a22
utilizando (2.28) demostramos la siguiente proposicién.
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Proposicién 2.2.3. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes ei,es,es distintos
de cero

1 = zi(anw — 2a2w2 — 2a3373) + €1
To = Ig(—2a11$1 + agoxo — 2a33x3) + e2
3 = x3(—2a1171 — 2a9272 + as3xr3) + €3

admite una integral primera de la forma

K(x) = a11(63a33 - 62&22)$1 + a22(61a11 - 63&33)%2 + CL33(62(L22 - 616111)-'33
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
_a]_]_a22ﬂf]_$2 + a/]_]_a33I]_fL'3 + a11a22x1$2 - a11033$1$3 - a22a33l’21‘3
2 2
+a22a33x2x3.
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Caso 2 (ejeq #0, e3 =0)

En este caso utilizaremos tinicamente la funcién vectorial as para derivar las condiciones que
nos permitiran exhibir las integrales primeras del sistema Lotka-Volterra, pues de utilizar la
funcién vectorial a; obtendriamos las mismas integrales primeras que en el caso 1 salvo los
términos en los que interviene la constante es.

Por ser e3 = 0 se sigue que as # 0, lo que nos permite utilizar el sistema de ecuaciones
(2.29 - 2.43) para realizar nuestro estudio. Las manipulaciones algebraicas son similares a las
que ya hemos realizados en casos anteriores por lo que solamente presentamos, mediante una
tabla, las integrales primeras obtenidas en este caso y las respectivas condiciones que deben
de cumplir los parametros involucrados para asegurar su existencia.

SISTEMA LOTKA-VOLTERRA INTEGRAL PRIMERA
1 = z1(bi + anz1 — 2a2x2) + €1 K@) = —eyr1+e1ms + biaas
Ty = wa(—b1 — 2a1171 + axr2) + €2 U S
. —a22%1%5 + A11T]T2.
3 = x3(bz + azix1 + azws + azzrs) !
&1 = z1(b1 +anri + a1222 + a13z3) + e K(z) = —eomizs + e120ms
g = w(bi + anz1 — arexe + agsw3) + e (a13 — azs)
- a13 + ags = 207
3 = x3(—b1 —anzi + apry — ——13) 2
ass
1 = z1(bi +anx1 + arpx2 + a13z3) + €1
. 3
T2 = x2(bi +anx1 + a2z + a1373) + €2 K(z) = (ejxo — egwy)ah

3 = x3(bs+ asix1 + asaxs + aszxs)
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Caso 3 (e1 #0, ez,e3 =0)

Este caso es muy especial ya que muestra como el sistema (2.27), que esta definido por un
campo vectorial suave en todo el espacio R3, admite integrales primeras definidas en un
abierto contenido propiamente en él y esto debido a que en la estructura de estas integrales
primeras intervienen funciones de tipo exponencial y logaritmicas. Por ser las manipulaciones
algebraicas similares a las ya realizadas en casos anteriores solamente presentaremos las
integrales primeras y las condiciones que deben cumplir los parametros involucrados para
asegurar su existencia.

Proposicion 2.2.4. El sistema Lotka-Volterra con término constante eq # 0

&1 = (b1 + anz1 + arexe + a13z3) + €1
Ty = 237213
3 = —x3(b1 +anz1 + ajpxe + a13x3)

admite una integral primera de la forma
K(z) = —agsxix3 + €1 In |x3]

bajo la condicion aog # 0.

Proposicion 2.2.5. El sistema Lotka-Volterra con término constante ey # 0

.Ci:l = e
Ty = xa(by + a1 + axws + a3r3)
.fg = xg(bg + asz1x1 + /\aggwg + /\a23x3)

con A#0€R, admite una integral primera de la forma

b B —ag T
K(@—(;—(n)m-ﬁ-(/\ 5 )x%—i-elln —13/\
T3

bajo la condicion agsass # 0.

Proposiciéon 2.2.6. El sistema Lotka-Volterra con término constante ey # 0
1 = z1(a1171 + a1222 + a13x3) + €1
Ty = a3T2x3

3 = x3(—anz — a2z + agsrs)
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admite una integral primera de la forma

ajz+azs
€1a23 x_ agg

2
a13 + ass

_ajz+azy

K(z) = —agsrizy " 23—

bajo la condicidn % £ 0.

Proposicion 2.2.7. El sistema Lotka-Volterra con término constante ey # 0

1 = z1(bi + anz1 + arexe + a13z3) + €1
&g = z2(—b1 — an1x1 + agews + asxs)
3 = wx3(—b1 — a1 + agawae + aszxs)

admite una integral primera de la forma

(@13 + a23)(az — ass) e1(agy — asp) | 4l flatezs
K(z) = | (a22 —a32) z122 + T1Xn 4+ ——22 792/ | g.azp—agy g azp—ag)
(@) (a2 — aso) 212 a1z + 2az — asz 1 aio + ass 2 3

bajo las siguientes condiciones

(a12+a22)(a13+ass) (a2 —as2) (a3 —asz) # 0, (a13+a33) (a2 —asz) — (a12+a2) (a3 —asz) = 0.

Caso 4 (e = e2 = e3=0)

Al igual que en el Caso 3 solamente mostraremos las integrales primeras halladas junto con
las condiciones que deben cumplir los pardmetros involucrados para asegurar su existencia.
Queremos resaltar el hecho de que en la estructura de las integrales primeras encontradas en
este caso intervienen funciones que no estan definidas en todo el espacio R? a pesar de que el
campo vectorial que define al sistema (2.27) es suave en todo R3.

Proposicion 2.2.8. El sistema Lotka-Volterra

:i‘l = b1$1
Ty = wa(be + a2171 + azew2 + az3x3)
.fg = .%'3([)3 + asz1x1 + /\CLQQQ?Q + )\a23x3)

con A#0€R, admite una integral primera de la forma
K(:L‘):<CL21—@>$1+ bg—bj ln|x1\—blln|x2|+b—1
A A A

bajo la condicion agoae3b # 0.
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Proposicién 2.2.9. FEl sistema Lotka-Volterra Consideremos el sistema Lotka-Volterra 3-
dimensional con términos constantes

3 2

ry = G117

Ty = w2(bz + a2171 + azews + azzxs)
fC3 = 133(()3 + asz1x1 + /\aggxg + )\(123:63)

con A#0€R, admite una integral primera de la forma

b3\ 1 a a
K(z) = <b2 - ;) = + (% - (121) In|zi| + ain In|zo| — %ln|x3|

bajo la condicion ajiaseass # 0.

Proposicion 2.2.10. FEl sistema Lotka-Volterra

1 = z1(bi + anzr + ar2x2 + a1373)
o = x2(b1 + a171 + a12x2 + ag3w3)
3 = wx3(b1 + az171 + azexe + a1373)

admite una integral primera de la forma
xTo T3
K(z) = (a2 — 032);1 + (a3 — 6113);1 + (az1 — az1) In |z
+ (CL11 — CL31) In |l‘2‘ + (agl — all) In |l’3’
bajo las siguientes condiciones

azs —az1 #0, ass —azs #0 y (a11 —az1)?® + (a1 — az)? # 0.

Proposiciéon 2.2.11. El sistema Lotka-Volterra con término constante ej # 0

1 = z1(b1 + anz1 + apw2 + a13z3)
ty = Awa(b1 + a1171 + a1272 + a1373)
i3 = —Awg(bi + anw1 + a1272 + a1373)

con A#0€R, admite una integral primera de la forma
_£
K(z) = :):ﬁ:vg Axg .

con £#0€R arbitrario.



Capitulo 3

Estabilidad

En este capitulo desarrollaremos brevemente la teoria de estabilidad para sistemas
dindmicos. Estudiaremos la estabilidad en torno a puntos de equilibrio en el sentido de
Lyapunov, un matematico e ingeniero ruso que establecié las bases de la teoria que hoy
lleva su nombre. Hacer este estudio es imprescindible para los propdsitos de este texto, el
cual tiene como objetivo aplicar los métodos de energia, cuyo andlisis desarrollaremos en el
Capitulo 4, para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema dindmico.
Primeramente se presentaran las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov y
posteriormente los teoremas de Lyapunov, los cuales dan un criterio para determinar la
estabilidad de un sistema alradedor de sus puntos de equilibrio.

3.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Esta seccién estard dedicada tinicamente en definir de manera precisa el que una solucién
al problema de Cauchy sea estable o inestable en el sentido de Lyapunov. Posteriormente
reformularemos dicha definicién para establecer de manera concreta que significa el que un
punto de equilibrio sea estable en el sentido de Lyapunov.

Consideremos el problema de Cauchy

& =v(z) (3.1)

x |t:to =¢

con v€X(U) y UCR" un abierto.

Definicién 3.1.1. Sea x una solucion de (3.1) definida en [ tg, oo ). Se dice que x es
estable en el sentido de Lyapunov cuando t — oo, si para cada € >0, existe § > 0;
tal que

1. Cada solucion xz(t) de (3.1) con

| z(to) — x(to) | <6

estd bien definida para todo t € [ tg, o0 ).
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2. Se cumple que
| z(t) —x(@) | <e
para todo t € [ ty, 00 ).

En palabras: una soluciéon es estable si cualquier otra solucién que estd cerca de ella en
un instante inicial, permanece cerca de ella en cualquier instante posterior. Notemos que lo
anterior no implica que las soluciones converjan, ya que una puede oscilar alrededor de la
otra, relacionado con esto tenemos la definicién de estabilidad asintética que enunciamos a
continuacién.

I

Figura 3.1: Estabilidad en el sentido de Lyapunov de la solucién x(t)

Definicién 3.1.2. Sea x una solucion de (3.1) definida en [ to, oo ). Se dice que x es
asintoticamente estable en el sentido de Lyapunov cuando t — oo, si es estable en
el sentido de Lyapunov y ademads existe n >0 tal que

Si |lz(t) — x(t)|| <n entonces tlim z(t) = x(t)

—00

donde z(t) es solucion del sistema (3.1).

Nuevamente en palabras, una solucién x es estable si (ademds de ser estable) cualquier otra
solucién = que en un cierto instante pase cerca de ella, al hacer tender el tiempo a infinito
se aproxima a x tanto como queramos. La contraparte de las dos definiciones anteriores, es
decir, que x sea inestable significa que al menos hay otra solucién que inicialmente esta cerca
de ella y al cabo de un cierto tiempo se ha separado tanto como queramos, lo cual se especifica
en la siguiente definicién.
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Definicién 3.1.3. Sea x una solucion de (3.1) definida en [ to, oo ). Se dice que x es
inestable en el sentido de Lyapunov cuando t — oo, si existe € >0 tal que para cada
0 >0 existe una solucion xs(t) de (3.1) y un tiempo t1 =t1(5) > t,, tal que

I zs5(to) =x(to) 1 <0y [las(t) —x(t) [ =€

Ya que el propésito de este texto es estudiar sélamente la estabilidad en los puntos de
equilibrio del sistema (3.1), procederemos a dar esta definicién. Por conveniencia enunciaremos
la definiciéon con z* =0 como punto de equilibrio. Esto no implica pérdida de generalidad,
ya que se puede definir el cambio de coordenadas = = x — x¢(t), para alguna solucién x(t).

Definicion 3.1.4. Si el origen es un punto de equilibrio, éste se dice estable en el sentido
de Lyapunov cuando t — oo, si para cada € >0 existe § >0, tal que

1. Cada solucion x(t) de (3.1) con
| (to) || <6
estd bien definida para todo t € [ tg, oo ).

2. Se cumple que
| =) | <e

para todo t € [ tg, o0 ).

Para ejemplificar la definicion anterior, consideremos el sistema dindmico 2-dimensional

.ﬁl = X9 (3.2)
i‘Q = —XI
cuyas soluciones son xz(t) = [ z1(t), z2(t) | = [ casin(t) + ¢1 cos(t), ca cos(t) — c1sin(t) |,

obteniendo asi que las trayectorias son todas las circunferencias centradas en el origen, el cual
es el inico punto de equilibrio del sistema, tal como se muesta en la Figura 3.2.

Debido a los fines de esta seccién no profundizard en la teoria de estabilidad en el sentido de
Lyapunov para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, si se desea profundizar en esta
teoria recomendamos las referencias [7, 3].
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T2

Figura 3.2: Soluciones del sistema 3.2

3.2. Teoremas de Lyapunov

Para determinar la estabilidad a partir de las definiciones dadas en la seccién anterior,
por un lado, necesitamos conocer la expresién analitica de las soluciones de (3.1), algo
que sabemos es generalmente imposible, por otro lado, suponiendo que tuviéramos dicha
expresion para las soluciones, no es trivial hacer las estimaciones pertinentes para §. De la
teoria clasica de la Mecanica, es sabido que un sistema es estable si su energia, una funcién
positiva, es continuamente decreciente, o sea tiene derivada negativa, hasta que el sistema
alcanza su estado de equilibrio. Aleksandr Lyapunov, generalizando este hecho, demostré que
ciertas funciones aparte de la funcién energia pueden ser usadas para la determinacién de la
estabilidad del punto de equilibrio de un sistema. Los tres teoremas que presentamos en esta
seccion son denominados primer, segundo y tercer Teorema de Lyapunov y proveen un método
para determinar la estabilidad de las soluciones del sistema (3.1) sin conocerlas explicitamente.

Antes de enunciar y demostrar el primer Teorema de Lyapunov, recordemos que para cualquier
abierto U C R™ y cualquier zg € U, la bola abierta n-dimensional con centro en xg y de

radio r > 0, es el conjunto definido por

Bi(wo) = {zeU | [[z-wo | <r}
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y se define la esfera (n — 1)-dimensional con centro en xg y de radio r > 0 por

S; M wo) = {zeU | |a—al=r}.

Teorema 3.2.1. (Primer Teorema de Lyapunov). Sea U C R"™ wun abierto.
Consideremos sistema (3.1) y supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio. Si existe
r >0 yuna funcion F € C*( BI'(0) ), tal que

2. F(z) >0, VaeB0)\{0}
3. L,F<0, VaeBr(0)

Entonces © =0 es estable en el sentido de Lyapunov cuando t — oo , i.e, para cada € > 0
existe 6 >0, tal que

si || z(to) || <6, entonces | x(t) || <e,
para toda t € [ tyg, oo ) y donde x(t) es solucion de (3.1).

Demostracion. Fijemos ¢ > 0 tal que ¢ < r, y consideremos la esfera (n — 1)-dimensional
Sr=1(0). Por ser S?71(0) compacta y F continua podemos definir

o inf F(z)
zeSt1(0)

Ademads, como F(0) = 0 y usando nuevamente que es continua, existe ¢ > 0 tal que
B}(0) € BZ(0) y F(x) < «, paratoda z € BJ(0).

Sea z(t) una solucién de (3.1) con || z(to) || < 6, es decir, z(t9) € B§(0). Vamos a probar
que || z(t) || < e paratoda t € I;(to)' Supongamos que existe t; >0 tal que || z(t1) || =e.
Notemos que

d

G F®) = LF)(())

lo cual implica, por la hipétesis 3, que F' es decreciente.

De lo anterior y por definicién de « se sigue que F(x(tp)) > F(x(t1)) > «, lo cual no es
posible, ya que por construccién F(x(fp)) < a. Por lo tanto, se concluye que || z(t) || < e,
para toda t € 1;(0). Usando el Teorema 1.1.2 se concluye también que I;r(to) = [ tp,00) por
ser S~ compacto.
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El primer Teorema de Lyapunov convierte el problema de encontrar las soluciones explicitas
del sistema (3.1) para determinar la estabilidad en una vecindad del origen, si éste es un
punto de equilibrio, en encontrar una funcién F de clase C'"*° que se anule en el origen, tome
valores positivos en todos los puntos cercanos a él, en la bola acotada por r para ser exactos,
y ademads la evolucién a lo largo de cada trayectoria del sistema (3.1) sea decreciente, lo cual
se traduce en que la derivada de Lie de F' sea no negativa. A la funcion F se le llama funcién
de Lyapunov tipo I.

Del teorema anterior se sigue el siguiente corolario. El cual es muy importante para los
propositos de este texto, pues proporciona la base mediante el cual se desarrollan los métodos
de energia, los cuales abordaremos en el Capitulo 4.

Corolario 3.2.1. Si el sistema (3.1) admite una integral primera F en B(0) tal que
FO)=0 y F(z) >0 para toda = € B'(0) \{0}, entonces el origen es un punto de
equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

El corolario anterior es muy 1til ya que nos transforma el problema de encontrar funciones de
Lyapunov en encontar una integral primera para el sistema (3.1), que como presentamos en el
Capitulo 2, para el caso 2 y 3-dimensional podemos utilizar el método del factor integrante.
Algo muy importante que hay que senalar es que este corolario nos asegura unicamente
estabilidad y no estabilidad asintética pues, como mostraremos en el siguiente teorema, una
integral primera no cumple con todas las condiciones requeridas para ello.

Teorema 3.2.2. (Segundo Teorema de Lyapunov). Sea U C R"™ wun abierto.
Consideremos sistema (3.1) y supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio. Si existe
r >0 yuna funcion F € C*( BI'(0) ), tal que

1. F(0)=0
2. F(x) >0, v x € B} (0) \ {0}
3. L,F <0, vV x € BI'(0)

4. (LyF)(0) =0
Entonces © =0 es asintoticamente estable en el sentido de Lyapunov cuando t — oo.

Demostracion. Fijemos € > 0 tal que € <r ysea J > 0. Por el primer Teorema de Lyapunov
se sigue que, si z(t) es una solucién de (3.1) tal que ||z(to)|| < I, entonces |z(t)|| < e para

toda t € [ tg,00). Definamos f(t) &f F(z(t)) y notemos que
>0 oy dﬁf) <0 (3.3)

para toda t # 0 € [ tp,00). Esto ultimo implica que f(t) es estrictamente decreciente y
ademads estd acotada inferiormente por cero. Por tanto

A =
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existe y ademds « > 0. Vamos probar que « = 0. Supongamos que « > 0, por ser f(t)
estrictamente decreciente se tiene que f(t) > « > 0, entonces podemos tomar ¢ > 0 tal que
(<ey |lz(t)] > ¢ >0 paratoda t € [ty,00). Luego por la hipétesis 3, (L,F)(z(t)) <0
para toda x(t) tal que ¢ <||z(t)|| <e y por ser F continua existe m >0 tal que

(LyF)(z(t)) < —m < 0.

en BZ(0) \ B{(0). Lo anterior implica que

df(t)
<™

Integrando, de 0 a ¢, la expresién anterior se obtiene que f(t) < f(0) —tm para toda
f(0)

t € [ tg,00). Notemos que tomando #; > <-* implica que f(¢1) <0, pero esto contradice

(3.3). Por lo tanto se concluye que a = 0.

a

El segundo Teorema de Lyapunov, en otras palabras, nos dice que si existe una funcién F' que,
a diferencia de una funcién de Lyapunov tipo I, su evolucion a lo largo de cada trayectoria del
sistema (3.1) sea estrictamente decreciente, entonces el origen no solamente es estable en el
sentido de Lyapunov sino que ademds existe una vecindad con centro cero en la que cualquier
solucién del sistema (3.1) que inicie en ella converge al origen. A la funcién F se le llama
funcion de Lyapunov tipo II. Es importante senalar que, como se menciond anteriormente,
si el sistema (3.1) admite una integral primera no se puede asegurar que el origen sea estable
asintéticamente por la condicién 3 del teorema anterior. A continuacién presentamos el tercer
Teorema de Lyapunov que es una contarparte a los dos primeros teoremas, pues nos da
condiciones para que el origen se inestable en el sentido de Lyapunov.

Teorema 3.2.3. (Tercer Teorema de Lyapunov). Sea U C R™ un abierto. Consideremos
sistema (3.1) y supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio. Si existe r > 0 y una
funcion F € C*°( B}(0) ), tal que

1. F(0)=0
2. F(x) >0, vz € B0) \ {0}
3. L,F >0, vV x € B'(0)
4. (LyF)(0) =0
Entonces © =0 es inestable en el sentido de Lyapunov.
La demostracién del tercer Teorema de Lyapunov serd omitida, pues para los propdsitos de

este texto no es relevante. Una demostracién del teorema anterior puede ser consultada en
[13, p. 206].



50 3.2. Teoremas de Lyapunov

A pesar de que no existen reglas generales para obtener funciones de Lyapunov en un problema
dado, la principal ventaja del método de Lyapunov es que, cuando se puede encontrar
la funciéon F' asegura la estabilidad asintética, ademas de que es aplicable a sistemas no
necesariamente lineales ni autéonomos. Conlcluimos el estudio de la teoria de estabilidad en
el sentido de Lyapunov. Si se esta interesado en un estudio mas extenso de esta teoria puede
consultar en [13].



Capitulo 4

Métodos de energia

Este capitulo es, sin duda, el mas importante de este texto. Lo anterior debido a que
nuestro principal objetivo es presentar y demostrar los denominados métodos de energia para
determinar los puntos de equilibrio de un sistema de dindmico son estables. Para mostrar en
qué consiste estos métodos procederemos a contextualizarlos.

Consideremos el siguiente sistema 3-dimensional
T =v(x) (4.1)
con v(r) € X(U) y U CR? un abierto.

El primer y segundo Teorema de Lyapunov presentados en la seccién anterior son una
herramienta de analisis muy poderosa. Sin embargo, presentan dos desventajas. La primera
es que no hay un método sistematico para hallar una funcién de Lyapunov y por tanto hay
que proponer una funciéon candidata a ser funcion de Lyapunov y verificar si cumple con los
requisitos. La segunda es que el teorema solo brinda condiciones suficientes, por lo tanto el
hecho de no encontrar una funcién de Lyapunov no significa que los puntos de equilibrio del
sistema (4.1) sean inestables o no asintéticamente estables.

Sipongamos que = = a es un punto de equilibrio del sistema anterior, es decir, v(a) = 0.
Como ya mencionamos, la mayor parte de las veces es muy complicado encontar funciones
de Lyapunov tipo I (o de cualquier tipo), sin embargo, auxiliandonos del Corolario 3.2.1 en
muchas situaciones se puede utilizar integrales primeras del sistema (4.1) como funciones de
Lyapunov tipo I. De hecho, este enfoque es ampliamente utilizado en el contexto de sistemas
con estructura Hamilton-Poisson en los que el Hamiltoniano y el Casimir proveniente de la
estructura de Poisson vienen a ser integrales primeras del sistema [15, 16, 17].

Los métodos para el estudio de la estabilidad de puntos de equilibrio mediante integrales
primeras son denominados métodos de energia. En este capitulo presentamos tres métodos
llamados método de Arnold, método de energia de Casimir y método de Ortega-Ratiu. Lo
que haremos es demostrar que efectivamente el método de Arnold nos brinda un criterio
para determinar la estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema (4.1) y posteriormente
demostraremos que el método de energia de Casimir y el método de Ortega-Ratiu son
equivalentes con éste, en el sentido de que si se cumplen las hipétesis requeridas para el método
de Arnold también se cumplen las hipotesis requeridas para los otros dos métodos. Cabe
senalar que por conveniencia estudiaremos los métodos de energia para el caso 3-dimensional,
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las demostraciones que exhibiremos para este caso no difieren en gran medida del caso n-
dimensional. Una vez demostrados los métodos de energia los aplicaremos al sistema del
trompo de Euler correspondientes a las dlgebras SO(3) y SI(2;R).

4.1. Método de Arnold

En 1965 Arnold ofrece en sus estudios un teorema que proporciona un método, el cual
lleva su nombre, para determinar la estabilidad en un punto de equilibrio del sistema (4.1).
Presentamos este teorema acontinuacion.

Teorema 4.1.1. (Método de Arnold). Sea U C R® wun abierto y v(z) € X(U).
Supongamos que = = a € U, es un punto de equilibrio del sistema (4.1) y que Kp,Ks €
C>(U) son integrales primeras del mismo sistema. Si existe \* € R tal que

0

1. —( K1 -\ K =0
5, K1 2 )(a)
2. D2, ( K1—)\* K3 )(a), es positiva o negativa definida en W f {x € R3 |1‘T%(a) = ()}.

Entonces © =a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunowv.

Antes de formular la demostracién del teorema, presentamos tres lemas que serdn
fundamentales para la demostracion.

Lema 4.1.1. Sea Q una matriz 3 X 3 real, simétrica y positiva semidefinida. Sea P una
matriz 3 x 3 real y simétrica con la siguiente propiedad: Si x # 0 € R3 y 2'Q x =0,
entonces x' P x > 0. Entonces existe a* € R tal que P+ a* Q > 0.

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.2, existe un cambio de coordenadas
r — y=L1x
y — x=Ly

con z,y € R® ydonde L:R3— R3 es un operador lineal no singular, i.e, det(L) # 0; tal
que

2'Qr = yT(LTQL)y
y donde @ = L'Q L es una matriz 3 x 3 diagonal, mds aun, por ser () una matriz

semidefinida positiva los elementos de la diagonal de @ son 1’s y/é 0’s, y esto depende
directamente del rango de Q.
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Por otra parte, para la matriz P tenemos que
2 Px = yT<LTPL)y

donde P=LTP L esuna matriz 3 x 3 no necesariamente diagonal, esto es

N %1 %2 %3
P = Pyy Py Pas
P31 P33y Psg

Vamos dividir nuestra demostracion en torno al rank(Q) y lo que haremos es mostrar que
en todos los casos existe o € R tal que P+« @ > 0, lo que es equivalente a demostrar que
P+a@>0.

Caso rank(Q) =3

Si el rango de @ es igual a tres tenemos que

N 100
Q=101 0
00 1

y por tanto yT@ y=vyl+ys+y3 Luegosi y#0¢€R3 setiene que yT@ y # 0 y por

la propiedad de la matriz P que tenemos por hipétesis, se sigue que yTﬁ y > 0 para toda

y # 0.

Ahora, defininamos la matriz M3 por

1311 + « 1512 1313
Mg:ﬁ‘i‘a@: Py Py + « Pa3
1331 1332 ﬁ33 + «

A continuacién calcularemos los menores principales de la matriz M3

Ay = Oz+1511
Ay = a2+(tr[P]—P33)Oé+533
A3 = Oz3+tr[P] a2+(S11+522+533 ) Oz—l—det(P)

donde §Z-Z-, i=1,2,3; es el determinante de la matriz que resulta de eliminar la i-ésima fila
y la i-ésima columna en la matriz P.
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Notemos que tomando « > 0, cada A; se convierte en un polinomio de grado i en la
variable a que, usando resultados de cédlculo elemental, cumple que

limAi = oo  i=1,23.

a—0o0

Lo anterior nos asegura que para cada A;, existe a; € R tal que A; > 0. Tomando
a* = max{q;,i=1,2,3.}, por el Criterio 1.3.2 se tiene que M2 > 0 y por tanto

P+a*Q>0.

Caso rank(Q) =2

Si el rango de @ es igual a dos tenemos que

Q=

o O =
O = O
S O O

y por tanto yT@ y=1y>+y2. Luegosi y+#0¢€R3 se tiene que yT@ y =0 si, y solo si,
y1,92 =0 y ys # 0. Por la propiedad de la matriz P que tenemos por hipétesis, se sigue
que y' P y>0 si ysélosi, P >0.
Ahora, defininamos la matriz M2 por
Pii+a Pry Prs
M}=P+aQ= Py Ppta Py

ﬁSl ﬁ32 ﬁ33

A continuacién calcularemos los menores principales de la matriz M2

Al = Oé-l-ﬁll
Ay = a2—|—(tr[P]—P33)a+533
Az = P33 o? + ( S11 + Sog ) « —i—det(P)

donde §,~,~, 1 = 1,2, 3; es definido como en el caso anterior y por los argumentos usados ese
caso se tiene que existe «; € R tal que A; > 0. Tomando o* = max{ «; , i=1,2,3. },

por el Criterio 1.3.2 se tiene que M2 > 0 y por tanto P+ a* Q > 0.
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Caso rank(Q) =1.

Si el rango de @) es igual a uno tenemos que

N 1 00
Q=10 00
0 00
y por tanto yT@ y =12 Luegosi y# 0€R3 se tiene que yT@ y=0 si, ysélosi, y1 =0
Yy y2ys #0 6 y2#0,y3 =0 (el caso y2 =0,y3 # 0 es andlogo).
Analicemos primero el caso y; =0, y2ys # 0. Por la propiedad de la matriz P que tenemos
por hipétesis, se sigue que y' Py > 0 si, y sélosi, Pag, P33 >0 y Py3+ Py = 0. Defininamos
la matriz M} por
Pi+a P ﬁli’)
M()l(:P—i-aQ: ]321 ﬁ22 ﬁ23
Py Py Py

A continuacién calcularemos los menores principales de la matriz M}

A, = a+Ppy
Ay = Py o+ S33
Ag = ( P22P33 + P322 ) o+ 511 + det(P)

donde 511, es definido como en el caso donde el rango de la matriz @) es igual a 3 y por
los argumentos usados ese caso se tiene que existe @; € R tal que A; > 0. Tomando
a = max{@,i=1,23 1} por el Criterio 1.3.2 se tiene que M. > 0 y por tanto

P+aQ>0.

Ahora, el caso y1 = y3 = 0, yo # 0. Por la propiedad de la matriz P que tenemos por
hipotesis, se sigue que yTJ3 y > 0 si, y sélo si, Py > 0. De la expresiéon para el
menor A; se obtiene la condicién adiconal ]533 > 0. Por los argumentos usados en el
caso donde el rango de la matriz Q es igual a 3 se tiene que existe a; € R tal que A; > 0.
Tomando @ = max{ @; , i =1,2,3. }, por el Criterio 1.3.2 se tiene que M} > 0 y por tanto

P+aq@>0.

Por ltimo, eligiendo o* = max{ @, a }, se concluye que P + a* @ > 0.
O

Una pequena observacién acerca del lema anterior es que también es valido si se considera en
las hipétesis el caso ' P & < 0 y cuya tesis contemplarfa la desigualdad P + o*@Q < 0. La
demostracién es totalmente analoga.
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Lema 4.1.2. Sean U C R® wun abierto y F € C*®(U). Para a € U fijo, la matriz Q
definida por

ot P[P

comple las siguientes propiedades

1. Q es positiva semidefinida.

OF
2.2Q Tz =0 si,y sdlo si xEWdﬁf{er | J:Tax(a)zo}.

Demostracion. 1) Sea x € U arbitrario, luego

2TQr = ngi;(a) { () ]Tx

_ <ng§(a) >2.

> 0

por lo tanto, se concluye que @ es positiva semidefinida.

F
2) Definamos el conjunto W o { zeU | :L’Tg—x(a) =0 } Como
OF , \°
T _ T
xr Qx = <:L‘ 8x(a)>

se sigue que ' Q x =0 siysélosi z € W.

Es importante notar que la matriz ( definida en el lema anterior es simétrica.

Lema 4.1.3. Sea U C R® un abierto. Sean F € C®(U) y a € U fijo. Si F(a) = 0,
%—i(a) =0 y (D2,F)(a) es positiva definida, entonces existe un abierto V que contiene al

punto a tal que, F(x) >0 para toda x €V \{a}.

Demostracion. Es consecuencia directa del Lema de Morse.

Demostracion del Teorema 4.1.1. Comenzaremos la demostracién definiendo la siguiente
funcién

def g [

L)\7a(a}> = Kl(m) - A KQ(CC) + 5 Kl(a:) - Kg(x) ]2

con A, a € R. Haciendo un breve calculo se demuestra que L) o(z) cumple con las siguientes
propiedades
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i) LLya(z) = Z[Ki(z) — X Ka(2) ]

i) ( D%xLAA )(a) = Pn+a@

con Py=D2(Ki—\Ky)a) vy Q:%(a){ang(a)}T.

Observemos que por el Lema 4.1.2, Q es simétrica y positiva semidefinida. Ahora, nuevamente
por el Lema 4.1.2 y de la hipéstesis 2 del teorema se tiene que, si A = X*, entonces Py« |y pps
lo cual es necesario y suficiente para que z'Q x = 0, para toda € W. Lo anterior es
importante, pues nos proporciona las condiciones requeridas para poder utilizar el Lema 4.1.1,
el cual nos asegura que existe o*, tal que Py« +a* @ > 0. Esdecir, ( D2, Ly« o+ )(a) > 0.
A continuacién, definamos F(x) ©r A* o+ (€) — L+ o+(a). Haciendo unos pequenos calculos,
se demuestra que F'(z) cumple con las siguientes propiedades

i) F(a)=0
i) ?)i(a) = < 8695[/’\*’&* > (a)=0

iii) (D2, F )(a) = (DI, Ly o )(a) >0

y por el Lema 4.1.3 existe un abierto V' que contiene al punto = = a, tal que F(z) > 0, para
toda x € V \ {a}. Por otra parte se puede demostrar, haciendo los cdlculos correspondientes,
que L,F =0.

Con lo anterior, se conluye que F(x) es una funcién de Lyapunov tipo I y por el primer
Teorema de Lyapunov x = a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov
cuando t — oo.

|

La ventaja del método de Arnold, como se puede observar en el teorema anterior, es que
transforma el problema de buscar literalmente funciones de Lyapunov tipo I en encontrar una
constante \* que verifique las condiciones del teorema para la combinacién lineal Ki— A\* Ko,
de las integrales primeras del sistema (4.1).

Probablemente surga la pregunta de que si realmente es ventajoso trabajar con el método
de Arnold, pues en principio requiere que se conozcan explicitamente dos integrales del
sistema (4.1), lo cual no es inmediato determinar para un sistema dindmico arbitrario e
incluso puede resultar un problema atn més complicado. Lo anterior pudiera paracer una gran
desventeja en este método, sin embargo, a pesar de que no es un asunto trivial el encontar
dos integrales primeras para el sistema (4.1), es un problema ampliamente estudiado y que
es abordado desde distintos enfoques. Ademds, una vez obtenidas las integrales primeras no
sélamente nos serviran para determinar la estabilidad en puntos de equilibrio del sistema
(4.1) mediante el método de Arnold, sino que nos proporcionaran, como se mencioné en el
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Capitulo 1, informacion valiosa acerca del comportamiento del sistema. Para ejemplificar lo
anterior, estd el hecho de que si un sistema posee una estrucutura Hamilton-Poisson entonces
el Hamiltoniano y la funcién de Casimir proveniente de la estrutura de Poisson son integrales
primeras del sistema. El problema de Hamiltonizacién del sistema (4.1) es un tema de estudio
actual y de gran relavancia.

4.2. Meétodos de energia de Casimir y Ortega-Ratiu

En esta secciéon mostraremos el método de energia de Casimir y el método de Ortega-
Ratiu, que al igual que el método de Arnold nos proporcionan un criterio para determinar
la estabilidad en un punto de equilibrio del sistema (4.1). Nuestro principal propdsito es
demostrar el teorema que nos muestra la equivalencia de estos tres métodos, en el sentido de
que si se cumple las hipétesis requeridas para alguno de los métodos, entonces se cumplen las
hipotesis requeridas para los otros dos.

En 1985, Holm D. Marsden, estudiando la estabilidad de sistemas con estructura
Hamilton-Poisson, dio a conocer un método para determinar la estabilidad del (4.1) en un
punto de equilibrio llamado método de energia de Casimir, el cual presentamos a continuacion.

Teorema 4.2.1. (Método de energia de Casimir). Sea U C R3 un abierto y v(x) €
X(U). Supongamos que x = a € U, es un punto de equilibrio del sistema (4.1) y
que Ki,Ky € C®(U) son integrales primeras del mismo sistema. Si existe una funcion
v: R—=>R de clase C*, tal que

0
1. %( Ki+poKy )(a):()

2. D2, ( K1 +po Ky )(a) es positiva o negativa definida en U.

Entonces © =a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunowv.

Notemos como a diferencia del método de Arnold, que requiere encontrar una constante \*,
el método de energia de Casimir requiere encontrar una funcién escalar ¢ suave. Lo anterior
podria suponer una desventaja en el método, sin embargo, en algunos casos la funciéon ¢
simplifica en gran medida la expresion para la integral Ko, lo cual para fines practicos es de
gran utilidad.

Estudiando de la estabilidad de equilibrios relativos, en 1998, Ortega y Ratiu obtienen, como
corolario de sus resultados sobre la estabilidad de equilibrios relativos, el siguiente teorema.
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Teorema 4.2.2. (Método de Ortega-Ratiu). Sea U C R3 wun abierto y v(x) € X (U).
Supongamos que x = a € U, es un punto de equilibrio del sistema (4.1) y que Ki, Ky €
C>®(U) son integrales primeras del mismo sistema. Si existe una funcion ¢ : R — R de
clase C™, tal que

0
1. a( K1+(’DOK2 )((I)ZO

2. D2, ( K1 +poKs )(a), es positiva o negativa en

Wdéf{er ]:):T[gw(gong)(a)]:O}

Entonces © =a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunowv.

Notemos la similitud entre el método de energia de Casimir y el método de Ortega-Ratiu.
Pudiera pensarse que no existe diferencia relevante entre ambos métodos, sin embargo, la
restriccién al conjunto W en la hipétesis 2 del Teorema 4.2.2, para fines practicos, ayuda a
simplificar célculos (mds si se trabaja en dimensiones mayores a tres).

Ahora, vamos a probar el teorema principal de esta seccidn, el cual enunciamos a continuacién.

Teorema 4.2.3. Los siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Las hipdstesis del Teorema 4.1.1 se cumplen.
2. Las hipostesis del Teorema 4.2.1 se cumplen.

8. Las hipdstesis del Teorema 4.2.2 se cumplen.
El siguiente lema sera de ayuda en la demostracién del teroema.

Lema 4.2.1. Sean A y B dos matrices n X n reales arbitarias y sean z,y € R™. FEntonces
2TAy=2"By si,ysilosi, A=B.

Demostracién del Teorema 4.2.3. Primero demostraremos que 1 implica 2. Sea U C R3 un
abierto. Consideremos el sistema (4.1) y supongamos que a € R? es un punto de equilibrio
del sistema. Asumamos que las hipdtesis del Teorema 4.1.1 se cumplen y consideremos la
funcion ¢ : R — R, definida como

oty = X t+ 3 (t—Ka(a) )’

donde A* viene dado por el Teorema 4.1.1 y a € R.
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Realizando un breve calculo tenemos que

) (it o Ky o) = Ky - K2><x>+a<K2—K2<a>>(%?<x>>

ii) D2 ( K1+ oKy )(a) = Py +a Q

]
con P =DL(K1+X K2 )@ v @=52@ | G |

Ox | ox

Vamos a probar que la hipétesis 1 del Teorema 4.2.1 se cumple. Sustituyendo = = a en 1)
se tiene que
0

88x( Ki+po ks )a) = 5o (K1 — A" Ky )(2)

y por la hipétesis 1 del Teorema 4.1.1 se sigue que

0
a—x(Kl—i-gong )(a)=0

con lo cual probamos la hipétesis 1 del Teorema 4.2.1 se cumple.

Ahora, vamos a probar que la hipétesis 2 del Teorema 4.2.1 se cumple. Notemos que por
el Lema 4.1.2 (@ es simétrica y positiva semidefinida. Nuevamente por el Lema 4.1.2 y
de la hipdtesis 2 del Teorema 4.1.1 se tiene que Py» > 0, para toda x € W; lo cual es
necesario y sufuciente para que x'Q =0, donde W es el conjunto definido en el Teorema
4.1.1. Lo anterior nos proporciona las condiciones requeridas para poder utilizar el Lema
4.1.1, el cual nos asegura que existe a*, tal que Py + a* Q > 0, lo que implica que
D2,( K1+ po Ky )(a) > 0. Asf probamos que la hipétesis 2 del Teorema 4.2.1 también se
cumple y con ello demostramos la primera implicacién de nuestro teorema.

A continuacién demostraremos que 2 implica 3. Para demostrar esta implicacién basta probar
que D2 ( Ki+¢oKsy)(a)>0 en

5 def

0
tal como en el Teorema 4.2.2. Pero por la hipdtesis 2 del Teorema 4.2.1 se tiene que
D2, ( K1 +¢oKs )(a) >0 un todo U y teniendo en cuenta que W C U, la implicacién

queda demostrada.

Por dltimo, vamos a probar que 8 implica 1. Supongamos que se cumplen las hipétesis del

Teorema 4.2.2 y sea A\* = —¢'( Ky(a) ). Primero vamos a probar que la hipétesis 1 del
Teorema 4.1.1 se cumple. Realizando unos breves célculos se obtiene que
0

DK =\ Ky )(a) = 2K+ g0 K )(a)
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Luego, por la hipétesis 1 del Teorema 4.2.2 %( K1+ ¢o Ky )(a) =0, lo que implica que
8%( K; — X\ K3 )(a) =0 y por tanto demostramos que la hipétesis 1 del Teorema 4.1.1 se

cumple.

Por otra parte, definamos

def + 0Ky
{acv 10702 w0}
y notemos que por la definicién de W en el Teorema 4.2.2 se sigue que
—~ 0
W {xEU\xTa(gong)(a):O}
x

= {er | )\*[xT%{?(a)]:O}

y ya que A* puede ser cero, se tiene W C w.

Ahora, sean z,y € R3 arbitarios. Haciendo los calculos pertinentes se obtiene la siguiente
igualdad

2N [ DL (KityoKz)(a) ]y = 2" [DIL(Ki—A Ky)(a) ]|y +

. OK. K. T
&' (Kola)) zT[a;<a>(8;<a>) ]y

Luego, si z,y € W, entonces el segundo sumando de la igualdad anterior, por el Lema 4.1.2,
es igual a cero, y por tanto

2 [Di(Ki+goky)(a) ]y = z' [DL(Ki -\ Kz )(a)]y
De lo anterior y usando el Lema 4.2.1 se sigue que
DZ,( Ki+¢o Kz )(a) = DI, ( Ki — X' K> )(a)

y por la hipétesis 2 del Teorema 4.2.2 se concluye que D2, ( K; — A\* K )(a) es positiva o
negativa definida en W, de esta manera se demuesta que la hipétesis 2 del Teorema 4.1.1 se
cumple.

|

En resumen la equivalencia entre los 3 métodos de energia analizados en esta seccién, muestran
que si se determina la estabilidad en un punto de equilibrio del sistema (4.1) utilizando
dos integrales primeras con alguno de los tres métodos, entonces los otros dos también
proporcionaran la estabilidad del punto de equilibrio utilizando las mismas dos integrales
primeras. De este modo podemos elegir el método mas conveniente desde un punto de vista
practico. De igual manera, dado que los calculos pueden llegar a ser engorrosos en algunos
casos, es importante tener en mente que si no se puede determinar la estabilidad en un punto
de equilibrio del sistema (4.1) utilizando las integrales primeras K7 y K5 con alguno de los tres
métodos, entonces no podemos determinar la estabilidad en el punto de equilibrio utilizando
los otros dos métodos con las mismas dos integrales primeras.
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4.3. Aplicacion al sistema del trompo de Euler

El movimiento de un cuerpo rigido sometido a fuerzas externas es uno de los problemas
més fascinantes de la mecéanica cldsica. El extrano comportamiento de un trompo que apoyado
en el piso rehusa caer ha atraido a ninos y adultos desde tiempo inmemorial; la teoria sin lugar
a duda también atrae a fisicos y matematicos por igual. Ha de saberse que los sistemas que
modelan el movimiento de un trompo bajo la influencia de la gravedad no son en general
integrables. Sin embargo, hay tres famosos casos que si lo son, el de Euler, Lagrange y
Kovalevskaya.

El trompo de Euler describe un trompo sin ningin tipo de simetria particular que se
mueve en ausencia de fuerzas de torsiéon. En esta seccién utilizaremos los métodos de energia
para determinar bajo que condiciones los puntos de equilibrio del sistema que modela el
movimiento anteriormente descrito, denominado trompo de Euler, son estables en el sentido
de Lyapunov. Abordaremos los casos de los sistemas del trompo de Euler asociados a las
algebras SO(3) y SL(2;R).

4.3.1. Caso SO(3)

Consideremos el sistema del trompo de Euler

1 = (c2—c3)ran3
Ii‘g = (03 — Cl){L‘ll'g (4.2)
3 = (a1 —c2)r122

con ¢; #0€ER y ¢;#¢j si 1 #35; 1,7 =1,2,3.

Notemos que el campo vectorial asociado al sistema del trompo de Euler estd bien definido
en U = R3. No es dificil verificar que el sistema (4.2) admite las siguientes dos integrales
primeras, que también estan bien definidas en todo R3,

1

K1 = 5(011’%4‘021‘%4‘635{?%)
1

Ky = §(x%+a?§+x§)

Lo primero que debemos determinar, para poder aplicar los métodos de energia, son los puntos
de equilibrio del sistema (4.2). Mediante un sencillo cdlculo se obtiene que éstos son

ai=0de; y  ag=(0,0,0) (4.3)

donde {e;} representa la base canénica en R?* y § # 0 € R3, con i = 1,2,3. Observemos que
no se trata de puntos de equilibrio aislados sino mas bien de una cantidad no numerable de
éstos, precisando cada punto preteneciente a algin eje coordenado en el espacio de fases es
un punto de equilibrio del sistema (4.2).
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Con los elementos anteriores, procederemos a aplicar los respectivos métodos de energia para
determinar si es posible bajo ciertas condiciones en los pardmetros ¢; que cada punto de
equilibrio del sistema (4.2) sea estable en el sentido de Lyapunov.

Método de Arnold

Desarrollaremos los célculos primeramente en torno a los puntos de equilibrio a; = de;, ya
que por simetria los casos ¢ = 2,3; se realizan de manera andloga, y posteriormente para el
punto de equilibrio ag = (0,0,0). En el primer caso se tiene que

1. %(Kl — XN*Ks)(a1) =[ (c1 — A*)d,0,0 ], por tanto

0
— (K7 — MK =0
B K1 2)(a1)
si, y sélo si, A" =¢;.
0 0 0
2. Dgaz(Kl — N K)(ar) = 0 co—c1 0 , con lo cual
0 0 c3 —C1

wT [ Dazcx(Kl — )\*KQ)(al) ] w = (CQ — Cl)’w% + (03 — cl)wg

donde we W { we RS | MT%(al) =0 } ={weR® | w=(0,w,wy) }. Por
tanto, D2_(K; — A*K2)(a1) es positiva definida en W si co —c; >0 y c3—c1 >0,
y es negativa definidaen W si co —c1 <0 y ¢c3—c1 <O0.

Para el punto de equilibrio ag, se tiene que

1. (%(Kl — A*K3)(ag) = 0. Por tanto, se puede fijar A\* € R de manera arbitraria.

c1 — \* 0 0
2. D2, (K1 — M K>)(ag) = 0 cg — \* 0 , con lo cual
0 0 c3 — A"

w' [ D2, (K1 — A K>)(ag) | w = (c1 — A)wi + (c2 — A )w3 + (c3 — \*)w}

donde we W & { weR3 | wT%(ag) =0 } = R3. Por tanto, D2_(K; — \*K3)(ap)
es positiva definida en W si ¢; — A* > 0 y es negativa definida en W si ¢; — A* < 0,
para toda ¢ =1,2,3.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar A* = 0 y en tal caso las
condiciones para que D2 (K7 — A*Ks)(ag) sea positiva o negativa definida en W se
reducen a que ¢; >0 6 ¢; <0, para toda i=1,2,3; respectivamente.
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Empleando todos los resultados anteriores y utilizando el Teorema 4.1.1 desprendemos la
siguiente proposicién.

Proposiciéon 4.3.1. El sistema del trompo de Fuler

1 = (c2 —c3)raxs
Ty = (cz3—c1)rias
3 = (c1 — )12

con ¢; #0€R y ¢ #c¢; si i#j; 1,5 =1,2,3. Posee unicamente los siguientes puntos
de equilibrio
a; = de; Yy ap = (0,0,0)

donde {e;} representa la base candnica en R® y 6§ #0€R3, coni=1,2,3.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov para cada punto de equilibrio estd determinado por
las siguientes condiciones

i) Los puntos de equilibrio a;, para cada i = 1,2,3 fijo; son estables en el sentido de
Lyapunov si ¢j —c; >0 con i # j, para todo j=1,2,3.

i1) Los puntos de equilibrio a;, para cada i = 1,2,3 fijo; son estables en el sentido de
Lyapunov si c¢j —c; <0 con i# j, para todo j=1,2,3.

ii1) El origen ag es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov si c1,ca,c3 >0
0 c1,c0,c3 <O0.
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Método de energia de Casimir

Comenzaremos observando que el campo que determina al sistema (4.2) estd definido en el
abierto U = R3, aclarar esto es importante para poder utilizar correctamente el método
en cuestién (Teorema 4.2.1). Ahora, definamos para cada punto de equilibrio a; del sistema
(4.2), con i=1,2,3; las siguientes funciones escalares

pilt) = —eit + 5 (1 = Kala) )?

con «a #0.

Desarrollaremos en primer lugar los calculos para el caso i = 1, ya que los casos restantes
por simetria se realizan de manera andloga, posteriormente efectuaremos el analisis en torno
al punto de equilibrio ag. Para el primer caso tenemos que

1. (K1 + @10 Ks)(a1) = [ 0, (c2 — e1)ma, (3 — €1)T3 Jo(5,0,0) = 0

N
2. D2, (K1 4 ¢1 0 Kz)(a1) = D3, (K1 — c1 Ka)(a1) + « [ 952 (ay) ] 082 (ay)

ad? 0 0
= 0 Cy — C1 0 (4.4)
0 0 C3 — C1

con lo cual tenemos que

w' [ D2, (K1 + ¢1 0 Ko)(a1) | w = ad®wi + (co — c1)wj + (c3 — c1)w]

con w € R3. Por tanto fijando a > 0, la matriz D2, (K; + ¢1 0 K2)(a1) no puede ser
negativa definida, sin embargo, es positiva definida bajo la condiciéon que co —c; >0 y
c3—c; > 0. De igual manera, fijando a < 0, la matriz D2, (K7 + 10 K3)(a1) no puede
ser positiva definida, sin embargo, es negativa definida bajo la condicién que cs—cy < 0
y c3—c1 <0.

Notemos como las condiciones anteriores para las constantes ¢;, ¢ = 1,2,3; coinciden con las
halladas mediante el método de Arnold. Por medio de un anélisis similar se puede constatar
que para los puntos de equilibrio as y a3 las condiciones también coinciden.

Para el punto de equilibrio ag definimos la funcién escalar ¢o(t) = t (5§t — A*), de esta
manera se tiene que

1. Z(K1+ @10 Ka)(a1) = [ (c1 — A*), (c2 — A)a2, (3 — A)23 |y—(0,0,0) = O

2 2 B 9K T oK,
2. D7, (K1 + @10 Ka)(a1) = Dy, (K1 — c1Ka)(a1) + a | 52 (a1) | “g2(a1)
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Cc1 — ¥ 0 0
- 0 c—-X 0 (4.5)
0 0 c3— ¥
con lo cual tenemos que

w! [ D?m(Kl + 1 0 Ka)(a1) ] w=(c1 — )\*)w% + (eo — /\*)wg + (3 — )\*)wg

con w € R3. Por tanto, D2, (K; — A\*K2)(ag) es positiva definida si ¢; — A\* >0 y es
negativa definida si ¢; — A* < 0, para toda i =1,2,3.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar A* = 0 y en tal caso las
condiciones para que D2 _(K; — A*K>3)(ag) sea positiva o negativa definida se reducen
aque ¢; >0 6 ¢; <0, paratoda 7=1,2,3; respectivamente.

Reiteramos el notar que las condiciones anteriores para las constantes ¢;, ¢ = 1,2, 3; son iguales

a las que se determinan mediante el método de Arnold.

Empleando todos los resultados anteriores y utilizando el Teorema 4.2.1 se desprende la
Proposicion 4.3.2.

Método de Ortega-Ratiu

Para aplicar este método (Teorema 4.2.2) al sistema (4.2), en virtud de la estrecha similitud
que guarda con las hipdtesis necesitadas para utilizar el método de energfa de Casimir
(Teorema 4.2.1), nos basta determinar el conjunto W requerido por el Teorema 4.2.2 para
definir, en cada punto de equilibrio a;, 2 = 0,...,3; las condiciones para las constantes ¢; del
sistema (4.2) bajo las cuales la matriz D2, (K + ¢; o K2)(a;) es positiva o negativa definida
en dicho conjunto, donde las funciones escalares ¢; son las mismas que se definieron en el
método anterior.

Para el punto de equilibrio a; tenemos que

W= {wer | Wl S K | =0 |
= {weR | w=(0,wy,ws3) }
asi, usando (4.4) se tiene que
w' [ D7, (K1 410 Ka)(a1) Jw = (ca — er)ws + (c3 — e1)ws

con w € W. Por tanto la matriz D2, (K1 + ¢1 0 K3)(a1) es positiva definida en W si
ca—c1 >0y cg—cy >0, yesnegativa definida en W si co—c1 <0 y ¢3—c1 <O.
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Podemos observar de los calculos anteriores como las condiciones para las constantes c¢; son las
mismas que las encontradas por medio del método de Arnold. Realizando un anélisis similar
para los puntos de equilibrio ag y ag se puede confirmar que las condiciones halladas también
coinciden.

Ahora, para el punto de equilibrio ag se tiene que

W= {wer | ol S Kaa) | =0 |
= R3

y por tanto, para este punto de equilibrio el andlsis y las concluciones son las mismas que en
el método de energia de Casimir.

Con todos los resultados anteriores y usando el Teorema 4.2.2 se concluye la Proposicién 4.3.2.

Por 1ltimo, recordemos que si el sistema dindmico (4.1) admite una integral primera, las
trayectorias de este sistema permanecen en las superficies de nivel de la integral primera.
Utilizando este hecho, realizaremos un breve analisis para determinar que, si al restringir el
sistema (4.2) a las superficies de nivel de la integral primera Ky, existen valores de ¢ tales
que algunos de los puntos de equilibrio dados por (4.3) son puntos de equilibrio del sistema
restringido y si es posible determinar estabilidad en cada uno de ellos utilizando la Proposicion
4.3.1. Con este fin, consideremos la ecuacion Ko = constante, esto es

1
5@+ 25 +25) =p (4.6)

con p € R. Dividiremos el andlisis en tres casos, que corresponde a los valores p=0,p >0y
p < 0.

Caso p=0

En este caso el tnico punto que satisface (4.8) es el origen ag el cual es punto de equilibrio
del sistema (4.2) y la estabilidad de este punto, bajo las condiciones de la Proposicién 4.3.1,
depende dnicamente de los pardmatros ¢;, i = 1,2, 3; del sistema (4.2).

Caso p >0

En este caso las superficies de nivel de la integral primera Ko son esferas centradas en el
origen de radio y/2p. Restringiendo el sistema (4.2) a estas superficies resulta que solamente
posee seis puntos de equilibrio los cuales son, en términos de (4.3),

ali = §te;
con 0% = ++/2p,i=1,2,3. Lo cual concuerda con lo que se puede apreciar geométricamente,
ya que como se observé anteriormente (4.3) nos dice que cada punto perteneciente a algin eje
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coordenado del espacio de fases es un punto de equilibrio y éstos son lo Unicos que posee el
sistema (4.2), por tanto los puntos de equilibrio del sistema (4.2) restringido a las superficies
de nivel de K> seran las intersecciones de éstas con los ejes coordenados, que en este caso
son las intersecciones de estos ejes con las esferas de radio /2p, tal como se ilustra en la
Figura 4.1. La estabilidad de cada uno de estos puntos de equilibrio, en el contexto de nuestro
estudio y bajo las condiciones de la Proposicién 4.3.1, depende tinicamente de los pardmatros
¢i, 1 =1,2,3; del sistema (4.2).
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Figura 4.1: Superficie de nivel Ks =p, con p >0

Caso p< 0

En este caso no existe punto alguno que satisfaga (4.8).

4.3.2. Caso SI(2;R)
Consideremos el sistema del trompo de Euler
Ty = —(CQ + 63).7:2.7:3

To = (Cl + 63)1'1.%'3 (4.7)

(Cl — Cg)xle

T3
con ¢; Z0€eR,i=1,2,3;c1+c2#0,c1+c3#0 y ¢ # ca.

Notemos que el campo vectorial asociado al sistema del trompo de Euler estd bien definido
en U = R3. No es dificil verificar que el sistema (4.2) admite las siguientes dos integrales
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primeras, que también estan bien definidas en todo R3,

1

K = §(clm%+62x%—|—03x§)
1
K o= l@ad-a)

Lo primero que debemos determinar, para poder aplicar los métodos de energia, son los puntos
de equilibrio del sistema (4.2). Mediante un sencillo cdlculo se obtiene que éstos son

a; = 562’ Yy ap = (0,070)
donde {e;} representa la base canénica en R? y § #0 € R3, coni=1,2,3.

Con los elementos anteriores, procederemos a aplicar el método de Arnold (Teorema 4.1.1)
para determinar si es posible bajo ciertas condiciones en los parametros c¢; que cada punto
de equilibrio del sistema (4.2) sea estable en el sentido de Lyapunov. Lo haremos tinicamente
con el método de Arnold ya que como se mostré en el Caso SO(3) se obtienen los mismos
resultados con los otros dos métodos.

Método de Arnold

Desarrollaremos los célculos primeramente en torno al punto de equilibrio a;. En este caso se
tiene que

1. (%(Kl — XN*K2)(a1) =[ (e1 — A*)0,0,0 ], por tanto

0

— (K1 — N'K =0
B 1 2)(a1)
si, y sélo si, A" =¢;.
0 0 0
2. Dgz(Kl — N Kz)(a1) = 0 co—c1 0 , con lo cual

0 0 c1+cs
w! [ D2 (K1 — AN'K3)(aq) ] w=(cg — cl)w2 +(e1+c )w2
T 2 1 3 3

donde wEWd:ef{weR?’ ]uﬂ—%(al)ZO}:{weR3 | w=(0,wy,ws) }. Por

tanto, D2 (K; — A*K2)(a1) es positiva definida en W si co —c; >0 y ¢ +c3 > 0,
v es negativa definida en Wsi co —c1 <0 y ¢1 +¢c3 <O.
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Para el punto de equilibrio as, se tiene que

L. a%(Kl — N Kj)(az) =[0,(ca —A*)0,0 ], por tanto

0
— (K1 — 'K =0
5, K1 2)(a2)
si, y sélo si, A* = co.
Cl1 — C2 0 0
2. D2 (K1 — M Kj)(az) = 0 0 0 , con lo cual

0 0 cog+c3
w' [ D2,(K1 — N K>)(az) | w = (c1 — e2)wi + (e2 + c3)w3
xT 1 2 3) W3

donde wEWd:ef{wGR?’ ]wT%(ag)ZO}:{wGRS’ | w=(wi,0,ws3) }. Por

tanto, D2_(K; — A*K>3)(a2) es positiva definida en W si ¢ —c2 >0 y ca +c3 >0,
y es negativa definidaen W si ¢ —co <0 y co 4¢3 <O0.

Para el punto de equilibrio as, se tiene que

L. a%(Kl — N'K3)(a3) =10,0,(c3 + A*)d ], por tanto

0
— (K1 — MK =0
5, K1 2)(a2)
si, y sélo si, A\* = —c3.
c1+c3 0 0
2. D?:x(Kl — XN*K3)(a3) = 0 co+c3 0 |, conlocual

0 0 0

w' [ D2,(K1 — N K>)(a3) | w = (c1 + es)wi + (2 + c3)w}

donde w e W ¥ { weR3 | wT%(ag) =0 } ={weR® | w=(wi,ws,0) }. Por
tanto, D2,(K; — \*K3)(a3) es positiva definida en W si ¢; +c3 >0 y ca+c3 > 0,
y es negativa definidaen W si ¢ +c¢3<0 y ca+c3 <O0.

Para el punto de equilibrio ag, se tiene que

1. a%(Kl — A*K3)(ag) = 0. Por tanto, se puede fijar A\* € R de manera arbitraria.
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CcC1 — A* 0 0
2. D2, (K1 — A K3)(ag) = 0 cp — A" 0 , con lo cual
0 0 c3 4+ A*

w' [ D2, (K1 — N Ka)(ag) | w = (e1 — \)wi + (e — N)w} + (3 + N\*)w?

donde we W & { weR3 | wTaaI? (ap) =0 } = R3. Por tanto, D2, (K| — A*K3)(ap)
es positiva definida en W si ¢; — A* > 0 y es negativa definida en W si ¢; — A* <0,
para toda ¢ =1,2,3.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar A* = 0 y en tal caso las
condiciones para que D2, (K7 — A\*K3)(ag) sea positiva o negativa definida en W se
reducen a que ¢; >0 6 ¢; <0, paratoda ¢ =1,2,3; respectivamente.

Empleando todos los resultados anteriores y utilizando el Teorema 4.1.1 desprendemos la
siguiente proposicién.

Proposicién 4.3.2. El sistema del trompo de Fuler

1 = —(c2+ c3)raxs

T (c1 4 c3)xix3
3 = (1 —c2)zixg

con ¢ #0eR, i=1,23;¢c14+c2#0,c1+c3#0 y c1 # ca. Posee unicamente los
siguientes puntos de equilibrio

a; = 56’[ ) ap = (0’ 0’ O)

donde {e;} representa la base candnica en R® y 6 #0€R3, coni=1,2,3.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov para cada punto de equilibrio estd determinado por
las siguientes condiciones

i) Los puntos de equilibrio ay son estables en el sentido de Lyapunov si co > ¢1 > —c3
0 o< < —c3.

i1) Los puntos de equilibrio ag son estables en el sentido de Lyapunov si c¢3 > ca3 > —c3
0 1 <o < —c3.

ii1) Los puntos de equilibrio a3 son estables en el sentido de Lyapunov si ¢y +c3 >0 y
cat+c3>0 0 c1+c3<0 y co+c3<0.

iv) El origen ay es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov si c1,c,c3 >0
0 c1,c2,c3 <O0.
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Por ultimo, al igual que en el Caso SO(3), realizaremos un breve anélisis para determinar si
existen valores de ¢ tales que algunos de los puntos de equilibrio dados por (4.3) son puntos
de equilibrio del sistema restringido a las superficies de nivel de la integral primera Ko y si
es posible utilizar la Proposicién 4.3.1 pra determinar estabilidad en cada uno de esos puntos
de equilibrio. Recordemos que, por una observaciéon hecha en el Caso SO(3), los puntos de
equilibrio del sistema (4.2) restringido a las superficies de nivel de K» serdn las intersecciones
de éstas con los ejes coordenados del espacio de fases.

o

’l/""a'";:?l
e,
Figura 4.2: Superficie de nivel Ky =0
Consideremos la ecuacién Ko = constante, esto es
1(2+ 2 2)_ (48)
2 1 Lo I3) =P .

con p € R. Dividiremos el andlisis en tres casos, que corresponde a los valores p=0,p >0y
p < 0.

Casop=0

En este caso la superficie de nivel de la integral primera K5 resulta ser un cono (cono infinito) y
al restringir el sistema (4.2) a esta superficie el tinico punto de equilibrio que posee es el origen
ag (ver Figura 4.2) cuya estabilidad, en el contexto de nuestro estudio, depende tinicamente
de los pardmetros c¢;, i = 1,2,3; del sistema (4.2) bajo las condiciones de la Proposicién
4.3.2.
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Caso p >0

En este caso las superficies de nivel de la integral primera Ko son hiperboloides de una hoja.

Restringiendo el sistema (4.2) a estas superficies resulta que posee solamente cuatro puntos
de equilibrio los cuales son, en términos de (4.3),
af = 6Fe;

con 8% = 4./2p, i =1,2. Lo cual concuerda con lo que se puede apreciar geométricamente
en la Figura 4.3 La estabilidad de cada uno de estos puntos de equilibrio, en el contexto de
nuestro estudio y bajo las condiciones de la Proposicién 4.3.2, depende unicamente de los

pardmatros ¢;, i = 1,2, 3; del sistema (4.2).

<
3
T v
e e
e =
T A et A P A
EETeee SR
e e P ey
e S A
ek v o e e iy ey 1%
e s
e e O ety e
S o004
S ST

il
!

T9

%
i
ety

5 Ao ARG
VS ATy Al iy
1 i S
S, T e B
T i,
Ty i o s
SOy i g B o I e
O TNy oy S Ay o v
e i e e L BT A
S S eerna
ST oSSS. e
AR e

Figura 4.3: Superficie de nivel Ks =p, con p > 0

Caso p<0

En este caso las superficies de nivel de la integral primera K5 son hiperboloides de dos hojas.
Restringiendo el sistema (4.2) a estas superficies resulta que posee solamente dos puntos de

equilibrio los cuales son, en términos de (4.3),
+ +
ay =0"e3

con 6T = 4,/=2p. Lo cual concuerda con lo que se puede apreciar geométricamente en la
Figura 4.4. La estabilidad de cada uno de estos puntos de equilibrio, en el contexto de nuestro
estudio y bajo las condiciones de la Proposicién 4.3.2, depende tnicamente de los paramatros

¢iy 1= 1,2, 3; del sistema (4.2).
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Apéndice A
Formas Bilineales y Formas Cuadraticas

Se analizara de manera general el espacio de las formas bilineales sobre un espacio
vectorial real de dimension finita. Se introduce la matriz de una forma bilineal en una base
ordenada y se establece el isomorfismo entre el espacio de las formas y el espacio de matrices
n X n. Se define el rango de una forma bilineal y se introducen las formas bilineales simétricas.

Formas bilineales. Sea V' un espacio vectorial real. Una forma bilineal en V' es una funcién
f: VxV =R, tal que

fla1vy + agva, u) = aq f(v1,u) + agf(va, u)

(v, cquy + agug) = o f(v,ur) + ao f(v, ug)

para todo u, v, uy, uz, v, v9 € V; ai,as € R,

Noétese que el nombre bilineal deriva del hecho que, f es lineal como funcién de uno de cada
uno de sus argumentos. El conjunto de todas las formas bilineales sobre V' es un subespacio
vectorial del espacio de todas las funciones de V x V' en R.

Al igual que las transformaciones lineales, fijando una base en V', las formas bilineales pueden
caracterizarse por una matriz. Esto ultimo lo expresamos en los siguientes términos: Sea
n=dim(V), {e;};—, unabaseen Vy wv,u vectores en V con

n n
’U:inei Yy u:Zylel
i=1 i=1
De la definicion de forma bilineal, se tiene que
n
fo,u) =Y Bijzy; =z By (A1)
i,j=1

donde Bjj = f(es,ej) y B=[DBjj],,, siendo x e y los vectores de coordenadas de
v y wu, respectivamente, en la base {e;};_;. A la matriz B se le denomina la matriz de B
en la base {e;};;.

De lo anterior, toda forma bilineal en V' es del tipo (A.1) para alguna matriz n x n con
entradas reales. Reciprocamente, dada una matriz B n x n, (A.1l) define una forma bilineal
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fB sobre V. El siguiente resultado asegura la veracidad de lo anteriormente mencionado,

Proposicién A.0.3. Sea V un espacio vectorial real. Para cada base {e;}; en'V, la funcion

que asocia a cada forma bilineal en V' su matriz en la base {e;};_,, es un isomorfismo del
espacio de las formas bilineales sobre el espacio de las matrices n xn sobre R.

La demostracién de la proposicién anterior puede ser consultada en la referencia [9, p. 356]. En
lo que resta del texto se referira a la matriz de f asociada a una base arbitraria, inicamente
como la matriz de f, salvo que sea importante distinguirla.

Al igual que para las transformaciones lineales, interesa saber como se transforma la matriz
de una forma bilineal bajo cambios de base. Para ello, sean {e;};, y {€};_, dos bases

distintas en V, si
n n
v = Ti€; Yy U= Yi€i
i=1 =1
se sigue que
f(?./, U) = :AL:TB 37

donde B es la matriz de f en la base {¢;};—, , siendo Z e ¥ los vectores de coordenadas
de v y wu respectivamente en la misma base.

Si U es la matriz de transicién entre las bases, es decir,

n
e = E Ujiej,
Jj=1

entonces de la Proposicién A.0.3 se sigue
B=U'BU (A.2)

donde B es la matriz de f en la base {e;};;, con U=[Uj ] ..y det(U)#D0.

Una consecuencia de la férmula (A.2) para el cambio de base es que si B y B son matrices
que representan la misma forma bilineal en V' en bases diferentes, entonces B y B tienen
el mismo rango. De esta manera, se define el rango de una forma bilineal f como el rango de

la matriz B de f. Se denotard el rango de la forma bilineal f como rank(f).
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Se define el (espacio nulo) nicleo de una forma bilineal f, como

ker(f) € {ueV | flv,u)=0, YveV}.

Es importante observar en la definicién la posicién que el vector u ocupa dentro del argumento
de la forma bilineal f. Se dird que la forma bilineal f es no degenerada si ker(f) =0, lo que
es equivalente a pedir que det(B) # 0, con B la matriz de f.

Si W C V es un subespacio vectorial y f una forma bilineal en V', se define el complemento
ortogonal de W como

Wt u eV flwu)=0 YweW }.

Es interesente mencionar que en el contexto de la definicién anterior, el nicleo de una forma
bilineal f sobre V, se puede considerar como el complemento ortogonal del espacio vectorial
V. Es conocido que en general dim(W) + dim(W+) > dim(V). Por ello, se mostrara el
siguiente criterio que da condiciones para que se de la igualdad

Criterio A.0.1. Sea V wun espacio vectorial y W C V subespacio vectorial. Sea f una
forma bilineal en V. Si f‘W es no degenerada, entonces

V=WaoWw!t = wnwt={0

donde f’W es la restriccion de la forma bilineal f a W.

Formas bilineales simétricas. Una pregunta importante al momento de estudiar formas
bilineales es la siguiente: si f es una forma bilineal en V' cudndo existe una base de V en la
que f esté representada por una matriz diagonal?. Se mostrard que esto es posible si, y sélo
si, f es una forma bilineal simétrica.

Sea V un espacio vectorial real y f una forma bilineal en V. Se dice que f es una forma
bilineal simétrica si

f(vvu) = f(ua U)

para cualesquiera wu,v € V.

Es de notar de la definicién anterior, que f es una forma bilineal simétrica si, y sélo si, su
matriz B es simétrica, es decir, B' = B. En particular, si existe una base en V tal
que la forma bilineal f esté representada por una matriz diagonal, entonces f es simétrica,
ya que cualquier matriz diagonal es una matriz simétrica. La proposicién que se enuncia a
continuacién muestra que dicha base siempre existe.

Proposicion A.0.4. Sea V' un espacio vectorial real. Cada forma bilineal f en V, admite
una base ortogonal en V. {e;}!" |, es decir, f(ei,ej) =0 si i+#j.
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Demostracion. Supongamos que dim(V) =n. Si f=0 6 n =1, el teorema es evidente.
Por tanto, se puede suponer que f#0 y n>1. Como f #0, existe w# 0 en V tal que

flw,w) #0.

Sea W = (w), esto es, el subespacio de V' generado por el vector w. Luego, f |, es no
degenerada y por el Criterio A.0.1 se sigue que V =W @ W+,

Haciendo e; = w, aplicando el proceso anterior a la forma bilineal simétrica fi = f [0 ¥
continuando inductivamente construimos la base ortogonal {e;}; ,,i=1,...,n.

d

Formas cuadraticas. Sea V un espacio vectorial. Una forma cuadrdtica en V es una funcién
q: V — R, tal que, para toda u,v €V

L. g(~v) = q(v)

2. La funcién f;: V xV — R definida como

) 2 Lol tv) — a(u) — g(v) ] (43)

Q.
-

es una forma bilineal.

El lado derecho de la igualdad en (A.3) se conoce como polarizacion de q.

Nétese que la forma bilineal (A.3) asociada a la polarizacién de ¢ es simétrica. Las formas
cuadraticas y las formas bilineales asociadas a su respectiva polarizacién cumplen dos
propiededes interesantes que es conveniente mencionar, para ello enunciamos la siguiente
proposicién.

Proposicién A.0.5. Sea V un espacio vectorial. Sea q una forma cuadrdtica en V' y f,
la forma bilineal asociada a la polarizacion de q. Entonces

1. q(0)=0
2. q(u) = fy(u,u), para toda weV

Demostracion. Sea v = —u con u € V. Sustituyendo v en (A.3) se sigue que
1
foluu) = 5[ 2¢(u) —q(0) ] (A4)
luego, haciendo u = 0 se tiene que
1
5[24(0) —q(0)] = 0

por lo que se concluye que ¢(0) = 0. Por tltimo de (A.4) se tiene que

folu,u) = q(w).



Formas Bilineales y Formas Cuadraticas 81

|

La siguiente proposicién es importante ya que, junto con la definicién de forma cuadratica en
V', asegura una correspondencia entre formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.

Proposicion A.0.6. Sea V un espacio vectorial real y sea f una forma bilineal simétrica
sobre V. Entonces la funcion definida por

es una forma cuadrdtica en V para todo u € V.

Demostracion. Sean u,v € V, luego

qr(—u) = f(-u,—u)
fu,u)
= q(u) .

Por otra parte, nétese que

f(u7v) = [f(u+v7u+v)_f(uvu)_f(vvv)]

N =N =

[ qr(u+v) —qr(u) —qr(v) ]

la cudl por hipétesis es una forma bilineal.

|

Debido a la correspondencia que existe entre formas cuadraticas y formas bilineles simétricas,
se pueden hacer consideraciones andlogas a las que se hicieron para formas bilineales, y obtener
resultados que son muy ttiles para el estudio de formas cuadréticas. Por ejemplo, si {e;};

es una baseen V' y
n
v = E ;€4
i=1

un vector en V, por la Proposicién A.0.5 se tiene que
_ T
qv)=x Bz, (A.5)

donde z es el vector de coordenadas de v en la base {e;}; , y B esla matriz de ¢ cuyos
elementos se definen como B;; = by(e;, e;) = 2 [ qle; + ¢;) — q(ei) — qlej) |.

Lo anterior indica que cada forma cuadratica en V se caracteriza por una matriz cuadrada y
que ademaés resulta ser simétrica. Al igual que para formas bilineales, interesa saber como se
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transforma dicha matriz bajo cambios de base. Para ello, sea ¢ una forma cuadratica en V' y
sean {e;};, y {€};—,; dos bases distintas en V, si U es la matriz de transicién, es decir,

n
€, = E Ujiej
Jj=1

)
entonces la matriz de ¢ en la base {€;}, es

B=U"BU

donde B es la matriz de ¢ en la base {e;}; ,, con U =[Uj; | y det(U) # 0.

nxn
Se denotara el rango de una forma cuadratica en V, g, por rank(q), la cual se define como
el rango de su matriz B, es decir, rank(q) = rank(B).

Se mostré en lineas anteriores que para cada forma bilineal simétrica existe una base ortogonal,
esto es, una base en la cual la matriz que representa a la forma, bilineal simétrica es una matriz
diagonal. Un resultado andlogo afirma que para cada forma cuadratica en V, ¢, existe una
base en la cual la matriz de ¢ no sélo es diagonal, sino que los elementos de la diagonal son
unicamente 1’s, —1s y/é 0’s. La proposicién que se presenta a continuacién, quizad la mas
importante de esta seccién, formaliza lo anteriormente expuesto.

Proposicién A.0.7. Sea V wun espacio vectorial real, con  dim(V) = n. S
q es una forma cuadrdtica en V, entonces existe una base candnica en V
{617 ] 687 68+17 ] 87’7 67”+17 ctty €n }) tal que
2 2 2 2
q0) =3+ @t — et = a?

n

para toda v = Z:piei enV y donde r =rank(q) <n y s no depende de la eleccion de la
=1

base candnica. A s € NU{0} se le denomina indice de inercia.

Demostracion. Supongamos que rank(q) = r. Por la Proposicién A.0.4 existe una base
ortogonal {€;} en V en la cual la matriz B de ¢ se puede expresar como

B 0
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con BH#O, ey BTT#O.

n

De lo anterior y de la férmula (A.5) se sigue que, para cada cada v = Z xie; en 'V,

i=1
_ 2 2
q(v) = Buiz{ + - + By,
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
Bi1 >0, ..., Bss>0 Yy Bs+15+1<0,...,BTT<O.
Haciendo
€i :
e = 5 parat=1, ..., s
¢ i =s+1
e; = , para i = s g e, T
' —Bi;
se obtiene la base {e1, ..., €5, €541, ---y €ry €41, ..., € }, la cual cumple con las

propiedades establecidas en el teorema.

Por 1ultimo, se demostrard que el entero no negativo s es independiente de la base particular
que tenemos. Sea { €1, ..., €, €41, ---5 €r, €r+1, ..., €y }, Otra base candnica en V. Para

n
cada v = g T;e; en V, se tiene que
i=1
_ 2 ~2 =2 ~2
qv) =Z1+- + T — T — - T

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que t < s. Sean

~

L={(e, ..., es) Yy L={(€y1, ..., €n)

los espacios generados por los primeros s elementos de la base canénica {e;};" ; y los tltimos
n —t elementos de las base candnica {€;}, respectivamente. Notemos que para cada v # 0,
se cumple que, ¢(v) >0 si veL y q(v)<0 si wve€ L. Porotra parte,

dim(LNL) = dim(L)+ dim(L) — dim(L + L)
> s+(n—t)—n
= s—t>0

por lo que existe a € LN E, tal que

q(a) >0 y qa) <0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se concluye que t = s.
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d

Se presenta a continuacién una clasificacion de formas cuadraticas que, para fines practicos,
resulta ser de gran utilidad: Sea ¢ una forma cuadratica en V, se dird que q es

1. Positiva definida si q(v) > 0, para todov #0€ V.
2. Negativa definida si q(v) < 0, para todov #0 € V.
3. Positiva semidefinida si q(v) > 0, para todo v € V.

4. Negativa semidefinida si q(v) <0, para todo v € V.

En el contexto de la clasificacién anterior y como consecuencia de la Proposiciéon A.0.7,
obsérvese que si ¢ es positiva definida, entonces s =r=n y ¢(v) = a?% +---+22 | paratoda
v#0 enV, ysiq es negativa definida, entonces s =0,r=n y q(v) = —22 —--- — 22 |
para toda v#0 en V.

Una cuestién importante es determinar si una forma cuadrética en V es positiva (negativa)
definida, para ello, el siguiente criterio resulta ser de gran utilidad.

Criterio A.0.2. Sea V un espacio vectorial real y sea q una forma cuadrdtica en V. Si
det(Ap) > 0, ...,det(A,) > 0, entonces q es definida positiva, donde A; , i =0,...,n;
son los menores principales de la matriz B de q.

De manera semejante, si el determinante de cada menor principal es estrictamente menor que
cero, la forma cuadrética resulta ser negativa definida.

Para un estudio més extenso de estos temas se recomiendan las referencias [9, 10].



Apéndice B
Método del factor integrante

Proposicién B.0.8. Las ecuaciones diferenciales de sequndo no lineales

1 d?R; 1 (dR;\? 1 dR;

1 = (& e B.1
2 [xl R d? 'R (dx1> TR dn s (B-1)

1 d2R, 1 [dR:\?> 1 dR,

— —xy — [ —2 — == = - B.2
21 [“ R, d2 R} (d@) "Ry dn a (B-2)

admiten por solucion las funciones

B sy e —pxy
Ri(z1) = z{" em1z , Ry(z2) = z5*" e 21

Demostracion. Observemos que las ecuaciones (B.1) y (B.2) son independientes pero
principalmente tienen la misma estructura, por tanto es suficiente encontrar la solucién de

(B.1) ya que los célculos para resolver (B.2) seran analogos. Realizando el cambio de variable

1 dR :
y=y(x1) = 7 T se tiene que

1 d?R d
N 21 = 2 +
Rl dxl diL'l

luego, sustituyendo la igualdad anterior y el cambio de variable y = y(x1) en (B.1) se obtiene
la ecuacion diferencial lineal de primer orden

dxy a12
cuya solucion viene dada por
noo b
ylo) = 4 2
a2 T1
de lo cual, retomando el cambio de variable y(z1) = R% %, se sigue que

d
fﬁ_(ﬂﬁl) Ri—0
dzy a2 T1
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que viene a ser nuevamente una ecuacion diferencial lineal de primer orden que tiene por
solucién

R(CL‘l) = ,82 .T?l eﬁxl

Por dltimo, tomando [; = % y P2 = 1, obtenemos el resultado deseado Ri(z1) =
B

n
——X
z12 emrztt
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