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Introducción

El objetivo de esta tesis es presentar un estudio sobre algunos problemas concernientes a
la teoŕıa de integrabilidad y estabilidad de sistemas dinámicos 2 y 3-dimensionales. Parte
importante de este trabajo está dedicado en aplicar la teoŕıa desarrollada a un modelo
generalizado de familias de sistemas Lotka-Volterra que incluye términos constantes los cuales
pueden interpretarse como un tipo de “recolección de” o “aportación de” al sistema por parte
de un agente externo.

El sistema Lotka-Volterra representa la base de los estudios teóricos acerca de la dinámica
de poblaciones y otros modelos matemáticos en campos tan diversos como la economı́a,
sostenibilidad, tratamiento de plagas, hidrodinámica, qúımica, etcétera. [23, 24, 25, 26]. Este
sistema en su forma clásica trata de dos tipos de especies diferentes, una especie presa y
otra especie depredadora [27, 28], compartiendo un mismo ecosistema. Actualmente se ha
encontrado una conexión entre el sistema Lotka-Volterra generalizado y las ecuaciones de
réplica desarrollados en teoŕıa de juegos [29, 30] y aún se sigue investigando otras posibles
conexiones que pudiesen existir con diversos sistemas.

La primera ĺınea de análisis que se aborda es el denominado método del factor integrante,
el cual es una herramienta muy útil para encontrar integrales primeras en sistemas dinámicos
2 y 3-dimensionales (ver, por ejemplo, [18, 19]). El principal atributo de este método es no sólo
garantizar la existencia de éstas bajo ciertas condiciones, sino el proveer un algoritmo para
encontrarlas expĺıcitamente. La existencia de integrales primeras para un sistema autónomo
ẋ = v(x), x ∈ Rn dado, está ı́ntimamente relacionado con la solubilidad de la ecuación
funcional Lvf = 0, para cierta función f definida en algún dominio del espacio de fases.
En general, el problema de encontrar las soluciones (globales) de esta ecuación es tarea
dif́ıcil, incluso para los casos de baja dimensión, n = 2, 3. Aun aśı, esta cuestión es de
gran importancia ya que, por ejemplo, la existencia de una integral primera para un sistema
dinámico en el plano significa que este sistema es Hamiltoniano y el espacio de fases queda
completamente determinado por los conjuntos de nivel de la integral primera. En el caso 3-
dimensional si un sistema dinámico admite una integral primera global no trivial, entonces
no puede ocurrir movimiento caótico [23, 31] debido a que las soluciones permanecen en las
superficies de nivel de la integral primera.

Este trabajo se apoya en el método del factor integrante matricial, enfoque debido a
[18, 19], para aplicar la teoŕıa mencionada en el párrafo anterior a familias de sistemas Lotka-
Volterra 2 y 3-dimensionales. Este método nos permite reducir la búsqueda de integrales
primeras a la solubilidad de un conjunto de ecuaciones algebraicas con dos tipos de parámetros
involucrados en el problema: los parámetros del sistema y los parámetros del factor integrante
propuesto.
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2 Introducción

La segunda ĺınea de análisis que se aborda son los llamados métodos de enerǵıa: El
método de Arnold, el método de enerǵıa de Casimir y el método de Ortega Ratiu [21, 22].
Estos métodos son una importante herramienta para el estudio en cuanto a estabilidad de los
puntos de equilibrio de un sistema dinámico que admita cierto número de integrales primeras.
En este trabajo se da una exposición independiente de los tres métodos para el caso de sistemas
dinámicos Hamiltonianos 3-dimensionales que admitan 2 integrales primeras independientes.
Además se muestra que existe una equivalencia entre ellos [20]. Por último, se ilustran estos
resultados aplicándolos al sistema del trompo de Euler (Euler top), asociados a las álgebras
SO(3) y Sl(2 : R) [14].

Este texto está organizado de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 se recuerdan nociones
básicas de la teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. En particular, se presentan
conceptos elementales que permiten definir lo que es la integral primera de un sistema
dinámico.

En el Caṕıtulo 2 se desarrolla la teoŕıa que posibilita exhibir el denominado método del
factor integrante y sus aplicaciones en una familia de sistemas Lotka-Volterra generalizado.
Primeramente se realiza este desarrollo para el caso 2-dimensional y posteriormente para el
caso 3-dimensional. En cada caso se da una clasificación de las integrales primeras encontradas
en la familia de sistemas Lotka-Volterra.

En el Caṕıtulo 3 se presentan los criterios para la estabilidad de un punto de
equilibrio en el sentido de Lyapunov junto con la demostración de los correspondientes
teoremas de Lyapunov. Este caṕıtulo prepara el contexto necesario para desarrollar la teoŕıa
correspondiente a los métodos de enerǵıa.

En el Caṕıtulo 4 se abordan los métodos de enerǵıa, se exhibe cada uno de los métodos
y se presenta una demostración completa del método de Arnold. Luego, se demuestra la
equivalencia que existe entre cada uno de los métodos y finalmente se aplican estos métodos
al sistma dinámico del trompo de Euler.

En el apéndice se puede encontrar teoŕıa y demostraciones de algunos hechos algebraicos
utilizados en este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presenta un breve repaso de conceptos básicos y teoremas de carácter
general para la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias, cálculo vectorial y álgebra lineal
que serán necesarios en el desarrollo de esta tésis.

1.1. El problema de Cauchy

El estudio y solución al problema de Cauchy es un tema clásico y fundamental en la teoŕıa
de ecuaciones diferenciales ordinarias. En esta sección se abordará el problema de Cauchy para
sistemas autónomos y se exhibirán resultados clásicos tales como existencia y unicidad de las
soluciones, dependencia continua respecto a las condiciones iniciales y paramétrica de las
soluciones. Un estudio más detallado de los resultados presentados en esta sección puede ser
encontrado en las obras [2, 3, 4].

Previo al estudio del problema de Cauchy, es importante recordar que una curva parametrizada
en Rn, es una función γ : I → Rn, donde I es un intervalo abierto en R, dada por

γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)),

donde a la variable t ∈ I, se le denomina parámetro.

Las funciones γi : I → R, i = 1, . . . , n; se llaman funciones coordenadas euclidianas de γ(t).
Si el contexto lo permite y evitando ambigedad podemos escribir a la curva parametrizada
γ(t), como γ = (γ1, . . . , γn).

Se define la derivada de una curva parametrizada γ(t), por

dγ

dt
=

(
dγ1

dt
, . . . ,

dγn
dt

)
.

Por definición, que γ(t) sea diferenciable significa que todas sus funciones coordenadas
euclidianas lo son. Geométricamente se puede interpretar a la derivada de la curva como el
vector tangente a ésta para cada t ∈ I. Si la curva parametrizada posee derivadas continuas
de todos los órdenes se dirá que es suave.

3



4 1.1. El problema de Cauchy

Comúnmente las curvas son funciones que dependen de un sólo parámetro, por lo que se denota
a su derivada, siempre y cuando no exista confusión respecto a qué variable se está derivando,
como

γ′(t) =
dγ

dt
.

Por ser esta sección solamente introducctoria no se profundizará en el estudio de curvas, si se
está interesado en un estudio mas extenso se recomienda consultar [1].

Otro concepto importante a recordar es el de campo vectorial, el cual es una función
v : U → Rn, dada por

v(x) = (v1(x), . . . , vn(x)),

donde U ∈ Rn es un abierto, x ∈ U y vi : U → R, i = 1, . . . , n.

Si cada vi ∈ C∞(U), es decir, tienen derivadas parciales continuas de todos los órdenes en
U , el campo vectorial v se dirá que es suave. Se denotará por X(U) al conjunto de todos
los campos vectoriales suaves en U , el cuál se puede demostrar es un espacio vectorial real.
Se retomará el estudio en torno a campos vectoriales en la Sección 2.

Teorema de Existencia y Unicidad. Consideremos el siguiente sistema autónomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias

dx

dt
= v(x), (1.1)

con x ∈ U , v ∈ X(U) y U ⊂ Rn abierto.

El lado izquierdo de (1.1) a menudo se denota por ẋ y en la literatura a la variable t
normalmente se le nombra tiempo.

Una función vectorial suave x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) en la variable de tiempo t definida en
un intervalo abierto Ix 3 t0, es una solución de (1.1) basada en el punto x0 ∈ U , si x(t)
es diferenciable en Ix y además

ẋ(t) = v(x(t)) , t ∈ Ix (1.2)

x(t)
∣∣
t=t0

= x0

Este es un sistema autónomo ya que no depende expĺıcitamente del tiempo y es precisamente
el encontrar una función vectorial suave x(t) que satisfaga ambas condiciones en (1.2) lo
que se denomina en la literatura como problema de Cauchy para sistemas autónomos. Cabe
mencionar que la curva parametrizada suave γ : Ix → U generada por la solución x(t) del
sistema (1.1)

γ
def
= { x ∈ U | x = x(t), t ∈ Ix } ,

se llama trayectoria (fase) del sistema (1.1) que pasa por el punto x0 al tiempo t = t0 y al
conjunto de todas las trayectorias que son generadas por cada solución x(t) del sistema (1.1)
se le llama espacio de fases.

4



Preliminares 5

Interrogantes que surgen naturalmente ante el problema de Cauchy son existe siempre
solución al problema?, bajo qué condiciones existe?, es única dicha solución?, etcétera . Estos
cuestionamientos tienen respuesta en el teorema que se enuncia a continuación

Teorema 1.1.1. (Teorema de existencia y unicidad). Sea U ⊂ Rn un abierto y
v(x) ∈ X(U). Entonces para cada x0 ∈ U existe δ > 0 tal que el problema de Cauchy

ẋ(t) = v(x(t)) , t ∈ Ix (1.3)

x(t)
∣∣
t=t0

= x0

posee una única solución x(t) para toda t ∈ Ix = (t0 − δ, t0 + δ).

Se omitirá la demostración del teorema ya que existe una amplia literatura en la cual puede
ser consultada, entre las cuales se recomiendan [7, pp. 3,13], [3, p. 73] y [nnña, p94].

Es importante señalar que cuando se dice que la función vectorial suave x(t) es solución al
problema de Cauchy en el intervalo Ix, se esta diciendo que en este intervalo la función x(t)
está bien definida.

Es interesante notar que en términos geométricos, el Teorema de Existencia y Unicidad asegura
que existe una única trayectoria del sistema (1.1) que pasa a través de un punto dado x0 ∈ U
del espacio de fases en Rn.

Por otra parte, recordando que un punto x∗ ∈ U es un punto singular del campo v si
v(x∗) = 0, la función constante x(t) ≡ x∗ siempre es solución del sistema (1.1) y en este
caso al punto x∗ se le denomina punto de equilibrio.

Dominio de Definición. El Teorema 1.1.1 establece que existe una única solución x(t) al
problema de Cauchy en un intervalo abierto Ix, sin embargo, siempre podemos encontar “otra”
solución x̃(t) restringiendo la solución x(t) a un intervalo Ix̃ ⊂ Ix. Se trata sin duda de un
argumento posiblemente burdo, pero que suscita un punto importante que merece discusión:
la unicidad global al problema de Cauchy (en el entendido de que “global” significa encontrar
el intervalo más grande para la solución).

Afortunadamente, es bien sabido de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias que, para
cada x0 ∈ U , el problema de Cauchy (1.3) admite una única solución x(t) en un intervalo
máximo I = (α, β) (no necesariamente finito). A este intervalo se le denomina dominio
de definición de la solución x(t) o dominio de definición del problema de Cauchy (1.3). La
siguiente proposición muestra la propiedad fundamental de este intervalo.

Proposición 1.1.1. Sea I el dominio de definición del problema de Cauchy (1.3) y x̃(t) una
solución en un intervalo Ĩ, entonces Ĩ ⊂ I y x̃(t) = x(t) para toda t ∈ Ĩ.

La demostración de la proposición anterior puede ser consultada en [3, p. 88].
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6 1.1. El problema de Cauchy

Se dice que una trayectoria del sistema (1.1) es completa si su dominio de definición es
I = (−∞,∞). De igual manera, si sucede que campo vectorial v del sistema (1.1) es
bien definido en U y para cada x0 ∈ Rn la trayectoria del sistema (1.1) que pasa por el
punto x0 es completa se dirá que el campo vectorial es completo.

Observemos que si I = (α, β) es el dominio de definición del problema de Cauchy (1.3)
entonces t0 ∈ I, lo cual permite denominar a los intervalos I+ = [ t0, β) e I− = (α, t0 ]
como dominio de definición derecho y dominio de definición izquierdo respectivamente.

El teorema que enunciamos a continuación es muy útil en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales
ordinarias y también será de ayuda en el caṕıtulo 3 de nuestro texto.

Teorema 1.1.2. Sean U ⊂ Rn un abierto y v ∈ X(U). Sea x0 ∈ U y sea I+ = [ t0, β) el
dominio de definición derecho de la solución x(t) del problema de Cauchy (1.3). Si β < ∞
entonces para cada compacto K ⊂ U existe t∗ ∈ I+ tal que x(t∗) /∈ K.

Enunciaremos un lema que será de ayuda en la demostración del teorema.

Lema 1.1.1. Sea U ⊂ Rn un abierto y v ∈ X(U). Para x0 ∈ U , sean x1(t) y x2(t)
soluciones al problema de Cauchy (1.3) definidas en los intervalos Ix1 e Ix2 respectivamente.
Si t0 ∈ Ix1 ∩ Ix2 e I ⊂ Ix1 ∩ Ix2 es un intervalo abierto que contiene a t0, entonces
x1(t) = x2(t) para toda t ∈ I.

Demostración. Por ser x1(t) y x2(t) soluciones al problema de Cauchy (1.3) definidas en
los intervalos Ix1 e Ix2 respectivamente, se sigue que t0 ∈ Ix1 ∩Ix2 . Ahora, si I ⊂ Ix1 ∩Ix2
es un intervalo abierto que contiene a t0, entonces por el Teorema de Existencia y Unicidad
se sigue que x1(t) = x2(t) en algún intervalo abierto (t0− δ, t0 + δ) ⊂ I. Sea I∗ la unión de
todos éstos intervalos abiertos contenidos en I. Luego, I∗ es el intervalo abierto más grande
en el cual x1(t) = x2(t). Claramente, I∗ ⊂ I y si esta contención es propia, entonces los
extremos del intervalo I∗ pertencen a I, sea t̃ uno de estos extremos. Por la continuidad de
x1(t) y x2(t) en I se sigue que,

x0 = lim
t→t̃

x1(t) = lim
t→t̃

x2(t).

Por la unicidad de las soluciones se tiene que x1(t) = x2(t) en algún intervalo I0 =
(t̃ − δ, t̃ + δ) ⊂ I. Luego, x1(t) = x2(t) en el intervalo I∗ ∪ I0 ⊂ I, con I∗ subconjunto
propio de I. Pero, lo anterior es una contradicción al hecho que I∗ es el intervalo abierto más
grande contenido en I en el cual x1(t) = x2(t). Por lo tanto, I∗ = I y x1(t) = x2(t), para
todo t ∈ I.

2
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Preliminares 7

Demostración del Teorema 1.1.2. Ya que el campo v es continuo en K, existe M > 0 tal que
tal que |v(x)| ≤ M , para toda x ∈ K. Sea x(t) la solución al problema de Cauchy (1.3) e
I+ = [ t0, β) su dominio de definición derecho, asumamos que β < ∞ y supongamos que
x(t) ∈ K para toda t ∈ I+. Se mostrará primeramente que lim

t→β−
x(t) existe.

Si t0 < t1 < t2 < β, entonces

| x(t2)− x(t1) | ≤
∫ t2

t1

| v(x(s)) |ds ≤M | t2 − t1 | .

Por lo que, en tanto t1 y t2 se aproximan a β por la izquierda, | x(t2)− x(t1) | → 0, lo
cual implica que lim

t→β−
x(t) existe. Además, si x1 = lim

t→β−
x(t), se tiene que x1 ∈ K por

ser K, en particular, cerrado.

Definamos una nueva función x̃(t) en I+ por

x̃(t) =

{
x(t) para t ∈ I+

x1 para t = β

Claramente x̃(t) es diferenciable en [ t0, β ], de hecho

x̃(t) = x0 +

∫ t

t0

v(x̃(s)) ds

lo cual implica que
dx̃

dt
(β) = v(x̃(β)),

es decir, x̃(t) es una solución al problema de Cauchy (1.3) en [ t0, β ]. Como x1 ∈ U , por el
Teorema 1.1.1 se sigue que el siguiente problema de Cauchy

ẋ = v(x)

x(t)
∣∣
t=t0

= x1

posee una única solución x̂(t) en algún intervalo (β−δ, β+δ). Por el Lema 1.1.1, x̂(t) = x̃(t)
en (β − δ, β) y x̂(β) = x̃(β) = x1.

Por lo que, si se define

y(t) =

{
x̃(t) para t ∈ [ t0, β ]
x̂(t) para t ∈ [ β, β + δ )

entonces y(t) es una solución al problema de Cauchy (1.3) en [ t0, β+ δ); pero esto es una
contradicción al hecho de que I+ es el dominio de definición derecho del problema de Cauchy
(1.3). Por lo tanto, si β <∞, existe t∗ ∈ I+ tal que x(t∗) /∈ K.

2
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8 1.1. El problema de Cauchy

De manera análoga se demuestra que el teorema anterior sigue siendo válido si se considera
el dominio de definición izquierdo del problema de Cauchy (1.3). De esta última observación
y utilizando el teorema que se acaba de demostrar se desprende el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Si x(t) ∈ K para toda t ∈ I, entonces x(t) es completo, es decir,
I = (−∞,∞).

Dependencia de las condiciones iniciales y parámetros. Se ha mostrado que para cada
condición inicial existe una única solución al problema de Cauchy. Un aspecto interesante
de analizar es la manera en que dicha solución se modifica al variar la condición inicial. El
planteamiento anterior, para fines prácticos, es indispensable; ya que, por ejemplo, al momento
de modelar algún fenómeno mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, la
condición inicial es una observación que se hace del fenómeno en cierto instante de tiempo,
la cual posee cierta incertidumbre heredada por los instrumentos de medición utilizados para
determinar dicha condición inicial.

Reformulando el problema de Cauchy (1.3), con el fin de observar expĺıcitamente la
dependencia con respecto a la condición inicial, se obtiene el siguiente sistema

ẋ(t, x0) = v(x(t, x0)) (1.4)

x(t, x0)
∣∣
t=t0

= x0

Si se considera ahora el caso en el que el campo vectorial v de (1.3) depende de uno o varios
parámetros µi, i = 1, . . . , m; el sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene es

ẋ = v(x, µ) (1.5)

donde µ ∈ V ⊂ Rm.

Es importante señalar que el estudio de la dependencia respecto a las condiciones iniciales
del sistema (1.4) se puede reducir al estudio de la dependencia respecto a los parámetros tal
como se formula en el sistema (1.5) mediante un cambio de variable apropiado [nnña].

La proposición que se enuncia a continuación es una versión ligeramente modificada del
Teorema 1.1.1 , en la cual se establece una dependencia suave de la solución con respecto
a los parámetros del campo.

Proposición 1.1.2. (Dependencia a los Paramétros). Sea U×V ⊂ Rn×Rm un abierto
y v ∈ X(U). Entonces para cada x0 ∈ U y µ0 ∈ V existen δ > 0 y ε > 0 tal que para
toda p ∈ Bε(x0) y µ ∈ Bε(µ0), el problema de Cauchy

ẋ = v(x)

x(t)
∣∣
t=t0

= p

8



Preliminares 9

posee una única solución x(t, p, µ) diferenciable en W = (t0− δ, t0 + δ)×Bε(x0)×Bε(µ0) ⊂
R× Rn × Rm.

Existe una amplia literatura en donde se puede profundizar en estos tópicos, entre las cuales se
recomiendan [3, 7, nnña]. En este texto se ha decidido estudiar únicamente sistemas autónomos
debido a que, un sistema no autónomo

ẋ = v(t, x) (1.6)

con t ∈ I ⊂ R, x ∈ U ⊂ Rn y v(x) ∈ X(I × U), puede ser tratado como un sistema
autónomo (1.1) con x ∈ Rn+1, introduciendo la variable xn+1 = t con lo cual ẋ n+1 = 1.

La teoŕıa fundamental para (1.1) y (1.2) no difiere significativamente, ya que es posible
obtener resultados análogos bajo hipótesis ligeramente mas débiles para el campo v(t, x),
por ejemplo, el teorema de Conddington-Levinson [5]. El estudio de sistemas no autónomos
puede ser consultado en [6].

1.2. Integrales primeras

El objetivo de este sección es establecer el concepto de integral primera, que es una
herramienta importante en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, si se
considra el sistema (1.1), en el caso 2-dimensional la existencia de una integral primera implica
que el sistema es completamente integrable ya que el espacio de fases queda completamente
determinado por los conjuntos de nivel de la integral. Para el caso 3-dimensional, la existencia
de integrales primeras implica que no puede haber movimiento caótico [23, 31] debido a que
las soluciones permanecen en los conjuntos de nivel de las integrales. Además, este concepto
será fundamental para los propósitos de este texto. Se definirá primeramente lo que es la
derivada de Lie y el corchete de Lie para campos vectoriales.

Derivada de Lie y corchete de Lie. Sea U ⊂ Rn un abierto. Para cada v ∈ X(U) y
f ∈ C∞(U), se define la derivada de Lie de f a lo largo de v por

Lvf
def
=

n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
,

Es inmediato de la definición anterior que la derivada de Lie satisface las siguientes condiciones:

1. Linealidad : Lv(f1 + f2) = Lvf1 + Lvf2

2. Regla de Leibniz : Lv(f1f2) = f1 · Lvf2 + f2 · Lvf1

para todo v ∈ X(U) y f1, f2 ∈ C∞(U).

9



10 1.2. Integrales primeras

Por otra parte, para cualesquiera v, w ∈ X(U), el corchete de Lie de v y w es el campo
vectorial [ v, w ] en U , cuyas componentes se definen, en términos de la derivada de Lie; por

[ v, w ]i
def
= Lvwi − Lwvi , i = 1, . . . , n.

El corchete de Lie posee las siguientes propiedades

1. Bilinealidad : [ αu+ βv,w ] = α [ u,w ] + β [ v, w ]

[ u, αv + βw ] = α [ u, v ] + β [ u,w ]

2. Antisimet́ıa: [ v, w ] = − [ w, v ]

3. Regla de Leibniz : [ v, fw ] = Lvf · w + f [ v, w ]

4. Identidad de Jacobi : [ [ u, v ] , w ] + [ [ v, w ] , u ] + [ [ w, u ] , v ] = 0

para todo u, v, w ∈ X(u) y f ∈ C∞(U), con α, β ∈ R.

Si los campos vectoriales v, w conmutan, es decir, [ v, w ] = [ w, v ], por la antisimetŕıa del
corchete de Lie se sigue que [ v, w ] = 0.

Integrales primeras. Como se mencionó en la sección anterior, existe una única trayectoria
γ = { x = x(t) | t ∈ I } del sistema (1.1) que pasa a través de un punto dado x0 perteneciente
al abierto U ⊂ Rn, donde I es el máximo intervalo de existencia de x(t). La evolución de
una función F ∈ C∞(U) a lo largo de la trayectoria γ es definida por la derivada de Lie de
F a lo largo del campo vectorial v del sistema (1.1), de la siguiente manera

d

dt
F (x(t)) = (LvF )(x(t)).

Definición 1.2.1. Sea U ⊂ Rn un abierto. Una función F ∈ C∞(U) es una integral
primera del sistema (1.1), si es constante a lo largo de cada trayectoria γ = { x = x(t) },
es decir,

F (x(t)) = constante

para todo t ∈ I.

Una consecuencia inmediata de la definición anterior es el siguiente criterio.

Criterio 1.2.1. Una función F ∈ C∞(U) es integral primera del sistema (1.1) si, y sólo si,

LvF = 0.

10



Preliminares 11

Las integrales primeras F1, . . . , Fk del sistema (1.1), con k < n, se dicen ser independientes

si sus respectivos gradientes, que denotaremos por
∂Fi
∂x

, i = 1, . . . , k; son linealmente

independientes en cada punto de U . En este caso, la trayectoria γ que pasa por el punto
x0 ∈ Sc1,...,ck , pertenece al conjunto de nivel Sc1,...,ck , donde

Sc1,...,ck
def
= { x ∈ U | Fi(x) = ci, i = 1, . . . , k; donde c1, . . . , ck; son constantes} .

1.3. Lema de Morse

Esta breve sección estará dedicada en enunciar y demostrar el Lema de Morse, lo cual
es importante para los propósitos de este texto, pues será de utilidad cuando estudiemos los
métodos de enerǵıa en el Caṕıtulo 4.

Antes de enunciar el Lema de Morse, recordemos que el gradiente de cualquier función
H ∈ C∞(Rn), es definido por

∂H

∂x
=


∂H

∂x1
...
∂H

∂xn

 .

El Hessiano o matriz Hessiana de H, que se denotará por D2
xx, es la matriz n×n definida

por

D2
xxH =

[
∂2H

∂xi∂xj

]
n×n

.

Notemos que en virtud del Teorema de Clairaut, también conocido como Teorema de Schwartz,
D2
xx resulta ser una matriz simétrica.

Teorema 1.3.1. (Lema de Morse). Sea H ∈ C∞(Rn), tal que

1. H(0) = 0.

2.
∂H

∂x
(0) = 0.

3. det( D2
xxH(0) ) 6= 0.

Entonces, existen abiertos U,W ⊂ Rn, que contienen al cero y un cambio de coordenadas

W 3 y = (y1, . . . , yn) 7−→ x = x(y) = (x1(y), . . . , xn(y)) ∈ U,

tal que

11



12 1.3. Lema de Morse

1. x(0) = 0

2. H(x(y)) = y2
1 + · · ·+ y2

s − y2
s+1 − · · · − y2

n

donde s denota el ı́ndice de inercia de la matriz D2
xxH(0).

Demostración. En primer lugar, notemos que

H(x) =

∫ 1

0

dH(tx)

dt
dt =

∫ 1

0

〈
∂H(tx)

∂x
, x

〉
dt (1.7)

por lo que, haciendo f =

〈
∂H(tx)

∂x
, x

〉
y g = t−1, y sustituyendo en (1.7) tenemos que

H(x) =

∫ 1

0
f dg

Luego, usando integración por partes:

H(x) =

〈
∂H(tx)

∂x
, x

〉
(t− 1)

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0
(t− 1) df

= −
∫ 1

0
(t− 1) df. (1.8)

Ahora, como

df =
df

dt
dt =

〈
d

dt

[
∂H(t)x

∂x

]
, x

〉
dt =

〈 [
D2
xxH(tx)

]
x, x

〉
,

de (1.8) se sigue que

H(x) = 〈 B(x) x, x 〉 (1.9)

donde B(x) =

∫ 1

0
(1−t) D2

xxH(tx) dt. Notemos que B(x) cumple las siguientes propiedades

i) B(0) = 1
2 D2

xxH(0)

ii) det(B(0)) 6= 0

iii) B(x)> = B(x)

En segundo lugar, mostraremos que existe un abierto U ⊂ R3 que contiene al cero y una
función suave

R : U −→ GL(n)

x 7−→ R(x) ,

12



Preliminares 13

tal que

i) B(x) = R(x)>B(0) R(x)

ii) R(0) = I.

Propongamos R(x) = B−1(0) S(x), con S>(x) = S(x). Notemos que

B(x) = S(x) B−1(0) S(x) .

Para determinar S(x), definamos F : Rn × Symn −→ Symn, por

F (x, S)
def
= B(x)− S B−1(0) S

y sean x0 = 0 y S0 = B(0). Notemos que F (x0, S0) = 0 y mostraremos que

dx0,S0F : Rn × Symn −→ Symn

es sobreyectiva. Para esto, sea (0, v) ∈ Rn × Symn, luego

(
dx0,S0F

)
(v) = lim

ε→0

F (x0, S0 + εV )− F (x0, S0)

ε

= lim
ε→0

[ F (x0, S0)− 2εv +O(ε2) ]− F (x0, S0)

ε

= −2v

y por tanto, usando el Teorema de la Función Impĺıcita se sigue que existe un abierto
U ⊂ R3 que contiene al punto x0, tal que F (x, S(x)) = 0 para toda x ∈ U .

En tercer lugar, para x ∈ U definamos z = z(x)
def
= R(x) x. Notemos que z(0) = 0 y que

∂z

∂x
(0) =

∂ [ R(x) x ]

∂x
(0) = R(0) = |I,

y por el Teorema de la Función Inversa, se sigue que existe z 7−→ x = x(z).

Finalmente, demostraremos que si z = R(x)x (lo cual es necesario y suficiente, para que
z = R(x(z)) x(z)), entonces

H(x) = 〈 B(0) z, z 〉 .

Por ser B(x) = R>(x) B(0) R(x), de (1.9) se tiene que

H(x) =
〈
R>(x) B(0) R(x) x, x

〉
= 〈 B(0) R(x) x, R(x) x 〉 ,

13



14 1.3. Lema de Morse

luego

H(x(z)) = 〈 B(0) R(x(z)) x(z), R(x(z)) x(z) 〉
= 〈 B(0) z, z 〉

Sea y = L z un cambio de coordenadas lineal, con L no singular, entonces

H(x(y)) = y2
1 + · · ·+ y2

s − ys+1 − · · · − y2
n

donde x(y) = x(z) | z = L−1 y .

2

La relevancia del Lema de Morse como se puede apreciar en el teorema anterior es que permite
dar una representación muy sencilla de cualquier función H alrededor de sus puntos cŕıticos.

14



Caṕıtulo 2

Método del Factor Integrante

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ẋ = v(x) (2.1)

con v ∈ X (U) y U ⊂ Rn un abierto.

El problema de encontrar condiciones para que el sistema anterior posea una integral
primera es muy importante, ya que como se mencionó anteriormente, el que un sistema tenga
una integral primera proporciona información valiosa acerca del comportamiento del mismo.
Se han desarrollado diversos métodos que dan respuesta al problema, entre los cuales se
encuentra el método del factor integrante que será el procedimiento que desarrollaremos y
utilizaremos en este caṕıtulo con el fin encontrar integrales primeras para el sistema Lotka-
Volterra con coeficientes constantes.

El sistema Lotka-Volterra ha sido objeto de estudio desde el siglo pasado ya que, por
ejemplo, la interacción de dos especies en un ecosistema, ecuaciones hidrodinámicas, reacciones
qúımicas autocataĺıticas, el flujo económico [23, 24, 25, 26], etcétera, son modelados por
sistemas del tipo Lotka-Volterra. La motivación para encontrar integrales primeras del sistema
Lotka-Volterra (o de cualquier sistema) es estudiar la estabilidad en sus puntos de equilibrio
aplicando los llamados métodos de enerǵıa, cuyo análisis y desarrollo, que abordaremos en el
Caṕıtulo 4.

Ahora bien, en el caso 2-dimensional, el método del factor integrante consiste en encontrar
una función suave R : U ⊂ R2 → R, tal que

LvR+R div (v) = 0.

Para el caso 3-dimensional, radica en encontrar una función vectorial a : U ⊂ R3 → R3, tal
que

[ v, a ] + a div (v)− v div (a) = 0.

No está de más recodar que la divergencia, div (), es un operador diferencial de primer orden
definido por

div (v)
def
=

n∑
i=1

∂vi
∂xi

para toda v ∈ X (U), con U ⊂ Rn un abierto.

15



16 2.1. Caso R2

Si bien es cierto que las ecuaciones que hay que resolver en los casos dos y tres dimensional
se traducen en solucionar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, el cual puede ser
un problema aún más complicado, este método nos permite reducir la búsqueda de integrales
primeras a la solubilidad de un conjunto de ecuaciones algebraicas con dos tipos de parámetros
involucrados en el problema: los parámetros del sistema y los parámetros del factor integrante
propuesto..

Una vez demostrado el método del factor integrante, procederemos en cada caso
a aplicarlo en un modelo generalizado del sistema Lotka-Volterra (que incluye términos
constantes los cuales pueden interpretarse como un tipo de “recolección de” o “aportación de”
al sistema por parte de un agente externo) con el fin de imponer condiciones a los parámetros
involucrados de manera que exista una integral primera para el sistema.

2.1. Caso R2

En esta sección nos dedicaremos a demostrar el método del factor integrante para el caso
2-dimensional. Para ello nos auxiliaremos de herramientas de la teoŕıa de formas diferenciales
y de cálculo vectorial. El Teorema de Stokes en su forma diferencial (ver, por ejemplo, [12, p.
94], será fundamental en la demostración. Si se desea, se recomienda [11, 12] para una revisión
previa de estos tópicos.

Se denomina factor integrante del sistema (2.1) a una función suave R : U ⊂ R2 → R, tal
que

d(Rα) = 0 (2.2)

donde α
def
= v2dx1 − v1dx2, es la 1-forma asociada al campo v del sistema (2.1). Se puede

demostrar fácilmente que la propiedad (2.2) es equivalente a pedir que R sea solución de la
ecuación LvR+R div (v) = 0.

Por otra parte, si resultase que Rα fuese exacta en U , es decir, Rα = dK para alguna
K ∈ C∞(U), entonces K seŕıa una integral primera del sistema (2.1). Luego, la cuestión es
saber qué condiciones le debemos pedir al abierto U para que la 1-forma Rα resulte ser
exacta, ya que de la teoŕıa de formas diferenciales es bien sabido que toda forma diferencial
es exacta de manera local.

Utilizando todo lo anterior desprendemos el siguiente criterio que proporciona una herramienta
para poder encontrar integrales primeras del sistema (2.1).

Criterio 2.1.1. (Método del Factor Integrante). Sea U ⊂ R2 un abierto conexo y
simplemente conexo y v ∈ X(U). Si existe R ∈ C∞(U), tal que

LvR+R div (v) = 0, (2.3)

16



Método del Factor Integrante 17

entonces el sistema (2.1) admite una integral primera K ∈ C∞(U), de la forma

K(x) =

∫
Γx

α (2.4)

donde α es la 1-forma definida como α
def
= R · (v2dx1 − v1dx2) y donde

Γx =
{
γ(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ(0) = x0, γ(1) = x

}
es la curva que conecta a los puntos x0, x ∈ U .

Demostración. Primero demostraremos que la integral primera está bien definida, esto es, que
no depende de la elección de la curva. Sea

Γ̃x =
{
γ̃(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ̃(0) = x0, γ̃(1) = x

}
otra curva que conecte a los puntos x0, x ∈ U , tal como se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Curvas Γx y Γ̃x

Ahora, por ser U simplemente conexo, por el Teorema de Stokes, para la 1-forma α
def
=

R · (v2dx1 − v1dx2), se tiene que∫
Γx

α−
∫

Γ̃x

α =

∫
σx

α =

∫
D

dα (2.5)

donde σx = Γ̃−1
x ◦ Γx. Aqui Γ̃−1

x denota que la curva es recorrida en sentido contrario, es
decir, va del punto x al punto x0.

Calculando la diferencial de α, obtenemos la siguiente igualdad

dα = −( LvR+R div (v) ) dx1 ∧ dx2

17



18 2.1. Caso R2

Figura 2.2: Recta Γx

Luego, por la hipótesis (2.3) del teorema se sigue que dα = 0, es decir, α es cerrada y de
(2.5) se concluye que ∫

Γx

α =

∫
Γ̃x

α.

Con lo anterior demostramos que la integral primera no depende de la elección de curva que
elijamos.

A continuación, demostraremos que dK = α, esto es, que la 1-forma α es exacta;
lo cual nos ayudará a probar que K es una integral primera del sistema (2.1). Por la
independencia en la elección de la curva, para simplificar los cálculos, tomemos Γx =
{ γ(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ = τx }, es decir, Γx es la recta que conecta a x0 = 0 con x
como se muestra en la Figura 2.2.

Por ser α cerrada, realizando un breve cálculo se obtienen las siguientes igualdades que nos
ayudarán en esta demostración:

∂α1(τx)

∂x1
= x1

∂α1(τx)

∂x1
+ x2

∂α1(τx)

∂x2
= x1

∂α1(τx)

∂x1
+ x2

∂α2(τx)

∂x1
(2.6)

∂α2(τx)

∂x2
= x1

∂α2(τx)

∂x1
+ x2

∂α2(τx)

∂x2
= x1

∂α1(τx)

∂x2
+ x2

∂α2(τx)

∂x2
. (2.7)
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Método del Factor Integrante 19

Ahora, calcularemos la diferencial de K(x):

dK = d

∫
Γx

α = d

∫ 1

0
[ α1(τx)x1 + α2(τx)x2 ] dτ

1

=

[ ∫ 1

0

[
τ

(
x1
∂α1(τx)

∂x1
+ x2

∂α2(τx)

∂x1

)
+ α1(τx)

]
dτ

]
dx1 +[ ∫ 1

0

[
τ

(
x1
∂α1(τx)

∂x2
+ x2

∂α2(τx)

∂x1

)
+ α2(τx)

]
dτ

]
dx2

=

[ ∫ 1

0

[
τ

dα1(τx)

dτ
+ α1(τx)

]
dτ

]
dx1 +[ ∫ 1

0

[
τ

dα2(τx)

dτ
+ α2(τx)

]
dτ

]
dx2

=

[ ∫ 1

0

d

dτ
[ τ α1(τx) ] dτ

]
dx1 +

[ ∫ 1

0

d

dτ
[ τ α2(τx) ] dτ

]
dx2

= α

Por lo tanto, con el cáculo anterior demostramos que dK = α. Por último, demostraremos
que K es efectivamente integral primera del sistema (2.1). Observemos que, como dK = α,
entonces

∂K

∂x1
= Rv2 y

∂K

∂x2
= −Rv1. (2.8)

Puesto que la derivade de Lie de K a lo largo de v es

LvK = v1
∂K

∂x1
+ v2

∂K

∂x2

de (2.8) se sigue que LvK = 0. Por lo tanto K es integral primera del sistema (2.1).

2

El criterio anterior nos dice que basta encontrar una función suave R (denomidado factor
integrante) que satisfaga la ecuación (2.3) e integrar la 1-forma α, definida en términos de
R y del campo v, a lo largo de cualquier curva contenida en U para encontrar una integral
primera del sistema (2.1), la cual queda determinada por el campo v del sistema y por la
función R.

1Para obtener esta igualdad utilizamos (2.6) y (2.7).
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20 2.1. Caso R2

2.1.1. Aplicación al sistema Lotka-Volterra en R2

A continuación, aplicaremos el método del factor integrante al sistema Lotka-Volterra
2-dimensional con términos constantes con el fin de encontrar una integral primera de
este sistema. Ya que el sistema contará con parámetros, nuestro propósito será determinar
condiciones para éstos que garanticen la existencia de una integral primera. Para ello,
estableceremos las condiciones que nos permitirán utilizar el Criterio (2.1.1) y fijaremos la
propuesta para la función R. Posteriormente presentaremos las integrales primeras obtenidas.

Consideremos el sistema Lotka-Volterra 2-dimensional con términos constantes

ẋ1 = v1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2) + e1, (2.9)

ẋ2 = v2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2) + e2,

donde bi, aij , i, j = 1, 2; son parámteros arbitrarios y e1, e2 son términos constantes.

Supondremos al abierto U del Criterio 2.1.1 como todo R2. Definimos la 1-forma α
def
=

R · (v2dx1 − v1dx2), donde v1, v2 son las componentes del campo que determina al sistema
(2.9) y R ∈ C∞(U) es el factor integrante por determinar. La curva Γx a lo largo de la cual
integraremos la 1-forma α, será Γx = Γx2 ◦ Γx1 , donde

Γx1 = { γ(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ(τ) = (τx1, 0) }

y

Γx2 = { γ̃(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ̃(τ) = (x1, τx2) }

esto es, para cualquier x = (x1, x2) ∈ U , la curva Γx conecta al punto x0 = 0 con x, por
medio de la recta Γx1 que une a x0 con el punto (x1, 0) y la recta Γx2 que une al punto (x1, 0)
con x, tal como se muesta en la Figura 2.3.

Utilizando la igualdad (2.4) y realizando los cálculos correspondientes, obtenemos que la
integral primera es

K(x) =

∫
R(x) v1(x) dx2 + h(x1) (2.10)

donde h = h(x1) se determina por medio de la condición
∂K

∂x1
= −R v2.

La fórmula anterior es la que utilizaremos en esta sección para determinar la forma expĺıcita
de cada integral primera. También, es importante mencionar que para simplificar los cáculos
en torno a la ecuación (2.3), utilizaremos la siguiente forma equivalente

LvR̃+ div (v) = 0, (2.11)

donde R̃ = ln |R|.
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Método del Factor Integrante 21

Figura 2.3: Rectas Γx1 y Γx2

La propuesta que estableceremos para la función R es que sea separable, i.e., R(x) =
R1(x1)R2(x2), donde R1, R2 son funciones suaves. Lo que nos interesa saber primeramente
es si esta propuesta es factible, es decir, si las ecuaciones que resultan de sustiuir R en (2.3)
admiten solución, de ser aśı lo siguiente es saber la forma de las funciones R1 y R2. Con el
siguiente lema damos respuesta a esta cuestión y también exhibimos el sistema de ecuaciones
algebraicas que nos proporcionará las condiciones para la existencia de una integral primera.

Proposición 2.1.1. Sean v1, v2 las componentes del campo vectorial (2.9). La condición
(2.3) determina que la forma de las funciones R1 y R2 es

R1(x1) = x
β
a12
1 e

µx1
a12 , R2(x2) = x

γ
a21
2 e

−µx2
a21 (2.12)

donde, µ, β y γ satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones,
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22 2.1. Caso R2

0 =
µa11

a12
=
µa22

a21

0 =
βe1

a12
=

γe2

a21

0 = γ +
µb1
a12

+
βa11

a12
+ 2a11 + a21 (2.13)

0 = β − µb2
a21

+
γa22

a21
+ 2a22 + a12

0 =
µe1

a12
+
βb1
a12
− µe2

a21
+
γb2
a21

+ b1 + b2

Demostración. Sustituyendo R en (2.3) y simplifcando obtenemos

1

R1

dR1

dx1
a12x1x2 +

1

R2

dR2

dx2
a21x1x2 + F1(x1) + F2(x2) = 0 (2.14)

donde

F1(x1) =
1

R1

dR1

dx1

(
b1x1 + a11x

2
1 + e1

)
+ b1 + 2a11x1 + a21x1

y

F2(x2) =
1

R2

dR2

dx2

(
b2x2 + a22x

2
2 + e2

)
+ b2 + 2a22x2 + a12x2.

Como se puede observar hemos obtenido una ecuación en términos de R1 y R2 y de dos
funciones F1, F2 que dependen sólamente de x1 y x2 respectivamente. Recordemos que las
incógnitas son las funciones R1 y R2, por ello procederemos a suprimir F1 y F2 en (2.14)

aplicando el operador ∂2

∂x1∂x2
en ambos lados de la ecuación, obteniendo asi que

a12

[
x1

1

R1

d2R1

dx2
1

− x1
1

R2
1

(
dR1

dx1

)2

+
1

R1

dR1

dx1

]
+

a21

[
x2

1

R2

d2R2

dx2
2

− x2
1

R2
2

(
dR2

dx2

)2

+
1

R2

dR2

dx2

]
= 0

Notemos que cada miembro del lado derecho de la ecuación anterior es una ecuación diferencial
de segundo orden no lineal. Además, el primer miembro tiene como variable independiente
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Método del Factor Integrante 23

únicamente a x1 y el segundo miembro únicamente a x2. Por este motivo, la única posbilidad
que existe para que la igualdad se cumpla es que

a12

[
x1

1

R1

d2R1

dx2
1

− x1
1

R2
1

(
dR1

dx1

)2

+
1

R1

dR1

dx1

]
= µ (2.15)

a21

[
x2

1

R2

d2R2

dx2
2

− x2
1

R2
2

(
dR2

dx2

)2

+
1

R2

dR2

dx2

]
= −µ (2.16)

Haciendo los cálculos correspondientes, los cuales se pueden consultar en el apéndice B, de

(2.15) se obtiene que R1(x1) = x
β
a12
1 e

µx1
a12 y de (2.16) que R2(x2) = x

γ
a21
2 e

−µx2
a21 .

Sustituyendo R en (2.11), obtenemos que

0 =

(
γ +

µb1
a12

+
βa11

a12
+ 2a11 + a21

)
x1 +

(
β − µb2

a21
+
γa22

a21
+ 2a22 + a12

)
x2

(
µa11

a12

)
x2

1 +

(
−µa22

a21

)
x2

2 +

(
βe1

a12

)
1

x1
+

(
γe2

a21

)
1

x2
+
µe1

a12
+
βb1
a12
−

µe2

a21
+
γb2
a21

+ b1 + b2

Es inmediato que, para que la igualdad anterior se cumpla, cada uno de los coeficientes de los
términos en los que están involucradas las variables x1 y x2 tienen que ser cero y de la misma
manera la suma de los términos independientes. Es aśı como se consigue el sistema (2.13).

2

Como se puede apreciar en la última parte de la demostración, para obtener el sistema de
ecuaciones que menciona la Proposición 2.1.1 se sustituyó R en la ecuación (2.11), esto implica
que, obtener soluciones al sistema (2.13) nos da condiciones para resolver la ecuación (2.3)
las que a su vez servirán para encontrar una integral primera del sistema Lotka-Voterra. Por
ello, centraremos nuestro estudio en torno al sistema (2.15). Dividiremos este estudio en dos
partes, la primer parte consistirá en el análisis fijando µ = 0 y la segunda fijando µ 6= 0.
Se hará asi pues como podemos observar en la Proposición 2.1.1 el sistema (2.13) posee más
ecuaciones que incógnitas, por lo que hay que fijar ciertos parámetros como incógnitas y
resolver el sistema en base a éstos.
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24 2.1. Caso R2

Para el caso µ = 0 introduciremos las variables l1 = β
a12

+ 1 y l2 = γ
a21

+ 1, este cambio
nos permite transformar el sistema (2.13) en el siguiente siguiente sistema de ecuaciones
equivalente, que va a ser el que utilizaremos en este caso por ser más operable.

e1l1 = e1 (2.17)

e2l2 = e2 (2.18)

a11l1 + a21l2 = −a11 (2.19)

a12l1 + a22l2 = −a22 (2.20)

b1l1 + b2l2 = 0 (2.21)

Caso 1 (µ = 0, e1, e2 6= 0)

Si las constantes e1 y e2 no son cero, entonces de (2.17) y (2.18) se sigue que l1 = 1 y l2 = 1,
lo cual implica que β

a12
= γ

a21
= 0 y por el la Proposición 2.1.1 se tiene que R ≡ 1.

Ahora, al sustituir l1 y l2 en (2.19), (2.20) y (2.21) obtenemos que

b1 + b2 = 0, 2a11 + a21 = 0 y a12 + 2a22 = 0,

y utilizando (2.10) probamos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.2. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes e1 y e2 distintos de
cero,

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 − 2a22x2) + e1

ẋ2 = x2(−b1 − 2a11x1 + a22x2) + e2

admite una integral de la forma

K(x) = −e2x1 + e1x2 + b1x1x2 − a22x1x
2
2 + a11x

2
1x2.

Caso 2 (µ = 0, e1 6= 0, e2 = 0)

Si e1 6= 0, e2 = 0 de (2.17) y (2.18) se sigue que l1 = 1 y de ésto que β
a12

= 0 con lo cual,

por la Proposición 2.1.1 se tiene que R = x
γ
a21
2 . l2 6= 0 es un parámetro libre que habrá que

determinar. Notemos que el sistema de ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) puede ser escrito de
la forma

A1l2 = r
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Método del Factor Integrante 25

donde A1 =

 a21

a22

b2

 y r = (−1)

 2a11

a12 + a22

b1

 es fijo.

Auxiliándonos de la representación anterior, analizaremos las condiciones para los parámetros
cuando la matriz A1 tiene rango máximo, ya que si rank(A1) = 0, el sistema (2.9) se vuelve
trivial con v2 ≡ 0, cuya integral primera es K = K(x2).

Como rank(A1) = 1, sin pérdida de generalidad podemos suponer que a21 6= 0, con lo
cual l2 = −2a11

a21
; ya que hemos supuesto que l2 6= 0 se tiene que a11 6= 0 y por tanto las

condiciones de solubilidad para el sistema anterior inducido por la matriz A1 son

2a11a22

a21
− a12 − a22 = 0 y 2b2a11 − b1a21 = 0.

Con las condiciones anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.3. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0,

ẋ1 = x1

(
2a11b2
a21

+ a11x1 +

(
2a11a22

a21
− a22

)
x2

)
+ e1

ẋ2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2)

Admite una integral de la forma

K(x) = x
−2a11
a21

2

(
−b2x1 −

a21

2
x2

1 − a22x1x2 −
a21e1

2a11

)
bajo la condición a11a21 6= 0.

Ahora, para el caso en que l2 = 0, podemos concluir que a11 = 0 y las condiciones de
solubilidad encontradas lineas atrás se convierten en a12 + a22 = 0 y b1 = 0. Con las
condiciones anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.4. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0,

ẋ1 = −a22x1x2 + e1

ẋ2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2)

Admite una integral de la forma

K(x) = −b2x1 −
a21

2
x2

1 − a22x1x2 + e1 ln |x2|

bajo la condición a21 6= 0.
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26 2.1. Caso R2

Caso 3 (µ = 0, e1 = e2 = 0)

Si e1 = e2 = 0, entonces las ecuaciones (2.17) y (2.18) se vuelven triviales. Notemos que el
sistema de ecuaciones restantes (2.19), (2.20) y (2.21) puede ser escrito como

A2l = s

donde A2 =

 a11 a21

a12 a22

b1 b2

, l =

[
l1
l2

]
y s =

−a11

−a22

0

 es fijo.

Si la matriz A2 tiene rango máximo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que la
primera y la segunda fila de A2 son linealmente independientes. Estas dos filas forman una
matriz Ã2×2 cuyo determinante es distinto de cero, es decir, a11a22 − a12a21 6= 0; luego por
la regla de Cramer

l1 =
a22(a21 − a11)

a11a22 − a12a21
y l2 =

a11(a12 − a22)

a11a22 − a12a21

y por tanto la condición de solubilidad para el sistema anterior inducido por la matriz A2

es b1a22(a21 − a11) + b2a11(a12 − a22) = 0. Suponiendo que l1, l2 6= 0, con las condiciones
anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.5. El sistema Lotka-Volterra,

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2)

ẋ2 = x2

(
−b1l1

l2
+ a21x1 + a22x2

)
Admite una integral de la forma

K(x) = xl11 x
l2
2

(
b1
l2

+
a11

l2
x1 −

a22

l1
x2

)

donde l1 =
a22(a21 − a11)

a11a22 − a12a21
y l2 =

a11(a12 − a22)

a11a22 − a12a21
, bajo las siguientes condiciones

l1, l2 6= 0 y a11a22 − a12a21 6= 0

Supongamos ahora que l1 = 0, l2 6= 0 (el tratamiento para l1 6= 0, l2 = 0 es análogo). El
que l1 sea igual a cero implica que a22 = 0 ó a11 = a21.
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Método del Factor Integrante 27

Si a22 = 0, entonces l2 = −a11
a21

, el determinante de Ã2×2 es −a12a21 6= 0 y además las
condiciones de solubilidad para el sistema inducido por la matriz A2 consisten en que b2 = 0
y a11 6= a21, con las condiciónes anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente
proposición.

Proposición 2.1.6. El sistema Lotka-Volterra,

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2)

ẋ2 = a21x1x2

Admite una integral de la forma

K(x) = x
−a11
a21

2

(
−b1a21

a11
− a21x1 +

a12a21

a21 − a11
x2

)
bajo las siguientes condiciones

a11a12a21 6= 0 y a11 6= a21

Si a11 = a21, entonces el determinante de la matriz Ã2×2 es a11(a22 − a12) 6= 0, l2 = −1
y la condición de solubilidad para el sistema inducido por la matriz A2 es b2 = 0. Con las
condiciónes anteriores y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.7. El sistema Lotka-Volterra,

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2)

ẋ2 = x2(a11x1 + a22x2)

Admite una integral de la forma

K(x) = −a22ln |x1|+ a12ln |x2| − a11
x1

x2
− b1
x2
.

bajo la condición a11(a12 − a22) 6= 0.

Ahora, si l1 = l2 = 0, se sigue entonces que a11 = a22 = 0. No se puede concluir que
a21 = a11 y a12 = a22, porque de ser aśı se tendŕıa que el determinante de la matriz Ã2×2

es igual a cero, lo cual estamos suponiendo no es aśı. Entonces, con la condición a11 = a22 = 0
y utilizando (2.10) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.1.8. El sistema Lotka-Volterra,

ẋ1 = x1(b1 + a12x2)

ẋ2 = x2(b2 + a21x1)
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28 2.1. Caso R2

Admite una integral de la forma

K(x) = −b2ln |x1| − a21x1 + b1ln |x2|+ a12x2.

bajo la condición a12a21 6= 0.

Finalmente, si la matriz A2 tiene rango uno (excluimos el caso trivial en el cual algún vector
columna de la matriz A2 es cero) podemos asumir que

(a11, a12, b1)T = λ (a21, a22, b2)T

para alguna λ 6= 0. Con la condición anterior y utilizando (2.10) demostramos la siguiente
proposición.

Proposición 2.1.9. El sistema Lotka-Volterra,

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2)

ẋ2 =
x2

λ
(b1 + a11x1 + a12x2)

Admite una integral de la forma

K(x) = x1x
−λ
2

Caso 4 (µ 6= 0)

En este caso, del sistema de ecuaciones (2.13) se sigue inmediatamente que a11 = 0 y
a22 = 0. Depués de algunas manipulaciones algebraicas en las últimas tres ecuaciones del
sistema obtiene

(β + a12) b1a21 + (γ + a21) b2a12 = µ (e2a12 − e1a21) = 0

y por ser µ distinto de cero se sigue (e2a12 − e1a21) = 0. Finalmente, la segunda ecuación
del sistema (2.13) nos arroja tres subcasos de estudio

(a) γ = β = 0 (b) γ 6= 0, β = 0 (c) γ, β 6= 0

El subcaso γ = 0, β 6= 0 es análogo a (b). Notemos que las condiciones (b) y (c)
implican que e1 = e2 = 0. Estos subcasos por tanto ya están discutidos y haciendo los
cálculos correspondientes con (2.10) se demuestra que las integrales primeras obtenidas son
equivalentes a la integral primera de la Proposición 2.1.8.

Notemos que el subcaso (a) proporciona la condición b1 + b2 = 0 y a12a21 6= 0. Con las
condiciones anteriores y utilizando (2.10) la siguiente proposición.
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Proposición 2.1.10. El sistema Lotka-Volterra

ẋ1 = x1(−b2 + a12x2) + e1

ẋ2 = x2(b2 + a21x1) +
e1a21

a12

adminte una integral primera de la forma

K(x) = ( e1 + a12x1x2 ) e
a21x1−a12x2

b2

bajo la condición a12a21b2 6= 0.

2.2. Caso R3

En esta sección nos dedicaremos a la demostración del método del factor integrante para
el caso 3-dimensional. Al igual que en la sección anterior, nos auxiliaremos de herramientas
de la teoŕıa de formas diferenciales y de cálculo vectorial. Nuevamente el Teorema de Stokes
en su forma diferencial (ver [12, p. 94], será fundamental en la demostración. Analizaremos
previamente conceptos de la teoŕıa de formas diferenciales que nos serán de gran utilidad
para la demostración. Reiteramos la invitación a consultar [11, 12] para una revisión previa
de estos temas.

De la teoŕıa de formas diferenciales es bien sabido que para cada k ∈ N, existe un isomorfismo
que a cada campo vectorial suave definido en un abierto de R3 le hace corresponder una
k-forma diferencial definida en el mismo abierto y rećıprocamente. En base a lo anterior,
definimos los siguientes isomorfismos para el caso k = 1, 2.

X(U) 3 v 7−→ αv ∈ Ω1(U)

X(U) 3 v 7−→ ωv ∈ Ω2(U)

por

αv = v1 dx1 + v2 dx2 + v3 dx3 (2.22)

ωv = v1 dx2 ∧ dx3 + v2 dx3 ∧ dx1 + v3dx1 ∧ dx2 . (2.23)

donde U ⊂ R3 es un abierto. Aqúı Ωk(U), denota el conjunto de todas las k-formas
diferenciales en U , k = 1, 2.

Como consecuencia de la de definición de estos isomorfismo se tiene que αv = 0 si, y sólo si,
v = 0 y de igual manera ωv = 0 si, y sólo si, v = 0. En adelante, cada vez que escribamos
αv u ωv estaremos haciendo referencia a los isomorfismos anteriores, para cualquier campo
vectorial suave v. A continuación presentamos un lema que se desprende de la definición del
isomorfismo anterior y que será de gran ayuda para la demostración del método del factor
integrante.
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30 2.2. Caso R3

Lema 2.2.1. Sea U ⊂ R3 un abierto. Para cada v ∈ X(U) y su correspondiente 1-forma
αv, se tiene que

dαv = 0 si y sólo si rot (w) = 0 .

Demostración. Realizando un breve cálculo se demuestra que dαv = ωrot(v).

2

Ahora bien, se denomia factor integrante a una función vectorial suave a : U → R3, a 6= 0;
tal que la 1-forma asociada a v y a,

αa
def
=

1

‖a‖2
〈 a× v,dx 〉

es cerrada en U , es decir, dαa = 0. Lo anterior es equivalente a pedir que rot(a× v) = 0 y
es esta condición la que permite establecer el método del factor integrante, el cual enunciamos
a continuación.

Criterio 2.2.1. (Método del Factor Integrante). Sea U ⊂ R3 un abierto conexo y
simplemente conexo y sea v ∈ X(U). Si existe una función a : U −→ R3 tal que

[ v, a ] + a div (v)− v div (a) = 0 (2.24)

entonces el sistema (2.1) admite una Integral Primera K ∈ C∞(U) de la forma

K =

∫
Γx

α, (2.25)

donde α es la 1-forma definida por

α
def
= − 1

‖a‖2
〈 a× v,dx 〉

y Γx =
{
γ(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ(0) = x0, γ(1) = x

}
, es la curva que conecta a los puntos

x0, x ∈ U .

Demostración. Primero demostraremos que la integral primera está bien definida, es decir,
que no depende de la elección de la curva. Sea

Γ̃x =
{
γ̃(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ̃(0) = x0, γ̃(1) = x

}
otra curva que conecte a los puntos x0, x ∈ U , y sea α = αw la 1-forma asociada al campo

vectorial w definido por w
def
= 1
‖a‖2 a× v. Ahora, por ser U simplemente conexo, usando el

Teorema de Stokes, se tiene que∫
Γx

αw −
∫

Γ̃x

αw =

∫
σx

αw =

∫
D

dαw (2.26)
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Método del Factor Integrante 31

donde σx = Γ̃−1
x ◦ Γx y D es la región delimitada por las curvas Γx y Γ̃x. Aqui Γ̃−1

x denota
que la curva es recorrida en sentido contrario, es decir, va del punto x al punto x0. Realizando
un breve cálculo y usando la hipótesis (2.24) se tiene que

rot (w) =
1

‖a‖2
( [ v, a ] + a div (v)− v div (a) ) = 0

y por el Lema 2.2.1 se sigue que es αw cerrada. Por lo tanto, de (2.26) se concluye que∫
Γx

α =

∫
Γ̃x

α

Con lo anterior demostramos que la integral primera no depende de la elección de curva que
hagamos.

Demostraremos ahora que efectivamente K es una integral primera del sistema (2.1). Se
sigue de (2.25) que αw = dK lo cual, por (2.22), implica que w = ∂K

∂x . Por tanto, por como
se ha definido w, se tiene que

∂K

∂x
=

1

‖a‖2
a× v.

Luego,

LvK =

3∑
i=1

vi
∂K

∂xi
=

〈
v,

∂K

∂x

〉
= 0.

Por lo tanto, K es una integral primera del sistema (2.1).

2

2.2.1. Aplicación al sistema Lotka-Volterra en R3

Procederemos en este momento a aplicar el método del factor integrante al sistema
Lotka-Volterra 3-dimensional con términos constantes para exhibir una integral primera del
sistema. El sistema contará con parámetros para los cuales determinaremos condiciones que
permitan garantizar la existencia de dicha integral primera. Al igual que para el caso 2-
dimensional, propondremos una función vectorial a para poder utilizar el Criterio 2.2.1,
el cual tendrá ciertos parámetros que nos ayudarán a formar un sistema de ecuaciones
algebraicas, cuyas condiciones de solubilidad serán las que nos permitirán encontrar una
integral primera para el sistema Lotka-Volterra.

Consideremos el sistema Lotka-Volterra 3-dimensional con términos constantes

ẋ1 = v1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3) + e1

ẋ2 = v2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2 + a23x3) + e2 (2.27)

ẋ3 = v3 = x3(b3 + a31x1 + a32x2 + a33x3) + e3

donde bi, aij , i, j = 1, 2, 3; son parámetros arbitrarios y e1, e2, e3 son términos constantes.
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32 2.2. Caso R3

Supondremos al abierto U del Criterio 2.1.1 como todo R3. Definimos la 1-forma α
def
=

− 1
‖a‖2 〈 a× v,dx 〉, donde v1, v2 y v3 son las componentes del campo que determina al

sistema (2.27) y a es el factor por determinar. La curva Γx a lo largo de la cual integraremos
la 1-forma α, será Γx = Γx2 ◦ Γx1 ◦ Γx3 , donde

Γx3 = { γ̃(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ̃(τ) = (0, 0, τx3) } ,

Γx1 = { γ(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ(τ) = (τx1, 0, x3) } ,

y

Γx2 = { γ̂(τ) : [ 0, 1 ]→ U | γ̂(τ) = (x1, τx2, x3) }

esto es, para cualquier x = (x1, x2, x3) ∈ U , la curva Γx conecta al punto x0 = 0 con x, por
medio de la recta Γx3 que une x0 con el punto (0, 0, x3), por medio de la recta Γx1 que une
al punto (0, 0, x3) con el punto (x1, 0, x3) y por medio de la recta Γx2 que une al punto
(x1, 0, x3) con x, tal como se muesta en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Rectas Γx1 , Γx2 y Γx3
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Método del Factor Integrante 33

Estableceremos dos propuestas para la función vectorial a(x) que son

a1(x) = R(x) (γ1,−β1, α1) y a2(x) = R(x) (γ2 x1,−β2 x2, α2 x3)

donde αi, βi, γi, i = 1, 2; son parámetros arbitrarios y R ∈ C∞(R3), la definiremos como
R = xl1−1

1 xl2−1
2 xl3−1

3 , donde li, i = 1, 2, 3; son parámetros arbitrarios que determinaremos
más adelante.

Realizando cálculos utilizando (2.25) y con la curva Γx definida anteriormente, obtenemos que
la integral primera es dada por

Ki(x) =

∫
( Ra1

i v2 −Ra2
i v1 ) dx3 + h(x1, x2) (2.28)

donde h(x1, x2) se determina mediante las siguientes condiciones

∂Hi

∂x1
= Ra2

i v3 −Ra3
i v2

∂Hi

∂x2
= Ra3

i v1 −Ra1
i v3

donde aji , i = 1, 2; j = 1, 2, 3; representa la j-ésima componente de la función vectorial ai.
La fórmula anterior es la que utilizaremos en esta sección para determinar la forma expĺıcita
de la integral primera.

Las propuestas establecidas para a ciertamente son restrictivos y no generan integrales
primeras de carácter más general del sistema Lotka-Volterra que se puediésen obtener con
el método propuesto. Sin embargo, una propuesta más general para el factor integrante (por
ejemplo, que R sea separable) da lugar a ecuaciones diferenciales parciales, cuyo análisis queda
fuera de los propósitos de este texto y que aún está en proceso de estudio. Aún aśı, con las
funciones vectoriales propuestas se obtienen una cantidad considerable de integrales primeras
con un grado de generalidad aceptable.

Continuando, sustituiremos primeramente la función vectorial a2 en (2.24) por ser más
general que a1, con lo cual obtenemos que

0 = R · [ [ γ2(b2l2 + b3l3) + b1(β2l2 − α2l3) ] x1 + [ (γ2a22 + β2a12)(l2 + 1) +

l3(γ2a32 − α2a12) ] x1x2 + [ (γ2a33 − α2a13)(l3 + 1) + l2(β2a13 + γ2a23) ] x1x3 +

[ γ2(a21l2 + a31l3) + a11(β2l2 − α2l3) ] x2
1 + γ2e2(l2 − 1) x1x

−1
2 + γ2e3(l3 − 1) x1x

−1
3 +

e1(β2l2 − α2l3) ]

0 = −R · [ [ β2(b1l1 + b3l3) + b2(γ2l1 + α2l3) ] x2 + [ (β2a11 + γ2a21)(l1 + 1) +

l3(α2a21 + β2a31) ] x1x2 + [ (α2a23 + β2a33)(l3 + 1) + l1(β2a13 + γ2a23) ] x2x3 +

[ β2(a12l1 + a32l3) + a22(γ2l1 + α2l3) ] x2
2 + β2e1(l1 − 1) x−1

1 x2 + β2e3(l3 − 1) x2x
−1
3 +

e2(γ2l1 + α2l3) ]
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34 2.2. Caso R3

0 = R · [ [ α2(b1l1 + b2l2) + b3(β2l2 − γ2l1) ] x3 + [ (α2a11 − γ2a31)(l1 + 1) +

l2(α2a21 + β2a31) ] x1x3 + [ (α2a22 + β2a32)(l2 + 1) + l1(α2a12 − γ2a32) ] x2x3 +

[ α2(a13l1 + a23l2) + a33(β2l2 − γ2l1) ] x2
3 + α2e1(l1 − 1) x−1

1 x3 + α2e2(l2 − 1) x−1
2 x3 +

e3(β2l2 − γ2l1) ]

Se sigue de manera inmediata que los coeficientes de los términos en los cuales están
involucradas las variables xi, i = 1, 2, 3; y los términos independientes deben de ser cero
para que las tres igualdades anteriores se cumplan. Lo anterior nos induce el siguiente sistema
de ecuaciones algebraicas.

0 = B1l1 +B2l2 (2.29)

0 = B3l1 +B2l3 (2.30)

0 = B3l2 −B1l3 (2.31)

0 = A13l1 +A23l2 (2.32)

0 = A32l1 +A22l3 (2.33)

0 = A31l2 −A11l3 (2.34)

0 = A21l2 +A11(l1 + 1) (2.35)

0 = A12l1 +A22(l2 + 1) (2.36)

0 = A21l3 +A31(l1 + 1) (2.37)

0 = A33l1 +A23(l3 + 1) (2.38)

0 = A12l3 −A32(l2 + 1) (2.39)

0 = A33l2 −A13(l3 + 1) (2.40)

0 = γ2e2(l2 − 1)x−1
2 = γ2e3(l3 − 1)x−1

3 = e1(β2l2 − α2l3)x−1
1 (2.41)

0 = β2e1(l1 − 1)x−1
1 = β2e3(l3 − 1)x−1

3 = e2(α2l3 + γ2l1)x−1
2 (2.42)

0 = α2e1(l1 − 1)x−1
1 = α2e2(l2 − 1)x1

2 = e3(β2l2 − γ2l1)x−1
3 (2.43)

donde

B1 = α2b1 − γ2b3 A1i = α2a1i − γ2a3i

B2 = α2b2 + β2b3 A2i = α2a2i + β2a3i

B1 = β2b1 + γ2b2 A3i = β2a1i + γ2a2i

A continuación, comenzaremos el análisis para derivar las integrales primeras del sistema
Lotka-Volterra (2.27) usando el sistema de ecuaciones anteriores y en su defecto la función
vectorial a1. Dividiremos este estudio en los siguientes casos: e1e2e3 6= 0; e1e2 6= 0, e3 = 0;
e1 6= 0, e2 = e3 = 0; y e1 = e2 = e3 = 0. Los demás casos son análogos. El hecho de que
centremos el estudio en torno a las constantes ei es dejar el sistema (2.27) lo más general
posible.
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Método del Factor Integrante 35

Caso 1 (e1e2e3 6= 0)

Notemos que si e1, e2, e3 6= 0, entonces de (2.41), (2.42) y (2.43) se sigue que l1 = l2 = l3 = 1
y con lo cual se tiene que

β2 − α2 = 0

α2 + γ2 = 0

β2 − γ2 = 0

lo que implica que α2 = β2 = γ2 = 0, es decir a2 ≡ 0. Por tanto, utilizaremos la función
vectorial a1, que al sustituirlo en (2.24) obtenemos que

0 = R · [ [ γ1(a21l2 + a31l3) + β1a12l2 − α1a13l3 ] x1 + γ1[ a22(l2 + 1) + a32l3 ] x2 +

γ1[ a23l2 + a33(l3 + 1) ] x3 + (β1e1 + γ1e2)(l2 − 1) x−1
2 + (γ1e3 − α1e1)(l3 − 1) x−1

3 +

β1b1(l2 − 1) x1x
−1
2 − α1b1(l3 − 1) x1x

−1
3 + β1a11(l2 − 1) x2

1x
−1
2 − α1a11(l3 − 1) x2

1x
−1
3

+β1a13(l2 − 1) x1x
−1
2 x3 − α1a12(l3 − 1) x1x2x

−1
3 + γ1( b2l2 + b3l3 ) ]

0 = −R(x) · [ β1[ a11(l1 + 1) + a31l3 ] x1 + [ β1(a12l1 + a32l3) + γ1a21l1 + α1a23l3 ] x2 +

β1[ a13l1 + a33(l3 + 1) ] x3 + (β1e1 + γ1e2)(l1 − 1) x−1
1 + (α1e2 + β1e3)(l3 − 1) x−1

3 +

γ1b2(l1 − 1) x−1
1 x2 + α1b2(l3 − 1) x2x

−1
3 + γ1a22(l1 − 1) x−1

1 x2
2 + α1a22(l3 − 1) x2

2x
−1
3

+γ1a23(l1 − 1) x−1
1 x2x3 + α1a21(l3 − 1) x1x2x

−1
3 + β1( b1l1 + b3l3 ) ]

0 = R(x) · [ α1[ a11(l1 + 1) + a21l2 ] x1 + [ α1(a13l1 + a23l2) + β1a32l2 − γ1a31l1 ] x3 +

α1[ a12l1 + a22(l2 + 1) ] x2 + (α1e1 − γ1e3)(l1 − 1) x−1
1 + (α1e2 + β1e3)(l2 − 1) x−1

2 −
γ1b3(l1 − 1) x−1

1 x3 + β1b3(l2 − 1) x−1
2 x3 − γ1a33(l1 − 1) x−1

1 x2
3 + β1a33(l2 − 1) x−1

2 x2
3

−γ1a32(l1 − 1) x−1
1 x2x3 + β1a31(l2 − 1) x1x

−1
2 x3 + α1( b1l1 + b2l2 ) ]

Como l1 = l2 = l3 = 1, de las igualdades anteriores obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones
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36 2.2. Caso R3

0 = α1(b1 + b2) (2.44)

0 = β1(b1 + b3) (2.45)

0 = γ1(b2 + b3) (2.46)

0 = α1(2a11 + a21) (2.47)

0 = α1(2a22 + a12) (2.48)

0 = β1(2a11 + a31) (2.49)

0 = β1(2a33 + a13) (2.50)

0 = γ1(2a22 + a32) (2.51)

0 = γ1(2a33 + a23) (2.52)

0 = γ1(a21 + a31) + β1a12 − α1a13 (2.53)

0 = β1(a12 + a32) + γ1a21 + α1a23 (2.54)

0 = α1(a13 + a23) + β1a32 − γ1a31 (2.55)

Ahora, como queremos que la función vectorial a1 sea no trivial, el estudio del sistema
de ecuaciones anterior lo dividiremos en los siguientes subcasos: α1 6= 0, β1 = γ1 = 0;
α1β1 6= 0, γ1 = 0; y α1β1γ1 6= 0. Los demás casos pueden ser tratados análogamente.

Si α1 6= 0, β1 = γ1 = 0, entonces de las ecuaciones (2.44 - 2.55) obtenemos las siguientes
condiciones de solubilidad

b1 + b2 = 0, 2a11 + a21 = 0, 2a22 + a12 = 0, a13 = a23 = 0.

Con las condiciones anteriores y utilizando (2.28) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.2.1. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes e1, e2, e3 distintos
de cero

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 − 2a22x2) + e1

ẋ2 = x2(−b1 − 2a11x1 + a22x2) + e2

ẋ3 = x3(b3 + a31x1 + a32x2 + a33x3) + e3

admite una integral primera de la forma

K(x) = −e2x1 + e1x2 + b1x1x2 − a22x1x
2
2 + a11x

2
1x2.

Ahora, si α1β1 6= 0, γ1 = 0, entonces de las ecuaciones (2.44 - 2.52) obtenemos que

b1 + b2 = 0 2a11 + a21 = 0 2a11 + a31 = 0

b1 + b3 = 0 2a22 + a12 = 0 2a33 + a13 = 0
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Método del Factor Integrante 37

mientras que de las ecuaciones (2.53 - 2.55) demostramos el siguiente sistema lineal −a13 a12

a23 (a12 + a32)
(a13 + a23) a32

 α
β

 =

 0
0
0



cuyas condiciones de solubilidad son a12(a13 + a23) + a13a32 = 0 y α = a12
a13

. Con las
condiciones encontradas y utilizando (2.28) demostramos la siguiente proposición.

Proposición 2.2.2. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes e1, e2, e3 distintos
de cero

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 − 2a22x2 − 2a33x3) + e1

ẋ2 = x2(−b1 − 2a11x1 + a22x2 + a23x3) + e2

ẋ3 = x3(−b1 − 2a11x1 + a32x2 + a33x3) + e3

admite una integral primera de la forma

K(x) = 2(e3a33 + e2a22)x1 + 2e1a22x2 − 2e1a33x3 − 2b1a22x1x2 − 2b1a33x1x3

+2a2
22x1x

2
2 + 2a2

33x1x
2
3 + 2a11a22x

2
1x2 − 2a11a33x

2
1x3 + 4a22a33x1x2x3

bajo la condición 2a22a33 − a22a23 − a32a33 = 0.

Finalmente, si α1β1γ1 6= 0, entonces de las ecuaciones (2.44 - 2.52) obtenemos que

bi = 0 2ajj + aij = 0 (2.56)

para toda i 6= j, i, j = 1, 2, 3. De las ecuaciones (2.53-2.55) obtenemos el siguiente sistema
lineal

 −a13 a12 (a21 + a31)
a23 (a12 + a32) a21

(a13 + a23) a32 −a31

 αβ
γ

 =

 0
0
0



Usando (2.56) el sistema anterior lo podemos expresar de la siguiente forma equivalente

−a33 0 a11

0 a22 a11

0 0 0

 αβ
γ

 =

 0
0
0



Con lo cual obtenemos que α = a11
a33
γ y β = −a11

a22
γ. Por tanto, de lo anterior y de (2.56) y

utilizando (2.28) demostramos la siguiente proposición.
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38 2.2. Caso R3

Proposición 2.2.3. El sistema Lotka-Volterra con términos constantes e1, e2, e3 distintos
de cero

ẋ1 = x1(a11x1 − 2a22x2 − 2a33x3) + e1

ẋ2 = x2(−2a11x1 + a22x2 − 2a33x3) + e2

ẋ3 = x3(−2a11x1 − 2a22x2 + a33x3) + e3

admite una integral primera de la forma

K(x) = a11(e3a33 − e2a22)x1 + a22(e1a11 − e3a33)x2 + a33(e2a22 − e1a11)x3

−a11a
2
22x1x

2
2 + a11a

2
33x1x

2
3 + a2

11a22x
2
1x2 − a2

11a33x
2
1x3 − a22a

2
33x2x

2
3

+a2
22a33x

2
2x3.
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Método del Factor Integrante 39

Caso 2 (e1e2 6= 0, e3 = 0)

En este caso utilizaremos únicamente la función vectorial a2 para derivar las condiciones que
nos permitirán exhibir las integrales primeras del sistema Lotka-Volterra, pues de utilizar la
función vectorial a1 obtendŕıamos las mismas integrales primeras que en el caso 1 salvo los
términos en los que interviene la constante e3.

Por ser e3 = 0 se sigue que a2 6= 0, lo que nos permite utilizar el sistema de ecuaciones
(2.29 - 2.43) para realizar nuestro estudio. Las manipulaciones algebraicas son similares a las
que ya hemos realizados en casos anteriores por lo que solamente presentamos, mediante una
tabla, las integrales primeras obtenidas en este caso y las respectivas condiciones que deben
de cumplir los parámetros involucrados para asegurar su existencia.

SISTEMA LOTKA-VOLTERRA INTEGRAL PRIMERA

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 − 2a22x2) + e1

ẋ2 = x2(−b1 − 2a11x1 + a22x2) + e2

ẋ3 = x3(b3 + a31x1 + a32x2 + a33x3)

K(x) = −e2x1 + e1x2 + b1x1x2

−a22x1x
2
2 + a11x

2
1x2.

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3) + e1

ẋ2 = x2(b1 + a11x1 − a12x2 + a23x3) + e2

ẋ3 = x3(−b1 − a11x1 + a12x2 −
a13 + a23

a33
x3)

K(x) = −e2x1x3 + e1x2x3

+
(a13 − a23)

2
x1x2x

2
3

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3) + e1

ẋ2 = x2(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3) + e2

ẋ3 = x3(b3 + a31x1 + a32x2 + a33x3)

K(x) = (e1x2 − e2x1)xl
3

3
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40 2.2. Caso R3

Caso 3 (e1 6= 0, e2, e3 = 0)

Este caso es muy especial ya que muestra como el sistema (2.27), que está definido por un
campo vectorial suave en todo el espacio R3, admite integrales primeras definidas en un
abierto contenido propiamente en él y esto debido a que en la estructura de estas integrales
primeras intervienen funciones de tipo exponencial y logaŕıtmicas. Por ser las manipulaciones
algebraicas similares a las ya realizadas en casos anteriores solamente presentaremos las
integrales primeras y las condiciones que deben cumplir los parámetros involucrados para
asegurar su existencia.

Proposición 2.2.4. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3) + e1

ẋ2 = a23x2x3

ẋ3 = −x3(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3)

admite una integral primera de la forma

K(x) = −a23x1x3 + e1 ln |x2|

bajo la condición a23 6= 0.

Proposición 2.2.5. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0

ẋ1 = e1

ẋ2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2 + a23x3)

ẋ3 = x3(b3 + a31x1 + λa22x2 + λa23x3)

con λ 6= 0 ∈ R, admite una integral primera de la forma

K(x) =

(
b3
λ
− b2

)
x1 +

(
a31
λ − a21

)
2

x2
1 + e1 ln

∣∣∣∣∣ x2

x
1/λ
3

∣∣∣∣∣
bajo la condición a22a23 6= 0.

Proposición 2.2.6. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0

ẋ1 = x1(a11x1 + a12x2 + a13x3) + e1

ẋ2 = a23x2x3

ẋ3 = x3(−a11x1 − a12x2 + a33x3)

40



Método del Factor Integrante 41

admite una integral primera de la forma

K(x) = −a23x1x
−a13+a33

a23
2 x3 −

e1a23

a13 + a33
x
−a13+a33

a23
2

bajo la condición a13+a33
a23

6= 0.

Proposición 2.2.7. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3) + e1

ẋ2 = x2(−b1 − a11x1 + a22x2 + a23x3)

ẋ3 = x3(−b1 − a11x1 + a32x2 + a33x3)

admite una integral primera de la forma

K(x) =

[
(a22 − a32)x1x2 +

(a13 + a23)(a22 − a32)

a12 + 2a22 − a32
x1x3 +

e1(a22 − a32)

a12 + a22

]
x
a12+a22
a32−a22
2 x

a12+a22
a22−a32
3

bajo las siguientes condiciones

(a12+a22)(a13+a33)(a22−a32)(a23−a33) 6= 0, (a13+a33)(a22−a32)−(a12+a22)(a23−a33) = 0.

Caso 4 (e1 = e2 = e3 = 0)

Al igual que en el Caso 3 solamente mostraremos las integrales primeras halladas junto con
las condiciones que deben cumplir los parámetros involucrados para asegurar su existencia.
Queremos resaltar el hecho de que en la estructura de las integrales primeras encontradas en
este caso intervienen funciones que no están definidas en todo el espacio R3 a pesar de que el
campo vectorial que define al sistema (2.27) es suave en todo R3.

Proposición 2.2.8. El sistema Lotka-Volterra

ẋ1 = b1x1

ẋ2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2 + a23x3)

ẋ3 = x3(b3 + a31x1 + λa22x2 + λa23x3)

con λ 6= 0 ∈ R, admite una integral primera de la forma

K(x) =
(
a21 −

a31

λ

)
x1 +

(
b2 −

b3
λ

)
ln |x1| − b1 ln |x2|+

b1
λ

bajo la condición a22a23b1 6= 0.
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42 2.2. Caso R3

Proposición 2.2.9. El sistema Lotka-Volterra Consideremos el sistema Lotka-Volterra 3-
dimensional con términos constantes

ẋ1 = a11x
2
1

ẋ2 = x2(b2 + a21x1 + a22x2 + a23x3)

ẋ3 = x3(b3 + a31x1 + λa22x2 + λa23x3)

con λ 6= 0 ∈ R, admite una integral primera de la forma

K(x) =

(
b2 −

b3
λ

)
1

x1
+
(a31

λ
− a21

)
ln |x1|+ a11 ln |x2| −

a11

λ
ln |x3|

bajo la condición a11a22a23 6= 0.

Proposición 2.2.10. El sistema Lotka-Volterra

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3)

ẋ2 = x2(b1 + a21x1 + a12x2 + a23x3)

ẋ3 = x3(b1 + a31x1 + a32x2 + a13x3)

admite una integral primera de la forma

K(x) = (a12 − a32)
x2

x1
+ (a23 − a13)

x3

x1
+ (a31 − a21) ln |x1|

+ (a11 − a31) ln |x2|+ (a21 − a11) ln |x3|

bajo las siguientes condiciones

a22 − a31 6= 0, a23 − a33 6= 0 y (a11 − a31)2 + (a11 − a21)2 6= 0.

Proposición 2.2.11. El sistema Lotka-Volterra con término constante e1 6= 0

ẋ1 = x1(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3)

ẋ2 = λx2(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3)

ẋ3 = −λx3(b1 + a11x1 + a12x2 + a13x3)

con λ 6= 0 ∈ R, admite una integral primera de la forma

K(x) = xξ1x
ξ− ξ

λ
2 xξ3 .

con ξ 6= 0 ∈ R arbitrario.
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Caṕıtulo 3

Estabilidad

En este caṕıtulo desarrollaremos brevemente la teoŕıa de estabilidad para sistemas
dinámicos. Estudiaremos la estabilidad en torno a puntos de equilibrio en el sentido de
Lyapunov, un matemático e ingeniero ruso que estableció las bases de la teoŕıa que hoy
lleva su nombre. Hacer este estudio es imprescindible para los propósitos de este texto, el
cual tiene como objetivo aplicar los métodos de enerǵıa, cuyo análisis desarrollaremos en el
Caṕıtulo 4, para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema dinámico.
Primeramente se presentarán las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov y
posteriormente los teoremas de Lyapunov, los cuales dan un criterio para determinar la
estabilidad de un sistema alradedor de sus puntos de equilibrio.

3.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Esta sección estará dedicada únicamente en definir de manera precisa el que una solución
al problema de Cauchy sea estable o inestable en el sentido de Lyapunov. Posteriormente
reformularemos dicha definición para establecer de manera concreta que significa el que un
punto de equilibrio sea estable en el sentido de Lyapunov.

Consideremos el problema de Cauchy

ẋ = v(x) (3.1)

x
∣∣
t=t0

= ξ

con v ∈ X (U) y U ⊂ Rn un abierto.

Definición 3.1.1. Sea χ una solución de (3.1) definida en [ t0, ∞ ). Se dice que χ es
estable en el sentido de Lyapunov cuando t → ∞, si para cada ε > 0, existe δ > 0;
tal que

1. Cada solución x(t) de (3.1) con

‖ x(t0)− χ(t0) ‖ < δ

está bien definida para todo t ∈ [ t0, ∞ ).
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44 3.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

2. Se cumple que
‖ x(t)− χ(t) ‖ < ε

para todo t ∈ [ t0, ∞ ).

En palabras: una solución es estable si cualquier otra solución que está cerca de ella en
un instante inicial, permanece cerca de ella en cualquier instante posterior. Notemos que lo
anterior no implica que las soluciones converjan, ya que una puede oscilar alrededor de la
otra, relacionado con esto tenemos la definición de estabilidad asintótica que enunciamos a
continuación.

Figura 3.1: Estabilidad en el sentido de Lyapunov de la solución χ(t)

Definición 3.1.2. Sea χ una solución de (3.1) definida en [ t0, ∞ ). Se dice que χ es
asintóticamente estable en el sentido de Lyapunov cuando t → ∞, si es estable en
el sentido de Lyapunov y además existe η > 0 tal que

Si ‖x(t)− χ(t)‖ < η entonces lim
t→∞

x(t) = χ(t)

donde x(t) es solución del sistema (3.1).

Nuevamente en palabras, una solución χ es estable si (además de ser estable) cualquier otra
solución x que en un cierto instante pase cerca de ella, al hacer tender el tiempo a infinito
se aproxima a χ tanto como queramos. La contraparte de las dos definiciones anteriores, es
decir, que χ sea inestable significa que al menos hay otra solución que inicialmente está cerca
de ella y al cabo de un cierto tiempo se ha separado tanto como queramos, lo cual se especifica
en la siguiente definición.
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Definición 3.1.3. Sea χ una solución de (3.1) definida en [ t0, ∞ ). Se dice que χ es
inestable en el sentido de Lyapunov cuando t→∞, si existe ε > 0 tal que para cada
δ > 0 existe una solución xδ(t) de (3.1) y un tiempo t1 = t1(δ) > to, tal que

‖ xδ(t0)− χ(t0) ‖ < δ y ‖ xδ(t1)− χ(t1) ‖ ≥ ε .

Ya que el propósito de este texto es estudiar sólamente la estabilidad en los puntos de
equilibrio del sistema (3.1), procederemos a dar esta definición. Por conveniencia enunciaremos
la definición con x∗ = 0 como punto de equilibrio. Esto no implica pérdida de generalidad,
ya que se puede definir el cambio de coordenadas x̃ = x− x0(t), para alguna solución x0(t).

Definición 3.1.4. Si el origen es un punto de equilibrio, éste se dice estable en el sentido
de Lyapunov cuando t→∞, si para cada ε > 0 existe δ > 0, tal que

1. Cada solución x(t) de (3.1) con

‖ x(t0) ‖ < δ

está bien definida para todo t ∈ [ t0, ∞ ).

2. Se cumple que
‖ x(t) ‖ < ε

para todo t ∈ [ t0, ∞ ).

Para ejemplificar la definición anterior, consideremos el sistema dinámico 2-dimensional

ẋ1 = x2 (3.2)

ẋ2 = −x1

cuyas soluciones son x(t) = [ x1(t), x2(t) ] = [ c2 sin(t) + c1 cos(t), c2 cos(t) − c1 sin(t) ],
obteniendo asi que las trayectorias son todas las circunferencias centradas en el origen, el cual
es el único punto de equilibrio del sistema, tal como se muesta en la Figura 3.2.
Debido a los fines de esta sección no profundizará en la teoŕıa de estabilidad en el sentido de
Lyapunov para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, si se desea profundizar en esta
teoŕıa recomendamos las referencias [7, 3].
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46 3.2. Teoremas de Lyapunov

Figura 3.2: Soluciones del sistema 3.2

3.2. Teoremas de Lyapunov

Para determinar la estabilidad a partir de las definiciones dadas en la sección anterior,
por un lado, necesitamos conocer la expresión anaĺıtica de las soluciones de (3.1), algo
que sabemos es generalmente imposible, por otro lado, suponiendo que tuviéramos dicha
expresión para las soluciones, no es trivial hacer las estimaciones pertinentes para δ. De la
teoŕıa clásica de la Mecánica, es sabido que un sistema es estable si su enerǵıa, una función
positiva, es continuamente decreciente, o sea tiene derivada negativa, hasta que el sistema
alcanza su estado de equilibrio. Aleksandr Lyapunov, generalizando este hecho, demostró que
ciertas funciones aparte de la función enerǵıa pueden ser usadas para la determinación de la
estabilidad del punto de equilibrio de un sistema. Los tres teoremas que presentamos en esta
sección son denominados primer, segundo y tercer Teorema de Lyapunov y proveen un método
para determinar la estabilidad de las soluciones del sistema (3.1) sin conocerlas expĺıcitamente.

Antes de enunciar y demostrar el primer Teorema de Lyapunov, recordemos que para cualquier
abierto U ⊂ Rn y cualquier x0 ∈ U , la bola abierta n-dimensional con centro en x0 y de
radio r > 0, es el conjunto definido por

Bn
r (x0) = { x ∈ U | ‖ x− x0 ‖ < r }
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y se define la esfera (n− 1)-dimensional con centro en x0 y de radio r > 0 por

Sn−1
r (x0) = { x ∈ U | ‖ x− x0 ‖ = r } .

Teorema 3.2.1. (Primer Teorema de Lyapunov). Sea U ⊂ Rn un abierto.
Consideremos sistema (3.1) y supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio. Si existe
r > 0 y una función F ∈ C∞( Bn

r (0) ), tal que

1. F (0) = 0

2. F (x) > 0, ∀ x ∈ Bn
r (0) \ {0}

3. LvF ≤ 0, ∀ x ∈ Bn
r (0)

Entonces x = 0 es estable en el sentido de Lyapunov cuando t→∞ , i.e, para cada ε > 0
existe δ > 0, tal que

si ‖ x(t0) ‖ < δ, entonces ‖ x(t) ‖ < ε,

para toda t ∈ [ t0, ∞ ) y donde x(t) es solución de (3.1).

Demostración. Fijemos ε > 0 tal que ε < r, y consideremos la esfera (n − 1)-dimensional
Sn−1
r (0). Por ser Sn−1

r (0) compacta y F continua podemos definir

α
def
= inf

x∈Sn−1
ε (0)

F (x)

Además, como F (0) = 0 y usando nuevamente que es continua, existe δ > 0 tal que
Bn
δ (0) ⊂ Bn

ε (0) y F (x) < α, para toda x ∈ Bn
δ (0).

Sea x(t) una solución de (3.1) con ‖ x(t0) ‖ < δ, es decir, x(t0) ∈ Bn
δ (0). Vamos a probar

que ‖ x(t) ‖ < ε para toda t ∈ I+
x(t0). Supongamos que existe t1 > 0 tal que ‖ x(t1) ‖ = ε.

Notemos que

d

dt
F (x(t)) = (LvF )(x(t))

lo cual implica, por la hipótesis 3, que F es decreciente.

De lo anterior y por definición de α se sigue que F (x(t0)) ≥ F (x(t1)) > α, lo cual no es
posible, ya que por construcción F (x(t0)) < α. Por lo tanto, se concluye que ‖ x(t) ‖ < ε,
para toda t ∈ I+

x(0). Usando el Teorema 1.1.2 se concluye también que I+
x(t0) = [ t0,∞) por

ser Sn−1
ε compacto.

2
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48 3.2. Teoremas de Lyapunov

El primer Teorema de Lyapunov convierte el problema de encontrar las soluciones expĺıcitas
del sistema (3.1) para determinar la estabilidad en una vecindad del origen, si éste es un
punto de equilibrio, en encontrar una función F de clase C∞ que se anule en el origen, tome
valores positivos en todos los puntos cercanos a él, en la bola acotada por r para ser exactos,
y además la evolución a lo largo de cada trayectoria del sistema (3.1) sea decreciente, lo cual
se traduce en que la derivada de Lie de F sea no negativa. A la función F se le llama función
de Lyapunov tipo I.

Del teorema anterior se sigue el siguiente corolario. El cual es muy importante para los
propósitos de este texto, pues proporciona la base mediante el cual se desarrollan los métodos
de enerǵıa, los cuales abordaremos en el Caṕıtulo 4.

Corolario 3.2.1. Si el sistema (3.1) admite una integral primera F en Bn
r (0) tal que

F (0) = 0 y F (x) > 0 para toda x ∈ Bn
r (0) \ {0}, entonces el origen es un punto de

equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

El corolario anterior es muy útil ya que nos transforma el problema de encontrar funciones de
Lyapunov en encontar una integral primera para el sistema (3.1), que como presentamos en el
Caṕıtulo 2, para el caso 2 y 3-dimensional podemos utilizar el método del factor integrante.
Algo muy importante que hay que señalar es que este corolario nos asegura únicamente
estabilidad y no estabilidad asintótica pues, como mostraremos en el siguiente teorema, una
integral primera no cumple con todas las condiciones requeridas para ello.

Teorema 3.2.2. (Segundo Teorema de Lyapunov). Sea U ⊂ Rn un abierto.
Consideremos sistema (3.1) y supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio. Si existe
r > 0 y una función F ∈ C∞( Bn

r (0) ), tal que

1. F (0) = 0

2. F (x) > 0, ∀ x ∈ Bn
r (0) \ {0}

3. LvF < 0, ∀ x ∈ Bn
r (0)

4. (LvF )(0) = 0

Entonces x = 0 es asintóticamente estable en el sentido de Lyapunov cuando t→∞.

Demostración. Fijemos ε > 0 tal que ε < r y sea δ > 0. Por el primer Teorema de Lyapunov
se sigue que, si x(t) es una solución de (3.1) tal que ‖x(t0)‖ < δ, entonces ‖x(t)‖ < ε para

toda t ∈ [ t0,∞). Definamos f(t)
def
= F (x(t)) y notemos que

f(t) > 0 y
df(t)

dt
< 0 (3.3)

para toda t 6= 0 ∈ [ t0,∞). Esto último implica que f(t) es estrictamente decreciente y
además está acotada inferiormente por cero. Por tanto

lim
t→∞

f(t) = α
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existe y además α ≥ 0. Vamos probar que α = 0. Supongamos que α > 0, por ser f(t)
estrictamente decreciente se tiene que f(t) ≥ α > 0, entonces podemos tomar ζ > 0 tal que
ζ < ε y ‖x(t)‖ > ζ > 0 para toda t ∈ [ t0,∞). Luego por la hipótesis 3, (LvF )(x(t)) < 0
para toda x(t) tal que ζ ≤ ‖x(t)‖ ≤ ε y por ser F continua existe m > 0 tal que

(LvF )(x(t)) < −m < 0.

en Bn
ε (0) \ Bn

ζ (0). Lo anterior implica que

df(t)

dt
< −m

Integrando, de 0 a t, la expresión anterior se obtiene que f(t) < f(0) − tm para toda

t ∈ [ t0,∞). Notemos que tomando t1 >
f(0)
m implica que f(t1) < 0, pero esto contradice

(3.3). Por lo tanto se concluye que α = 0.

2

El segundo Teorema de Lyapunov, en otras palabras, nos dice que si existe una función F que,
a diferencia de una función de Lyapunov tipo I, su evolución a lo largo de cada trayectoria del
sistema (3.1) sea estrictamente decreciente, entonces el origen no solamente es estable en el
sentido de Lyapunov sino que además existe una vecindad con centro cero en la que cualquier
solución del sistema (3.1) que inicie en ella converge al origen. A la función F se le llama
función de Lyapunov tipo II. Es importante señalar que, como se mencionó anteriormente,
si el sistema (3.1) admite una integral primera no se puede asegurar que el origen sea estable
asintóticamente por la condición 3 del teorema anterior. A continuación presentamos el tercer
Teorema de Lyapunov que es una contarparte a los dos primeros teoremas, pues nos da
condiciones para que el origen se inestable en el sentido de Lyapunov.

Teorema 3.2.3. (Tercer Teorema de Lyapunov). Sea U ⊂ Rn un abierto. Consideremos
sistema (3.1) y supongamos que x = 0 es un punto de equilibrio. Si existe r > 0 y una
función F ∈ C∞( Bn

r (0) ), tal que

1. F (0) = 0

2. F (x) > 0, ∀ x ∈ Bn
r (0) \ {0}

3. LvF > 0, ∀ x ∈ Bn
r (0)

4. (LvF )(0) = 0

Entonces x = 0 es inestable en el sentido de Lyapunov.

La demostración del tercer Teorema de Lyapunov será omitida, pues para los propósitos de
este texto no es relevante. Una demostración del teorema anterior puede ser consultada en
[13, p. 206].
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50 3.2. Teoremas de Lyapunov

A pesar de que no existen reglas generales para obtener funciones de Lyapunov en un problema
dado, la principal ventaja del método de Lyapunov es que, cuando se puede encontrar
la función F asegura la estabilidad asintótica, además de que es aplicable a sistemas no
necesariamente lineales ni autónomos. Conlcluimos el estudio de la teoŕıa de estabilidad en
el sentido de Lyapunov. Si se está interesado en un estudio más extenso de esta teoŕıa puede
consultar en [13].
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Caṕıtulo 4

Métodos de enerǵıa

Este caṕıtulo es, sin duda, el más importante de este texto. Lo anterior debido a que
nuestro principal objetivo es presentar y demostrar los denominados métodos de enerǵıa para
determinar los puntos de equilibrio de un sistema de dinámico son estables. Para mostrar en
qué consiste estos métodos procederemos a contextualizarlos.

Consideremos el siguiente sistema 3-dimensional

ẋ = v(x) (4.1)

con v(x) ∈ X (U) y U ⊂ R3 un abierto.

El primer y segundo Teorema de Lyapunov presentados en la sección anterior son una
herramienta de análisis muy poderosa. Sin embargo, presentan dos desventajas. La primera
es que no hay un método sistemático para hallar una función de Lyapunov y por tanto hay
que proponer una función candidata a ser función de Lyapunov y verificar si cumple con los
requisitos. La segunda es que el teorema solo brinda condiciones suficientes, por lo tanto el
hecho de no encontrar una función de Lyapunov no significa que los puntos de equilibrio del
sistema (4.1) sean inestables o no asintóticamente estables.

Súpongamos que x = a es un punto de equilibrio del sistema anterior, es decir, v(a) = 0.
Como ya mencionamos, la mayor parte de las veces es muy complicado encontar funciones
de Lyapunov tipo I (o de cualquier tipo), sin embargo, auxiliandonos del Corolario 3.2.1 en
muchas situaciones se puede utilizar integrales primeras del sistema (4.1) como funciones de
Lyapunov tipo I. De hecho, este enfoque es ampliamente utilizado en el contexto de sistemas
con estructura Hamilton-Poisson en los que el Hamiltoniano y el Casimir proveniente de la
estructura de Poisson vienen a ser integrales primeras del sistema [15, 16, 17].

Los métodos para el estudio de la estabilidad de puntos de equilibrio mediante integrales
primeras son denominados métodos de enerǵıa. En este caṕıtulo presentamos tres métodos
llamados método de Arnold, método de enerǵıa de Casimir y método de Ortega-Ratiu. Lo
que haremos es demostrar que efectivamente el método de Arnold nos brinda un criterio
para determinar la estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema (4.1) y posteriormente
demostraremos que el método de enerǵıa de Casimir y el método de Ortega-Ratiu son
equivalentes con éste, en el sentido de que si se cumplen las hipótesis requeridas para el método
de Arnold también se cumplen las hipótesis requeridas para los otros dos métodos. Cabe
señalar que por conveniencia estudiaremos los métodos de enerǵıa para el caso 3-dimensional,
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52 4.1. Método de Arnold

las demostraciones que exhibiremos para este caso no difieren en gran medida del caso n-
dimensional. Una vez demostrados los métodos de enerǵıa los aplicaremos al sistema del
trompo de Euler correspondientes a las álgebras SO(3) y Sl(2;R).

4.1. Método de Arnold

En 1965 Arnold ofrece en sus estudios un teorema que proporciona un método, el cual
lleva su nombre, para determinar la estabilidad en un punto de equilibrio del sistema (4.1).
Presentamos este teorema acontinuación.

Teorema 4.1.1. (Método de Arnold). Sea U ⊂ R3 un abierto y v(x) ∈ X (U).
Supongamos que x = a ∈ U , es un punto de equilibrio del sistema (4.1) y que K1,K2 ∈
C∞(U) son integrales primeras del mismo sistema. Si existe λ∗ ∈ R tal que

1.
∂

∂x
( K1 − λ∗ K2 )(a) = 0

2. D2
xx( K1−λ∗ K2 )(a), es positiva o negativa definida en W

def
=
{
x ∈ R3 |x> ∂K2

∂x (a) = 0
}

.

Entonces x = a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

Antes de formular la demostración del teorema, presentamos tres lemas que serán
fundamentales para la demostración.

Lema 4.1.1. Sea Q una matriz 3 × 3 real, simétrica y positiva semidefinida. Sea P una
matriz 3 × 3 real y simétrica con la siguiente propiedad: Si x 6= 0 ∈ R3 y x>Q x = 0,
entonces x>P x > 0. Entonces existe α∗ ∈ R tal que P + α∗ Q > 0.

Demostración. Por la Proposición 1.3.2, existe un cambio de coordenadas

x 7−→ y = L−1x

y 7−→ x = L y

con x, y ∈ R3 y donde L : R3 → R3 es un operador lineal no singular, i.e, det(L) 6= 0; tal
que

x>Q x = y>
(
L>Q L

)
y

y donde Q̃ = L>Q L es una matriz 3 × 3 diagonal, más aún, por ser Q una matriz
semidefinida positiva los elementos de la diagonal de Q̃ son 1’s y/ó 0’s, y esto depende
directamente del rango de Q.
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Por otra parte, para la matriz P tenemos que

x>P x = y>
(
L>P L

)
y

donde P̃ = L>P L es una matriz 3× 3 no necesariamente diagonal, esto es

P̃ =

 P̃11 P̃12 P̃13

P̃21 P̃22 P̃23

P̃31 P̃32 P̃33



Vamos dividir nuestra demostración en torno al rank(Q) y lo que haremos es mostrar que
en todos los casos existe α ∈ R tal que P̃ +α Q̃ > 0, lo que es equivalente a demostrar que
P + α Q > 0.

Caso rank(Q) = 3

Si el rango de Q es igual a tres tenemos que

Q̃ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


y por tanto y>Q̃ y = y2

1 + y2
2 + y2

3. Luego si y 6= 0 ∈ R3 se tiene que y>Q̃ y 6= 0 y por

la propiedad de la matriz P que tenemos por hipótesis, se sigue que y>
˜̃
P y > 0 para toda

y 6= 0.

Ahora, defininamos la matriz M3
α por

M3
α = P̃ + α Q̃ =


P̃11 + α P̃12 P̃13

P̃21 P̃22 + α P̃23

P̃31 P̃32 P̃33 + α



A continuación calcularemos los menores principales de la matriz M3
α

∆1 = α+ P̃11

∆2 = α2 + ( tr[ P̃ ]− P̃33 ) α+ S̃33

∆3 = α3 + tr[ P̃ ] α2 + ( S̃11 + S̃22 + S̃33 ) α+ det(P̃ )

donde S̃ii, i = 1, 2, 3; es el determinante de la matriz que resulta de eliminar la i-ésima fila
y la i-ésima columna en la matriz P̃ .
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Notemos que tomando α > 0, cada ∆i se convierte en un polinomio de grado i en la
variable α que, usando resultados de cálculo elemental, cumple que

lim
α→∞

∆i = ∞ i = 1, 2, 3.

Lo anterior nos asegura que para cada ∆i, existe αi ∈ R tal que ∆i > 0. Tomando
α∗ = max { αi , i = 1, 2, 3. }, por el Criterio 1.3.2 se tiene que M3

α > 0 y por tanto

P + α∗ Q > 0.

Caso rank(Q) = 2

Si el rango de Q es igual a dos tenemos que

Q̃ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0


y por tanto y>Q̃ y = y2

1 + y2
2. Luego si y 6= 0 ∈ R3 se tiene que y>Q̃ y = 0 si, y sólo si,

y1, y2 = 0 y y3 6= 0. Por la propiedad de la matriz P que tenemos por hipótesis, se sigue
que y>P̃ y > 0 si, y sólo si, P̃33 > 0.

Ahora, defininamos la matriz M2
α por

M2
α = P̃ + α Q̃ =


P̃11 + α P̃12 P̃13

P̃21 P̃22 + α P̃23

P̃31 P̃32 P̃33



A continuación calcularemos los menores principales de la matriz M2
α

∆1 = α+ P̃11

∆2 = α2 + ( tr[ P̃ ]− P̃33 ) α+ S̃33

∆3 = P̃33 α
2 + ( S̃11 + S̃22 ) α+ det(P̃ )

donde S̃ii, i = 1, 2, 3; es definido como en el caso anterior y por los argumentos usados ese
caso se tiene que existe αi ∈ R tal que ∆i > 0. Tomando α∗ = max { αi , i = 1, 2, 3. },
por el Criterio 1.3.2 se tiene que M2

α > 0 y por tanto P + α∗ Q > 0.
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Caso rank(Q) = 1.

Si el rango de Q es igual a uno tenemos que

Q̃ =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


y por tanto y>Q̃ y = y2

1. Luego si y 6= 0 ∈ R3 se tiene que y>Q̃ y = 0 si, y sólo si, y1 = 0
y y2y3 6= 0 ó y2 6= 0, y3 = 0 (el caso y2 = 0, y3 6= 0 es análogo).

Analicemos primero el caso y1 = 0, y2y3 6= 0. Por la propiedad de la matriz P que tenemos
por hipótesis, se sigue que y>P̃ y > 0 si, y sólo si, P̃22, P̃33 > 0 y P̃23+P̃32 = 0. Defininamos
la matriz M1

α por

M1
α = P̃ + α Q̃ =


P̃11 + α P̃12 P̃13

P̃21 P̃22 P̃23

P̃31 P̃32 P̃33


A continuación calcularemos los menores principales de la matriz M1

α

∆1 = α+ P̃11

∆2 = P̃22 α+ S̃33

∆3 = ( P̃22P̃33 + P̃ 2
32 ) α+ S̃11 + det(P̃ )

donde S̃11, es definido como en el caso donde el rango de la matriz Q es igual a 3 y por
los argumentos usados ese caso se tiene que existe αi ∈ R tal que ∆i > 0. Tomando
α = max { αi , i = 1, 2, 3. }, por el Criterio 1.3.2 se tiene que M1

α > 0 y por tanto

P + α Q > 0.

Ahora, el caso y1 = y3 = 0, y2 6= 0. Por la propiedad de la matriz P que tenemos por
hipótesis, se sigue que y>P̃ y > 0 si, y sólo si, P̃22 > 0. De la expresión para el
menor ∆1 se obtiene la condición adiconal P̃33 > 0. Por los argumentos usados en el
caso donde el rango de la matriz Q es igual a 3 se tiene que existe α̂i ∈ R tal que ∆i > 0.
Tomando α̂ = max { α̂i , i = 1, 2, 3. }, por el Criterio 1.3.2 se tiene que M1

α > 0 y por tanto

P + α̂ Q > 0.

Por último, eligiendo α∗ = max { α, α̂ }, se concluye que P + α∗ Q > 0.

2

Una pequeña observación acerca del lema anterior es que también es válido si se considera en
las hipótesis el caso x>P x < 0 y cuya tesis contemplaŕıa la desigualdad P + α∗Q < 0. La
demostración es totalmente análoga.
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56 4.1. Método de Arnold

Lema 4.1.2. Sean U ⊂ R3 un abierto y F ∈ C∞(U). Para a ∈ U fijo, la matriz Q
definida por

Q
def
=

∂F

∂x
(a)

[
∂F

∂x
(a)

]>
comple las siguientes propiedades

1. Q es positiva semidefinida.

2. x Q>x = 0 si, y sólo si, x ∈W def
=

{
x ∈ U | x>∂F

∂x
(a) = 0

}
.

Demostración. 1) Sea x ∈ U arbitrario, luego

x>Q x = x>
∂F

∂x
(a)

[
∂F

∂x
(a)

]>
x

=

(
x>

∂F

∂x
(a)

)2

.

≥ 0

por lo tanto, se concluye que Q es positiva semidefinida.

2) Definamos el conjunto W
def
=

{
x ∈ U | x>∂F

∂x
(a) = 0

}
. Como

x>Q x =

(
x>

∂F

∂x
(a)

)2

se sigue que x>Q x = 0 si y sólo si x ∈W .

2

Es importante notar que la matriz Q definida en el lema anterior es simétrica.

Lema 4.1.3. Sea U ⊂ R3 un abierto. Sean F ∈ C∞(U) y a ∈ U fijo. Si F (a) = 0,
∂F
∂x (a) = 0 y

(
D2
xxF

)
(a) es positiva definida, entonces existe un abierto V que contiene al

punto a tal que, F (x) > 0 para toda x ∈ V \ {a}.

Demostración. Es consecuencia directa del Lema de Morse.

Demostración del Teorema 4.1.1. Comenzaremos la demostración definiendo la siguiente
función

Lλ,α(x)
def
= K1(x)− λ K2(x) +

α

2
[ K1(x)−K2(x) ]2

con λ, α ∈ R. Haciendo un breve cálculo se demuestra que Lλ,α(x) cumple con las siguientes
propiedades
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i) ∂
∂xLλ,α(x) = ∂

∂x [ K1(x)− λ K2(x) ]

ii) ( D2
xxLλ,α )(a) = Pλ + α Q

con Pλ = D2
xx( K1 − λ K2 )(a) y Q = ∂K2

∂x (a)
[
∂K2
∂x (a)

]>
.

Observemos que por el Lema 4.1.2, Q es simétrica y positiva semidefinida. Ahora, nuevamente
por el Lema 4.1.2 y de la hipóstesis 2 del teorema se tiene que, si λ = λ∗, entonces Pλ∗ |W×W ,

lo cual es necesario y suficiente para que x>Q x = 0, para toda x ∈ W . Lo anterior es
importante, pues nos proporciona las condiciones requeridas para poder utilizar el Lema 4.1.1,
el cual nos asegura que existe α∗, tal que Pλ∗ + α∗ Q > 0. Es decir, ( D2

xxLλ∗,α∗ )(a) > 0.

A continuación, definamos F (x)
def
= Lλ∗,α∗(x)−Lλ∗,α∗(a). Haciendo unos pequeños cálculos,

se demuestra que F (x) cumple con las siguientes propiedades

i) F (a) = 0

ii)
∂F

∂x
(a) =

(
∂

∂x
Lλ∗,α∗

)
(a) = 0

iii) ( D2
xxF )(a) = ( D2

xxLλ∗,α∗ )(a) > 0

y por el Lema 4.1.3 existe un abierto V que contiene al punto x = a, tal que F (x) > 0, para
toda x ∈ V \ {a}. Por otra parte se puede demostrar, haciendo los cálculos correspondientes,
que LvF = 0.

Con lo anterior, se conluye que F (x) es una función de Lyapunov tipo I y por el primer
Teorema de Lyapunov x = a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov
cuando t→∞.

2

La ventaja del método de Arnold, como se puede observar en el teorema anterior, es que
transforma el problema de buscar literalmente funciones de Lyapunov tipo I en encontrar una
constante λ∗ que verifique las condiciones del teorema para la combinación lineal K1−λ∗ K2,
de las integrales primeras del sistema (4.1).

Probablemente surga la pregunta de que si realmente es ventajoso trabajar con el método
de Arnold, pues en principio requiere que se conozcan expĺıcitamente dos integrales del
sistema (4.1), lo cual no es inmediato determinar para un sistema dinámico arbitrario e
incluso puede resultar un problema aún más complicado. Lo anterior pudiera paracer una gran
desventeja en este método, sin embargo, a pesar de que no es un asunto trivial el encontar
dos integrales primeras para el sistema (4.1), es un problema ampliamente estudiado y que
es abordado desde distintos enfoques. Además, una vez obtenidas las integrales primeras no
sólamente nos servirán para determinar la estabilidad en puntos de equilibrio del sistema
(4.1) mediante el método de Arnold, sino que nos proporcionarán, como se mencionó en el
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Caṕıtulo 1, información valiosa acerca del comportamiento del sistema. Para ejemplificar lo
anterior, está el hecho de que si un sistema posee una estrucutura Hamilton-Poisson entonces
el Hamiltoniano y la función de Casimir proveniente de la estrutura de Poisson son integrales
primeras del sistema. El problema de Hamiltonización del sistema (4.1) es un tema de estudio
actual y de gran relavancia.

4.2. Métodos de enerǵıa de Casimir y Ortega-Ratiu

En esta sección mostraremos el método de enerǵıa de Casimir y el método de Ortega-
Ratiu, que al igual que el método de Arnold nos proporcionan un criterio para determinar
la estabilidad en un punto de equilibrio del sistema (4.1). Nuestro principal propósito es
demostrar el teorema que nos muestra la equivalencia de estos tres métodos, en el sentido de
que si se cumple las hipótesis requeridas para alguno de los métodos, entonces se cumplen las
hipótesis requeridas para los otros dos.

En 1985, Holm D. Marsden, estudiando la estabilidad de sistemas con estructura
Hamilton-Poisson, dio a conocer un método para determinar la estabilidad del (4.1) en un
punto de equilibrio llamado método de enerǵıa de Casimir, el cual presentamos a continuacion.

Teorema 4.2.1. (Método de enerǵıa de Casimir). Sea U ⊂ R3 un abierto y v(x) ∈
X (U). Supongamos que x = a ∈ U , es un punto de equilibrio del sistema (4.1) y
que K1,K2 ∈ C∞(U) son integrales primeras del mismo sistema. Si existe una función
ϕ : R→ R de clase C∞, tal que

1.
∂

∂x
( K1 + ϕ ◦K2 )(a) = 0

2. D2
xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a) es positiva o negativa definida en U .

Entonces x = a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

Notemos como a diferencia del método de Arnold, que requiere encontrar una constante λ∗,
el método de enerǵıa de Casimir requiere encontrar una función escalar ϕ suave. Lo anterior
podŕıa suponer una desventaja en el método, sin embargo, en algunos casos la función ϕ
simplifica en gran medida la expresión para la integral K2, lo cual para fines prácticos es de
gran utilidad.

Estudiando de la estabilidad de equilibrios relativos, en 1998, Ortega y Ratiu obtienen, como
corolario de sus resultados sobre la estabilidad de equilibrios relativos, el siguiente teorema.
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Teorema 4.2.2. (Método de Ortega-Ratiu). Sea U ⊂ R3 un abierto y v(x) ∈ X (U).
Supongamos que x = a ∈ U , es un punto de equilibrio del sistema (4.1) y que K1,K2 ∈
C∞(U) son integrales primeras del mismo sistema. Si existe una función ϕ : R → R de
clase C∞, tal que

1.
∂

∂x
( K1 + ϕ ◦K2 )(a) = 0

2. D2
xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a), es positiva o negativa en

W̃
def
=

{
x ∈ U | x>

[
∂

∂x
( ϕ ◦K2 )(a)

]
= 0

}
.

Entonces x = a es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov.

Notemos la similitud entre el método de enerǵıa de Casimir y el método de Ortega-Ratiu.
Pudiera pensarse que no existe diferencia relevante entre ambos métodos, sin embargo, la
restricción al conjunto W̃ en la hipótesis 2 del Teorema 4.2.2, para fines prácticos, ayuda a
simplificar cálculos (más si se trabaja en dimensiones mayores a tres).

Ahora, vamos a probar el teorema principal de esta sección, el cual enunciamos a continuación.

Teorema 4.2.3. Los siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Las hipóstesis del Teorema 4.1.1 se cumplen.

2. Las hipóstesis del Teorema 4.2.1 se cumplen.

3. Las hipóstesis del Teorema 4.2.2 se cumplen.

El siguiente lema será de ayuda en la demostración del teroema.

Lema 4.2.1. Sean A y B dos matrices n× n reales arbitarias y sean z, y ∈ Rn. Entonces
z>A y = z>B y si, y sólo si, A = B.

Demostración del Teorema 4.2.3. Primero demostraremos que 1 implica 2. Sea U ⊂ R3 un
abierto. Consideremos el sistema (4.1) y supongamos que a ∈ R3 es un punto de equilibrio
del sistema. Asumamos que las hipótesis del Teorema 4.1.1 se cumplen y consideremos la
función ϕ : R→ R, definida como

ϕ(t)
def
= −λ∗ t+

α

2
( t−K2(a) )2

donde λ∗ viene dado por el Teorema 4.1.1 y α ∈ R.
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Realizando un breve cálculo tenemos que

i)
∂

∂x
( K1 + ϕ ◦K2 )(x) =

∂

∂x
( K1 − λ∗ K2 )(x) + α ( K2 −K2(a) )

(
∂K2

∂x
(x)

)
ii) D2

xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a) = Pλ∗ + α Q

con Pλ∗ = D2
xx( K1 + λ∗ K2 )(a) y Q =

∂K2

∂x
(a)

[
∂K2

∂x
(a)

]>
.

Vamos a probar que la hipótesis 1 del Teorema 4.2.1 se cumple. Sustituyendo x = a en i)
se tiene que

∂

∂x
( K1 + ϕ ◦K2 )(a) =

∂

∂x
( K1 − λ∗ K2 )(x)

y por la hipótesis 1 del Teorema 4.1.1 se sigue que

∂

∂x
( K1 + ϕ ◦K2 )(a) = 0

con lo cual probamos la hipótesis 1 del Teorema 4.2.1 se cumple.

Ahora, vamos a probar que la hipótesis 2 del Teorema 4.2.1 se cumple. Notemos que por
el Lema 4.1.2 Q es simétrica y positiva semidefinida. Nuevamente por el Lema 4.1.2 y
de la hipótesis 2 del Teorema 4.1.1 se tiene que Pλ∗ > 0, para toda x ∈ W ; lo cual es
necesario y sufuciente para que x>Q x=0, donde W es el conjunto definido en el Teorema
4.1.1. Lo anterior nos proporciona las condiciones requeridas para poder utilizar el Lema
4.1.1, el cual nos asegura que existe α∗, tal que Pλ∗ + α∗ Q > 0, lo que implica que
D2
xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a) > 0. Aśı probamos que la hipótesis 2 del Teorema 4.2.1 también se

cumple y con ello demostramos la primera implicación de nuestro teorema.

A continuación demostraremos que 2 implica 3. Para demostrar esta implicación basta probar
que D2

xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a) > 0 en

W̃
def
=

{
x ∈ U | x>

[
∂

∂x
(ϕ ◦ K2)(a)

]
= 0

}
tal como en el Teorema 4.2.2. Pero por la hipótesis 2 del Teorema 4.2.1 se tiene que
D2
xx( K1 + ϕ ◦ K2 )(a) > 0 un todo U y teniendo en cuenta que W̃ ⊆ U , la implicación

queda demostrada.

Por último, vamos a probar que 3 implica 1. Supongamos que se cumplen las hipótesis del
Teorema 4.2.2 y sea λ∗ = −ϕ′( K2(a) ). Primero vamos a probar que la hipótesis 1 del
Teorema 4.1.1 se cumple. Realizando unos breves cálculos se obtiene que

∂

∂x
( K1 − λ∗ K2 )(a) =

∂

∂x
( K1 + ϕ ◦K2 )(a)
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Luego, por la hipótesis 1 del Teorema 4.2.2 ∂
∂x( K1 + ϕ ◦K2 )(a) = 0, lo que implica que

∂
∂x( K1 − λ∗ K2 )(a) = 0 y por tanto demostramos que la hipótesis 1 del Teorema 4.1.1 se
cumple.

Por otra parte, definamos

W
def
=

{
x ∈ U | x>∂K2

∂x
(a) = 0

}
y notemos que por la definición de W̃ en el Teorema 4.2.2 se sigue que

W̃
def
=

{
x ∈ U | x> ∂

∂x
( ϕ ◦K2 )(a) = 0

}
=

{
x ∈ U | λ∗

[
x>

∂K2

∂x
(a)

]
= 0

}
y ya que λ∗ puede ser cero, se tiene W ⊆ W̃ .

Ahora, sean z, y ∈ R3 arbitarios. Haciendo los cálculos pertinentes se obtiene la siguiente
igualdad

z>
[

D2
xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a)

]
y = z>

[
D2
xx( K1 − λ∗ K2 )(a)

]
y +

ϕ′′ ( K2(a) ) z>

[
∂K2

∂x
(a)

(
∂K2

∂x
(a)

)> ]
y

Luego, si z, y ∈W , entonces el segundo sumando de la igualdad anterior, por el Lema 4.1.2,
es igual a cero, y por tanto

z>
[

D2
xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a)

]
y = z>

[
D2
xx( K1 − λ∗ K2 )(a)

]
y

De lo anterior y usando el Lema 4.2.1 se sigue que

D2
xx( K1 + ϕ ◦K2 )(a) = D2

xx( K1 − λ∗ K2 )(a)

y por la hipótesis 2 del Teorema 4.2.2 se concluye que D2
xx( K1 − λ∗ K2 )(a) es positiva o

negativa definida en W , de esta manera se demuesta que la hipótesis 2 del Teorema 4.1.1 se
cumple.

2

En resumen la equivalencia entre los 3 métodos de enerǵıa analizados en esta sección, muestran
que si se determina la estabilidad en un punto de equilibrio del sistema (4.1) utilizando
dos integrales primeras con alguno de los tres métodos, entonces los otros dos también
proporcionarán la estabilidad del punto de equilibrio utilizando las mismas dos integrales
primeras. De este modo podemos elegir el método más conveniente desde un punto de vista
práctico. De igual manera, dado que los cálculos pueden llegar a ser engorrosos en algunos
casos, es importante tener en mente que si no se puede determinar la estabilidad en un punto
de equilibrio del sistema (4.1) utilizando las integrales primeras K1 y K2 con alguno de los tres
métodos, entonces no podemos determinar la estabilidad en el punto de equilibrio utilizando
los otros dos métodos con las mismas dos integrales primeras.
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4.3. Aplicación al sistema del trompo de Euler

El movimiento de un cuerpo ŕıgido sometido a fuerzas externas es uno de los problemas
más fascinantes de la mecánica clásica. El extraño comportamiento de un trompo que apoyado
en el piso rehusa caer ha atraido a niños y adultos desde tiempo inmemorial; la teoŕıa sin lugar
a duda también atrae a f́ısicos y matemáticos por igual. Ha de saberse que los sistemas que
modelan el movimiento de un trompo bajo la influencia de la gravedad no son en general
integrables. Sin embargo, hay tres famosos casos que si lo son, el de Euler, Lagrange y
Kovalevskaya.

El trompo de Euler describe un trompo sin ningún tipo de simetŕıa particular que se
mueve en ausencia de fuerzas de torsión. En esta sección utilizaremos los métodos de enerǵıa
para determinar bajo que condiciones los puntos de equilibrio del sistema que modela el
movimiento anteriormente descrito, denominado trompo de Euler, son estables en el sentido
de Lyapunov. Abordaremos los casos de los sistemas del trompo de Euler asociados a las
álgebras SO(3) y SL(2;R).

4.3.1. Caso SO(3)

Consideremos el sistema del trompo de Euler

ẋ1 = (c2 − c3)x2x3

ẋ2 = (c3 − c1)x1x3 (4.2)

ẋ3 = (c1 − c2)x1x2

con ci 6= 0 ∈ R y ci 6= cj si i 6= j; i, j = 1, 2, 3.

Notemos que el campo vectorial asociado al sistema del trompo de Euler está bien definido
en U = R3. No es dif́ıcil verificar que el sistema (4.2) admite las siguientes dos integrales
primeras, que también estan bien definidas en todo R3,

K1 =
1

2
(c1x

2
1 + c2x

2
2 + c3x

2
3)

K2 =
1

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3)

Lo primero que debemos determinar, para poder aplicar los métodos de enerǵıa, son los puntos
de equilibrio del sistema (4.2). Mediante un sencillo cálculo se obtiene que éstos son

ai = δei y a0 = (0, 0, 0) (4.3)

donde {ei} representa la base canónica en R3 y δ 6= 0 ∈ R3, con i = 1, 2, 3. Observemos que
no se trata de puntos de equilibrio aislados sino más bien de una cantidad no numerable de
éstos, precisando cada punto preteneciente a algún eje coordenado en el espacio de fases es
un punto de equilibrio del sistema (4.2).
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Con los elementos anteriores, procederemos a aplicar los respectivos métodos de enerǵıa para
determinar si es posible bajo ciertas condiciones en los parámetros ci que cada punto de
equilibrio del sistema (4.2) sea estable en el sentido de Lyapunov.

Método de Arnold

Desarrollaremos los cálculos primeramente en torno a los puntos de equilibrio a1 = δe1, ya
que por simetŕıa los casos i = 2, 3; se realizan de manera análoga, y posteriormente para el
punto de equilibrio a0 = (0, 0, 0). En el primer caso se tiene que

1. ∂
∂x(K1 − λ∗K2)(a1) = [ (c1 − λ∗)δ, 0, 0 ], por tanto

∂

∂x
(K1 − λ∗K2)(a1) = 0

si, y sólo si, λ∗ = c1.

2. D2
xx(K1 − λ∗K2)(a1) =

 0 0 0
0 c2 − c1 0
0 0 c3 − c1

, con lo cual

w>
[

D2
xx(K1 − λ∗K2)(a1)

]
w = (c2 − c1)w2

2 + (c3 − c1)w2
3

donde w ∈ W def
=
{
w ∈ R3 | w> ∂K2

∂x (a1) = 0
}

=
{
w ∈ R3 | w = (0, w1, w2)

}
. Por

tanto, D2
xx(K1 − λ∗K2)(a1) es positiva definida en W si c2 − c1 > 0 y c3 − c1 > 0,

y es negativa definida en W si c2 − c1 < 0 y c3 − c1 < 0.

Para el punto de equilibrio a0, se tiene que

1. ∂
∂x(K1 − λ∗K2)(a0) = 0. Por tanto, se puede fijar λ∗ ∈ R de manera arbitraria.

2. D2
xx(K1 − λ∗K2)(a0) =

 c1 − λ∗ 0 0
0 c2 − λ∗ 0
0 0 c3 − λ∗

, con lo cual

w>
[

D2
xx(K1 − λ∗K2)(a0)

]
w = (c1 − λ∗)w2

1 + (c2 − λ∗)w2
2 + (c3 − λ∗)w2

3

donde w ∈W def
=
{
w ∈ R3 | w> ∂K2

∂x (a0) = 0
}

= R3. Por tanto, D2
xx(K1−λ∗K2)(a0)

es positiva definida en W si ci − λ∗ > 0 y es negativa definida en W si ci − λ∗ < 0,
para toda i = 1, 2, 3.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar λ∗ = 0 y en tal caso las
condiciones para que D2

xx(K1 − λ∗K2)(a0) sea positiva o negativa definida en W se
reducen a que ci > 0 ó ci < 0, para toda i = 1, 2, 3; respectivamente.
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Empleando todos los resultados anteriores y utilizando el Teorema 4.1.1 desprendemos la
siguiente proposición.

Proposición 4.3.1. El sistema del trompo de Euler

ẋ1 = (c2 − c3)x2x3

ẋ2 = (c3 − c1)x1x3

ẋ3 = (c1 − c2)x1x2

con ci 6= 0 ∈ R y ci 6= cj si i 6= j; i, j = 1, 2, 3. Posee unicamente los siguientes puntos
de equilibrio

ai = δei y a0 = (0, 0, 0)

donde {ei} representa la base canónica en R3 y δ 6= 0 ∈ R3, con i = 1, 2, 3.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov para cada punto de equilibrio está determinado por
las siguientes condiciones

i) Los puntos de equilibrio ai, para cada i = 1, 2, 3 fijo; son estables en el sentido de
Lyapunov si cj − ci > 0 con i 6= j, para todo j = 1, 2, 3.

ii) Los puntos de equilibrio ai, para cada i = 1, 2, 3 fijo; son estables en el sentido de
Lyapunov si cj − ci < 0 con i 6= j, para todo j = 1, 2, 3.

iii) El origen a0 es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov si c1, c2, c3 > 0
ó c1, c2, c3 < 0.
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Método de enerǵıa de Casimir

Comenzaremos observando que el campo que determina al sistema (4.2) está definido en el
abierto U = R3, aclarar esto es importante para poder utilizar correctamente el método
en cuestión (Teorema 4.2.1). Ahora, definamos para cada punto de equilibrio ai del sistema
(4.2), con i = 1, 2, 3; las siguientes funciones escalares

ϕi(t) = −cit+
α

2
( t−K2(ai) )2

con α 6= 0.

Desarrollaremos en primer lugar los cálculos para el caso i = 1, ya que los casos restantes
por simetria se realizan de manera análoga, posteriormente efectuaremos el análisis en torno
al punto de equilibrio a0. Para el primer caso tenemos que

1. ∂
∂x(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1) = [ 0, (c2 − c1)x2, (c3 − c1)x3 ]x=(δ,0,0) = 0

2. D2
xx(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1) = D2

xx(K1 − c1K2)(a1) + α
[
∂K2
∂x (a1)

]>
∂K2
∂x (a1)

=

 αδ2 0 0
0 c2 − c1 0
0 0 c3 − c1

 (4.4)

con lo cual tenemos que

w>
[

D2
xx(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1)

]
w = αδ2w2

1 + (c2 − c1)w2
2 + (c3 − c1)w2

3

con w ∈ R3. Por tanto fijando α > 0, la matriz D2
xx(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1) no puede ser

negativa definida, sin embargo, es positiva definida bajo la condición que c2− c1 > 0 y
c3−c1 > 0. De igual manera, fijando α < 0, la matriz D2

xx(K1 +ϕ1 ◦K2)(a1) no puede
ser positiva definida, sin embargo, es negativa definida bajo la condición que c2−c1 < 0
y c3 − c1 < 0.

Notemos como las condiciones anteriores para las constantes ci, i = 1, 2, 3; coinciden con las
halladas mediante el método de Arnold. Por medio de un análisis similar se puede constatar
que para los puntos de equilibrio a2 y a3 las condiciones también coinciden.

Para el punto de equilibrio a0 definimos la función escalar ϕ0(t) = t (α2 t − λ
∗), de esta

manera se tiene que

1. ∂
∂x(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1) = [ (c1 − λ∗), (c2 − λ∗)x2, (c3 − λ∗)x3 ]x=(0,0,0) = 0

2. D2
xx(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1) = D2

xx(K1 − c1K2)(a1) + α
[
∂K2
∂x (a1)

]>
∂K2
∂x (a1)
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66 4.3. Aplicación al sistema del trompo de Euler

=

 c1 − λ∗ 0 0
0 c2 − λ∗ 0
0 0 c3 − λ∗

 (4.5)

con lo cual tenemos que

w>
[

D2
xx(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1)

]
w = (c1 − λ∗)w2

1 + (c2 − λ∗)w2
2 + (c3 − λ∗)w2

3

con w ∈ R3. Por tanto, D2
xx(K1 − λ∗K2)(a0) es positiva definida si ci − λ∗ > 0 y es

negativa definida si ci − λ∗ < 0, para toda i = 1, 2, 3.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar λ∗ = 0 y en tal caso las
condiciones para que D2

xx(K1 − λ∗K2)(a0) sea positiva o negativa definida se reducen
a que ci > 0 ó ci < 0, para toda i = 1, 2, 3; respectivamente.

Reiteramos el notar que las condiciones anteriores para las constantes ci, i = 1, 2, 3; son iguales
a las que se determinan mediante el método de Arnold.

Empleando todos los resultados anteriores y utilizando el Teorema 4.2.1 se desprende la
Proposición 4.3.2.

Método de Ortega-Ratiu

Para aplicar este método (Teorema 4.2.2) al sistema (4.2), en virtud de la estrecha similitud
que guarda con las hipótesis necesitadas para utilizar el método de enerǵıa de Casimir
(Teorema 4.2.1), nos basta determinar el conjunto W̃ requerido por el Teorema 4.2.2 para
definir, en cada punto de equilibrio ai, i = 0, . . . , 3; las condiciones para las constantes ci del
sistema (4.2) bajo las cuales la matriz D2

xx(K1 +ϕi ◦K2)(ai) es positiva o negativa definida
en dicho conjunto, donde las funciones escalares ϕi son las mismas que se definieron en el
método anterior.

Para el punto de equilibrio a1 tenemos que

W̃ =

{
w ∈ R3 | w>

[
∂

∂x
(ϕ1 ◦K2)(a1)

]
= 0

}
=

{
w ∈ R3 | w = (0, w2, w3)

}
asi, usando (4.4) se tiene que

w>
[

D2
xx(K1 + ϕ1 ◦K2)(a1)

]
w = (c2 − c1)w2

2 + (c3 − c1)w2
3

con w ∈ W̃ . Por tanto la matriz D2
xx(K1 + ϕ1 ◦ K2)(a1) es positiva definida en W̃ si

c2 − c1 > 0 y c3 − c1 > 0, y es negativa definida en W̃ si c2 − c1 < 0 y c3 − c1 < 0.
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Podemos observar de los cálculos anteriores como las condiciones para las constantes ci son las
mismas que las encontradas por medio del método de Arnold. Realizando un análisis similar
para los puntos de equilibrio a2 y a3 se puede confirmar que las condiciones halladas también
coinciden.

Ahora, para el punto de equilibrio a0 se tiene que

W̃ =

{
w ∈ R3 | w>

[
∂

∂x
(ϕ0 ◦K2)(a0)

]
= 0

}
= R3

y por tanto, para este punto de equilibrio el análsis y las concluciones son las mismas que en
el método de enerǵıa de Casimir.

Con todos los resultados anteriores y usando el Teorema 4.2.2 se concluye la Proposición 4.3.2.

Por último, recordemos que si el sistema dinámico (4.1) admite una integral primera, las
trayectorias de este sistema permanecen en las superficies de nivel de la integral primera.
Utilizando este hecho, realizaremos un breve análisis para determinar que, si al restringir el
sistema (4.2) a las superficies de nivel de la integral primera K2, existen valores de δ tales
que algunos de los puntos de equilibrio dados por (4.3) son puntos de equilibrio del sistema
restringido y si es posible determinar estabilidad en cada uno de ellos utilizando la Proposición
4.3.1. Con este fin, consideremos la ecuación K2 = constante, esto es

1

2
(x2

1 + x2
2 + x2

3) = p (4.6)

con p ∈ R. Dividiremos el análisis en tres casos, que corresponde a los valores p = 0, p > 0 y
p < 0.

Caso p = 0

En este caso el único punto que satisface (4.8) es el origen a0 el cual es punto de equilibrio
del sistema (4.2) y la estabilidad de este punto, bajo las condiciones de la Proposición 4.3.1,
depende únicamente de los parámatros ci, i = 1, 2, 3; del sistema (4.2).

Caso p > 0

En este caso las superficies de nivel de la integral primera K2 son esferas centradas en el
origen de radio

√
2p. Restringiendo el sistema (4.2) a estas superficies resulta que solamente

posee seis puntos de equilibrio los cuales son, en términos de (4.3),

a±i = δ±ei

con δ± = ±
√

2p, i = 1, 2, 3. Lo cual concuerda con lo que se puede apreciar geométricamente,
ya que como se observó anteriormente (4.3) nos dice que cada punto perteneciente a algún eje
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68 4.3. Aplicación al sistema del trompo de Euler

coordenado del espacio de fases es un punto de equilibrio y éstos son lo únicos que posee el
sistema (4.2), por tanto los puntos de equilibrio del sistema (4.2) restringido a las superficies
de nivel de K2 serán las intersecciones de éstas con los ejes coordenados, que en este caso
son las intersecciones de estos ejes con las esferas de radio

√
2p, tal como se ilustra en la

Figura 4.1. La estabilidad de cada uno de estos puntos de equilibrio, en el contexto de nuestro
estudio y bajo las condiciones de la Proposición 4.3.1, depende únicamente de los parámatros
ci, i = 1, 2, 3; del sistema (4.2).

Figura 4.1: Superficie de nivel K2 = p, con p > 0

Caso p < 0

En este caso no existe punto alguno que satisfaga (4.8).

4.3.2. Caso Sl(2;R)

Consideremos el sistema del trompo de Euler

ẋ1 = −(c2 + c3)x2x3

ẋ2 = (c1 + c3)x1x3 (4.7)

ẋ3 = (c1 − c2)x1x2

con ci 6= 0 ∈ R, i = 1, 2, 3; c1 + c2 6= 0, c1 + c3 6= 0 y c1 6= c2.

Notemos que el campo vectorial asociado al sistema del trompo de Euler está bien definido
en U = R3. No es dif́ıcil verificar que el sistema (4.2) admite las siguientes dos integrales
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primeras, que también estan bien definidas en todo R3,

K1 =
1

2
(c1x

2
1 + c2x

2
2 + c3x

2
3)

K2 =
1

2
(x2

1 + x2
2 − x2

3)

Lo primero que debemos determinar, para poder aplicar los métodos de enerǵıa, son los puntos
de equilibrio del sistema (4.2). Mediante un sencillo cálculo se obtiene que éstos son

ai = δei y a0 = (0, 0, 0)

donde {ei} representa la base canónica en R3 y δ 6= 0 ∈ R3, con i = 1, 2, 3.

Con los elementos anteriores, procederemos a aplicar el método de Arnold (Teorema 4.1.1)
para determinar si es posible bajo ciertas condiciones en los parámetros ci que cada punto
de equilibrio del sistema (4.2) sea estable en el sentido de Lyapunov. Lo haremos únicamente
con el método de Arnold ya que como se mostró en el Caso SO(3) se obtienen los mismos
resultados con los otros dos métodos.

Método de Arnold

Desarrollaremos los cálculos primeramente en torno al punto de equilibrio a1. En este caso se
tiene que

1. ∂
∂x(K1 − λ∗K2)(a1) = [ (c1 − λ∗)δ, 0, 0 ], por tanto

∂

∂x
(K1 − λ∗K2)(a1) = 0

si, y sólo si, λ∗ = c1.

2. D2
xx(K1 − λ∗K2)(a1) =

 0 0 0
0 c2 − c1 0
0 0 c1 + c3

, con lo cual

w>
[

D2
xx(K1 − λ∗K2)(a1)

]
w = (c2 − c1)w2

2 + (c1 + c3)w2
3

donde w ∈ W def
=
{
w ∈ R3 | w> ∂K2

∂x (a1) = 0
}

=
{
w ∈ R3 | w = (0, w1, w2)

}
. Por

tanto, D2
xx(K1 − λ∗K2)(a1) es positiva definida en W si c2 − c1 > 0 y c1 + c3 > 0,

y es negativa definida en W si c2 − c1 < 0 y c1 + c3 < 0.
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70 4.3. Aplicación al sistema del trompo de Euler

Para el punto de equilibrio a2, se tiene que

1. ∂
∂x(K1 − λ∗K2)(a2) = [ 0, (c2 − λ∗)δ, 0 ], por tanto

∂

∂x
(K1 − λ∗K2)(a2) = 0

si, y sólo si, λ∗ = c2.

2. D2
xx(K1 − λ∗K2)(a2) =

 c1 − c2 0 0
0 0 0
0 0 c2 + c3

, con lo cual

w>
[

D2
xx(K1 − λ∗K2)(a2)

]
w = (c1 − c2)w2

1 + (c2 + c3)w2
3

donde w ∈ W def
=
{
w ∈ R3 | w> ∂K2

∂x (a2) = 0
}

=
{
w ∈ R3 | w = (w1, 0, w3)

}
. Por

tanto, D2
xx(K1 − λ∗K2)(a2) es positiva definida en W si c1 − c2 > 0 y c2 + c3 > 0,

y es negativa definida en W si c1 − c2 < 0 y c2 + c3 < 0.

Para el punto de equilibrio a3, se tiene que

1. ∂
∂x(K1 − λ∗K2)(a3) = [ 0, 0, (c3 + λ∗)δ ], por tanto

∂

∂x
(K1 − λ∗K2)(a2) = 0

si, y sólo si, λ∗ = −c3.

2. D2
xx(K1 − λ∗K2)(a3) =

 c1 + c3 0 0
0 c2 + c3 0
0 0 0

, con lo cual

w>
[

D2
xx(K1 − λ∗K2)(a3)

]
w = (c1 + c3)w2

1 + (c2 + c3)w2
2

donde w ∈ W def
=
{
w ∈ R3 | w> ∂K2

∂x (a3) = 0
}

=
{
w ∈ R3 | w = (w1, w2, 0)

}
. Por

tanto, D2
xx(K1 − λ∗K2)(a3) es positiva definida en W si c1 + c3 > 0 y c2 + c3 > 0,

y es negativa definida en W si c1 + c3 < 0 y c2 + c3 < 0.

Para el punto de equilibrio a0, se tiene que

1. ∂
∂x(K1 − λ∗K2)(a0) = 0. Por tanto, se puede fijar λ∗ ∈ R de manera arbitraria.
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2. D2
xx(K1 − λ∗K2)(a0) =

 c1 − λ∗ 0 0
0 c2 − λ∗ 0
0 0 c3 + λ∗

, con lo cual

w>
[

D2
xx(K1 − λ∗K2)(a0)

]
w = (c1 − λ∗)w2

1 + (c2 − λ∗)w2
2 + (c3 + λ∗)w2

3

donde w ∈W def
=
{
w ∈ R3 | w> ∂K2

∂x (a0) = 0
}

= R3. Por tanto, D2
xx(K1−λ∗K2)(a0)

es positiva definida en W si ci − λ∗ > 0 y es negativa definida en W si ci − λ∗ < 0,
para toda i = 1, 2, 3.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos tomar λ∗ = 0 y en tal caso las
condiciones para que D2

xx(K1 − λ∗K2)(a0) sea positiva o negativa definida en W se
reducen a que ci > 0 ó ci < 0, para toda i = 1, 2, 3; respectivamente.

Empleando todos los resultados anteriores y utilizando el Teorema 4.1.1 desprendemos la
siguiente proposición.

Proposición 4.3.2. El sistema del trompo de Euler

ẋ1 = −(c2 + c3)x2x3

ẋ2 = (c1 + c3)x1x3

ẋ3 = (c1 − c2)x1x2

con ci 6= 0 ∈ R, i = 1, 2, 3; c1 + c2 6= 0, c1 + c3 6= 0 y c1 6= c2. Posee unicamente los
siguientes puntos de equilibrio

ai = δei y a0 = (0, 0, 0)

donde {ei} representa la base canónica en R3 y δ 6= 0 ∈ R3, con i = 1, 2, 3.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov para cada punto de equilibrio está determinado por
las siguientes condiciones

i) Los puntos de equilibrio a1 son estables en el sentido de Lyapunov si c2 > c1 > −c3

ó c2 < c1 < −c3.

ii) Los puntos de equilibrio a2 son estables en el sentido de Lyapunov si c1 > c2 > −c3

ó c1 < c2 < −c3.

iii) Los puntos de equilibrio a3 son estables en el sentido de Lyapunov si c1 + c3 > 0 y
c2 + c3 > 0 ó c1 + c3 < 0 y c2 + c3 < 0.

iv) El origen a0 es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov si c1, c2, c3 > 0
ó c1, c2, c3 < 0.
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72 4.3. Aplicación al sistema del trompo de Euler

Por último, al igual que en el Caso SO(3), realizaremos un breve análisis para determinar si
existen valores de δ tales que algunos de los puntos de equilibrio dados por (4.3) son puntos
de equilibrio del sistema restringido a las superficies de nivel de la integral primera K2 y si
es posible utilizar la Proposición 4.3.1 pra determinar estabilidad en cada uno de esos puntos
de equilibrio. Recordemos que, por una observación hecha en el Caso SO(3), los puntos de
equilibrio del sistema (4.2) restringido a las superficies de nivel de K2 serán las intersecciones
de éstas con los ejes coordenados del espacio de fases.

Figura 4.2: Superficie de nivel K2 = 0

Consideremos la ecuación K2 = constante, esto es

1

2
(x2

1 + x2
2 − x2

3) = p (4.8)

con p ∈ R. Dividiremos el análisis en tres casos, que corresponde a los valores p = 0, p > 0 y
p < 0.

Caso p = 0

En este caso la superficie de nivel de la integral primera K2 resulta ser un cono (cono infinito) y
al restringir el sistema (4.2) a esta superficie el único punto de equilibrio que posee es el origen
a0 (ver Figura 4.2) cuya estabilidad, en el contexto de nuestro estudio, depende únicamente
de los parámetros ci, i = 1, 2, 3; del sistema (4.2) bajo las condiciones de la Proposición
4.3.2.
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Caso p > 0

En este caso las superficies de nivel de la integral primera K2 son hiperboloides de una hoja.
Restringiendo el sistema (4.2) a estas superficies resulta que posee solamente cuatro puntos
de equilibrio los cuales son, en términos de (4.3),

a±i = δ±ei

con δ± = ±
√

2p, i = 1, 2. Lo cual concuerda con lo que se puede apreciar geométricamente
en la Figura 4.3 La estabilidad de cada uno de estos puntos de equilibrio, en el contexto de
nuestro estudio y bajo las condiciones de la Proposición 4.3.2, depende únicamente de los
parámatros ci, i = 1, 2, 3; del sistema (4.2).

Figura 4.3: Superficie de nivel K2 = p, con p > 0

Caso p < 0

En este caso las superficies de nivel de la integral primera K2 son hiperboloides de dos hojas.
Restringiendo el sistema (4.2) a estas superficies resulta que posee solamente dos puntos de
equilibrio los cuales son, en términos de (4.3),

a±3 = δ±e3

con δ± = ±
√
−2p. Lo cual concuerda con lo que se puede apreciar geométricamente en la

Figura 4.4. La estabilidad de cada uno de estos puntos de equilibrio, en el contexto de nuestro
estudio y bajo las condiciones de la Proposición 4.3.2, depende únicamente de los parámatros
ci, i = 1, 2, 3; del sistema (4.2).
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Figura 4.4: Superficie de nivel K2 = p, con p < 0
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Apéndice A

Formas Bilineales y Formas Cuadráticas

Se analizará de manera general el espacio de las formas bilineales sobre un espacio
vectorial real de dimension finita. Se introduce la matriz de una forma bilineal en una base
ordenada y se establece el isomorfismo entre el espacio de las formas y el espacio de matrices
n×n. Se define el rango de una forma bilineal y se introducen las formas bilineales simétricas.

Formas bilineales. Sea V un espacio vectorial real. Una forma bilineal en V es una función
f : V × V → R, tal que

f(α1v1 + α2v2, u) = α1f(v1, u) + α2f(v2, u)

f(v, α1u1 + α2u2) = α1f(v, u1) + α2f(v, u2)

para todo u, v, u1, u2, v1, v2 ∈ V ; α1, α2 ∈ R.

Nótese que el nombre bilineal deriva del hecho que, f es lineal como función de uno de cada
uno de sus argumentos. El conjunto de todas las formas bilineales sobre V es un subespacio
vectorial del espacio de todas las funciones de V × V en R.

Al igual que las transformaciones lineales, fijando una base en V , las formas bilineales pueden
caracterizarse por una matriz. Esto último lo expresamos en los siguientes términos: Sea
n = dim(V ), {ei}ni=1 una base en V y v, u vectores en V con

v =
n∑
i=1

xiei y u =
n∑
i=1

yiei .

De la definición de forma bilineal, se tiene que

f(v, u) =
n∑

i,j=1

Bijxiyj = x>B y (A.1)

donde Bij = f(ei, ej) y B = [ Bij ]n×n , siendo x e y los vectores de coordenadas de
v y u, respectivamente, en la base {ei}ni=1. A la matriz B se le denomina la matriz de B
en la base {ei}ni=1.

De lo anterior, toda forma bilineal en V es del tipo (A.1) para alguna matriz n × n con
entradas reales. Rećıprocamente, dada una matriz B n× n, (A.1) define una forma bilineal
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fB sobre V . El siguiente resultado asegura la veracidad de lo anteriormente mencionado,

Proposición A.0.3. Sea V un espacio vectorial real. Para cada base {ei}ni en V , la función
que asocia a cada forma bilineal en V su matriz en la base {ei}ni=1, es un isomorfismo del
espacio de las formas bilineales sobre el espacio de las matrices n× n sobre R.

La demostración de la proposición anterior puede ser consultada en la referencia [9, p. 356]. En
lo que resta del texto se referirá a la matriz de f asociada a una base arbitraria, únicamente
como la matriz de f , salvo que sea importante distinguirla.

Al igual que para las transformaciones lineales, interesa saber como se transforma la matriz
de una forma bilineal bajo cambios de base. Para ello, sean {ei}ni=1 y {ẽi}ni=1 dos bases
distintas en V , si

v =

n∑
i=1

x̃iẽi y u =

n∑
i=1

ỹiẽi

se sigue que
f(v, u) = x̃>B̃ ỹ

donde B̃ es la matriz de f en la base {ẽi}ni=1 , siendo x̃ e ỹ los vectores de coordenadas
de v y u respectivamente en la misma base.

Si U es la matriz de transición entre las bases, es decir,

ẽi =

n∑
j=1

Ujiej ,

entonces de la Proposición A.0.3 se sigue

B̃ = U>B U (A.2)

donde B es la matriz de f en la base {ei}ni=1, con U = [ Uji ]n×n y det(U) 6= 0.

Una consecuencia de la fórmula (A.2) para el cambio de base es que si B y B̃ son matrices
que representan la misma forma bilineal en V en bases diferentes, entonces B y B̃ tienen
el mismo rango. De esta manera, se define el rango de una forma bilineal f como el rango de
la matriz B de f . Se denotará el rango de la forma bilineal f como rank(f).
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Se define el (espacio nulo) núcleo de una forma bilineal f , como

ker(f)
def
= { u ∈ V | f(v, u) = 0, ∀ v ∈ V } .

Es importante observar en la definición la posición que el vector u ocupa dentro del argumento
de la forma bilineal f . Se dirá que la forma bilineal f es no degenerada si ker(f) = 0, lo que
es equivalente a pedir que det(B) 6= 0, con B la matriz de f .

Si W ⊂ V es un subespacio vectorial y f una forma bilineal en V , se define el complemento
ortogonal de W como

W⊥
def
= { u ∈ V | f(w, u) = 0 ∀ w ∈W } .

Es interesente mencionar que en el contexto de la definición anterior, el núcleo de una forma
bilineal f sobre V , se puede considerar como el complemento ortogonal del espacio vectorial
V . Es conocido que en general dim(W ) + dim(W⊥) ≥ dim(V ). Por ello, se mostrará el
siguiente criterio que da condiciones para que se de la igualdad

Criterio A.0.1. Sea V un espacio vectorial y W ⊂ V subespacio vectorial. Sea f una
forma bilineal en V . Si f

∣∣
W

es no degenerada, entonces

V = W ⊕W⊥ ⇐⇒ W ∩W⊥ = {0}

donde f
∣∣
W

es la restricción de la forma bilineal f a W .

Formas bilineales simétricas. Una pregunta importante al momento de estudiar formas
bilineales es la siguiente: si f es una forma bilineal en V cuándo existe una base de V en la
que f esté representada por una matriz diagonal?. Se mostrará que esto es posible si, y sólo
si, f es una forma bilineal simétrica.

Sea V un espacio vectorial real y f una forma bilineal en V . Se dice que f es una forma
bilineal simétrica si

f(v, u) = f(u, v)

para cualesquiera u, v ∈ V .

Es de notar de la definición anterior, que f es una forma bilineal simétrica si, y sólo si, su
matriz B es simétrica, es decir, B> = B. En particular, si existe una base en V tal
que la forma bilineal f esté representada por una matriz diagonal, entonces f es simétrica,
ya que cualquier matriz diagonal es una matriz simétrica. La proposición que se enuncia a
continuación muestra que dicha base siempre existe.

Proposición A.0.4. Sea V un espacio vectorial real. Cada forma bilineal f en V , admite
una base ortogonal en V {ei}ni=1, es decir, f(ei, ej) = 0 si i 6= j.
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Demostración. Supongamos que dim(V ) = n. Si f ≡ 0 ó n = 1, el teorema es evidente.
Por tanto, se puede suponer que f 6= 0 y n > 1. Como f 6= 0, existe w 6= 0 en V tal que
f(w,w) 6= 0.

Sea W = 〈w〉, esto es, el subespacio de V generado por el vector w. Luego, f |W es no
degenerada y por el Criterio A.0.1 se sigue que V = W ⊕W⊥.

Haciendo e1 = w, aplicando el proceso anterior a la forma bilineal simétrica f1 = f |W⊥ y
continuando inductivamente construimos la base ortogonal {ei}ni=1, i = 1, . . . , n.

2

Formas cuadráticas. Sea V un espacio vectorial. Una forma cuadrática en V es una función
q : V −→ R, tal que, para toda u, v ∈ V

1. q(−v) = q(v)

2. La función fq : V × V −→ R definida como

fq(u, v)
def
=

1

2
[ q(u+ v)− q(u)− q(v) ] (A.3)

es una forma bilineal.

El lado derecho de la igualdad en (A.3) se conoce como polarización de q.

Nótese que la forma bilineal (A.3) asociada a la polarización de q es simétrica. Las formas
cuadráticas y las formas bilineales asociadas a su respectiva polarización cumplen dos
propiededes interesantes que es conveniente mencionar, para ello enunciamos la siguiente
proposición.

Proposición A.0.5. Sea V un espacio vectorial. Sea q una forma cuadrática en V y fq
la forma bilineal asociada a la polarización de q. Entonces

1. q(0) = 0

2. q(u) = fq(u, u), para toda u ∈ V

Demostración. Sea v = −u con u ∈ V . Sustituyendo v en (A.3) se sigue que

fq(u, u) =
1

2
[ 2q(u)− q(0) ] (A.4)

luego, haciendo u = 0 se tiene que

1

2
[ 2q(0)− q(0) ] = 0

por lo que se concluye que q(0) = 0. Por último de (A.4) se tiene que

fq(u, u) = q(u).
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2

La siguiente proposición es importante ya que, junto con la definición de forma cuadrática en
V , asegura una correspondencia entre formas bilineales simétricas y formas cuadráticas.

Proposición A.0.6. Sea V un espacio vectorial real y sea f una forma bilineal simétrica
sobre V . Entonces la función definida por

qf (u)
def
= f(u, u)

es una forma cuadrática en V para todo u ∈ V .

Demostración. Sean u, v ∈ V , luego

qf (−u) = f(−u,−u)

= f(u, u)

= qf (u) .

Por otra parte, nótese que

f(u, v) =
1

2
[ f(u+ v, u+ v)− f(u, u)− f(v, v) ]

=
1

2
[ qf (u+ v)− qf (u)− qf (v) ]

la cuál por hipótesis es una forma bilineal.

2

Debido a la correspondencia que existe entre formas cuadráticas y formas bilineles simétricas,
se pueden hacer consideraciones análogas a las que se hicieron para formas bilineales, y obtener
resultados que son muy útiles para el estudio de formas cuadráticas. Por ejemplo, si {ei}ni=1

es una base en V y

v =

n∑
i=1

xiei

un vector en V , por la Proposición A.0.5 se tiene que

q(v) = x>B x , (A.5)

donde x es el vector de coordenadas de v en la base {ei}ni=1 y B es la matriz de q cuyos
elementos se definen como Bij = bq(ei, ej) = 1

2 [ q(ei + ej)− q(ei)− q(ej) ].

Lo anterior indica que cada forma cuadrática en V se caracteriza por una matriz cuadrada y
que además resulta ser simétrica. Al igual que para formas bilineales, interesa saber como se
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transforma dicha matriz bajo cambios de base. Para ello, sea q una forma cuadrática en V y
sean {ei}ni=1 y {ẽi}ni=1 dos bases distintas en V , si U es la matriz de transición, es decir,

ẽi =
n∑
j=1

Ujiej

;
entonces la matriz de q en la base {ẽi}, es

B̃ = U>B U

donde B es la matriz de q en la base {ei}ni=1, con U = [ Uji ]n×n y det(U) 6= 0.

Se denotará el rango de una forma cuadrática en V , q, por rank(q), la cual se define como
el rango de su matriz B, es decir, rank(q) = rank(B).

Se mostró en ĺıneas anteriores que para cada forma bilineal simétrica existe una base ortogonal,
esto es, una base en la cual la matriz que representa a la forma bilineal simétrica es una matriz
diagonal. Un resultado análogo afirma que para cada forma cuadrática en V , q, existe una
base en la cual la matriz de q no sólo es diagonal, sino que los elementos de la diagonal son
únicamente 1’s, −1s y/ó 0’s. La proposición que se presenta a continuación, quizá la más
importante de esta sección, formaliza lo anteriormente expuesto.

Proposición A.0.7. Sea V un espacio vectorial real, con dim(V ) = n. Si
q es una forma cuadrática en V , entonces existe una base canónica en V
{ e1, . . . , es, es+1, . . . , er, er+1, . . . , en }, tal que

q(v) = x2
1 + · · ·+ x2

s − x2
s+1 − · · · − x2

r

para toda v =
n∑
i=1

xiei en V y donde r = rank(q) ≤ n y s no depende de la elección de la

base canónica. A s ∈ N ∪ {0} se le denomina ı́ndice de inercia.

Demostración. Supongamos que rank(q) = r. Por la Proposición A.0.4 existe una base
ortogonal {ẽi} en V en la cual la matriz B de q se puede expresar como

B =



B11 · · · 0
. . .

Bss
...

. . .
...

Brr
. . .

0 · · · 0


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con B11 6= 0, . . . , Brr 6= 0.

De lo anterior y de la fórmula (A.5) se sigue que, para cada cada v =
n∑
i=1

xiẽi en V ,

q(v) = B11x
2
1 + · · ·+Brrx

2
r .

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que

B11 > 0, . . . , Bss > 0 y Bs+1 s+1 < 0, . . . , Brr < 0.

Haciendo

ei =
ẽi√
Bii

, para i = 1, . . . , s

ei =
ẽi√
−Bii

, para i = s+ 1, . . . , r

se obtiene la base { e1, . . . , es, es+1, . . . , er, er+1, . . . , en }, la cual cumple con las
propiedades establecidas en el teorema.

Por último, se demostrará que el entero no negativo s es independiente de la base particular
que tenemos. Sea { ê1, . . . , êt, êt+1, . . . , êr, êr+1, . . . , ên }, otra base canónica en V . Para

cada v =
n∑
i=1

x̂iêi en V , se tiene que

q(v) = x̂2
1 + · · ·+ x̂2

t − x̂2
t+1 − · · · − x̂2

r .

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que t < s. Sean

L = 〈 e1, . . . , es 〉 y L̂ = 〈 êt+1, . . . , ên 〉

los espacios generados por los primeros s elementos de la base canónica {ei}ni=1 y los últimos
n− t elementos de las base canónica {êi}, respectivamente. Notemos que para cada v 6= 0,
se cumple que, q(v) > 0 si v ∈ L y q(v) ≤ 0 si v ∈ L̂. Por otra parte,

dim(L ∩ L̂) = dim(L) + dim(L̂)− dim(L+ L̂)

≥ s+ (n− t)− n
= s− t > 0

por lo que existe a ∈ L ∩ L̂, tal que

q(a) > 0 y q(a) ≤ 0

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, se concluye que t = s.
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2

Se presenta a continuación una clasificación de formas cuadráticas que, para fines prácticos,
resulta ser de gran utilidad: Sea q una forma cuadrática en V , se dirá que q es

1. Positiva definida si q(v) > 0, para todo v 6= 0 ∈ V .

2. Negativa definida si q(v) < 0, para todo v 6= 0 ∈ V .

3. Positiva semidefinida si q(v) ≥ 0, para todo v ∈ V .

4. Negativa semidefinida si q(v) ≤ 0, para todo v ∈ V .

En el contexto de la clasificación anterior y como consecuencia de la Proposición A.0.7,
obsérvese que si q es positiva definida, entonces s = r = n y q(v) = x2

1 + · · ·+x2
n , para toda

v 6= 0 en V , y si q es negativa definida, entonces s = 0, r = n y q(v) = −x2
1 − · · · − x2

n ,
para toda v 6= 0 en V .

Una cuestión importante es determinar si una forma cuadrática en V es positiva (negativa)
definida, para ello, el siguiente criterio resulta ser de gran utilidad.

Criterio A.0.2. Sea V un espacio vectorial real y sea q una forma cuadrática en V . Si
det(∆0) > 0, . . . ,det(∆n) > 0 , entonces q es definida positiva, donde ∆i , i = 0, . . . , n;
son los menores principales de la matriz B de q.

De manera semejante, si el determinante de cada menor principal es estrictamente menor que
cero, la forma cuadrática resulta ser negativa definida.

Para un estudio más extenso de estos temas se recomiendan las referencias [9, 10].
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Apéndice B

Método del factor integrante

Proposición B.0.8. Las ecuaciones diferenciales de segundo no lineales

a12

[
x1

1

R1

d2R1

dx2
1

− x1
1

R2
1

(
dR1

dx1

)2

+
1

R1

dR1

dx1

]
= µ (B.1)

a21

[
x2

1

R2

d2R2

dx2
2

− x2
1

R2
2

(
dR2

dx2

)2

+
1

R2

dR2

dx2

]
= −µ (B.2)

admiten por solución las funciones

R1(x1) = x
β
a12
1 e

µx1
a12 , R2(x2) = x

γ
a21
2 e

−µx2
a21 .

Demostración. Observemos que las ecuaciones (B.1) y (B.2) son independientes pero
principalmente tienen la misma estructura, por tanto es suficiente encontrar la solución de
(B.1) ya que los cálculos para resolver (B.2) serán análogos. Realizando el cambio de variable
y = y(x1) = 1

R1

dR1
dx1

, se tiene que

1

R1

d2R1

dx2
1

=
dy

dx1
+ y2

luego, sustituyendo la igualdad anterior y el cambio de variable y = y(x1) en (B.1) se obtiene
la ecuación diferencial lineal de primer orden

x1
dy

dx1
+ y =

µ

a12

cuya solución viene dada por

y(x1) =
µ

a12
+
b1
x1

de lo cual, retomando el cambio de variable y(x1) = 1
R1

dR1
dx1

, se sigue que

dR1

dx1
−
(

µ

a12
+
β1

x1

)
R1 = 0
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que viene a ser nuevamente una ecuación diferencial lineal de primer orden que tiene por
solución

R(x1) = β2 x
β1
1 e

µ
a12

x1

Por último, tomando β1 = β
a12

y β2 = 1, obtenemos el resultado deseado R1(x1) =

x
β
a12
1 e

µ
a12

x1 .

2
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