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Introduccion

En este trabajo se desarrolla una de las aplicaciones clasicas de la programacion li-
neal entera, que ha sido ampliamente estudiada, esto se puede observar ingresando en
un buscador de paginas de internet las palabras clave cutting stock problem. Aqui se
revisaron los aspectos mas importantes del problema de corte, la idea principal es
realizar un estudio introductorio, que sirva como guia a estudiantes interesados.

Existe una gran variedad de aplicaciones concretas del problema de corte, el trabajo
se enfocard solamente el la obtencién de elementos longitudinales a través del pro-
ceso de corte para la construccién de domos geodésicos. Ya que la motivacién que se
tuvo para el trabajo fue la idea de construcciones de domos como casa-habitacion,
aprovechando sus cualidades de las cuales se mencionan algunas.

En el primer capitulo se presenta brevemente antecedentes histéricos sobre las es-
tructuras geodésicas, una introduccién breve al disefio de domo geodésico a partir de
un poliedro base, que en general es generar mas caras al poliedro base al particionar
las caras ya existentes. Se propone una nomenclatura para referirse a la fraccién de
la esfera, siendo mds clara que la usual.

En el segundo capitulo se mencionan en concreto qué es el problema de corte, la
importancia que tiene en distintas areas de investigacién y las diferencia entre el
problema de corte unidimensional y bidimensional, se presentan ejemplos de proble-
mas que en primera instancia no parecieran ser problemas de corte unidimensional,
pero que se adaptan muy bien a este tipo de problema. Para resolver el problema
de corte de los disefios que se presentaran a lo largo del trabajo se definen patrones
de corte, que ayudaran a hacer el plan corte para los disefios de los domos y como
variar el disefio original de un domo para convertir el problema en uno de gran escala.

En el tercer capitulo se resuelven los problemas de corte asociados a los disenos
mencionados en el capitulo anterior, utilizando para ello los métodos de corte 1ini-
camente los métodos que son esencialmente simples. Después se resuelven con el
método exacto, con lo anterior se valora su eficiencia.

Se propone cambiar la forma de medir la eficiencia de los métodos de corte, ya que
no se reconoce intrinsicamente que ninguno va a mejorar al método exacto.

En el cuarto capitulo se presentan el método de ramificacién y acotamiento para
resolver el problema de programacion lineal entera, que en este trabajo se llama
método exacto y se comentard sobre un método alternativo.
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Capitulo 1

Estructuras geodésicas

En la primera seccién se presentan antecedentes histéricos sobre las estructuras
geodésicas, ademds de mostrar imagenes sobre algunas de las primeras constriccio-
nes geodésicas.

En la segunda seccién se explica brevemente como diseniar una clase de domo geodési-
co a partir de un poliedro base, al cual se le genera maés caras al particionar las ya
existentes.

Por ultimo en la tercera seccién se propone una nomenclatura para referirse a la
fraccién de la esfera, que es mas clara que la usual, pues solo depende del poliedro
base, el nivel deseado y la frecuencia del domo.

1.1. Antecedentes historicos.

Desde tiempos antiguos una de las prioridades del hombre fue protegerse de los per-
cances del clima, construyendo refugios para vivir como chozas, iglies y tipies con
la necesidad de que estos fueran lo suficientemente fuertes para soportar las distin-
tas condiciones climaticas, asi como facilmente desmontables para el momento de la
migracion.

Después de inventar la agricultura y con ello volverse sedentario, tubo la necesidad
de cambiar las técnicas de construccién de sus vivienda, asi como los materiales
empleados, ya que no se requiere de la portatilidad de los refugios. Gracias a esto el
ser humano pudo empezar a construirlos de materiales mas rigidos y durables segin
el lugar y medio donde se encontraba. Regularmente las construcciones han tomado
formas de prisma rectangular con algunas variantes, dando lugar a paredes y techos
planos. Sin embargo éstos no son los unicas formas, se pueden observar paredes y
techos a las que se han agregado arcos, tragaluces, cipulas, etc., construidas de
distintos materiales como por ejemplo ladrillo, piedra, madera, adobe, entre otros,
este tipo de construcciones han sobrevivido al pasar de los anos y caprichos del clima.

En particular, se centrard la atencién a un tipo de construccién los domos® (una

'El término geodesia fue usado inicialmente por Aristételes (384-322 a. C.), refiriéndose tanto
divisiones geogréaficas de la tierra, como también el acto de dividir la tierra.
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fraccién de una esfera). El primer domo del que se tiene registro fue disenado por
Walther Bauersfeld (1887-1953) y Franz Dischinger (1887-1953), usando geometria
esférica. Este tultimo fue el primero en combinar el tridngulo con el arco de estabilidad
reconocida, construyendo una estructura fuerte y ligera. Este domo se construyé en
1922 en Jena Alemania sobre la azotea del edificio Carl Zeiss (ver figuras 1.1 y 1.1)
[1], para ser usado como planetario.

Domo en construccion. Domo terminado.

Figura 1.1: Domo Carl Zeiss Optical Works Corporation [1].

Sin embargo, fue hasta finales de los afios cuarenta que Richard Buckyminster Fuller
[20] redisen6 el domo geodésico, de hecho realizé sus disenos de manera independiente
de Bauersfeld, basdndose en el empaquetamiento de esferas. Fuller fue comisionado
para construir el Pabellon Estadounidense en la exposicion mundial de Montreal
Canadd en 1967 (ver figura 1.2).

2k

Figura 1.2: Pabellén estadounidense exposicién 1967 [1].

A finales de los anos sesenta los hippies en la costa Este de Estados Unidos cons-
truyeron domos con materiales de desecho. Desafortunadamente tuvieron muchos
problemas con filtraciones de agua y la mayoria de estas construcciones fueron aban-
donadas. Las que continuaron habitadas resolvieron el problema utilizando grandes
cantidades de fibra de vidrio, perdiendo asi su caracter ecoldgico.

Probablemente esta sea una de las causas por lo cual los domos geodésicos no hayan
logrado mayor popularidad. Vistos como una forma demasiada excéntrica de cons-
truir, a pesar de ello existen miles de casas con esta forma concentradas en Estados
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Unidos y Canadé. En la actualidad no existe registro de este tipo de construcciones.

Los domos se clasifican en:

= Los domos monoliticos que se elaboran con bloques de piedra, ladrillo, o nieve
compactada. Las cipulas de las iglesias y los iglies son ejemplos de este tipo
de domos.

s Los de membrana que deben su nombre al procedimiento de construccién,
donde se infla un molde sobre el cual se lanza mezcla de cemento y arena
utilizando una méquina neumadatica. Esta clase de domos se asemejan a un
cascaréon de huevo, pues tiene una cédscara delgada de cemento de apariencia
esférica.

= Los domos estructurales, mejor conocidos como domos geodésicos, que deben
su nombre a que los elementos con los que se le dan forma, son semejantes a
curvas sobre la esfera. En realidad son cuerdas que van desde un punto de la
esfera a otro. En otras palabras un domo geodésico es un poliedro.

El domo, aparte de ser usado para los fines especificos mencionados, tienen propie-
dades interesantes debido a su forma [2], por ejemplo:

= Facilita la iluminacion ya que la luz se refleja de manera maés eficiente.

= Al no necesitar columnas y paredes de soporte, estos espacios dan una sensacion
de libertad.

= Los espacios libres facilitan la circulacién del aire, gracias a que no hay bor-
des o rincones. La temperatura es méas uniforme en todo el domo. La buena
circulacion del aire, no permiten el estancamiento de aire que puedan crear
proliferacién de hongo o bacterias.

= Al no tener esquinas tradicionales el sonido se propaga de una forma arménica.

A pesar de que el domo geodésico parece una invencién moderna (siglo XX), existen
ejemplos antiguos de ctpulas geodésicas. En el Palacio Imperial de China (1885),
perteneciente a las dinastias Ming y Qing, se puede observar una esfera con una
subdivisién geodésica de un icosaedro, ver figura 1.3. Se trata de una esfera bajo la
garra de un leén guardian en la Nurturing Heart Gate, similar a otro del Palacio de
Verano de China (préximo a Pekin), que data aproximadamente de 1885 [3].
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Figura 1.3: Le6n Guardian en la Nuting Heart Gate [4].

Incluso los poliedros, tampoco son inventos recientes. De hecho existe la evidencia de
que el hombre de la edad de piedra ya los conocia. En Ashmolean Museum de Oxford,
se encuentran los restos arqueoldgicos mas antiguos tallados aproximadamente 2000
a. C., encontrados en Escocia[5] (ver figura 1.4).

Figura 1.4: Restos arqueoldgicos [5].

Los domos geodésicos merecen una atencion especial, pues una de las mejores op-
ciones para construir casa-habitacién, si bien es cierto que al revisar informacién
donde se explica el proceso de construccién y disefio de domos geodésicos se encuen-
tran con explicaciones poco claras y confusas. En este trabajo se proponen pequenas
aportaciones en ese sentido.

1.2. Domo geodésicos clase 1

Existen muchos métodos para el diseno de domos geodésicos, aqui se explica breve-
mente uno de estos métodos, conocido como Método I clase I [6].

Un domo geodésico se obtiene al generar méds caras a una fraccién del poliedro base.
Se ilustrard la forma de disefiar un domo a partir de un icosaedro, como el que se
muestra en la figura 1.5. Notese que la estructura esta formada por elementos longi-
tudinales, a simple vista parecen de la misma longitud, que implicaria que todos los
tridangulos serian equilateros. De esta manera la estructura seria una fraccion de un
poliedro de 180 triangulos equildteros. Esto es imposible, ya que el poliedro platéni-
co con mas tridngulos equildteros es el icosaedro [5] (20 caras). Sin embargo vale
la pena mencionar, que la estructura se obtiene generando més caras al icosaedro,
como se vera mas adelante.
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Figura 1.5: Domo jardin.

Para el diseno de la fraccién de domo de la figura 1.5 se utilizé un icosaedro, al
cual se particionaron cada una de sus aristas en tres partes iguales y marcandola
con un punto cada particién, se unen los puntos con segmentos de recta paralelas a
cada arista obteniendo 9 tridngulos iguales, cada punto obtenido se proyecta sobre la
esfera que contiene a este icosaedro, por ultimo se considera la fraccién que aparece
en la figura 1.5. En la figura 1.6 una cara representa la particién y otra cara la
proyeccién sobre la esfera.

Figura 1.6: Icosaedro particionado.

Después de realizar el proceso anterior sobre todas las caras del icosaedro se tiene
la figura 1.7, de la que se toma una fracciéon para obtener el domo de la figura 1.8.

Figura 1.7: Domo completo. Figura 1.8: Fraccién del domo.
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A continuacién se explica mas detalladamente el procedimiento anterior.

Procedimiento general para el diseno de este tipo de domos es el siguiente:

1. Se elige un poliedro base.

Por lo general el poliedro que se elige es regular. En particular se consideran
como poliedros bases tetraedros, octaedros e icosaedros (ver figura 1.9) por
tener tridngulos como caras, ademaés el icosaedro es el poliedro més popular
para la construccién de domos geodésicos, pues tiene més caras.

Tetaedro Octaedro Icosaedro

Figura 1.9: Poliedros.

2. Se particiona las caras de la fraccién del poliedro.

a) Se considera una de las caras de la fraccién del poliedro.

b) Se dividen todas las aristas de estd cara en 7 partes iguales, marcando
con un punto cada division.

¢) Considérese una de estas aristas como base (el segmento de recta forma-
do por ejez), después se unen los puntos de las dos caras restantes con
segmentos de recta paralelos a la arista base.

Se repiten el paso 2 b) y 2 ¢), con las aristas restantes como base, para
obtener la cara totalmente dividida.

Al terminar se repite el paso 2 con el resto de las caras de la fraccién del
poliedro. 7 se le conoce como frecuencia.

3. Calcular las coordenadas de los nuevos puntos.

Se observa que después de particionar las caras del poliedro aparecen nuevos
puntos, a partir de las intersecciones de las lineas paralelas a cada arista, los
que se llamaran v;; se calculan de la siguiente manera:

Uij%el—l-%X—i-%Y

7=0,...,7n
1=0,....,m—j
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Donde X, Y son los vectores que parten desde e a es y es respectivamente y
se calcula como X =ey —e; yY =e3 —ey y 1 es la frecuencia elegida para el
domo geodésico.

Para saber cudl punto es el v;;, se pondra especial cuidado en la diferencia
entre 7 y j.

a) ¢ nos indica la posicién sobre la fila j.

b) j nos indica el nivel en el que estd el punto, es decir, es el nimero de la
fila paralela a X en el que se encuentra el punto.

4. Proyecta cada punto de la particién en la esfera.

Para poder proyectar cada punto en la esfera de radio 1 y centrada en el origen
es necesario normalizar cada vector formado del origen a cada uno de los punto
v;5, al punto proyectado se le llama wj;.

Normalizar cada vector del origen a v;;, es dividir el vector sobre su propia
norma, es decir,

1

\/vz‘jmz + v, % + vij, 2

Wi —

’ (U'Uz ) vijy ) Uijz)

. Se calcula las nuevas longitudes de los segmentos, es decir, la distancia eucli-

diana.

En la literatura se hacen diseios de domos de distintas maneras, que son
dificiles de comprender al momento de armar las estructuras, por lo tanto se
presenta la siguiente propuesta de etiquetas para las distintas de los segmentos,
que depende del nivel y posicién en el que se encuentre el segmento.

Se etiqueta en orden alfabético empezando por la letra A, siendo la etiqueta
del segmento del nivel mas alto de la cara, es decir, el segmento localizado
entre los puntos wo, p—1 Y W1, y—1-

Si el segmento se encuentra en las orillas del tridngulo original no lleva un
subindice, de lo contrario se le pondra un subindice iniciando en 2 y aumen-
tando a medida que el segmento se encuentre méas cerca del centro del tridngulo
original, asi se sabra que tan interno es el nivel en el que se encuentra el seg-
mento (ver observacién 4 al final de la seccién).

De las siguientes forma:

d(wgj, wyy) = \/(wka — Wij, )2+ (Wkty — wij,)? + (Wktz — wij,)?

Se disenard en el siguiente ejemplo un domo geodésico, aunque se menciond que el
icosaedro es el poliedro més popular para el diseno de domos geodésicos, se reali-
zara el disefio para el domo basandose en un octaedro.
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Ejemplo 1.

1
1. Se considera como poliedro base 3 octaedro de radio 1 y centrado en el origen

y para realizar los siguientes pasos se considerara la cara que se localiza en el
primer octante, como se muestra en las siguiente figura 1.10.

e=(100)

1
Figura 1.10: Cara de 3 octaedro en el primer octante.

2. Se realizard este paso en la cara del octaedro localizada en el primer octante
(figura 1.10) y las demds se dejaran al lector.

Se divide en n = 4 partes iguales las aristas de esta cara, después se trazan las
paralelas a la arista erez (ver figura 1.11).

e=(100)

Figura 1.11: Trazado de paralelas a la arista ejes.

Repitiendo lo anterior sobre todas las aristas restantes como base se tiene la
figura 1.12.
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e=(1,0,0)
Figura 1.12: Cara totalmente dividida.
3. Calcular las coordenadas de los nuevos puntos.

En la figura 1.13 se muestra la localizacién de los puntos v;; en el primer
octante.

Figura 1.13: Mapa de coordenadas v;;.

En la figura 1.14 se presentan las coordenadas de cada uno de los puntos v;;.
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U,70,0,1)
1Y,£(025,0750)  ¥),=(0,0.25 ,0.75)
Y ,=(05005) ,70.250250.5) ,5(0,0.5,0.5)
1,=(0.75,0,0.25) v, =(0.50.25,0.25) Y =(0.25,0.5,0.25) 1), =(0,0.75,0.25)

v £(1.00) 1.=(0750250) U,~(0.5050) U~(0.250750) 7 =(0,1,0)
Figura 1.14: Coordenadas de v;;.
4. Calcular los puntos proyectados en la esfera de radio 1.

En la figura 1.15 se muestra la localizacién de los puntos w;; en el primer
octante.

Figura 1.15: Mapa de los puntos w;.

En la figura 1.16 se presentan cada una de las coordenadas aproximadas de los
puntos w;.

w,=(00,1)
%,(0.310,0.94) 4 =(0,0.31,0.94)

# =(0.70,0.70,0) o =(0.40,0.40,0.81) ,5(0,0.70,0.70)
4 =(0.94,0,0.31) @ =(0.81,0.40,0.40) e =(0.40,0.81,0.40) @, =(0,0.94,0.31)

@ (100) & =(094,0310) @=(070070,0) % =(0.31,0.940) & =(0,1,0)

Figura 1.16: Coordenadas de los puntos w;.
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5. Calcular las distancias de los nuevos segmentos.

Antes de mostrar la tabla con las longitudes de los segmentos se presentara la
propuesta de etiquetas para el domo, en la figura 1.17 se muestra las etiquetas
para cada longitud, mientras que la figura 1.18 se presenta el mapa completo
de etiquetas.

-

Figura 1.17: Propuesta para etiqueta. Figura 1.18: Mapa de etiquetas com-
pleto.

Se calculan las distancias euclidianas aproximadas de los puntos normalizados.
Calculando solamente las longitudes de A, B, C, C3, D, Ds.

Segmentos | v;j, vy | Distancia
A Vo3, V13 0.4472
B Vo2, V12 0.5176
C Vo1, Vi1 0.5773
(s V11, V21 1.2461
D V00, V10 0.3203
D2 V10, V20 0.4595

Finalmente el domo queda de la siguiente formas:

Figura 1.19: % octaedro frecuencia n = 4 y radio 1 Método Clase I.
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Observaciones:

1. Para hacer los calculos es suficiente considerar el poliedro de radio = 1 y

centrado en el origen.

Las longitudes de los segmentos obtenidas con radio igual a 1, reciben el nom-
bre de factores de cuerda. Su nombre se debe a que si se desean calcular las
longitudes de los segmentos de un domo de radio r, basta multiplicar los facto-
res de cuerda por r para obtener las longitudes de los segmento correspondiente
al domo.

. El proceso descrito del paso 2 de dividir en n partes iguales un lado del poliedro

original genera n? tridngulos equildteros, después de proyectar cada punto en la,
esfera, estos tridangulos seran modificados perdiendo esta cualidad, esto tltimo
se explica a continuacion.

. Se tiene que los tridngulos obtenidos en la figura 1.15 no son todos iguales, la

razon es que cada punto recorre distinta diferentes, entre més cercano este el
punto al centro del tridngulo original mayor es la distancia que recorre al ser
proyectado sobre la esfera, lo contrario si el punto estd cercano a las aristas
del triangulo original.

. En la literatura [7] se tienen distintas manera de etiquetar a las longitudes de

la fraccion del domo, en la figura 1.20 te presenta una forma de etiquetar,

Figura 1.20: Cara de la fraccién de un domo octaedro frecuencia 4.

en donde no puede apreciar algin orden en la forma de etiquetar las longitudes
(factores de cuerda), ademds el mapa de la figura 1.20 es dificil de memorizar,
es decir, para armar la estructura se necesitaria acudir al plano del diseno. Los
nombres no describen la localizacién del segmento, por estas razones se hizo
la propuesta de etiqueta en el inciso 5 del procedimiento general.
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1.3. Fraccion de un domo

Existen diferentes formas para llamar a una fraccién de un domo, por lo general se
basan en comparar el volumen de la fraccién del domo con el volumen de la esfera
que lo contiene, ver [8] y [9], por ejemplo considérese un domo basado en un icosae-
dro y frecuencia 5.

“%” de este domo se refiere a considerar % del volumen de la esfera, como se muestra
en la figura 1.21.

Figura 1.21: Domo clase I, frecuencia 5 (“ %”)

“g” de este domo se refiere a considerar g del volumen de la esfera, como se muestra
en la figura 1.22.

.

Figura 1.22: Domo clase I, frecuencia 5 (“ % )

La nomenclatura anterior genera incertidumbre, ya que esta relacionada con el vo-
lumen de la esfera y el volumen del domo, siendo necesario estar calculando estos
volimenes y estimar que tan parecido son.

Se propone una forma de referirse a una fracciéon del domo, que sélo depende del
domo, la frecuencia elegida y los niveles tomados, lo cual se muestra con el siguiente
ejemplo. Considérese la parte sombreada de un icosaedro visto de frente, como se
muestra en la siguiente figura 1.23, donde se identifican tres partes “base”, “cintura”
y “cuspide”



18 Estructuras geodésicas

Cispide

Cintura

Base

Figura 1.23: Partes del icosaedro.

cada una se divide en cinco niveles, dando un total de quince de ellos, los cuales se
muestran en la siguiente figura

1/
15 2,153;15
45

5
6115
s
. 85
Cintura s
1075

Ciispide

Base : 1345

donde la parte inferior del nivel determina la fracciéon del domo, se facilita al lector
entender la fraccién del domo.

7
Los domo de las figura 1.21 y 1.22 en la nueva nomenclatura son 5 y — respecti-

15

vamente.



Capitulo 2
Patrones de corte

En la primera seccion de éste capitulo se mencionan qué es el problema de corte, la
diferencia entre el problema unidimensional y bidimensional, y como se resuelve este
ultimo. Se presentan ejemplos de problemas que se adaptan a el modelo de corte
unidimensional.

En la segunda seccion se da la explicacion de la importancia del problema de corte
unidimensional, que fue una parte de la motivaciéon para desarrollar este trabajo.

En la tercera seccién se establecen las caracteristicas que se necesitan para las lon-
gitudes de los tramos de longitud estdndar, las uniones de los segmentos para el
armado del domo y se definen distintos patrones de corte que ayudaran a hacer el
plan corte para cubrir los requerimiento del diseno del domo.

La cuarta y quinta seccién estidn enfocadas en la obtencién de un conjunto muy
particular de patrones llamados patrones esenciales, definidos en la tercera seccion,
ademas de como al variar los requerimientos del domo, cambiando el radio, obte-
niendo problemas de gran escala.

2.1. El problema de corte unidimensional y bidimensio-
nal.

Existen dos problemas importantes al momento de obtener las partes con las que se
construyen los domos geodésicos: la obtencién de los elementos longitudinales y la
obtencién de los tridngulos para cubrir la estructura.

El problema de la cubierta, se considera resuelto ya que se cuenta con proveedores
que suministran rectangulos con medidas especificadas y ademds es posible obtener
dos tridngulos iguales, cortando de manera adecuada un rectdngulo, donde uno de
los triangulos estd formado por dos pequeiios, como se muestra en la figura 2.1, se
corta el rectdngulo en tres tridngulos A, B, y C, donde B es el mayor y se forma
uniendo los tridngulos A y C.

19
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Figura 2.1: Ambos tridngulos son iguales.

El problema de corte unidimensional se puede plantear como un problema de pro-
gramacién entera, que se aplica en la industria para el corte de diversos materiales.
El objetivo principal es recortar el material en cuestiéon en distintos tamanos, para
cumplir los requerimientos establecidos, utilizando la menor cantidad del material
completo. El proceso de corte arroja desperdicios de distintas medidas, segun la for-
ma de cortar, esto ultimo se le conoce como optimizar un proceso de corte, donde el
desperdicio del material debe de ser el minimo posible. Algunas veces es necesario
obtener y utilizar piezas completas, es decir, sin uniones de ningin tipo (soldadura,
amarres, etc.).

El problema de corte unidimensional tiene varias aplicaciones en procesos industria-
les, plomeria, herreria, electricidad, construccion, carpinteria, entre otros, se tiene
por ejemplos:

1. Corte de varillas.

2. Corte de tubos.

3. Corte de cable o alambre.

4. Corte de elementos longitudinales de madera (barrotes de madera).
5. Corte de ventanas de aluminio.

6. Corte de persianas.

7. Corte de rollos de papel.

8. Corte de lamina con ancho constante.

9. Corte de fierro.

10. Atraque de barcos'.

IEste ejemplo se refiere al acomodo de barcos en el muelle.
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2.2. Importancia del problema de corte unidimensional

El problema de corte unidimensional es un proceso importante en distintas areas
como se mencioné anteriormente [10]. Tal es su importancia, que existen paquetes
computacionales para resolver los procesos de corte. En general los programas no
describen el proceso que se utilizé para resolver el problema. Siendo de gran im-
portancia conocer los métodos, ya que en algunas ocasiones se requiere insertar el
problema de corte como parte de un sistema de diseno mas amplio.

Ademi4s se puede utilizar estos métodos para generar nuevos programas de computo
orientados a otro tipo de problemas, con las especificaciones determinadas.

Resulta necesario establecer terminologia para describir las formas en que se cortaran
los tramos estandar, a éstos se les conocen como patrones de corte y son indispen-
sables para obtener los planes de corte.

Por otra parte, el problema de corte unidimensional, aplicado a la obtencién de seg-
mentos para estructuras geodésicas, tiene la propiedad de ser facilmente modificado,
para obtener problemas de una amplia variedad de tamanos, incluso obteniéndose
facilmente problemas a gran escala, que forzosamente tendran que ser resueltos con
métodos heuristicos, ya que sencillamente lograrian rebasar las capacidades de lo
equipos de cémputo y/o el tiempo que se esté dispuesto a esperar para obtener los
resultados con un método exacto.

2.3. Patron de corte

Antes de abordar cada uno de los métodos para resolver el problema de corte uni-
dimensional, que se ven en el siguiente capitulo, conviene establecer las siguientes
condiciones y definiciones del patrones de corte:

Todos los tramos estandar, de donde se obtendran los segmentos, miden lo mismo,
dado que es la medida estandar mas comun en el mercado, que tendra una longi-
tud 6 metros. Cuando se lleva la practica el proceso de corte, es normal que haya
pequenos errores, para compensarlos se descontard un par de centimetros a la longi-
tud del tramo estandar (Liramo), €s decir, se supondra que el tubo mide 5.98 metros.

En términos comunes se puede definir como patrén de corte a una forma de cortar
un tubo, de dicho corte se obtienen segmentos de los que se requieren y un segmento
sobrante. Sin embargo se definird patrén de corte utilizando vectores, pues resulta
natural al hacer la implementacién computacional y muy adecuado para expresarlo
matematicamente.

A las longitudes de los segmentos a considerar se almacenan en el vector renglén L
de dimension k, resulta conveniente almacenar las longitudes en orden decreciente,
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esto implica que la primera longitud (L) es la mayor de todas y la ultima longitud
(Lk—1) es la menor de todas. De la misma manera se define el vector columna R
como el vector de requerimientos, esto es, R; es el nimero de segmentos de longitud
L; que se requiere obtener de todo el proceso de corte.

Observacion:

El vector R es de dimensiéon k y R; es un nimero entero positivo. Ademaés para
cada tramo de longitud L; haremos barrenos (agujeros u orificios) que servirdn para
unir los segmentos entre si con un tornillo y una tuerca. La distancia entre ellos
esta determinado por el diseno del domo geodésico.

En cada extremo se da una holgura de dos centimetros desde el centro del orificio
y se aplana una longitud de seis centimetros, a esto se le conoce como oreja, (ver
figura 2.2) para hacer posible la unién entre los segmentos y exista la flexibilidad
necesaria para el armado de la estructura (ver figura 2.3). Estas dimensiones pueden
variar dependiendo de la longitud de los segmentos, en la prictica han resultado
adecuadas para el armado de estructuras similares a las estructuras cuyos disenos
se muestran al final de esta seccién.

" )
Distancia entre orificios
L.
i
ey o
2cm
6 cm e
i oreja

Figura 2.2: Forma que deberd tomar el tubo.

[
]

Figura 2.3: Uniones de los segmentos.
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Las medidas calculadas de esta seccion en adelante serdn aproximadas, mostrando
pocos decimales.

Definicién 1. (Patrén de corte)

Un patrén de corte j se define como el vector columna p’ con componentes enteras
no negativas, de dimension k.

Observaciones:

1. La consecuencia de haber ordenado las componentes del vector de longitudes es
que de esta manera cada patrén es tinico, asi se identifica de manera inequivoca
a un patrén de corte con el conjunto de segmentos que se obtienen al cortar
un tubo.

2. Un patrén, para fines practicos, no puede tener cualquier conjunto de valores
enteros no negativos, ya que la suma de las longitudes obtenidas podria superar
la longitud del tubo (Lgrameo), €s por ello que se da la siguiente definicién.

Definicién 2. (Patron de corte factible)

P’ es un patron de corte factible si la suma de las longitudes obtenidas es menor o
igual que la longitud del tubo, es decir,

k—1
Z L’LPZ] < Ltramm
1=0

donde cada Pj; es la cantidad de segmentos de longitud L; en el patron j.

Al realizar un corte segun el patrén j, se tiene un sobrante cuya longitud estd dada
por:

k-1
Ltramo - Z szz]
=0

Definicién 3. (Vector de sobrantes)

Se define el vector de sobrantes, denotado por S, como:

k—1 k—1 k-1
S = (Ltramo - Z L’LPZO ) Ltramo - Z Ll-PZ]. y oty Ltramo - Z Li-P'i,ml> )

i=0 =0 =0

al implementar m patrones diferentes de corte.
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De los patrones de corte factibles hay un subconjunto de ellos que se distinguen por
representar un aprovechamiento maximo del tubo, pues la longitud sobrante no es
suficiente para obtener un segmento mas (ni siquiera el de menor longitud Ly_1) de
tal manera que el sobrante en realidad es un desperdicio.

Definicién 4. (Patrén de corte esencial)

Se define patrén de corte esencial como aquel que cumple
k—1
Ltramo - Z Lsz] < kal-
i=0

En un patrén de corte no esencial es aquel en que la longitud del sobrante todavia
puede ser utilizada para obtener mas segmentos. Es importante sefialar que un pa-
tréon de corte no esencial puede ser derivado de un patrén de corte esencial, basta
con disminuir el valor de alguna componente o varias de ellas.

Hay patrones con solamente cortes de una sola longitud. Estos patrones se les llama
canonicos, sirven para determinar los segmentos de longitud L;, que se obtienen de
un tramo estandar de longitud Liyqmo. La forma de calcularlos es la siguiente:

Ejemplo 2.
Considérese la longitud L; = 1.21 y el tramo de longitud estandar Lipqmo = 5.98.

Entonces para poder saber cuantos tramos de longitud L; se obtienen de un tramo de
longitud estandar Lipgmo, se divide la longitud del tramo estdndar entre la longitud
del segmento L.

Ltramo 5.98
— = —— = 4.9421.
Ly 1.21

Observe que el resultado no es entero, entonces nos quedaremos con la parte entera
que es 4, es decir, de un tramo de longitud estandar 5.98 se obtiene 4 segmentos de
longitud 1.21.

Matematicamente se obtiene el mismo resultado con la funcién piso, definida a con-
tinuacién.

Definicién 5. (Funcion piso)

Para cualquier nimero real x, la funcion piso de x (que lo denotaremos por (|z])
es el entero menor o igual mas proximo a x, es decir, st x € R,

|z] =sup{n: n<z, neZ}.
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Ejemplo 3.
Considérese Lirgmo = 5.98 y L1 = 1.8099, Lo = 1.6636, L3z = 1.2915

Ltramo 5.98

= = 13.3040| =3
Ly | [1.8099] L J
Ltramo 5.98

= = |3.0060] =3
| L, | [1.6636] L J
Liramo 5.98

= = 14.6302) =14
| Lz | | 1.2915] L J

Se denotard a la maxima cantidad de segmentos de longitud L; que se obtiene de
un tramo de longitud estandar Lirgmeo-

Definicién 6. (Patrén candnico)

El patréon p? se dice candnico si es de la forma

En otras palabras un patrén candnico es aquel que proporciona la méaxima cantidad
de segmentos de la misma longitud. Es evidente que sélo hay k patrones de este tipo,
uno por cada componente.

Observacion:

Un patrén de corte candnico no necesariamente es esencial, pues cabe la posibilidad
que del sobrante se pueda obtener un segmento mas pequeno.

2.4. Generacion de patrones de corte esenciales

Los patrones de corte en los que se centrard la atencién son los esenciales. En esta
seccion se muestra como obtener el conjunto completo de estos patrones utilizan-
do dos métodos distintos, el primero es la idea intuitiva de cémo generar este tipo
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de patrones, que se basa en generar patones factibles y después evalia si estos son
esenciales, el segundo es una mejora del primer método, ya que genera solamente los
patrones esenciales.

1. Ciclos anidados

Este método tiene un ciclo para cada uno de los segmentos a cortar que va
desde cero hasta la cantidad maxima de segmentos que se pueden obtener de
un tramo sobrante, en caso de ser la primera iteracién en el primer ciclo el
sobrante es igual a la longitud del tramo estdndar. Al estar en el ciclo mas
interno se identifica si el patrén es esencial o no, de acuerdo a la definicion 4.

A continuacién se presenta el pseudocdédigo:

Variables del problema.

L_tramo Longitud del tramo estandar.

n Nimero de longitudes diferentes de segmentos a corta.
L Vector de longitudes.

S Vector de longitudes sobrante.

Variables auxiliares.
i_1 Indice relacionado con L_1

i_n Indice relacionado con L_m

Iniciar
para i_1 =1, ... ,n {
s_i = 0; (S <-0)
}
Iniciar s_1 como L_tramo ( s_1 <- L_tramo )
para i_1 = 0, ..., piso(L_tramo/L_1){
Actualizar s_1 (s_1 <- s_1-i_1xL_1 )
para i_2 = 0, ..., piso(s_1/L_2){
Actualizar s_2 (8_2 <- s_2-i_2%L_2 )
para i_n=0, ..., piso(s_n-1/L_n){
si (s_n-1 -k*L_m<L_n) imprime( i_1,i_2,...,i_n );
}
}

Actualizar s_1 ( s_1 <- L_tramo )
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Fin
Ejemplo 4.

Considérese el siguiente requerimiento para g fraccién del domo basado en un
icosaedro frecuencia 3 y radio 3 metros.

AV N

AVAVARN
VAVAVAVANNY
MAANAN

L | Longitudes | Cantidades
Lo 1.3152 35
Ly 1.2556 80
Lo 1.1438 50

Al realizar el método sin verificar que el patrén sea esencial se obtiene la
siguiente lista de patrones, donde el primer renglén nos representa el patrén y
dltimo renglon representa el desperdicio.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3
5.98 4.83 3.69 2.54 1.40 0.26 4.72 3.58 2.43 1.29
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 2 2 2 2 3 3 4 0 0
4 0 1 2 3 0 1 0 0 1
0.14 3.46 2.32 1.18 0.03 2.21 1.06 0.95 4.66 3.52
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
0 0 0 1 1 1 2 2 3 0
2 3 4 0 1 2 0 1 0 0
2.37 1.23 0.08 3.40 2.26 1.12 2.15 1.00 0.89 3.34
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oo o @

S =N

35 36
2 3

2 0

0 0

0.83 2.03

37 38 39
3 3 4

0 1 0
1 0 0

0.89 0.77 0.71

El conjunto anterior es el conjunto de patrones factibles, dado que se pretende
es obtener el conjunto de patrones esenciales, se eliminaran todas las columnas
que no son un patrén esencial, obteniendo el conjunto completo de patrones
esenciales P, que es el siguiente:

© 00 N O Ot W N = O

e e e
=W NN = O

plop2 PP pt PP S pT pB p? pl0 pll pi2 13
0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
1 2 3 4 0 1 2 3 0 1 2 0 1 0
4 3 1 0 4 2 1 0 2 1 0 1 0 0

que se pueden esquematizar de la siguiente forma:

Ltramo |
Lo Lo Lo I Lo I Lo I
Ly Lo Lo I Lo I Lo !
Ly Ly Lo Lo I Lo E
Ly Ly Ly Ly I
I L I Ly |
Lo Ly Ly Ly I Ly E
Lo Ly Ly Ly I
LO L1 Ll L2 I
Lo Ly L Ly |
Lo Lo Lo Lo |
Lo Lo I Lo |
Ly Lo Ly Ly |
Lo Lo Lo Lo |
Lo Lo Lo L |
Lo Lo Lo Lo |

El nimero de patrones esenciales, «, se puede acotar con el producto de las
cantidades maxima de los segmentos que se obtienen de un tramo de longitud
estandar. Formalmente tenemos:

oa < Nmax L1-Nmax Ly -...- Nmax L,,.
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2.

Siguiendo el ejemplo 4 se observa que se cumple la desigualdad anterior:

Observacion:

Una desventaja de este método es que calcula un conjunto de 39 patrones
factibles y después elimina todos los patrones que no son esenciales, obteniendo
el conjunto P el cual solo tiene 15 patrones que son esenciales. Por lo que se
propone un método maés eficiente, que a diferencia de este método no evalta, si
el patrén es esencial o no, simplemente salta de un patréon esencial al siguiente

esencial.

“Método eficiente”.

Este método consiste en pasar de un patron esencial al siguiente esencial y se

explicard a continuacién.
En general se tiene que los patrones de corte son de forma

A1

a9 )
aq
Qo

con a; € Z* U {0}, i =0,...,k — 1. Utilizando la descripcién del parén de

corte anterior se describe el método paso a paso.

a) El primer patrén de P se obtiene al hacer ap = N méx Lo y a; = 0 para

i=1,...k—1

0
0
N max L()

b) El siguiente bloque de patrones se genera haciendo a; # 0, iniciando con

k—1
Ltramo - Zi:l Qg - Lz
Ly

a1 = 1y se calculando ap =

, vy aumentara su

valor en uno al calcular el siguiente patron, repitiendo este proceso hasta

k—1
Ltramo - Zi:Q (070 L
que o =

ZJ , por tanto se tiene que el ultimo patén
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de este bloque es

0
0

Ltramo 25;21 «; Lz
Ly

Ltramo Zfz_ll (67} Lz

c¢) El siguiente bloque de patrones se genera haciendo ay # 0, iniciando con
ag = 1y se repite el paso b) con la excepcién de empezar a3 = 0, as
aumentard su valor en uno al calcular el siguiente bloque de patrones,

k—1
Ltramo - Zi:?) (070 Lz

repitiendo este proceso hasta que as = I , por
2
tanto se tiene que el dltimo patén de este paso es
0
k—1
Liramo — Zizg o; - Ly
Lo
-1
Liramo — Zfzg aj - L;
Ly
-1
Liramo — Zle aj - L;
Lo
d) Para a; con i = 4,...,k — 1 se realiza la misma idea para el paso c),

obteniendo el conjunto completo de patrones de la siguiente forma.

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 N max Ly

N méx LO \\Ltrarrf - LlJ \\Ltramo - (]z max Ll) LIJ
0 0



2.4 Generacién de patrones de corte esenciales 31

0 0 0
0 0 0
1 1 .. 1
0 1 b1
Ltramo - L2 Ltramo - L2 - Ll Ltramo - L2 - ﬂlLl
Ly Lo Ly
0 0
0 0
N méx Lo .. N méx Lo
0 B
Ltramo - (N max L2)L2 Ltramo - (N max L2)L2 - ﬂlLl
Lo Lo
1 Nméax Lj_q
0 Br—2
0 . B2
0 b1
Ltramo - Lk—l Ltramo - (N max kal)kal - Zf:_lz ﬂZLZ
Lo LO

Ltramo - Z?:_j%rl /81 : Lz
L;

con 3 = paraj=1,...,k — 2.

En el apéndice B se muestra el cédigo de este ultimo método, esperando que
el lector pueda comprenderlo y de ser necesario reproducirlo o en su defecto
mejorarlo.

Ejemplo 5.

Considere los requerimientos para la 1—50 fraccién del domo basado en el octaedro de
frecuencia 5 y radio 4 metros, con base cilindrica, disefiado con el método mezicano.?
Con longitudes y cantidades siguientes.

FEtiqueta | L | Longitud | Cantidades
db Ly 1.8099 20
A Ly 1.7881 12
B Lo 1.7523 24
C Ls 1.6636 36
D Ly 1.5102 48
E Ls 1.2915 80
2Kl diagrama que se mostrara a continuacién fue obtenido en

http://www.domerama.com/calculators/octahedral-5v-mexican-method/ o se pude buscar
utilizando las palabras claves Octahedral 5v Mezican method
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De donde se obtiene el vector columna de longitudes L y vector columna de canti-
dades R:

1.8099 20
1.7881 12
1.7523 24
L= 1.6636 k= 36|’
1.5102 48
1.2915 80

Figura 2.4: Domo basado en un octaedro de frecuencia 5 y radio 4 metros.

Para este domo se obtiene el conjunto de patrones esenciales P.

0 plo p2 3 pt p5 pS pT pB p® pl0 pll pl2 I8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 2 2 3 0 0 0 1
0 1 2 3 0 1 2 0 1 0 0 1 2 0
4 3 2 1 3 2 1 2 0 0 3 2 0 1

— o oMo o
o OO O
cCo R, NMO O
cocowoo
wo oo~ O
MR OO O
oNO O RO
— o R O RO
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0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 2 2 3 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 2 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 2 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 3 2 0 1 0 0 1
P2 pB pih 86 pIT a8 40 500 1 52 53 54 55
1 1 11 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3
0 0 01 1 1 1 2 0 0 0 0 1 0
1 1 2 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 00 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 00 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 01 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
Cualquier otro patrén que no esté en la matriz P, no es esencial,
0 0 0 0 3
0 0 0 3 0
pO = 8 , p9 = g ) p19 = g , p34 = 8 , p55 = 8 son patrones
0 0 0 0 0
4 0 0 0 0

candnicos y ademads son esenciales.

2.5. Crecimiento del problema

Las domos geodésicos son estructuras que tienen un conjunto finito de patrones
esenciales.

Existen dos formas de hacer crecer el conjunto de patrones esenciales tan grande
como se desee:

1. Conservar el conjunto de segmentos de la misma forma y variar el tamafno de
la longitud estandar. Aumentando este tamano, puede existir el inconveniente
de que el proveedor no tenga en existencia tramos de la longitud necesaria o
que no se puedan transportar.

2. La otra opciéon de hacer crecer el problema es variar el radio, con la idea de que
mientras mas pequeino sea el radio mas grande serd el conjunto de patrones
esenciales. El siguiente ejemplo lo ilustra.

Ejemplo 6. Considérese los requerimientos para el domo del ejemplo anterior,
tomando el radio igual a 1 metro y sin considerar la longitud de la holgura, se
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obtiene la siguiente tabla de requerimientos.

L | Longitudes | Cantidades
Ly 0.4424 20
Ly 0.4370 12
Lo 0.4280 24
Ls 0.4059 36
Ly 0.3675 48
Ls 0.3128 80

Se aumenta el radio entre 0.5 y 13, se considera el radio hasta 13 ya que es
el mayor radio entero que se puede aplicar al domo para obtener el segmento
Ly del tramo de longitud estandar, de la forma descrita en la seccién 1.2,
utilizando los factores de cuerda. Al calcular el conjunto de patrones esenciales
de cada nuevo conjunto de longitudes obtenidos a partir de cada radio, se tiene
la siguiente tabla, donde se compara la cantidad de patrones con el radio del
domo.

Cantidad de patrones Cantidad de patrones
Radio | del conjunto esencial Radio | del conjunto esencial
(CPCE) (CPCE)
0.5 111160 7 13
1 7610 8 7
2 545 9 6
3 132 10 6
4 56 11 6
5 24 12 6
6 21 13 6

Para poder hacer alguna conjetura se graficaran 100 puntos con radio entre
0.5 y 9, calculando cada uno de sus respectivos CPCE (ver la figura 2.5).
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CPCE VS RADIO

Figura 2.5: CPEC vs Radio

Podria suponerse que el comportamiento es simplemente una exponencial. Sin
embargo, si se limita el radio entre 3.5 y 9 se observa el siguiente comporta-

miento:

100 4

90 -

80 -

70

60 -

50 -

40 -

30 4

20 4

10 4

CPCEVS RADIO

Figura 2.6: CPEC vs Radio, limitada a r = 3,...,9.
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Capitulo 3

El problema de corte unidimensional y
soluciones simples

En el capitulo anterior se definié patrén de corte, patrén factible, patrén candnico,
entre otros conceptos, en este capitulo se explica sobre el objetivo central de este
trabajo, se proponen e implementan soluciones simples al problema de corte. Poste-
riormente se realiza el planteamiento matemaético del problema de corte y el método
que le da solucién, conocido como método exacto. Aunque siempre en las aplica-
ciones de optimizacién se menciona que el objetivo es minimizar el desperdicio, se
termina minimizando la cantidad de materiales utilizados.

En el problema abordado el objetivo es reducir o minimizar la cantidad de tramos
del longitud Lyyqmoe que se utilizardn para cubrir los requerimientos. A continuacién
se muestra la equivalencia que existe entre minimizar el desperdicio y minimizar la
cantidad de tramos de longitud estandar:

Proposicion 1. Minimizar el desperdicio es equivalente a minimizar la cantidad de
tramos de longitud Liyqmo utilizada.

El desperdicio es igual al total de la longitud de los tramos utilizados menos la suma
de las longitudes de los segmentos requeridos, es decir:

k—1
desperdicio = (NumeroDeTramos) Liyqmo — Z R;L;,
i=0

entonces, minizar el desperdicio es:

k—1
min desperdicio = min ((Nl’lmeroDeTramos)Ltmmo — Z RiLi> ,
i=0

donde Liramo v RiL; son constantes, por tanto se tiene que

min desperdicio es equivalente a min(NimeroDeTramos).

37
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Se consideran los problemas de corte para dos estructuras y se aplican los siguientes
métodos:

1. Método canénico (primera seccidn).
2. Método grandes primero (segunda seccién) .

3. Método exacto (tercera seccién).

Por 1dltimo en la cuarta secciéon se menciona la medida de eficiencia usual para los
distintos métodos descritos en este capitulo y se da una propuesta de eficiencia
(eficiencia real).

3.1. Meétodo canonico

Es el método més simple de todos, pues consta de cortar de cada tramo de longitud
Liramo solamente tramos de longitud L;, es decir, solo se utilizaran patrones canéni-
Cos.

En el capitulo 2 se definié N max L; como la médxima cantidad de segmento obtenido
de la longitud L; de un tramo de longitud estandar L¢qmo, & continuacién se define
N max L como el vector columna que contiene cada N max L;.

Nmax Ly

N max Ly
Nméax L = )

Nméx Lj_q

Es necesario saber cuantos tubos de longitud Lyyqmo Son necesarios para cubrir cada
una de las cantidades del conjunto de requerimientos R;.

Ejemplo 7.

Supdéngase que se necesita R = 32 segmentos de longitud L; = 1.1 de tramos de
longitud Lipgmoe = 5.98.

L 5.98
N maz Ly = { tg‘”m"J = {ﬁJ = |5.4363] = 5,
1 .

luego, si se divide el requerimiento entre la cantidad méxima de tramos de longitud
L, y se obtiene la cantidad de tubos de longitud Li»qmo necesaria para cubrir el
requerimiento.
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se observa que la cantidad no es entera y que al tomar la parte entera y multiplicarla
por la cantidad maxima de longitud L; no se cubriria el requerimiento asi que se
tomard la parte entera més uno.

Para obtener cudl es la cantidad de tubos adecuada para cumplir el requerimiento
se usara la siguiente definicién.

Definicién 7. (Funcion Techo)
Para cualquier nimero real z, la funcion techo de x (denotada por [x]) es el entero
mayor o igual mds prorimo a x, es decir, si x € R,
[z] =inf{n:n>xz, neclZ}
Con la funcién techo podemos calcular la cantidad de segmentos de longitud Lirgmeo

necesarios para cubrir cada una de las cantidades R; con ¢ = 0,...,k — 1 de la
siguiente forma

R; B R;
Nmax Li N Ltramo
L;

También se puede calcular la cantidad de segmentos de longitud Lyyqmoe para cubrir
el requerimiento del vector columna R, de la siguiente forma:

=0 %
L;

donde k es el nimero de longitudes de los segmentos del requerimiento.

‘ N’ITLCL.% L i—0 \‘LtramoJ ’

Ejemplo 8
Considérese los requerimientos del ejemplo 4 y Lirqmo = 5.98, se tiene en la siguiente
tabla el conjunto de requerimientos.

L | Longitud | Cantidades
Ly 1.3152 35
Ly | 1.2556 80
Lo 1.1438 50

se calculard

L
N mazx LO _ \‘ tramoJ

5.98
Lo

4.5468] = 4,
1.3152 [4.5468]

L
N max L1 = { tzamoJ
1

L
N max Ly = { tzamoJ {
2

{598

|5.2281] = 5,

|-
6J 47626 = 4,
N
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o= 201 = 20,

_@_
5

Por lo tanto se necesitan 9, 20 y 10 segmentos de longitud Lyqmo respectivamente
para cubrir los requerimientos anteriores, en total 39 segmentos de longitud Liyqmeo-
Utilizando los siguientes patrones.

= [10] = 10.

4 0 0 36
91 0 | +201 4 | +10( O | = 80
0 0 5 50
Observacién
4
Al implementar 9 veces el patrén de corte 0 |, se sobrepasa los requerimientos

0
Ry, ya que el cociente entre Ry y N max Ly no es entero, es decir, se aplica un
corte innecesario del la longitud Ly, por lo tanto se utilizard un patrén factible
que cumpla el requerimiento, es decir, se implementard 8 veces el patrén esencial
4 3
0 y una vez el patron factible 0 |, que es el patron que a completa el
0 0
requerimiento Ry. Entonces se tienen la siguiente implementacién de patrones para
resolver el requerimiento del domo:

4 3 0 0 35
8{ 0|+ 0 |)+20] 4 |]+10( O | = 80
0 0 0 5) 50

Ejemplo 9.

Considérese el ejemplo 5 de donde se tiene la siguiente tabla de requerimientos.

L | Longitudes | Cantidades
Ly 1.8099 20
Ly 1.7881 12
Lo 1.7523 24
Ls 1.6636 36
Ly 1.5102 48
Ls 1.2915 80
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Se obtiene Nmax L =

Nmax Ly

Nmax L4

Nmax Lo

Nmax Lg

Nmax Ly

Nmax Ls

=W W Ww w w

Ry

Ry

Ry

R3

Ry

Rs

y para cada R; se tiene que

? — [6.66] = 7,
I I 7
I
? ~ 2] = 12
g - 6] = 16,

[@l — [20] = 20.

Y la cantidad total de segmentos de longitud Lyrqme = 5.98 es 67.

Se observa nuevamente un cociente no entero entre Ry y N méx Ly como en el
ejemplo 8, por lo tanto se tiene

W o oo oo
N O OO OO

donde el patrén

+4

O W o oo o

+38

+12 + 16 +20

S O w o oo
O OO w oo
OO OO Wwo
O OO OO

N O OO OO

es el patrén factible que a completa el requerimiento Ry.

80
48
36
24
12
20
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3.2. Meétodo grandes primero

En esta seccién se explica el método grandes primero, que se consideraba uno de
los mejores método de corte [11], y se comparard las cantidades de tramos de lon-
gitud estandar utilizadas para satisfacer el conjunto de requerimientos del domo
en cuestion con las utilizadas por el método candnico, de antemano se advierte que
el método de grandes primero da una mejor o igual solucién que el método canénico.

La idea principal del método es obtener en cada patrén de corte la mayor cantidad
de segmentos de todas las longitudes, el sobrante debe ser utilizado obteniendo del
segmento mas pequeno que el segmento usado. Tal vez del sobrante puede no ob-
tenerse un segmento grande pero probablemente podria obtenerse uno pequeno de
este nuevo sobrante también se podria obtener méas segmentos pequenos que gran-
des. Se describe a continuacién como se ird construyendo una matriz de corte (C)
donde en cada columna se especifica la ejecucién de un patrén de corte, es decir, la
cantidad de cada L; que se puede obtener en ese patrén a partir de los sobrantes, a
diferencia de la matriz de patrones de corte, estd puede tener columnas repetidas.
Asi el nimero de columnas de C serd el nimero de tubos a utilizar.

La matriz de corte se llena de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Para
calcular cada c;; es necesario considerar la longitud del sobrante del tubo en cuestién
(S;) para saber cuantos segmentos se pueden obtener de él. Es necesario saber la
cantidad de segmentos de longitud L; que faltan de obtener, para esto se calcula la
diferencia entre R; y la cantidad de segmentos obtenidos hasta el momento de dicha
longitud, a lo cual se le denomina déficit (Def;). El sobrante S; y el déficit Def; se
calculan como sigue:

i—1

7j—1
Sj = Liramo — chij y Defi=R; — Zcik .
k=0 k=0

De tal manera que c;; se calcula como el minimo entre la cantidad de segmentos de
longitud L; que pueden obtener del sobrante S; y los que faltan de obtener, es decir,

| S
¢ij; = min { {L—ZJ ,Defi}

A continuacién el pseudocédigo para implementar el método grandes primero es el
siguiente:

Variables del problema.

L_tramo Longitud del tramo estéandar.
m Nimero de longitudes diferentes de segmentos a corta.
R Vector de requerimientos.

L Vector de longitudes.
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Def Vector de déficit.

s Longitud sobrante del tramo que se esta costando.

N_tramo Nimero de tramo a cortar.

C Matriz de corte de m renglones y N_{tramo} determinado al final.

Variables auxiliares.
HayDeficit Bandera que indica si hay o no déficit.

i Indica el renglénm.
j Indica la columna.
Iniciar
para i = 0, ... ,m-1 {
Def_i = R_i; ( Def <- R )
X
Iniciar HayDeficit como 1; ( HayDeficit <- 1)
Iniciar N_tramo como O; ( N_tramo <- 0 )

Mientras ( HayDeficit=1 ) {
s = L_tramo;

para i = 0, ... ,m-1 {
c_{i,N_tramo} = min ( piso( s/L_i ), Def_i );
Actualizar sobrante (s =85 - c_{i,N_tramo}*L_i )
Actualizar deficit ( Def_i = Def_i-c_{i,N_tramo} )
}
Si todos los Def_i = 0 ( HayDefict <- 0 )
Actualizar N_tramo ( N_tramo <- N_tramo + 1 )
}
para i = 0, ... , m-1{
para j = 0, ... , N_tramo{
imprime( c_{ij} );
}
}

Fin

Ejemplo 10. Considérese los requerimientos del ejemplo 4, que se presentan en la
siguiente tabla.

Longitudes | Cantidades
1.3152 35
1.2556 80
1.1438 50

Al utilizar el método grandes primero con el conjunto de restricciones anterior se
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obtiene la siguiente matriz de corte:

CO C7 68 Cg e 627 628 029 e 637 038
o (4 - 4 3 0 0 0 0 0 0
o ... 0 1 4 4 3 0 0 0
0 0 0 0 0 1 5 5 4

Se observa que el ejemplo 8 se necesitan 39 segmentos de longitud estandar Liygmo
para cubrir los requerimientos del domo, de igual manera la matriz de corte anterior
se tiene 39 columnas, es decir, no se reducido la cantidad de segmentos de longitud
Liramo con este método.

Ejemplo 11. Considérese los requerimientos del ejemplo 5, que se presentan en la
siguiente tabla.

Longitudes | Cantidades
1.8099 20
1.7881 12
1.7523 24
1.6636 36
1.5102 48
1.2915 80

Al utilizar el método grandes primero con el conjunto de restricciones anterior se
obtiene la siguiente matriz de corte.

ot
=]
]
©

e}
Q
o
Q

SO OO O W
[=lelelell Y
S O OO wo
S O OO wo
S OO~ N O
S OO wo o
S O O w oo
OO R, NO O

o
Q
o
o
o
o
o
Q
o

S O w o oo
S O w o oo
O ~RH N O OO
= Ww o o oo
= Ww o o oo
NN O OO
O O O O o
= O O O O O
W o oo oo

Se observa que en este ejemplo si se redujo la cantidad de segmentos de longitud
estandar Lirqmo, comparando la cantidad de estos segmentos utilizados en el ejemplo
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9 con la cantidad de columnas de la matriz anterior.

La posibilidad de reducir el niimero de tubos de longitud estandar al implementando
el método de grandes primero respecto al método candnico se fundamenta en utili-
zaran ademads de los patrones esenciales candnicos, patrones factibles que intentan
aprovechar los sobrantes para obtener segmentos pequenos, lo cual se muestra a
continuacién.

Considérese los siguientes patrones que resuelven los requerimientos para algiin domo
con el método candnico.

Ry—1 Br—1 V-1 0 0
Ry, 0 0 Br Vk
: =apr |t |+ e s |+ |+
Ry 0 0 0 0
Ry 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
- ta : + : + o : + : )
B gl 0 0
0 0 Bo Yo
R; . .
donde a = | — |, B; = N max L; y v; = R; — a;3;. Mientras que usando
N méax L;
el método grandes primero se tiene
Ry 4 ap;
Rk m alj
Ry = ag—g
Ry ag—1 j
Liramo — S0t ag; x L
donde a;; = min{{ tramo Il/_ZH b lJ , Ri}, después se actualiza R; =
i

RZ’ — Q5.

Es claro que el desperdicio se va a provechando para tratar de obtener segmentos de

longitud més pequenos en el patrén, por lo tanto se tiene la posibilidad de eliminar

patrones, por ejemplo, supdéngase que la longitud Ly es menor que el desperdicio

Ltramo - Zfz_ll agr X Ll
Ly

se reduce un patrén del método candnico en el método grandes primero, es decir, se

reduce la cantidad de tramos de longitud estandar.

obtenido en el k—ésimo y que Ry = , esto implicaria que
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La igualdad se obtiene cuando las longitudes L; son muy parecidos, lo que implica
que no se pueden obtener segmentos de longitud menor en un mismo patrén, es
decir, se obtendran solo patrones canénicos o patrones factibles que a completen los
distintos requerimientos R; para ¢ =20,...,k — 1.

Sin embargo ninguno de estos métodos garantiza reducir el nimero de segmentos
de longitud estdndar al minimo. Lo que implica necesario considerar el siguiente
método.

3.3. Meétodo exacto

Esté método es un clasico del area de investigacion de operaciones como se puede
ver en [12]. Aqui se considerard solamente el conjunto de patrones esenciales. La
finalidad es reducir el tamafio del modelo sin afectar la solucién.

Se mostrard como construir el modelo, considerando que el objetivo es determinar el
menor numero de segmentos de longitud Lyyqm, a utilizar para cubrir las cantidades
del vector columna R correspondiente a el vector columna de longitudes L, ademés
de saber como cortar cada uno de estos segmentos.

Sea x; el nimero de veces que se implementa el patrén p) paraj=0,...,m—1,el
patrén p? es un elemento del conjunto de patrones esenciales P y m la cantidad de
patrones esenciales.

Obsérvese que al calcular el producto entre la matriz P y el vector X se obtiene
un vector columna, donde la i-ésima componente es la cantidad de segmentos de
longitud L; que se obtienen del proceso de corte.

PX > R,

por otra parte la cantidad de segmentos de longitud estandar a cortar se expresa
como

m—1
z = E i,
=0

que se pretende minimizar. Ademads el vector columna X debe tener solo cantidades
enteras no negativas, entonces se tiene
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por lo tanto el modelo queda de la siguiente manera

min z

sujeto a PX > R
.TZ‘EZ+U{O}
1=0,...,m—1.

Este tipo de modelos se resuelven con el método programacién lineal entera, ya que
la solucién al problema es la cantidad de veces que se implementa cada uno de los
patrones de corte.

Se mostrardn a continuacién los modelos para las fracciones de domos siguientes:

1. g fraccién del domo basado en un icosaedro frecuencia 3 y radio 3 metros
(ejemplo 4).

2. 1% fraccién del domo basado en un octaedro de frecuencia 5 y radio 4 metros,
con base cilindrica (ejemplo 5).

Ejemplo 12. Considérese la siguiente matriz de patrones de corte esencial P del
ejemplo 4:

3
1
0

S O

1 2 2 3
2 1 20
1 1 01

N O N

0 0 11 1
2 3 01 3
3 1 4 2 0

S = O

00
P=1101
5 4
Xt = (xo,{L‘g, ce ,1’14) Rt — (35,80, 50) .

Entonces, se realizara las siguientes operaciones para obtener el modelo:

14
Z:Z'Ti
=0
0000011112223 34 Lo
012340123012¢010 L=
543 104210210100 T4

Ts5 + xg + 7 + T8 + 229 + 2210 + 2211 + 312 + 313 + 4714
T1 4+ 2x0 + 3x3 + 44 + x5 + 227 + 38 + 10 + 2211 + X153 s
5xg + 4x1 4+ 3z + x3 + 4x5 + 226 + T7 + 229 + T10 + T12
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por lo tanto se obtiene el siguiente modelo:

14
min le
=0
s.a. r5 + xg + x7 + 8 + 2x9 + 2210 + 2211 + 3212 + 3213 + 4214 > 35

1 + 2x0 + 3x3 + 44 + 6 + 227 + 38 + 210 + 22011 + 213 > 80
5xg + 4x1 + 3z + x3 + 45 + 226 + T7 + 2209 + 10 + T12 > 50

1‘1'20
LL‘¢€Z+U{O}
i=0,...,14.

Ejemplo 13. Considerando la matriz de patrones de corte esencial P del ejemplo
5, se tiene el siguiente modelo:

55
min Z T;
i=0
T35 + 36 + 37 + T3 + T39 + Xg0 + 41 + Ta2 + T43 + T4qa + T45 + T4p
4247 + 48 + Ta9 + 2750 + 2751 + 2752 + 2753 + 254 + 355 > 20

Too + To1 + T2 + 23 + Toa + 25 + 26 + T27 + T28 + T29 + 2730
+2x31 + 2232 + 133 + 3T34 + Ta5 + Tag + Ta7 + Tag + 2749 + T54 > 12

Z10 + T11 + 12 + T13 + 14 + T15 + 2x16 + 2217 + 2718 + 3719 + To6
+xo7 + Tog + 299 + T33 + T41 + Tao + T4z + 2744 + T4s + T3 > 24

T4+ x5 + T + 227 + 208 + 3T9 + 13 + T14 + 2715 + T18 + To3
+xo4 + Tos + x28 + T30 + X338 + 39 + 240 + T3 + T47 + T52 > 36

1 + 219 + 313 + T5 + 276 + T8 + T11 + 2712 + T14 + T17 + T2
+2x92 + w24 + To7 + w31 + 36 + 2737 + T39 + Ta2 + Tae + T51 > 48

dxg + 3x1 + 229 + 3 + 324 + 225 + 626 + 227 + 310 + 2211 + 13 + T16
+3x20 + 2721 + T23 + Toe + T30 + 3T35 + 2736 + T38 + Ta1 + Tg5 + 250 > 80
xX; Z 0
i=0, ... .55

Estos modelos se resolveran en el siguiente capitulo.

3.4. Medidas de eficiencia

La eficiencia de un método de corte comtinmente se mide respecto a los porcentajes
de desperdicios, calculado de la siguiente forma

k—1
dio Si

x 100 %,
Z % Ltramo ’

% de desperdicio =
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donde k es la cantidad de longitudes a cortar, s; es el sobrante obtenido por el patrén
de corte, y Z la cantidad de tramos de longitud estandar utilizados para cubrir el
requerimiento, entonces se tiene que la eficiencia es:

Eficiencia del método=100 %- %de desperdicio.

Ejemplo 14. Considérese el ejemplo 8 resuelto con el método candnico, donde se
tiene el siguiente vector de sobrantes S.

S =(0.7192,0.7192,0.7192,0.7192,0.7192,0.7192,0.7192,0.7192, 2.0344,
0.9576,0.9576,0.9576,0.9576,0.9576, 0.9576,0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576,
0.9576,0.9576,0.9576,0.9576,0.9576, 0.9576,0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576,

0.261,0.261,0.261,0.261,0.261,0.261,0.261, 0.261,0.261, 0.261),

y la cantidad a utilizar de 39 tramos de longitud estdndar para cubrir el requeri-
miento.

El porcentaje de desperdicio con el método es:

19.7496 19.7496
icio = —2 20 —
% de desperdicio 39 % 5.98 x 100 % 233.22

x 100 % = 12.67 %,

por lo tanto, el método tiene una eficiencia de

Eficiencia del método = 100 % — 12.67 % = 87.32 %.

Ejemplo 15. Considérese el ejemplo 9 resuelto con el método candnico, donde se
tiene el siguiente vector de sobrantes S.

S = (0.5503,0.5503, 0.5503, 0.5503, 0.5503, 0.5503, 2.3602, 0.6157, 0.6157,
0.6157,0.6157,0.7231,0.7231, 0.7231, 0.7231, 0.7231, 0.7231, 0.7231,
0.7231,0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892,
0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 1.4494, 1.4494, 1.4494, 1.4494, 1.4494,
1.4494,1.4494,1.4494, 1.4494, 1.4494, 1.4494, 1.4494, 1.4494, 1.4494,

1.4494,1.4494, 0.814,0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814,
0.814,0.814,0.814,0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814),

y la cantidad a utilizar de 67 tramos de longitud estandar para cubrir el requeri-
miento.

El porcentaje de desperdicio con el método es:

65.2504 65.2504
% de desperdicio = =00 x 100% = o

x 100 % = 16.28 %,
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por lo tanto, el método tiene una eficiencia de

Eficiencia del método = 100 % — 16.28 % = 83.71 %.

Ejemplo 16. Considérese el ejemplo 10 resuelto con el método grandes primero,
donde se tiene el siguiente vector de sobrantes S.

S = (0.7192,0.7192,0.7192,0.7192, 0.7192, 0.7192, 0.7192, 0.7192, 0.7788, 0.9576,
0.9576, 0.9576,0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576,
0.9576,0.9576,0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 0.9576, 1.0694, 0.261, 0.261,
0.261,0.261,0.261,0.261,0.261,0.261,0.261, 1.4048),

y la cantidad a utilizar de 39 tramos de longitud estdndar para cubrir el requeri-
miento.

El porcentaje de desperdicio con el método es:

.. 29.55 ~29.55
% de desperdicio = 39 % 5.98 x 100% = 233.22

x 100 % = 12.67 %,

por lo tanto, el método tiene una eficiencia de

Eficiencia del método = 100 % — 12.67 % = 87.32 %.

Ejemplo 17. Considérese el ejemplo 11 resuelto con el método grandes primero,
donde se tiene el siguiente vector de sobrantes S.

S = (0.5503,0.5503, 0.5503, 0.5503, 0.5503, 0.5503, 0.5721, 0.6157, 0.6 157, 0.6157,
0.6515,0.7231,0.7231,0.7231, 0.7231, 0.7231, 0.7231, 0.7231, 0.8118, 0.9892,
0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892, 0.9892,
1.1426,0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579,

0.1579,0.1579,0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.1579, 0.3766, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814,
0.814,0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 0.814, 2.1055),

y la cantidad a utilizar de 63 tramos de longitud estdndar para cubrir el requeri-
miento.

El porcentaje de desperdicio con el método es:

41.3304 41.3304
% de desperdicio = 3508 100 % = 37674

x 100 % = 10.97 %,

por lo tanto, el método tiene una eficiencia de

Eficiencia del método = 100 % — 10.97 % = 89.02 %.

Observaciones
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1. La eficiencia de los métodos candnico y grandes primero en los ejemplos 14 y
16 fue la misma debido a que se utilizé la misma cantidad de segmentos de
longitud estandar.

2. Esta forma de medir la eficiencia no es realista, ya que se da por hecho que
siempre se puede alcanzar el 100 % de eficiencia con algin método, esto se
consigue en muy raros casos o en ejemplos disenados para lograrlo de eficiencia.

A continuacién se propone una manera mas realista de medir la eficiencia de un
método, eficiencia real, que depende del método con el que se obtuvo la solucién.

eficienciar = 100% — (% de desperdicio del método

- % de desperdicio del método exacto),

donde el porcentaje de desperdicio se calcula como se menciona al principio de
esta seccién (péagina 48), después de resolver los modelos anteriores se calculara su
eficiencia real con respecto a los métodos candnicos y grandes primero.
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Capitulo 4

Programacion lineal

En la primera seccién se presentan definiciones, que ayudan a comprender el método
simplex clasico, se presenta brevemente en qué consiste el método en cual se puede
revisar con més detalle en la literatura, las utilizadas en este trabajo son [12], [13],
[14], [15], que se utiliza para resolver los problemas de programacién lineal donde la
solucién es real.

En la segunda seccién se aborda el método de descomposicién LU, utilizdndose para
resolver sistemas de ecuaciones lineales, la forma en que se aborda prepara al lector
para entender la version del simplex revisado con descomposicion LU, tema que se
aborda en tercera seccién, usando esquemas de actualizacion.

Las versiones revisadas del método simplex, propiamente implementadas, reducen
la cantidad de operaciones necesarias que se hacen en el método clasico, aunque
cuando se éstas se desarrollan podria parecer lo contrario.

En la cuarta seccién se presenta el método de dos fases, debido a que el método
simplex solo trabaja con problemas de programacion lineal donde el conjunto de
restricciones son del tipo “ <7 y se observa que en el la seccién 3.3 que la forma de
las restricciones de los modelos son “ > 7.

En la quinta seccion se explica brevemente sobre la programacion lineal entera, para
centrar la atencién al método de ramificacién y acotamiento, que se utilizard para
dar solucién al método exacto.

En la sexta seccién se implementa el método exacto, es decir, después de realizar el
modelo de programacién lineal para el disefio de la fraccién del domo, se resuelve el
problema de programacién entera.

En la séptima seccién se comenta una alternativa al método exacto, esta alternativa
se debe a que para ciertos modelos que contengan una gran cantidad de patrones
esenciales el método exacto no podria resolverlos o tardaria demasiado tiempo, y se
muestra brevemente el algoritmo.

53
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La programacién lineal es una técnica de optimizacién [15], que emplea un procedi-
miento o algoritmo matemaético, el que pretende optimizar (minimizar o maximizar)
una funcién lineal y estd sujeta a un sistema de inecuaciones o desigualdades lineales.

Esta técnica de optimizacién es utilizada en areas tales como la Industria Militar
(Asignacién tareas), Petrolera e Industrial, Investigacién de Operaciones, Flujo de
Redes, Flujo de Mercancia, Economia, Ingenieria, Sociologia, Biologia, Mezclas, en-
tre otras aplicaciones maés.

El nombre de programacién lineal no viene del hecho de crear programas en la com-
putado, si no de un término militar usado durante la Segunda Guerra Mundial,
donde programar significa realizar planes o propuestas de tiempo para entrenamien-
to, la logistica o el despliegue de las unidades de combates, asi como administracién
de recursos para las mismas tropas.

Se considera uno de los creadores a Leonid V. Kantorévich, matematico ruso, quien
presento el libro Método matemdticos para la organizacion y la produccion en 1939,
Desarrollé en su trabajo sobre la transformacién de masa en 1942, recibi6 el pre-
mio Nobel de economia en 1975 por sus aportaciones al problema de la asignacion
optima de recursos humanos. Se puede destacar como fundadores de la técnica de
programacion lineal a son George Dantzig [21], quien publicé el algoritmo simplex,
en 1947, John Von Neumann, que desarrolld la teoria de la dualidad en el mismo
ano, al ruso Leonid Khachiyan, quien diseni6 el llamado Algoritmo del elipsoide, a
través del cual demostré que el problema de la programacion lineal es resoluble de
manera eficiente, es decir, en tiempo polinomial.

Mas tarde, en 1984, Narendra Karmarkar introduce un nuevo método del punto in-
terior para resolver problemas de programacién lineal, lo que constituiria un enorme
avance en los principios teéricos y practicos en el area.

El objetivo fundamental de la programacién lineal es optimizar (minimizar o ma-
ximizar) la funcién objetivo, que es una transformacién lineal, en un conjunto de
restricciones lineales. Mas precisamente, un problema de programacién lineal (PPL)
es de la siguiente forma:

Definicién 8. (Forma candnica de un PPL)

min z = coxg + ari+ ... 4+ cprg
s.a. a11x1 + aprs + ... +apr, < b
a21x1 + agerey + ... + agx, < by
am10T1 + @m2x1 + ... + GppTp < by

LEJ'ZO, aijGR, b¢ER+

parat=0,....m j=1,...,n.
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Observaciones:

1. El conjunto de restricciones puede ser <, =y >.

2. Aunque en el conjunto de restricciones pueden aparecer desigualdades de la
forma 121 + ajox2 + ... + QjpTy = bj, y matemadticamente sea equivalente a

—Qj1T1 — Aj2T2 — ... — QjpTy > —b;

En el caso de la programacién lineal no son equivalentes, pues el conjunto de
bj para j = 1,...,m no puede ser negativo.

3. Minimizar la funcién z es equivalente a maximizar —z.

4.1. El método simplex

Publicado por George Dantzing [21] en 1947, un algoritmo iterativo que va apro-
ximando al 6ptimo de Programacién Lineal en caso de existir.

La primera implementacién computacional fue en 1952 para un problema de 71 va-
riables y 48 restricciones, el cual tardo 18 horas en ser resuelto. El ejemplo original
de Dantzig de la buisqueda de la mejor asignacién de 70 personas a 70 puestos de
trabajo es un ejemplo de la utilidad de la programacion lineal. La potencia de com-
putacién necesaria para examinar todas las permutaciones a fin de seleccionar la
mejor asignacién es inmensa (70!); el nimero de posibles configuraciones excede al
nimero de particulas en el universo. Sin embargo, toma sélo un momento encontrar
la solucién 6ptima mediante el planteamiento del problema como una programacion
lineal y la aplicacién del algoritmo simplex. La teoria de la programacién lineal redu-
ce drasticamente el nimero de posibles soluciones éptimas que deben ser revisadas.

Antes de describir el método es necesario escribir el sistema en forma matricial. A
partir de tener la forma candnica de un PPL se obtiene la forma matricial (forma
estdndar) de un PPL, se escribe a la funcién z como el producto de los siguientes
vectores columna:

se comprueba que al multiplicar el vector C* por el vector columna X se tiene

T
z:CtX:(cl cn) : :(clacl—i— cory + ...+ cnxn).

Tn
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se comprueba que al multiplicar el vector C*! por el vector columna X se tiene

ail ... Qin by
A = (ai;) = R y b= |,
Aml1 .- Qmn bm

nuevamente para comprobar se multiplica la matriz A por el vector columna X,
obteniendo:

al ... Qin T a11x1 + ... + a1pTy,
AX =(ay)=| *+ . .. C = : : :
Aml --- Omn T Am1T1 + ... + AmnTn

siguiendo la definicién de PPL candnica se tiene que el conjunto de restricciones en
su forma matricial es el siguiente:

AX <b

Definicion 9. Dado un PPL de la forma candnica

min z = cx1 + cors + ... + cpxn
s.a. anzy + aprs + ... Fapr, < b
a21r1 + a2 + .o + aonTn S b2
Am1T1 + Am2T2 + ... A+ GppTn < by
x; > 0, ajiGR, bj€R+
parat=1,....,n j=1,...,m
Se escribe el PPL en forma matricial de la siguiente forma:
min C'X
s.a AX <b
X>0
con
a1 ... Qip b1 x1
A=(ag)=| + . b=1 X =
aAmi --- Qmn bm Tn
x; > 0, ajiGR, bjE]R+
parat=1,....,n j=1,...,m

Donde n es la cantidad de variables y m es la cantidad de restricciones.

El método simplex trabaja con sistemas de ecuaciones lineales, es decir, es nece-
sario convertir todo conjunto de inecuaciones en ecuaciones, para ello se tiene que
considerar lo siguiente.
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1. Desigualdades de la forma “ < 7.
Para convertir este tipo de desigualdades a igualdades se agregard una nueva
variable a cada restriccién de este tipo, conocidas como variable de holgura,
ilustrado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 18. Considérese que se tiene la siguiente desigualdad
a1 + ...+ aim < by
que se convierte en igualdad de la siguiente forma

a;1T1 + -« + QinTy + Qi n11Tpy1 = by

2. Desigualdades de la forma “ > 7.
Para convertir este tipo de desigualdades a igualdades se agregara dos nuevas
variables a cada restriccién de este tipo, una serd la variable de holgura y la
otra se le conoce como wvariable artificial conoce como variables de holgura,
que se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19. Considérese que se tiene la siguiente desigualdad
aip + ...+ aip > by,
que se convierte en igualdad de la siguiente forma
a1 T1 + ... F QinTp + G, n41Tnt1 — A, nt2Tny2 = bj,

donde la variable z,2 es la variable artificial.

Observacion:

Cabe mencionar que estas nuevas variables, de holgura y artificiales, en la funcién
objetivo tienen coeficiente cero.

Con lo anterior se puede escribir cualquier conjunto de restricciones de un PPL a
un conjunto de igualdades, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 20. Considérese el siguiente problema de PPL en su forma candnica

min z = 2x1 + T2
s. a. 1021 + 10z4
10z, + %)
x1, x2 >0

IV IN
—
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Se transformara el conjunto de restricciones de desigualdades a igualdades queda de
la siguiente y agregando las variables de holgura y artificiales a la funcién objetivo
se tiene:

min z = 21 + zo + Ozxs + Oxyq + Oxs
s. a. 1021 + 1022 + T3 =9
10z1 + 5xo + x4 — 5 =1
x1, x2, x3, x4, x52>0

A continuacion se presenta el método simplex cldsico, también llamado simplex por
tableo.

El método solo resuelve PPL que tienen en su conjunto de restricciones solamente
desigualdades del tipo <, se considerara el PPL en su forma matricial
min E'X
s.a DX <b
X>0

Se igualard el conjunto de restricciones agregando las variables de holgura y modi-
ficando la funcién objetivo agregando las variables de holgura con coeficiente igual
a cero, obteniendo el nuevo sistema.

min Cy Xy + ChLXp
s.a NXy+BXg=5»b
XN, Xp >0
donde Xp el conjunto de variables de holgura, B son los coeficientes de las variables
de holgura agregados en el conjunto de restricciones, inicialmente la matriz B es
igual a la matriz identidad I,,, C% son los coeficientes de X en la funcién objetivo,
inicialmente igual a cero, N es el valor que inicialmente tenia la matriz D, Xy el
vector columna de variables del problema inicial y C}f\, el vector columna de coe-
ficientes iniciales de la funcién objetivo. Se rescribe el problema aumentado de la
siguiente forma
min C'X
s.a AX =b
X>0

conA=[NB] C'=[C{Ch]y X = {))?V ],lo cual se representa en la
B

siguiente tabla, siendo la tabla inicial del método simplex.

V.B. XN XpB b

XB N B b
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donde la primera fila es etiqueta que sirve solamente de referencia y la primera
columna indica las variables que entra a la base, la que inicialmente tendra a las
variables de holgura.

A continuacion se explica paso a paso el algoritmo.

1. Se construye la tabla inicial.

2. Se verifica que las componentes de —C, fila correspondiente a la funcién obje-
tivo, si todas las componentes son negativos y/o ceros ya se estd en el éptimo,
en caso contrario se determina aquella componente de —C' que sea el valor
mayor estrictamente positivo. En caso de existir varias componentes con este
valor se elige la primera que aparecié. La columna que contiene este valor es
llamada columna pivote.

3. Se busca aquel elemento que minimice el valor del cociente entre la columna
pivote y su correspondiente valor en la columna b, es decir,

. { b;
min —_—
Yi

este elemento es llamado elemento pivote.

y; > 0, paraizl,...,m},

4. Se convierte el elemento pivote en 1, de la siguiente forma, supéngase que el

elemento pivote es a;;, entonces se multiplica por — todo el renglén de 7.
aij

Se sigue hacer cero todos los elementos de la columna pivote, la j—ésima
columna, excepto la i—ésima componente, ya que es el elemento pivote, que se
consigue multiplicando cada elemento del renglon i por ax; y restandolo a su
correspondiente componente en el renglén k, parak=1,...,i—1,71+1,...,m,
es decir,

akl:akl—akj-ail,Vk#i, Vlzl,...,n

5. Se cambia en la columna de las variables de la base, V.B. , la variable x;, a
esta variable se le llama variable de entrada, correspondiente al renglén del
elemento pivote por la variable z;, a esta varible se le llama variable de salida,
correspondiente a la columna pivote.

6. Se repite el paso 2 hasta que se llegue al éptimo.

Observacion:

En caso de que todos los elementos de la columna pivote sean negativos esto indi-
cara que la solucién no esta acotada.
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Ejemplo 21. Considérese el siguiente problema de programacién lineal

min —3x; —5x9
s.a. T < 4
219 < 12 ,
3r1 + 2x9 < 18
z1, 3 = 0
obteniendo el sistema aumentado
min —3x; —bxo
S.a. T +z3 = 4
2%2 +x4 = 12 .
3r1 + 219 +z5 = 18
X1, T2 Z 0
Iteracién 0.
1. Se construye la tabla inicial del simplex.
V.B. 1 | L9 | I3 | T4 | X5 b
T3 1110|1004
T4 0201|0112
5 312101011118
z 3151010010

Se observa que el valor de la funcién objetivo es cero inicialmente, esto se tiene
yva que x1 = x2 = 0, por no aparecer como variables de la base, mientras que
x3 =4, x4 = 12 y x5 = 18, pero al multiplicar los correspondientes valores de
x; por los coeficientes de el renglén z se obtiene el valor de cero.

2. Se observa que existe valores positivos en la fila —C, se calcula el elemento
mas positivo, que resulta ser 5, lo que implica que x2 entra a la base.

3. Se localiza el elemento pivote

, 12 18
min { —,— p =6,
2° 2
lo que implica que ags = 2 es el elemento pivote y que sale de la base x4.

4. Se hace uno el elemento pivote multiplicando todo el segundo renglén por 3

V.B. I Lo | X3 | T4 | T b
zs 1] 0[1]0]0]4
ze O [[1]]o]2]o]6
zs |3 2]0]0]1]18

z [3]5]0]0 0

El siguiente paso es hacer cero en los elementos de la columna pivote, excepto
en el elemento pivote, obteniendo la siguiente tabla.
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5. Se cambia x4 de las variables de la base por xs.

Iteracién 1

V.B. | x 1 | X2 | I3 T4 | Ty b
zs [[1]]o]1] 0|0 4
z [O0O]1]0] 3 ]0] 6
s |3 |00 |-1[1] 6
z | 3]0]o0o][=2]0]=30

Nuevamente se observa que existe valores positivos en la fila —C, por lo tanto se
calcula el elemento pivote que es a;3 = 3 la variable z; entra a la base y la variable
x5 sale de la base. Después de hacer 1 el elemento pivote y hacer ceros los demas
elementos de la columna pivote se tiene la siguiente tabla.

Iteracion 2

V.B. 1 | Ty | X3 Xq 5 b
z3 (0[O 1] & |—3] 2
z, [0 10| 5] 0] 6
z [1[0]o|—2] 3] 2
z |0]o]o0|—-3]-1]-36

Al verificar los valores del renglén -C se tiene que todos los valores son menores
iguales que cero. Por tanto se ha llegado al minimo con 21 =2, 29 =6 y 2 = —36.

Al método anterior se le conoce como método clasico. A continuacién se presen-
tard un método de factorizacion de matrices llamado descomposicion LU, que sera uti-
lizado en una versién del método simplex revisado, con el fin de reducir el nimero
de operaciones que se realizan al resolver los problemas de programacién lineal con
el método clasico.

4.2. Descomposicién LU

Considérese el sistema de ecuaciones lineales AX = b, y que se tiene la descomposi-
cién LU de matriz A, esto es L y U son matrices cuadradas tales que A = LU, con
L triangular inferior y U triangular superior, sustituyendo en AX = b se tiene:

LUX =b,
haciendo cambio de variable Y = U X se tiene
LY =b,

por lo que se tendria que resolver el sistema LY = by después Y = UX, ahora se
requiere de calcular U y L.
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Para construir U es necesario multiplicar por la izquierda a la matriz A por matrices
que realicen unos en la diagonal principal y ceros de debajo de la misma, que se
obtiene con matrices E; que son de la siguiente forma:

1 0 0
1
0 — 0
Qi
Ei=1, Qig1 o | (4.2.1)
Qi
0 _ fmi 1
Qi
por lo tanto se tiene
U=FE, - En1-...-Ey-FEp-A. (4.2.2)

Para obtener a la matriz L™! se despeja a A de la ecuacién 4.2.2 obteniendo
(B~ Bp1-...-Ey-E)) 1 U =4,
recordando que A = LU, se concluye que
L=(Ep -Ep_1-...-Ey-E))",

por lo tanto

Asi la solucién del sistema LY = b es
Y=FE, Epn_1-...-Es- Eb, (4.2.3)

luego la solucién de UX =Y se encuentra a través de una sustitucién hacia atras.

Con el fin de clarificar lo anterior se realizara el siguiente ejemplo.

Ejemplo 22. Considérese el sistema

-1 + x2 + 223 + 8z4 + 3zs + 2z =
1 + x 4+ 3 + 4dxy + 225 + T =
2¢ 4+ O0x2 + 323 + 224 + x5 + 6
1

I
cCo o W

Z2
I3 =



4.2 Descomposicién LU

de donde se obtienen

[ —1 I1
Z2
x3
T4
T5
L6

SO = N
SO R OO
_— O O W N
S O O N
S OO = N W
S OO = =N

S OO W

ya que x1 = x2 = x3 = 0, se obtiene el siguiente sistema equivalente:

8§ 3 2 x4 1
A=14 2 1|, X=|=z5 |, b=| 2|,
2 11 Zg 3
se calculara U y L
1 . r 3 17
s 00 8 3 2 1 o
ElA=| -7 10|42 1|=]03 0],
1 1 1
-7 0 1 2 1 1| 10 7 35 |
3 17 r 8 1 7
EE1A=10 2 0 0 5 0(=(01 0],
1 T 1 1
0 —5 1 0 7 3. 1 0 0 35 |
3 1 3 1
EsEsE1A= |0 1 0 01 0(=(01 0],
00 2 00 3 0 0 1
por lo tanto se tiene U
3 1
L g 1
U=EFEsE3FiA=10 1 0 |,
0 0 1

y la matriz L~! estd dada por:

100 1 0 0 £ 00 0
EsEsEy=10 1 0[]0 2 0 -1 10|=|-1 2
00 2 0 -3 1 -1 01 0 -1
por lo tanto
1

10 0

L7h=1-1 2 0

0 -1 2

Luego se resuelve el sistema Y = L™1b con sustitucién hacia adelante

1 1

Lo 0o][1 1
v=|-1 2 o|l|l2]|=]|3],

0 -1 2] |3 4

N OO
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y por tltimo se resuelve UX =Y con sustitucién hacia atras

3 1 1
Ls 1]m 5
01 0 x2 | =1 3
0 0 1 T3 4
Por lo tanto la solucion es x1 = —2, x0 =3y x3 = 4.

4.2.1. Esquema de actualizacién
Supongase que se tiene un dos sistemas de ecuaciones
AX =b y AX =,
donde A y A son matrices cuadradas que difieren solamente en una columa, es decir,
A= (AL oAam) oy A= (Al AR g )

ademds supéngase que se tiene las matrices U y L™ asociadas al sistema AX = b.

Se resolverd el sistema AX = b aplicando descomposicion LU, aprovechando los
célculos realizados para resolver el sistema AX = b.

Se expresa a A\ como
A=10,

y se sustituird en AX = b obteniendo:

AN A

LUX =b,
haciendo cambio de variable ¥ = UX se tiene
LY =b,

por lo tanto se tendria que resolver el sistema LY = b y después Y =UX , Se re-
quiere de calcular U y L.

Obsérvese que para construir U se tiene:

~

E,-...-EA,
donde E; es de la forma 4.2.1 expresando a A en terminos de la matriz A se obtiene:

Ep...Ey (AL ... AR AR+HL o gm gk =
((Em...E1AY) ... (Em... E1AFY)
(B ... By ARHY) (B, ... E1A™) (Ek_lu.zhjﬁ)),
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ya que U = E,, ... E{ A" se obtiene:
(U1 LUkl gk | gm (E,H . ..Elﬁk)) .

Notese que las columnas U'...U* 1.  U¥1U™ ya fueron calculadas cuando se
resolvié el sistema AX = b, por tanto el calculo necesario es minimo, al requerir
obtener un cero mas, como se muestra enseguida.

1 ai k-1 a1k al g41 ---  A1m

0 ag k-1 Q2 k ag g1 ..o A2 m

0 1 g1k QOk—1k+l --- Gk—1m

0 0 gk Gk k+1 -+ Akm |,

0 0 1 Ak+1 k+1 -+ Qk+lm

0 0 0 R
0 ... 0 0 0 ... amm |

para obtener U se necesita multiplicar por nuevas matrices, que se definen a conti-
nuacién:

1 00 0 0 0
: : : 0 :
0 10 0 0 0
E\i _ |0 00 1 0 0 7
0 0 1 —aj+14 O 0
0 00 0 1 0
oo : 0 :
0 ... 00 0 0 1 ]
parat =k, ..., m—1, se multiplicarad por la izquierda l/?; aFE, ... Elg, obsérvese

que no realiza ningun cambio en las columnas primeras k£ — 1 columnas de :

ExE,, ... E1A =

_100 0 00__1 aj k—1 aj kg a1 k+1 a1 m i
NN : 0 ...: : :

0...10 0 0 ...0 0.. 1 ar—1k Qk—1k+1 -+ Ok—1m
0...00 1 0 ...0 0.. 0 ag L Ak k+1 AL m
0...01*0,]9_;'_1]{; 0 ...0 0.. 0 1 Ak+1 k+1 -+ QAk+1m
0...00 0 1...01[lo.. 0 0 1 oo Gkt m
Dol : 0...: : : : :
(0...00 0 O0..1][0... O 0 0 R —
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1 ay k-1 a1k a1 k+1
0 1 ak—1 k ak—1 k+1
_ 10 0 1 Ak+1 k+1
0 0 0 Ak k+1 — Q41 k+1
0 0 0 1
0 ... 0 0 0

después de multiplicar por la izquierda E parai==Fk, ...

a1 m

ag—1m
Ak+1 m

g m — Gk+1 m
Ak+2 m

amm

, m — 1 se consigue:

[ 1 ... al k a1l m i
Ep 1 EpEp - B1A= | 0 1 Gt m |
| 0 ... 0 Am m |
por lo tanto
U=Ey, - EEp - E1A=FEy,-- E,L A, (4.2.4)
donde E’; es la matriz que hace solamente uno a el elemento amm v Ep, - - - F1 = L1,
Para obtener L~! se despeja AdeU = E; = E\kL_ljl\
— —~ 1 -1 < —~
(Em---EkL* ) U=A,
ya que A=1LU se concluye que
~ — !
L= (Em EL- ) ,
lo que implica que
L '=E, - -EL (4.2.5)
Asf la solucién del sistema LY = b es
Y =F, - ExL 'b=E,, - E,Y, (4.2.6)

donde Y es la solucién del sistema 4.2.3, luego la solucién de UX =Y se calcula
efectuando sustitucion hacia atras.

Con el fin de clarificar lo anterior se presenta el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 23. Supdngase que se tiene un siguiente sistema de ecuaciones muy pa-
recido al del ejemplo 22, son idénticos salvo que ahora en lugar de tener zo2 = 0 se
tiene x5 = 0.

-1 + x2 + 223 4+ 8zs4 + 35 + 226 =
1 + x> + x3 4+ 4dxy + 25 + x4 =
2¢17 + Oxg9 + 3$3 + 2x4 + rs + X5 =
Il =
I3 =

Z5 =

O OO W

dado que x1 = x3 = x5 = 0 el sistema se reduce a AX = b, donde

~ 8 2 1 ~ T4 1
A=|4 1 1]|, X=|a5|, b= 2|,
2 1 0 s 3

en los fndices de X se observa el reacomodo de las columnas de la matriz A para
resolver el sistema, anterior se obtendran U y L' aprovechando el resultado 4.2.4 y
las operaciones realizadas en el ejemplo 22.

1 1 1
R £ 0 0 2 21 1 &1
L7'A=| -1 2 0 1 11]|= 0o 1 |,
0 -1 2 310 0 1 —1
100 1 1 3 (1 1 3
EsL7'A=10 0 1 00 1 |=|01 —-1]|,
010 0 1 —1 |0 0 1
i 5]
U=EL'A=|0 1 -1
00 1 |

En este ejemplo F5 es la matriz identidad, dado que ya se consiguié la matriz trian-
gular superior, después se calcula L™, asi L™! = E;L~!, como se indicé en 4.2.5.

Ahora se resuelve el sistema LY = b, asi Y=L"% (4.2.6)

1 1

I 5
VY=|o0o01|[3]|=]4],
01 0] |4 3

luego se resuelve el sistema UX =Y por sustituciéon hacia atras

1 1 1

I 1 3 % T4 8
UX = 01 -1 Ie = 4
00 1 o 3

Por lo tanto se obtiene la soluciéon x4 = —2, xg =7y 2 = 3.
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4.3. Simplex revisado con descomposicion LU

El método simplex con descomposicion LU reduce la cantidad de operaciones reali-
zadas en la tabla del simplex, por solo trabajar con la parte necesaria de la tabla, a
los elementos de la matriz B no es necesario realizarles operaciones en la tabla.

A continuacion se presenta el funcionamiento de este método sin muchos detalles, si
el lector requiere mayor informacién puede consultar en la literatura existente, que
es abundante, por ejemplo en [13] y [14].

Originalmente se tiene la tabla del simplex de la siguiente forma

N B 1 b

ol | ol
donde N|B son las columnas de las variables no bésicas, I son las columnas de las

variables bésicas, b la columna de requerimiento, —Cfvl - C]t9 vector de costos de las
variables no béasicas y —z el valor de la funcién objetivo.

Después de realizar algunas iteraciones se tiene, las columnas de B entran a la base
y se obtiene la siguiente tabla:

B~IN I B! B~ 1b

CLB™IN - CY 0 ctB1 CtB~'b - Z
al llegar aqui se tiene una base en términos de las variables originales del problema,

por lo tanto se puede olvidar de las variables de holgura y/o artificiales y el tableu
nos queda de a siguiente manera:

B IN I B~ 1'p

CLBIN-C, | 0 | C4B -2z

Hasta aqui la base del sistema es B, ahora considere que continua el procedimiento,
esto es: que una columna no basica A’ € N entrard a la base y entonces la nueva
base serd B.
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B7IN I B~
t p—1 t t p—1
I CEB N -Cy 0 CEB b—Z |
De la tabla anterior se deduce que B~1p es la : actualizacion de b, esto es b= 1b en

este caso se calcula b como la solucién de LZUb = b, por consiguiente el procedlmlento
a emplear es el mismo que se realiz6 en la secccion 4.2.1.

Obsérvese que la actualizacion para el valor de la funcién objetivo es C’%B -7

Ademas, de la tabla también se observa que la actualizacién de N es N =B"IN y
se calcula al igual que b.

Es importante resaltar lo siguiente:

1. No es necesario realizar operaciones para obtener A’ pues serd un vector
canénico por estar en la base, al igual que el costo asociado, tomando el valor
cero.

2. Una vez que sale una columna de la base, esta se actualizarad forma parte de
la matriz N y no es necesario que se la columna de la tabla inicial.

Por ultimo es necesario actualizar el vector de costos no basicos calculando
t A7 t
CEN —Cy.

que se requiere para decidir qué columna entra a la base o en su caso si se termina
el método.

Ejemplo 24. Considérese el ejemplo 12, el cual se resolverd por el método simplex
con descomposicién LU.

Iteracion 0

1 0 4 1 00
N=|oz2]|, b=|12], B=]0o1 0],
3 2 18 0 0 1
i 3
XN:|: 1}, Xp=| 21 |,
x2
Z5
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1. Se calcula U y L~!

U=L'=E;=E,=E,=B=

S O =
O = O
_ o O

2. Se resuelve con sustitucién regresiva el sistema XU = CY% luego se calcula

Y =XL%
1 0 0
X0 10]|=[0,00 = X=1]0,0,0],
0 0 1
1 0 0
Y=XL1'=[0,00]0 1 0] =][0,0,0],
0 0 1
3. Se calcula la méxima componente de YN — CY;.
1 0
YN -C% =10,0,00| 0 2 | —[-3,-5]=13, 5],
3 2

por lo tanto la méxima componente de YN — C%; es 5.

4. Se elige al vector A7 que entra a la base y se actualiza calculando Y = L~ A4
y se resuelve UY? =Y.
Como el maximo fue 5, entonces entra a la base X5. Luego

100 0 0
Y=]10120 2|1 =12
0 01 2 2
Después
100 0 0
01 0]|Y2=]2 = Yi=|2
0 01 2 2

5. Se actualiza al vector b calculando Y = L~'b y se resurlve Ub=Y.

1 0 0 4 4
Y=]0120 12 | = 12 |,
0 01 18 18
despuies
1 00| 4 R 4
01 0|b=] 12 = b= 12
0 01 18 18
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6. Se elige el vector A* que saldré de la base intercambidndose por A7 y se cambia

el vector Xp.

12 18

min {7,?

b-s.

lo que implica que sale de la base x4. Por tanto al actualizar el vector columna

Xp se tiene:

3
XB = Ty
T2
7. Se construye M.
1 00
M=|0 0 2
01 2

8. Se calculan las m — k + 1 matrices elementales que actualicen a:

f}'yL_1
U = EsE E3F2E1 B
~ 100 100 100 100
U:01(1) 00 1 01 0 00 2]|=
00 5 01 0 00 1 01 2
E_l = FsE FE3FE5F,
~ LO0)rs 007710 0 10
L‘1:01(1) 00 1 010]= (1)
00 = 010 00 1 0 1
2 2

S O =
O = O
= N O

Observacién: La matriz L~ es triangular inferior, salvo que existieran inter-

cambios de columnas como fue en el caso anterior.

Iteracién 1

S O =
—= o O
NN O
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1. Se calcula U y L~!

100
U=E;E;B=[01 2|,
| 0 0 1
1 0 0
L =B E, B3 E = |0 (1) 1
0 - 0
L 2
2. Se resuelve con sustitucién regresiva el sistema XU = C% luego se calcula
Y =XL 1.
100
X012 |=][00-5 = X=][0,0,-5],
0 01
10
Y=xr1"=[00-5| " 9! :[0,_—,0}
0 - 0
2

3. Se calcula la maxima componente de YN — CY%.

e 10 .
YN—C}V:[O,T,O} 01 |—[-3, 0]2[3, 7],
30

por lo tanto la méxima componente de YN — C%; es 3.

4. Se elige al vector A9 que entra a la base y se actualiza calculando Y = L~ A4
y se resuelve UY? =Y.

Como el maximo fue 3, entonces entra a la base X;. Luego

1007714 ]
y=[00 1 itol=|3],
010 3 0
2
después
1 00 1 1
01 2|Y% =3 = Y?=1|3
0 01 0 0

5. Se actualiza al vector b calculando Y = L~1b y se resuelve Ub=Y.

).<
Il
(e}
N = O
—
—
[\)
Il
[a—
oo
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después
10 0] 4 R 4
01 2 (b= 18 = b=1|6
001 6 6

6. Se elige el vector A* que saldré de la base intercambidndose por A7 y se cambia

el vector Xp.
4 6
min {1,3} ,

Lo que implica que sale de la base x5. Por tanto al actualizar el vector columna
Xp se tiene:

z3
XB = )
T1
7. Se construye M.
1 01
M=|0 2 3
0 20

8. Se calculan las m — k + 1 matrices elementales que actualicen a:

ﬁyf’l.
10 0 o030y 10 1
~ 01 0 0o L o 3
00 —3 0_%1 020 00 1
10 0 1 0 0 1 0 1 0 0
T-i_0 1 o0 0%0 01:001
00 -2 o 1 L 01%
3 2 2 3 3
Iteracion 2
0 0 4 101
N=|0 1], b=1|6 |, B=1|0 20|,
10 6 02 3
T 3
XN:[5]7 Xp=| 22 |,
T4
X1
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1. Se calcula U y L~!

1 0 1
U=FE;EsB=|0 1 ; )

0 0 1
1 0 0
1
L' '=FE;EgEsEsEs By By = |0 0 %

1
0 —= =
3 3
2. Se resuelve con sustitucién regresiva el sistema XU = CY% luego se calcula
Y =XL1
1 0 1
3 9
X101 3 =100,-5-3 = X= 0,—5,5,
0 0 1
1 0 0
1 _
Y_XL_l_{O, 5,9] 0 0 5 _[0, 3, 1]
2 , 1 7 2
3 3

3. Se calcula la maxima componente de YN — C¥%.

_3 0 0 _3
YN—C}V:[O,7,—1] 0 1 |-, 0][—1,7],
10

como el méximo de YN — C%; fue -1, entonces se esta en el 6ptimo. Se pasa a
actualizar b como en el paso 5.

1 0 0
1 4 4
y={0 0 % 12 =191,
o 11 18 2
3 3
después
O] T4 [z
01 - |b=19 = b=|6 |,
2 2 2
0 0 1
se resuelve z = Cfgg
R 2
z=Ckb=1[0,-5,-3] | 6 | =36,
2

por lo tanto se tiene que z; = 2, x2 = 6 minimizan a z con valor -36.
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En [13] se presenta un andlisis de la cantidad de operaciones que realizan en el méto-
do simplex cldsico y el método simplex con descomposicion LU, donde se muestra
que este ultimo reduce la cantidad de operaciones que el método clésico.

Se puede observar en el ejemplo que en realidad se realizaron mé&s operaciones que
en el método clasico, por haber realizado operaciones elementales a través de mul-
tiplicacién de matrices (E). Sin embargo esta situacién tiene solucién.

En las implementacién computacional, en lugar de utilizar la matrices completas (E)
y su multiplicacién, se construye funciones, procedimientos o sub-rutinas que reali-
cen el mismo efecto. Para ello se extrae de cada matriz (£) la informacién necesaria
y se ingresa en un vector columna de la siguiente manera.

1 0 0 0 07
0 1 0 0 0
Do : 00
AlamatrizE=| 0 0 ... GL“ 0 O | selerepresenta con la siguiente
00 -4 g
Do : 10
[0 0 —aus 0 1]
accién
S
@jj
Ait1 i
L Oni |

4.4. Método de las dos fases

El método de dos fases consiste en completar una base, agregando variables artifi-
ciales y resolver primeramente un nuevo problema de programacion lineal.

Se inicia la fase I, la cual consiste en resolver el nuevo problema que tiene una nueva

funcién objetivo
m+k—1

min z = Z T;
i=m—1

donde z; corresponden a todas las variables artificiales, k es la cantidad de variables
artificiales y m es la cantidad de variables del problema original mas las mismas. Se
recuerda se agrega una variable de holgura y una variable artificial a toda restriccién
de tipo “ > 7, pero al usar el método de las dos fases se agregard a una variable
artificial a las restricciones del tipo =, pero en este trabajo no se considerard este
ultimo criterio.
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Con un vector C%; que tiene la cantidad de componentes de C%; m4s las variables ar-
tificiales que se hayan agregado al modelo, todas las componentes correspondientes
a las variables de holgura tomaran el valor de cero y las componentes correspon-
dientes a cada variable artificial toman el valor de -1, con el fin de que las variables
artificiales agregadas salgan de la base. Ademds se considera el mismo conjunto de
restricciones, agregando a la funcién objetivo del problema original como una nueva
restriccién.

Después de resolver el nuevo problema con el método simplex revidado con descompo-
sicion LU descrito en seccién anterior, se obtiene una base para resolver el problema
original.

Se pasa a la fase II siempre y cuando el valor de la funcién objetivo z* sea igual a
cero. De caso contrario el sistema no tiene solucién factible.

La fase II consiste en resolver el problema original con el cambio de considerar las
matrices N y B las obtenidas en la fase I

Se resolvera el siguiente ejemplo con el método de las dos fase.

Ejemplo 25.

Considérese el ejemplo 12

s.a. x5 + x¢ + x7 + x8 + 229 + 2210 + 2211 + 3T12 + 3T13 + 4214 > 35
x1 + 229 + 3x3 + 424 + 26 + 227 + 38 + 10 + 2211 + 13 > 80
dxg +4x1 + 32 + 73 + 475 + 276 + T7 + 229 + T10 + T12 = 50

.’L’Z’ZO
1=0,...,14

Fase T

Se escribe el problema a resolver en la fase I.

20
min Z T;
1=18
s.a. x5 + xg + x7 + xg + 229 + 2210 + 2211 + 312 + 3T13 + 4x14 — 15 + T16 = 35
T1 + 229 + 323 + 44 + x5 + 227 + 328 + 210 + 2211 + 13 — 17 + 218 = &0
9xg + 4xy + 3xo + x3 + 45 + 226 + 7 + 229 + T19 + T12 — T19 + 20 = 50
xX; Z 0
1=20,...,20
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00000111 1222334-1 0 0
N=|0123 40123012010 0 -1 0
543104210210100 0 0 -1

R 35

b[80]

50

1 00

B=]0120

0 01

Xt = [xo, x1, @2, T3, ,24, T5, Te, T7. Ts, Tg, Ti0, T11, T12, L13, T1d, T15, L17 L19)
Xt = 216, @18, T20]
Ct, = [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
Cp=1[1,1,1]

Donde las tltimas tres columnas corresponderdn a la nueva base de la fase IT (B*),
después de resolver el problema de la fase I, se tiene que z =0y

025 0 0
B* = 0 -025 0 |,
0 0 02
8.75
b=1| 20 |,
10

Por lo tanto se olvidara de las variables artificiales y se obtendra la nueva N para
resolver con la fase II.

N =DB*N =
0 0 0 0 0 025 025 0 025 05 05 05 075 075 1

0 025 05 07 1 0 025 05 075 0 025 05 0 025 0,
1 08 06 02 0 08 04 02 0 04 02 0 02 0 0

por lo tanto se puede pasar a la fase I1I.

Fase I

0 0 0 0 0 025 025 0 025 05 05 05 075 07 1
N=|[0 025 05 075 1 0 025 05 07 0 025 05 0 025 0|,
1 08 06 02 0 08 04 02 0 04 02 0 0.2 0 0

87
b= 20 |,
10

t
Xy = [zo, x1, ®2, 3, , T4, T5, T, T7. T8, Tg, 10, T11, L12, T13, 14|,
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XY = [x15, 216, T17],
cy =11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1],
Cc% =10,0,0],

después de resolver la segunda fase se tiene la siguiente solucién y el valor de la
funcién objetivo.

xT = (0,0,16.66,0,11.66,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8.75),

z = 37.083

4.5. Método de ramificacién y acotamiento

Un problema de programacién lineal entera (PLE) son todos aquellos problemas en
donde se restrinja la solucién o una parte de ella a ser entera, lo cual es necesario
para realizar el método exacto.

Existen tres tipos de problemas de programacién enteros

1. Enteros:

Son aquellos en que todas las variables iinicamente pueden tomar valores en-
teros.

2. Mixtos:

Son aquellos en los que se permiten que algunas variables sean enteras y otras
no sean enteras.

3. Binarios:

Son aquellos en que todas las variables toman el valor de cero o uno.

Se puede pensar que un problema de programacién lineal entera es més faciles de
resolver uno continuo, por tener un nimero de soluciones finito, pero este nimero
puede ser suficientemente grande (en un problema binario con n variables el nimero
de soluciones factibles es 2").

En el caso particular de este trabajo se necesita que todas las variables sean enteras
no negativas, para resolver el problema de que todas la variables sean enteras se
utilizara el método de ramificacion y acotamiento.

El método de ramificacién y acotacién, o en inglés Branch and Bound [16], el cual
recibe su nombre precisamente por las dos técnicas en las que se basa su desarrollo,
comienza por resolver el problema de programacién original donde las variables to-
man valores reales, al cual se le conocerd como problema de programacién relajado
(PPR), si la solucién es entera se termina el método, de lo contrario se comienza
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con la ramificacién del problema.

La ramificacion consiste en dividir cada problema en dos nuevos subproblemas, seme-
jantes al problema original, pero se agrega una nueva restricciéon a cada subproblema.

Las restricciones adicionales dependen de la solucién al PPR (X*), buscando la pri-
mera variable } no entera y se agrega al primer subproblema la restriccién z; < |z} |

(2
y al segundo subproblema la restriccién x; > [z}].

A cada subproblemas de la ramificacién se le conoce como hijo izquierdo e hijo de-
recho, los cuales a su vez pueden ramificarse.

El proceso anterior se repite con cada uno de los dos subproblemas obtenidos, los
cuales daran lugar a otros dos subproblemas cada uno de ellos y asi sucesivamente.

Si se utiliza tnicamente la ramificacion, la cantidad de subproblemas a resolver crece
exponencialmente, por lo cual se debe tener alguna acotacién.

La acotacién se da de dos formas:

1. La solucion es no factible.

2. La solucién es entera.

La primera solucién entera es una cota para todo el problema (que va tomando
forma de arbol), es decir, si existen nivele superiores donde el 6ptimo de la solucién
sea peor que la solucién entera, lo que cortard la rama y ya no seguird creciendo, en
caso contrario se tendra que la solucion entera actual es mejor que la primera entera,
entonces se considerard esta como la nueva cota para el método de ramificacion y
acotamiento. De este modo se reduce el nimero de subproblemas.

Para identificar a los subproblemas al momento de ramificar el problema se daran
las siguientes etiquetas. Al problema original se le conocerd como raiz. Cada vez
que se ramifica el arbol se tiene un nuevo nivel que se inicia como 0, donde el nivel
cero es una raiz, para cada nivel pueden existir a lo més 2™ hijos, suponiendo que
n es el nivel en el que se encontraba. Se diferencia a los hijos izquierdos y derechos
como i y d respectivamente. Segun el nivel es la cantidad de letras que aparecen
en el subproblema agregando un h por al principio, diciendo que es un hijo. Segun
aparezca ¢ o d indica que es un hijo izquierdo del nivel anterior. Se lee de izquierda
a derecha, donde cada 7 o d indica un nivel.

Como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 26. Considérese el subproblema hidi, esto nos indica que el subproblema
esta en el tercer nivel, en el primer nivel se mueve hacia el subproblema que esta en
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el lado izquierda, en el segundo nivel se mueve hacia el subproblema que estd en el
lado derecha y en el tercer nivel se mueve hacia el subproblema que se encuentra
hacia la izquierda.

Figura 4.1: Ramificacién de un PPL hasta el nivel 3.

El siguiente ejemplo considera un PPL, el cual se resolverd con el método de rami-
ficacién y acotamiento.

Ejemplo 27. Considérese el problema del ejemplo 12 al cual se le desea obtener la
solucién entera.

s.a. Ts + x6 + 7 + T8 + 29 + 2210 + 2211 + 3712 + 3713 + 4714 > 35
r1 + 229 + 3x3 + 424 + 26 + 227 + 38 + T10 + 2711 + 13 > 80
5xg + 4x1 + 3x2 + x3 + 45 + 226 + T7 + 229 + X109 + T12 > 50

:L'iZO
i=0,... 14,

Se resolvera el problema hasta el segundo nivel para ejemplificar el proceso y se
daré la solucién final entera.

1. Nivel 0

a) Raiz
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s.a. r5 + xg + x7 + 8 + 229 + 2210 + 2211 + 312 + 3213 + 4214 > 35
T1 4+ 2x0 + 3x3 + 44 + x5 + 227 + 38 + 210 + 2211 + 13 > 80
dxg + 4x1 + 3xo + x3 + da5 + 226 + 7 + 229 + 19 + 12 > 50

332'20
1=0,...,14,

(X*)t = (0,0,16.66,0,11.66,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8.75),

2 = 37.083,

s.a. r5 + xg + x7 + 8 + 2x9 + 2210 + 2211 + 312 + 3213 + 4214 > 35
T1 4+ 220 + 3x3 + 44 + x5 + 227 + 38 + 210 + 2211 + 13 > 80
dxg + 4x1 + 3x2 + x3 + 4a5 + 226 + 7 + 229 + 19 + 12 > 50

1’2§16
1=0,...,14

(X*)* = (0,0.5,16,0,11.875,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8.75),
z = 37.125,

s.a. x5 + xg + x7 + xg + 229 + 2210 + 2211 + 312 + 3T13 + 4214 > 35
T + 2x0 + 3x3 + 44 + x5 + 227 + 38 + 210 + 2211 + 213 > 80
dxg + 4x1 4 3z + x3 + 45 + 226 + T7 + 2209 + 10 + T12 > 50

CE2217
LEZ'ZO
1 =0,...,14,

(X"t =(0,0,17,0,11.5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8.75),
2 = 37.25,

3. Nivel 2
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a) hii

s.a. x5 + xg + x7 + 8 + 229 + 2210 + 2211 + 312 + 3213 + 4214 > 35
x1 + 2x9 + 3x3 + 424 + g + 227 + 38 + 10 + 2211 + 13 > 80
5x0 + 471 + 322 + T3 + 4x5 + 216 + T7 + 239 + T10 + T12 > 50

ro < 16
$1§0
i=0,..., 14,

(x*)* =(0,0,16,0,12,0.5,0,0,0,0,0,0,0,0,8.625),
z = 37.125,
b) hiid

s.a. T5 + xg + 7 + x8 + 229 + 2210 + 2211 + 3T12 + 3T13 + 4214 > 35
1 + 2z9 + 323 + 44 + 26 + 227 + 323 + 10 + 2711 + 213 > 80
5x0 + 471 + 3x2 + T3 + 4x5 + 236 + T7 + 279 + T10 + T12 > 50

x9 < 16
1’121
1=0,...,14

(X*)' = (0,1,15.333,0, 12.083,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8.75)
2 = 37.166,
c) hdi

s.a. T5 + xg + 7 + x8 + 229 + 2210 + 2211 + 3T12 + 313 + 4214 > 35
x1 + 2x9 + 3x3 + 424 + g + 227 + 38 + 10 + 2711 + 213 > 80
5xo + 4ry + 3we + x3 + 4x5 + 226 + T7 + 229 + T10 + T12 > 50

xo > 17

l’4§11

z; > 0,
1=20,...,14,

(X" =(0,0,17,0,11,0,0,0,0.66,0,0,0,0,0, 8.583),
z = 37.25,
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d) hdd

s.a. T5 + xg + 7 + x8 + 229 + 2210 + 2211 + 3T12 + 313 + 4214 > 35
1 + 229 + 3x3 + 44 + T6 + 227 + 328 + T10 + 2711 + 13 > 80
5x0 + 471 + 372 + T3 + 4x5 + 216 + T7 + 279 + T10 + T12 > 50

LE2217
1‘4212
LEiZO
1=20,...,14,

(X*)t = (0,0,17,0,12,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8.75),

2 = 37.75,

la solucién entera es (X*)" = (0,0,16,2,0,0,0,0,10,0,0,2,0,8,0) y valor de la fun-
cién objetivo z = 38.

Se recuerda que el valor de la funcién objetivo z corresponde a la cantidad de seg-
mentos de longitud estdndar necesarios para cumplir el requerimiento.

La soluciéon X* representa la cantidad de veces que se implementara cada uno de los
patrones esenciales, por lo cual se obtiene:

16p% + 2p> + 10p% + 2ptt 4 8p'3 =

0 0 1 2 3
16 2 |+2( 3 |+10 3 |+2[ 2 |+8[ 1],
3 1 0 0 0

los patrones anteriores se esquematiza de la siguiente forma:

Patron
2 L L Lo | Lo | Lo 1
3 Ly L Ly | Lo |
8 Lo L Ly | L |
11 Lo Lo L | L |
13 Lo Lo Lo | L |

Se medird la eficiencia real (eficieciar) propuesta en la seccién 3.4, para los ejem-
plos 8 y 10, por lo cual se necesita calcular el desperdicio del método exacto:

17. 4 17. 4
% de desperdicio del método exacto = ﬂ x100% = 7.560

100% = 7.72 %.
38 x 5.08 29704 < 100% =T7.72%
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Ejemplo 28. Se calcula la eficienciar del método candnico:

eficienciar = 100 % — (% de desperdicio del método
— % de desperdicio del método exécto)

—100% — (12.67% — 7.72%)

=100% — 4.95% = 95.05 %

4.6. Implementacién del método exacto

Implementar el método exacto para este trabajo consiste en después de ver desarro-
llado el disefio para una fraccién de un domo geodésico (capitulo 1) y obtener el
conjunto de patrones esenciales (capitulo 2), seguir los siguientes siguientes pasos.

1. Plantear el problema de programacion lineal entero apartir del conjunto de
patrones esenciales (capitulo 3).

2. Resolver el problema del paso anterior con soluciones enteras, implementando
el método de programacién entera ramificacion y acotamiento (capitulo 4).

Ejemplo 29. Considérese el modelo del ejemplo 13.

T35 + 36 + 37 + T38 + T39 + X40 + 41 + T42 + T43 + Taqa + T45 + T4p
+x47 + T48 + Ta9 + 2750 + 2251 + 2252 + 2053 + 2254 + 3x55 > 20

T20 + T21 + X2 + T2z + T24 + Tos + Toe + Ty + Tog + XT2g + 2730
+2x31 + 2230 + T33 + 3x34 + T45 + Tag + Ta7 + Tag + 2T49 + x54 > 12

T10 + 211 + T12 + 213 + T14 + 215 + 2216 + 2217 + 2218 + 3T19 + T26
+T97 + x28 + 2%29 + T33 + T4l + Taz + Taz + 2744 + Tag + T3 > 24

T4+ 5 + x6 + 227 + 228 + 3x9 + 13 + T14 + 2215 + 18 + Ta3
+xo4 + Tos + xog + T30 + x38 + 39 + 240 + T43 + T47 + T50 > 36

x1 + 2w9 + 373 + o5 + 226 + T8 + X171 + 2712 + T12 + T14 + X17 + T2y
+2x99 + Tog4 + To7 + 31 + T36 + 237 + T39 + Tyo + Ty + T51 > 48

4z + 321 + 229 4+ T3 + 34 + 225 + 626 + 227 + 3x10 + 2211 + T13 + T16
+3x20 + 2221 + T23 + X2 + T30 + 335 + 236 + 38 + T41 + Tas + x50 > 80
x; € 7+t U {0}
1=20, ... ,55.
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Obteniendo la siguiente solucién entera y valor de la funcién objetivo

(x*)"= (0,0,0,0,0,0,13,11,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,13,0,0,0,0, 1,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,80,1,0,0,0,0,0,0)
z = b8.

La solucién X* representa los siguientes patrones

13p0 + 11p7 + 13p*" + p*° + 9p + 80p™ + p* =

0 0 0 0 1 1 2
0 0 1 1 0 2 0
13 (1) + 11 (2) + 13 8 + (1) +9 8 + 80 8 + 8 )
2 0 1 0 2 0 0
1 2 2 1 0 0 1
los patrones anteriores se esquematiza de la siguiente forma:
Patrén
6 Ls Ly | Ly | Ls |
7 Ls Ls | Ls | Ls 1
21 L Ly | Ls | Ls i
26 Ly Lo | Ls
37 Ly Ly | L
49 Lo Ly | Ly |
50 Lo Lo | Ls |

Se medira la eficiencia real (eficieciar), propuesta en la seccién Se medird la efi-
ciencia real (eficieciar), propuesta en la seccién 3.4, para los ejemplos 9 y 11, por
lo cual se necesita calcular el desperdicio del método exacto:

4.1334 4.1334
% de desperdicio del método exacto = 58 % 5.08 x100% = 31684 x100% = 1.19 %.

Ejemplo 30. Se calcula la eficienciar del método candnico:

eficienciar = 100% — (% de desperdicio del método
- % de desperdicio del método exdcto)

—100% — (16.28% — 1.19%)

=100% — 15.09 % = 84.91 %.

Ejemplo 31. Se calcula la eficienciag del método grandes primero:

eficienciar = 100% — (% de desperdicio del método
- % de desperdicio del método exacto)

—100% — (10.97% — 1.19%)

=100% — 11.81 % = 90.28 %.
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El método exacto es un buen método, pero tiene sus alcances, los cuales se tie-
nen al tener un conjunto absurdamente grandes de variables a comparacién de sus
restricciones, por lo cual se presenta una alternativa a este método, la cual solo
se comentard, en caso de que el lector deseé tener mas informacién puede consul-
tar las distintas bases de datos con las palabras Gilmore and gomory o método de
generacion de columnas.

4.7. Meétodo de generacion de columnas.

Esté método es muy util con problemas con una gran cantidad de patrones en
comparacién con la cantidad de restricciones, esta técnica heuristica fue propuesta
por Gilmore y Gomory en 1961 para resolver el problema de corte unidimensional.

La idea principal es resolver el problema de programacién entera con un conjunto
restringido de patrones de corte, ya que el conjunto completo de patrones esencia-
les es demasiado grande, lo que podria implicar que la solucién requiera demasiado
tiempo o el equipo de computo no sea suficiente

El método consiste en lo siguiente:

Supdngase que se tiene el siguiente conjunto de requerimientos.

Longitudes | Cantidades
Lo Ry
Ly R,
Ln—l Rn—l
Con L; > Ljy parai =0, ... ,n—2.

1. Elegir un conjunto minimo de patrones de corte, que aseguren que el problema
tiene solucién.

2. Agregar un nuevo patrén de corte al conjunto.

Repetir el paso 2, hasta que sea posible.

3. Resolver el PPE con el conjunto de patrones ampliado.

Detalle del paso 1.
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Se calcula el conjunto inicial de patrones de corte de la siguiente forma.

Ltramo
0 0 0
{ Lo J

3_0 Liramo 0 0
I, I, L.

Sn—3 Sn—3 Liramo 0
Ln72 Ln72 o Ln72

Sp—2 Spn—2 Sp—2 Ltramo
Ln—l Ln—l o Ln—l Ln—l

donde s; es el residuo que se va obteniendo de forma similar a la que se empled que
en el método grandes primero.

Detalle del paso 2.

Se resuelve el PPL con el conjunto actual de patrones de corte, del cual se obtienen
los costos actualizados para plantear un problema de la mochila, cuya solucién es
un patrén de corte que promete mejorar al conjunto de patrones.

El problema de la mochila a resolver es:

n—1
max z = g Y - Q4
i=0

n—1
S. a. § Rz ca; < Ltramo
=0

aiGZJr

Donde y; son los costos duales actualizados, estos se calculan Y = C’%B_1 y a; son
las componentes del patrén de corte a agregar.

Observacion: Cuando el paso 2 se repite, es necesario que el nuevo patrén de corte
entre a la base, para lo cual se actualiza la solucién del problema anterior.

Si sucede que el valor de la funcién objetivo del problema de la mochila es menor
o igual que 1, significa que ya no es posible agregar un patrén de corte y se realiza
el siguiente paso, es decir se resuelve el PPE con el conjunto de patrones extendido
(paso 3).

Para més detalles ver [17].
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Capitulo 5
Conclusiones

Al revisar la literatura se encontré que la terminologia empleada en de la descripcion
estructura de los domos geodésicos poco clara, por tanto se realizaron dos propuestas
en este sentido:

1. Otra manera de etiquetar a los segmentos de la estructura, facilitando de loca-
lizar de los segmentos y sin requerir un plano en el proceso de armado, a pesar
de lo complicado que parezca la estructura.

2. Otra manera de referirse a la fracién del domo, basada en niveles, que resulta
mas facil de comprender.

Se ejemplificé como hacer crecer el problema de corte a un problema de gran escala.
Lo anterior se logré modificando levemente el problema, esto es, al reducir el radio
de la estructura, el nimero de patrones crecié de una manera muy parecida a la
exponencial.

Se evidencié que el método exacto fue mejor que los métodos heuristicos que se de-
sarrollaron (canénico y grandes primero) mejorando la solucién obtenida por estos
métodos al minimizar la cantidad de tramos de longitud estandar empleados para
satisfacer los requerimientos de los ejemplos presentados. Sin embargo, no siempre
es posible utilizar el método exacto o no resulta practico.

Se mostro que el método exacto es suficiente para resolver los problemas planteados
a lo largo del trabajo, siendo el mejor e insuperable! de los métodos. Dando lugar a
ver propuesto una medida de eficiencia del método que reconocié lo anterior.

Reconociendo que el problema de corte puede ser retomado como tema de desarro-
116 y que facilmente puede ser un problema de gran escala, se presento una intro-
duccién a un método heuristico conocido como método de generacion de columnas
propuesto por Gilmore y Gomory.

1Siempre y cuando la capacidad de computo no sea rebasada.
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Apéndice A
Biografias

Se consideré importante saber a cerca de los pioneros de estas ideas, por lo que se
incluy6 las siguientes biografias.

Figura A.1: Walther Bauersfeld

Walther Bauersfeld [18] (23 de enero de 1879 en Berlin - 28 de octubre de 1959
en Heidenheim an der Brenz) fue un ingeniero aleman,empleado de la Corporacién
Zeiss, quien en una sugerencia del astronomo aleman Max Wolf, comenzé a trabajar
en la primera proyeccion del planetario en 1912. El cual fue detenido por las nece-
sidades militares durante la Primera Guerra Mundial, siendo reanudo después de la
guerra.

Bauersfeld completado el primer planetario, conocido como el modelo Zeiss I en
1923, el cual fue colocado inicialmente en la azotea de un edificio de Zeiss en la
ciudad de Jena. Este modelo proyecta 4900 estrellas y mostro el cielo a la latitud de
Jena.

Posteriormente, Bauersfeld desarroll el segundo Modelo (Modelo 2), el cual pro-
yectaba 8956 estrellas a capacidad completa de latitud. Mas de una docena fueron
instaladas antes de la Segunda Guerra Mundial, los cuales fueron nuevamente sus-
pendidos al iniciar la Segunda Guerra. Estos planetarios fueron construidos en Berlin

y Diisseldorf, en Alemania, asi como Roma, Paris, Chicago, Los Angeles y Nueva
York.

91



92 Biografias

El planetario Zeiss I en Jena se considera la primera cipula geodésica derivado del
icosaedro, mas de 20 anos antes de Buckminster Fuller la reinventard y populari-
zard este diseno.

Bauersfeld fue galardonado con el Franklin Institute’s Elliott Cresson Medal en 1933.

Después de la guerra, la firma Zeiss, se dividié en dos. Bauersfeld se quedd con el
firme ntcleo en Jena, Alemania del Este, donde a partir de 1953 desarrollé el ZKP-1
(Zeiss Small Planetarium #1). Esto fue pensado para domos-planetarios més pe-
quenos, lo que logré cambios en sus capacidades de latitud, el operador tenia que
girar una manivela para lograr esto. El ZKP-2 anadié un motor para el cambio de
latitud. Bauersfeld se retiré poco después de que el ZKP-2 fue introducido.

Un boletin de noticias mensual fue llamado en su honor “Bauersfeld’s Folly”, el cual
fue distribuido a los planetarios de Norte America entre los afios 1973 a 1983.

En su honor fue nombrado el “Asteroide 1553 Bauersfelda”.

Figura A.2: Franz Dischinger

Franz Dischinger [19] (8 octubre 1887 a 9 de enero 1953) fue un pionero alemén, civi-
les e ingeniero estructural, responsable del desarrollo del moderno puente atirantado
(the modern cable-stayed bridge). También fue un pionero en el uso de hormigén
pretensado, patentar la técnica del pretensado exterior (donde las barras de preten-
sado o tendones no estan encerradas en el concreto) en 1934. Después de completar la
escuela secundaria en Karlsruhe, Alemania, Dischinger fue a la Universidad Técnica
de Karlsruhe, donde estudié y se recibié en Ingenieria de Edificacion. Después de
obtener su grado en 1913, comenzé a trabajar para Dyckerhoff & Widmann A.G.,
una firma de ingenieria en Alemania.

En 1928 Dischinger regresé a la escuela para recibir su doctorado en la Escuela
Técnica de Dresden, Alemania. En 1922, disené el Zeiss Planetarium en Jena con
Walther Bauersfeld, utilizando una delgada cdscara cubierta de concreto en forma de
un hemisferio. El cual posteriormente fue patentado y Dischinger publicé un articulo
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sobre las matemadticas aplicadas en 1928. Decidié publicar su propio cable puente
atirantado. Este disefio se ha utilizado desde entonces, més de 100 de estos puentes
atirantados se han construido.

Disefio de 1938 de un carril de puente colgante, el cual no fue construido, incor-
pord elementos inclinados, como los de Fernando Arnodin y John Roebling. Luego
diseno Stromsund Bridge en Suecia, de 332 m de largo, con una envergadura 182 m
de longitud terminado en 1955 y generalmente considerado el primero de la tradiciéon
moderna de puentes atirantados.

Empleado una cubierta de acero y cables, con separaciones grandes entre las estan-
cias tipicas de los primeros disefios. Este puente aparece en el escudo de armas de
Stréomsund.

Otras obras importantes son:

Domo Grofimarkthalle, Basel, Switzerland, Suiza, 1929.

Domo poligonal Market Hall, Leipzig , Alemania, 1930.

Tres puentes de arco de concreto Koblenz bridge, Alemania, 1935.
Aue bridge, Alemania, 1936.

Cologne Rodenkirchen Bridge, Cologne, Alemania, 1954.
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Figura A.3: Estampilla en honor a Richard Buckminster Fuller

Richard Buckminster Fuller [20], nacié en Massachussets en el afio 1895, en una
familia acomodada. Viviendo en un lugar de inovacién tecnoldgica, quiza eso hizo a
Richard una persona tan curiosa e innovadora.

Ingresando a la Universidad de Harvard, de donde fue expulsado, por lo que co-
menzo6 a trabajar de mecanico. Después volvié a Harvard de donde nuevamente fue
expulsado.
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Fuller se enlisté en la armada, donde adquirié conocimientos maritimos y matemati-
cos, desarrollando destrezas en logistica.

Luego, contrajo matrimonio con una estudiante de artes, lo que contribuyé a sus
conocimientos de disefio, comenzando a pensar en el diseno como una ciencia.

Tres afios més tarde, murié su primera hija después de enfermarse de poliomielitis.
Richard asumié que la enfermedad de su fue contraida por la mala calidad de su
vivienda, comenzé a trabajar en la construccidon presentando ideas innovadoras que
perfeccionaban el estilo de las casas de la época. Aunque ninguna de sus creaciones
tuvo gran alcance.

Después de trabajar varios anos en este ambito, Fuller comenzé a trabajar en el
terreno del transporte, creando en 1933 el diseno de un auto poco comun, como
solian ser todos sus inventos. El cual causo cierto interés por algunas empresas, pero
finalmente esto no se logro.

En 1938 publicé el libro Nine Chains to the Moon (Nueve cadenas a la luna), en el
cual manifiesta su punto de vista acerca del uso de la tecnologia para el bien de la
humanidad, introduce la idea del reciclaje de los residuos, diciendo que las materias
primas deben ser alquiladas por los humanos y que los recursos no pertenecen a
nadie en particular, por lo que deben ser utilizados, pero no consumidos.

Entre 1938 y 1940, Fuller se fue consultor de la revista Fortune lo que le permi-
tié profundizar sobre recursos naturales y técnicas para utilizarlos.

Trabajo para el gobierno de los Estados Unidos durante la Segunda Guerra Mundial,
e hizo que la industria aerondutica militar, pasara a ser una industria con propdsitos
civiles, construyendo casas en serie, que él mismo disené. Una vez que se terminé la
demanda de este estilo de casas, Fuller se unié a universidades, ahora enfocando sus
estudios en la geometria estructural, encontrando un tipo de estructura que poseia
la maxima eficiencia en el uso de materiales (la ctipula geodésica). Esta llamé la
atencién de arquitectos e ingenieros y se puede decir que fue la invenciéon mas im-
portante llevada adelante por Fuller. Fue llamado de muchas instituciones realizando
gran cantidad de ellas, en diversos lugares, de variadas formas y materiales.

Fuller murié en Los Angeles en el ano 1983, luego de pasar toda su vida proponiendo
ideas para pilotear correctamente la nave Tierra y menospreciando a los politicos
afirmando que la nave debia ser dirigida por todos, y no sélo por unos cuantos. Como
solia decir:

Podriamos arrancar todo lo producido por la tecnologia y arrojarlo al mar;
si asi lo hiciéramos, dos tercios de la humanidad moriria en seis meses; pero
si lanzaramos a todos los politicos al espacio, todos seguiriamos comiendo.
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Figura A.4: George Bernard Dantzig

George Bernard Dantzig [21] nacié el 8 de noviembre de 1914 en Portland, Oregon,
EEUU. Su padre fue profesor de Matematicas, el cual se retiré dejando su puesto de
Jefe del Departamento de Matematicas en la Universidad de Maryland poco después
de la Segunda Guerra Mundial. Su madre una lingiiista especializada en idiomas es-
lavos.

Dantzig estudio su carrera en la Universidad de Maryland, donde se gradué en 1936.
Le disgustaba no haber visto aplicaciones en alguno de los cursos de Matematicas
que tomé en esta universidad. Al siguiente afo realizo estudios de postgrado en la
escuela de Matematicas de la Universidad de Michigan. Sin embargo, a excepcién
de la Estadistica, considero sus cursos demasiado abstractos.

En 1937 dejé Michigan para trabajar como empleado en Estadistica en el Bureau of
Labor Statistics. Dos anos después se inscribié en Berkeley para estudiar un Docto-
rado en Estadistica.

La historia de su tesis doctoral es una anécdota impresionante. Durante su primer
ano en Berkeley, se inscribié en un curso de Estadistica que impartia el famoso pro-
fesor Jerzy Neymann. Este profesor tenia la costumbre de escribir en el pizarrén
un par de ejercicios al comenzar sus clases para ser entregados resueltos en la si-
guiente clase, En una ocasién Dantzig llegd tarde a una de las clases de Neymann y
se encontrd con dos problemas escritos en la pizarrén. Supuso que eran problemas
de tarea , los copid y los resolvid, aun pareciédole “un poco mas dificiles que los pro-
blemas ordinarios”. Algunos dias después se los entregd a Neymann, disculpandose
por haber tardado tanto. Aproximadamente seis semanas después, un domingo a las
8:00 de la manana, Neymann llegé a la residencia de Dantzig, explicdndole que habia
escrito una introduccién a uno de los articulos y que queria que la leyera a fin de po-
der enviar el articulo para su publicacién. Los dos ‘ ‘problemas de tarea” que Dantzig
habia resuelto eran dos famosos problemas de la estadistica no resueltos. Las solu-
ciones de estos problemas se convirtié en su tesis doctoral, a sugerencia de Neymann.

No obstante, Dantzig no terminé su doctorado hasta 1946. Poco después del comien-
zo de la Segunda Guerra Mundial se unié a la Fuerza Aérea de Estados Unidos y
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trabajoé con el Combat Analysis Branch of Statistical Control. Después de recibir su
Doctorado, regresé a la Fuerza Aérea como el asesor de Matematicas del U. S. Air
Force Controller. La Fuerza Aérea necesitaba una forma mas rapida de calcular el
tiempo de duracién de las etapas de un programa de despliegue, entrenamiento y
suministro logistico.

Dantzig centré basicamente sus desarrollos cientificos, cronolégicamente, en la RAND
Corporation y las universidades de Berkeley y Stanford en California, con asigna-
ciones temporales en otros centros como el ITASA en Viena. El trabajo de Dantzig
generalizd lo hecho por el economista, Wassily Leontief.

Dantzig pronto se dio cuenta de que los problemas de planeacién con los que se
encontraba eran demasiado complejos para las computadoras més veloces de 1947
(y aun para las de la actualidad).

Habiéndose ya establecido el problema general de Programacion Lineal, fue nece-
sario hallar soluciones en un tiempo razonable. Utilizando su intuicién geométrica
concluyé

Comencé observando que la region factible es un cuerpo convexo, es decir,
un conjunto poliédrico. Por tanto, el proceso se podria mejorar si se hacian
movimientos a lo largo de los bordes desde un punto extremo al siguiente.
Sin embargo, este procedimiento parecia ser demasiado ineficiente. En tres
dimensiones, la region se podia visualizar como un diamante con caras,
aristas y vértices. En los casos de muchos bordes, el proceso llevaria a todo
un recorrido a lo largo de ellos antes de que se pudiese alcanzar el punto
de esquina 6ptimo del diamante.

Esta intuicién llevé a la primera formulacién del método simplex en el verano de
1947. El primer problema préctico que se resolvié con este método fue uno de nu-
tricién.

El 3 de octubre de 1947 Dantzig visit6 el Institute for Advanced Study donde cono-
ci6 a John Von Neumann, quien se considerd el mejor Matemético del mundo.
Von Neumann le hablé a Dantzig sobre el trabajo conjunto que estaba realizando
con Oscar Morgenstern acerca de la teoria de juegos. Fue entonces cuando Dant-
zig supo por primera vez del importante teorema de la dualidad.

Otro de sus grandes logros es la teoria de la dualidad, ideado conjuntamente con
Fulkerson y Johnson en 1954 para resolver el paradigmético problema del Agen-
te Viajero (resolviendo entonces problemas con 49 ciudades) es el precursor de los
hoy utilisimos métodos de Branch-and Cut (Bifurcacién y corte) tan utilizados en
programacién entera para resolver problemas de grandes dimensiones.
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Muchos de los problemas a resolver mediante Programacién Matematica se enmar-
can en planificacién dindmica. Muchos de los parametros se refieren al futuro y no
se pueden determinar con exactitud. Surge entonces la programacion estocastica o
programacién bajo incertidumbre. Esta rama, con un gran desarrollo hoy dia, y un
tremendo potencial para el futuro, debe su desarrollo a dos trabajos seminales que
de forma independiente son debidos a los profesores E.Martin L Beale y George
B. Dantzig en 1955.

Asi mismo es de gran utilizacién su método denominado Descomposicion de Dantzig-
Wolfe (desarrollado conjuntamente con Philip Wolfe en 1959-1960) , para resolver
problemas de programacién lineal estructurados.

El libro “Linear Programming and Extensions”(1963), ha sido su gran libro de re-
ferencia durante los 49 anos que median desde su publicacién. Ha cerrado el ciclo
de su extensa bibliografia con el libro en dos tomos “Linear Programming” (1997 y
2003), escrito conjuntamente con N. Thapa.

En 1976 el presidente Gerald Ford otorgd a Dantzig la Medalla Nacional de Cien-
ctas, que es la presea més alta de los Estados Unidos en Ciencia. En la ceremonia
en la Casa Blanca se cit6 a George Bernard Dantzig

“Por haber inventado la Programacion Lineal, por haber descubierto métodos que
condugjeron a aplicaciones cientificas y técnicas en gran escala a problemas impor-
tantes en logistica, elaboracion de programas, optimizacion de redes y al uso de las
computadoras para hacer un empleo eficiente de la teoria matemdtica”.

Dantzig no pudo conseguir el premio Nobel, pero recibié un ctimulo de distincio-
nes, el premio Von Neumann Theory en 1975, Premio en Matemdticas Aplicadas y
Andlisis Numérico de la National Academy of Sciences en 1977, Harvey Prize en
Ciencia y Tecnologia de Technion, Israel, en 1985. Fue miembro de la Academia
de Ciencias y de la Academia Nacional de Ingenieria de EEUU. Las Sociedades de
Programacion Matemdtica y SIAM instituyeron un premio que lleva su nombre.

Dantzig se sorprendié de que el método simplex funcionara con tanta eficiencia. Ci-
tando sus palabras:

La mayor parte de las ocasiones el método simplex resolvia problemas de
m ecuaciones en 2m o en 3m pasos, algo realmente impresionante. En
realidad nunca pensé que fuese a resultar tan eficiente. En ese entonces yo
aun no habia tenido experiencias con problemas en dimensiones mayores
y no confiaba en mi intuicién geométrica. Por ejemplo, mi intuicién me
decia que el procedimiento requeriria demasiados pasos de un vértice al
siguiente. En la préactica son muy pocos pasos. Dicho con pocas palabras,
la intuicién en espacios de dimensiones mayores no es muy buena guia.
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Sélo ahora, 52 afios después de haber propuesto el método simplex por
primera vez, la gente estd comenzando a tener una idea de por qué el
método funciona tan bien como lo hace.

No es claro por qué Dantzig llamé al método simplex, “método del conjunto convexo
poliédrico”.

El 13 de Mayo de 2004, George Bernard Dantzig, murié a la edad de 90 afios en su
casa de Stanford debido a complicaciones con la diabetes y problemas cardiovascu-
lares.



Apéndice B
Cdédigo de patréon de corte

/*

Patron de Corte

Hecho por Alejandro Duefias Osuna

El archivo de entrada debe ser .txt, encontrarse en la carpeta donde este
el ejecutable del programa y debera tener la siguiente estructura:

L_tramo
L_1
L_2
L_n
*/
#include<iostream>
#include<cstdlib>
#include<conio>

#include <fstream>
#include <iomanip>

using namespace std;

struct patron{
int caven,van;
float tamano;
patron *siguiente,*anterior;

};

struct lista_patron{
int van;
lista_patron *siguiente,*anterior;

};
class patron_corte{

int n;
float a,standar,residuo,r,l;
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Cédigo de patrén de corte

};

patron *principio,*final;
lista_patron *inicio,*ultimo;
public:
patron_corte();
“patron_corte();
int agregar(float);
void leer_patrones();
void pintar();
int lista(int);
int piso(patronx*) ;
void patrones();

patron_corte: :patron_corte(){

}

principio=NULL;
final=NULL;
inicio=NULL;
ultimo=NULL;
standar=0;
residuo=0;

r=0;

1=1;

patron_corte: : “patron_corte(){

}

patron *p;

p=principio;

while(p){
principio=p->siguiente;
delete p;
p=principio;

b

principio=NULL;

final=NULL;

lista_patron *q;

gq=inicio;

while(q){
inicio=q->siguiente;
delete q;
g=inicio;

b

inicio=NULL;

ultimo=NULL;

int patron_corte::agregar(float a){

patron *p,*q;

if (principio==NULL){
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p=new patron;
p—>tamano=a;
p—>caven = 0;
p—>van = 0;
p—>siguiente=NULL;
p—>anterior=NULL;
principio=p;

final=p;
}
elseq{
p=principio;
while(p){

if (p->tamano==a) return 1;
p=p->siguiente;
b
p=new patron;
p—>tamano=a;
p—>caven = 0;
p—>van = 0;
if (principio->tamano<p->tamano){
p—>siguiente=principio;
principio->anterior=p;
principio=p;
principio—>anterior=NULL;
X
else{
if (p->tamano<final->tamano){
final->siguiente=p;
p—>anterior=final;
final=p;
final->siguiente=NULL;

3
else{
q=principio;
while(q){
if (q->siguiente->tamano<p->tamano){
p—>siguiente=q->siguiente;
q->siguiente=p;
p—>anterior=q;
p—>siguiente->anterior=p;
return 1;
}
g=q->siguiente;
}
X
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}
return 1;

}

int patron_corte::lista(int a){
lista_patron *r;

if (inicio==NULL){
r=new lista_patron;
r->van = a;
r->siguiente=NULL;
r->anterior=NULL;
inicio=r;
ultimo=r;
X
else{
r=new lista_patron;
r->van = a;
ultimo->siguiente=r;
r->anterior=ultimo;
ultimo=r;
r->siguiente=NULL;
}

return 1;

void patron_corte::leer_patrones(){
n=1;
char archivol[30];
float num;
ifstream entrada;
cout<<"Patrones: ";
cin.getline(archivo,30);
cout<<endl;
entrada.open(archivo);
if (lentrada.good()){
cout<<"NO ESTA EL ARCHIV0"<<endl<<endl;
entrada.close();
getch();
exit (0);
}
while(entrada.eof ()==false){
if(n==1) entrada>>standar;
elseq
entrada>>num;
if (num<=standar && num>0) agregar (num) ;
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int

n++;

}

entrada.close();

patron_corte: :piso(patron* p){
patron *q;
g=principio;

r=0;

while(q){
if (p==q) break;
r += (g->tamano)*q->van;
gq=q->siguiente;

b

residuo = standar-r;
p->caven=int (residuo/p->tamano) ;

void patron_corte::pintar(){
ofstream salida("Patron de Corte.txt");
ofstream output;

lista_patron *p;
patron *q;

int i=0,k=0;
n=n-2;

p=inicio;

for(i=0;i<n;i++){

p=inicio;
k=0;
while(p){

if (k% (n)==i)salida<<p->van<<" ";

p=p->siguiente;
k++;
} salida<<endl;

p=inicio;
g=principio;
residuo=standar;
salida<<"S=(";
while(p){

residuo-=p->van*q->tamano;
p=p->siguiente;
gq=q->siguiente;

if (q==NULL){
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salida<<residuo<<",";
q=principio;
residuo=standar;

}

salida<<") "<<endl<<endl;

salida<<"Cantidad de patromnes = "<<((k-1)/(n));
salida.close();

output.close();

void patron_corte: :patrones(){
patron *p,*q;
lista_patron *r;
q=principio;
r=inicio;
piso(q);
do{
do{
do{
q=q->siguiente;
piso(q);
}while(q!=final);
p=principio;

p=principio;
while (p){
piso(p);
if (p==final) final->van=final->caven;
lista(p->van);
p=p—>siguiente;

q=q->anterior;
q->van+t+;

}while(g->van!=q->caven+l) ;

p=q;
while(p->anterior!=NULL && p->caven+l==p->van){
if (p->cavent+l==p->van){
p=p—>anterior;
p—>vant+;

qQ=p;
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p=q->siguiente;

while(p){
p—>van=0;
p=p—>siguiente;
}
}while(q!=principio || g->van!=q->caven+l1);
}
main(){

patron_corte A;

A.leer_patrones();

A .patrones();

A.pintar();

cout<<"Datos Fuera en Patron de Corte.txt";
getch();
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