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A mi tutor, José Dolores Dávila Galindo, por guiarme durante mi estancia

como estudiante de nivel licenciatura en la Unison.

A mis maestros y a todos los profesores del Departamento de Matemáticas
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Introducción

La teorı́a de control óptimo trata con problemas de optimización de sistemas

dinámicos cuyo comportamiento puede ser manipulado mediante ciertos con-

troles los cuales se seleccionan por medio de reglas denominadas polı́ticas de

control. La calidad de las polı́ticas de control la mide un ı́ndice de funcionamiento

del sistema el cual representa un costo o una ganancia. De esta forma, el prob-

lema de control óptimo consiste en encontrar una polı́tica óptima que minimice ó

maximice un ı́ndice de funcionamiento, según sea el caso.

En el estudio de problemas de control óptimo, los modelos correspondientes se

clasifican en: estocásticos ó determinı́sticos si incluyen ó no componentes aleato-

rias, respectivamente; asimismo, en tiempo continuo si los controles pueden ele-

girse en cualquier tiempo, o bien, en tiempo discreto si éstos se seleccionan en un

conjunto a lo más numerable (etapas de decisión).

En este trabajo se estudian modelos de control markovianos, los cuales con-

stituyen una clase de modelos de control estocástico en tiempo discreto, y cuya

evolución en el tiempo la podemos describir como sigue. Si en la t-ésima etapa

de decisión (t ∈ N0) el sistema se encuentra en el estado xt = x, entonces el con-

trolador elige una acción o control at = a y ocurre lo siguiente: 1) se produce un

costo c que depende del estado y la acción elegida; 2) el sistema se mueve a un

nuevo estado xt+1 = y de acuerdo a una ley de transición. Una vez ocurrido lo

anterior, el proceso se repite.

Bajo este escenario los costos de operación se acumulan durante la evolución

del sistema y, por lo tanto, el objetivo del controlador consiste en encontrar una

polı́tica de control que minimice el costo total acumulado, mismo que define el
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ı́ndice de funcionamiento. En particular, nos enfocaremos en el ı́ndice de costo

total esperado α-descontado.

Una clase particular de modelos de control markovianos es aquella en la que

la dinámica del sistema está modelada por medio de una ecuación en diferencias

de la forma

xt+1 = F (xt ,at ,ξt) ,

donde {ξt} es una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con distribución común θ ; entonces, la ley de transición de este mod-

elo de control está determinada por la función F junto con la distribución θ .

Bajo este esquema, regularmente se supone que la distribución θ es conocida por

el controlador, lo cual en algunas situaciones es una hipótesis restrictiva. De

modo que, tomando en cuenta este hecho, en este trabajo de tesis consideramos

el caso en que θ es desconocida, de tal forma que el controlador debe combinar

métodos de estimación estadı́stica con técnicas de optimización. En particular,

usaremos la distribución empı́rica para estimar θ . A la polı́tica que resulta de

la combinación estimación y control se le llama polı́tica adaptada. Entonces, el

objetivo del presente trabajo es estudiar la optimalidad de polı́ticas adaptadas

bajo el criterio de costo descontado. Sin embargo, como veremos en el Capı́tulo

3, debido a las caracterı́sticas propias del ı́ndice descontado, la optimalidad de

las polı́ticas adaptadas se estudiará en un sentido asintótico, como se establece

en la Definición 3.1, ya que bajo métodos de estimación y control no es posible

garantizar la existencia de polı́ticas óptimas.

El material contenido en esta tesis se encuentra organizado en tres capı́tulos

de la siguiente manera.

En el Capı́tulo 1 describimos el modelo de control markoviano en general.

Asimismo, planteamos el problema de control óptimo asociado, y además, ilus-

tramos la teorı́a desarrollada mediante un ejemplo.

En el Capı́tulo 2 analizamos el problema de control óptimo para el caso en

que el ı́ndice de funcionamiento considerado es el de costo total esperado α-

descontado. De hecho, imponemos condiciones bajo las cuales demostramos la

existencia de una polı́tica óptima para el problema de control formulado.



INTRODUCCIÓN 9

Mientras que, el Capı́tulo 3 contiene la parte central de esta tesis, cuyo resul-

tado principal demuestra justamente la existencia de una polı́tica asintóticamente

óptima descontada para el problema de control óptimo cuando la distribución θ

es desconocida.

A lo largo de este trabajo asumiremos que N, N0 y R denotarán, respecti-

vamente, al conjunto de los números: enteros positivos, enteros no-negativos y

reales.
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Capı́tulo 1

Modelos de Control Markovianos

1.1 Introducción

El propósito de este capı́tulo se centra en introducir el problema de control

óptimo markoviano general, razón por lo cual, a lo largo de sus secciones se

describen los tres elementos requeridos para su respectiva formulación, es decir:

el modelo de control (markoviano), el conjunto de polı́ticas, ası́ como el ı́ndice

de funcionamiento (también llamado criterio de optimalidad); asimismo, en su

última sección se incluye un ejemplo con el propósito de ilustrar, tanto los ele-

mentos antes mencionados como el planteamiento del problema de control óptimo

correspondiente.

1.2 Modelo de control markoviano

1.2.1 Descripción

DEFINICIÓN 1.1 Un modelo de control markoviano (MCM) en tiempo discreto,
denotado por

(X,A,{A(x) : x ∈ X} ,P,c), (1.1)

consta de los siguientes elementos:

• X representa el espacio de estado, y supondremos que es un conjunto nu-

merable.
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• A representa el espacio de control o acción, y supondremos que es un con-

junto numerable.

• {A(x) : x ∈ X} es la familia de conjuntos de controles (o acciones) admis-
ibles. Es decir, cada estado x ∈ X tiene asociado un conjunto no vacı́o

A(x)⊂ A, cuyos elementos son los controles admisibles cuando el sistema

se encuentra en el estado x.

• P representa la ley de transición

Px,y (a) := P [xt+1 = y | xt = x,at = a] , (1.2)

la cual es una distribución de probabilidad en X para cada (x,a) ∈ K,

donde

K := {(x,a) : x ∈ X,a ∈ A(x)} (1.3)

es el conjunto de pares estado-acción admisibles.

• c : K→ R representa la función de costo por etapa.

1.2.2 Interpretación

Un MCM representa un sistema que evoluciona en el tiempo de modo que, en

cada etapa de decisión t ∈N0 el sistema está en el estado xt = x ∈X y se elige un

control at = a ∈ A(x). Entonces:

1. se produce un costo c(x,a);

2. luego, el sistema evoluciona al estado xt+1 = x′ ∈ X de acuerdo a la ley de

transición (1.2);

3. y, una vez que el sistema se encuentra en el estado xt+1 = x′, el proceso se

repite.

Diremos que el MCM (1.1) tiene horizonte de planeación finito si el número

de etapas N es finito, y en otro caso, diremos que el horizonte de planeación

respectivo es infinito.
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Observación 1.1 (a) En algunas aplicaciones la evolución del sistema está

determinada por una ecuación en diferencias de la forma

xt+1 = F (xt ,at ,ξt) (1.4)

donde {ξt} es una sucesión de variables aleatorias (v.a.’s) independientes e idénticamente

distribuidas (i.i.d.) con valores en algún conjunto numerable S; mientras que,

F : X×A×S→ X es una función conocida.

(b) Si θ es la función de probabilidad común de las v.a.’s ξt , es decir,

θ (k) = P [ξt = k] ∀ k ∈ S, t ∈ N0,

entonces para cada (x,a) ∈K tenemos

P
[
xt+1 = x′ | xt = x,at = a

]
= ∑

k∈SF

θ (k) , (1.5)

donde

SF :=
{

s ∈ S : F (x,a,s) = x′
}
.

De lo anterior, es posible obtener la representación del sistema correspondiente

mediante probabilidades de transición usando (1.5).

1.3 Polı́ticas de control admisibles

DEFINICIÓN 1.2 Dado un MCM definimos para cada t ∈N0 el espacio de histo-
rias admisibles hasta la etapa t mediante H0 := X y

Ht :=Kt×X para t ∈ N.

De modo que, un elemento de Ht es un vector (o t-historia) de la forma

ht = (x0,a0, ...,xt−1,at−1,xt)

con (xk,ak) ∈K para k = 0,1, ..., t−1 y xt ∈ X.
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Una regla de decisión es un procedimiento para elegir un control (acción) en

una etapa, el cual puede depender, ya sea, de la historia hasta la etapa t, o bien,

únicamente del estado del sistema en dicha etapa.

De hecho, una regla de decisión dependiente de la historia, es una función

ft : Ht → A tal que ft (ht) ∈ A(xt). Mientras que, si ft depende de ht sólamente

a través de xt , diremos que ft es una regla de decisión markoviana, y en cuyo

caso podemos decir que una regla de este tipo es una función ft : X→ A tal que

ft (x) ∈ A(x).

DEFINICIÓN 1.3 Una polı́tica de control admisible (o simplemente una polı́tica)
es una sucesión π = { f0, f1, ...} de reglas de decisión. Si las ft son markovianas
diremos que la polı́tica π es markoviana, y en caso de que ft ≡ f para alguna f :
X→ A, es decir, π = { f , f , ...}, diremos entonces que la polı́tica es estacionaria.

Denotaremos por Π al conjunto de todas las polı́ticas. Y, definiendo el con-

junto

F := { f : X→ A | f (x) ∈ A(x)} , (1.6)

debido a la Definición 1.3 y sin pérdida de generalidad, en adelante identificare-

mos al conjunto de polı́ticas estacionarias con F.

En particular, una polı́tica en el caso de un MCM con horizonte de planeación

finito N toma la forma π = { f0, f1, ..., fN−1}.

Por otra parte, en un MCM con horizonte de planeación N < ∞, definimos el

espacio muestral como

ΩN :=KN×X,

cuyos elementos son las trayectorias

ω = (x0,a0, ...,xN−1,aN−1,xN)

con (xk,ak) ∈K para k = 0,1, ...,N−1 y xN ∈ X; mientras que, el espacio mues-

tral correspondiente al caso en que N = ∞ toma la forma

Ω :=K∞,
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y sus respectivas trayectorias son de la forma

ω = (x0,a0, ...,xt ,at , ...) .

En adelante denotaremos por xk y ak (k ∈ N0) a las variables de estado y de

control en la k-ésima etapa, respectivamente.

Para un estado x ∈X y una polı́tica π = { f0, f1, ...} ∈Π, existe una probabil-

idad denotada por Pπ
x definida en una familia de subconjuntos de Ω tal que las

variables xk y ak satisfacen

Pπ
x [x0 = x] = 1,

ak = fk (hk) ∀hk ∈Hk (1.7)

y

Pπ
x [xt+1 = y | ht ,at ] = Pxt ,y (at) . (1.8)

En el caso de horizonte finito (N < ∞), la probabilidad Pπ
x se define de forma

explı́cita mediante

Pπ
x (x0,a0, ...,xN−1,aN−1,xN)

= ρx (x0)Px0,x1 (a0) · · ·PxN−1,xN (aN−1) ,

donde ak = fk (x0,a0, ...,xk−1,ak−1,xk), k = 0,1, ...,N− 1, y ρx (·) representa la

probabilidad concentrada en x.

Observación 1.2 (a) Denotaremos por Eπ
x al operador esperanza con respecto

a Pπ
x , es decir, si W es una v.a. definida en Ω (o ΩN), su valor esperado está dado

por

Eπ
x [W ] = ∑W (x0,a0, ...,xN−1,aN−1,xN)Pπ

x (x0,a0, ...,xN−1,aN−1,xN) ,

donde la suma se toma sobre todas las trayectorias en ΩN .

(b) Si W es una función de at , ...,xN , y ht ∈Ht , entonces

Eπ
x [W (xt ,at , ...,xN | ht )] = ∑W (xt ,at , ...,xN )Pπ

x (xt ,at , ...,xN | ht ) .

(c) Si v es una función de xt+1, entonces

Eπ
x [v(xt+1 | ht ,at )] = ∑

y∈X
v(y)Pxt ,y ( ft (ht)) . (1.9)
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1.4 Índice de funcionamiento y problema de control
óptimo

En general, un ı́ndice de funcionamiento (o criterio de optimalidad) consiste en

una función que de alguna manera, “mide” el comportamiento del sistema, dig-

amos el costo total, al utilizar diferentes polı́ticas de control, dado el estado ini-

cial.

Entonces, si w(π,x) representa el costo que se genera al utilizar la polı́tica π

cuando el estado inicial es x0 = x, el problema de control óptimo (PCO) consiste

en determinar una polı́tica π∗ tal que

w(π∗,x) = inf
π∈Π

w(π,x) =: ŵ(x) ∀x ∈ X (1.10)

Llamaremos a π∗ polı́tica óptima, y a la función obtenida, ŵ(x), la función de
valor óptimo.

A continuación incluimos tres ı́ndices de funcionamiento usuales, en los cuales,

Eπ
x denota el operador esperanza cuando se usa especı́ficamente la polı́tica π

dado que el estado inicial es x0 = x.

DEFINICIÓN 1.4 Sean x ∈ X y π ∈Π. Se define:
(a) El costo total esperado hasta la N-ésima etapa por

JN (π,x) := Eπ
x

[
N−1

∑
t=0

c(xt ,at)+ cN (xN)

]
,

donde cN (x) es una función definida para cada x ∈ X, y puede ser interpretada
como un “costo terminal”.

(b) El costo total esperado α-descontado mediante

Vα (π,x) := Eπ
x

[
∞

∑
t=0

α
tc(xt ,at)

]
, (1.11)

donde α ∈ (0,1) representa el factor de descuento.
(c) El costo promedio esperado por

J (π,x) := limsup
1
N

N→∞

Eπ
x

[
N−1

∑
t=0

c(xt ,at)

]
.
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1.5 Ejemplo: un sistema de inventario

Con el propósito de ilustrar la teorı́a desarrollada en este capı́tulo, a continuación

consideramos un sistema de inventario con capacidad finita C, en el cual para

cada t ∈ N0:

• xt representa el nivel de inventario de determinado artı́culo al inicio de la

etapa t.

• at representa la cantidad de artı́culos solicitados a la unidad de producción,

a fin de abastecer la unidad de inventario al inicio de la etapa t, la cual

suponemos es suministrada en forma inmediata.

• ξt representa la demanda en la etapa t, y suponemos que {ξt} es una

sucesión de v.a.’s i.i.d. (con valores en N0), y función de probabilidad

común q.

De lo anterior se observa que:

• X=A={0,1, ...,C}

• Debido a la capacidad del sistema, si xt = x, entonces solo tendrı́a sentido
solicitar a la unidad de producción una cantidad de artı́culos dada por

at = a ∈ A(x) = {0,1, ...,C− x}; esto es, cada x ∈ X tiene asociado un

conjunto no vacı́o A(x) ⊂ A (de controles admisibles cuando el sistema

está en el estado x).

• En tales condiciones, la dinámica de las variables de estado puede mode-

larse mediante el sistema de ecuaciones en diferencias

xt+1 = (xt +at−ξt)
+ , t ∈ N0 y x0 = x̃ ∈ X. (1.12)

• Consideremos que la evolución de este sistema se ha observado hasta la

etapa t, de manera tal que se conoce la historia correspondiente mediante

los valores especı́ficos de x0,a0,x1,a1, ...,xt ,at , y supongamos además que,
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en particular, xt = x y at = a. De aquı́, usando (1.12) y el hecho de que las

v.a.’s ξt son i.i.d. con función de probabilidad común q(·), entonces

P [xt+1 = y | x0,a0,x1,a1, ...,xt−1,at−1,xt = x,at = a] (1.13)

= P
[
(xt +at−ξt)

+ = y |

x0,a0,x1,a1, ...,xt−1,at−1,xt = x,at = a]

= P
[
(x+a−ξt)

+ = y
]

= ∑
ξ∈W

q(ξ ) ,

donde W =
{

ξ ∈ N0 : (x+a−ξ )+ = y
}

; de lo cual se desprende de man-

era natural que, la probabilidad en (1.13) depende únicamente del último

estado observado (xt = x) y del control respectivo (at = a), sin importar la

(t−1)-historia del sistema, ni el valor de t. Es decir, para todo x,y ∈ X,

a ∈ A(x) y t ∈ N0 se tiene

P [xt+1 = y | x0,a0,x1,a1, ...,xt−1,at−1,xt = x,at = a]

= P
[
(xt +at−ξt)

+ = y | xt = x,at = a
]

= Px,y (a) ,

que es la ley de transición del sistema correspondiente (en una etapa).

• Finalmente, definiendo las constantes λ y h como sigue

λ : precio (unitario) de producción,

h : costo (unitario) de almacenamiento,

tenemos que el costo por etapa, para t ∈ N0, queda determinado por

c(x,a) = λa+hEξt

[
(x+a−ξt)

+] .

Cabe señalar que en lo que resta de este trabajo consideraremos el ı́ndice de

costo total esperado α-descontado introducido en (1.11). Asimismo, como vere-

mos más adelante, nos enfocaremos al caso de horizonte de planeación infinito.



Capı́tulo 2

Criterio de Costo Descontado

2.1 Introducción

En este capı́tulo analizaremos el PCO asociado al MCM en (1.1) bajo un crite-

rio de costo total esperado α-descontado (véase (1.11)). Cabe mencionar que,

por lo regular, este tipo de ı́ndice de funcionamiento encuentra aplicaciones en

problemas en los cuales tiene una interpretación económica (o monetaria). En tal

situación, se introduce un factor de descuento al costo, debido al hecho de que,

cierta cantidad de dinero en el presente tiene menos valor en el futuro. De hecho,

en muchos problemas el factor de descuento α se interpreta como α = 1/(1+ i),

donde i denota la tasa de interés. De modo que, α t representa el valor presente

de la moneda t perı́odos después.

A lo largo de esta segunda parte del trabajo, bajo condiciones especı́ficas so-

bre costo por etapa acotado y finitud de los conjuntos de acciones admisibles,

estableceremos y demostraremos resultados relevantes que resuelven el PCO cor-

respondiente al mencionado ı́ndice de funcionamiento.

2.2 Criterio de costo descontado

Retomando de (1.11) en el Capı́tulo 1, recordemos que para x ∈ X y π ∈ Π, la

expresión

Vα (π,x) := Eπ
x

[
∞

∑
t=0

α
tc(xt ,at)

]
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define el costo total esperado α-descontado al usar la polı́tica π cuando el es-

tado inicial es x0 = x, con α ∈ (0,1) como factor de descuento. En cuyo caso,

obsérvese que usando (1.10) el PCO respectivo consiste de manera especı́fica en

encontrar una polı́tica π∗ ∈Π tal que minimice la función introducida en (1.11),

es decir,

Vα(π
∗,x) = inf

π∈Π
Vα(π,x) ∀x ∈ X.

De lo anterior (véase (1.10)), se tiene además que la función (que para distin-

guir aquı́ llamaremos) de valor α-óptimo cuando el estado inicial es x0 = x queda

definida como

V ∗ (x) := inf
π∈Π

Vα(π,x), x ∈ X, (2.1)

mientras que, llamaremos a π∗ una polı́tica α-óptima (para el modelo MCM

(1.1)) si

Vα(π
∗,x) := inf

π∈Π
Vα(π,x) ∀x ∈ X.

2.3 Condiciones

En lo sucesivo asumiremos que se cumplen las siguientes condiciones:

Hipótesis 2.1 (a) Para cada x ∈ X, A(x) es un conjunto finito.

(b) Existe una constante M > 0 tal que

|c(x,a)| ≤M, ∀(x,a) ∈K. (2.2)

Se incluye a continuación una consecuencia importante de la Hipótesis previa.

Proposición 2.2 La Hipótesis 2.1(b) implica que el ı́ndice Vα(π,x) en (1.11)

está acotado.

Demostración. Primero, para cada t ∈N0 definamos las v.a.’s Xt y Yt como sigue

Xt := α
tc(xt ,at) y Yt := |Xt | .
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Nótese que, por una propiedad del valor absoluto se tiene

P [Xt ≤ Yt ] = 1 ∀t ∈ N0.

De lo cual, por el Teorema A.2(d), para cada x ∈ X y π ∈Π se cumple

Eπ
x [Xt ]≤ Eπ

x [Yt ] ∀t ∈ N0;

mientras que, de (2.2) vemos que

Eπ
x [Yt ]≤Mα

t < ∞ ∀t ∈ N0.

De aquı́, por el Teorema A.2(a)-(c) se tiene que, para cada x ∈ X y π ∈Π:

|Vα (π,x)| =

∣∣∣∣∣ ∞

∑
t=0

Eπ
x
[
α

tc(xt ,at)
]∣∣∣∣∣

≤ M
∞

∑
t=0

α
t =

M
1−α

< ∞ ∀x ∈ X y π ∈Π, (2.3)

debido a que α ∈ (0,1). Lo cual demuestra la Proposición.

�

De hecho, dicha propiedad nos facilitará el análisis, ya que nos permitirá

apoyarnos en la teorı́a de ecuaciones sobre espacios lineales normados, a fin de

establecer los principales resultados de optimalidad α-descontada.

Para lo anterior, denotaremos por B(X) al espacio lineal normado consistente

de todas las funciones acotadas v : X → R. Además, definamos la norma de

v ∈ B(X) como

‖v‖ := sup
x∈X
|v(x)| . (2.4)

Observación 2.3 Como consecuencias directas nótese que:

(a) B(X) es un espacio de Banach.

(b) De (2.1) y la Proposición 2.2 se tiene que V ∗ ∈ B(X), y

|V ∗ (x)| ≤ M
1−α

∀x ∈ X.
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2.4 Ecuación de optimalidad

A continuación introduciremos un elemento, el cual es la clave para caracterizar

y obtener polı́ticas óptimas.

DEFINICIÓN 2.1 Diremos que una función u∈B(X) es una solución de la ecuación
de optimalidad α-descontada (EO) si

u(x) = min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

}
∀x ∈ X. (2.5)

El objetivo de este capı́tulo es demostrar que, bajo la Hipótesis 2.1, la función

de valor α-óptimo (véase (2.1)) satisface la EO, lo cual nos permitirá mostrar

la existencia de polı́ticas óptimas para el modelo MCM (1.1). Para tal fin intro-

duciremos nueva notación, ası́ como algunos resultados preliminares.

Primeramente, para cada u ∈ B(X) definimos el operador

Tu(x) := min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

}
, x ∈ X, (2.6)

y para f ∈ F (véase (1.6)),

Tf u(x) := c(x, f )+α ∑
y∈X

u(y)Px,y ( f ) , x ∈ X. (2.7)

Se tiene también que

T tu := T
[
T t−1u

]
, t ∈ N, y T 0u := u;

y análogamente, para cada f ∈ F

T t
f := Tf

[
T t−1

f u
]
, t ∈ N, y T 0

f u := u.



2.4 ECUACIÓN DE OPTIMALIDAD 23

Observación 2.4 Nótese que:

(a) En términos del operador T , la EO queda expresada como

u = Tu, u ∈ B(X) .

(b) La Hipótesis 2.1(a) garantiza que existe f ∈ F tal que

Tu = Tf u, u ∈ B(X) .

(c) De la Hipótesis 2.1(b), se tiene que para cada u ∈ B(X) y t ∈ N0,

T tu ∈ B(X)

y, además

T t
f u ∈ B(X) , f ∈ F.

Los dos resultados que se demuestran a continuación resaltan algunas propiedades

importantes de ambos operadores, T y Tf , previamente definidos.

Proposición 2.5 Bajo la Hipótesis 2.1(b), T y Tf ( f ∈ F) son operadores de

contracción (módulo α) sobre B(X) con la norma introducida en (2.4), ésto es,

para cada par de funciones u,v ∈ B(X):

(a) ‖Tu−T v‖ ≤ α ‖u− v‖ , y

(b)
∥∥Tf u−Tf v

∥∥≤ α ‖u− v‖ .

Demostración.
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(a) Primero tenemos que para cada u,v ∈ B(X), x ∈ X y a ∈ A(x) se cumple

c(x,a)+α ∑
y∈X

u(y)Px,y (a) = c(x,a)+

[
α ∑

y∈X
v(y)Px,y (a)

−α ∑
y∈X

v(y)Px,y (a)

]
+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

≤ c(x,a)+α ∑
y∈X

v(y)Px,y (a)

+α ∑
y∈X
|u(y)− v(y)|Px,y (a)

≤ c(x,a)+α ∑
y∈X

v(y)Px,y (a)

+α sup
y∈X
|u(y)− v(y)| .

Ahora, tomando el mı́nimo sobre A(x) en ambos lados de esta desigualdad, y de

acuerdo con (2.4) y (2.6), vemos que para cada x ∈ X:

Tu(x)≤ T v(x)+α ‖u− v‖ ,

lo cual es equivalente con la expresión

Tu(x)−T v(x)≤ α ‖u− v‖ ∀x ∈ X. (2.8)

Luego, siguiendo un procedimiento completamente análogo es posible obser-

var que además se tiene

T v(x)−Tu(x)≤ α ‖u− v‖ ∀x ∈ X. (2.9)

De manera que, (2.8) y (2.9) implican que

|Tu(x)−T v(x)| ≤ α ‖u− v‖ ∀x ∈ X. (2.10)

Finalmente, tomando supremo sobre X en (2.10) se obtiene la afirmación de

la parte (a).

(b) La demostración de esta parte sigue un esquema similar al previo.

�
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Proposición 2.6 (a) El operador T tiene un único punto fijo en B(X).
(b) Para cada f ∈ F, el operador Tf tiene un único punto fijo en B(X).

Demostración. Ambas afirmaciones son consecuencia directa de la Proposición

2.5 y el Teorema de Punto Fijo (véase Apéndice C).

�

2.5 Resultados

Los resultados que se presentan y demuestran en esta sección están orientados a

resolver la EO bajo las condiciones impuestas en la Hipótesis 2.1.

Proposición 2.7 (a) El punto fijo de Tf es Vα ( f , ·), es decir,

Vα ( f ,x) = TfVα ( f ,x) ∀x ∈ X. (2.11)

(b) Una polı́tica π = { ft} es α-óptima si, y solo si, Vα (π ,x) es punto fijo de

T .

Demostración. (a) Nótese que de (1.11), junto con los Teoremas A.1, A.2(c) y A.3

(véase Apéndice A) se obtiene lo siguiente

Vα ( f ,x) : = E f
x

[
∞

∑
t=0

α
tc(xt ,at)

]

= c(x, f )+αE f
x

[
∞

∑
t=1

α
t−1c(xt ,at)

]

= c(x, f )+αE f
x

[
E f

x

[
∞

∑
t=1

α
t−1c(xt ,at)

∣∣∣∣∣ x1,a1

]]

= c(x, f )+αE f
x [Vα ( f ,x1)]

= c(x, f )+α ∑
y∈X

Vα ( f ,y)Px,y ( f ) ∀x ∈ X,
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es decir, se cumple (2.11), y en consecuencia, Vα ( f , ·) es el punto fijo de Tf .

(b) Primero, supongamos que

u(x) =Vα (π,x)

es punto fijo de T . Entonces,

u(x) = min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

}
. (2.12)

Sea π ′=
{

f
′

t

}
una polı́tica arbitraria. Obsérvese que, de acuerdo con (1.7), (1.8)

y (1.9), se cumple lo siguiente

Eπ ′
x
[

α
t+1u(xt+1)

∣∣ht ,at
]

= ∑
y∈X

α
t+1u(y)Pπ ′

x [xt+1 = y|ht ,at ]

= α
t+1

∑
y∈X

u(y)Pxt ,y
(

f ′t (ht)
)
.

De aquı́ y por (2.12), nótese que

Eπ ′
x
[

α
t+1u(xt+1)

∣∣ ht ,at
]

= α
t+1

∑
y∈X

u(y)Pxt ,y

(
f
′

t ( ht)
)
±α

tc
(

xt , f
′

t ( ht)
)

= α
t

[
c
(

xt , f
′

t ( ht)
)
+α ∑

y∈X
u(y)Pxt ,y

(
f
′

t ( ht)
)]

−α
tc
(

xt , f
′

t ( ht)
)

≥ α
tu(xt)−α

tc
(

xt , f
′

t ( ht)
)
.

Es decir,

α
tc
(

xt , f
′

t ( ht)
)
≥ α

tu(xt)−Eπ ′
x
[

α
t+1u(xt+1)

∣∣ ht ,at
]
,

de lo cual, por los Teoremas A.2(c) y A.3 se tiene

Eπ ′
x
[
α

tc(xt ,at)
]
≥ α

tEπ ′
x [u(xt)]−α

t+1Eπ ′
x [u(xt+1)] ,

expresión en la que, sumando de ambos lados desde t = 0 hasta n, vemos que

Eπ ′
x [u(x0)]−α

n+1Eπ ′
x [u(xn+1)]≤ Eπ ′

x

[
n

∑
t=0

α
tc(xt ,at)

]
,
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donde, tomando lı́mite cuando n→ ∞, debido a que u(x) es acotada y α ∈ (0,1),
se obtiene que

u(x)≤Vα

(
π
′,x
)
,

ésto es,

Vα (π,x)≤Vα

(
π
′,x
)

y, como π ′ es arbitraria,

Vα (π,x) =V ∗ (x) .

Por consiguiente, π es una polı́tica α-óptima.

Ahora, supóngase que π es una polı́tica α-óptima, es decir,

u(x) =Vα (π,x) =V ∗ (x) .

Demostraremos que

u≥ Tu y u≤ Tu, (2.13)

simultáneamente.

Para demostrar la primera desigualdad en (2.13) considérese la expresión

u(x) = Eπ
x

[
∞

∑
t=0

α
tc(xt ,at)

]
,

de la cual, por el Teorema A.3 vemos que

u(x) = c(x, f0)+αEπ
x
[
Vα

(
π
′,x1
)]

donde

π
′ = { ft}t∈N .

De aquı́,

u(x)≥ c(x, f0)+αEπ
x [u(x1)]

por lo que se obtiene

u(x)≥ min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

}
,
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lo cual demuestra que u≥ Tu.

Con el fin de demostrar la segunda desigualdad en (2.13), sea g∈ F arbitraria

y definiendo la polı́tica

π
′ = {g,π}

se tiene que

u(x)≤Vα

(
π
′,x
)
,

de donde

u(x)≤ c(x,g)+αEπ ′
x [Vα (π,x1)] .

Como u(x1) =Vα (π,x1), entonces de la desigualdad previa se tiene

u(x)≤ c(x,g)+α ∑
y∈X

u(y)Px,y (g) ,

y, dado que g ∈ F es arbitraria, entonces

u(x)≤ min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

}
,

lo cual conduce a que u≤ Tu.

�

Teorema 2.8 (a) V ∗ es la única solución acotada de la EO.

(b) π = { f} es una polı́tica α-óptima si, y solo si, f minimiza el lado derecho

de la EO, es decir,

V ∗ (x) = c(x, f )+α ∑
y∈X

V ∗ (y)Px,y ( f ) .

Demostración. (a) Debido a que T es un operador de contracción y B(X) es un

espacio de Banach, entonces por el Teorema de Punto Fijo (véase Apéndice C)

existe u ∈ B(X) tal que

u(x) = Tu(x)

= min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
u(y)Px,y (a)

}
.
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Sea g ∈ F tal que

u(x) = Tgu(x) .

Luego, por la Proposición 2.7(a)

u(x) =Vα (g,x) ,

lo cual implica que π = {g} es una polı́tica α-óptima, y entonces

u(x) =V ∗ (x) .

(b) Primero supongamos que π = { f} es una polı́tica α-óptima. Entonces, de

la Proposición 2.7(b)

TVα ( f ,x) =Vα ( f ,x) =V ∗ (x) , (2.14)

es decir,

min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
Vα ( f ,y)Px,y (a)

}

= min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
V ∗ (y)Px,y (a)

}
,

y, dado que por la Proposición 2.7(a)

Vα ( f ,x) = TfVα ( f ,x) ,

por (2.14) tenemos

c(x, f )+α ∑
y∈X

V ∗ (y)Px,y ( f )

= min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
V ∗ (y)Px,y (a)

}
.

Por consiguiente, f minimiza el lado derecho de la EO.

Supongamos ahora que f minimiza el lado derecho de la EO, en tal situación

V ∗ (x) = TfV ∗ (x) ,
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y, como por la Proposición 2.7(a) se tiene

V ∗ (x) =Vα ( f ,x) ,

entonces π = { f} es una polı́tica α-óptima.

�

2.6 Algoritmo de iteración de valores

En esta sección presentamos el resultado que garantiza la convergencia del algo-

ritmo de Iteración de Valores (IterVal) a la función de valor α-óptimo. Para esto,

nótese que de la Proposición 2.2, el Teorema 2.1 y la Observación C.1 (ii), para

cada u ∈ B(X) y t ∈ N0, ∥∥T tu−V ∗
∥∥≤ α

t ‖u−V ∗‖ (2.15)

Definamos ahora la sucesión {vt} de funciones de IterVal como sigue,

v0 := 0, (2.16)

y para t ∈ N,
vt (x) := T vt−1 (x) = T tv0 (x) , (2.17)

de donde, y por la expresión (2.6), se deduce que

vt (x) = min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
vt−1 (y)Px,y (a)

}
, t ∈ N,x ∈ X. (2.18)

A continuación se enuncia y se demuestre el teorema clave para la men-

cionada convergencia.

Teorema 2.9 Bajo la Hipótesis 2.1

‖vt−V ∗‖→ 0 cuando t→ ∞. (2.19)

Además, si

0≤ c(x,a)≤M ∀(x,a) ∈K, (2.20)

entonces

vt ↗V ∗ cuando t→ ∞. (2.21)
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Demostración. Si mayor dificultad puede observarse que la convergencia

(2.19) de vt a V ∗, resulta como consecuencia de la expresión (2.15) tomando

u = v0 = 0, ası́ como de la Observación 2.1 (b). Por consiguiente, debido a

(2.17) y al hecho de que α ∈ (0,1), se tiene

‖vt−V ∗‖ ≤ α
t ‖V ∗‖ ≤ α tM

1−α
→ 0 cuando t→ ∞.

Por otra parte, nótese que a consecuencia de (2.20) el operador T es monótono,

esto es, si u,v ∈ B(X) tal que u≤ v no es difı́cil verificar que

Tu≤ T v. (2.22)

Además, (2.16) implica

v0 = 0≤ min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

y∈X
v0 (y)Px,y (a)

}
= min

a∈A(x)
{c(x,a)}= v1.

De aquı́, y por (2.22)

T v0 ≤ T v1,

es decir,

v0 ≤ v1.

Luego, siguiendo un procedimiento inductivo se obtiene que

vt ≤ vt+1 ∀t ∈ N0;

lo cual demuestra precisamente la afirmación (2.21).

�
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Capı́tulo 3

Estimación y Control

3.1 Introducción

En este capı́tulo estudiaremos un caso particular del MCM definido por medio de

la ecuación en diferencias como se estableció en (1.4), donde las perturbaciones

aleatorias {ξt} son v.a’s i.i.d. con función de probabilidad θ desconocida por el

controlador.

Ante la situación previamente descrita, la idea general de nuestro tratamiento

consiste en utilizar métodos adecuados de estimación de θ y técnicas de control, a

fin de construir una polı́tica asintóticamente óptima descontada (véase Definición

3.1) para el PCO asociado a este esquema especı́fico.

3.2 Modelo de control markoviano: caso especı́fico

Consideremos, como en la Observación 1.1, la ecuación en diferencias

xt+1 = F (xt ,at ,ξt) , t ∈ N0, (3.1)

donde {ξt} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. con valores en algún conjunto numer-

able S y F : X×A×S→ X es una función dada. Denotemos por θ a la función

de probabilidad común de las v.a.’s ξt , es decir,

θ (s) := P [ξt = s] ∀t ∈ N0, s ∈ S.
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Entonces, la dinámica (3.1) define un caso particular de MCM’s en tiempo dis-

creto cuya ley de probabillidad de transición está dada como sigue

Px,x′ (a) = P
[
xt+1 = x′ | xt = x,at = a

]
= ∑

k∈SF

θ (k) ,

con

SF :=
{

s ∈ S : F (x,a,s) = x′
}
.

Para ser más especı́ficos, denotaremos este modelo de control particular me-

diante

K := (X,A,{A(x) : x ∈ X} ,S,F,θ ,c), (3.2)

donde los elementos X, A, A(x) y c son como en (1.1). Cabe mencionar que aquı́

asumiremos que θ es desconocida por el controlador. En tal situación, usando

la distribución empı́rica (véase Definición B.4, Apéndice B) para estimar θ , el

modelo de control K tiene la siguiente interpretación. En la etapa t el sistema se

encuentra en el estado xt = x ∈ X y el controlador usa la distribución empı́rica

con el propósito de obtener un estimador θt de la mencionada distribución de-

sconocida θ , es decir, {θt} se obtiene procediendo de acuerdo a la expresión

θt (k) =
1
t

t−1

∑
j=0

δk
(
ξ j
)
, t ∈ N, (3.3)

donde

δk
(
ξ j
)

:=
{

1 si ξ j = k
0 si ξ j 6= k

Luego, el controlador combina este proceso con la historia del sistema para se-

leccionar un control (o acción) at = a ∈ A adaptado al estimador, de modo que,

a = at (θt) ∈ A(x) . (3.4)

Entonces, se genera un costo c(x,a) y el sistema avanza a un nuevo estado xt+1 =

x′ ∈ X de acuerdo a la ley de probabilidad introducida anteriormente dada por

Px,x′ (a) = P
[
xt+1 = x′ | xt = x,at = a

]
= ∑

k∈SF

θ (k) .
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Y una vez que la transición se presenta, el proceso se repite.

Por otra parte, nótese que, si {ξ0,ξ1, ...} es una muestra aleatoria, entonces

dada una función u se tiene que para cada t ∈ N,

∑
k∈S

u(F (x,a,k))θt (k) =
1
t

t−1

∑
j=0

u
(
F
(
x,a,ξ j

))
, (x,a) ∈K. (3.5)

En efecto, para obtener lo anterior nótese que de (3.3), para cada (x,a) ∈ K
podemos escribir

∑
k∈S

u(F (x,a,k))θt (k) = ∑
k∈S

u(F (x,a,k))
1
t

t−1

∑
j=0

δk
(
ξ j
)

=
1
t ∑

k∈S

[
t−1

∑
j=0

u(F (x,a,k))δk
(
ξ j
)]

=
1
t

[
t−1

∑
j=0

u(F (x,a,k1))δk1

(
ξ j
)

+
t−1

∑
j=0

u(F (x,a,k2))δk2

(
ξ j
)
+ ...

]
.

De modo que, definiendo para cada k ∈ S los conjuntos Jk :=
{

j : ξ j = k
}

, con

j = 0,1, ..., t− 1, vemos que de lo anterior se obtiene (3.5), lo cual se muestra a

continuación

∑
k∈S

u(F (x,a,k))θt (k) =
1
t

 ∑
j∈Jk1

u
(
F
(
x,a,ξ j

))

+ ∑
j∈Jk2

u
(
F
(
x,a,ξ j

))
+ ...


=

1
t

t−1

∑
j=0

u
(
F
(
x,a,ξ j

))
, (x,a) ∈K.
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3.3 Optimalidad asintótica

Retomando lo expuesto en los Capı́tulos 1 y 2, aquı́ estamos interesados en usar

un criterio de costo total esperado α-descontado (véase (1.11)) a fin de resolver

el PCO asociado al modelo K previamente introducido, el cual consiste en deter-

minar una polı́tica α-óptima tal que minimice el mencionado criterio.

Primeramente nótese que, en términos del Teorema 2.8(a), vemos que la EO

correspondiente a este escenario especı́fico toma la forma siguiente

V ∗ (x) = min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

k∈S
V ∗ (F (x,a,k))θ (k)

}
∀x ∈ X. (3.6)

De lo cual, existe f ∗ ∈ F tal que

V ∗ (x) = c(x, f ∗)+α ∑
k∈S

V ∗ (F (x, f ∗,k))θ (k) ,

de modo que, la polı́tica π = { f ∗} es α-óptima si, y solo si minimiza la parte

derecha de (3.6).

Más aún, cabe señalar que si definimos la función Φ : K→ R como

Φ(x,a) := c(x,a)+α ∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θ (k)−V ∗ (x) , (3.7)

entonces, por el Teorema 2.8(a) y la expresión (2.5), se tiene que la EO en (3.6)

es equivalente a la relación

min
a∈A(x)

Φ(x,a) = 0,

de donde además, se obtiene que la polı́tica π = { f ∗} es α-óptima si, y solo si

Φ(x, f ∗) = 0 ∀x ∈ X. (3.8)

En particular, es importante señalar que de acuerdo al procedimiento imple-

mentado por el controlador, (basado en estimación combinado con técnicas de

control), como puede observarse de (1.11) en la Definición 1.4, el costo total
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esperado α-descontado depende fuertemente de las acciones (controles) selec-

cionadas durante las primeras etapas, que es precisamente cuando la información

respecto a la distribución θ resulta deficiente para el estimador, razón por la cual,

en estas circunstancias no es posible garantizar en general, la existencia de una

polı́tica óptima, (véase [4]); de modo que en tal situación, estudiaremos entonces

el concepto de optimalidad de una polı́tica dada en el sentido asintótico, cuya

idea intuitiva, de acuerdo a (3.7) y (3.8) se establece a continuación.

DEFINICIÓN 3.1 Diremos que una polı́tica π ∈Π es asintóticamente óptima de-
scontada (AOD) para el modelo K en (3.2) si para cada x ∈ X,

Eπ
x [Φ(xt ,at)]→ 0 cuando t→ ∞.

3.4 Construcción de polı́ticas adaptadas

Primero, definamos la sucesión de funciones {Vt}∞

t=0 en B(X) como V0 ≡ 0, y

para t ∈ N mediante la siguiente ecuación recursiva

Vt (x) = min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

k∈S
Vt−1 (F (x,a,k))θt (k)

}
,

x ∈ X. (3.9)

A continuación presentamos dos propiedades fundamentales de la sucesión

previa.

Proposición 3.1 1 Si se satisface la Hipótesis 2.1, entonces:

(a) ‖Vt−V ∗‖→ 0 Pπ
x - a.s.2 cuando t→ ∞.

(b) Además, para cada t ∈ N existe ft = f θt
t ∈ F tal que minimiza el lado

derecho de (3.9), esto es,

Vt (x) = c(x, ft)+α ∑
k∈S

Vt−1 (F (x, ft ,k))θt (k) , x ∈ X.

1Para su demostración véase la sub-Sección 3.4.2 (p.40).
2Convergencia casi segura respecto a la medida de probabilidad Pπ

x . (Véase Apéndice B).
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Ahora definamos la polı́tica π̂ = {π̂t} como

π̂t (ht) = π̂t (ht ;θt) := ft (xt) , t ∈ N, (3.10)

y π̂0 alguna acción fija. El objetivo consiste en demostrar que π̂ es una polı́tica

AOD, lo cual será consecuencia, además de la Proposición 3.1, de los resultados

siguientes.

Definamos la familia V de funciones V ∗ : S→ R como sigue

V := {V ∗ (F (x,a, ·)) : (x,a) ∈K} .

Nótese que de (2.1) y (2.3) en el Capı́tulo 2, se tiene que la familia V es

uniformemente acotada; mientras que, dado que S es numerable, entonces, por la

Proposición B.2 observamos que

ηt → 0 Pπ
x - a.s. cuando t→ ∞, (3.11)

donde para cada t ∈ N,

ηt : = sup
(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑k∈SV ∗ (F (x,a,k))θt−1 (k)

−∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θ (k)

∣∣∣∣∣ . (3.12)

Por otro lado, tenemos la siguiente

Proposición 3.2 3 Bajo la Hipótesis 2.1(a), para cada x ∈ X y π ∈Π:

βt := sup
(x,a)∈K

|Φ(x,a)−Φt (x,a)| → 0 Pπ
x - a.s.

cuando t→∞, donde para cada t ∈N, Φt :K→R es una función definida como

Φt (x,a) := c(x,a)+α ∑
k∈S

Vt−1 (F (x,a,k))θt (k)−Vt (x) . (3.13)

3Para su demostración véase la sub-Sección 3.4.3 (p.42).
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3.4.1 Resultado principal

Teorema 3.3 Bajo la Hipótesis 2.1, la polı́tica π̂ introducida en (3.10) es AOD

para el modelo K.

Demostración. Obsérvese que de (3.13) y por definición de π̂ = {π̂t} en (3.10)

se tiene

Φt (·, π̂t (·)) = 0, t ∈ N0.

Por lo que, debido a la no negatividad de Φ (véase (3.7)), para cada t ∈ N0 se

obtiene lo siguiente

Φ(xt , π̂t (ht)) = |Φ(xt , π̂t (ht))−Φt (xt , π̂t (ht))|

≤ sup
(x,a)∈K

|Φ(x,a)−Φt (x,a)|= βt .

De donde, haciendo t→ ∞, de acuerdo a la Proposición 3.2 se obtiene

Φ(xt , π̂t (ht))→ 0 Pπ̂
x - a.s.,

lo cual, por la Proposición B.1(a), implica la convergencia en probabilidad, ésto

es,

Φ(xt , π̂t (ht))
Pπ̂

x→ 0 cuando t→ ∞. (3.14)

De aquı́, y como además, βt es uniformemente acotada para cada t, entonces por

la Proposición B.1(c), βt converge en la media de orden r para cada r ≥ 1, es

decir,

βt
r→ 0 cuando t→ ∞.

Por consiguiente,

E π̂
x [Φ(xt , π̂t (ht))]≤ E π̂

x [βt ]→ 0 cuando t→ ∞,

ésto es, la polı́tica π̂ es AOD.

�

Finalmente, concluimos este capı́tulo presentando las demostraciones corre-

spondientes a las Proposiciones 3.1 y 3.2.
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3.4.2 Demostración de la Proposición 3.1

(a) Nótese que, para cada x ∈ X y t ∈ N se tiene

|Vt (x)−V ∗ (x)| =

∣∣∣∣∣ min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

k∈S
Vt−1 (F (x,a,k))θt−1 (k)

}

− min
a∈A(x)

{
c(x,a)+α ∑

k∈S
V ∗ (F (x,a,k))θ (k)

}∣∣∣∣∣
≤ α max

a∈A(x)

∣∣∣∣∣∑k∈SVt−1 (F (x,a,k))θt−1 (k)

−∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θ (k)

∣∣∣∣∣ (3.15)

Luego, sumando y restando el término

α ∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θt−1 (k)

en el argumento del lado derecho en la desigualdad (3.15), y reacomodando

términos se tiene que para cada x ∈ X y t ∈ N,

|Vt (x)−V ∗ (x)| ≤ α

{
max

a∈A(x)
∑
k∈S

∣∣∣∣Vt−1 (F (x,a,k))

−V ∗ (F (x,a,k))
∣∣∣∣θt−1 (k)

+ max
a∈A(x)

∣∣∣∣∣∑k∈SV ∗ (F (x,a,k))θt−1 (k)

−∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θ (k)

∣∣∣∣∣
}
. (3.16)
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Por lo cual, para cada t ∈ N

‖Vt−V ∗‖ ≤ α ∑
k∈S

sup
(x,a)∈K

∣∣∣∣Vt−1 (F (x,a,k))

−V ∗ (F (x,a,k))
∣∣∣∣θt−1 (k)

+α sup
(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑k∈SV ∗ (F (x,a,k))θt−1 (k)

−∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θ (k)

∣∣∣∣∣
}
.

Esto es,

‖Vt−V ∗‖ ≤ α ‖Vt−1−V ∗‖+αηt , t ∈ N, (3.17)

donde ηt fue definido previamente en (3.12).

Ahora, sea

γ := limsup‖Vt−V ∗‖< ∞. (3.18)

Entonces, por (3.11) y la Proposición B.2 se tiene de (3.17) que

γ ≤ αγ c.s.

De lo anterior, necesariamente γ ≡ 0, ya que α ∈ (0,1) . Por otra parte,

obsérvese que de (2.4), para cada t ∈ N

‖Vt−V ∗‖ ≥ 0,

ası́ que, de la propiedad

liminf‖Vt−V ∗‖ ≤ limsup‖Vt−V ∗‖ ,

se obtiene que

liminf‖Vt−V ∗‖= 0≡ γ,

es decir,

‖Vt−V ∗‖→ 0 Pπ
x - a.s. cuando t→ ∞,
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lo cual demuestra la afirmación de la parte (a).

(b) Nótese que esta parte es consecuencia directa de la Hipótesis 2.1(a), la

cual garantiza la existencia de tales minimizadores.

�

3.4.3 Demostración de la Proposición 3.2

Nótese que de (3.7) y (3.13), sumando y restando el término

α ∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θt (k)

y por la Desigualdad del Triángulo se tiene que para cada (x,a) ∈K,

|Φ(x,a)−Φt (x,a)| ≤ α

∣∣∣∣∣∑k∈SV ∗ (F (x,a,k))θ (k)

−∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θt (k)

∣∣∣∣∣
+α ∑

k∈S

∣∣∣∣V ∗ (F (x,a,k))

−Vt−1 (F (x,a,k))
∣∣∣∣θt (k)

+ |Vt (x)−V ∗ (x)| .



De donde,

sup
(x,a)∈K

|Φ(x,a)−Φt (x,a)|

≤ α sup
(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑k∈SV ∗ (F (x,a,k))θ (k)

−∑
k∈S

V ∗ (F (x,a,k))θt (k)

∣∣∣∣∣
+α ∑

k∈S
sup

(x,a)∈K

∣∣∣∣V ∗ (F (x,a,k))

−Vt−1 (F (x,a,k))
∣∣∣∣θt (k)

+sup
x∈X
|Vt (x)−V ∗ (x)| .

Esto es,

βt ≤ αηt+1 +α ‖Vt−1−V ∗‖+‖Vt−V ∗‖ , (3.19)

(para ηt+1 véase (3.12)).

De manera que, haciendo t→∞, por (3.11) y la Proposición 3.1(a), de (3.19)

se obtiene que

βt → 0 Pπ
x - a.s.

�





Apéndice A

Variables Aleatorias Discretas

Sean (Ω,F) un espacio medible y P una medida de probabilidad en F.

DEFINICIÓN A.1 Una variable aleatoria (v.a.) real discreta ξ , definida en un
espacio de probabilidad (Ω,F,P) , es una función con dominio Ω y cuyo rango es
un subconjunto de R a lo más numerable {x1,x2, ...} , tal que para cada j ∈ N :{

ω ∈Ω : ξ (ω) = x j
}
∈ F.

DEFINICIÓN A.2 La función de probabilidad de una v.a. discreta ξ es la función
fξ : R→ [0,1] dada por

fξ (t) :=
{

P [ξ = t] si t ∈ Rξ

0 o.c.

(donde Rξ denota el rango de ξ ), la cual cumple las propiedades a continuación:
(i) fξ (t)≥ 0 ∀ t ∈ R, y
(ii) ∑

t∈R
fξ (t) = 1 .

Esperanza de v.a.’s discretas: sus propiedades

DEFINICIÓN A.3 Sea ξ una v.a. discreta. Si se satisface al menos una de las
condiciones siguientes:

∑
t>0

t fξ (t)< ∞ o ∑
t<0

t fξ (t)>−∞, (A.1)



entonces se define la esperanza (o valor esperado) de ξ como

E [ξ ] := ∑
t

t fξ (t) (A.2)

DEFINICIÓN A.4 Diremos que la v.a. ξ tiene esperanza finita si ambas condi-
ciones en (A.1) se cumplen simultáneamente.

Teorema A.1 Sean: ξ un n-vector aleatorio con función de probabilidad fξ , y

h una función tal que h : Rn→ R. Si la esperanza de la v.a. Z = h(ξ ) está bien

definida, entonces

E [Z] = ∑
t

h(t) fξ (t) .

Demostración. Denotemos por {ti} y
{

z j
}

los distintos ”valores” posibles de

las v.a.’s ξ y Z, respectivamente. Nótese que, para cada z j existe al menos un ti

tal que z j = h(ti) . Sea

A j :=
{

ti : h(ti) = z j
}
. (A.3)

En tal situación,
{

t ∈ A j
}

y
{

Z = z j
}

denotan exactamente el mismo evento. De

modo que,

P
[
Z = z j

]
= P

[
t ∈ A j

]
= ∑

t∈A j

h(t) fξ (t) .

De lo anterior,

∑
i

z j fZ
(
z j
)

= ∑
i

z j P
[
Z = z j

]
= ∑

j
z j ∑

t∈A j

fξ (t)

= ∑
j

[
∑

t∈A j

z j fξ (t)

]
.

Luego, como h(t) = z j para x ∈ A j, entonces

∑
i

z j fZ
(
z j
)
= ∑

j

[
∑

t∈A j

h(t) fξ (t)

]
.



Finalmente, debido a que de (A.3) los conjuntos A j son disjuntos para distintos

valores de j, y además, su unión es el conjunto de todos los valores posibles de ξ ,

entonces

∑
i

z j fZ
(
z j
)
= ∑

t
h(t) fξ (t) .

�

Teorema A.2 Sean ξ1 y ξ1 dos v.a.’s con esperanza finita, y sea k una constante.

(a) Si P [ξ1 = k] = 1, entonces E [ξ1] = k.

(b) E [kξ1] = kE [ξ1]< ∞.

(c) E [ξ1 +ξ2]< ∞ y además E [ξ1 +ξ2] = E [ξ1]+E [ξ2].

(d) Si P [ξ1 ≥ ξ2] = 1, entonces E [ξ1]≥ E [ξ2].

(e) |E [ξ1]| ≤ E [|ξ2|] .

Demostración.

(a) Como P [ξ1 = k] = 1, entonces

fξ1
(t) =

{
1 si t = k
0 si t 6= k

Por tanto, de (A.2)

E [ξ1] = k fξ1
(k) = k.

(b) Sea h(t) := kt. Nótese que

∑
x
|kt| fξ1

(t) = |k|∑
t
|t| fξ1

(t)< ∞,

de lo cual, kξ1 tiene esperanza finita. Ası́ que, por el Teorema A.1

E [kξ1] = ∑
t

kt fξ1
(t) = k∑

t
t fξ1

(t) = kE [ξ1] .

(c) Análogamente, sea h(t,s) := t + s. Nótese que

∑
t,s
|t + s| fξ1,ξ2

(t,s) ≤ ∑
t,s
|t| fξ1,ξ2

(t,s)+∑
t,s
|s| fξ1,ξ2

(t,s)

= ∑
t
|t|∑

s
fξ1,ξ2

(t,s)+∑
s
|s|∑

t
fξ1,ξ2

(t,s)

= ∑
t
|t|∑

s
fξ1

(t)+∑
s
|s|∑

t
fξ2

(s)< ∞,



de donde, ξ1 +ξ2 tiene esperanza finita, y entonces, de nuevo por el Teorema A.1

E [ξ1 +ξ2] = ∑
t,s

(t + s) fξ1,ξ2
(t,s)

= ∑
t,s

t fξ1,Y (x,s)+∑
t,s

y fξ1,ξ2
(t,s)

= E [ξ1]+E [ξ2] .

(d) Obsérvese que, definiendo la v.a.

Z := ξ1−ξ2 = ξ1 +(−ξ2) , (A.4)

entonces, por (b) y (c) tenemos que

E [ξ1]−E [ξ2] = E [ξ1−ξ2]

= E [Z] = ∑
z

z fZ (z) . (A.5)

Dado que por hipótesis

P [Z ≥ 0] = P [ξ1 ≥ ξ2] = 1,

entonces todos los valores z j que toma Z (véase (A.4)) tienen que ser no negativos;

por lo tanto, de (A.5)

∑
z

z fZ (z) = E [Z]≥ 0,

de donde, en efecto

E [ξ1]≥ E [ξ2] .

(e) No es difı́cil observar que para este caso, la demostración se consigue

aplicando (b) y (d), ya que

−|ξ1| ≤ ξ1 ≤ |ξ1|

implica que

−E [|ξ1|]≤ E [ξ1]≤ E [|ξ1|] ,

que es equivalente con lo que se querı́a demostrar, es decir,

|E [ξ1]| ≤ E [|ξ1|] .

�



Esperanza condicional de v.a.’s discretas: sus propiedades

DEFINICIÓN A.5 Sean ξ1 y ξ2 dos v.a.’s discretas con dominios Ω1 y Ω2, re-
spectivamente.

(a) Se define la función de probabilidad conjunta de ξ1 y ξ2, denotada por
fξ1,ξ2

( fξ1,ξ2
: (Ω1×Ω2)→ [0,1]), como

fξ1,ξ2
(t,s) := P [ξ1 = t,ξ2 = s ] .

(b) Se define la función de probabilidad condicional de ξ2 dado ξ1, denotada
por fξ2|ξ1

( fξ2|ξ1
: (Ω1∩Ω2)→ [0,1]), como

fξ2|ξ1
(s | t ) := P [ξ2 = s | ξ1 = t ] =

fξ1,ξ2
(t,s)

fξ1
(t)

, siempre que fξ1
(t)> 0.

DEFINICIÓN A.6 Sean ξ1 y ξ2 dos v.a.’s discretas. Para t ∈ R (fijo) tal que
fξ1

(t)> 0, se define la esperanza condicional de ξ2 dado ξ1 = t por

E [ξ2 | ξ1 = t ] := ∑
s

s fξ2|ξ1
(s | t ) .

DEFINICIÓN A.7 La esperanza condicional de ξ2 dado ξ1 se define como

E [ξ2 | ξ1 ] := g(ξ1) ,

donde

g(ξ1) = E [ξ2 | ξ1 = t ] .

Teorema A.3 E [ξ2 | ξ1 ] tiene la propiedad de la doble esperanza, es decir,

E [E [ξ2 | ξ1 ]] = E [ξ2] .



Demostración. Sea

ψ (ξ1) := E [ξ2 | ξ1 ] . (A.6)

Nótese que, por (A.6) y el Teorema A.1

E [ψ (ξ1)] = ∑
t

ψ (t) fξ1
(t)

= ∑
t

[
∑
s

s fξ2|ξ1
(s |t )

]
fξ1

(t)

= ∑
t

[
∑
s

s fξ1,ξ2
(t,s)

]
= ∑

s
s
[
∑
t

fξ1,ξ2
(t,s)

]
= ∑

s
s fξ2

(s) ,

de donde E [E [ξ2 | ξ1 ]] = E [ξ2] .

�

DEFINICIÓN A.8 Sea (ξ1,ξ2,ξ3) un vector aleatorio discreto. Si para t,s∈R (fi-
jos) P [ξ1 = t,ξ2 = s]> 0 y además E [ξ3] está bien definida, entonces la esperanza
condicional de ξ3 dado ξ1 = t y ξ2 = s se define por

E [ξ3 | ξ1 = t,ξ2 = s ] := ∑
r

rP [ξ3 = r | ξ1 = t,ξ2 = s ] .

DEFINICIÓN A.9 La esperanza condicional de ξ3 dado ξ1 y ξ2 se define como

E [ξ3 | ξ1,ξ2 ] := g(ξ1,ξ2)

donde g(ξ1,ξ2) = E [ξ3 | ξ1 = t,ξ2 = s ].

Teorema A.4 E [E [ξ3 | ξ1,ξ2 ] | ξ1 ] = E [ξ3 | ξ1 ] .



Demostración. Del Teorema A.1 y por definición de g se tiene que

E [g(ξ1,ξ2) | ξ1 = x ]

= ∑
s

[
∑
r

rP [ξ3 = r | ξ1 = t,ξ2 = s ]
]

P [ξ2 = s | ξ1 = t ]

= ∑
r

r
[
∑
s

rP [ξ3 = r | ξ1 = t,ξ2 = s ]
]

P [ξ2 = s | ξ1 = t ]

= ∑
r

r
[
∑
s

P [ξ3 = r,ξ2 = s,ξ1 = t]
P [ξ1 = t]

]
= ∑

r
rP [ξ3 = r | ξ1 = t ]

= E [ξ3 | ξ1 = t ] ∀t ∈ Rξ1
.

En consecuencia

E [E [ξ3 | ξ1,ξ2 ] | ξ1 ] = E [ξ3 | ξ1 ] .

�





Apéndice B

Convergencia de Variables
Aleatorias y Distribución Empı́rica

Convergencia de v.a.’s

Sean ξ y {ξt} v.a.’s definidas en un espacio de probabilidad común.

DEFINICIÓN B.1 Diremos que {ξt} converge casi seguramente a ξ , denotado
por

ξt
a.s.→ ξ

o

ξt → ξ P- a.s. cuando t→ ∞,

si

P [{ω ∈Ω : ξt (ω)→ ξ (ω) cuando t→ ∞}] = 1.

DEFINICIÓN B.2 Diremos que {ξt} converge en probabilidad a ξ , denotado por

ξt
P→ ξ

si para todo ε > 0,

P [{ω ∈Ω : |ξt (ω)−ξ (ω)| ≥ ε}]→ 0 cuando t→ ∞.



DEFINICIÓN B.3 Para r≥ 1 diremos que {ξt} converge en la media de orden r a
ξ , denotado por

ξt
r→ ξ ,

si E [|ξ r
t |]< ∞ para todo t y

E [|ξt−ξ |r]→ 0 cuando t→ ∞.

Proposición B.1 Sean ξ y {ξt} v.a.’ s definidas todas en un espacio de proba-

bilidad común.

(a) Si ξt
a.s.→ ξ entonces ξt

P→ ξ .

(b) Si ξt
r→ ξ para todo r ≥ 1 entonces ξt

P→ ξ .

(c) Si ξt
P→ ξ , y además, P [|ξt | ≤ K] = 1 para todo t y alguna constante

K, entonces ξt
r→ ξ para todo r ≥ 1.

Demostración. Véase por ejemplo .[3] p.277.

Función de distribución empı́rica

DEFINICIÓN B.4 La función de distribución empı́rica para las v.a.’s {ξt}n
t=1, es

la función de distribución denotada por θt (k) := θt (k;ω) con salto de tamaño 1/t

en ξi (ω) para cada i = 1, ...,n, es decir:

θt (k) =
1
t

t−1

∑
j=0

δk
(
ξ j
)
, t ∈ N, (B.1)

donde

δk
(
ξ j
)

:=
{

1 si ξ j = k
0 si ξ j 6= k

Clase Glivenko-Cantelli



DEFINICIÓN B.5 Sea H una familia de funciones h : S→ R. Diremos que H es
una clase Glivenko-Cantelli si

sup
h∈H

∣∣∣∣∣∑k∈Sh(k)θt (k)−∑
k∈S

h(k)θ (k)

∣∣∣∣∣→ 0 cuando t→ ∞.

Proposición B.2 Si H es una familia uniformemente acotada y S es un con-

junto numerable, entonces H es una clase Glivenko-Cantelli .

Demostración. Véase por ejemplo [1] p.17.





Apéndice C

Teorema de Punto Fijo

DEFINICIÓN C.1 Un espacio métrico es una pareja (S,d), donde S es un con-
junto no vacı́o, y d es una función de S×S en R tal que para x,y,z ∈ S arbitrarios
satisface las propiedades siguientes:

(i) d (x,x) = 0
(ii) d (x,y)> 0 si x 6= y

(iii) d (x,y) = d (y,x)

(iv) d (x,y)≤ d (x,z)+d (z,y)

DEFINICIÓN C.2 Sea (S,d) un espacio métrico. Se dice que (S,d) es un espacio
métrico completo si cualquier sucesión de Cauchy en S converge en S.

DEFINICIÓN C.3 Sea (S,d) un espacio métrico. Se dice que un operador

T : S→ S

es de contracción módulo α ∈ (0,1), si

d (T x,Ty)≤ αd (x,y) ∀x,y ∈ S.

Teorema C.1 (Teorema de Punto Fijo para operadores de contracción) Si

(S,d) es un espacio métrico completo y T : S→ S es un operador de contracción,

entonces:

(a) Existe un único x ∈ S tal que

T x = x.



(b) Para cada y ∈ S,

lim
n→∞

T ny = x.

Demostración. (a) La demostración de la unicidad se hará por contradicción.

Supongamos la existencia de dos puntos fijos para T . Sean x,y ∈ S con x 6= y

tal que

T x = x y Ty = y, (C.1)

de aquı́ vemos que

d (T x,Ty) = d (x,y) . (C.2)

Por otra parte, dado que T es operador de contracción se tiene que

d (T x,Ty)≤ αd (x,y) . (C.3)

Luego, (C.2) y (C.3) implican que

d (x,y)≤ αd (x,y) ,

de donde α ≥ 1, lo cual contradice a la hipótesis de que T es de contracción. Por

consiguiente x = y.

(b) Sea y∈ S. Debido a que S es un espacio métrico completo, entonces {T ny}
converge si, y solo si

d (T my,T ny)→ 0.

Por lo cual, supongamos que m = n+ k (m≥ n). Ahora nótese que, debido a que

T es operador de contracción y por (C.1):

d
(

T n+ky,T ny
)
≤ αd

(
T n+k−1y,T n−1y

)
≤ α

2d
(

T n+k−2y,T n−2y
)

≤ ...≤ α
n−1d

(
T k+1y,Ty

)
= α

n−1d
(

T k+1y, y
)
. (C.4)

Además, de la desigualdad del triángulo (véase Definición C.1) se tiene

d
(

T k+1y, y
)
≤ d

(
T k+1y,T ky

)
+d
(

T ky,T k−1y
)
+ ...+d (Ty, y)



De aquı́ y por (C.4) se obtiene

d (T my,T ny)≤ α
n
(

α
k +α

k−1 + ...+α
0
)

d (Ty, y) ,

ası́ que, tomando lı́mite de ambos lados cuando n→ ∞ se observa que

d (T my,T ny)→ 0,

en consecuencia, {T ny} es convergente.

Ahora, sea

x = lim
n→∞

T ny.

Como

T n+1y→ x cuando n→ ∞;

y, además,

T n+1y = T (T ny)→ T x cuando n→ ∞;

entonces T x = x.

�

Observación C.2 (i) Sea x0 ∈ S arbitrario. Nótese que podemos definir la

sucesión iterativa {xn} como:

x1 : = T x0,

x2 : = T x1 = T (T x0) = T 2x0,

x3 : = T x2 = T (T x1) = T (T 2x0) = T 3x0,

x4 : = T x3 = T (T x2) = T (T 3x0) = T 4x0,
...

xn : = T xn−1 = T (T xn−2) = · · ·= T nx0.
...

De hecho, {xn} es la sucesión de imágenes de x0 al aplicar el operador T

repetidamente.



(ii) Una consecuencia del Teorema previo es la siguiente

d (T nx0,x)≤ α
nd(x0,x) ∀n ∈ N. (C.5)

Evidentemente, lo anterior se debe a un procedimiento inductivo, ya que para

n = 1 se tiene

d(T 1x0,x) = d(T x0,x) = d (T x0,T x)≤ αd (x0,x) .

Hipótesis de inducción. Supongamos que la expresión (C.5) se cumple para

n = k, es decir,

d
(

T kx0,x
)
≤ α

kd(x0,x). (C.6)

Por demostrar que en consecuencia, (C.5) se satisface para n = k+1. Nótese

que, precisamente de (C.6) se obtiene que

d(T k+1x0,x) = d(T
(

T kx0

)
,T x)≤ αd

(
T kx0,x

)
≤ α

k+1d (x0,x) ,

lo cual de muestra (C.5).
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