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INTRODUCCION

En la actualidad existe un gran problema para poder planificar y programar proyectos de la
industria y de la construccién. .

Hoy en dia existe una gran cantidad de libros de Investigacién de operaciones en los cuales
hablan mucho de estos problemas perc ninguno nos dicen como llevarlos a la practica, el proposito
de nuestro trabajo es dar a conocer al lector un procedimiento para resolver este tipo de problemas.

Uno de los métodos usados para resolver este tipo de problemas es el Método de la ruta critica
(CPM) en el que representa un proyecto mediante una red, la cual consiste en una serie de activi-
dades que tienen una determinada secuencia para realizarlas, es decir, existe una relacién de tal
manera que una no se puede realizar hasta que otra halla terminado. Aqui presentamos un pro-
cedimiento para desarrollar un proyecto de tal manera que resulta muy sencillo utilizando gréficas
denominadas redes, cdmo las actividades se pueden realizar mas rapido a costo de un precio mas

alto.

Nuestro objetivo es encontrar una solucién al problema donde el costo sea minimo bajo un
tiempo razonable.

El trabajo se divide en 4 capitulos, en los 3 primeros se desarrolla todo el material tedtico y en
el cuarto capitulo desarrollamos un ejemplo completo.

En el primer capitulo se presentan el método del CPM y algunos ejemplos de problemas los
cuales se representan mediante una red que los modela y se quiere encontrar el costo minimo bajo
un tiempo razonable para lo cual el CPM es un método muy prictico para resolver nuestro trabajo.
Aqui se resuelve un ejemplo intuitivamente.

En el capitulo 2 determinaremos como podemos encontrar y definir la ruta critica, las holguras
las cuales nos indican el tiempo que debemos esperar para empezar una actividad, ademas veremos
la relacién que existe entre la duracién y el costo de una actividad, y resolveremos un ejemplo para
observar como se acortan dichas actividades. En este capitulo se incluye tambien los fundamentos
teoricos de nuestro trabajo

En el capitulo 3 desarrollaremos un ejemplo completo utilizando el algoritmo de Ford Fulkerson
para encontrar el mayor flujo posible para poder observar todos las posibles soluciones que existen
¥ poder ver cual es la mejor, es decir, la que nos da el mejor costo bajo un tiempo rasonable.

Por iltimo, tenemos un anexo en donde mencionamos los algoritmos que utilizamos para la
solucién de nuestros problemas entre ellos se encuentran el de Dijkstra y Ford Fulkerson.
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~ Capitulo 1

EL PROBLEMA DE LA
SECUENCIA DE PROYECTOS

Un proyecto es una serie de actividades las cuales tienen una determinada secuencia para poder
realizarlas, es decir, existe una relacién tal que una actividad no se realiza hasta que otras terminan.
Un proyecto es un trabajo que necesita tiempo y capital para realizarse.

En la actualidad existe una gran cantidad de libros de Investigacién de Operaciones; en los que
hablan del método CPM (Critical Path Method) pero no nos explican su fundamentacién ni nos
indican cémo poder llevarlo a la practica. Esto es una gran deficiencia dado que este método es
muy usado en la planificacién, control e informacién de los proyectos.

El proposito de nuestro es dar a conocer al lector uno de los métodos mas utilizados en nuestros
tiempos cémo es el CPM, ya que en estos ultimos afios se ha visto que es el método que mis a
dado resultados en la planificacién y programacion de todo tipo de actividades a realizar, como por
ejemplo: en la industria de la construccién (barcos, edificios, puentes, carreteras etc.), también en
la instalacién de los aparatos eléctricos de cualquier empresa, o las maquinas para la construccién
de cualquier producto. Por lo tanto, este trabajo estd dedicado a la divulgacién del método CPM
desde el punto de vista practico para que pueda ser aplicado a los proyectos que se puedan presentar.

El CPM es un método que nos ayuda a encontrar cuil es la forma més eficiente de realizar un
proyecto consiguiendo que nos resulte lo mas barato posible en un tiempo razonable.

Daremos a conocer c6mo saber el tiempo que se necesita para poder terminar una actividad
después de que ha terminado la anterior. Estudiaremos también el acortamiento de la duracién del
proyecto, y las modificaciones del costo minimo, empleando para esto una modificacién al Algoritmo
de Dijkstra y de Ford Fulkerson con fin de que se puedan entender los fundamentos de esta técnica.
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1.1 Problema de la Ruta Critica (CPM).

Por el afio de 1957 la Casa E. I Du Pont desarrolld un método que nos sirve para planear y
programar todo tipo de proyectos. Este método llamado Método de la Ruta Critica ( Critical Path
" Method ), y nos proporciona la forma de planear todas y cada una de las actividades que forman el
- proyecto. El CPM nos proporciona la planeacién mds econémica y con el menor tiempo en forma
~¢al que todas las actividades sean terminadas en las fechas deseadas.

Esta técnica es utilizada en muchas empresas, para planear la utilizacién de su presupuesto, es
decir, si se conocen todas las actividades que se tienen que realizar, y se conoce qué tanto dinero
~ se necesita y qué tiempo necesita cada actividad se puede racionalizar mejor el uso de los recursos.

La técnica CPM nos proporciona la informacién necesaria para poder resolver preguntas im-
portantes respecto a la programacién de actividades como son: determinar cudl es el orden de
la actividad que se realizan primero y cudl después, cuintas seran las actividades que se pueden
realizar al mismo tiempo sin que intervengan unas con las otras, la duracién de cada actividad y su,
costo cudl es la situacién del proyecto que estd en marcha con relacién a la fecha programada para
su terminacién, es decir, estamos en el tiempo esperado o es necesario forzar la marcha, cudles son
las actividades en las que no se permite retraso ya que al retrasar cualquiera de ellas se alarga la
duracién del proyecto, cudles son las actividades que pueden, s{ es necesario, durar un poco mas, y

. qué tanto tiempo les es permitido, si el proyecto esti atrasado, dénde se puede reforzar la marcha

para ahorrar tiempo y cual es el costo en que aumentaria el proyecto.

1.2 Diagramas o modelos

En esta seccion se dard la forma de cémo representar un proyecto por medio de un diagrama, el
“cual nos serd de utilidad al encontrar el camino mas adecuado para planificar la realizacién de un
proyecto.

Un diagrama de flechas es la forma de modelar un proyecto en forma de red para su ripida
solucién, en este diagrama se muestra la relacién correcta que debemos seguir al momento de
resolverlo.

En el diagrama de flechas o red, la flecha representa una actividad. Cada una esta relacionada
con otra y deben de representar relaciones que respondan a las preguntas siguientes:

iQué actividades deben de ser terminadas antes de que inicie la siguente?
{Qué actividades son independientes y puedan realizarse al mismo tiempo ?

Existe otro tipo de red donde los nodos representan las actividades y donde las flechas repre-
sentan los eventos. Este tipo de red es similar a la red que aqui presentamos, pero la red de eventos
no la veremos en este trabajo. La mayor parte de las aplicaciones del CPM se resuelven utilizando
diagramas de flechas.

El CPM esta relacionado no sélo con el tiempo sino también con el costo de cada actividad. La




9. Diagramas o modelos .

.-r'ed que se forma nos representa solamente la relacién que existe entre una actividad y otra, estas
actividades estdn sujetas a ciertas restricciones de precedencia. El representar estas condiciones
graficamente permite darnos cuenta de qué actividades son mas importantes, esta red no esta
. terminada hasta que a cada actividad se le asigne e] tiempo que se necesita para terminar dicha
- actividad, pues ademds, también se le debe de agregar el costo, el cual esta relacionado con el
o tiempo. Una vez dada toda la informacién de las actividades del proyecto se dira que hemos
“modelado el proyecto con una red. '

Como hemos dicho anteriormente las actividades estan sujetas a ciertas restricciones de prece-
dencia y una actividad puede comprender una tarea o una serie de ellas.

W Nuestro modelo de red adem4s de las actividades, cuenta con una serie de sucesos (nodos) qie
| nos representan el momento de comenzar o terminar una actividad representada por una flecha.

Ejemplo 1:

_ La siguiente red nos muestra un ploblema que estd formado solamente por cuatro actividades
:- 5 donde s es el inicio y t es el final. )

O—D—O—®

fig. 1.1

Cada actividad debe de estar terminada para que la siguiente pueda comenzar. Sin embargo

los sucesos iniciales no tienen una actividad que le preceda y el suceso final no tiene una actividad

} que le siga, por lo tanto el suceso final de la actividad precedente es igual que el suceso inicial de
 la actividad subsiguiente, excepto en el primero y el iltimo suceso.

Como podemos observar, los eventos estan enumerados, esto es para poder identificar con mayor
exactitud cada uno de ellos, las actividades que en estos momentos estamos definiendo con flechas,
donde la longitud no significa nada, sélo son para identificar cuales son los sucesos que estin
conectados.

Un diagrama de flechas es la representacién de un proyecto determinado en el que se muestra
la secuencia correcta para alcanzar los objetivos finales.

En algunas ocasiones existen en el diagrama de flechas una relacién de precedencia entre dos
actividades, que no existe realmente, es decir no se requiere algin trabajo, ni recursos, ni tiempo si -
no que por algunas circunstancias especiales una actividad debe de realizarse antes de otra, como
por ejemplo:

Supongamos que construimos un gran alternador eléctrico en el taller de calderia y no se puede
realizar el estator y el rotor al mismo tiempo por su tamaiio, siendo estas dos actividades indepen-
dientes y para expresar el érden de ejecucién unimos con una flecha ficticia, indicando que primero
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te estator y luego el rotor.

O Estator O Bobinado Montaje O
Bobinado
( )R,Otor

fig. 1.2

.= = =]

En este caso para expresar la conexién de estas actividades, se crea una flecha ficticia represen-
con una linea punteada como en la figura 1.2

En muchas ocasiones, suele ocurrir que entre el mismo suceso inicial y el final aparezcan pa-
ralelamente varias actividades, para poder evitar esta confusién se puede crear la actividad ficticia

(a)

(b)
figl3a,b
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. El diagrama de flechas es el primer paso para lograr encontrar el tiempo minimo para terminar
‘cada una de las actividades con el costo éptimo, para poder lograr esto se requiere de un proseso
éspeciﬁcando las fechas de inicio y terminacién de cada actividad, para lograrlo se necesita encontrar
primero el tiempo mds tardio el cual tiene el costo menor que existe entre el principio y el fin del
proyecto e ir acortando este tiempo paulatinamente hasta encontrar el menor tiempo posible pero
" al'ir acortando el tiempo, el costo se va incrementando hasta llegar al punto en el cual el tiempo y
¢l costo son los adecuados, es decir, el menor costo bajo un tiempo razonable.

1.3 Planteamiento de Problemas

En esta seccién daremos a conocer algunos problemas que aparecen en la vida real, a los cuales
les daremos un planteamiento para poder resolverlos utilizando el método CPM. Entre estos men-
. cionamos algunos problemas de construccién en los cuales existe un factor muy importante: el
tiempo. Este es importante ya que si el proyecto no se termina en el tiempo establecido nos
ocasjonaria un costo mayor. '

El primero de ellos se refiere a la construcién de una obra en el que se quiere saber si se puede
terminar a tiempo. El segundo a la instalacién del equipo de una fibrica donde se quiere conocer
el tiempo para terminar la instalacién lo mas rdpido posible.

A continuacién presentaremos estos problemas que se pueden resolver con este método; aprovechén-
dolos para introducir el planteamiento en términos de graficas, que detallaremos con mayor pro-
fundidad en el siguiente capitulo.

1.3.1 Problema de construccién
A un ingeniero se le ha encomendado la construccién de una cimentacién de concreto. Fl ingeniero
realiza algunas investigaciones y se percata que son necesarias las siguientes actividades:
1.- Excavacién.
2.- Obtencién del concreto y acero de refuerso.
] 3.- Colocacién del acero de refuerzo para castillos y dalas.
4.-Colocaci6n de la cimbra.
5.-Corte y doble del acero de refuerzo para el colado.

6.- Colado.

Cada una de estas actividades tiene su tiempo de duracién. Por la secuencia de las actividades.
Obsérvese que algunas actividades no se pueden realizar hasta que otras terminen. El ingeniero,
debe saber en qué momento termina una actividad y comienza otra, para poder conocer esto asigna
a cada una de las actividades la notacién A(i,j) la cual significa que la actividad comienza en i y
termina en j, por lo tanto el ingeniero observa que el proyecto esta formado por varias actividades




obtencién

del concreto

y varilla
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colocacion
de castillos

v dalas 3

\S

corte y doble / 4
de varillas °
para el colado

fig. 1.4

cimbra

alés. comienzan en un nodo que llamamos s y termina en otro llamado t, que representan el
r el fin del proyecto, el ingeniero plantea su problema de tal manera que pueda saber
mpiéza y donde termina una actividad, para ello, une mediante una flecha lo que es el
ipio. y el fin de cada actividad, representando asi mediante la flecha a la actividad A(i,j), se
: que no todas las actividades se pueden realizar al mismo tiempo, es decir, se tiene que

ar algunas antes de iniciar otras, entonces con los datos obtenidos en su investigacion el
;s4fero forma la siguiente figura:

colado

Usando los datos de la figura 1.1 el ingeniero forma la siguiente tabla.

A(i)) Descripcién tiempo

A§S’1g Excavacién

A(s,2 Obtencidn del concreto 8

A(1,3)| Colocacién del acero de refuerzo 4
para los castillos y dalas 9

A(2,1)] ficticia

A(2,4)| Corte y doble del acero de refuerso 5
para el colado

Ag,:l) colocacion de la cimbra 10

A(4,t) | Colado 3

tabla 1.1

En la figura 1.4 nos indica el seguimiento de cada una de las actividades, indicindonos cual
actividad se debe de realizar primero, cual después y el tiempo que se necesita en cada una de
ellas se muestra en la tabla. En la figura se puede observar 7 actividades, estas son A(s,1), A(s,2),
A(1,3), A(2,1), A(2,4) (3,4) y A(4,t) de las cuales una de ellas la A(2,1) es ficticia y por lo tanto
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& ﬁecesita tiempo para realizarla pero nos indica que no se puede realizar la actividad A(1,3)
e halla terminado la actividad A(s,2) pero tambien tenemos que la actividad A(1,3) no puede
ezar hasta que termine la actividad A(s,1) es decir no puede colocar el acero de refuerzo sin
¢ hecho la escavacion y no puede cortar la varilla sin haberla adquirido antes, tambien nos
ra con la figura que no puede colar si antes no se realizaron todas las demas actividades.

qui podemos observar que la méxima duracién del proyecto es de 18 dias ya que el camino
une a las actividades A(s,1) y A(1,t) es el mds largo del proyecto.

3.2 Establecimiento de una fabrica

na fabrica, se pretende elaborar un producto para su comercializacién, pero es necesario primero
uirir el equipo y proceder a su instalacién, para ésto se contrata a un ingeniero que estudie la
anera de realizar la adquisicién e instalacién del equipo. El ingeniero ha hecho las averiguaciones
ertinentes y ha observado que son necesarias 7 actividades:

‘1.- compra de equipo,

2.- entrenamiento del personal,

- bisqueda del mercado de capital,

— instalacién de equipo,

5.- célculo del presupuesto,

financiamiento para 5 afios de produccién,

- prueba de equipo,

las cuales requieren ciertos tiempos para cada actividad (en dias).

Usando estos datos el ingeniero forma la siguiente red
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Financiamiento
1\ para 5 afios

‘Céleulo de de produccién
' presupuesto

Entrenamiento del personal

Bisqueda
- de capital 5 Compra de
equipo

Instalacién
del equipo

fig. 1.5

reniero se ha percatado de que algunas actividades no se pueden comenzar hasta que otras
terminado como por ejemplo: para poder saber cuinto se gastard, es necesario comprar
oy para saber el financiamiento primero es fiecesario conocer con cudnto capital se cuenta
ito se debe saber cudles actividades podemos realizar primero y cudles después.

figura anterior se puede notar que para poder comprar el equipo primero se debe cilcular
upuesto y que para poder probarlo primero se debe de capacitar al personal, también se
sérvar que para poderlo instalar primero se debe de comprar, por tltimo se da cuenta que
der probar el equipo se debe tener todo ya listo, es decir, se debe de cdlcular el presupuesto,
eliequipo, capacitar al personal, instalarlo, buscar el capital, siendo este el final del proyecto
odemos observar que la duracién del proyecto es de 20 dias.

empos para cada actividad se especifican en la siguiente tabla.
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'_X(i,j) Descripcién Tiempo
A(s,1) Calculo del presupuesto 1
A(s,2) Bisqueda de capital 10
A(s,4) Entrenamiento del personal 12
A(1,4) Financiamiento para 5

afios de presupuesto 6
A(2,3) Compra de equipo 5
A(34) Instalacién 4
A(4,t) Pruebas de equipo 8

hos otros mds que existen en la vida real.

cto.

:Decision preliminar.

.- Estudio de mercado.

. ‘Reporte de estudio.

'Sugerencia del disefio.

5 .'Lista. posible de proveedores.

Estimacién de la capacidad de poduccién.
‘V'LVista. de posibles distribuidores.

“Estudio de campafia de publicidad.

9-- Estudio del disefio.

10:- Cotizacién de precios.

tabla 1.2

Fabricacién de un nuevo Producto

13

."at'os dos problemas que hemos mencionado son problemas que utilizamos como ejemplo de

continuacion se presentan las actividades necesarias para la fabricacién de un nuevo producto.

nuacién se enlistan las actividades de un proyecto consistente en la fabricaciénde un nuevo
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. Prondsticos de Venta.
C:i.lculo de costos de publicidad.
: '_‘C“ompra de material.

Pruebas de produccién.

“,Presupuesto.

6 Estrategia de ventas.

:.7,.- Pruebas de control de calidad.
8.- Resultados de publicidad.

A.9..— Lanzamiento al piblico.

(continuacién presentamos la red que se forma con estas actividades

4 [0 e
(o /
11/ @ o

fig. 1.6

.De acuerdo a la figura 1.6 se forma la siguiente tabla donde las actividades se encuentran
umidas de la siguiente manera en la primera columra se muestran los A(i,j), en la segunda
vlumna se muestra la lista de actividades del proyecto y en la tercera columna se indica la duracién
le cada actividad (en dias). Determinese la duracién minima del proyecto.
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AL Actividad Duracién
A(s,1) Decisién preliminar, 15
A(1,2) Estudio de mercado, 30

- A(2,3) Reporte de estudio. 2

-2 A(3,4) Sugerencia del disefio. 10
A(3,5) Lista posible de proveedores. 4
A(3,6) Estimacién de la capacidad 10

de produccién.

- A(3,7) Lista de posibles distribuidores. 4
A(3,8) Estudio de campaiia de publicidad. 20
A(4,9) Estudio del disefio. 40
A(5,10) Cotizacién de precios. 10
A(6,11) Prondsticos de Venta. 8
A(7,11) "~ Célculo de costos de publicidad. 6
A(8,14) Compra de material. 20
A(9,12) Pruebas de produccién. 30
A(10,9) Presupuesto. 15
A(11,8) Estrategia de ventas. 3
A{12,13) Pruebas de control de calidad. 30
A(13,11) ficticia.

A(13,14) Resultados de publicidad. 12
A(14,1) Lanzamiento al piblico. 7
tabla 1.3

-Este problema como podemos observar tiene ya un nimero mayor de actividades incluyendo
gﬁnas actividades ficticias, estas actividades se utilizan cuando en algun proyecto existe una
_:a,_cién que 10 requiere tiempo ni recursos pero se utiliza por alguna circunstancia especial, esta
ividades ficticias se representa por una linea punteada, éstas son actividades que los problemas
mencionados anteriormente no las tenian, por consiguiente este es ya un problema mas real y por
‘tanto para resolverlo es necesario estructurarlo mds detalladamente mediante una red la cual
s representa paso a paso todas las actividades y la ruta que se tiene que seguir para poder Ilegar
2. dltima actividad y asi poder conocer la duracidn y el costo del proyecto, pero para esto es
comendable utilizar algin procedimiento de lo cual hablaremos mas adelante.

En el siguiente capitulo veremos c6mo clasificar las actividades en criticas o no criticas ademas
encontrar el tiempo suficiente que necesita cada actividad para terminar el proyecto y observar
yué tiempo tiene cada actividad para comenzar y terminar, al cual se le llama tiempo de holgura,
veremos como representar nuestro problema, observaremos c6mo relacionar el costo con la duracién
de una actividad y como acotarla.
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ulo 2

TECNICA CPM EN LA
UENCIA DE PROYECTOS

Fatnacion de un proyecto por CPM consiste en planear, programar y controlar cada una de
dades del proyecto.

e de planeacién significa descomponer el proyecto en actividades distintas. Los tiempos
actividad se dejan para después y se constriye un diagrama de red donde cada uno de sus
spresentan una actividad. La construccién de esta red nos ayuda a estudiar los diferentes
en-detalle, sugiriendo mejoras antes de que este trabajo se ejecute.

ogramacion nos ayuda a construir un diagrama de tiempos para conocer cuindo comienza
o termina una actividad y su relacién con las demas, ademas el proyecto debe sefialar las
es criticas que son las que requieren la mayor atencién si se quiere terminar oportunamente.

‘que una actividad es critica si una demora en su comienzo causara una demora en la
terminacién del proyecto. Una actividad no critica es la que si se adelanta o atrasa no
“ningtin cambio en la duracién del proyecto.

irolar un proyecto significa que se puede disminuir el tiempo de éste y por lo tanto se
a el costo, es decir, se puede optimizar el costo de un proyecto bajo un tiempo rasonable.
actividades no criticas el programa debe mostrar los tiempos de holgura que pueden
se cuando dichas actividades se demoran.

ontrol de un proyecto incluye el uso de la red de flechas y la grifica de tiempos para hacer
- peribdicos del progreso. La red por consiguiente puede actualizarse y analizarse y si es
© determinar un nuevo programa para la porcién restante del proyecto.

aplicacién del CPM deberd proporcionar un programa, especificando las fechas de inicio y
acion de cada actividad. La red constituye €l primer paso para poder lograrlo. Debido a la
¢ion de las diferentes actividades, la determinacién de los tiempos de inicio y términacién,
de calculos especiales. Estos calculos se realizan directamente en la red usando aritmética
'Y con lo cual las actividades se pueden clasificar en criticas y no criticas.

17
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ante veremos que la actividad no critica tiene un tiempo de holgura que nos indica el
‘ijuede atrasarse la actividad sin que otras actividades sufran algin cambio tanto en el
en el tiempo.

terminacion de la Ruta Critica

{tica define una cadena de actividades a las cuales no se ies puede disminuir el tiempo
; estan con el minimo tiempo posible, las cuales conectan los eventos iniciales y finales
n otras palabras la ruta critica identifica todas las actividades criticas del proyecto.
10 el método para determinar la ruta critica con un ejemplo, pero antes diremos como
delacién del problema.

piciar, es conveniente representar a los nodos de la siguiente maneras:
odo que representa los eventos parai =s, 1,2, 3, 4, 5, 6.... t;

presenté, la actividad que comienza en el evento i y termina en el evento j ademas t(i,j)
I tiempo y el costo de la actividad A{i,j), respectivamente.

conjunto de todos los eventos, es decir N lo podemos reprecentar como {s, 1,2,3,4,...t}.
una ruta que conduce del evento inicial s al evento final k.

k)) la duracién de la ruta, es decir

HO(kY) = D #i5)

A(i.5)eC(k)

ife el siguiente ejemplo calculemos la duracién de una ruta.

eremos el proyecto representado por la siguiente grifica.
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fig. 2.1

-oyecto esta formado por 5 eventos y 8 arcos, los eventos y los arcos forman una red que
; 5 y termina en t, los cuales tienen sus tiempos determinados que son:

=20 dias

= 10 dfas

30 dias
dias

70 dias

ta seria la formada por las actividades A(s,1), A(1,2), A(2,3), A(3,t) y su duracién estd

8(1,2) + ¢(2,3) + (3,t) = 20 + 30 + 1 + 5 = 56 dfas.
muchas rutas mas pero solo una es la que nos interesa la cual encontramos acontinuacién:
inando la ruta que nos indique la duracién del proyecto.

culos para la ruta critica la cual definiremas mds adelante requiere dos faces, la primera
cdlculo hacia adelante, la cual empieza en s y termina en t, donde en cada nodo se calcula
~que representa el tiempo de inicio mas rapido del evento correspondiente. La segunda
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ﬁlo hacia atrds, comienza en el nodo t y termina en el nodo s y el niimero calculado
epresenta el tiempo de inicio mas tardio del evento correspondiente.

» inicio mds rapido es lo menos que debe esperar para comenzar la actividad, el
nas tardfo es lo maximo que puede asperarse para comenzar la actividad.

iacia adelante para la grifica dada se representan a continuacién:

& inicio més rapido de todas las actividades que comienzan en j, se representa como
mpos de inicio mids rapido se obtienen con la férmula:
TIMR; = max[TIM R;+4(i,j)], i antecesor de j

TIMR,=0 si j=s

§0+20] = 20 dias J

' Max[0+10, 20+30] = Max[10, 50] = 50 dfas
Max{20+5, 50-1] = Max[25, 51] = 51 dfas

Max [20470, 50+2, 51+5] = Max[90, 52, 56] = 90 dias

operacién terminamos los cilculos hacia adelante el cual determina la duracién del

os hacia atrds comienza desde t y terminan en s. lo que se quiere es encontrar los
cio mas tardio, TIMT; representa el tiempo de inicio mas tardio del evento i para
idades que comienzan en el evento i. Para encontrar estos tiempos se usa la siguiente

TIMT; = min[TTMT; - t(i,j)] Vi,#t,jsucesor de i

TIMT, =TIMR, sii=t

1do ahora todos los tiempos més tardios de cada uno de los eventos tenemos

.“TIM R, = 90 dias

TIMT, - t(3,t) = 90-5 = 85 dias

min[TTMT; - t(2,t),TIMT; - £(2,3)] = min[90- 2, 85-1] = min[88, 84] = 84 dias
.'min[TIMTt - H(1L,t),TIMT; - £(1,3),TIMT; - t(1,2)]=min[90 -70, 85 - 5, 84 - 30] =
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de la tuta critica se pueden identificar usando los resultados que encontramos
de podemos observar que una actividades A(i,j) estd en la ruta critica si satisface

cTIMT; = TIMT; - TIMR; = t(i,j).

es que nos definen la ruta critica para nuestro ejemplo son A(s,1), A(1,t), que

a no es critica cuando se tiene una actividad A(i,j) que no cumple las tres condiciones
s anteriormente, por ejemplo, si se tiene la actividad A(2,3) del ejemplo anterior pode-
ue los tiempos de inicio mas ripido son diferentes a los tiempos mas tardios.

probar esto hagamos los célculos:

i.'coﬁdicién:
max[0410, 204+30] = max[10, 50] = 50 dias

min[TIMT; - t(2,6),TTMT; - £(2,3)] = min[90- 2, 85-1] = min[88, 84] = 84 dias
da Condicién:

2, = max[20+5, 50+1] = max[25, 51] = 51 dfas

= TIMT, - t(3,t) = 90-5 = 85 dfas

condicién :

‘R3 - TIMT, = 51 - 84 = -33

tT3 - TIM Ry = 85 - 50 = 35

o las condiciones no se cumplieron podemos decir que esta actividad no se encuentra en la
ica.

‘Puede afirmar que el tiempo de 90 dias es el mas rapido para terminar el proyecto ya que si
o8 otra ruta veremos que es mds corta en duracion. i
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rminacion de las Holguras

5 ‘determinacion de las rutas criticas, deben calcularse las holguras de las actividades no

vidades que se forman de la red de un proyecto podrian tener algiin retraso en el tiempo
ez también se podrian adelantar algunas actividades, es decir, realizarlas en menor
indicado, este adelanto o retrazo en el tiempo de realizacién de cada actividad se le
. , dicha holgura se representa mediante una H y para conocer por ejemplo la holgura
vidad i lo hariamos de la siguiente manera:

H;=TIMT,—TIMR; para todot ¢ N.

nente una actividad critica debe tener una holgura cero, de hecho, esto es una condicién

ocimiento de los tiempos de holgura en nuestro proyecto da origen a que se realice un
sambio en el programa que se utiliza para encontrar el tiempo maximo por medio del
) Dijkstra.

‘Btenémos la holgura de cada uno de los eventos del ejemplo anterior cbtendremos lo si-

(l]‘}‘—’0=0d1'a.s

20 - 20 = 0 dias
84 - 50 = 34 dias
35 - 51 = 34 dfas
0 - 90 = 0 dias

hblgura, indica el tiempo que se puede esperar para empezar alguna actividad que parte
o evento i, quiere decir que las unicas actividlades que no se deben de retrasar son las
s A(s,1) y A(1,t) por lo tanto las actividades que se pueden retrasar son las actividades
A(1,2), A(1,3), A(2,3), A(2,t) y A(3,t), pero si se retrasan més de lo indicado se retrasa
toyecto,

:" gura importante es la holgura total

tipo de holgura nos sefiala el retraso que existe entre empezar A(i,j) lo més ripido posible
ue su terminacion se retrasa lo mas posible, en otras palabras, lo que podemos tardar
o A(i,j), ¥ la obtenemos de la siguiente manera:

x HT(i,j) = TIMT; — TIMR; - t(i,j)

'c'l}la.ndola, para el problema anterior seria:

(5,1) = 20 - 0- 20 = 0 dias
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E(5,2) = 84 - 0- 10 = 74 dias
\1.2) = 84 - 20 - 30 = 34 dias
—85-20-5= 60 dias
90 - 20 - 70 = 0 dfas

= 85 - 50 - 2 = 33 dias

i

90 - 50 - 2 = 38 dias
HT(3,4) = 90 - 51 - 5 = 34 dias
,‘ Existen otros tipos de holgura los cuales para fines pricticos de nuestro problema no se utilizan.

T.a determinacién de las holguras en las actividades es muy importante ya que son las que nos
ican que tanto podemos retrasarnos en la actividad para no retrasar el proyecto y nos indica
bien cual es el tiempo maximo que podemos retrasarnos en iniciar una actividad antes de que

convierta en critica.

3 Relacién entre Duracién y el Costo de una Actividad

¢} capitulo anterior vimos la manera de construir una red por medio de un ejemplo. Observamos
manera de encontrar la ruta mds rdpida, sin embargo no mencionamos el costo de la actividad ni
] costo del proyecto, pero sabemos que si aumentamos la marcha de alguna actividad para reducir
racion, esto ocasionaria un aumento en el costo total ya que al apurar una actividad el costo
actividad aumenta y por lo tanto también el costo del proyecto.

‘El método CPM nos proporciona la técnica para optimizar la relacién que existe entre costo y
iempo de un proyecto. Para esto observamos que para cada actividad de una red se requiere de
n rango de tiempo para su terminacién, ademas el tiempo de realizacién se disminuye a costa de
entar el costo es decir con la duracién mas corta el costo es maximo.

~ -Veamos un ejemplo sencillo para observar como va aumentando el costo cuando el tiempo
sminuye.

Ejemplo:

Se considera una excavacion simple, como la de una zanja para una tuberia. Habra varios
étodos de construccién que sean aplicables, incluyendo el trabajo manual por sf solo, asi como
as diferentes formas mecinicas de excavacién. Consideraremos que la tuberia es corta con muchos
ambios de direccién y que lo mds practico es el trabajo manual.

Lo primero que debe sefialarse es la magnitud del trabajo, esto es, estimar los volumenes de
erra a remover, ademas de fijar el tamafio de la cuadrilla.

- Suponiendo que el tiempo maximo del trabajo es de 8 horas al dia, 5 dfas a la semana, que
irabajo requiere 300 dias hombres, que el numero de hombres en la cuadrilla es de 10, y que el
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. de 18 unidades por dia por cada hombre, entonces, considerando que trabaja una

-%0 = 30 dias habiles.
10x30x18 = 5400 unidades.

1a cuadrilla trabajando dos turnos y el segundo turno tiene un salario obligado de
costo extra por dia, entonces seran necesario mas recursos para la misma cantidad

con dos turnos es de 32 lo que nos da 15 dfas haibiles.
1 dos turnos para el 1°" turno seria 10x15x18 = 2700

n aos turnos para el 2% turno seria 10x15x19 = 2850
al es de 5550. '

arecida para una cuadrilla trabajando 3 turnos con un salario obligado de dos
t para el tercer turno se tiene.

*con tres turnos es de 300 lo que nostda 10 dias habiles.
tres turnos para el 1°" turno seria 10x10x18 = 1800
.tres turnos para el 2% turno seria 10x10x19 = 1900
es turnos para el 3"° turno seria 10x10x20 = 2000
ies de 5700.

cién la podemos colocar en la figura siguiente relacionando el costo y el tiempo.

costo

5700 3 turno
5550 2 turnos
5400 1 turno

10 15 30 duracién

fig. 2.2

e ‘ahora puede ser calculada en cualquier periodo intermedio de terminacién. A
mentan los turnos, se incrementars el costo de la operacion, pero siempre ha.y un
a, 0o se puede d.lSII]_lnlllI‘ de duracién. A esta duracién se le lama duracién minima
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e denota como d(i,j) y el costo de esta duracién sera la mdxima a la cual se le llama C(i,j).

Por otro lado el costo minimo designado como c(i,j) esta relacionado con la duracién méxima a
aracién con el costo minimo se le denomina D(i,j).

Entre la duracién mdxima y la minima existe una infinidad de duraciones, si nosotros encon-
4mos todas las soluciones que existen entonces se formard una linea recta uniendo la duracién
Zxima y la minima como se ve en la figura.

C(i)

e(i,j)

d(iyj) (1)

fig. 2.3

Por lo tanto con los puntos que se forman en la recta los cuales son (D(i,j), c(i,j)) ¥ (d(i,),
.C(i,j}) podemos ver que la pendiente que se forma es la signiente:

se forma es la si
PGS) = pii=a)

Esta formula se usa para el acortamiento de una actividad como lo veremos a continuacién.

2.4 Acortamiento de una actividad

. Para acortar un proyecto lo que debe de buscarse primero son escoger aquellas actividades cuyos
incrementos de costo por unidad de tiempo sean menor que las otras que se encuentran en la misma
ruta. El costo por unidad de tiempo se obtiene con la signiente férmula:
P(i,j) = Cfi,j)—c(i.3
J) = DA

para cada actividad A(ij).
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costo

C(iJ)

C(ij)

c(i.j)

d(i,;) t{ij) D(@,j) duracién
fig. 2.4

tonces tomando los puntos (d(i,j), C(i,j)) ¥ (D(ij), ¢(i,j}} podemos ver que la pendiente que
a al obtener el costo por unidad de la siguiente forma:

Sy Clig)=cli
= DGE-dd

la ecuacién dados dos puntos de una recta y tomando los puntos mencionados anteriormente

_oelig —C4,j
= #4)~D(ii

1j) = o(ij) - P(i)t(1) + P(i.5)D(.)]
0 como ¢(i,j) + P(i,j) D(i,j) es una constante a la cual la llamamos ¢(i,j) entonces nos queda
siguiente manera:

(i) = (i) - P(i)()

el ejemplo anterior la duracién mixima D(i,j) es de 30 dias y el costo minimo c(i,j) = 5400
ras que la duracién minima d(i,j) es de 10 dias y el costo méximo es de 5700 entonces el
nento que existe por cada unidad de tiempo es de P(i,j) = 209=8400 — 15 ynidades, el cual
€a que al aumentar una unidad de tiempo, disminuye 15 unidades de costo.

Atonces para reducir el tiempo de todo el proyecto, lo primero es reducir la duracién de las
dades criticas, y elegir la que tenga menor incremento de costo por unidad.

ra explicar mds claramente el proceso de reduccién del tiempo de los proyectos veamos un
lo. Observaremos cuantos caminos existen desde el nodo origen s al nodo destino t y obten-
8 la duracién de cada uno de ellos; tomaremos el de mayor duracién y trataremos de disminuir
acion del mismo, buscando la actividad que tiene el costo minimo por unidad de tiempo en
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Ia siguiente red que representa un proyecto:

$ta red los valores de cada actividad tanto en costo como en duracién se dan en la siguiente

era columna tenemos las actividades, en la segunda el nodo inicial, en la tercera el
siguen duracién maxima, mfnima, costo minimo, costo maximo y costo por unidad
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r_']:)_ura.cic'm Costo Costo por unidad de
Maxima] Minima | Minimo |M3xima| ‘iempo
£
- D@,j) | did) | <G Ci.4) P(i,j)
5 2 100 199 33
2 1 50 80 30
2 1 150 180 30
7 5 200 250 25
5 2 20 41 7
4 2 20 40 10
3 1 60 80 10
10 6 30 62 8
-8 2 10 19 3
-9 5 70 90 5
4 1 100 130 10
3 1 140 160 10
3 1| 200 [ 2290 10

tabla 2.1

actividades se encuentran en su maxima duracién para que el costo de cada una sea
entras que el costo de total del proyecto se calcula como la suma del costo de cada

proyecto.
Corrida de escritorio

la red podemos encontrar todos los caminos que existen desde el nodo s al nodo t y
rvar que son los siguientes:

idad se representa por letras mayusculas y ulilizamos la duracidnes mdzrimas repre-
emanas las cuales ponemos entre parentesis es decir A(5) representa la actividad A
t6n de 5 semanas:

; J(9) = 11 semanas

5) + M(3) = 10 semanas

F(4) + M(3) = 12 semanas

E(5) + K(4) + M(3) = 17 semanas

+ E(5) + L(3) = 13 semanas

+ D(7) + G(3) + J(9) = 24 semanas

+ D(7) + G(3) + I(5) + M(3) = 23 semanas
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. D(7) + H(10) + M(3) = 25 semanas
K(4) + M(3) = 9 semanas
+ L(3) = 5 semanas

er que la duracién maxima del proyecto es la del camino nimero 8, el cual tiene una
35 semanas v el costo total del proyecto es 1150.

& las actividades A, D, H y M son actividades criticas ya que si se les aumentara o
el tiempo, €l tiempo total del proyecto cambiarfa.

jguiente grafica se muestra con flecha doble la ruta critica

t(t)=25

£(5)=22

t(4)=10
H(10)

fig. 2.6
e t(i) = TIMR; (Tiempo de Inicio M4s Répido en i)

ede ver que la duracién méxima del proyecto es de 25 semanas.

siguiente tabla podemos observar que en la columna de modificacién de duracién tenemos
ue aumenté o disminuyé cierta actividad y lo mismo sucede en la dltima columna pero
psto,
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Duracién Modificacion Costo minimo|Modificacién de
de duracién costos
No
j | Criticajcritica + - + -
S 100
.| 3 2 50
o 4 2 150
il o 7 200
1] 4 5 20
1| 5 4 20
121 3 3 60
il2|5) 10 30
13 5 5 10
183 9 70
{5 4 100
1t 3 140
1t| 3 200
25 Costo directo minimo 1150
tabla 2.2

Primera Programacion

nos reducir el tiempo del proyecto cuidando que nos salga lo mas barato posible, por lo
ca la actividad critica que tenga el costo por unidad de tiempo mas bajo, podemos
> esta es la actividad H (ver la tabla 2.1} que se puede reducir hasta 4 semanas, pero si
4 semanas a la actividad H entonces la duracién de la ruta seria de 21 pero no asi la del
eria de 24 que es la duracién de la ruta 6, asi que bajar 4 semanas a la actividad H
t05 innecesarios pues la duracién del proyecto no disminuye en la misma forma. Pero
bajarle 1 semamna con lo cual obtendremos 2 rutas critica de 24 semanas de duracién

nos obtenidos entre s y t quedarfan como sigue:
+ J(9) = 11 semanas

) + I(5) + M(3) = 10 semanas

€5) + F(4) + M(3) = 12 semanas

5;) + E(5) + K(4) + M(3) = 17 semanas

) + E(5) + L(3) = 13 semanas

) + D(7) + G(3) + J(9) = 24 semanas

+ D(7) + G(3) + I(5) + M(3) = 23 semanas

IV
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(5) + D(7) + H(9) + M(3) = 24 semanas
(2) + K(4) + M(3) = 9 semanas
€(2) + L(3) = 5 semanas

fe'la Ted noa quedaria de la siguiente manera:

s agregandosele las 8 unidades de aumento:

ervese que ahora existen dos rutas criticas en la red.

31

0 tanto como la actividad H se reduce 1 semana entonces el costo del proyecto se aumenta
ades quedando en 1158 como se observa en la siguiente tabla donde se suman los costos
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- Actividad | Duracién Modificacién Costo minimo| Modificacién
. de duracién de costos
"Deno No

‘_‘ﬁ]jna i|j | Critica|critica + - + -
' cién
A s|1| 5 100

B |s]3 2 50

C s[4 2 150

‘D 112 7 200

£ 1|4 5 20

F |15 4 20
el 2131 3 60
H |2{5] 9 1 30 8

I 315 5 10

_ 3jt] 9 70

K 4.5 4 ' 100
‘ 4l t 3 , 140

‘M. |5t 3 200

uracion 24 Costo minimo 1158

tabla 2.3

Fl costo de la actividad H se incrementa en 8 siendo ahora de 38 unidades.

Segunda Programacion

Ahora debe analizarse los dos caminos que existen pues hay que reducir la duracién simultane-
nte hasta que aparesca otra ruta critica o no puedan reducirse mais estas, Ha,y 6 actividades
eptibles de acortarce,son A, D, G, H,J y M.

Tenemos las siguientes opciones para disminuir la duracion de ambos caminos:

1) A con costo = 33

2) D con costo = 25

3} Gy H con costo = 10 + 8 = 18
4) Gy M con costo = 10 + 10 = 20
5‘)JyHc0ncost0=5+8=13

6) J y M con costo = 5 + 10 = 15

Podemos ver que reducir las actividades J y H nos cuesta menos. Por otro lado, la ruta 7 tiene
dura,cmn de 23 semanas por lo que sélo podemos bajar una semana de duracién a la ruta
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a, para lo cual bajaremos 1a J y 1 a H.
puede observar que ahora los caminos son:
~B(2 ) + J(8) = 10 semanas

~B(2) + I(5) + M(3) = 10 semanas

= A(5) + F(4) + M(3) = 12 semanas

4.- A(5) + E(5) + K(4) + M(3) = 17 semanas
5.- A(5) + E(5) + L(3) = 13 semanas

6.- A(5) + D(7) + G(3) + J(8) = 23 semanas

7. A(5) + D(7) + G(3) + I(5) + M(3) = 23 semanas
8- A(5) + D(7) + H(8) + M(3) = 23 semanas

9.- C(2) + K(4) + M(3) = 9 semanas |

10.- C(2) + L(3) = 5 semanas

Nuestra red es ahora la siguiente:

B(2)

AN H(8)

fig. 2.8

El costo del proyecto es de 1171 como se ve en la siguiente tabla:

33
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¢tividad | Duracién Modificacion Costo directo { Modificacién
: de duracién de costos
1o No
nali | j | Criticalcritica + - + -
s{1f 5 100
1813 2 50
s|4 2 150
112 7 200
114 5 20
115 4 20
213 3 60
2{5| 8 1 38 8
3{5( & 10
3/t 8 1 70 5
415} 4 ' 100
4it 3 140
5/t) 3 200
uracion 23 Costo directo minimo 1171
tabla 2:4

Tercera Programacion

as opciones que tenemos para reducir las 3 rutas criticas simultaneas sera:
1) A, costo = 33

2) D, costo = 25

. y H, costo =10+ 8§ = 18

4)M yJ,costo=10+5=15
§)J,IyH,costo=5+3+8=16

La opcién mds barata es la 4 con las actividadesM y J.
La duracién de cada camino es:

1.- B(2 ) + J(6) = 8 semanas

©2-B(2) + I(5) + M(1) = 8 semanas

3.- A(5) + F(4) + M(1) = 10 semanas

4 A(5) + E(5) + K(4) + M(1) = 15 semanas

5. A(5) + E(5) + L(3) = 13 semanas
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+ D(7) + G(3) + J(6) = 21 semanas

:+ D(7) + G(3) + I(5) + M(1) = 21 semanas
+ D(7) + H(8) + M(1) = 21 semanas

+ K(4) + M(1) = 7 semanas

(2) + L(3) = 5 semanas

ces el costo aumenta un total de 30 es decir el costo aumenta de 1171 a 1201 con una
de 21 unidades quedando la red como sigue.

podemos ver los caminos siguen siendo los mismos pero disminuyo el tiempo y tambien
 costo y lo cual se puede observar en la siguiente tabla.




Capitule 2. LA TECNICA CPM EN LA SECUENCIA DE PROYECTOS

Duracidn Modificacion Costo directo | Modificacién

No

Critica|critica + +

i

e b L0 GO B DN b e = oo
L L I S o 4 R 1 O R o - . Y

ZER“~maoeECGaR

(S

2
Costo directo minimo

tabla 2.5

Cuarta Programacion

Las opciones ahora son:

1) A, costo = 33

2) D, costo = 25

3) G y H costo = 18
4)J, 1y H costo = 16

Como podemos observar la mejor opcién es la nimero 4 con un aumento de 16 por unidad
quiere decir que el costo del proyecto pasaria de 1201 a 1217 donde J y M han llegado a su duracién
minima y la duracién del proyecto serd de 20 unidades como podemos ver en los caminos:

1.- B(2 ) + J(5) = 7 semanas

2.- B(2) + K4) + M(1) = 7 semanas

3.- A(5) + F(4) + M(1) = 10 semanas

4.- A(5) + E(5) + K(4) + M(1) = 15 semanas




cortamiento de una actividad

A(5) + E(5) + L(3) = 13 semanas

- A(5) + D(7) + G(3) + J(5) = 20 semanas

~A(5) + D(7) + G(3) + I(4) + M(1) = 20 semanas
- A(5) + D(7) + H(7) + M(1) = 20 semanas

C(2) + K(4) + M(1) = 7 semanas

0.- C(2) + L(3) = 5 semanas

or lo tanto la red nos quedaria de la siguiente manera:

B(2) _

AN H(7)

fig. 2.10

El costo del proyecto esta representado en la siguiente tabla:

(3)

t(t)=20

37
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[ Duracién Modificacién Costo directo | Modificacién
P de duracidn de costos
No
Criticalcritica + - + -
T1] 5 100
3 2 50
4 2 150
2007 200
4 5 20
15 4 20
3| 3 60 8
5| 6 1 46 3
15 3 1 10
|t 5 1 85 5
5| 4 ‘ 100
t 3 140
o] 1 220
20 Costo directo minimo 1217
tabla 2.6

Quinta Programacién

iones ahora son:

demos observar la mejor opcién es la nimero 3 con un aumento de 18 por unidad
ue €l costo del proyecto pasarfa de 1217 a 1235 y la duraciéon del proyecto serd de 19
o podemos ver en los caminos:

)+ J(5) = 7 semanas

) + 1(4) + M(1) = 7 semanas
S) + F(4) + M(1) = 10 semanas
)+ E(5) + K(4) + M(1) = 15 semanas
) + E(5) + L(3) = 13 semanas




nto de una actividad ”

D(7) + G(2) + J(5) = 19 semanas

B(7) + G(2) + I(4) + M(1) = 19 semanas
@(‘7) + H(6) + M(1) = 19 semanas

X (4) + M(1) = 7 semanas

: (3) = 5 semanas

o la red nos quedaria de la siguiente manera:

t(3)=14
3 ) J(5)

1(4)

t(5)=18 t(t)=19
5 \ M1

(3)

t(4):10
H(6)

fig. 2.11

 costo representado por la siguiente tabla.
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Duracién Modificacién Costo directo | Modificacién
de duracién de costos
No
Critica critica + - + -
T 5 100
3 0 50
14 2 150
21 7 200
4 5 20
5 4 20
13] 2 1 60 10
_5 6 1 b4 8
-5 3 13
J| t| 5 90
i 5 4 - 100
t 3 140
t] 1 220
19 Costo directo minimo 1235
tabla 27

Sexta Programacién
s las siguientes opciones:
¢costo = 33

o
sto de 25

3 podemos observar la mejor opcién es la nimero 2 con un aumento de 25 por unidad
&r que el costo del proyecto pasaria de 1235 a 1285 donde y la duracién del proyecto serd
tidades como podemos ver en los caminos:

é2) + J(5) = 7 semanas
¢(2) + I(4) + M(1) = 7 semanas

A(5) + F(4) + M(1) = 10 semanas

5) + E(5) + K(4) + M(1) = 15 semanas

5) + E(5) + L(3) = 13 semanas

5) + D(5) + G(2) + J(5) = 17 semanas

5) + D(5) + G(2) + I(4) + M(1) = 17 semanas



ortamiento de una actividad m

\(5) + D(5) + H(6) + M(1) = 17 semanas
2) + K(4) + M(1) = 7 semanas
C(2) + L(3) = 5 semanas

# lo tanto la red nos queda de la siguiente manera.

B(2)

- quedando representado el costo mediante la signiente tabla:
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[ Duracién Modificacién Costo directo | Modificacién
de duracion de costos
No
Critica| critica + - + -
T 5 100
3 2 50
41 2 150
2l 5 2 200 50
14 5 20
11| 5 4 20
12(3] 2 70
thl 5] 6 62
AR 4 13
ilt] 5 90
5] 4 ‘ 100
L[t 3 140
5l t] 1 220
: 17 Costo directo minimo 1285
tabla 2.8

Séptima Programacion

4. 0pcién que tenemos es:
qosto de 33 por unidad y se puede reducir en 3 semanas por lo tanto el tiempo se reduce
?einana.s y el costo aumenta 99 unidades es decir aumenta de 1285 a 1384 unidades.

anto la red nos queda de la siguiente manera:



iento de una actividad

esta representado en la siguiente tabla; "

#(3)=9
L \d(D)=2 I(5)
(4)
D(5)
|« (5)
2
t(2)=7 t(4)="7
H(6)
fig. 2.13

tabla 2.9

tividad { Duracién Modificacion Costo minimo| Modificacién
s de duracién de costos
No
| j | Criticalcritica + - + -
s| 1| 2 3 100 99
s|3 2 50
5|4 2 150
l1f2] 5 250
1fa 5 20
1i5 4 20
213 2 70
2(5] 6 62
315 4 13
3[t| 5 90
= |45 4 100
Ba gl g 3 140
L [sle] 1 220
iracion 14 Costo directo minimo 1384

43
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‘algunas actividades no sean criticas es decir no tienen la minima duracién, podemos
e ya encontramos un camino en el cual todas las actividades estan con su mfnima
or lo tanto ya hemos terminado y podemos decir que para realizar nuestro proyecto se
“en el costo un total de 1384 con un tiempo de 14 semanas.

ces este procedimiento podemos observarlo en la siguiente tabla en la cual nos indica el
ue ha sucedido al disminuir los tiempos en algunas actividades y en el cual se puede elegir
o del costo alguna programacion de las anteriores y en este se calculan las olguras y
% inicio y terminacién correspondiente a cada actividad.

costo
1384
1285
1235
1217
1201
1171
1158
1150

l

14 17 19 20 21 23 24 25 duracién
fig. 2.14

r lo tanto podemos decir que en un problema complejo existen miles de duraciones costo
i ! . ; A . .
rada duracién determinada por eso decimos que seria muy tardado por este método. Sin

con un modelo matematico se hallaria facilmente la solucién del costo total minimo de

Representaciéon Lineal del CPM

pre a existido una relacién entre el costo y la duracién de una actividad en un proyecto y por
nto podremos asegurar que:

1) El maximo costo del proyecto se alcanza cuando todas las actividades han sido programadas
minima duracién.

)) El minimo costo se da si todas las actividades han sido programadas con duracién mdxima.
intre estos 2 condiciones existe un nimero infinito de caminos que relacionan la duracién y el
o del proyecto. Pero solo existen unas cuantas que lo llevan a un costo 6ptimo. El problema,
iste en encontrar las actividades del proyecto que influyan en la duracién de éste y especificar
llas combimaciones de duraciones de actividades que den lugar al costo éptimo para una
cién determinada del proyecto.
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1 nos indica como determinar los caminos criticos a traves de la red eligiendose
ctividad de minimo costo por unidad de tiempo, disminuyendo su tiempo minimo
a (ue aparezca unh NUEVO Camino critico que no contenga a tal actividad.

idad A(i,j) el costo se calcula por medio de la férmula
C(i,j) = e(i.j) - P(i,)t(i,)

la funcién de costo, ¢(i,j) es una constante fija y P(i,j) es el incremento que
fa actividad por cada unidad que disminuye en el tiempo.

RGOS

) s la duracién minima y D(i,j) es la duracién médxima,y t(i,j) es la duracién de la

be cumplirs que: .

g 0<d(1,))<t(1,j)<D(i,))

TIMR;>TIMR; + t(i,j) VA(i,j)

fnpo de inicio mdas rdpido del evento ‘inicial N, y el evento final N, se dan como
: TIMR, =0

TIMR, = )

una constante que nos representa la duracién del proyecto, la cual es muy importante
cionado con el costo total del proyecto. Deseamos ercontrar el costo minimo cuando
quefia posible. Es decir la forma mas barata de hacer el proyecto lo mds rapido

to diremos que el costo del proyecto viene dado de la siguiente manera:

> Clg)= Y (eli, 5) ~ PG, 4)t(, )

A(3.4) A(i.5)

ema consiste en:

Min )~ C(4,7)

A(i,g)

0 < d(3,7) <t(i,7) < D(3,5) VA(i, 5)

TIMR; > TIMR; +t(i,7)  VA(i,5)
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TIMR, =0

TIMR,= A

; ob jetivo quedaria:

Min Y C(i,5)= Min Y _ (c(i,5) - P(i,5)1(i, )

. A(LT) A(i,d)

ndo un pequefio cambio nos queda de la siguiente manera.

Min ¥ C(,5) = Y e(i,j)~ Maz Y P(i, (i, 5)

A(if) A(43) A(in)

= constante —~ Maz Y  P(i, j)(i, )
" A7)

to este problema se convierte en un problema donde debemos:

Maz Y~ P(3,5)t(i,5)
A(i,4)
0<d<A<D,

TIMR; > TIMR; +1(i,5)  VA(i,j)
TIMR, =0
TIMR: = )

odelo Matematico del CPM

1a anterior observamos que para acortar un proyecto existen muchas duraciones, las cuales
faron en ocasiones haciendo algunas combinaciones de actividades y escogiendo la de
sto hasta alcanzar la minima duracién que no se puedan reducir més.
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sra analicemos la siguiente expresion:

e(ij) - P(L.i)t(i,d)
nde sabemos que P(i,j) es el costo por unidad de tiempo encontrado de la siguiente manera:
. P" ._G'-':J-'_Cih?-
(L) = BEy-ais)
uracién t(i,j) de una actividad cumple con la siguiente restriccion:
0 < d(i,5) < 1(3,3) < D(i,4)

ecir no puede ser mayor que D(i,j) o menor que d(i,j).

ntonces el costo maximo del proyecto es la suma de todos los costos directos individuales con
1,j) definidos y se representa de la siguinte manera:

Aig)
onde A(i,j) indica el conjunto de actividades que forma la red.
or lo tanto el problema consiste minimizar la ecuacién:

PN =Y [eli,5) - P(3, 5)t(i, 7))

A(4,9)

ta a:

0 < d(i,7) < #(i,5) < D(3,5)
£(i,5) < t(4) — t(4)
t(s)=0
1(t) = A

= TIMR;

cuales son los tiempos lo mas pronto posible de terminar y comenzar la actividad A(i,j)
vamente; t(s) es el tiempo del primer suceso y t(t} el tiempo del 1iltimos suceso de la red el
Genominamos A , con un proyecto de n + 1 actividades.

roblema consiste en como encontrar un conjunto de A(i,j) en la red con el costo minino
da valor de A.
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oder Tesolver este problema se puede plantear como un problema de Programacién Lineal
a, de la siguiente manera.

ones fijas
{ t(i,7) < D(s,5)

—4(4,7) < ~d(4,5)

ones paramétricas
”
y »

b

| Tr, t,5) < A

o R; indica un camino entre s y t para deierminado valor de A

:.s_P(A) se debe de minimizar entonces es lo mismo

minP(A) = Y [e(i,5) — P(i, 5)t(s, 5)]

A(ir)

Maz Y P(i,5)i(i, )

A(45)

44, 7) +1(3) - 1(7) < 0
Ht) - t(s) < A
4(4,5) < D(3, 1)

_t(i:j) < _d(?'vj)

Y i) <A

Ry

D t6,5) < A
Ry

»
»

”n

D oti, i) <A
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Estas son las restricciones del problema que esta en forma de Programacién Lineal Paramétrica.
" Veamos con un ejemplo como plantear el problema en forma de Programacién Lineal Paramétrica:
Ejemplo 1

Tenemos una red sencilla:

X
—(

fig 2.17

Los costos y la duracién de cada actividad se detallan en la siguiente tabla:

Actividad Duracion ' Costo unitario
X; i,j Maxima(D) [ Minima(d) P;
X, 8,1 4 1 P,=5
X3 1,2 6 1 Pi=4
Xs 5,2 12 3 P=3
X 2.,¢ 3 1 FP=2
tabla 2.11

Se minimiza la funcién de costos:

P(A) = (cj — P;X;)

o lo que es lo mismo:

minP(A) = E c; — maz EP_.,-X,'

como ), ¢; es constante entonces realizar lo siguiente:

max(Z = Z P;X;)
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Segtin el ejemplo esta funcién sera:
mazZ = 5X; +4X; + 3X2 4+ 2X,

sujeta a:

X, <4
—X, <-1
Xy <6
-X1 <-1
X, <12
-X3 <=3
X, <3
-X; <1
X, + X1 +X: <A
X2'+Xt <A

Entonces se pretende encontrar los valores de X,, X7, X3, yX; que satisfagan la funcién y que
cumplan con todas las restricciones.

Para resolver nuestro problema con mayor facilidad cambiemos el primal por el dual afiadiendo
~ unas variables de holgura y este nos quedaria de la siguiente manera:

minZ =4X, - X1 +6X, - X; +12X; - 3Xs+3X7y - Xz + A(Xg + Xl[))

Restringida a:
Xs— X1 + Xo - Xn =35
Xz — Xy + Xy ~ X12 =
X5 — X¢ + X10 -Xi3 =3
X7—Xg+ Xo+ Xyo -X14=2

donde X771, X312, X13, yX14 son variables de holgura:

: Fulkerson en lugar de resolver el problema de Programacion lineal original, resuelve el problema
dual. El cual tiene caracteristicas de flujo en redes, el cual consiste en encontrar la manera de enviar
la cantidad maxima de flujo desde el suceso fuente al suceso destino de acuerdo a la capacidad de
cada uno de los sucesos.
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ntinuacion veamos con un ejemplo como se resuelve la ecuacion obtenida anteriormente la
ra la siguiente:

maz Y P(i, §)t(3,5)

8(i,5) + () — #(4) £ 0
—t(s) +1() < A
t(i,J’)‘S D(i, )

—t(4,§) < —d(i,5)

tiene la siguiente red

08-valores de cada actividad tanto en costo como en duracién se dan en la siguiente tabla:
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Actividad | Duracién Costo Directo Costo por
unidad de .
minima] maxijnaninima | méxima | tiempo Observaciones
D(ij) {d(i)| c(id) C(1,)) P(ij)
T |s|1] 0 |o | o 0 0 fempo de.
G s| 4] 22 2 0 50000 - No continua
A 112 8 4 420000 700000 70000
B 1]13) 14 12 | 800000 960000 80000
C 213 12 6 1000000 1300000 | 50000
D 214 18 14 § 1080000 1200000 | 30000
B 314 10 8 300000 480000 90000
F 3|5 8 2 1000000 2200000 | 200000
H 45| 14 12 | 1200000 1500000 | 150000
3/ t| 6 6 300000 300000 - No reducible

tabla 2.12

Planteemos este problema.

Como se quiere minimizar la funcion costo total directo:

P(X) =Y [e(i,5) — P(E, )G, 5))

o lo que es lo mismo:
PN =) c(i, i) Y PG, i1, 1)

entonces como 3, ¢(4, j) es constante entonces maximicemos:
max Z = 3 P(%, j)t(4,5)
Para nuestro ejemplo la funcion objetivo es:

 maxZ = 0t(s,1) + 0t(s,4) -+ 70000t(1,2) + 80000t(1,3) + 50000t(2,3) + 30000t(2,4) + 90000t(3,4)
+ 200000¢(3,5) + 150000t(4,5) + 0t(5,6)
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t(s,1) t(s) - (1) < 0
t(s,4) t(s) - 4(4) <0
t(1,2) t(1) - 1(2) <0
1,3} 1) - 4(3) <0
¢2,3) H2) - (3) <o
#(2,4) t(2) - H4) <0
t{3,4) 0(3) - t(4) <0
(3,5} t(3) - 4(5) <0
t(4,5) t(4) - t(5) <0
sujeta a: He8) HE) -y <0
- 4(s) +41) €A
t(s,1) < 0
(5,4) < 22
(1,2} < 8
+(1,3) < 14
t(2,3) < 12
1{2,4) < 18
t(3,4) < 10
£(3,5) < 8
+(4,5) ) < 14
:'(5,1) < 6
-t{s,1) < 0
-t(s,4) < -2
-t(1,2) < -4
-$(1,3) < -12
-t(2,3) < -6
-4(2,4) < -14
-1(3,4) < -8
-4(3,5) < -2
-t(4,5) < -12
-t{5,1) < -6

Estas condisiones son del primal, pero si a cada grupo del primal se le asigna una variable del
dual; por ejemplo f(i,j), v, g(i,j) ¥ h(i,j) respectivamente. Con estas variables duales se colocan en
cada columna de la matriz y asi podemos poner el problema de la siguiente manera:

Entonces si encontramos la transpuesta la funcion objetivo sera:

Min W =0g(s,1) + 22g(s,4) + 8g(1,2) + 14g(1,3) + 12g(2,3) + 18g(2,4) + 10g(3,4) + 8g(3,5)
+ 14g(4,5) + 6g(5,6) - Oh(0,1) - 2h(0,4) - 4h(1,2) - 12h(1,3) - 6h(2,3) + 14h(2,4) - 8h(3,4) -2h(3,5)
- 12h(4,5) - 6h(5,6)

restringidas a:
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f(s,1) + g(s,1) - h(s,1) = P(s,1)
f(s,4) + g(s:4) - h(s,4) = P(s,4)
1(1,2) + g(1,2) - h(1,2) = P(1,2)
£(1,3) + g(1,3) - h(1,3) = P(1,3)
£(2,3) + g(2,3) - h(2,3) = P(2,3)
f(2,4) + g(2,4) - h(2,4) = P(2,4)
f(3,4) + g(3.4) - h(3,4) = P(34)
1(3,5) + g(3,5) - h(3,5) = P(3,5)
(4,5 + g(4,5) - h(4,5) = P(4,5)
£(5,6) + g(5,t) - h(5,8) = P(5,t)

la cual podemos poner de la siguiente manera:
f(i.5) + g(id) - h(i) = P(i.))
También tenemos las restricciones -
f(s,1) + f(s,4) - A = 0

- f(s,1),+ f(1,2) + £(1,3) = 0

- f(1,2) + 1(2,3) + 1(244) = 0

- £(1,3) - §(2,3) + £(3,4) + (3,5) =0
- 1(s,4) - 1(2,4) + £(3,4) + f(4,5) =0
- 1(3,5) - f(4,5) + f(5,t) = 0

A(BE) + v =0 |

las cuales se pueden reacomodar de la siguinte manera:
f(s,1) + f(s,4) = A

- (s,1) + £(1,2) + £(1,3) = 0

- (1,2) + f(2;3) + f(2,4) =0

- (1,3) - 1(2,3) + £(3,4) + £(3,5) = 0
- (s,4) - f(2,4) + £(3,4) + f(4,5) =0
- f(3,5) - f(4,5) + f(5,t) = 0
f(5)=-v
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De este grupo de ecuaciones se puede observar lo siguiente red:

fig 2.19

podemos observar que todo lo que entra al 2 tiene que salir es decir,
f(1,2) + f(1,t) - f(s,1) = 0

por lo tanto el grupo de ecuaciones vistas anteriormente se pueden poner de la siguiente manera:

v z: 8
Y - Y fED)={ 0 ifs i#t
JEET(4) Kebs—(4) —v 1=t

- Donde §1(i) es el antecesor de i, §7(2) es el sucesor de ila v es el flujo y debe de ser lo que sale-
d_el suceso origen igual que el que llega al suceso destino lo mismo se cumple en cada uno de los
sucesos, por lo tanto la diferencia entre lo que sale y lo que entra siempre es cero.

Entonces tenemos que la funcién objetivo del dual nos queda de la siguiente manera:
M+ D D, 7)g(i§) — D dli, )G, 5)
entonces como el méximo del primal es igual al minimo del dual, nos quedaria:.
maz ¥ P(i,)t(i,j) = min(dw+ Y D(i,/)g(4,7) - Y _ d(3, 5)h(i, 5))
Entonces resolviendo:

min[xv + Y D(i,1)g(i,4) = ) (i, (i, 5)]
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guedaria resuelta la ecuacion:

maz »  P(4,)(i,5)

Para encontrar la solucién que nos proporcione el valor éptimo. Entonces en la ecuacién:
maz Y P(4,1)t(3,5) = min(Qw + Y D(3,1)g(i,5) = Y, d(i, /)A(5, 1))

debe de ser por lo menos cero ya sea g(i,j) o h(i,j) entonces por dualidad
si

t(i) =D} 8i) > 4(i):

como:

h(i,j)[t(i,i)-d(i,j) = 0 entonces h(i,j) = 0
Si:

t(i,j) = d(i,j); entonces t(i,j) < D(i,j):
como:

g(i,i)t(i,i)-D(i,j) = 0 entonces g(i,j} = 0
Por lo tanto de la ecuacion:

1) + g) - hd) = PGi)

se optiene:

&(1,§) = max[0, P(i) - i)

(i) = max[0, (i) - ()]

de lo anterior se puede decir que si €l costo por unidad es mayor que el flujo entonces au-
omiticamente h(i,j)= 0 pero si el flujo es mayor que la capacidad entonces g(i,j) = 0 entonces por
estas dos conclusiones tendremos nuestro problema se puede representar de la manera siguiente

min[Av+ Y D(5,7)(P(i,5) - £(3,5))]

min[Av =~ d(i, 5)(f(3,4) = P(i,5))]

Fulkerson hizo un cambio de variables, remplazando a (i,j) por dos variables no negativas.
f(ig) = f(i51) + f(1.5;2)

donde las nuevas variables tienen las siguientes restricciones.

f(1,5;1) < e(i,j)
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£(i.3;2) < o0

cuando el flujo es mayor que la capacidad se toma la ecuacién siguiente:
min[Av+ Y D(i,§)P(i,j) = Y D(i,5)f(i,5; 1)]
si el flujo es igual o menor que infinito, se toma la ecuacién:
min{Av - d(4,7) (i, §; 2)]

ya que cuando f(i,j) es mayor que P la ecuacién
f(ij) = f(iJ;1) + 1(1,5;2)

se combierte en

f(i,j) = P(i) + f(3,3;2)

y sustituyendo en

se obtiene

Av = d(i,5)f(5,5;2)

Por lo tanto podemos poner la ecuacién

Mo+ minly | D(i,5)g(i, 1) = ) d(i, 5)h(i, 5)]
sin tomar en cuenta la constante y definiendo:

P(i,j} cuando k=
00 cuando k

e(i, J1 k) = {

. v ] D(4,7) cuando k=1
a3, 5; k) _{ d(i,7) cuando k=

se puede poner de la siguiente manera:

Av — min[z Z d(3,7;k)f (4,55 k)
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_ Con las siguientes restricciones:

0< f(3,7:k) < cli, ji k)

v, =8
S fliaiky— Y fuk)= 0ifsi#t
jest(d) iest(l) —v,i=1

como Fulkerson divide la variable f(i,j) en dos variables no negativas las cuales som f(i,j;1) ¥
1,j;2), entonces en cada actividad de la red existen dos conductos para pasar el flujo y cada uno
one su capacidad asignada c(i,j;k) y esta se representa en siguiente figura:

f(i,j;1)< <(id)

o i 2)< 00

fig. 2.17

Por lo tanto podemos decir que en el instante en: que la duracién maxima el flujo es cero; pero
iniciar la aceleracién, el flujo pasa segin la capacidad de f(i,j:1). Al Itegar a la duracién minima,
costo sera 1(i,j;2), y el flujo pasard por el segundo conducto.

.7 Como Determinar P())

Recordemas que para encontrar el costo 6btimo de nuestro problema se tenia la siguiente funcién:

minP()) = Z c(4,j) — maz Z P(i,5)i(3,5)

A(ing) A(i)

2
PO) = 3 i) - min[io+ Y DG, )P0~ Y D digik)f(i, ;0]

A(%.5) A(i.7) 1 A(if)

PO = Y e(ii)— Y D(3)P(.F) - min[Av— Y S d(i,j; k) f(4,5:K)]

AGA) A(i) 1 ALg)

Entonces si a
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ZC(T’:\J) - Z D(i:j)P(iaj)

Aif)

se le lama K entonces nos quedaria:

2
P(A) = K —mindv— Y > d(i,5;:k)f(i, 5: k)]

1 A(i.g)

~ El problema consiste en encontrar un flujo méaximo f(i,j;k) que pase desde t(s) hasta t(t) por la
red para asi poder minimizar la ecuacion:

Mo — Y Y d(i, 5 k) (3,55 K]

Este flujo puede pasar por dos conductos o caminos, se puede ir desde t(i) a t(j) o de t(j) a t(1);
es decir el flujo puede trasladarse de la siguiente manera:

O—0
OO0

Para poder lograr el objetivo de encontrar el flujo méximo que va desde el nodo origen al nodo

destino es necesario utilizar una serie de marcajes.

Pero para poder comenzar el marcaje se debe de cumplir:

1.- t(s)=0

9.- d(i,j;k) + (1)-t(j) < 0 entonces f(i,j;k)=0

Lo que nos indica esta condicién es que cuando la actividad no sea critica entonces no pasa
ningun flujo.

3.- d(i,j;k) + t(i)-t(j) > O entonces £(i,j;k)=P(i,j;k)

Aqui nos indica que al reducir las actividades criticas, el flujo pasa segin su capacidad P(i,j:k)

Estas 3 condiciones deben de cumplirse para poder optimizar la ecuacidn:
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restringida a:
0< f(i,3: K) < P(i, 5 )

Para lograr el objetivo, primero se trata de encontrar la A mas larga, la cual nos reprecenta el
camino critico y la cual determina la A = t(t), por lo tanto si se logra encontrar el t(t) entonces se
puede decir que se ha encontrado un camino abierto y por lo tanto si no se logra encontrar al t(t)
entonces sera un camino cerrado.

Si se logra encontrar un camino abierto entonces se podra decir que se a logrado marcar todos
los nodos desde t(s) hasta t(t).

Cuando d(ij;k)=d(i.j;k)+t(3)-t(1)=0 el flujo se mueve hacia adelante con un f(i,j;k)<c(i,jk) y
se movera hacia atras cuando d{i,j;k)=0y f(i,j;k)>0.

Cuando se conoce el flujo miximo al cual se le denota € (n) el cual es la suma de todos los t(s),
t(1), t(2).... t(t), Entonces podemos afiadir el valor de € (n) a los flujos positivos y se les resta a los
negativos. Ya terminado este procedimiento se busca una nueva cantidad de flujo que pase por los
conductos; que siga cumpliendo con las condiciones anteriores mencionadas e intentandose pasar
un nuevo flujo para comprobar si es posible encontrar otro camino abierto. Cuando no se puede
encontrar el t(t) entonces se puede decir que existe un camino cerrado y por lo tanto no fue psible
marcar el iltimo nodo y también se dice que no se ‘pudo encontrar algiin flujo, si no se encontro
flujo se resta una cantidad § positiva a todos los t(i) que no se han marcado y se busca una nueva
X' la cual esta formada por los nuevos t (i, 7).

Estos ¢ (4,5) ¥ )" son calculados utilizando la férmula:

t'(i,7) = min[D(i,),(5) — t()]

El costo del proyecto P()) es lineal entre los valores de A originados por el camino cerrado.

El primer A debe de cumplir la condicion de tener un flujo cero, y el costo directo sera P(A)=K,
donde K es la suma de todos los costos del programa donde se han manejado con los valores
correspondientes a todo normal. Al encontrar un nuevo valor de A" donde este nuevo valor serd
menor que el anterior el cual se ptiene de la siguiente manera:

PONy=K —[Nv=Y_Y d(i,5;k) f(i, 5 k)]

donde:
W= d(i, 5 k) (5,55 %))

. . . . 4 . N .
nos indica el incremento que sufrio A" y se terminara el procedimiento cuando se encuentre un
camino critico en el cual todas las duraciones esten a su maxima capacidad y por lo tanto serd el
tiempo minimo en terminar el proyecto.
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El proyecto sera terminado cuando se encuentre un camino critico el cual todas las las actividades
esten a su minima duracién es decir cuando el flujo pase por el segundo conducto.

Detalle del proceso de marcaje
A) Calcular el valor de A; el cual es el t{t) més largo el se obtiene de la siguiente manera:
t(s)=0
() = max(t(i) + D(i)]
t(t) 0 A
f(ij;k) =0
P(M) =K
B) Proceso de marcaje;
Al iniciar el marcaje se pasa un flujo f(i,j:k) en los t(i) y estos satisfacen las ecuaciones:
t(s) =0
d(15%) + 1) - () < 0 para (i,jik) = 0
d(i,jik) + t(3) - t(i) > 0 para f(i,jk) = c(i,j;k)
El proceso de marcaje se divide en dos partes:
Primer marcaje:

Se le asigna la marcal-,-,-£(s) = oo] al nodo t(s) y se le lama marcado pero no esplorado y
tosos los demas son no marcados, buscamos todos los nodos t(j) no marcados que tengan d(i,j;2)
= 0 para observar si forman un camino desde t(s) hasta t{t) y lo marcamos con [5,2,+ £(s) = 0]
y observamos si existe un camino critico.

Podemos observar que dentro de cada marca existen 4 indicaciones:
la primera sefiala el nodo sucesor inicial

la segunda. sefiala el conductok =1 ok = 2

la tercera sefiala la direccién del flujo

la cuarta sefiala la cantidad de flujo que pasa por A(i,j)

Se repite Ja operacién de marcaje hasta que t(t) pueda ser marcado o no, en el caso primero, se
sefiala que la eceleracién del proyecto esta concluida y no se puede reducir més la A, ya que todas
las actividades estan en su minima duracién y en el caso segundo se pasa al segundo marcaje.

Segundo marcaje:
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Si existen algunos nodos que han sido marcados con [i,2,+,6 = oo| deben de ser conserbados
y el proceso de marcaje continua con los d(i,j;k) = 0 y seleccionar cualquier nodo t(i) marcado
y no explorado, se buscan todoa los nodos t(j) para ser marcados, los cuales se encuentran de la
siguiente manera:

a) si d(i,j;k) = 0 y f(i,j;k) < 0 asignamos a t(j) la marca [i,k,+,£(j)] donde &(j) = minfe(j),
c(i,3;k) - f(i,jsk)]

b) si d(i,j;k) = 0 y {(i,j;k) > 0 asignamos a t(j) la marea [ik,-,£(j)] donde £(j) = min[e(j), f(i,j;k)]

Si llegamos al nodo t(t) sera un camino abierto si no sera nn camino cerrado, en el primer caso
se cambia el flujo y en el segundo se cambia el tiempodel asuceso t(i) no marcado.

¢) Cambio de flujo

Se suma £(t) a los flujos exiastentes desde (1) hasta t(s), si el suceso t(t) ha sido marcado con
[li,k,+,€(j)] se suma (t) al flujo £(i,j;k) pero si a sido marcado con [i,k,£(j)] se resta al flujo £(i,j;k)
y se repite el proceso hasta liegar a t(s) al terminar se borran los marcajes menos los [i,k,+,6(j) 0
oc] y se marca de nuevo con este nuevo 1{i,j;k).

d) Cambio de tiempo en los sucesos

Se busca: '

A; [A(i,j) donde i es marcado y j no, con d(i,j;k) :< 0
A; [A(i,j) donde i es no marcado y j si, con d(i,jk) > 0

se calculan y se comparan llamandoseles:

& = min}l] [_E(%J, k)]

02 = ming, [+d(i, j; k)]
donde:
§ = min|é;, 6]

y cambiamos los sucesos restando ¢ a todos los t(i) no marcados.

Al terminar la operacion se borran las marcajes y se vuelve a comenzar el proceso de maecaje
buscando otro camino abierto o cerrado para calcular otro P(A).




Capitulo 3

Ejemplo con Aplicaciones del
Algoritmo de Fulkerson

El principio del programa de flujo es considerar una red de flechas conectando dos nodos donde
uno es el nodo fuente y el otro nodo destino y, entre ellos, existe una serie de nodos intermedios.

A cada flecha de la red se le asigna una capacidad limitada para transportar el flujo y éste
puede moverse en ambas direcciones.

El algoritmo de flujo consiste en encontrar la forma de enviar la cantidad mixima de flujo desde
el nodo fuente al nodo destino, de acuerdo a la capacidad limitada.

3.1 Ejemplo

Veamos un ejemplo pago a paso para observar cémo se utiliza la funcién a maximizar.

También la explicacién mas clara sobre el Algoritmo de fulkerson sobre el proceso de progra-
macién con respecto al costo directo total minimo. Y para resolver este tipo de problemas usaremos
la tabla 4.1 En la cual podemos observar que, los datos que nos estan dando son, las actividades,
la duracién minima y la duracién médxima, el costo minimo y el costo maximo, el costo por unidad
el cual se obtiene restando el costo miximo al costo minimo y dividiendolo entre la duracién que
se obtiene al restar la duracién maximo y la duracién minimo, y tambien nos indican cuales son
las actividades criticas donde se usan semanas para el tiempo y pesos para el costo.

63
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Actividad Duracién Costo Directo Costo por uni- )
Méxima |Minima [ Minimo { Mixima dad de tiempo Observaciones

Deno

minal i || D@EJ) | dG@) | @) | CGY) | P(5)

cién
A Is]1f 5 2 100 199 33

B s|3 2 1 50 80 30

C s|4 2 i 150 180 30

|1 D 1|2 7 5 200 250 25

E 1{4 5 2 20 41 7

F 115 4 2 20 40 10

G 213 3 1 60 80 10
|H 215 10 ] 30 62 8
A1 35 5 2 10 19 3

J 3t 9 5 70 90 5

K 4|5 4 1 100 130 10
1N 4|t 3 1 140 160 10

M 5|t 3 1 200 220 10

tabla 3.1

Este problema quedaria expresado en la siguiente red.

fig. 3.1

n la cual nos indica cémo deben de ir relacionadas las actividades, y cudl debe de comenzar
ero y cuil despues, y lo que se pide es determinar el flujo méximo entre s y ¢. Para resolver este
de problemas tomaremos en cuenta solo las actividades, la duracién minima, duracién maxima
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y el costo por unidad de tiempo y estos datos los podemos poner en una tabla de la siguiente

manera:

Actividad | Duracién Duracién | Costo por unidad
Maxima Minima | de tiempo

tij) | D) a(i,) P(i,j)
t(s,1) 5 2 33
t(s,3) 2 1 30
t(s,4) 2 1 30
t(1,2) 7 5 25
t(1,4) 5 2 7
t(1,5) 4 2 10
£(2,3) 3 1 10
t(2,5) 10 6 8

" t(3,5) 5 2 3
t(3,t) 9 5 5
£(4,5) 4 1 10
t(4,t) 3 1 10
1(5,t) 3 1 10

tabla 3.2

De la tabla 3.2 podemos formar dos tipos de redes, una estara formada por duracién y otra por
el costo por unidad. En la primera se tomaran en cuenta la duracién minima y la duracidon maxima
y en la segunda se tomara en cuenta el costo el cual se le denominard flujo.

La primera red nos quedaria de la siguiente manera:

(1,2) (Duracién minimo, Duracién maximo)
(2,5 (2’4) (215)
(5,7) 5) (13 o
- (1.9) &9 A 13)
1,2
2 4
< (6,10)

fig. 3.2




Capitulo 3. Ejemplo con Aplicaciones del Algoritmo de Fulkerson

la segunda red, en la cual simplificamos el costo por unidad para facilitar nuestro trabajo nos
.daria de la siguiente manera:

(0,30) (flujo, capacidad maxima (P(i,j)))
(0,33) (0,10) (0.3)
G (0.25) 5\ (0,10 o
(0.10) O o) (0,10)
(0,30) v
. 9 4
\ (058)
fig. 33

Nuestro problema consiste en encontrar el valor 6ptimo de P(}) el cual nos representa el costo
el proyecto, tambien nos maximiza el flujo en el menor tiempo posible y el valor de A nos representa
‘tiempo para terminar el proyecto. Este valor se puede encontrar con la siguiente formula:

P(N)=K-[Av-3_d(4, §; k) f(4,5; k)]

donde X significa el tiempo méaximo de la red, v significa el flujo de la red, K es el costo, d(i,j;k)
s el tiempo de la actividad, si K=1 es el tiempo maximo, si K=2 sera el minimo y f(i,j;k) es el
ujo actual en el conducto K.

Y para resolver este problema debemos de maximizar

Av- E d(zvj: k)f(z?]'l k)

para esto, inicializamos todas las etiquetas en la segunda red ya que la primera solo sera para,
| cambio de tiempo, en esta red utilizaremos cuatro indicaciones, la primera indica el antecesor
n la cadena aumentante de flujo, la segunda sefiala el conducto, la tercera indica la direccién del
ujo, el signo positivo significa marcha adelante y el negativo marcha atras y la ultima enumera la
cantidad de flujo (¢) que puede pasar por la flecha(i,j).



(0,30)

(flujo,Capacidad maxima)

(0,10) t

~ (0,8)
fig. 3.4

Corrida de Escritorio

Pimero se calcula el primer A con todas las actividades normales de duracién del proyecto
omanda la primer red que es la de los tiempos en la cual, el costo total es minimo y la duracién
el proyecto es maxima, y lo podemos obtener de la siguiente red:

(1,2)

(13) [t

(1,3)

fig. 3.5
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la siguiente manera:

t(s)=0
t(j)=max [t(i) + D(i, 5)]

{s)=0

t(2)=max(5 + 7]=12

§(3)=max[0 + 2,12 + 3]=méax[2, 15]=15

$(4)=max[0 + 2,5 + 5]=m4x[2, 10]=10

§(5)=max[5 + 4,12 + 10, 15 + 5, 10 + 4]=mdx]9, 22, 20, 14]=22
t(t)=max[15 + 9,10 + 3,22 + 3]=m4x[24,13,25]=25

Entonces la duracién normal del proyecto sera de 25 unidades por lo tanto el costo sera la suma
8 todos los costos méaximos, es decir K = )7 C(3, 7).

Por lo tanto, la red nos quedaria de la siguiente manera:

(1,2)

t(4)=10
(6,10)

fig. 3.6

- Donde podemos observar que: A =25 y el flujo {(i,j;k)=0 y V el cual significa la totalidad del
fiujo sobre la red y por lo tanto hasta este momento su volor es cero y el valor de K es la suma de
‘todos los costos de las actividades en su duracién maxima, por lo tanto K = 1150.

Por 1o tanto:

P(A)= K-[AV - 3 d(i, 5; k) f (3, 3 k)]
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“Entonces encontrando los valores de los d(i,j;k) de f(i,j;k) como todos pasan por el primer el
mer conducto entonces:

K = 1150
d(s,1;1) = 5
d(1,21) = 7
d(2,5:1) = 10
d(5,t;1) = 3

y los flujos todos son ceros por lo tanto:
P(25)=1150-[25(0)-(5(0)+7(0)+10(0)+3(0))]
P(25)=1150-[0-(0+0+0+0)]
P(25)=1150-[(0)-(0)]
P(25)=1150-0
P(25)=1150

Pasamos a la primera iteracién:

Primera. Itéracion

Antes de iniciar el primer proceso de marcaje; es preciso calcular los valores:
d(i,3;1)=D(Li)}+())-(1)
- d(1,5;2)=d(3,§)+t(3)-t(1)

con los cuales podemos formar la tabla siguiente:
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d(i,j;1)= d(1,i;2)=
D) | KOG | DEDHEGE) | A6
t(s,1) | 0-5=5 5-5=0 2.5=-3
t(s3) | 0-15=-15 | 2-15=-13 1-15=-14
i(s,4) | 0-10=10 | 2-10=-8 1-10=-9
£(1,2) | 512=7 | 7-7=0 5-7=-2
t(1,4) 5-10=-b 5-5=0 2-5=-3
t(1,5) 5-22=-17 4-17=-13 2-17=-15
$2,3) | 1215=-3 | 3-3=0 1-3=-2
(2,5) 12-22=-10 10-106=0 6-10=-4
(3,5) 15-22=-7 5-7=-2 2-7=-5
t(3,t) 15-25=-10 9-10=-1 5-10=5
t(4,5) 10-22=-12 4-12=-8 1.12=-11
t(4,t) 10-25=-15 3-15=-12 1-15=-14
t(5,%) 22-25=-3 3-3=0 1-3=-2

tabla 3.3

Primer Marcaje de la primera iteracion

Asignamos la marca [-,-,-,6 = o] al nodo t(s) al cual se le lama marcado, pero no explorado;
‘todos los demds nodos de la red son todavia no marcados. apartir de este nodo marcado buscamos
todos los nodos j no marcados que tengan un E(i,j:z) = ( para observar si forman un camino critico
desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla 3.3 los datos de 4(i,j;2) no existen ceros
por lo tanto no se forma un camino critico y por eso el proyecto se puede reducir en su tiempo de
duracién .

La red nos quedaria de la signiente manera:
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(0,30)

{(flujo,Capacidad maxima)

(0,10)

~ (0,8)

fig. 3.7

Segundo Marcaje de la primera iteracion

Apartir del nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde los
d(i,j;k)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedaran

marcados pero no explorados.
Observamos que existe un cero en la actividad A(s,1), A(1,2), A(1,4) A(2,3), A(2,5) y A(5,t) todos
en d(i,j;1) por lo tanto marcamos a los nodos t(1), t(2), t(3), t(4), t(5) y t(t) de la siguiente manera:

a t(1) lo marcamos de la signiente manera [s,1,+,33)].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,25].
a t(3) lo marcamos de la signiente manera [2,1,+,10}.
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].
a t(5) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,8].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera [5,1,4+,8].

la red nos quedaria de la siguiente manera:
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2,1,+,10] (flujo,Capacidad méxima)

3 (0,5)

(0,3)

(0,10) [5,1,+,8]
(2,1,4,8]

(0,10)

or lo tanto, como hemos podido marcar, a t(t) tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto
mos aumentar e} flujo de la signiente manera:

e toma el nodo t y su antecesor en ia cadena aumentante (+5), como es positivo se busca en
a de antecesores y se le suma el flujo de ese arco, que es la capacidad de ese arco (8), se busca
o t en la lista de sucesores del nodo 5 y se le suma 8 unidades al flujo de ese arco. y se realiza
mo procedimiento con los nodos 5, 2 y 1.Cuando ya llegemos al nodo s, hemos actualizado el
de la red quedandonos esta de la siguiente manera.
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(0,30)

(Aujo,Capacidad mdxima)

AN (8,8)

fig. 3.9

Volvemos a marcar(segundo marcaje)

Utilizando la red anterior encontrar una cadena ‘aumentante y la capacidad incremental de la
cadena con el flujo ya actualizado tomando encuenta los d(i,j;k)=0. podemos ver que existen los
mismos ceros que en la ocacién anterior por lo tanto marcamos

a t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,25].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,17].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,10].
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,7].

como por la actividad A(2,5) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede
pasar ningin flujo por lo tanto no pudimos marcar a t(t) y la red nos quedaria de la siguiente
manera:
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(0,30)

(flujo,Capacidad mixima)

2,1,+,10]

[1,1,+,1&
N (8,8)

fig. 3.10

Como el dltimo suceso no esta marcado entonces no existe cadena aumentante por lo tanto
pasamos al cambio de los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la siguiente manera: Se buscan
los : A; =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k) < 0]

Ag =[A(i,j) donde j es marcado e i es no marcado, d(i,j;k) > 0]
se calculan y se comparan llamandoseles: -
8 = mina, [-d(i.j;k)]

87 = min,[d(i,j;k)]

los cuales son:

-d(1,5;1)=13 -d(1,5;2)=15

-d(2,5;2)=4
-d(3,5;1)=2 -d(3,5;2)=>5
-d(3,5;1)=1 -d(3,5;2)=5
-d(4,5;1)=8 -d(4,5;2)=11
-d(4,t;1)=12 -d(4,t;2)=14
tomandose:

6= min[él, 62]

donde el minimo es § = 1
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Por lo tanto, el valor 1 se lo restamos a los tiempos de los nodos t(i) no marcados de la red que
nos representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(5) y t(t) una unidad:

(1,2)

Donde podemos ver que el tiempo que era de 25 semanas se redujo a 24,

Para conocer cudnto fue el incremento que sufrié el costo primero encontremos los d(i,j;k) y los
f(i,j;k) que son los que sufrieron aumento en el flujo los cuales son:

d(s,1;1)=5 1(s,1;1)=8
d(1,2;1)="7 (1,2;1)=8
4(2,5;1)=10 £(2,5:1)=8
d(5,t:1)=3 £(5,t;1)=8

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 24 es:
P(24)=1150-{(24)8-[5(8)+7(8)+10(8)+3(8)]}

=1150-{192-[40+ 56+80+24] }

=1150-{(192-200)}

=1150-(-8)

=1150+8

=1158

de donde P(24)=1158 es decir 8 pesos de incremento.




76 Capitulo 3. Ejemplo con Aplicaciones del Algoritmo de Fulkerson

Pasamsos a la siguiente iteracidn:

Segunda Iteracion

Para poder comenzar con el marcaje se llorra.n todas las etiquetas anteriores que ya teniamos
'~y calculamos los nuevos valores de d(i,j;1) y d(i,j;2) de la siguiente manera:

La red nos quedaria de la siguiente manera:

(0,30)

(fujo,Capacidad mdxima)

~C (8,8)

fig. 3.12

v los valores de d(ij;1) y d(3,j;2) de la siguiente manera:
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Primer Marcaje de la segunda Iteracién

d(ig1)= d(i,j;2)=
t(id) | t0)-tG) | DEIDHGE)-E) | di+tG)-)
- t(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
t(s,3) 0-15=-15 2-15=-13 1-15=-14
t(s,4) 0-10=-10 2-10=-8 1-10=-9
t(1,2) 5-12=-7 7-7=0 bh-7=-2
t(1,4) 5-10=-5 5-5=0 2-5=-3
t(1,5) 5-21=-16 4-16=-12 2-16=-14
t(2,3) 12-15=-3 3-3=0 1-3=-2
t(2,5) 12-21=-9 10-9=1 6-9=-3
t(3,5) |.15-21=-6 5-6=-1 2-6=-4
t(3,t) 15-24=-9 9-9=0 5-9=-4
t(4,5) 10-21=-11] 4-11=-7 1-11=-10
t(4,1) 10-24=-14 3-14=-11 1-14=-13
t(5,t) 21-24=-3 3-3=0 1-3=-2
tabla 3.4
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como t(s) ya estaba marcado entonces todos los demds nodos de la red son todavia no marcados,
apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(3ij;2) = 0
para observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla
3.4 los datos de d(i,j;2) no existen ceros por lo tanto no se forma un camino critico y por eso el
proyecto se puede reducir en su tiempo de duracién .

La red nos quedaria de la siguiente manera:
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(0,30)

(flujo,Capacidad méxima)

pasamos al siguiente marcaje :

Segundo Marcaje de la segunda Iteracién

Partiendo del nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde
los d(i,j;k)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedaran
marcados pero no explorados.

_ Observamos que existe un cero en la actividad A(s,1), A(1,2), A(1,4) A(2,3), y A(3,t) todos en
d(i,j;1) por lo tanto marcamos a los nodos t(1), t(2), t(3), t(4) y t(t) de la siguiente manera:

a t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,25].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,17).
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera {2,1,+,10].
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,7].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera {3,1,4,5].

la red nos quedaria de la siguiente manera:
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(Rujo,Capacidad méxima)

9,1,4,10]

BN ” (88)

fig. 3.14

Por lo tanto, como hemos podido marcar, a t(t) tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto
podemos aumentar el flujo de la siguiente manera: .

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (3), como es positivo se le suma
el flujo al arco (3,t) 5 unidades y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 2, y 1.Cuando
ya llegemos al nodo s, hemos actualizado el flujo de la red quedandonos estd de la siguiente manera.

(0,30)

(flujo,Capacidad médxima)

N (8,8)

fig. 3.15

Marcamos de nuevo el segundo marcaje.
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sizando la red anterior encontrar una cadena aumentante y la capacidad incremental de la
a2 con el flujo ya actualizado tomando encuenta los d(i,j;k)=0. podemos ver que existen los
bs ceros que en la ocacién anterior por lo tanto marcamos

’}(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,20].

é,t(?) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,12].

a't(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,4,10].

5 t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7).

como por la actividad A(3,t) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede

ar ningin flujo por lo tanto no pudimos marcar a t{t) y la red nos quedaria de la siguiente

(0,30) :
[5.1,1,20] 2.1,4,10] (flujo,Capacidad maxima)

fig. 3.16

Como el dltimo suceso no esta marcado entonces no existe cadena aumentante por lo tanto
- pasamos al cambio de tiempos de los sucesos, €l cual se hace de la siguiente manera;

Se buscan los : A; =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]
Az =[(i,j) donde j es marcado e i es no marcado, d(i,j;k)>0]

se calculan:

min g, [-d(i,3;k)]

8y = ming, [d(i,jk)]

o

I

jos cuales son:
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D 3(1,5;1)=12

d(4,5;1)=7
-d(4,t;1)=11

tomandose:

& = min[ﬁl, 52]

-d(1,5;2)=14
-d(2,5;2)=5
-d(3,5;2)=4
-dd(3,5;2)=4
-d(4,5;2)=10

-d(4,t;2)=13

donde el minimo es § =1

(1,2)

d(s,1;1) =5
d(1,2,1) =17
d(2,3;1) =3

Donde podemos ver que el tiempo que era de 24 semanas se redujo a 23.

Para encontrar el costo busquemos los d(i,j:k) y los £(i,j;k):

f(s,1;1) = 13.
£(1,2;1) = 13.
1(2,3;1) = 5.
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Por lo tanto, el valor 1 se lo restamos a los tiempos de los nodos t(i) no marcados de la red que
g nos representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(5) y t(t) una unidad y al mismo
iempo encontrando la nueva ruta quedandonos de la siguiente manera:
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(2,51) = 10 f(2,5:1) = 8.
(3,;1) =9 f(3,4;1) = 5.
(5,6:1) = 3 £(5,651) = 8.

.donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 23 es: P(23)=1150-{(23)13-
B (12)+7(13)+3(5)+9(5)+ 10(8)+3(8)])

=1150-{299-[65+91+15+45+80+24] }
=1150-{(209-320)}

~1150-[-21]

=1150+21

=1171

de donde P(23)=1171 es decir 21 pesos de incremento.

pasamos a la siguiente iteracién

Tercera Iteracion

Para poder comenzar con el siguiente marcaje se borran todas las etiquetas anteriores que ya
. tenfamos en la red y es preciso calcular los nuevos valores de d(i,j;1) y d(i.j;2):

La red nos queda de la siguiente manera:

(0,30)

(flujo,Capacidad maxima)

(0,10)

N (8.8)

fig. 3.18
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los d(i.j;1) ¥ d(i,j;2) nos quedarfan de la siguiente manera:

Primer Marcaje de la tercera Iteraciéon

La red nos quedaria de la siguiente manera:

d(i351)= di2)=
WGP | 1E406) | DEHHGG) | A6 HG)G)
t(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
t(s,3) 0-15=-15 2-15=-13 1-15=-14
t(s,4) | 0-10=-10 | 2-10=-8 1-10=-9
41,2) | 512=7 | 7-7=0 5-7=-2
t(1,4) 5-10=-5 5-5=0 2-5=-3
t(1,5) | 520=15 | 415=-11 2.15=-13
6(2,3) | 12-15=-3 | 3-3=0 1.3=-2
£2,5) | 12-20=8 | 10-8=2 6-8=-2
£(3,5) | 15-20=-5 | 55=0 9 5=-3
0(38) | 15-23=8 | 98=1 5-8=-3
t(4,5) 10-20=-10 4-10=-6 1-10=-9
t(4,t) 10-23=-13 ] 3-13=-10 1-13=-12
t(5,t) 20-23=-3 3-3=0 1-3=-2

tabla 3.5
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como t(s) ya estaba marcado entonces todos los demas nodos de la red son todavia no marcados.
apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(i,j:2) = 0
para observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla
3.5 Jos datos de d(i,j;2) no existen ceros por lo tanto no se forma un camino critico y por eso el
proyecto se puede reducir en su tiempo de duracién .
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(0,30)

(flujo,Capacidad maxima)

(5,5)

(0,10)

AN ~ (8,8)

fig. 3.19

Segundo Marcaje de la tercera Iteracién

Apartir del nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde los
Jik)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedaran
arcados pero no explorados.

Observamos que existe un cero en la actividad A(s,1), A(1,2), A(1,4) A(2,3), A(3,5) y A(5,1)
dos en d(i,j;1) por lo tanto marcamos a los nodos (1}, t(2), t(3), t(4), t(5) y t(t) de la siguiente

2 t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,4,20].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera (1,1,4,12].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,5].
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7)].
a t(5) lo marcamos de la siguiente manera [3,1,4,3].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera [5,1,4,2].

la red nos quedaria de la siguiente manera:
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(0,30)
T5,1,+,20]

2,1,4,5] {flujo,Capacidad mdxima)

(13,25) (5.1,+,2]

[371’+’3]

(0,10)

~ 7 (8,8)

fig. 3.20

Por lo tanto, como hemos podido marcar a t(t) tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto
podemos aumentar el flujo de la siguiente manera: '

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (5), como es positivo se le suma al
flujo del arco (5,t) 2 unidades y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 3, 2, y 1. Cuando
ya llegemos al nodo s, hemos actualizado el flujo de la red quedandonos ésta de la siguiente manera.

(0,30)

{flujo,Capacidad mdaxima,)

(0,10)

N (8,8)

fig. 3.21
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‘olvemos a marcar el segundo marcaje:

Ptilizando la red anterior y borrando las marcas buscamos una cadena aumentante y la capaci-
ijncremental de la cadena con el flujo ya actualizado tomando encuenta los d{i,j;k)=0. podemos
r que existen los mismos ceros que en la ocacién anterior por lo tanto marcamos

-3 t(1) lo marcamos de la siguiente manera {s,1,+,18].
" a t(2) lo marcamos de la siguiente manera {1,1,4,10}.
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera {2,1,4,3].

" a1(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7)].
a t(5) lo marcamos de la siguiente manera [3,1,4,1).

- como por la actividad A(5,t) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede
pasar ningun flujo por lo tanto no pudimos marcar a t(t) y la red nos quedaria de la siguiente

(0,30)
[5,1,7,18] 2,1,+,3] {flujo,Capacidad méxima)
113 3 1515)
(15,33) (0,10) (2,3)
<s [ -y-500) (15,25) o 5 (10,10)
[3,1,+,1]
0,7
0.30) (7,10) 07 {0,10) (0,10)
0,30 ‘
2 4
1,1,+,7]
[1,1,+,1%

AN (8,8)

fig. 3.22

Como el 1iltimo suceso no esta marcado entonces no existe cadena aumentante por lo tanto
pasamos al cambio en los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la signiente manera:

Se buscan los :

Ay =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]

Ay =[A(i,j) donde j es marcado e i es no marcado, d(i,j;k)>0]
se calculan y se comparan llamandoseles:

61 = ming, [—E(i,j;k)]

g
:

R

T T AR L R T TR
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b2 = min a,[d(i,j;k)]
los cuales son:
-d(3,t;2)=3
-d(4,t;1)=10 -d(4,t;2)=12
-d(5,4;2)=2

tomandose:

8= min[ﬁl, 62]
donde el minimo es § = 2

Por lo tanto, el valor 2 se lo restamos a los tiempos de los nodos t(i) no marcados de la red que
nos representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(t) dos unidades.

(1,2)

Donde podemos ver que el tiempo que era de 23 semanas se redujo a 21.

Para encontrar el costo busquemos los d(3,j;k) y los d(1,;;K) pordonde pasa el flujoe los cuales
somn:

d(s,1;1) = 5 f(s,1;1) = 15
d(1,2:1) = 7 £(1,2:1) = 15
d2,31) = 3 £(2,3:1) = 7
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d(2,5:1) = 10 £(2,5:1) = 8
d(3,5:1) = 5 £(3,5:1) = 2
d(3,t;1) =9 f(3,t;1) = 5
d(5,t;1) =3 f(5,5;1) = 10

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 21 es: P(21)=1150-{(21)15-
[5(15)+7(15)+3(7)+10(8)+5(2)+ 9(5)+3(10)]}

=1150-{315-[75+-105+21480+10+45+30] }
=1150-{(315-366)}

=1150-[-51]
=1150451
=1201

de donde P(21)=1201 es decir 51 pesos de incremento.

pasamos a la siguiente iteracidn:

Cuarta Iteracién

Antes de iniciar el siguiente marcaje borramos las etiquetas anteriores y calcular los nuevos
valores de d(i,j;1) y d(i,3;2)-

La red nos quedarian de la siguiente manera:
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(0,30)

(8,8)

fig. 3.24

y los d(i,j;1) y los d(i,j;2) nos quedan de la siguiente manera:

pasamos al siguiente marcaje:

d(ijil)= d(i,j;2)=
600 | G | DEDFG)E) | A3
t(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
t(s,3) 0-15=-15 | 2-15=-13 1-15=-14
t(s,4) 0-10=-10 2-10=-8 1-10=-9
t(1,2) 5-12=-7 7-7=0 5-7=-2
t(1,4) 5-10=-5 5-5=0 2-5=-3
t(1,5) 5-20=-15 4-15=-11 2-15=-13
t(2,3) 12-15=-3 | 3-3=0 1-3=-2
(2,5) 12-20=-8 10-8=2 6-8=-2
t(3,5) 15-20=-5 5-5=0 2-5=-3
t(3,t) 15-21=6 | 9-6=3 5-6=-1
t(4,5) 10-20=-10 4-10=-6 1-10=-9
t(4,t) 10-21=-11| 3-11=-18 1-11=-10
t(5,t) 20-21=-1 3-1=2 1-1=0

tabla 3.6

(flujo,Capacidad maxima)
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Primer Marcaje de la Cuarta Iteracién

Como t(s) ya estaba marcado entonces todos los demas nodos de la red son todavia no marca-
dos. apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(i,j:2)
= 0 para observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la
tabla 3.6 los datos de d(i,j;2) existe un cero en la actividad A(5,t) por lo tanto marcamos a t(t)
como [5,2,4,0¢] pero no se forma un camino critico y por eso el proyecto se puede reducir en su
tiempo de duracién .

La red nos quedaria de la siguiente manera:

(0,30)

(flujo,Capacidad maxima)

[5,2,4, o]
(0,10}

~ (8.8)

fig. 3.25

Segundo Marcaje de la Cuarta Iteracién

_ Apartir del nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde los
d(i,j;k)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedaradn
marcados pero no explorados.

Observamos que existe un cero por el primer conducto en las actividades A(s,1), A(1,2), A(1,4)
A(2,3), A(3,5) y por el segundo conducto en A(5,t) por lo tanto marcamos a los nodos t(1), t(2),
t(3), t(4), y t(5) y t(t) de la signiente manera:

a t(1} lo marcamos de la siguiente manera (s,1,+,18].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,10].

a t(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,3].
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a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7).
a t(5) lo marcamos de la siguiente manera [3,1,+,1].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera {5,2,+,1].

como marcamos a t(t) entonces la red nos queda de la siguiente manera:

(0,30) . . N
Silﬂ+,18] 2,1 ,+ ’3] (ﬁuJosca‘pa'Cldand ma.x_lma.)
1 3 (5,8)
(15,33) (0,10) (2,3)
8 (15,25) 5 (10,10
[_ f",oo] [3’1,+,1]
5,2,+, 1]
0,7 5,2,+,
(7,10) & (0,10) (0,10)
{0,30) 4
2 3[1,1,4,10] 4
\ 131v+$7]

< (8,8)

fig. 3.26

Por lo tanto tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto podemos aumentar el flujo de la
siguiente manera:

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (5), como es positivo se pasa ese
flujo por el segundo conducto y se pasa al siguiente que es el (3) se le suma 1 unidad al flujo del
arco (3,5) y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 2, y 1.Cuando ya llegemos al nodo s,
hemos actualizado el flujo de la red quedandonos ésta de la siguiente manera.
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(flujo,Capacidad maxima)

[5,2,4, oo}
(0,10)

AN - (8,8)

fig. 3.27

volvemos a marcar el segundo marcaje:

Utilizando la red anterior y borrando las marcas menos las del primer marcaje buscamos una
cadena aumentante y la capacidad incremental de la cadena con el flujo ya actualizado tomando

encuenta los E(i,j;k):O. podemos ver que existen los mismos ceros que en la ocacién anterior por
lo tanto marcamos

a t(1) lo marcamos de la siguiente manera {s,1,+,18].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4+,10].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,3].
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].

como por la actividad A(3,5) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede

pasar ningun flujo por lo tanto no pudimos marcar a t(t) y la red nos quedaria de la siguiente
manera:
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(flujo,Capacidad maxima)

[5’27+3 m]
(0,10)

(0,30)

Y (8,8)

fig. 3.27

volvemos a marcar el segundo marcaje:

Utilizando la red anterior y borrando las marcas rnenos las del primer marcaje buscamos una
cadena aumentante y la capacidad incremental de la cadena con el flujo ya actualizado tomando
encuenta los d(i,j;k)=0. podemos ver que existen los mismos ceros que en la ocacién anterior por
lo tanto marcamos

a t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,18].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,10].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,4,3).
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].

como por la actividad A(3,5) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede
pasar ningun flujo por lo tanto no pudimos marcar a t(t) y la red nos quedarfa de la siguiente
manera:




(0,30)
5,1, 1,18
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2.1,4.2] (flujo,Capacidad maxima)

A52/MOS

Se buscan los :
Az =[A(i,j) donde ] es
8, = mina, [-E(i,j;k)]

8y = mina,[d(i,3:%)]

los cuales son:

tomandose:

6= min[&l, 62]

. Como €l iltimo suceso 1O esta marcado entonces
al cambio los tiempos de los sucesos,

marcado e i es 10 marcado,

ge calculan y se comparan llamandoseles:

-d(3,5;2)=3

d(3,4;2)=1

-d(4,5;1)=6 -d(4,5;2)=9
-d(4,t;1)=8 -d(4,£;2)=10

donde el minimo es é = 1

Por lo tanto, el valor 1

se lo restamos a los tiempos

(0,10)
(16.25) 5 0
1
(0,7) [5,2,4, o]
(8,10) (0,10) (0,10)
2 Dy
[1,1,+,1M 8)
N )
fig. 3.28

no existe cadena aumentante por lo tanto

el cual se hace de la siguiente manera:

A; =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]

d(i,j;k)>0l

de los nod



fig. 3.28

Como el dltimo suceso 1O esta marcado entonces 1O existe cadena aumentante por lo tanto
asamos al cambio los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la siguienie manera:

Se buscan los :
Ay =[A(i,]) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]

A; =[A(i,}) donde j es marcado e i es no marcado, d(i,j;k)>0]

se calculan y se comparan llamandoseles:
§, = mina, [-d(i,3;k)]
by = mina, [d(i,jk)]

los cuales son:

-4(3,5;2)=3
d(3,4;2)=1
-d(4,5;1)=6 -d(4,5;2)=9
-d(4,t;1)=8 -d(4,£;2)=10

tomandose:
6= min[él, 62]
donde el minimo es § = 1

Por lo tanto, el valor 1 se lo restamos a los tiempos de los nod
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. yepresenta los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(5) y a t(t) una unidad.

(1,2)

1(4)=10

N (6,10)

fig. 3.29

Donde podemos ver que el tiempo que era de 21 semanas se redujo a 20.

Para encontrar el costo busquemos los d(i,j;k)} y los (i,j;k).

d(s,1;1) =5 f(s,1;1) = 16.
d(1,2;1) = 7 f(s,1;1) = 16.
d(2,3;1) =3 f(s,1;1) = 8.
d(2,5;1) = 10 (s,1;1) = 8.
d(3,51) =5 £(3,5;1) = 3.
d(3,51) = 9 £(3,t;1) = 5.
d(5,t;1) = 3 f(5,t;1) = 10.
d(5,t;2) =1 f(s,1;1) = 1.

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 20 es:
P(20)=1150-{(20)16-[5(16)+7(16)+3(8)+10(8)-|;.5(3)+9(5)+3(10)+1(1)]}
=1150-{320-[80+1124+244-80+15+45+30+1] }
=1150-{(320-387)}
=1150-[-67]
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epresenta los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(5) y a t(t) una unidad.

1(3)=15

(5.9

(2,5)

Donde podemos ver que el tiempo que era de 21 semanas se redujo a 20.

Para encontrar el costo busquemos los d(i,j;k) y los (i j;k).

d(s,1;1) = 5 f(s,1;1) = 16.
d(1,21) =7 f(s,1;1) = 16.
d(2,3;1) = 3 f(s,1;1) = 8.
d(2,51) = 10 f(s,1;1) = 8.
d(3,5:1) = 5 £(3,5:1) = 3.
d(3,61) = 9 f(3,t:1) = 5.
d(541) = 3 £(5,t;1) = 10.
d(5,t2) =1 f(s,1;1) = 1.

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 20 es:
P(2{))=1150-{(20)16—[5(16)+7(16)+3(8)+10(8)-l:5(3)+9(5)+3(10)+1(1)]}
=1150-{320-[80+112+24+80+15+45+30+1] }
=1150-{(320-387)}
=1150-[-67)
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=1150+67
=1217
de donde P{20)=1217 es decir 67 pesos de incremento.

pasamos a la siguiente iteracidn:

Quinta Iteracién

Antes de iniciar el siguiente marcaje borramos las etiquetas anteriores y calcular los nuevos
valores de d(i,j;1) y d(i,j;2)-

La red nos quedarfa de la siguiente manera:

(0,30)

(flujo,Capacidad maxima)

(16,25)

N (8.8)

fig. 3.30

y los d(i,j;1) y los d(i,j;2) nos quedan de la siguiente manera:




5:1. Ejemplo

=11504-67
=1217
de donde P(20)=1217 es decir 67 pesos de incremento.

pasamos a la siguiente iteracion:

Quinta, Iteracion

valores de d(i,j;1) v d(i,j;2).

La red nos quedaria de la siguiente manera:

(0,30)

95

Antes de injciar el siguiente marcaje borramos las etiquetas anteriores y calcular los nuevos

(flujo,Capacidad méxima)

\ (8,8)

fig. 3.30

y los d(i,j;1) y los d(i,j;2) nos quedan de la siguiente manera:
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d(i,j;1)= d(i,j;2)=
t(i.j) t(i)-() | DA | dii)H(0)-t0)
t(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
1(s,3) 0-15=-15 | 2-15=-13 1-15=-14
t(s,4) 0-10=-10 | 2-10=-8 1-10=-9
t(1,2) 5-12=-7 7-7=0 5-7=-2
#(1,4) | 5-10=-5 5-5=0 2-5=-3
t(1,5) 5-19=-14 | 4-14=-10 2-14=-12
t(2,3) 12-15=-3 | 3-3=0 1-3=-2
£(2,5) 12-19=-7 | 10-7=3 6-7=-1
£(3,5) 15-19=-4 | 5-4=1 2-4=-2
£(3,t) 15-20=-5 | 9-5=4 5-5=0
t(4,5) 10-19=-9 | 49=-5 1-9=-8
t(4,t) 10-20=-10 | 3-10=-7 1-10=-9
t(5,t) 19-20=-1 | 3-1=2 1-1=0

tabla 3.7

pasamos al siguiente marcaje:

Primer Marcaje de la Quinta Iteracion

como t(s) ya estaba marcado entonces todos los demas nodos de la red son todavia no marcados.
apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(i,j:2) = 0
para observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla ;
3.7 los datos de d(3,};2) existen dos ceros uno en la actividad A(3,t) y otro en la actividad A(5,t) i
por lo tanto marcamos a t(t) como [3,2,+00] y {5,2+,00] pero no se forma un camino critico y por
eso e] proyecto se puede reducir en su tiempo de duracién . :

1a red nos quedaria de la signiente manera:
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d(i,j;1)= d(i,j;2)=
£(i.,j) t(@)-tG) | DGAHE)-tGE) | dL)+HG)-t3)

t(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
t(s,3) 0-15=-15 | 2-15=13 1-15=-14
t(s,4) 0-10=-1¢ | 2-10=-8 1-10=-9
t(1,2) 512=-7 | 7-7=0 5-T=-2
t(1,4) 5-10=-5 5-5=0 2-5=-3
+(1,5) 5-19=-14 | 4-14=-10 2-14=-12
t(2,3) 12-15=-3 | 3-3=0 1-3=-2
£(2,5) 12-19=-7 | 10-7=3 6-7=-1
t(3,5) 15-19=-4 | 54=1 2-4=-2
t(3,t) 15-20=-5 | 9-5=4 5-5=0
t(4,5) 10-19=-9 | 49=-5 1-9=-8
t(4,t) 10-20=-10 | 3-10=-7 1-10=-9
t(5,t) 19-20=-1 | 3-1=2 1-1=0

tabla 3.7

pasamos al siguiente marcaje: i

Primer Marcaje de la Quinta Iteracion

como t(s) ya estaba marcado entonces todos los demds nodos de la red son todavia no marcados.
apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(i,j:2) = 0
para observar si forman un camina critico desde t(s) hasta t(t), podemos ohservar que, en la tabla
3.7 los datos de d(i,j;2) existen dos ceros uno en la actividad A(3,t) y otro en la actividad A(5,)
por lo tanto marcamos a t(t) como (3,2,+00] ¥ [5,2+,00] pero no se forma un camine critico y por
es0 el proyecto se puede reducir en su tiempo de duracién .

La red nos quedaria de la siguiente manera:
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(0,30)
(flujo,Capacidad méxima)
1 3 {5,5)
(16,33) (0,10) (3,3)
13,2,+, o0}
CS (16,25) {5 0
['1'y' 70‘3] F 1 [5 0 ]
? ?+? x
(8,10) (0.7) (0,10) (0,10)
(0,30) r
2 4

<C " (8.,8)

fig. 3.31

Segundo Marcaje de la ‘Quinta Iteracién

~ Apartir del nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde los
(i,j;k)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedaran
arcados pero no explorados. '

Observamos que existe un cero por el primer conducto en las actividades A(s,1), A(1,2), A(1,4),
2,3) y por el segundo conducto en A(3,t) y A(5,t) por lo tanto marcamos a los nodos t(1), t(2), |
3), t(4}), y t(t) de la siguiente manera: w

—

a t(1) lo marcamos de la sigulente manera {s,1,+,17].
a t(2) lo marcamos de la signiente manera [1,1,+,9].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,2).
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].
a t{t) lo marcamos de la siguiente manera [3,2,+,2].

como marcamos a t(t) entonces la red nos queda:
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(0,30) -
(flujo,Capacidad mixima)
(16,33) (0,10) (3,3)
[3,2,4, oo}
(16,25) L5 (10,18)
G [’7‘:"100] 3 L o
[5,2,4, o]
) (8,10) & (0,10) (0,10)
(0,30
2 4

N " (8,8)

fig. 3.31

Segundo Marcaje de la ‘Quinta Iteracion

- Apartir del nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados signiendo el camino donde los
’ﬁ(i,j;k):() para encontrar una cadena aumestante y los marcamos donde estos nodos quedaran
marcados pero no explorados.

Observamos que existe un cero por el primer conducto en las actividades A(s,1), A(1,2), A(1,4),
A(2,3) v por el segundo conducto en A(3,t} y A(5,t) por lo tanto marcamos a los nodos t(1), t(2),
t(3), t(4), v t(t) de la siguiente manera:

a t{1) lo marcamos de la siguiente manera {s,1,+,17].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,9].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera (2,1,4,2].
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera {1,1,+,7].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera [3,2,+,2].

» como marcamos a t{t) entonces la red nos queda:




[ sl 4,17]

(0,30)

Capitulo 3.

[1,1,4+,9]

AN

(8,10)

2,1,+,2]

Fjemplo con Aplicaciones del Algoritmo de Fulkerson

(flujo,Capacidad méxima)

1,0,4,7]

E: manera:

(0,30)

N\

(8,8)

fig. 3.32

)

(18,25)

tenemos una cadena aumentante, y por Jo tanto podemos aumentar el flujo de la siguiente

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (3), como es positivo se pasa el flujo
por el segundo conducto y se pasa al siguiente que es el (2) y se le suma 2 unidades al flujo del
arco (2,3) y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 1 y s. Cuando ya llegemos al nodo s,
hemos actualizado el flujo de la red quedandonos ésta de la siguiente manera.

(Aujo,Capacidad mixima)

(8,8)

fig. 3.33
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(0,30)
AT 2,1,4.,2]

(Rujo,Capacidad maxima)

1,1,+,7]

C (8,8)

fig. 3.32

tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto podemos aumentar el flujo de la siguiente

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (3), como es positivo se pasa el flujo
por el segundo conducto y se pasa al siguiente que es el (2) y se le suma 2 unidades al flujo del
arco (2,3) y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 1 y 5. Cuando ya llegemos al nodo s,
hemos actualizado el flujo de la red quedandonos ésta de la siguiente manera.

(0,30)

(flujo,Capacidad mixima)
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lvernos a marcar:

Utilizando la red anterior y borrando las marcas buscamos una cadena aumentante y la capaci-
incremental de la cadena con el flujo ya actualizado tomando encuenta los d(i,j;k)=0, podemos
que existen los mismos ceros que en la ocacidn anterior por lo tanto marcamos

" at(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,18].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,10].
a t(3) lo marcamos de la siguiente manera (2,1,+,3].

a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].

como por la actividad A{2,3) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede
‘pasar ningin flujo, por lo tanto no pudimos marcar a t(t) y la red nos quedaria de la siguiente

manera:;

(0,30)
[s,1,+,15] (flujo,Capacidad méixima)
1Y 33 {5,5)
3
(18,33) (0,10) ‘ (3,3)
[3117+:°0]
G [-11200] (18,25) 5 _(10.10) [5,1,+,oo]
1
0:50) (10,10) (0N (0,10) (0,10)
0,30
2 4
[ \ [1111+77]
1,1,%,7
N (8,8)

fig. 3.34

Como el dltimo suceso no esta marcado entonces no existe cadena aumentante por lo tanto
pasamos al cambio de flujo en los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la siguiente manera:

Se buscan los:

Ay =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]
Ay =[A(i,j) donde j es marcado e i es no marcado,d(i,j;k)>0)
se calculan y se comparan llamandoseles:

b1 = ming, [-d(i,j;k)]
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$olvemos a marcar:

Utilizando la red anterior y borrando las marcas buscamos una cadena aumentante y la capaci-
incremental de la cadena con el flujo ya actualizado tomando encuenta los d(i,j;k)=0, podemos
que existen los mismos ceros que en la ocacion anterior por lo tanto marcamos

- a t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,18].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,10].
a t{3) lo marcamos de la siguiente manera [2,1,+,3].
~a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,4,7].

como por la actividad A(2,3) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede
pasar ningin flujo, por lo tanto no pudimos marcar a t(t) ¥ la red nos quedarifa de la siguiente
manera:

(0,30)
1s,1,4,15]

(flujo,Capacidad maixima)

[3!11+!m]

[5!1!+ fw]

(18,25)

(0,10)

N (8,8)

fig. 3.34

Como el iltimo suceso no esta marcado entonces no existe cadena aumentante por lo tanto
pasamos al cambio de flujo en los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la siguiente manera:

Se buscan los:

A; =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]
Ay =[A(i,j) donde j es marcado e i es no marcado,d(i,j;k)>0]
se calculan y se comparan llamandoseles:

61 = minAl [-E(l,_];k)]
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d(s,3;1)=13 -d(s,3;2)=14

L-d(1,5;1)=10 -d(1,5;2)=12

-d(2,3;2)=2
-d(2,5;2)=1
d(4,5;1)=5 -d(4,5;2)=8
-d(4,4;1)="7 -d(4,£;2)=9

tomandose:

&= mz'n[él, 62]
donde el minimoes § =1

Por lo tanto, el valor 1 se lo restamos a los tiempos de los nodos t(i) no marcados de la red que
os representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(3), t(5) y a t(t) una unidad.

<7, 1087
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8 = min, [d(i,j;k)]

os cuales son:

d(s,3;1)=13 -d(s,3;2)=14
d(1,5;1)=10 -d(1,5;2)=12
-d(2,3;2)=2
-d(2,5;2)=1
-d(4,5;1)=5. -d(4,5;2)=8
-d(4,4;1)=7 -d(4,t;2)=9
tomandose:

6= min[ﬁl, 62]
donde el minimo es § = 1

Por lo tanto, el valor 1 se lo restamos a los tiempos de los nodos t(i) no marcados de la red que
os representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(3), t(5) y a t(t) una unidad.

7 1089




t(4)=10
(6,10)

fig. 3.35

Donde podemos ver que el tiempo que era de 20 semanas se redujo a 19.

Para encontrar el costo busquemos los d(i,j;k) y los £(i,j;k).

d(s,1;1) =5 f(s,1;1) = 18.
d(1,2;1) = 7 £(1,2;1) = 18.
d(2,31) = 3 £(2,3:1) = 10.
d(2,5:1) = 10 f(2,5:1) = 8.
d(3,5;1) = 5 (3,5;1) = 3.
d(3,t:1) = 9 £(3,t;1) = 5.
d(5.4:1) = 3 £(5,t;1) = 10.
d(3,4;2) =5 (3,t;1) = 2.
d(5,4:2) = 1 f(5,t:1) = 1.

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 19 es:
P(19)=1150-{(19)18-[5(18)+7(18)+3(10)+10(8)+5(3)+9(5)+3(10)+5(2)+1(1)]}
=1150-{342-[90+1264304+80+15+45+30+10+1] }
=1150-{(342-427)}
=1150-[-85)

£(t)=19

101




#(4)=10
(6,10)

fig. 3.35

Donde podemos ver que el tiempo que era de 20 semanas se redujo a 19.

Para encontrar el costo busquemos los d(i,j;k) y los 1(i,j;k).

d(s,1;1) =5 f(s,1;1) = 18.
d(1,2;1) = 7 f(1,2:1) = 18.
d(2,3:1) = 3 £(2,3:1) = 10.
d(2,5:1) = 10 £(2,5:1) = 8.
d(3,5:1) = 5 £(3,5:1) = 3.
d(3,t;1) =9 f(3,t;1) = 5.
d(5,4:1) = 3 £(5,4;1) = 10.
d(3t;2) =5 f(3,t;1) = 2.
d(5,4:2) = 1 1(5,41) = 1.

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 19 es:
P(19)=1150-{(19)18-[5(18)+7(18)+3(10)-+10(8)+5(3)+9(5)+3(10)+5(2)+1(1)]}
—1150-{342-[90+ 126+ 30480415445+ 304+10+1) }
=1150-{(342-427)}
=1150-[-85]
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=11504-85
=1235
de donde P(19)=1235 es decir 85 pesos de in

‘Pasamos a la siguiente iteracién:

Antes de iniciar el siguiente marcaje borram
alores de d{i,j;1} ¥ d(i,j;2).

La red nos quedaria de la siguiente manera:’

£y

(0,30)
1
(18,33)
5 (18,25)
['a' ¥ 900]
(10,10)
(0,30) ;
2

y los d(i,j;1) y los d(i,j;2) nos quedan de la sigu
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~1150+85
7 =12356
Je donde P(19)=1235 es decir 85 pesos de inc

“ Pasamos a la siguiente iteracion:

- Antes de iniciar _fal siguiente marcaje borrain',
alores de d(i,j;1) y d(1,3;2). :

La red nos quedaria de la siguiente manera::

(0,30)
1
(18,33)
[-1500]
(0,30) 3
2

fig

y los d(i,j;1) v los d(i,j;2) nos quedan de la si
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d(i,j;1)= d(i,j;2)=
t(i,3) t(i)-t() | Di)+(G)-t() | d(ij)+t()-t(i)
i(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
t(s,3) 0-14=-14 | 2-14=-12 1-14=-13
i(s,4) 0-10=-10 | 2-10=-8 1-10=-9
£(1,2) 5-12=-7 7-7=0 5-7=-2
t(1,4) 5-10=-5 5-5=0 2.5=-3
t(1,5) 5-18=-13 | 4-13=-9 2-13=-11
£(2,3) 12-14=-2 | 3-2=1 1-2=-1
£(2,5) 12-18=6 | 10-6=4 6-6=0
£(3,5) 14-18=-4 | 54=1 L 24=-9
1(3,1) 14-19=-5 | 9-5=4 5-5=0
£(4,5) 10-18=-8 | 4-8=-4 1-8=-7
t(4,t) 10-19=-9 | 3-9==6 1-9=-8
t(5,t) 18-19=-1 | 3-1=2 1-1=0

tabla 3.8

pasamos al siguiente marcaje:

Primer Marcaje de la Sexta Iteracion

como t(s) ya estaba marcado entonces todos los demds nodos de la red son todavia no marcados.
apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(i,j:2) = 0
para observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla
3.8 los datos de d(i,j;2) existen ceros en las actividades A(2,5),A(3,t) y otro en la actividad A(5,t)
por lo tanto marcamos a t{5) como {2,2,4+0] ¥ a t(t) con dos marcas cdmo [3,2+,00] ¥y [5,2,+ 00]
pero no se forma un camino critico y por eso el proyecto se puede reducir en su tiempo de duracién.

La red nos quedaria de la siguiente manera:
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(0,30)

{flujo,Capacidad mixima)

(5,5)
2

(18,25)

< 7 (88)

fig. 3.37

Segundo Marcaje de la Sexta Iteraciéon

Desde el nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde los
d(i,j;k)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedarin
marcados pero no explorados.

Observamos que existe un cero por el primer conducto en las actividades A(s,1), A(1,2), A(1,4)
y por el segundo conducto en A(2,5), A(3,t) y A(5,t) por lo tanto marcamos a los nodos t(1}, t(2),
t(4), t(5) y t(t) de la siguiente manera:

a t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,15].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7)].
a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].
a t(5) lo marcamos de la siguiente manera [2,2,+,7].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera [5,2,+,7].

como marcamos a t(t) entonces la red nos queda de la siguiente manera:
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‘. manera:

4

3}

(0,30)
s,1,4,15] (flujo,Capacidad mdxima)
1 3 (5,5)
2
(18,33) (0,10) (3,3)
) (3,2,+, ]
G (18,25) 5 10,10 o
["'7'300]
(0,7) ' [2’2’+77 [572':"":7]
(10,10) (0,10) (0,10)
(0,30) i
2 4
Nﬁ?} 1,1,4,7]
AN (838)
fig. 3.38

tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto podemos aumentar el flujo de la siguiente

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (5), como es positivo se pasa el flujo
por el segundo conducto y se pasa al siguiente que es el (2) y se le suma 7 unidades al flujo de
ese arco. y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 1 y s. Cuando ya llegemos al nodo s,
hemos actualizado el flujo de la red quedandonos esté de la siguiente manera.

(fAujo,Capacidad mixima)

(0,30)

D)

(25,33) (0,10
G (25,25)
e 700}
(10,10) (07

(0,30)

2 4

AN (8,8)

(5,8)
T
(3,3)
[3!21+) m]
/5 (10,10 0
i 12200l A o ool
(0,10 (0,10)

7

fig. 3.39

ATomnny AT R
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volvemos a marcar el segundo marcaje:

Utilizando la red anterior y borrando las marcas buscamos una cadena aumentante y la capaci-
dad incremental de la cadena con el flujo ya actualizade tomando encuenta los d(i,j;k)=0. podemos
ver que existen los mismos ceros que en la ocacién anterior por lo tanto marcamos

a t(1) lo marcamos de la signiente manera {s,1,+,8].

como por la actividad A(1,2) ya se encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede
pasar ningin flujo, por lo tanto no pudimos marcar a t(t) y la red nos quedaria de la siguiente

manera:

(0,30)
[5,1,1,8] (flujo,Capacidad maxima)

fig. 3.40 o | ;

Como el iltimo suceso no esta marcado entonces no existe cadena aumentante por lo tanto
pasamos al cambio de flujo en los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la siguiente manera:

Se buscan los : _ B
Ay =[A(i,j) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]

A, =[A(i,j) donde j es marcado e i es no marcado, d(i,j;k)>0]

se calculan y se comparan ]la.ma.ndoéeles:
&1 = minga, [-d(1,jk)]
bz = ming, [d(i,5;%)]
los cuales son:
-d(s,3;1)=12 -d(s,3;2)=13
-d(1,2;2)=2
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-d(1,5;1)=9 -d(1,5;2)=11
Aas)=4  -d452)=T
Aau0=6  -d(44;2)=8
tomandose:

§ = min[b;, &;]

donde el minimo es § = 2

Por lo tanto, el valor 2 se lo restamos a los tiempos de los nodos t(i) no marcados de la red que
nos representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t{2), t(3) t(5) y a t(t) 2 unidades y al
- mismo tiempo encontrando la nueva ruta quedandonos de la siguiente manera:

(1L,2)

Donde podemos ver que el tiempo que era de 19 semanas se redujo a 17.

Para encontrar el costo busquemos los d(i,j;k) y los f(i,j;k).

- d(s,1;1) =5 f(s,1;1) = 25.
d(1,251) = 7 £(1,2;1) = 25.
d(2,3;1) = 3 £(2,3;1) = 10.
d(2,5;1) = 10 £(2,5;1) = 8.
d(3,5;1) = 5 £(3,5:1) = 3.
d(3,51) = 9 f(3,t;1) = 5.
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AGL) =3 1(581) = 10.

d(2,5:2) =6 1(2,5;1) = 7.
d(3,t:2) = 5 £(3,t:1) = 2.
d(5,5;2) =1 f(5,t;1) = 8.

donde podemos decir que el costo directo total en el tiempo de 17 es:
P(17)=1150-{(17)25-[5(25)+7(25)+3(10)+10(8)+5(3)+9(5)+3(10)++6(7)+5(2)+1(8)]}
=1150-{425-[125+175+304-80+15+45+30+42+1048] } '
—1150-{(425-560)}
=1150-[-135]
=1150+4135
=1285
de donde P(17)=1285 es decir 135 pesos de incremento,

Pasamos a la siguiente iteracidon:

Séptima Iteracion

Antes de iniciar el siguiente marcaje borramos las etiquetas anteriores y calcular los nuevos
valores de d(i,j;1) y d(i,j;2). '

La red nos quedaria de la siguiente manera:
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(0,30)
(flujo,Capacidad méxima)
1 3) (5,8)
2
(25,33) (0,10) EANGE))
(s : (25,25) 5 10,10 ‘o
'5‘7')00] ) v :
0,7
(10,10) & (0,10) (0,10)
(0,30) 1 : ‘
2 4
AN (88) 7
fig. 3.42

y los d(i,j;1) y los d(i,j;2) nos quedan de la siguiente manera:

x

d(ij;1)= d(i,j;2)=
65 | $04G) | DEAHEG)E) | dd)HeG)-)
t(s,1) 0-5=-5 5-5=0 2-5=-3
t(s,3) 0-12=-12 | 2-12=-10 1-12=-11
t(s,4) 0-10=-10 | 2-10=-8 1-10=-9
t(1,2) 5-10=-5 7-5=2 5-5=0
t(1,4) 5-10=-5 55=0 | 2-5=-3
t(1,5) 5-16=-11 | 4-11=-7 2-11=-9
£(2,3) 10-12=2 | 3-2=1 1-2=-1
t(2,5) 10-16=-6 | 10-6=4 6-6=0
t(3,5) 12-16=-4 | 5-4=1 2-4=-2
t(3,t) 12-17=-5 | 9-5=4 5-5=0
t(4,5) | 10-16=-6 | 4-6=-2 | 1-6=-5
t(4,t) 10-17=-7 | 3-7=-4 1-7=-6
t(5,t) 16-17=-1 | 3-1=2 1-1=0
tabla 3.9

pasamos al siguiente marcaje:
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Primer Marcaje de la Séptima Iteracién

/' ¢omo t(s) ya estaba marcado entonces todos los demds nodos de la red son todavia no marcados.
partir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un E(i,j:?) =0
ara observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla
3.9 los datos de d(i,j;2) existen ceros en las actividades A(1,2), A(2,5),A(3,t) y otro en la actividad
'.A(S,t) por lo tanto marcamos a t(2) cémo [1,2,4,00}, a t(5) cdmo {2,2,4+00] y a t(t) con dos marcas
¢émo [3,24,00] ¥ [5,2,+ 00| pero no se forma un camino critico y por eso el proyecto se puede
reducir en su tiempo de duracién . '

La red nos quedaria de la siguiente manera:

(0,30)

(flujo,Capacidad méxima)

(3,2,4, =]

fig. 3.43

Segundo Marcaje de la Séptima Iteracion

Desde el nodo marcado buscamos todos los t(j) no marcados siguiendo el camino donde los
d(i,j;k)=0 para encontrar una cadena aumentante y los marcamos donde estos nodos quedarin

marcados pero no explorados.

Observamos que existe un cero por el primer conducto en las actividades A(s,1), A(1,4) y por el
segundo conducto en A(1,2), A(2,5), A(3,t) y A(5,t) por lo tanto marcamos a los nodos t(1), t(2),
t(4), t(5) y t(t) de la siguiente manera: '

a t(1) lo marcamos de la siguiente manera [s,1,+,8].
a t(2) lo marcamos de la siguiente manera [1,2,4+,8].

a t(4) lo marcamos de la siguiente manera [1,1,+,7].
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a t(5) lo marcamos de la siguiente manera [2,2,+,8].
a t(t) lo marcamos de la siguiente manera [5,2,+,8]. '

- como marcamos a t(t) tenemos la siguiente red:

(0,30)

(flujo,Capacidad maxima)

s,1,,8]

\ 88 7

fig. 3.44

tenemos una cadena aumentante, y por lo tanto podemos aumentar el flujo de la siguiente
manera:

Se toma el nodo t y su antecesor en la cadena aumentante (5), como es positivo se pasa el flujo
por el segundo conducto y se realiza el mismo procedimiento con los nodos 2,1 y 8. Cuando ya
llegemos al nodo s, hemos actualizado el flujo de la red quedandonos ésta de la siguiente manera.
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(ﬁujo,Capa.cida.d maxima)

fig. 3.45

volvemos a marcar el segundo marcaje:

]

Utilizando la red anterior y borrando las marcas buscamos una cadena aumentante y la capaci-
dad incremental de la cadena con el flujo ya actualizado tomando encuenta los d(i,j;k)=0. podemos
ver ‘que existen los mismos ceros que en la ocacién anterior pero como la actividad A(s,1) ya se
encuentra a su maxima capacidad entonces ya no se puede pasar ningun flujo, por lo tanto no
pudimos marcar a t(t) y la red nos quedaria de la siguiente manera: ;

(0,30)
Ts,l,+,oo]

(flujo,Capacidad maxima)

[3,2,+,00]

1
[2,2,+,00]

[5,2,4,00]
(0,10)
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" Como el dltimo suceso no esta marcado entonceé no existe cadena aumentante por lo tanto
p'asamos al cambio en los tiempos de los sucesos, el cual se hace de la siguiente manera:

Se buscan los : |

Ay =[A(ij) donde i es marcado y j es no marcado, d(i,j;k)<0]

Az =[A(i,j) donde j es marcado e i es no marcado, d(i,j;k)>0]

se calculan y se comparan llamandoseles:

8y = ming, [-d(i,j;k)]

6, = min, [3(3,5;K))

los cuales son:

. -d(s,1;2)=3

s 31)=10  -d(s,3;2)=11
A A=8 -d(s4;2)=9

tomandose:
§ = min[éy, &)
donde el minimo es .6 =3

Por lo tanto, el valor 3 se lo restamos a los tiémpos de los nodos t(i) no marcados de la red que
nos representa los tiempos, por lo tanto se le restara al nodo t(1), t(2), t(3), t(4), t(5) y a t(t) 3
unidades quedandonos de la siguiente manera:

(1,2)
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Donde podemos ver que el tiempo que era de 17 semanas se redujo a 14.
Para encontrar el costo busquemos los d(i,j;k) y los f(i,j;k).
d(s,l;i) =5 f(s,1;1) = 33.
d(1,2;1) =7 -1(1,2;1) = 25.
d(2,3;1) =3 1(2,3;1) = 10.
d(2,5;1) = 10 f(2,5;1) = 8.
d(3,51) = 5 1(3,5;1) = 3.
d(3,51) =19 (3,t;1) = 5.
d(5,t;1} = 3 f(5,¢;1) = 10.
d(1,22)=5  f(1,2;1) = 8.
d(2,5:2) = 6 £(2,5:1) = 15.
d(3,t:2) =5 (3,t;1) = 2.
d(5,t:2) = 1 f(5,4;1) = 18. 5
donde podemos decir que el costo directo total enw el tiempo de 14 es:
P(14)=1150-{(14)33-[5(33)+7(25)+3(10)4-10(8)+5(3)+9(5)+3(10)+5(8)+6(15)+5(2)+1(16)] }
=1150-{462-[165+175+30+80+15+45+30+40+90+10+16] }

=1150-{(462-696)}
=1150-[-234]
=11504234
=1384
de donde P{14)=1384 es decir 234 pesos de incremento.

pasamos a la siguiente iteracién:

Octava Iteracion

Antes de iniciar el siguiente marcaje borramos las etiquetas anteriores y calcular los nuevos
valores de d(i,j;1) y d(i.};2).

La red nos quedaria de la siguiente manera:
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(flujo,Capacidad mdxjma)

fig. 3.48

y los d(i.j;1) y los d(3,j;2) nos quedan de la siguiente manera;

| ' d(i,jil)= d(i,§;2)=
t(ix]) ti)-tG) | DEI)HEGFE) | d(ii)+o()-t(i)
t(s,1) 0-2=-2 5-2=3 2-2=0 S |
£(5,3) 0-9=-9 29=7 | 1-9=-8 - |
- t(s,4) 0-7=-7 2-7=-5 1-7=-6
£(1,2) 2 7=-5 7-5=2 5-5=0
t(1,4) | 2-7=5 5-5=0 2-5=_3
¢(1,5) | 213=-11 | 411=7 | 2-11=9
t(2,3) 7-9=-2 3-2=1 1-2=-1 :
£(2,5) 7-13=-6 | 10-6=4 6-6=0 | i
t(3,5) 9-13=-4 5-4=1 2-4=-2 ' !
£(3,t) 9-14=-5 9-5=4 5-5=0
t(4,5) 7-13=-6 4-6=-2 1-6=-5
t(4,t) 7-14=-:7 3-7=-4 1-7=-6
#(5,t) 13-14=1 | 3-1=2 1-1=0
tabla 3.10

pasamos al siguiente marcaje:
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Primer Marcaje de la Octava Iteracion

como $(s) ya estaba marcado entonces todos los demas nodos de la red son todavia no marcados.
apartir de este nodo marcado buscamos todos los nodos j no marcados que tengan un d(i,j:2) = 0
para observar si forman un camino critico desde t(s) hasta t(t), podemos observar que, en la tabla
3.10 los datos de d(i,j;2) existen ceros en las actividades A(s,1),A(1,2), A(2,5), A(3,t) y otro en la
actividad A(5,t) por lo tanto marcamos a t(1) como [s,2,+,00], t(2) cdmo [1,2,+,00}, a t(5) cémo
[2,2 4oc} ¥ a t(t) con dos marcas cémo [3,2+,00] ¥ [6,2,+ o0] podemos ver que ya se forma un
camino critico quedando la red de la siguiente manera:

(flujo,Capacidad méaxima}

AN (8,8) 15
T fig. 349

y por lo tanto ya terminamos ya que no se puede reducir més la duracién del proyecto quedan-
donos una duracién de 14 unidades y un costo de 1384 unidades quedando un camino de s a t.

por lo tanto la red de los tiempos nos queda de la siguiente manera:
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.y la figura de costos nos queda de la signiente manera.:

3
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AT, 19 20 21 23 24 25 ¢
‘tab, 3.11

ferentes tiempos entonces al escoger alguna opcién se pueden

calcular las holguras.
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‘Counclusiones

'La idea de este trabajo es dar aconocer al lector una forma muy sencilla de como se puede
zar el método CPM en cualquier proyecto ya que este método es el mas usado en la vida real
a minimizando el costo bajo un tiempo rasonable.

La experiencia obtenida al realizar este material es que se necesita conocer muy bien el desarrollo
e los algoritmos de Dijkstra y Ford Fulkerson para poder realizar el proyecto y esperando tambien
ue en un futuro se desarrolle un software para el CPM por los estudiantes que se interesen en

“continuar con este trabajo.




120 Capitulo 3. Ejemplo con Aplicaciones del Algoritmo de Fulkerson




Appendix A

ALGORITMOS DE GRAFICAS
PARA EL PROBLEMA CPM

En este cﬁap]’tulo veremos algunos algoritmos por medio de los cuales solucionaremos el problema
duracidén - costo de algunos proyectos.

Los proyectos que utilizamos son aplicables en la vida real y pueden modelarse por medio de
una red formada por nodos y arcos.

Como se explico en el primer capitulo. En el capitulo 2 vimos un ejemplo completo aplicando
el algoritmo de Dijkstra y en el 3 un problema aplicando el Ford Fulkerson, los cuales descrivimos
a continuacion.

Al Algoritmo de Dijkstra

Tenemos una red la cual tiene unas marcas que indican la duracién de cada actividad:

Se pretende encontrar el la duracién méximo entre s y t de la red:

121
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A continuacion precentaremos el algoﬁtmo utilizando la red anterior:
Comenzamos con el primer paso el cual es:
1. Inicia.liza,cioﬁ de etiqueteo.

Duracién maxima (s) =0Vs € N

Anterior a la ruta mixima des =s Vs € N !

Todas los nodos tienen una etiqueta de revision del algoritmo

2. Sea C el conjunto de nodos que estdn marcados de manera temporal junto con la distancia
mixima que hay desde la raiz hasta el los cuales estan ordenados de mayor a menor. Inicialmente
en C solo esta la raiz.

3. Se saca un elemento de C y se guarda en P. )

4. Se marca el nodo p como definitivo, despues se concidera cada nodo i € Tt(p) y se revisa.
e Si no lo a tocado el algoritmo
- Mafcar i temporalmente
- Hacer duracién maxima i = duracién maximo (p) + duracién(i,j)
~ - Anterior ruta maxima (i) = p

- Meterien C.

¢ Si estd marcado como temporal y si Duracién maxima (i) > Duracién méxima + p + Du-
racién(i,j).
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- Hacer Duracién mixima (i) = Duracién maxima (p) + Dura.cién(p,j)
- Anterior ruta mixima (i) = p

- Actualizar en C la duracién Maxima de 1.

5. Ir a 3, mientras C#£ ¢

A.2. Algoritmo de Ford Fulkerson

Se tiene la siguiente red donde precentamos los arcos con los costos maximo y minimos

Donde:

f(i,j) = fi; = el flujo a trabes del arco A(i,j)

f(i = flujo que llega al nodo i

q(i,j) = Capacidad mdxima del flujo de A(i,j)

't = conjunto de todos los nodoé sucesores de i
I'" = conjunto de todos los nodos antecesores de i

Se desea encontrar el flujo méximo entre un nodo fuente y un nodo destinode una red _R# X,
A, q] donde X reprecenta el conjunto de nodos, A reprecenta el conjunto de caminos (arcos) por

donde es posible transportar el flujo
Descripcion

1.- Iniciamos con cualquier flujo factible f.
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2.- Se busca una cadena aumentante, para ésto se hace lo siguiente.
a) Etiquetamos el nodo s con [s,00].

b) Elegir un nodo etiquetado para examinarlo; suponiendo que j es el nodo elegido y que sus
etiquetas son [£(k), (j)).

i. A todo nedo i € T'*(i,j) que no tenga etiqueta y tal que f;; < g; se le asigna las etiquetas
[+],£()] donde f(i) = min[f(i), g; — fi;]

. A todoi € T (j) que no tenga etiqueta y ta.l que f;; > 0 se le asigna las etiquetas [-j,f(i)]
donde f(l) —m.ul{f(l), fis}

luego el nodo j ha sido examinado.
c) Repetir el paso 2 hasta que :
i. El nodo destino t recibe etiqueta. Ir a paso 3.

ii. Todos los nodos etiquetados han side examinados, si el nodo destino t no tiene etiqueta el
flujo factible f es el mdximo y termina el algoritmo.

3.- Actualizar el flujo.
a) sea x=t
b) Revisar la etiqueta de x

i. Si es de la forma [+2,f(z)] hacer:

fz:r = fzx - f(x)

- ¢) Si x = s borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2 si z#s hacer x=z y regresar al paso
3.b) ' '

PN LIOTECA
%‘; RENCS BT
J UE Y RATURALE
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