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Introduccion :

La teoria de procesos estocasticos es un area de las Matematicas, que tiene mucha
importancia por sus miltiples aplicaciones. Estas se encuentran tanto en las Ciencias Sociales,
Biologia, Economia, y en diversas dreas de la Ingenieria. Una clase importante de procesos
estocasticos la constituyen los procesos de Markov. Estos tienen la caracteristica general de que
las observaciones futuras solo dependen del presente y no del pasado, y para su estudio se
pueden clasificar dependiendo del espacio de estados, €l tiempo en que se observan y la ley de
evolucion ‘

A los procesos de Markov con espacio de estados numerable, se les conoce como
cadenas de Markov. En este trabajo nos concentraremos en el estudio de las cadenas de Markov
a tiempo discreto, y con distribucion de probabilidades estacionaria.

Los conceptos basicos de la teoria de las cadenas de Markov finitas fueron introducidas
por A. A. Markov (1856-1922), y desde entonces ésta teoria ha sido desarroilada por un buen
numero de importantes matematicos. Un probiema importante que se presenta en el estudio de
las cadenas de Markov es analizar su comportamiento en tiempos futuros. Dicho
comportamiento se puede caracterizar por medio de medidas de probabilidad invariantes
asociadas al proceso. En este sentido el objetivo del presente trabajo es estudiar la existencia y
la unicidad de medidas invariantes para cadenas de Markov con espacio de estados finito. Mismo
que esta organizado en tres capitulos de la siguiente manera.

En el primer capitulo, se dan las definiciones basicas de la teoria de cadenas de Markov,
se clasifican los estados desde dos puntos de vista diferente, y se estudia la descomposicién del
espacio de estados, de acuerdo a estas clasificaciones.

En el segundo capitulo, los resultados principales se refieren a la existencia de algunos
limites y distribuciones de equilibrio.

Finalmente en el tercer capitulo, se restringe el estudio de cadenas de Markov con
espacio de estados finito, con esta restriccion las probabilidades de transicion es posible
representarlas por una matriz cuadrada. Esto permite estudiar con mas detalle los resultados
asintdticos obtenidos en el capitulo dos. Finalmente se un anexa apéndice de resultados que
estaremos refiriendo a lo largo del trabajo.



Capitulo 1

Cadenas de Markov

Introduccion.

Las cadenas de Markov constituyen una clase de procesos estocasticos que ha tomado
gran importancia por sus mutiples aplicaciones, asi como sus aspectos tedricos. Quiza ésto se
deba a que gran parte de la teoria se puede interpretar de una manera intuitiva, Mas atn cuando
los objetos que intervienen para su descripeion se pueden analizar de manera discreta, como es el
caso del presente trabajo.

En este capitulo presentaremos los aspectos generales de la teoria de cadenas de Markov
con espacio de estados discreto. Introduciremos las definiciones y resultados mas importantes
que seran usados en el resto del trabajo.

1.1 Definicion y ejemplos

Sea Q el espacio muestral y P una medida de probabilidad en 2, y considere un proceso
estocastico X = {X,;n € N} con espacio de estados numerable E. Esto es, paracada ne Ny
o € Q, X.(») € E. Se dira que "el proceso esta en el estado x al tiempo n" si X, =x. Entonces
nos referiremos a X,, como el estado del proceso X al tiempo n, y al conjunto £ como al espacio

de estados del proceso X.

DEFINICION 1.1. El proceso estocastico X = {X,,n € N} se dice que es una cadena de Markov
si satisface la propiedad

(1.2) P(Xpe1 =¥/ Xo =y0,X1 =Y 15 e0rXnel =Yu1,Xn =X) = P(Xn1 =Y/ X =x)
para todo y,,¥1,....Ym X,y € E,n e N.

A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov.
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Entonces, una cadena de Markov, es una sucesién de variables aleatorias X,, X, ..., tal
que para cada 7, la distribucién del "futuro” X, es condicionalmente independiente de los
estados "pasados” Xo, X1, ..., Xa1, dado el estado "presente” X,.

A las probabilidades P(X»+1 =y/X, =x) se les conoce como probabilidades de transicién
en un paso para la cadena {X,,n 2> 0} .

Si las probabilidades de transicién en un paso no dependen de # se dice que la cadena de
Markov es homogénea en el tiempo & estacionaria, y en este caso a las probabilidades de

transieion se denotan por:
(1.3) P(x,y) = P(Xns1 =y/X,=x) paracada x,yc E,ne N

De aqui en adelante supondremos que {X,, n >0} es una cadena de Markov estacionaria,
con probabilidad de transicion P(x, y).

Las probabilidades de transicién satisfacen las siguientes propiedades

1.4 P(x,y) =20, paratodo x,y € E.
(1.5) EE P(x,y)=1,paratodo x € E.
Y&

Si el espacio de estados es finito, por ejemplo E={0,1,2,3,..,n}, entonces las
probabilidades de transicion se pueden representar en una matriz con n+ 1 renglones y n+1

columnas.
- 7 BIBLIOTECA
P(0,0) P(0,1) £(0,2) ... P(0,n) . 7] DECIENCIAS EXACTAS
‘ p(1,0) P(1,1) £(1,2) ... P(1,n) — Y NATURALES
(1.6) P=| P(2,0) PQ,1) P(2,2) ... P(2,n) et

I P(n,0) P(n, 1) P(n,2) .. P, n) ]

DEFINICION 1.7. La funcién mo(.) definida por

no(x) = PXo=x),x € E

se le llama distribucidn inicial de la cadena y, claramente satisface

(1.8) no(x) 2 0,xe £
(1.9) XZZE mo(x) =1




La distribucién conjunta de las variables aleatorias Xo, X1, ..., X pueden ser expresadas
en términos de la funcion de transicién y la distribucién inicial. Por ejemplo:

P(X, = x0,X1 = x1) = P(Xo =x0)P(X) = x1/Xp = xo)
= mo(xg)P(x0,x1)

Luego por induccidén y por la propiedad de Markov se cumple
(1.10) P(Xo = x0, X1 = X1, .00y X = Xn) = T0(X0)P(X0,%1) - -P(Xnat , Xn)
para t0do Xo,%1,...Xn € E y neN.

Ahora supongamos que X'= {X,,n € N} es un proceso estocistico con espacio de
estados numerable £, P(x,y) es una funcién de transicion que satisface (1.4} y (1.5) y =(.) es
una distribucién que satisface (1.8) y (1.9). Si la distribucién conjunta de X),..., X, estd dada
por (1.10), no es dificil ver que se cumple la propiedad de Markov, es decir, se satisface (1.2) y
(1.3) siempre que las probabilidades condicionales en las respectivas ecuaciones esten bien
definidas.

EJEMPLO 1.11. Sean X,,Xi,.., variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas con distribucién comiin

fix) sixeN
PX=x)=
0 sixeh.

Entonces

P[X,H.] =JC/X0 =JCO,...,X,, =x,,] =P[Xn+1 =x/Xn =xn]
=P[Xn+l =-7C]
= flx).

En consecuencia {X,;n € N} es una cadena de Markov, con distribucion inicial f y matriz de
transicién dada por

A0 A1) ...
p| A0 AL ..

Reciprocamente, si {X,,n € N} es una cadena de Markov cuya matriz de transicion tiene
todos sus renglones idénticos, entonces {X,,n € N}, son independientes e idénticamente
distribuidas (ver Apéndice A.1).




EJEMPLO 1.12. Caminatas Aleatorias. Sean &£,,&,, ... variables aleatorias independientes con
valores en los enteros y con densidad comun f. Sea Xj una variable aleatoria con valores en los
enteros independiente de las variables &1,&,,... ydefina X, =Xo +& +&2+...+ & ,n e N.

Al proceso X={X,} se le llama caminata aleatoria. Mostraremos que X es una cadena
de Markov con funcidn de transicion
P(x,y)=fly—~x), x,y enlos enteros,
y distribucion inicial 7tg .Para hacer esto, observe que
PXo =x0,X1 =X1, 0y Xn =X0)= P(Xo = x0,&1 =X — %082 =X2 = X1, 0 Gn = Xn —Xny)

=P(Xo =x0)P(E1 =x1 —x0)P(§2 =x2 —x1)-P(&n = Xn —Xn-1)
= mo(xo}lx1 —xo)flxz — x1)- - Axn = xn-1)
= 1o (X0)p(x0, X 1 )P(X1,%2) - -P(Xn-1,Xn) ;

es decir, (1.10) se cumple. En consecuencia, X= {X,,n € N} es una cadena de Markov.

Supdngase que una "particula” se mueve en los enteros de acuerdo a esta cadena de
Markov. Si la particula estd inicialmente en x, esta salta (se mueve) al estado y con probabilidad

fly—x).

En el caso particular, Al)=p, A-1)=q, A0)=r, donde p, ¢ y r son reales
no-negativos cuya suma es igual a uno, se dice que la caminata aleatoria es simple. En este caso
" la funcién de transicién esta dada por




EJEMPLO 1.13. Cadena de Nacimiento y Muerte. Considérese una cadena de Markov con
espacio de estado E = {0,1,...} , tal que la funcion de transicion de la cadena esta dada por

donde gx,7x Y px son niimeros no-negativos, tal que px + g +re = 1.

Notemos que si la cadena de nacimiento y muerie tiene espacio de estados finito
E={0,1,.,d}, la funciéon de tramsiciébn estd dada como antes, solo que
Pd,d-1)+Pd,d)=qa+rqa=1.

En particular las probabilidades de transicion pueden depender del estado en el cual el
proceso esta localizado. La frase " Nacimiento y Muerte ", se deriva de aplicaciones en las
cuales el estado de la cadena es la poblacién de un:sistema viviente. En esas aplicaciones la
transicion del estado x al estado x+1 corresponde a "nacimiento” , mientras que la transicién de
un estado x al estado x-1 corresponde a "muerte".

Un ejemplo de una cadena de Nacimiento y Muerte es la que representa el capital de un
jugador , que se describe a continuacion.

EJEMPLO 1.14, Ruina del jugador. Supongamos que un jugador empieza con un capital
inicial, apostando en cada juego | dolar, donde la probabilidad de ganar es p y la probabilidad
de perder es g =1—p. Si el capital del jugador llegara a ser cero, entonces éste se retira. Sea
{X.:,n 20} el proceso que representa el capital del jugador al tiempo n. Esta es una cadena de
Markov con espacio de estados E={0,1,2,...} y probabilidades de transiciéon dada por :
P(0,0)=1 vy, para x 21,

g si y=x-1
(1.14%) Px,y)=<p si y=x+1

Se puede modificar este modelo, suponiendo que el jugador dejard de jugar si incrementa
su capital a d dolares. En este caso tomamos P(d,d) = 1, mientras que las probabilidades de
transicion restantes son las dadas en (1.14*), pero restringidas a los estados x = 1,2, ...,d— 1.



EJEMPLO 1.15. Cadenas de Colas. Suponga que llegan clientes en forma aleatoria a solicitar
un determinado servicio, para ser atendidas en forma inmediata ¢ pasar a una linea de espera
(cola). La linea de espera se observa en periodos determinados y en cada periodo de tiempo se
atiehde exactamente un cliente, Denotemos por

&, :=nmumero de nuevos clientes que llegan durante el n-ésimo periodo.

Supongamos que las variables aleatorias &;,&z,... son independientes con valores en los
enteros no-negativos y tienen densidad comun £, Sean

X, = el numero inicial de clientes,
X, = el nimero de clientes al fin del n-ésimo periodo.

Se puede corroborar directamente que estas variables satisfacen la siguiente relacion
recursiva :

E‘m+1 - l St Xn = 0
Xps1 = R
Xp+Eémi—1 si Xp21

Verifiquemos que {X,,n >0} es una cadena de Markov con valores en los enteros
no-negativos y funcion de transicién

P0,y)=fy), y20
px, ) =fy-x+1), x=1.

De la independencia de las variables &1, &2, ... , se tiene que

P(Xo =x0,X1 =X1, s Xn =X0) =PXo=x0,E1 =51 X0+ L, 0., E g1 =X —Xp + 1)
=P(Xo=x0)PE1 =x1—-x0+ 1) PEpr1 =Xn—Xpn-1 + 1)
= 1to{xoflx1 —xo+ 1) fxn —xp1 + 1)
= mofxo)P(xo, x1) - -P(Xp-1,%n).

Por lo tanto, {X,,n =0} es una cadena de Markov.



1.2 Probabilidades de Orden Mayor

Sea {Xn,n=0}, una cadena de Markov con espacio de estados E y funcion de
transicién P(,.). En esta seccién discutiremos como expresar ciertas  probabilidades
condicionales en términos de las probabilidades de transicion.

DEFINICION 2.1. Se define la probabilidad de transicion de orden m € N, P"(x,y) como la
probabilidad condicional de ir de un estado x al estado y en m-pasos. Es decir
P"(x,y) = P(Xpsm =y/Xs =x), paratoda x,yc £, n=0,1,..

1 si x=y
0 si x=y

Po(x,y) = {

LEMA 2.2. Las probabilidades de orden mayor satisfacen las siguientes igualdades:

a) P"(xy)=%.. L Py)Py,y2)- Py m2,Ym-t ) PYm-1,¥).
by P™"(x,y) =z§E P(x,2)P™(z,y).

A la propiedad en b) se le conoce como Ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Demeostracion :
a) Primeramente observe que
2.3) P(Xne1 = Y15 es Xntm = Yl Ko = X0, X1 = X1, 0y ol = Xl ,Xn = X)

= P(XO = x0.X1 =.7C1,-.-,Xn =x,Xn+l =yl,---,Xn+m =ym)
P(Xo =xo,X; =X, ...,X,,..l = Xn-1 ,X,, = x)

N mo(x0)P(x0,x1)P(x1,X2) - “P(Xn-1,X)P(X, ¥1)..P(m-1,Vm)
mo(x0)P(xo,x1) - -P(Xp-1,X%)

= P(x,y1)P(y1,y2) - -POm-1,m)

donde la segunda igualdad se obtiene de (1.10).
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Sean Ao,A1,.-An-1, Subconjuntos de . Se tiene de (2.3) y del Apéndice A.2
2.4 P(Xus1 = Y15y Xnam = YmiXo € Aoy ees Xl € Ap1,Xn =x)

= P(x,yl)P(J’I,yZ)'"P(Vm—l,ym)-

Sean By, B>, ..., Bm , subconjuntos de £ . De (2.4)y Apéndice A.5 tenemos

(2.5) P(Xn1 € Bi, .., Xum € BulXo € Ao, s X1 € Ap1,Xn=X)

BIBLIOTECA
_ ZB EB P,y )P 1, y2) - POmets Ym)- DE CIENCIAS EXACTAS
yiesr ImESw - ILSARER;;[HISHIJOK YNATURALES

HARA Ml CRANDEZA
Tomando

By=By=..=Bpi=Ao=A1=..=4,1=E y Bmw=1{y}
en (2.5), se obtiene |
2.6)  PXpm=yXn=x)=% .. y,.,% P, y1)P(y1,y2) - -PYm-1,¥);
luego de (2.6) y de la Defnicién 2.1 se sigue
2.7 P™(z,y) =L . 2 P2,y )P1,y2) - POm-1,))-
Para demostrar la parte b) del lema notemos que
P™™(x,y) = P(Xnim = yiXo = X)
=% P(Xy = z/Xo = X)P(Xnsm =Y/ Xg =x,Xn =2)

=§ P, 2)P(Xoem =y Xo =%, X0 = 2),
=§ Pr(x,2)P™(z,y),

para la segunda igualdad ver Apéndice A.3 .A

Asi como a las probabilidades de transicion se le asocia una matriz de transicion P (ver
(1.6) ), analogamente se puede hacer para las probabilidades de transicién en n-pasos .

g Del Lema 2.2 b) obtenemos
P (x,y) = P(x,2)P(z,y)

P(x,y) =§z: Pl (x,2)P(z,y) .

8
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De la definicion ordinaria de multiplicacién de matrices, observamos que el producto de
la matriz P con ella misma, esta dada por [P%(.,.)] . Ademéis si m = 1 en el Lema 2.2 a) se
tiene P'(x,¥) = P(x,y) luego por induccidn se sigue que Ia n-ésima potencia de P esta dada por

[P (.01

Sea mg la distribucidn inicial de la cadena de Markov. Entonces

P(X, =) =5 P(Xo = x,X, =)
=§ P(Xo = x)P(X, = y/ Xy =x)
= mo(x)P"(x,Y) ;
por lo tanto

(2.8) . P(X,, =y) =L no(X)P"(x,). |

Esta formula expresa la distribucion de X, en términos de la distribucion inicial no y la
probabilidad de transicién en n-pasos, P"(x,y). Ademas, obsérvese que

P(Xn = y) =Z P(Xn =X, Xps1 = y)
=Z P(Xy = X)P(Xps1 = Y[ Xy = X)
=3 P(Xs = 1)),
luego

(2.9) P(Xny1 =) =§ P(Xn =x)P(x,y).

Si conocemos la distribucion de Xo, podemos usar (2.9) y encontrar la distribucién de X
; luego, usando de nuevo (2.9) encontraremos la distribucidn de X;. Y asi sucesivamente,
podemos encontrar la distribucién de X, aplicando (2.9) n-veces.

DEFINICION 2.10. Sea A un subconjunto de £ . El tiempo de entrada 7’4 al conjunto A, se
define como

Ti=min{n>0:X, € 4},

y Ty=w si X, & A, paratodo n>0.




Note que 74 representa el tiempo ( positivo ) en el cual la cadena de Markov entra por
rimera vez al conjunto A. Por simplicidad, cuando 4= {a}, el tiempo de entrada a dicho
conjunto lo denotaremos por T,.

Usaremos Pi{.) para denotar la probabilidad de los eventos definidos en términos de una
cadena de Markov con estado inicial x. Con esta notacion, P*(x,y) = P[X, = ¥/Xo = x] se puede
escribir como P;[X, = y].

Una ecuacién importante que involucra tiempo de entrada con las probabilidades de
transicidn de orden n es la siguiente :

PROPOSICION 2.11.  P"(x,y) = il PT,=mlP*™(,y), n>1, xyeck
Demostracion :
Obsérvese que los eventos [T, =m, X, =y], 1 <m<n, son disjuntos y que
[Xn=y] =ka (Iy=mX,=)].

En consecuencia
Pr(x,y) = Py[Xy = y]

=% T, =m.X,=)]
= i—-l Px[Ty = m]Px[Xn =y/Ty = m]
= g PuTy =mPlXy =y Xo = %,X1 2V, 0. X1 29, Xm =]

= ijl PiT, =mP™™(,y). A

10




1.3 Clasificasion de Estados de una Cadena de Markov.

Con ¢l fin de describir con mas detalle el comportamiento de una cadena de Markov
presentaremos algunos conceptos y definiciones adicionales.

DEFINICION 3.1. A un estado x € E se le llama estado absorbente si P(x,x) = 1.

DEFINICION 3.2. Sean x,y € E estados de una cadena de Markov. Definimos
QO 1= Px(T) < 0).

Observe que @,, denota la probabilidad de que (la cadena) habiendo iniciado en el estado
x (Xo =x), la cadena esté en el estado y en un nimero finito de pasos. En particular, ¢,, denota
la probabilidad de que la cadena retorne al estado y. La siguiente clasificacion esta dada en
términos de estas probabilidades de retorno.

DEFINICION 3.3. A un estado y € E.se le llama

a) recurrente, si Q) =1
b) de tramsito, si ¢, < 1.

Si una cadena de Markov se encuentra en un estado recurrente y, entonces con
probabilidad uno la cadena regresa al estado y en un tiempo finito. Si el proceso se encuentra en
un estado de transito y, con probabilidad positiva (1 - ¢,,) la cadena no regresa al estado y.

Si y es un estado absorbente, entonces Py(T, =1)=P(y,y)=1; por lo tanto y es un
estado recurrente.

Usaremos E(.) para denotar el valor esperado de variables aleatorias definidas en
términos de la cadena de Markov con estado inicial x.

DEFINICION 3.4. Sea y un estado de la cadena de Markov. Se define el tiempo medio de
regreso al estado y por

my = Ey(Ty).

Es importante mencionar que el tiempo medio de retorno a un estado puede ser infinito,
adn cuando éste sea recurrente.

11




DEFINICION 3.5. A un estado recurrente y se le llama :

a) recurrente nulo’si m, = co.
b) recurrente positivo si m,, < .

Sea I,(z), z € £, la funcién indicadora del conjunto {y}, es decir, la funcién definida por

I siz=y
0 siz#y

I(z)= {

Definamos las variables aleatorias

NG) = Z LK)
Naly) = £ LK)

Note que My) v N,(y) representan el nimero de visitas al estado y y el niimero de
visitas al estado y hasta el tiempo #, respectivamente, y que

lim M) = NG)

Por otro lado note que E[I,(Xa)}/Xo=x]=E[{y)(x,)] =P:[X,=y]; entonces por el
Teorema de la Convergencia Monotona (ver Apéndice A.7), se cumple

EQN@YXo =)= Ex( £ LX)
=1 E((X)
=% Pu(Xo =)

= ii P"(x,y) .

12




Sea
(3.6) G(x,y) = E:(NO)) =§1 P(x,y), xyekE.

Observe que G{x,y) representa el nimero esperado de visitas al estado yp, cuando la cadena
empieza en el estado x .

TEOREMA 3.7
a) Sea y un estado de transito, entonces :

i PyN@)<w)=1,

Pxy
1—(Pyy

il- G(x,y) = <, Vx e E,

b} Sea y un estado recurrente, entonces:

1.-Py(N(y) = ) = P(T; < ) = @y, xek.

1.-Py(Ny) =) =1, G(y,y) = .

iii.-Si @y = 0, entonces G(x,y)=0.

iv.-8i ¢y > 0, entonces G{x,y)=co.

Este Teorema, describe las diferencias fundamentales entre un estado de transito y un
estado recurrente. Si y es un estado de tramsito no importa donde empiece la cadena, con
probabilidad uno, visita a y solo un mimero finito de veces y el mimero esperado de visitas a y es
finito. Pero si y es un estado recurrente y la cadena empieza en y, con probabilidad uno, ésta
regresa a y una infinidad de veces. Si la cadena comienza en algin otro estado x, puede ser
imposible alcanzar a y pero si ésto es posible y la cadena visita a y en algin tiempo finito,

entonces visitara a y una infinidad de veces.

OBSERVACION 3.8. Note que si y es un estado de transito, del Teorema 3.7 y de (3.6), se
sigue que

G(x,y)=§ Pr(x,y) <o ,paratodo x e E .

Entonces

}i_’n;P"(x,y)=0, paratodo xe€ E .

Para demostrar el Teorema 3.7 es necesario el siguiente lema.

13




LEMA 3.9. Sean x,y € E, entonces
) P(My)=0)=1-0y5
b) 2.(NO) 2m)=ognon!, m21.

©) P(Ny)=m)= (PW(P?y_l(l -Qy), m21,
Demostracién:

a) Observemos que

NO) =§1 L(X)=1 siysélosi T, <.

Entonces, de la Definicion 3.2 se sigue

PoN() =0) = 1 —Po(N() 2 1)
= 1 —_ (ny ’

lo cual demuestra a).
b) Sean n, m enteros positivos ; luego
Px(Xl ;ty,XZ ;""}’: 'Hme—l ;&ysXm =y,Xm+l "’*J’, ---,Xn-f-m—l 'f""-'y,Xn+m ':y)

:-Px(Xml =), ...,Xm+n—1 i'y:Xm-m =y/Xl =Y, ---,Xm——l ;&y’Xm =_}’)
PI(X] -'yty, ...,Xm—l ¢y,Xm 2}’)

= P(Xns1 Y5 oo K-l %Y, Ximin =V Xo =2, Xy # Y, ooy Xt £, Xm = y)
PiXi #Y, ey Xm1 Y, &m =)

:Py(Xl ;ty, ...,Xn—l '-'ty)Xn =y) Px(Xl ;&y, ...Xm_1 ;ﬁy,Xm =y)

= P(Ty = n)P(Ty = m).

Entonces la probabilidad de que la cadena de Markov con estado inicial x visite al estado
¥ por primera vez en el tiempo m y la siguiente visita sea » unidades después, esta dada por
P:(T, =m)P,(T, =n). Porlo tanto

Po(NG) 22) =2 & P(T, = DPy(Ty = k)
=[§1 PuTy =) k‘z__:le(Ty"k) = QxyPyy -

14




Anélogamente tenemos que la probabilidad de que la cadena de Markov con estado
inicial x visite al estado y por primera vez en el tiempo &, y la siguiente visita sea k> unidades
despues, y la tercera visita sea k3 unidades despues que la segunda, y asi sucesivamente la
m-ésima visita sera k,, unidades despues de la (m — 1)-ésima visita esta dada por

Pi[Ty = ki Py [Ty = k2] -Py[Ty = km].
Por lo tanto

PANG)2m]=3 2" & PT, =kPIT, = kal-+Py[Ty = k)
=1n2=:'1 ATy =kl kzzil PAT, =k} kf";l Py[Ty = km]

IR 2 A e %Y
=00y
¢) Esta parte es consecuencia de b); En efecto, tenemos que
Po(N(y) = m) = P(N(y) 2 m) - P:(N(y) 2m + 1)
= Q! —Qu o)

=(ny(PfyH(1 — ), mz=1.

lo cual demuestrac). A
i6n del T 3.7
a)i Seay un estado de trénsito, es decir 0 < ¢,, <1, Del Lema 3.9 b), tenemos
PA(N(y) =) =lim P,(N(y) = m)
~lim 050%™ =0,
lo cual implica que
Py(N(y) < ) =1.

a)ii. Esta parte es consecuencia de las siguientes igualdades

Glx,y) = Ex(N())

= ”go mP(N(y) = m)

15




=% mesel'(1-9y) (Lema39o)

= Qx(l = @y) m{:o m(p;g'_l

Pxy
= Oy

= 1 _

b}i y b)il. Dei Lema 3.9 b) y ¢y, = 1, tenemos que
Py(N(y) =) =lim P,(My) 2 m)
=”1111_)130 (PU(P)';_I
=@y, paratodo x, y.

Luego tomando x = y , se sigue P,(M(y) =00)=1. Entonces, puesto que N(y) es una
variable aleatoria no-negativa, tiene esperanza infinita; es decir,

GO,y) = Ey(My)) = .

b)iil. Si @ = Px(T) <) =0, entonces P(T, =m) =0, para todo entero m finito; luego, (2.11})
implica que P"(x,y) =0, paran = 1. Entonces, de (3.6) se sigue que G(x,y) =0.
b)iv. Si @y, > 0 entonces b)i implica que P(M(y) =) =@, > 0. Por lo tanto
G(x,y) = Ex(N(y)) =,
lo cual completa la demostracion de Teorema 3.7. A
Recordemos que.
Ex(ly(Xn)) =P Xn =y)=P"(x,y), X,y € E,

Na) = 1,(%0),
y definimos

Ga(5,3) = Ex(Na ) = £ P"(x,3)-

16
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TEOREMA 3.10
a) Si y es un estado trénsito, entonces

Nay)
n

I. lim = (0, con probabilidad uno

nm—x
. . Galx,
. lim —"(—Ji)-=0 , xe k.
R—0 n
b) Si y es un estado recurrente, entonces

n { o
1. lim N_n(y_)_ = %’;—l’, con probabilidad uno.

L Gal%)) P
1L ;_1_1)1100 — =g, X€E,
¢) Si y es un estado recurrente positivo, entonces

G.(»,y) 1
— = >0

Hm ,

H—y0

d) Si y es un estado recurrente nulo, entonces

tim &N _o s e

=3

N,
Observacién 3.11. Note que ';i(y) es la proporcion de veces que la cadena esta en €l estado y en
los primeros n-pasos , y _(_3_:3_(?3:,_y) = 711',,,%; P™(x,y), es el valor esperado de esta proporcidn,

cuando la cadena empieza en el estado x:

Definimos los siguientes conjuntos

E7 : =Es el conjunto de estados de transito,

E'r: = Es el conjunto de estados recurrentes,

Epy: =Es el conjunto de estados recurrentes positivos,
Er(y: = Es el conjunto de estados recurrentes nulos.

Se tiene del Teorema 3.10 que ’1,% L il P™(x,y) , siempre existe y satisface

17




[0 sixeE yeEr 6 yeEo
.1 & 1 . _
lim 5 [ PG =1 w si x=y, y&Ege

(I':'_x: si XEE, yEERm

a). Supongase que y es un estado de transito. Se tiene entonces del Teorema 3.7

gmm Na(y)=N{y) <, con probabilidad uno, entonces

limN

— con probabilidad uno.
H-— 0

0) g

Por el Teorema 3.7, G(x,y) < w0; Vx € E, por lo tanto se tiene que

']!j_}zg Ga(x,)=G(x,)) <o, x e E, entonces

lim S0 _o r ek

A0
b). Consideremos que la cadena empieza en un estado recurrente y ; Entonces, con probabilidad
uno, regresa al estado y una infinidad de veces. Esta propiedad nos garantiza que las siguientes
variables son finitas con probabilidad uno:

T, =min{n>1:N,(y)=r},
donde r es natural. Observe que T7, representa el tiempo de la r-ésima visita ay .
Ahora defina las variables

Wy=Ti=T,, vy W,=T,—-T7', parar2.
Observe que W7, nos proporciona el tiempo de espera entre la (r—1)-ésima y r-ésima visita al
estado y. Claramente

Ty=W, +Wi+...+W,.

Las variables W}, WZ,... son independientes e idénticamente distribuidas (ver Apéndice
A6)y

EyW)=E,(W; ) =...= y(W)lr) =E(Ty)=m,;
18




luego, por la Ley de los Grandes Nimeros, se sigue que

t k
Wy+..+Wj

lim T =m,, con probabilidad uno; es decir
—»a0
(3:12) Ilcim Ty =m,, con probabilidad uno.

Sea r = N,(y) el mimero de visitas al estado y en las primeras n transiciones. Entonces la
r-ésima visita a y ocurre en el tiempo n 6 antes del tiempo n, y la (r + 1)-ésima visitaa y ocurre
después del tiempo n; esto es

T,’f"(”) <n< T}(’Vn(v)ﬂ ,

IJUJI TN;] adl

WMoY~ No(y) N0

Como Ny(y} = o, cuando n — o0, con probabilidad uno, pues y es un estado recurrente;
entonces de ( 3.12 ) se sigue

lim F,.H(yh)- =m,, con probabilidad uno,
6 equivalentemente
| NG) 1
1 , lim === my-

Sea y un estado recurrente. Cuando Xo tiene distribucion arbitraria, la cadena puede no
alcanzar a y, pero si es alcanzado, el argumento anterior nos muestra que, con probabilidad uno,

Net) ATy
n + my

, cuando n —-o0 .
Por otra parte, puesto que 0 < N,(y) < n, tenemos que
N,
00

Abhora usando el Teorema de la Convergencia Dominada, podemos intercambiar limite
con el operador £, para tener:

tim £ = £ )

BTy <®) 9y
- my Tmy

19




esto que

Gn(x,y) = E.(Na(y)), por lo tanto,

3BIBLIOTEC
) DECENCUS EXACTA?
lim #9222y weanmiimm. | NATURALES
H—0 " y ] . nAn"‘M“:RM\'DEL\

“Demostraciéonde ¢) y d).

Si un estado y es recurrente positivo, es decir, m, < o, entonces por b)ii, se tiene

Ahora si y es un estado recurrente nulo (m, = ), y de nuevo de b)ii se tiene

HmM—QE-:O, xekE. A

Prace- S ‘my
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1.4 Descomposicion del Espacio de Estados.

DEFINICION 4.1 Seanxy y estados distintos. Diremos que

a) x alcanzaa y st @y > 0.
b) x se comunica con y si xalcanzaa y y y alcanzaa x.

TEOREMA 4.2

a) xalcanzaa y si, y solo si P"(x,y) >0, paraalgin n>0 .
b) Six alcanzaa y v y alcanza a z, entonces x alcanzaa z.

a). Supongase que x alcanza a y, es decir, que cp,;y = P,[T, <] > 0. Entonces existe algin
entero positivo n, tal que P;[T, =n] > 0 de la Proposicién 2.11 se tiene

P'(5.3) =Z, Po(T, = mP™"(,)+ Pu(T, = 1)P°(y, ).
2 P(Ty=n)>0.
' Ahora supéngase que P*(x,y) > 0, para algin 1 > 0. Entonces de la Proposicion 2.11 se
T P.(Ty=m)>0, paraalginentero O<m<n,

lo cual implica que
P(Ty<o)=¢5>0.

b) Por a) existen enteros positivos m y n tales que
Prx,y)>0 y P'(y,2)>0.
Abhora, de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov ( 2.2 ), se tiene
Pm™™(x,2) =h§E P™(x, )P (h,2) >0
P, )P (y,2) >0 ;
por lo tanto, de a) se sigue que x alcanzaa z. A
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FEOREMA 4.3, Sean x,y e E.
. Si x es un estado recurrente, y ademds x alcanza a y, entonces y es un estado recurrente y

Py = Pyx = 1. .
) Sixesun estado recurrente positivo y x alcanza a y , entonces y es recurrente positivo.

).Suponemos que x #y.Como x alcanza a y , se tiene ¢ = P(T}, <0) >0, lo cual implica que
[T, =n] >0, para algin entero positivo n. Sea no el menor entero positivo, tal gque
[Ty = n]> 0, es decir,
ng=min{n 21 : Px(T, =n)>0};
- entonces de la Proposicion 2.11 y de Px(7} = no) > 0 se sigue que P™(x,y)>0y
(4.5) P"(x,y)=0, 1<m<ny.

Por otra parte, como P™(x,y) >0, existen estados yd, V1sesVnp1  tal que

(4'6) Px(Xl =_VI,X2 =}’2, -")Xno-l ':yrlo_nXﬂu =J’)
=P(x,y1)PO1,y2) POn-1,5) > 0.

Note que ninguno de los estados y1,...,yn,-1 coincide con x ¢ y; pues si coincidieran seria
posible ir del estado x al estado y en un mimero menor que 7¢ pasos, lo cual contradice (4.5).

Probemos ahora que ¢, = 1.
Primero observemos que
Pe(X1 = Y150y Xng = Vs Kgrk X, Vk 2 1)
= Pr(Xngrk 25,k Z VXL =91, 0y Xng =Px(X1 = Y1, 00y Xng =)
= Py(Tx = 0)Px (X1 =1, 0y Xnp =)
= Py(Tx = 0)P(x, y))P(1,72) - -P(Yo-1,¥)
= (1 = @)P(x, y )P 1, y2) - -P(no-1,9) > 0 .
Lo anterior implica que @, = 1, ya que de lo contrario tendriamos que @x < 1, lo cual no puede

ocurrir puesto que x es un estado recurrente.
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Como @y, = 1, del Teorema 4.2 a), existe un entero positivo » tal que
Ph(y,x)>0.
Ahora de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se tiene

Prutning (y’ y) =x§E Py, x) Pn(x, X)P"'o (x,J/)

= Py, x)P(x, x)P"(x,y).
Entonces

@ Prsnno(y, 5) > P71 (y, x)P"(x, )P (x, ) , ¥

G(yy) ZP"(Vy)> 5 Py

m=ny+14ng

= ) ny+t+ng
L Py, y)

2 PM(y,)P™(x,y) & P"(x,)

=P"'(y,x)P”0(x,y)G(x,x) =,

de lo cual se sigue que y es tambien un estado recurrente. Ademds y alcanza a x, y de la primera
parte de la demostracion se sigue que @ =1.

b) Del Teorema 4.2 a), existen enteros positivos 71 y nz, tal que
P(y,x)>0 y P(x,)>0 ;
entonces del Lema 2.2 b), se tiene

prmtna(y, y) 2 P71, x)P™(x, x)P"(x, ).

Ahora sumando en ambo lados de la designaldad para m=1,2,...n y multiplicando por';ll—, se ,
tiene =

L
n

1 b=

> Py y) 2k 8 PGy, )P, )P, ) |
m=
lo cual puede escribirse como ’

g PrOy) g PR0)

=1 n =y

P2 Py x)Piny) £ 8D
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Es decir

Grpornea ) Grom@)) o o Gal5,3)
1 nz(yy)__ ;(yy)zP'(y,x)Pl(x,y) (.:X)

. Entonces, tomando limite cuando 7 — «, se tiene
1 n -1
iy 2P 0P V) >0

y en consecuencia my <. A
DEFINICION 4.8. Un conjunto no-vacio C de estados, es cerrado si ningin estado de C alcanza
a estados fuera de C, es decir, si
4.9) Py =0, xeC, yeC.
Equivalentemente, por Teorema 4.2 a), C es cerrado si, y so6lo si
(4.10) Pix,y)=0, VxeC, yeC, nz1l.

Si x es un estado absorbente, entonces el conjunto C= { x } es un conjunto cerrado.’
DEFINICION 4.11. Un conjunto cerrado C es irreducible si x alcanza ay, paratodox,y e C.
El siguiente Corolario se sigue del Teorema 4.3 .

COROLARIO 4.12. Sea C un conjunto cerrado ¢ irreducible en una cadena de Markov.
Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones

': a) todos los estados en C son recurrentes positivos.
1 b) todos los estados en C son recurrentes nulos.
¢) todos los estados en C son de transito.

Primero demostraremos que todos los estados de un conjunto cerrado e irreducible de.
una cadena de Markov, son de transito o recurrentes.

i) Seax e C un estado recurrente. Por definicién de conjunto irreducible, se cumple
que ¢l estado x se comunica con el estado y Vy e C ; entonces por el Teorema 4.3 a)

se tiene que y es un estado recurrente; es decir cada estado en C es recurrente.

if) Sea y € C, un estado de trdnsito, donde el estado x se comunica con el estado y
Vx e C. Supongamos que x es un estado recurrente, entonces por el Teorema 4.3 a),
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se tiene que y es un estado recurrente, lo cual es una contradiccion, por lo tanto el
estado x es necesariamente de trinsito, asi cada estado en el conjunto C es de transito.

Ahora se demostrard que si se tiene un conjunto cerrado e irreducible C de estados
recurrentes, entonces o todos los estados son recurrentes positivos o todos son recurrentes nulos.

- i) Seax € C un estado recurrente positivo. Por definicién de conjunto irreducible, se
n cumple que el estado x se comunica con el estado y Vy € C, entonces por el Teorema
4.3 b) se tiene que y es un estado recurrente positivo; es decir cada estado en Ces
recurrente positivo. '

ii) Sea y un estado recurrente nulo. Supongamos que x es un estado recurrente
positivo, entonces por el Teorema 4.3 b), se tiene que y es un estado recurrente positivo,
lo cual es una contradiccion, por lo tanto el estado x es necesariamente recurrente nulo,
asi cada estado en el conjunto C es recurrente nulo. A

DEFINICION 4.13. A una cadena de Markov se le Ilama :

a) recurrente positiva si todos sus estados son recurrentes positivos.

b) recurrente nula si todos sus estados son recurrentes nulos.

¢) transitoria si todos sus estados son de transito.

d) Iireducible si x alcanza a y, para todo x,y € E, es decir ¢, >0, para todo x,y € . E.

Entonces de Corolario 4.12, se sigue que una cadena de Markov irreducible, es una
cadena recurrente positiva, recurrente nula 6 de transito.

TEOREMA 4.14. Si C es un conjunto cerrado y finito, entonces tiene al menos un estado
recurrente positivo.

E I sy ) .
Tenemos que para cada m = 1,2,... , se cumple

z P*(x,y)=1, xeC.
yeC

Sumando param = 1,...,n y dividiendo porn, setiene

Gnlx,y)

zz LPm(x,y) = 3, SR

m=1yeC

—tre =1, xeC.

Si C es finito y suponemos que cada estado en C es de transito 6 recurrente nulo, entonces por el
Teorema 3.10
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1 =i 3, 25
3Dy eC n

-3 lim 2&2 g

yeCn—ao

‘lo cual es una contradiccién ; por lo tanto C tiene al menos un estado recurrente positivo. A

'COROLARIO 4.15. Sea C un conjunto de estados finito, cerrado e irreducibie. Entonces cada
‘estado en C es recurrente positivo.

Demostracion : Como C es cerrado y finito, del Teorema 4.14, existe almenos un estado
recurrente positivo en C, y del Corolario 4.12, cada estado en C es recurrente positivo. A

COROLARIO 4.16. Una cadena de Markov finita, no puede ser de transito ni recurrente nula.
Demostracion : Consecuencia inmediata del Teorema 4.15. A

COROLARIO 4.17. Una cadena de Markov irreducible, con un ninero finito de estados, es
. recurrente positiva.
Demostracién : Consecuencia inmediata del Corolario 4.14. A

COROLARIO 4.18. Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces
oy=1, P(NO)=x)=1y Gy =wo, paraxyeC.

Demostracién : .a primera igualdad se sigue del Teorema 4.3 a); la segunda igualdad del
Teorema 3.7 b)i y del Teorema 4.3 a) y la tercera ignaldad del Teorema 3.7 b) iv. A

COROLARIO 4.19. Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes.. Entonces

]jm Gn(x,y) = _1_

lim —=5 o xyeC.
Siademis P(Xp € C) =1, entonces
. Na) _ 1
l_n;l;lo -T-='m—y, ve C.

Demostracion : Se sigue del Teorema 3.10 b) y Corolario 4.18. A

En general es dificil decidir cuando una cadena de Markov irreducible con,
espacio de estados infinito es recurrente o de transito. En el siguiente ejemplo veremos que
condicién debe cumplir una cadena de nacimiento y muerte, con espacio de estados infinito, para
que sea recurrente o de transito.
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EJEMPLO 4.20. Consideremos una cadena de Nacimiento y Muerte, con £={0,1,2,...} ¢
“E=1{0,1,...,d}, y funcion de transicién

g S§i y=x-1
Plx,y)=4 re  si y=x ,

Px  Si y=x+1
donde pr+gx+ri=1.

Supongamos que la cadena es irreducible, es decir, p >0, si x20, y ¢, >0, six>1.

Recuerde que si el espacio de estados es finito, por hipdtesis de irreducibilidad, tenemos
por ¢l Corolario 4.17 que la cadena de Nacimiento y Muerte es recurrente positiva.

Por lo tanto consideremos el caso con espacio de estados infinito.
Para a,b e E ,talquea < b, sea
wx)=P(To<Tp), a<x<b yru(@=1, u(b)=0.

Si la cadena de nacimiento y muerte se encuentra en el estado y, en un paso puede ir al
estado y—1, y 6 y+1, con probabilidades g,,r, 6 p, respectivamente.

Por lo tanto

4.21) u(y) = qyu(y — )+ ryu(y) +pyuly+1), a<y<b.

Como ry =1-py—g,, setienede(4.21) que

r (4.22) uy+1)—u() = @) -uy-1),  a<y<b.
Sea yo=1y
(4.23) Yy = %, y>0.
De (4.22), se tiene

uy+1)—u) = gL o) ~uy-1),  a<y<b,
de lo cual se sigue que,

uy+ 1) =) = g (ua+ 1)~ (@)
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= %(u(a +1)—u(a)) .

En consecuencia

4.24) u(y) ~u(y +1) = Fu@ -u@+1)), asy<b.

Sumando en (4.24) para y=a,...,5—1 y tomando én cuenta que w(a)=1 y u(b)=0,
oncluimos que, ,

u(a)—u{a+1) __1

Wa b=1
y§a Wy
De (4.24), se tiene
4.25) u(y) —u(y+1) = 2= , a<y<b.

z Yy
Ahora si sumando en (4.25) de y=x,..,b—1 y tomando en cuenta que u(b) =0 , se

v

=z

tiene

u(x) = , asy<hbh.

1318

Va
Y porla definicién de u(x), se tiene que :

N v
(4.26) PATi<Ty) =22, a<x<b.

Yy

{oeid)iveis

Un caso particular de (4.26), es

1
n=1 4

i
e Yy

(4.27) P(To<Tp)=1- n>1.

Consideremos una cadena de Nacimiento y Muerte con estado inicial x=1. Como la
cadena puede moverse a lo més un lugar hacia la derecha en un paso. Entonces,

(4.28) 1STh<T3<...

Se sigue de (4.28) que {To < T»}, n> 1, forma una sucesién no decreciente de eventos.
Luego de Apéndice A.9 se sigue que :

(4.29) ;19‘;10 Pi(To < Tp)=P1(Ty <n, paraalgin n>1).
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La ecuacién (4.28), implica que T, = n, entonces T, — 0, cuando n — oo; entonces el
e,vcnto (To < Tx , paraalgin z > 1), ocurre si y solo si el evento (T < «) ocurre. Por lo tanto

J.]’.Ll'{.'%,}JI(T()<1‘“;;)=P;(.’LT'[)<00) .

De (4.27) y de (4.30), se sigue que,

1
Ty,
Yy
y=0
Ahora demostraremos que la cadena de nacimiento y muerte, es recurrente si y solo si

Pi(Tp<o)=1~

¥y, =wo.
y:o%'

4.32)

Si la cadena es recurrente, entonces P1{To <) =1. Por lo tanto ( 4.32) se sigue de
(4.31). Para demostrar ¢l inverso observemos que P(0,y) =0, para y >2, entonces
(4.33) Pop(To < @) = P(0,0) + P (Ty < 0).

Supongamos que {4.32)- se cumple. Entonces por (4.31) Pi(To<x)=1, de (4.33)

concluimos que
Eo(To <20)=P(0,0)+P(0,1) = 1.

Entonces el estado 0, es un estado recurrente y por hipotesis la cadena es 1rredu01ble por
lo tanto la cadena es recurrente.

En resumen hemos demostrado que una cadena de nacimiento y muerte, irreducible, con
espacio de estados £ = {0, 1,...}, es recurrente, si y solo si

@.34) Enetow

Recuerde que Ex denota el conjunto de estados recurrentes de la cadena, mientras que Er
denota el conjunto de estados de tréansito de la cadena.

TEOREMA 4.35. Suponga Er = ¢. Entonces, existe un mimero finito 6 numerable de conjuntos
Ci, Ca,..., cerrados e irreducibles tales que Ex =_\_Jl C;.

Observacion: En general podemos escribir al espacio de estados E=Er U Er, Er=uCi, y

podemos usar esta descomposicién del espacio de estados para describir el comportamiento del
sistema.

Cuando el sistema empieza en un estado de un conjunto C, cerrado e irreducible, el
sistema permanecerd para siempre en dicho conjunto y con probabilidad uno, visitard cada
estado de C, una infinidad de veces. Por otro lado si el sistema empieza desde un estado transito
puede ocurrir lo siguiente: a) que el sistema pase finalmente a uno de los conjuntos cerrados C;s
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uede en €1 para siempre; b) el sistema permanecerd para siempre en el conjunto de estados

__ Tomemos x € Ex y sea C el conjunto de todos los estados y & Ej, tal que x alcanza a

y Como x es recurrente (¢ = 1), entonces x € C. Verifiquemos que C es un conjunto cerrado e
irreducible. Supongase que y € C'y y alcanza a z. Como y es recurrente, se sigue del Teorema
4.3 a) que z es recurrente. Como x alcanza a y y ademas y alcanza a z , concluimos que x
alcanza a z,entoncesz € C y Ces cerrado. 1

Supongase que y,z € C. Como x es recurrente y x alcanza a y, del Teorema 4.3 a) y
alcanza a x . Como y alcanza ax y x alcanza a z, concluimos que y alcanza z, esto demuestra
que C es irreducible. .

Para completar la demostracién del Teorema, probaremos que si C y D son dos b
subconjuntos de £, cerrados ¢ irreducibles, entonces son disjuntos o son idénticos. Supdngase !
que no son disjuntos y sea x un estado que estd en Cy en D. Tomemos y € C. Como C es
irreductble, x alcanza a y. Ahora D es cerrado, x € D y x alcanza a y, entonces y € D. Entonces
cada estado en C estd en D. Similarmente cada estado en D esté en C, por lo tanto Cy D son

idénticos. A :

.....

COROLARIO 4.36. Una cadena de Markov que tiene un nimero finito de estados, no tiene ;
estados recurrentes nulos. . }

D

Tomemos y € E. Supongamos que y es un estado recurrente, entonces por el Teorema
4.35 el estado y pertenece a un conjunto cerrado e irreducuble de estados recurrentes. Como C
es finito, del Corolario 4.17 se tiene que todos los estados en C, incluyendo a y son recurrentes
positivos. Entonces cada estado es recurrente positivo, lo cual quiere decir que no tiene estados .
recurrentes nufos. A o f;

DEFINICION 4.37. Se define el .periodo dx, de un estado x, como el maximo comiin divisor de J
todos los enteros 7 2 1 para los cuales P*(x,x) > 0; es decir

dx;= med{nz=1:P'(x,x)>0} ; g
si P*(x,x) =0, paratodo n > 1, definimos d, = 0.

Sidy>1 decimos que x es un estado periédico con periodo d, , mientras que sid, =1,
decimos que x es un estado aperiddico.

e i f A T N Jp—
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TEOREMA 4.38. Si x y yson estados que se comunican, entonces dy =d, .

Demostracion ; Sean n; y n, enteros positivos tales que

Pix,)>0 v  P2(@p,x>0.
© Entonces

Prma(x x) 2 P {(x, )P (y,x) >0,

lo cual implica que d;; es divisor de ny +n,. S1 P*(y,y) > 0, entonces

pmining (x,x) > pm (x’y)_pn(y,y)Pﬂz (y, JC) >0 »

lo cual significa que d, es divisor de 7, +n+n;. Como d, es divisor de ny+n, y de
n1 +n+nzentonces d, es divisor de n, por lo tanto d; es divisor de todos los mimeros del
conjunto:

{nz1:P*y,y) >0},

y como dyes el maximo comin divisor de este conjunto, concluimos que dy < d, ; similarmente
concluimos que d, < d,. Por lo tanto 4, =4,

A

Del Teorema anterior se tiene el siguiente corolario:

COROLARIOQ 4.39. Los estados de una cadena de Markov irreducible tienen periodo comiin 4.

La definicién de periodo de un estado, se extiende para cadenas irreducibles, es decir:

DEFINICION 4.40. Diremos que una cadena de Markov irreducible es

a) periédicasi d>1.
b) aperiédicasi d=1.

Note que una condicién suficiente para que una cadena de Markov irreducible sea
aperiddica, es que P(x,x)>0, paraalgin x € E.

EJEMPLO 4.41. Consideremos de nuevo una cadena de Nacimiento y Muerte, 1rreduc1ble,-

como en el Ejemplo 4.20, es decir la funcién de transicion esta dada por

Px,y)=yr. si y=x ,

1

J

é
‘1 qx si y=x-1
1
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Qndepx"'QJc"'rx:l , x>0 y g« >0.

Si ademas . >0, entonces P(x,x)=r, >0 . Como la cadena es irreducible se tiene que
‘ésta es aperiddica.

Suponga ahora que r, =0, Vx € £. Entonces si la cadena empieza en un estado x, esta
regresard al estado inicial x sélo en un nimero par de transiciones. Por lo tanto la cadena tiene
‘periodo 2 6 multiplo de 2. Como

PZ(O, 0) =pogd1 > 0,

se concluye que la cadena tiene periodo 2 .

LEMA 4.42. Sea X,,n>0, una cadena de Markov irreducible, recurrente, con pericdo d.
Entonces los estados pueden ser divididos en 4 conjuntos disjuntos B1,B3z,....,B4 , tal que
P(x,y)=0,exceptopara x€B; y yeBu, i=12,..,d-16 xe€Bs y yeB).

Observemps que de este resultado tenemos que las transiciones en un paso, solo son
posibles de un conjunto B; al conjunto By i=1,...,d~1 & de B4 a By; por lo tanto después
de "d- pasos” se llega a un estado del mismo conjunto. Entonces si consideramos la cadena en
los tiempos d, 2d, 3d, ... de esta forma obtendremos una nueva cadena de Markov con
probabilidades de. transicién P%(x,y). Y en esta nueva cadena, cada conjunto B; es cerrado e
irreducible, ya que la cadena original es irreducible, y aperiédica porque dentro del mismo
conjunto, el mimero requerido de pasos para regresar al mismo estado con probabilidad positiva,
es necesariamente divisible entre 4.

Demostracién_; Consideremos un estado x arbitrario pero fijo. Como la cadena es irreducible
para cada estado y existe un entero s tal que, = P*(y,x)> 0. De la ecuacién de _
Chapman-Kolmogorov, se tiene

(4.43) P (x, %) 2 P™(x, )P (0, x) = P (x, ).

Entonces si P™(x,y) > 0, se tiene que P™%(x,x) > 0, por lo tanto m +s es divisible entre
el periodo d, es decir m = kd —s, para algun £. Si fijamos s concluimos que cada entero m, para
el cual P™(x,y) >0, es de la forma m=a,a+d,a+24,..., donde el mimero ¢ es un entero fijo
con 1 < a <d. El entero o. es caracteristico del estado y, asi, todos los estados pueden dividirse
en d conjuntos mutuamente excluyentes B4, B, ..., Bs, definidos de la siguiente manera;.

Bo :-—-{zéE:P"‘(x,z)>0,m=kd+a} , a=1,..,d.

Ahora supongase que P(z,y) >0 y que z € B, . Entonces P**“(x,z) >0, para alguné
k, y porlo tanto P*+e+l(x y) > P¥*(x, 2)P(2,1) > 0, entonces y € Bosi. A
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@NCLUSIONES DEL CAPITULO1:

. oL & pm . ; : .
‘Notemos que lim mZ=l P™(x,y), siempre existe y satisface:

0 sixek, yeEr 6 yeEpo

im L $ = - i x= .
11_)1;‘1) 7 ”El Pr(x, )= = sz' x=y, ye€ Epm
Ty Si x€kE yeEpn

En cambio el gl_ﬂ P"(x,y) , "no siempre existe", este limite es importante en el estudio
las cadenas de Markov como veremos en el capitulo II.

En el caso en quey € E7, tenemos de la Observacion 3.8, que

;Lngu P*x,y)=0 paratodox € E.

)
1

2) El conjunto de estados £, se puede descomponer de la siguiente manera

E=ErUEr, Er=uC,
]

donde cada C; es un conjunto cerrado e irreducible.

Ademas cada conjunto C;, puede ser periddico o aperiédico. En el caso periddico (con
periodo d > 1), los estados del conjunto C; estan divididos en d conjuntos ciclicos B;, B3, ..., B4.
Entonces el comportamiento del sistema se puede describir de la siguiente manera:

Cuando el sistema empieza en el conjunto de estados de trinsito, existen dos
posibilidades. El sistema se quedara para siempre en el conjunto de estados de transito 6 bien el
sistema pasara finalmente a un conjunto cerrado e irreducible C;. Si el conjunto C; es periodico,
la cadena se mueve atraves del conjunto ciclico en un orden definido por By, B;,...Bs .

3) Si la cadena de Markov tiene espacio de estados finito, en el comportamiento del sistema
dado en 2), no puede ocurrir que el sistema se quede en el conjunto de estados de transito.

a) Si una cadena de Markov es finita e irreducible, en este caso la cadena es recurrente
positiva.

b) Si la cadena de Markov no es irreducible (reducible), no tiene estados de transito
(Er=¢) y esta formada por dos 6 mas conjuntos cerrados e irreducibles, en éste caso no hay
interaccion entre los estados que estan en diferentes conjuntos. Entonces es como tener dos 6
mas cadenas de Markov que no estin relacionadas y pueden ser estudiadas en forma
independiente. Entonces podemos suponer que la cadena esta formada por un solo conjunto
cerrado e irreducible como en a).

33

|
|

BERERE s - GEE v o s T T e R

e

EETE L T

-




¢) Si la cadena tiene estados de trdnsito (E7 # §) , en este caso la matriz que representa a
]as probabilidades de transicién se pueden escribir en bloques de la siguiente manera:

RO
Pz(SQ)’

donde:

R, es la submatriz cuadrada correspondiente a los estados recurrentes (donde R puede
descomponerse nuevamente);

0, es la matriz de ceros que representa las probabilidades de ir de estados recurrentes a estados
de transito;

Q, es la matriz cuadrada que representa las probabilidades de ir de estados de transito a estados
de transito;

S, representa la matriz de ir de estados de transito a estados recurrentes.

De la ecuacién de Chapman-kolmogorov se sigue que las probabilidades de transicién de
orden mayor se pueden escribir en bloques de la signiente manera:

. | R" 0
P‘(S,. Q"J’

donde R* y Q" , representan las n-ésimas potencias de las matrices R y Q respectivamente.

Recuerde - que P"(x,y)—>0, si y es un estado de trinsito 6 recurrente nulo.
Necesitamos, por lo tanto, considerar solamente ¢l caso en que cada estado y es recurrente
positivo, es decir, my < .




Capitulo 2

Introduccion.
En este capitulo trataremos algunos conceptos importantes en el estudio de teoria de
cadenas de Markov, asi como algunos limites, los cuales determinaran cuando una cadena de

Markov tendra o no, una distribucién estacionaria, cuando es tnica y cuando esta distribucién es
de equilibrio.

1.1 DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION ESTACIONARIA.
De los conceptos mas importantes en el estudio de la teoria de cadenas de Markov, estan
la distribucion estacionmaria o invariante y la distribucion de equilibrio que a continuacién

introducimos.

Sea {X.,n20} una cadena de Markov con espacio de estados £ y probabilidades de
transicion P( .,.).

DEFINICION 1.1 Sea 7t una distribucién de probabilidad en £ .

a) Diremos que 7 es una distribucién invariante o estacionaria para P(.,.) si

(1.2) ) =Z m)P(y), Vy cE.

b) Diremos que 7t es una distribucién de equilibrio o asintéticamente estable para P(.,.) si

Al_l)g PYx,y)=n(y), Vx,yekE.

Para probar esto observe que

() =lim P™(z,y) , Vz,ye E

Es importante notar que si 7 es una distribucién de equilibrio entonces es estacionaria.
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=lim ZE Pz, x)P(x,y)

=% [lim P"(z,%) |P(x.y)

xek Ln
=Z mx)P(r,y,, Vyek.
XE.

Observemos que si 7 es una distribucion estacionaria, entonces

xEE ﬂ:(x)Pz(x,y) =x§E n(x) ZEE P(X, Z)P(Z',Y)

=3 ( > n(x)P(x,z)) P(z,y)

zeE “xek
=% n@PEy)=n0) .

Usando argumentos de induccién y la ecuacién

Prixy) =L P'(x,2P(.y) .
ZE,
se puede mostrar que

13 £ @P'(x,y) =), Vay € E
Si la distribucion inicial my es estacionaria, entonces de (1.3) obtenemos

(1.4) | P(X,=y) =§§ To(X)P (x,y) =nofy), Vn20,yckE.

Es decir, la distribucion de X, es independiente de #. Ahora supongamos que la distribucién de
X, es independiente de n, entonces

To(y) = P(Xo =) = P(X1 =y) =X mo(x)P(x, ),
lo cual significa que mo es estacionaria. La discusion precedente se resume en el siguiente lema.

LEMA 1.5 La distribucion de X,, es independiente de # si, y sdlo si, la distribucién inicial es una
distribucion estacionaria.

Supongase que 7 es distribucién de equilibrio y sea mp la distribucién inicial.
Mostraremos que

Lim PLX, =] =1(y) »

y que T es la Gnica distribucién estacionaria.
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BIBLIOTECA
J DE CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

Para hacer lo anterior, primero observe que

EL SARER DE MIA HLIOS
HARA MI GRANBEZA

PX,=yl= ZE wo(X)P*(x,y) , Vn 20,
AE
. Ahora, por el Teorema de la Convergencia Dominada, al tomar limite en la ecuacién
anterior se obtiene

lim PLX, =y] = mo(x) lim P*(x,) =% mo()n(y) = 7(y) T mo(x),
lo cual implica que

1.6 lgnw PXp=y)=n(y), Vyek ,

puesto que 7o(.) es una distribucién de probabilidad.

Para mostrar la unicidad de n(.), supongamos que n* es otra distribucién estacionaria y
tomemosla como distribucion inicial. Entonces, de (1.4)

PXn=y)=7n"(), VYnz20;Vy,
lo cual, por (1.6), implica que

n(y)=n'(y), yek.

Para cadenas de Markov con un nimero finito de estados, la distribucion estacionaria
puede encontrarse resolviendo un sisterna finito de ecuaciones lineales. A continuacién
ilustraremos este hecho para una cadena con dos estados.

EJEMPLO 1.7 Consideremos una cadena de Markov con dos estados, por ejemplo E = {0,1}.
Y cuya matriz de probabilidades P, cumple con

P =VX,=0)=p,  PXwi=0X,=1)=g, y  P(Xo=0)=mo0).

Como sélo existen dos estados, entonces se sigue inmediatamente que

PXni =0X, =0)=1-p y PWp=1X=1)=1-g;

de manera que la matriz de probabilidades de transicién para la cadena es

(178
g l-g

Para encontrar la distribucion estacionaria, se tiene de (1.2) que

-
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O =m0)1-p)+n(l)g y  w(1)=n0p+n(I)X1-g).

Resolviendo este sistema de ecuaciones y si p ¥ ¢ no son ambos iguales a cero, es decir
g>0,se tiene

w0 =2 y n(l)=%,

s decir, la distribucién estacionaria esta dada por :
g
1= ((0), 1(1)) = (2, ).
Ahora veamos si esta distribucion estacionaria, es de equilibrio.

. Observemos que ‘ :

PXnr1 =0) = P(Xp = 0, X041 = 0) + P(Xp = 1, X501 = 0)
= P(X, = 0)P(Xost = 0/X, = 0) 4+ P(Xy = 1)P(Xper = /X, = 1) :
=(1-p)PX, = 0)"‘9'13():(} =1)
= (1-p)P(Xe = 0) +q(1 - P, = 0)
=(l-p-@PX,=0)+gq.

Ahora P(X, = 0) = 7(0), entonces |
P(X,=0)=(1-p-q)me(0) +¢ y
PX2=0)=(1-p-@P(X1 =0} +¢q | :

=(1-p—@)’m0)+g[1+(1-p~q),

repitiendo n-veces este procedimiento, obtenemos:

S

n=1 .
(1.8) PX,=0)=(1—-p—q)"noe(0)+¢ j§o (1-p-¢gy.
Por la formula E
¥ | n=1 . 1—-(1—-p=-g)° s
. 2 1 — — — R .
& 1-p-qY 71g ,5

y de (1.8) se tiene que
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) P =0)= =Tt (1-p -0y (w00 - 55

en consecuencia, se tiene

L9)*. PXn=1) =ﬁ—§+(l ~-p —q)"(rro(l)—p%q) .

Ahora para encontrar P", noternos que
PM0,0)=Po[X, =01 y P™0,1)=PolX.=1].

Por lo tanto, tomando mo(0) =1 en (1.9) y mo(1)=0 en (1.9)*, se obtiene

IR Bad N RS LSRRG

P*(0,0 - l L
(1.10) (0,0) +(1-p-q) 5+’ .;
4
10)* P*0,1)=——- n
(1.10) O.=217 P~ q)p+q
Analégamente concluimos que
. P*(1,0 4 __ "
(L.11) LO)=zg—(-p- q)p+q
J1)* Pr(1,1 =—+ 1- n
(1.11) (L1 (L-p-qrsL.

Asi de (1.10), (1.10)*, (1.11} y (1.11)* se cumple

| 1 (gp). C -p—q)"( p —p}
1.12 P =--—( )+— .
(1.12) P+tg\gp pt+q -9 q

Supongamos que p y g no pueden ser ambos iguales a uno, al mismo tiempo. Entonces
0<p+q<2,locual implica que |l —p—g| < 1. En este caso, concluimos de (1.12) que cuando
n—»c0

lim P(x,y) =)

con 7w = (n{0), n(1)) = (p-l-q pf_ q) por lo tanto es de equilibrio.

W AAEEA DR, Mgy e

Enseguida se encontrard la distribucion estacionaria para una cadena de nacimiento y
muerte.




E={0,1,...,d}, y funcién de transicion

g si y=x-1
P(x?y) =3 ¥y si y=x s
px s y=x+1
: donde, px+gx+r:=1.
Adelhés si suponemos que la cadena es irreducible, es
px>0si x20 y gx>0 six21.
Supongase que d es infinito. El sistema de ecuaciones
ZRx)P(x,y)=n(), yeE,
se transforma en
(0} = t(Q)ro + (g,
"y — Dpp1 + 7y + gy =n(»), y21.
Como py +g, +r, = 1, las ecuaciones se reducen a
(1.14) q17(1) - pon(0) = 0,
Gy Y + 1) =pyn(y) = ¢yn(y) ~ ppanly — 1), y2 L.
De ( 1.14), y por induccidn se sigue,
Gy +1)-p,a(y)=0, y20,

entonces se tiene que
_ Py
my+1) =g an0), y20.

En consecuencia

(L.14)* : n(x)=%%;_'f_’—;jn(0), x21.

40,

EJEMPLO 1.13 Consideremos de nuevo la cadena de nacimiento y muerte del ejemplo 4.20
del Capitulo I. Recuerde que el espacio de estados esta dado por £={0,1,..}6 bien

decir,

A pmazroc . oo
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Sea
1 si x=10
- Popy Px .
I P x=1
Entonces (1.14)* se puede escribir como,
' nx)=mnnr0), x=0.
Supongamos ahora que }; Tx < 0, 0 equivalentemente

g 2 Po...Pr1
'(1.17) x§1 g1...qx <o .
Sumando para x > 1 en ambos lados de la iguadad (1.16), obtenemos que
(0) = Zlm.

xz1

Entonces, si sustitnimos w(0) en (1.16), concluimos que la cadena de nacimiento y
- muerte tiene una vnica distrtbucién estacionaria dada por

(1.18) ) = -, x20.

T,

Supéngase ql.u:le0 Ty = oo, concluimos de (1.16 ) y (1.18) que (1.2) tiene suma infinita.
Por lo tanto no existe distribucion estacionaria, por lo que la cadena tiene distribucion

estacionaria si, y sélo si
$ PO-Pxl

= qonigx
y estd dada por
I si x=0
Tx
1.19 nx)=——, x20 T, =
(119) 0= S g
»=0 gi--gx -

Supongamos ahora que 4 < . Por los mismos argumentos que se hicieron para obtener
(1.19) concluimos que la cadena de nacimiento y muerte, con espacio de estados finito tiene una
distribucion estacionaria dada por

1 si x=0
7t(x) = dn" , x20 y mp= Pop .
0. Dx-1 )
y%“y | g sio<x<d
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J1.2 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE DISTRIBUCIONES ESTACIONARIAS.

En esta seccion se determinard cuando una cadena de Markov tiene una distribucidn
estacionaria, cuando es \inica y cuando es de equilibrio.

Del Teorema 3.10 del Capitulo I, se tiene que si x es un estado de transito o recurrente
nulo, entonces

@ limG—"(nz-’-J—c)—=0, xek.

H—0

Si ademas 7 es una distribucién estacionaria, de (1.3), se tiene

(2.2) m(x) =z§E n(z)P™(z,x) , x € E.

Ahora, sumando en ambos lados de la igualdad para m = 1,2,...,n, y dividiendo por #, se
tiene

(2.3) n(x)=% n(z)g'i%i‘l,
lo cual combinado con (2.1), (2.3) y el Teorema de la Convergencia Dominada, implica quc‘
m(x) =lim % *n:(z)G—"(;!zﬂzo, xek.
n=CzeE

De lo anterior tenemos el siguiente teorema.
TEOREMA 2.4. Sea m una distribucion estacionaria para la cadena de Markav {X,,n = 0}. Six
es un estado de trdnsito o recurrente nulo, entonces n(x) = 0. En consecuencia, una cadena de

Markov que no tenga estados recurrentes positivos no tendra distribucién estacionaria.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para la existencia y unicidad
de la distribucion estacionaria.

distribucion estacionaria 7 dada por

2.6) 7 {x) = _n%; , xe€k.

TEOREMA 2.5. Una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva, tiene una tnica

SONR & . - i P e
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Del Teorema 3.10 ¢) del Capitule I, y 1a hipdtesis de este Tecrema, se tiene que

2.7) lim &%9—:;1; , x,ze E.

=30

Supongamos que 7 es una distribucion estacionaria. De (2.3) , (2.7) y del Teorema de la
Convergencia Dominada se obtiene

n(x) =lim T n(z) >
- 5
Por otra parte, puesto que z}E:E n(z) = 1, concluimos que
n(x) =5, x € E.
Por lo tanto, si existe la distribucion estacionaria, estara dada por (2.6).
Para completar la demostracién del teorema se mostrard que la funcion n(x), x € E,

definida por (2.6), es una distribucién estacionaria. Es claro que es no-negativa, de manera que
solo hace falta verificar que

1=
(2.9) I =l
y
2.9) Lz mPxy)=m;, yeE.

Para hacer esto, obsérvese que paracadaz € £

T Pr(z,x)=1,
xe£
lo cual implica

(2.10) T &R vzeE.

xek

Por otra parte, de las Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, tenemos

Z P™(zx)P(x,y) =P™(z,),
XE
lo cual a su vez implica

2. Galz) o Gmil@) _ PE)
{2.11) xEE‘ =2=P(x,y) 0 <
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Si E es finito, (2.7) y (2.10) implica que

1 =lim % G"(z’x) =2 zl;;

L e 573 xef

. es decir (2.8) se cumple.

Ahora tomando limite cuando # —> 0 en (2.11) tenemos

1 1 Galz,%) Ty Oei@) 1. Py ]
}EE EP(x, ¥) —}1mx§E =2 P(x, y) _}1m n 3111’1 R =
Por lo tanto (2.9) se cumple. Esto demuestra que t(_)es estacionaria cuando el espacio de
P

estados es finito .

Cuando £ es infinito, la argumentacién anterior no es adecuada ya que, en general, el
Teorema de la Convergencia Dominada no es aplicable.

Sea E1, un subconjunto finito de £, entonces de (2.10) se tiene

Z%Sl, ze k.

xek

Tomando limite cuando # —» oo concluimos de (2.7) que

EE mL<1, para todo E| < E finito,
x€eE, X

lo cual a su vez implica que

1<,
E My

2.12) z
xel
ya que de lo contrario la suma sobre algun conjunto finito de E, también excederia a uno.

Andlogamente, concluimos de (2.11), que si £1 es un subconjunto finito de £, entonces

2 GnS!ZJ)P(x’y) < Gnd-:l(zd") _ P(;J)

xek, ’

lo cual implica

& —P(x Ny L

Como en la demostracidn de (2.12) concluimos que

oo

vpr o v
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1 1
2.13) E.E EP(x, < e VE E.

= Ahora demostraremos que la igualdad se cumple en (2.13). Si no es asi, entonces de
(2.12) tenemos que

z ko3 (2 AA)

= (3 Pey) ™ BIBLIOTECA

/J DE CIENCIAS EXACTAS
s Y NATURALES
=&y o EL SABER DE MI§ HLOS

HARA MI GRANDEZ.A

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto se cumple (2.9).

Solo nos falta mostrar que

x ar=1
XE
Defina
C:=x§E;l; y Tto(x)':z.;l,";, xe k.

Observe que mp(.) ews una distribucion de probabilidad y que es estacionaria, es decir,

T m@PE) = T foPy)= bk =m00), Vyek.
Entonces, C =1, lo cual demuestra (2.8). A

De los Teoremas 2.4 y 2.5 se tiene inmediatamente el siguiente corolario.

COROLARIO 2.15. Una cadena de Markov irreducible es recurrente positiva si y sélo si tiene
una distribucién estacionaria. '

Del Corolario 4.19 del capitulo I y Teorema 2.5 de esta seccidn, se sigue el siguiente
teorema

TEOREMA 2.16. Sea{X,,n >0} , una cadena de Markov, irreducible, recurrente positiva con
distribucién estacionaria 7. Entonces con probabilidad uno

2.17) lim 42 =n(x), Vxek.

n
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Este resultado es conocido como Ley Fuerte de los Grandes Numeros para cadenas de
. Markov. '

- COROLARIO 2.18. Si una cadena de Markov con un nimero finito de estados es irreducible,
" entonces tiene una Unica distribucién estacionaria.

i6n
La demostracién para esta corolario, se sigue del Teorema 2.5 de este Capitulo y del
Corolario 4.17 del CapituloI. A
DEFINICION 2.19. Sea © una distribucién de probabilidad en £, y sea € un subconjunto de E.
Diremos que 7 esta concentrada en C si
mx)=0para x¢C y n(x)>0 para xeC
Escencialmente por los mismos argumentos de la demostracién del Teorema 2.5

podemos obtener un resultado mas general

TEOREMA 2.20 . Sea C un conjunto cerrado ¢ irreducible de estados recurrentes positivos.
Entonces . _

1 .
(2.21) r={ m SEXEC
0 sixeC

es la inica distribucion estacionaria concentrada en C .

Del Teorema 2.20, se sigue que si Cop y C; son conjuntos distintos, cerrados e
irreducibles de estados recurrentes positivos, entonces existe una distribucién estacionaria
concentrada en Co y una distribucién estacionaria m; concentrada en Cj.

Por otro lado las distribuciones

(2.22) Te(x) = (1 —a)mo(x) +arti(x) xekE, ae(0,1),

son distribuciones estacionarias.

Por lo tanto para demostrar (2.22) es suficiente mostrar

a) xé'z_ Ta(x) =1,

b) Te(x) =y§;: T (V)P(y,X).
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xEZE Ta(X) =XEE (1 -wmre(x)+am(x)) =(1-a) EE Jra(x)+x§E 7T1(x)

=(l-a)+a=1,

donde la tercera igualdad se cumple, ya que mp y = son distribuciones estacionarias, por la

tanto
IEEIE Ta(x)=1.

b)
% ma(Py,x)=Z ((1 - a)mo(y)+am ()P, x)
' yek yek

=(1 —a} Z no(Py,.x)+a T =i (V)Py,x
yek yek

=(1 - a)mo(x) + omy (¥) = mulx),
luego EE ()P, x)=mq(x), es decir b) se cumple, y asi mq(x) es una distribucion
ye
estacionaria.

COROLARIO 2.23. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

a) Si Er+ = ¢, entonces la cadena no tiene distribucion estacionaria.
b) Si Ez+ # ¢ e irreducible, entonces la cadena tiene una unica distribucién estacionaria.
¢) Si Ep- #¢ y reducible, entonces la cadena tiene una infinidad de distibuciones estacionarias.

Claramente a) se sigue del Teorema 2.4, b) se sigue del Teorema 2.5 y ¢) se sigue de
(2.22).

Observacidn: es importante notar que si la cadena de Markov es finita, entonces tiene al menos
un estado recurrente positivo (Ez+ #¢); en consecuencia, por el corolario anterior, tiene al

menos una distribucién estacionaria.

En los resultados anteriores, se ha demostrado que si {X,,» =20} es una cadena de
Markov irreducible recurrente positiva con distribucion estacionaria «, entonces

. 1 & ,» s Galxy) _
lim 7 % P"(y)=lim =7==n(), xyekL.

Enseguida se demostrard un resultado mds fuerte, que nos dice cuando la distribucion
estacionaria 7 es de equilibrio, es decir

o }_19;1“ Prx,y)=n(y}, x,yekE.
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TEOREMA 2.24. Sea {X,,n >0}, una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva, con
- distribuci6n estacionaria 1t

a) Si la cadena es aperiddica, entonces

lm Py =n0), xyeE

b) Si la cadena es periodica, con periodo d, entonces para cada par de estados x,y € E, existe un
entero r, 0 S r<d, tal que P*(x,y) =0, excepto para n = md + r para alglin entero no-negativo

my
lim Pm#(x,y) = dn(y)
Demostracion :

a) Consideremos una cadena de Markov, recurrente positiva, irreducible, aperiddica con funcién
de transicién P(x, y), espacio de estados E y distribucién estacionaria 7.

Sea a € E y definamos el conjunto

I[={n>0:P"a,a)>0}.
Entonces

i) med.1=1;
i)Simel ynelientoncesm+nel.

La propiedad ii} se sigue de la desigualdad
P™™(a,a) = P*(a,a)P™(a,a) .
- Las propiedades i) y ii) implican que existe un entero positivo n1, tal que n € ,Vn 2 n,
. La demostracién estd dada en el Apéndice A.8. Usando este resultado concluimos que

P"(a,a)>0, paratodon>n;,.

Sean x,y € E arbitrarios. De la hipétesis de irreducibilidad y por el Teorema 4.2 a) del
Capitulo I, existen enteros positivos n; y n3 tales que

P*x,a)>0 y P"{(a,y)>0;
entonces para 1 2 n

prvitm(x yY > P2 (x, a)P™(a, a)P™(a,y) >0 ;
lo cual demuestra que para cada par x,y € E, existe un entero ng =n + nz +n; tal que
(2.25) - PYx,y»)>0, nzne.
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Sea  E®={(x,y):x,y € E}, el conjunto de pares ordenados de clementos de E.
Consideremos la cadena de Markov (X, ¥,) con espacio de estados £ y funcién de transicién
y, definida por

. Pz((Xo,yo),(x,y))=P(XO,X)P())0,}/) .

Entonces se sigue que {X,,n20} y {¥x,n=0} son cadenas de Markov con funcién de
. transicion Py las transiciones de la cadena X, y ¥, son independientes una de otra.

Se demostrara que la cadena (X,, Y,) es aperiddica, irreducible, recurrente positiva, y
posteriormente usaremos estos hechos para verificar la conclusion del Teorema.

Tomando (xo,0), (x,y) € E2. Por (2.25) se sigue que existe ng > 0, tal que
(2.26) Prx0,x)>0 'y P'(yo,y)>0,  para n>ng.
Entonces |
2((x0,0), (%, )) = P"(x0, )P"(y0,y) > 0, n2no.
Concluyendo asi que la cadena es irreducible y aperiédica.

La distribucién 12 en E? definida por ma(xo,y0) = m{xo)m(yo) es una distribucién
estacionaria, ya que :

) o m2(x0,y0)P2((x0,¥0), (x,¥)) = Z I (xo)m(yo)P(x0,y)P(r0,)
€ xpeEyvpel

(xo.v0)

=( EE T(x0)P(x0,X))( Z n(y0)P(e,))
Xp€E. YoEE

= n(x)r(y)
=12(x,y).

Entonces por el Corolario 2.15 de éste Capitulo, se tiene que esta cadena es recurrente
positiva, y en particular recurrente.

Sea a € E fijo y defina
Twa =min{n>0:(X,, ¥y) =(a,a)}
] T=min{n>0:X, =Y} .

Observe que T'< T(,,5 y también que T es una variable finita con probababilidad uno,
puesto que la cadena es recurrente. En consecuencia, 7" también es finita con probabilidad uno.
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Para n2>1

(2.27) ' ) - PXu=pgT<ny=P(Y,=y,T<n), ye k.

Esta formula es intuitivamente razonable, ya que las dos cadenas son indistingibles para
n = T. Para demostrar (2.27) tomemos 1 <m <n. Entonces paraz € £

(2.28) PXn=ylT=mXn=Yn=2)=Pln=p/T=mXn=Yn=2) ,

ya que ambas probabilidades condicionales son iguales a P"™(z,y). Ahora ya que el evento
{T<n} eslaunidn de los eventos ajenos

{T=mXpn=Yn=2z}, 1<m<n y zekE ,

se sigue de (2.28) y del Apéndice A.4 que,

P(X, =yiT<n)=P(Y,=y/T<n).
De aqui (2.27) se cumple.

La ecuaci6n (2.27) implica que i
P(Xn=y)=P(X, =y, T<n)+PX, =y, T>n) . _
=P(Y,=y,T<n)+PXy=y,T>n)

SP(Y,=y)+P(T>n),
analogamente tenemos que :.%

P(Y, =)< PXy,=y)+P(T>n).

Por lo tanto paran = 1

A

i (2.29) |PX, =) =P(Y, =) SP(T>n), VyecE.

FCIT—"

Por otra parte, como T es finito con probabilidad uno,

(2.30) lim P(T>n)=0.

Por lo tanto, de (2.29) y (2.30), se sigue que

B B N

¥ e lim (P, =)~ ATy =y)=0, Wy eF.
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Ahora usaremos (2.31) para completar la demostracién del teorema. Sean x e £y la
distribucion inicial de (X,, ¥,), talque P(Xo=x)=1y

P(Yo=yo)=nlye), yoek.

Puesto que {X,,n=20} vy {¥»,n >0}, son cadenas de Markov con funcién de
transicién P, se tiene que

(2.32) Py =y)=P'x,y), ye E

(2.33) PY,=»)=n(y), yekE

Entonces de (2.31)-(2.33), se sigue :

lim (P"(x,) - n(y)) =lim (P(Xs =y) = P(Yx =) =0.
Por lo tanto, se cumple el Teorema 2.24 a).

Antes de seguir con la demostracién del Teorema 2.24 b), notemos que si C es un
conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes positivos aperiddicos y © es la imica
distribucién estacionaria concentrada en C, entonces restringiendo la cadena al conjunto C,
concluimos que

lim P"x,y)=n(y) =5 , Vx,y € C.

En particular si y es un estado recurrente positivo, entonces por ser C un conjunto cerrado
e irreducible que contiene a y, tenemos

. " .1
(234) lim P*(y,y) = & .

b) Sea X,,n >0, una cadena de Markov recurrente positiva y periédica (d > 1). Sea ¥ = X,
m20. Entonces Y,,m=0, es una cadena de Markov con funcién de transicién Q= P9,
Tomando y € E, entonces

m.c.d{m/Q™(y,y) > 0} = m.c.d{m/P™(y,y) > 0}

= m.c.d{n/P"(y,y)>0} =1.

Entonces todos los estados tienen periodo 1 con respecto a la cadena Y,,,.
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Si la cadena X, tiene estado inicial y, entonces Yy =y. Ademas, puesto que la cadena X,
regresa a y en algin muitiplo de d, se sigue que la esperanza del tiempo de regreso al estado y
para la cadena Y,, es d~'m,, donde m, es el valor esperado del tiempo medio de regreso a y
para la cadena X,. En particular, y es un estado recurrente positivo para la cadena de Markov
con funcién de transicién Q. Aplicando (2.34) a la funcién de transicién Q concluimos que

lim O"(,y) = & = dn(y),

entonces
(2.35) lim P™(y,y)=dn(y), yeE.

Sean x,y € E estados fijos y defina
ri =min(n ;: P"(x,y)>0) .

En particular, 7(x,y) > 0. Demostraremos que P*(x,y) > 0 sélo si #—r; es multiplo de

Tomemos 7, tal que P*'(y,x) > 0. Entonces
P (y,y) 2 P (y,x)P™ (x,y) > 0,
lo cual implica que r; +n; es multiplo de d. Si P*(x,y) >0, por el mismo argumento tenemos
que n+n;es miltiplo de d; porlo tanto n —r; también lo es. Entonces, 7 =kd +r; para algin

entero no-negativo .

Por otro lado dados dos mimeros r; y d con d> 0 , existe un unico par m; y r, tal que
ri =mid+r,con 0<r<d. Entonces

(2.36) P*(x,y) =0, excepto para n =md +r,
para algun entero no negativo m .

Entonces de (2.36) y de la igualdad

P(x,y) = mi-_-l PAT, =m)P™™(,y), n>1, .

tenemos

Z.37) Pr(x,y) = & Po(Ty = kd+r)Pmb4(y,5) .
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Sea

PRy vy si 0<k<m
0 si k>m

am(k) ={

y observe, de (2.35), que para cada k fijo,
: —lim Pm-0d =
}xgnco am(k) "}tl_inw P (}’,}’) - d’ﬂ.’(]/) .

Finalmente del Teorema de la Convergencia Dominada , y (2.37), concluimos

lim P (x,) = dn(y) & Pu(Ty =kd +7)

= dn)P(T, < )

= dn{y). A
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CONCLUSIONES DEL CAPITULO I :
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BL SARER DE Myx
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1) Si una cadena de Markov no tiene estados recurrentes positivos, entonces no admite
distribuciones estacionarias; pero si el conjunto de estados recurrentes positivo Ege es no-vacio,
entonces la cadena admite al menos una distribucién estacionaria. Si ademaés Eze es irreducible,
la distribucion estacionaria es (inica y se anula en los estados de transito y recurrentes nulos.

2) Por otro lado, cunando Erew # ¢ y reducible, la cadena admite una infinidad de distribuciones
estacionartas. Para ver esto, note que Eze se puede "descomponer” como la unién de conjuntos
cerrados e irreducibles y que existen distribuciones estacionarias concentradas en cada uno de
ellos. Finalmente observe que cualquier combinacion convexa de estas distribuciones también es
estacionaria.

3) Observemos que para una cadena de Markov con espacio de estados finito, el conjunto de
estados recurrentes positivos siempre es diferente del vacio; por lo tanto, siempre existe (al
menos) una distribucion estacionaria. Demostraciones alternativas de este resuitado se pueden
encontrar en [1] y [7 ]. En la primera referencia, la herramienta bésica es el teorema de Punto
Fijo de Markov-Kakutani, mientras que en la segunda se usa un procedimiento puramente
algebraico.

4) Si una cadena de Markov es irreducible y recurrente positiva, entonces por (1), se tiene que la
cadena tiene una unica distribucidn estacionaria. Si ademds es aperiddica, entonces la

distribucién estacionaria es de equilibrio, y esta dada por (x) = -,,-,1;, x€E.

5) Pero si la cadena tiene periodo d>1, entonces se tiene que la cadena cuenta con d
subconjuntos B1,83,...,84, tal que P(x,y)>0 tnicamente para x € B;,ye€B; 6
xe€By,yeBs 6..6 x € Byye B). Por consiguiente después de " d-pasos" se llega a un
estado del mismo conjunto. Entonces si consideramos a la cadena en los tiempos d,24,34, ... de
esta forma obtendremos una nueva cadena de Markov con probabilidades de transicion P4(x,y) y
en esta nueva cadena, cada conjunto B; es cerrado, irreducible y aperiédico.. De aqui veremos
que P"(x,y) no converge; por lo tanto T no es de equilibrio. Sin embargo para cada par
x,y € E, existe un entero r, 0<r<d , tal que P*(x,)=0 , excepto que n=md+r , para
algiin entero m, y en este caso se cumple

lim P(x,)) = dn®) .
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Capitulo 3

Cadenas de Markov con Espacio de Estados Finito

En este Capitulo estudiaremos cadenas de Markov con espacio de estados finito. Si
ademas la cadena de Markov es irreducible en la primera seccién se demostrarda que la
convergencia del Teorema 2.24, del Capitulo IT es geométrica.

En la segunda seccién estudiaremos el comportamiento asintdtico de P*, en el caso
irreducible.

Finalmente en la tercera seccion se estudiaran las probabilidades de absorcion.

III.1 Cadenas de Markov irreducibles.

En esta seccidn nos dedicaremos a cadenas de Markov finitas e irreducibles (ver
Definicion 4.13, del Capitulo I). En este caso, por el Corolario 4.17, del Capitulo I, tendremos
que todos los estados son recurrentes positivos. Para el estrudio de este tipo de cadenas, primero .
nos enfocaremos al caso aperiodico.

Recordemos que una cadena de Markov es irreducible si x alcanza a y, paratodo x,y € E,
es decir

Qx >0, paratodox,y € E.

DEFINICION 1.1. Sea {X;,#n>0}una cadena de Markov con matriz de probabilidades de
transicién P. Diremos que la cadena de Markov o que la matriz P es regular si existe n > 0, tal
que P'(x,y) >0, Vx,y € E.

Observemos que toda cadena de Markov regular es irreducible, mientras que el reciproco
no siempre se cumple como muestra el siguiente ejemplo.
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“EJEMPLO 1.2 Consideremos la cadena de Markov con matriz de transicién

p-(01)
10

pr = I i n=2m, m=1,2,..
P si n=2m+1, m=0,1,2,... ’

Observese que

por lo tanto, la cadena de Markov es irreducible, pero no es regular.

TEOREMA 1.3 Sea {X,,n =0}, una cadena de Markov irreducible con espacio de estados
finito. La cadena es aperiddica si y sélo si la cadena es regular.

Supongamos que la cadena es aperiddica. Del Apéndice A.8, para cada x € E, existe
ne € N, tal que P*(x,x)>0, Vn=ny. Por otra parte, de la hipétesis de irreducibilidad, para
cada x,ye€ E, existe un entero positivo m=m(x,y), tal que P"(x,y)>0. Defina
n=n(x,y)=no+m y observe que si k2 n, entonces k& se puede escribir como k=s+m, donde
s 2 ng . Luego, por la ecuacion de Chapman- Kolmogorov, se tiene que

Pé(x,y) = ZEP‘(x,z P™(z,y) = P5(x,x)P™(x,y) > 0.

Es decir, para cada pareja x,y € £ , existe n( que depende de estos estados) tal que

P¥x,) >0, Vkz=n.

Finaimente, defina
n* =max {n(x,y)}
y observe que P*(x,y) >0, ¥V k=n*,lo cual significa que la cadena es regular:

Ahora supongamos que la cadena es regular, es decir, que existe » tal que P"(x,y) >0,
Vx,y € E.

En particular, tenemos que P"(x,x) > 0, para todo n, = n, lo cual implica que la cadena
sea aperiodica, puesto que

m.C.d{n =1: Pn(x’x) > 0} = m_c_d{no,nm_hnm_z, '“} =1, A : .
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m.cd{nz1:P(x,x)>0}=mcd{no,nor1,nps2,...} = 1. A

DEFINICION 1.4 Se dice que una matriz es estacionaria si todos sus renglones son idénticos.

En el Capitulo II se demostro que una cadena con espacios de estados finito admite al
menos una distribucién estacionaria; si ademas, es irreducible la cadena es recurrente positiva y

“(x)='nl—; , xek

es la unica distribucién estacionaria ( Teorema 2.5, del Capitulo IT).

Si ademés la cadena es regular, por el Teorema 3 de esta Seccidn, la cadena es
aperiddica, y por el Teorema 2.24 a) del Capitulo II, la distribucién estacionaria es
asintéticamente estable, es decir
15) lim P'(x))=n0), xyeL.

Notemos que el limite anterior no depende de x, lo cual significa que la matriz de

transicién en n-pasos converge a una matriz estacionaria con todos sus renglones iguales a la
distribucién estacionaria 7.

El siguiente resultado, nos asegura que la convergencia en (1.5) es geométrica.
TEOREMA 1.6. Sea P la matriz de transicién de una cadena de Markov regular y w la
distribucion estacionaria. Entonces existe € (0,1) y v € N, tal que
(1.6%) [PP(x,y)-n(y)| < B, Vx,yekE, n=1,2,..,
donde [a] denota la parte entera del ntimero real a.

Demostracion: En el transcurso de la demostracién haremos uso de las siguientes cantidades:
8 =min {P(x,y) : x,y € E},

N:= namero de estados del espacio E ,

M"(y) = maximo valor de la y-ésima columna de la matriz P*,

m*(y) := minimo valor de la y-ésima columna de la matriz P".
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La demostracion se hard en dos etapas. Primero mostraremos el teorema para v=1;
luego, usaremos este resultado particular, para obtener (1.6*) cuando v es un natural arbitrario.

Supongamos primero que, P(x,y)>0,Vx,ye E . Ademas P(x,y)>38, entonces
C P,y = 1—};‘2 P(x,k)<1~-(N-1)8,Vx . Por lo tanto
Y

amn M) -mMN<I-W-1)5-6=1-N3.

Sean x,x* dos estados arbitrarios pero fijos. Sean J={y e £:P(x,y)>Px",y)} ,
J' ={y e E: P(x,y) < P(x,y)}. Entonces,

0=1-1 =§ (P(x,y) = P(x, y)) = EJ (P(x,y) -P(x’,y))+yEJ (P(x,y) —P(x,))) , entonces
. yeJ €
(1.8) 2 (Px,y)=Px,y)=-2 (P(x,y)-P(x,y),
yeJ/ yeJ
L (P(x,y)— Plx,y)) =X Plx,y)-X P(x,y)
yed yeJ yeJ
=1-Z P(x,y-Z P(x,y)
yeJ’ yeJ
S1-#J5-#5=1~N0.
En consecuencia
(L.9) I, (Pey)-P,y) = 1-7G .

Ademas

P, y) = P™ (e, y) =2 P, )Pk, y)-% Pz, k)P" (k. y)
=L (P(x, k) = Px, k))P" (k. )
=Z (PO, k)~ Ple, NP (ks y}+ Z (P, k) = P(x', k)P (K, )
<Z (P(x, k) —P(x, k)M (y)+k§}' (P(x, k) — P(xr, k))m" ()
= (M(y) - m"ON(Z (PCx, k)= Plr, k) < (1 - M) o) —-m"(y)),

donde la primera designaldad se sigue ya que (P(x,y) - P(x',k)) es negativaparacada ke ', la
iltima igualdad se sigue de (1.8) y la iltima desigualdad de (1.9). Por lo tanto
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(110)  P™(xy) - P™i(e,y) < (1 - b)) - m* (7).
Tomemos x,x°, tal que P™!(x,y) = M™1(y), P™'(x",y) = m"*'(y). De (1.10), se tiene

(1.11) M () = m™ () < (1 - NOYM() ~ m" ()

Iterando (1.11), y usando (1.7), obtenemos

(1.12) M"(y)—m"(y) < (1-N3)", para n2 1.

‘Ademaés se cumple

M) =max P, ) =masx (5 POs DP(8) ) <mie (3 Ple, MG) ) = b,

m™(y) =min P™!(x,y) =min (>,§ P, P (ky)) 2min (2 2@ m6)) =m0

Es decir, M"(y) es una sucecion decreciente , y m"(y) es una sucecion creciente en n.
Entonces M™(y) , m"(y) son sucesiones monétonas y acotadas por 1, por lo tanto convergen. De

(1.11) se tiene que ambas suceciones tienen el mismo limite al que denotaremos por 7’

Por otra parte, notemos que 8 < m!(y) <m”(y) < n/(y) < M*(y) para toda n, de donde se
tiene que n’/(y) = §, para toda y € E. Ademds se cumple

m"(y) - M"(y) S P'(x,y) - ' () S M"(y) ~ m" (),
lo cual combinado con (1.12) implica que
(1.13) [P"(x,y)-='(y)| < (1 -N8)" , paratodo x,y € E,n>1,
lo anterior implica que P*(x,y) = n'(y), Vx,y € E ..
Entonces, tomando limite en la ecuacion

P (x, ) =2 P"(x,y)P(z,y) ,

se obtiene

() =z ' (2)P(z,y).
Por lo tanto 7’ es una distribucién estacionaria, y por la unicidad se sigue que es iguala 7 .

Ahora supongamos que la cadena es regular. De la definicién (1.1), se tiene que existe v,
tal que P"(x,y) >0 paratodax,y € E . Definamos
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(1.14) 5 =min P*(x,) > 0
Si reemplazamos P por P” en la primera parte de la demostracién tenemos que
(1.15) max |P¥(x,)) - 70)| S (1 - MY, n=1,2, ..

Ahora usando esta desigualdad, se tiene

[P (%, 3) = =) = | Z P (x, )P (k) — 7)) | <X P(x, k)(1 = N&'Y" = (1-No)",m 2 1.

Entonces

(1.16) Py - < (1-N), m=1,
y obtenemos y
|P*(x,y) - n()| < (1 -NNW¥ | n=1,2,....

Haciendo B =(1 — N8’} < 1 se concluye la demostracidn. A
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Cadenas de Markov Irreducibles y Periddicas:

En esta seccion supondremos que la cadena de Markov es finita, irreducible y periddica,
con periédo d > 1. Recuerde que en éste caso la dnica distribucion estacionaria de la cadena no
es de equilibrio. Sin embargo el Teorema 1.18 de esta seccion describe el comportamiento
asintdtico de P".

Por ¢l Lema 4.42 del Capitulo I, se tiene que el espacio de estados E de la cadena se
puede dividir en 4 conjuntos disjuntos By, B3,...,B8, . De tal manera que las transiciones en un
paso sdlo son posibles de un conjunto B; a un conjunto By ,i=1,2,...,d—-1 6de B; a B,. Por
lo tanto la matriz P? puede ser considerada como la matriz de transicion en un paso del proceso
observado cada d-unidades de tiempo.

Antes de establecer el resultado principal daremos las siguientes definiciones.
DEFINICION 1.17 Paracada B;, ¢ = 1,2, ...,d , definimos

ve:=min{n e N: P"d(x,y) >0,x,y € B,},

& :=min{P* : x,y € B:},

N, = es el mimero de estados del conjunto B,

8 :=min{s; : t=1,...,d},

L:=mmn{N;:t=1,..,d},

vi=max{v,: t=1,..,d}.

TEOREMA 1.18 Sea {X,,n € N} una cadena de Markov finita, irreducible y periddica con
periodo d > 1, y nt la unica distribucién estacionaria de la cadena. Entonces existe B(0,1) y
veN, tal que

a) [P"(x,y) - dn(y)| <BI! , x,y € By, t=1,..,d.

- b) [P (x,y)-dn(y)| < BB, xe€B,, ye B, t—-s=r (mod d).
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Demostracion:

Si restringimos el espacio de estados a uno, de los conjuntos B,, ¢t=1,2,...,d, con matriz
de transicion en un paso dada por P#, en este caso tenemos una cadena de Markov irreducible,
recurrente positiva y aperiddica. Denotemos por nf, t=1,2,...,d, a la Unica distribucién de
equilibrio en B,, para la restriccién de P9 a B,.

Sea n/(x)=n'(x) six e B,. Luego por el Teorema 1.6 aplicado a la matriz P4 y a la
distribucion n‘, se cumpie

a19) PPy - <1 -Ns)E] , vxy < B,
Ademads por la definicién de 8, L y v se cumple
C a-NslElsa-melEl <oy
Por lo tanto de (1.19) y las desigualdades anteriores

(1.20) [P, -/ <1 -LF, x,yeB,, t=1,2,..,4d.

Si xeB,, yeB;, y §—t=r(modd),entonces

P"ky)=0 si keBs vy kefés Prix,k)=1.
Ademas se cumple,
[Py =) = | 2 P AP ) ~m'0)|
Por lo tanto de (1.20) se sigue
(1.21) [P ) -/ S (1L xe B, ye By y s=t+r (modd).

Notemos ademas que

P (x,)=0,si x€B,, yeB;, y r #(s—-1) (modd),
entonces

nd =1, .
(1.22) E; PH(x,y) ="n,§0 PY#r(xy) sixeB, ,yeBs y r=s—tmodd).

Si s=t entonces r=0 y el indice de la sumatoria del lado derecho de (1.22) corre de
n’=1 a n’=n.Luego de (1.21) se sigue que P (x,3) — w(y), por lo tanto el promedio
también converge a n(y) y de la igualdad (1.22) se sigue
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nd
(1.23) lim 7 £ PHxy) =n'0), my < E.

Multiplicando (1.23) por ﬁ, se cumple
im L ¥ P ) =lim L $ Prex.y) = 2O
lim ndk:[‘lP (x,y) =lim & EIP (x,y) ==

x Y . .
0'), y € E, es una distribucion estacionaria para P. Esto se

Ahora demostraremos que —;
sigue de la siguiente igualdad

AU = im L $ pk

kE:E d P(k’y) ‘,EE (r}v\—ylmm n k§l P (x! k)) P(k,y)
alim L ¥ phe _re
_;Ln%ngler(va’)“ 4

Y por unicidad de la distribucién estacionaria se cumple 7= 1‘.’&(1’2_ Luego haciendo
B=(1~Ld)<1len(1.20)yen(1.21)sesiguea)y b). . A

R et B 2 5 : s
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1.2 Cadenas de Markov Reducibles. L SALEW T WIS BUIOR

RARA MI GRANDEZA

Es conveniente recordar de las conclusiones del Capitulo I, que si una cadena de Markov
es reducible, el conjunto de estados de trinsito E7, puede ser diferente del vacio. Y el conjunto
de estados recurrentes positivos se puede poner como union finita de conjuntos cerrados e
irreducibles, y a su vez cada uno de estos conjuntos, pueden estar compuestos por estados
periodicos o aperiddicos.

Si la cadena tiene estados de transito (E7 # ¢), en este caso la matriz que represente a las
probabilidades de transicidn se pueden escribir en bloques, de la siguiente manera:

w ey

donde:

R es la submatriz cuadrada, que representa la probabilidad de, transicién en un paso, de ir de un
estado recurrente a un estado recurrente.

0 es la matriz de ceros que representa las probabilidades de ir un estado recurrente a un estado
de transito.

Q es la matriz cuadrada que representa las probabilidades de transicion de ir de un estado de
transito a un estado de transito.

S es la matriz que representa la probabilidad de transicién de ir de un estado de transito a un
estado recurrente.

DEFINICION 2.2, Una cadena de Markov, se le llama absorbente, si cada estado recurrente, es
un estado absorbente.

En el caso que una cadena de Markov sea absorbente, la submatriz R de (2.1) es la matriz
identidad. Por lo tanto la matrix P se puede escribir como

I0
. P= :
@ [50)
TEOREMA. 2.4. Sea {X,,n>0} una cadena de Markov absorbente y sea P la matriz de i) ; [
probabilidades de transicion dada por (2.3), entonces 1
n!
. on | L0 1 |
o P [ NS oj ”

donde N= (- Q).




Ot acion:

Notemos que NS representa a la matriz de probabilidad de pasar eventualmente de un
estado de transito a un estado absorbente. A la matriz N se le llama matriz fundamental.

D acid T a24;

Denotemos por Q™ a la m-ésima potencia de la matriz Q y por
2.5) Sm=(I+Q+Q2+...+Q”’)S=(§I Q’f)S.

De la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, y la definicion del producto de matrices, se
tiene que

| m_ | I 0
(2:6) d ‘(Sm Q"’]

Ademas ;Lrg O™ =0, por la Observacion (3.8) del Capitulo 1.

Luego del Lema A.10 del Apéndice, tenemos que en este caso existe la matriz inversa de
({ - ), y la denotaremos por

@2.7) N=(-Q)"=% 0",
De(2.5)y (2.7)? se tiene
9 fim . =jim (£ 0*)s
-(§ s
=NS.

Por lo tanto de (2.6) y (2.8) se sigue

. I 0
2.9 P? = .
29 L (NS 0 J 4

Ahora consideremos la cadena de Markov restringida al conjunto de estados recurrentes y
supongamos que el conjunto de estados recurrentes esta formado por s6lo un conjunto cerrado,
irreducible y aperiédico; es decir, la restriccion a la clase recurrente, es regular.
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Entonces de (2.1) R, es una submatriz irreducible y aperi6dica. Luego por el Teorema
2.24 del Capitulo II, se signe que la unica distribucién estacionaria n* concentrada en Ez

satisface

(2.10) lim R*(5)) =7°0) . %y € Er.

Sea

n*{x) si xek,
(2.10)* T= ’
0 si xekE,

la Unica distribucion estacionaria con respecto a P.

Denotemos por 1 al vector columna con la unidad en cada una de sus entradas. Entonces
17 representa la matriz cuadrada con renglones identicos a la distribucién .

TEOREMA 2.11. Sea {X,,n>0} una cadena de Markov con matriz de probabilidades de
transicion P . Supongamos que la restriccion a la clase recurrente es irreducible y aperiédica. Sea
n* la distribucién estacionaria concentrada en la clase de estados recurrentes y n dada por
(2.10)*. Entonces ‘ :

lim P"=1m .
H=ya

D

Si representamos a P como es (2.11) y Q0" y R” representan la n- ésima potencia de las
matrices Q y R, respectivamente, entonces de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, se sigue

. Rt O
P"[s,, Q”)’

donde
C_ Akopnk _ S An-kopk
(2.12) Sni1 —,EOQ SR —’EOQ SR*.
Sean
(2.13) M=R-1n* y M=R"—-1n".

Por lo tanto de (2.12) y (2.13), se tiene que Si. se puede escribir de la signiente manera
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k k
(2.14) Sk =5, QrSin+ £ Qe

De (2.10) se tiene que existe 0 <o) < 1, tal que cada entrada de la matriz M”" esti
acotada por a]. De la Observacién (3.8) del Capitulo [, se sigue que cada entrada de la submatriz
(", estd acotada por a3 con 0 < .z < 1. Entonces cada entrada de la matriz

£ otrsa
n=0 Q ’
esta acotada por
k k-n_.n
(2.15) ”}30 oy 0y .
Por lo tanto
k
(2.16) lim % Q*"SM"* =0 .
k—raon=0

Luego tomando limite cuando £ — « en (2.14), y por (2.16) obtenemos,
Lllg Skl =§O Q"ﬂSth*
=(-0)SIn*
={-O)y'I-Ql'n*

=1*g

*
.

Observemos que la segunda igualdad se sigue de (2.7). Ademds notemos que el vector
columna S1 se puede escribir como el vector columna (/ —O)1*, ya que la suma de las éntradas
del i-ésimo renglén de la matriz S es igual a uno menos la suma de las entradas del i-ésimo
renglén de la matriz O (Notemos que S y Q tienen el mismo ntiimero de renglones). Ademés el
vector columna 1 y 1%, no tienen necesariamente la misma dimensién. En el dpendice A.11, se
presentan las operaciones con mas detalle.




II1.3 Probabilidades de Absorcion

De las conclusiones del Capitulo I, tenemos que una cadena de Markov con estado
inicial en el conjunto transito £7, puede permanecer en él para siempre, 6 pasar en algiin tiempo
a un conjunto cerrado e irreducible C, contenido en Eg. Pero si £r es finito, entonces
necesariamente la cadena entrara a un conjunto cerrado e irreducible y permanecera en el para

siempre.
En muchos ejemplos es importante calcular la probabilidad de que la cadena sea

absorbida por un conjunto cerrado e irreducible.

Sea C un conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes; definamos

@3.1) - oc(x) = Py[Tc < ).

Esto es, ¢c(x) representa la probabilidad de que la cadena de Markov con estado inicial x
entre al conjunto C en un tiempo finito. Una vez que la cadena entra al conjunto C permanece en
él para siempre, por lo que ¢c(x), x € Er comunmentc se le denomina probabilidad de

absorcion.

Recuerde que Ep =_L"J1 C, donde cada C; es un conjunto cerrado e irreducible, entonces si
=

xe Eg

1 si xe(C;
Pclx) = , i=1,2,..,n.
0 st xel

Lo que no es claro, es como calcular @¢(x), six € Er.

Si el espacio de estados £ es finito es posible calcular g¢(x) resolwcndo un sistema de
ecuaciones lineales.

Observése que si la cadena empieza en un estado de trdnsito (x € E7 ), la cadena puede
entrar a un conjunto cerrado e irreducuble C en un paso o bien en algin tiempo futuro, entonces

3 o c(x) =y';Z.C P(x, y)-!—ygé Plx,yYpc(y) , x€Er.

La ecuacién (3.1) siempre se cumple, ya sea que el conjunto de estados de transito sea
finito o infinito, pero no es claro como resolver esta ecuacién, cuando Er es infinito.
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TEOREMA 3.2. Supongamos que el espacio de esrtados es finito y que E7 es finito, C es un
conjunto cerrado e irreducible de estados recurrentes. Entonces el sistema de ecuaciones

(3.3) ) =% Py % Peyy) , xeEr
yel yefr

tiene una tinica solucion, dada por

(34) ix)=0cx) , xeEr.

D tracion:

Si ( 3.3) se cumple, entonces

f)=% Po.2}+ T PO, .y eEr.
IE zekr
Sustituyendo en (3.3), encontramos que
=3 Pep % (5 Penpea)+ 3 (5 P009P0,200)

La suma de los dos primeros términos es P.(Tc <2), y el tercer termmo se reduce a
Z Pz(x z2)f{z), mismo que es igual 2 Z Pz(x, ¥)y). Entonces

fxy=PxTc< 2 z Px,y)f).
Repitiendo este procedimiento, concluimos que para todo entero pésitivo n, se tiene
3.5 f(x) =P (Tc< n)+yeZE.rP"(x, W), xekr.
Ademas de la Observacion (3.8) del Capitulo I, se sigue que:
(3.6) ,1,11,2 P, =0, =xe E, yeEr.

Por hipétesis tenemos que E7 es finito, por lo tanto de (3.6) se tiene que la suma en (3.5)
se aproxima a cero, cuando # —-%. Y en consecuencia parax € Er

flx) =lim P(Tc <n) = Po(Tc <o) =@c(x) . V

Observemos que para x € Er, se tiene que

3.7 Z.9c, ) =Z Pe(Tc; < 0) = Pu(Tz < ).
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Como el conjunto de estados de transito es finito y cada estado de transito es visitado
solo un mimero finito de veces, con probabilidad uno, pasara a un conjunto cerrado ¢ irreducible
C;; por lo tanto de (3.7) se tiene que

(3.9) 2 g0 =1

Ademas una vez que una cadena de Markov con estado inicial x € £7, entra en un
conjunto cerrado C de estados recurrentes, la cadena visita cada estado de C. Por lo tanto

G.9 Py =¢cx), xe Er y yeC.
En el siguiente ejemplo se encontraran las probabilidades de absorcion

EJEMPLO 3.10 Considérese una cadena de Markov, con espacio de estados £ = {0,1,2,3,4,5}
y con matriz de transicién dada por

™~
—

SO O

S O wmN— O
o O

o o o
oo

P(x,y) =

O O v ei—~ O

L e LR ] T T

Bl= R A==
~

,
L]
[==]
<
o O wpe

Determinaremos primero cuales estados son de transito y cuales estados son recurrentes;
para ello denotaremos por @ a la matriz dada por

0, 9 =0
(MLy)-{l,(hy>O -

En este ejemplo podemos determinar por inspeccion que estados estin comunicados. En
este caso ¢ esta dada por
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OO DD e = -
DO O = O
SO O — = O
b e e e (D
_— e e e e O
— e e = = (O

\ /

Notemos que el estado 0, es un estado absorbente y en consecuencia un estado
recurrente. Claramente se observa en la matriz ¢, que {3,4,5} es un conjunto cerrado e
irreducible, y de esta manera del Corolario 4.15 del Capitulo I, tenemos que los estados 3,4y 5
son estados recurrentes. Los estados 1 y 2, alcanzan al estado 0, pero este no alcanza a ninguno
de los estados 1 y 2. Por lo tanto del Teorema 4.3 a) del Capitulo I, se tiene que ambos estados
son de transito. En resumen, se tiene

Er={1,2}
Er=1{0,3,4,5} con C;={0} y C:2=1{3,4,5}.

Ahora encontraremos @19 y @20 . Usando (3.1), podemos ver que @10 ¥ @20 estin
determinados por las ecuaciones :

1,1 L 1 2
Pro=3+5010+3¢020 ¥ @20=35010+35P2.

Resolviendo este sistemna de ecuaciones, encontraremos que g =% Yy P '=-§ .
Analogamente podemos concluir que:

(3-11) Ppas(D=%2 y o@pis(@=%

Por otro lado de (3.11) y (3.9), tenemos que

P13 =Q14 = P15 =P(34,5) =%

02 =02 =025 =045 =5.

EJEMPLO 3.12 Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados £ = {0, 1,2, ...,d}
y con matriz de trapsicion P, tal que satisface lo siguiente :

d
(3'13) E yP(xxy) =X 4, X= 0’ 11"°9d-
=0
Luego de (3.13), tenemos que
£ yP©,y)=0
y=0y Y=
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Entonces
P0O,1)=...=P0,d)=0.

Por lo tanto, el estado 0 es un estado absorbente.
Ahora verifiquemos que el estado d es tambien un estado absorbente.
De (3.13) se sigue

(3.14) 0P(d,0) + 1P(d,1) + ...+ dP(d,d) =d .

d
Si multiplicamos por (- &) la suma g;‘.o P(d,k)=1, y el resuitado lo sumamos con ( 3.14),

tenemos que
P(d,0)=Pd;1)=P(d,2)=..=Pd,d-1)=0.

Por lo tanto, el estado 4 es un estado absorbente.
Supongamos ahora que la cadena no tiene mas estados absorbentes. En este caso cada
uno de los estados {1,2,...,d—1} alcanzan al estado 0, y por lo tanto cada uno de estos estados

es de transito.

Verifiquemos esto parax = 1.

d d
De (3.13) se sigue que yZ_lo yP(1,y) =1, ademas EO P(l,y)=1 Por lo tanto, restando Ia
segunda igualdad de la primera obtenemos '

—P(1,0)+P(1,2) +2P(1,3) +... + (d- DP(1,d) = 0.
Si suponemos que P(1, 0) =0, entonces
P(1,2)=P(1,3)=..=P(1,d) =0.
Y de nuevo por (3.13) con x = 1, se sigue que P(1,1) =1, lo cual contradice la hipdtesis
de que los estados 0 y 4 son los tnicos estados absorbentes. Por lo tanto £(1,0) > 0, es decir el

estado 1 alcanza al estado 0.

Notemos ahora que si z es un estado absorbente, entonces P"™(z,z)=1, 1<m<n.
Luego de la Proposicion (2.11) del Capitulo I, se tiene

Pr(x,y)=2 Pl =mlP""(z,2)= £ P.[T,=m]=P,[T, <n]
Entonces si z es un estado absorbente se cumple
(3.15) P"x,2)=Py[Ts<n], n21, x  E.
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QObserve
d
EXs) =2 yP(Xn =
(Xn) Ly (Xn =)

d
=2 yP"(x,y)

y=0

5 P (x,y) +dP(x, d)
= n y ﬂx,
T yP"(y

d-|
=y§0 yP*(x,y) +dP"(Ta < n).
Entonces

(3.16) Eo(X,) =j>;:; YP(x,y) + dP™(T; < ).

Ademas para los estados y=1,2,...,d—1 de transito, se cumple P*(x,y) — 0 , cuando
n — oo ( ver la observacion (3.8) del Capitulo I ). Entonces

(3.17) }1_13 E(Xy) =dP.(d < ©) = do,,.
Observe ahora que

ElXo1] =5 Pt =] =2 3] £ Plost =3, %, =]
=3 y|:§: P[Xp1 = y1Xy = %|PLX, = y]]
=2 3 P )PLX, =]

=3 | 2 yP(oy) |PLK, = 2]

=§ xP[X, = x] = E[X,].

Por lo tanto
(3.18) EXpn]=E[X,], n=0,1,2,....
Entonces de (3.18) E[X,] = £[Xy1] = ... = E[Xo], y en consecuencia E,[X,] =x.
Por lo tanto
(3.19) lim £,.(X,) =x.
R=—0
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Igualando los limites dados de (3.16) y (3.17) se tiene que,

X

(3.20) Pra=75 , x=0,1,..,d.
Ademas de (3.8) @.0+ @ = 1, por lo tanto de (3.20) tenemos que,
(3.21) po=1-%, x=0,1,...d.
EJEMPLO 3.22 Ruina del jugador. Considérese una cadena de Markov como la del ejemplo

1.14 del Capitulo I, con espacio de estados £E={0,1,2,...,d} y p=g= % . Es decir con matriz
de transicion

(10....0
1 1 |
191
702

Lol

. 2 03

0 . .01

Claramente éste ejemplo satisface (3.13).
Lo podemos interpretar de la siguiente manera.

Supongamos que dos jugadores realizan una serie de apuestas de un dolar hasta que uno
de ellos pierde su capital. Y supongamos que cada jugador tiene probabilidad de % de ganar y
perder en cada apuesta. Si el primer jugador tiene un capital inicial de x dolares, y que el
segundo jugador tiene un capital inicial de d—x dolares, entonces el segundo jugador tiene
probabilidad de ¢.s =% de perder su capital, mientras que el primer jugador tiene probabilidad
de 1 -2 de perder.
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Sea {X.,n =N} una cadena de Markov, con espacio de estados £ finito, y probabilidad
de transicion P.

1) Sila cadena es irreducible tenemos los siguientes dos casos.

i) Si P es regular, entonces la tunica distribucion estacionaria 7w, con respecto a P, es
asintoticamente estable, y de acuerdo al Teorema 1.6, se cumple

1P,y - < BB, VxyekE.

ii) Si P es periddica con periédo 4, la tnica distribucién estacionaria ®, no es
asintéticamente estable, sin embargo de acuerdo al Teorema 1.18 se cumple

lp™(x, ) ~dr()| <P , x,y € B, t=1,2,..,d.

|P""+”'(x,y)—dn(y)| SB[?':‘] , x€Bs;,yeB, t—s=m (modd)

2) Si la cadena es reducible, y el espacio de estados E consiste de b conjuntos cerrados e
irreducibles Cy, C3, ..., Cp, entonces los resultados anteriores i) ¢ ii) pueden ser aplicados a cada
uno de estos conjuntos C;, con la restriccién de P a C;. '

Sin; es la Gnica distribucidn estacionaria concentrada en C;, es decir
wi(x)>0 si xeC; y wmx)=0 sixeC;, i=12,..,5,

es una distribucién de probabilidad en E.

75




Ademds cada combinacion convexa de las distribuciones m; resulta ser distribucion
estacionaria con respecto a P en E. ;

C . . . ) 5
Lo anterior significa que si a1, ¢tz,..., Ly SON NUMeEros no negativos, tales que = o; = I,
=1

b - . . g - .
entonces X o,;7; esuna distribucidn estacionaria para P en £.
i=1 .

3) Si la cadena no es irreducible y E7 # §, en este caso la matriz de probabilidades de transicion

se puede escribir en bloques ver (2.1). Si ademas la restriccidn a la clase de estados recurrentes ,
positivos es irreducible y aperiédica, entonces existe una inica distribucidn asintGticamente '
estable respecto a P, ver Teorema 2.11. ;

T mn
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Apendice :

A .1 Si {X,,n=0}, es una cadena de Markov, con espacio de estados £, y la matriz de
transicién tiene todos sus renglones idénticos, es decir P(x,y) = fly), x,y € E, entonces X1, X5, ...
son independientes e idénticamente distribuidas , con distribucién comun f.
Demeostracion ;
Paracada n=>1,
P(X, =x) =le P(Xy =X, Xp1 =X1) ‘
=§- P(X = x/Xp-t = %1 )P(Xy1 = X1)
——-%I P(x1,X)P(Xn-1 =X1)

=f5) L o1 =31)

= f{x).
Ademas de (1.10) del Capitulo I, se sigue
P(Xo =x0,X1 =X1,...,Xn =Xn) = P(Xo = x0)P(x0, %1 )P(x1,%2) - -P(Xn-1,%n)
= P(Xo = xo)flx1 f(x2) - fxn)
= P(Xo = x0)P(X: =X1)“'.P(Xn = Xn).

Por lo tanto las variables aleatorias son independientes e idénticamente distribuidas.
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A.2 Sean los conjuntos D;, i > 1 ajenosy P(C/Di}=p, i21, entonces P(C/ U D)) =p.

Demostracién: Este resultado es consecuencia de las siguientes igualdades

P(CN(VDy) P(g (CﬂD,-)) *
P(k!) Dy P(k_) DE) *"i
_IP(CNDy
- ZPDy)

_ZP(C/D)P(D;)
T ZPDy

_ EP(D;‘) _ !
=3Py P Y ;

P(C/u D)=

A.3 Si los conjuntos E; son disjuntos y \ E; =2, entonces
i
P(C/Dy=Z P(Ei/DYP(C/E; " D).

Demostracién; Este resultado se sigue de lo siguiente

-3 P(CNE:nD) £
i P(D) I

_y XXCOE/D)PD)
= P(D)

=5, P(C N E//D)

-3 P(CNEinD)
i P(D)

_P(CND)
~ PD)

=P(C/D). V
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A.4 Si los conjuntos C;, son disjuntos y P(4/C;) = P(B/C;), Vi, entonces

Pas Y c;) =p(Bl v c) .

Demostracién; Este resultado lo obtenemos de lo siguiente
P(A N C,-)) P(u AnC .-))
P(A/ U C,-) = ' -

Auci) ) Pluc)

_ LPANC)
P(':J C,-)

_ ZPU/CHP(CY)
P(LIJ C,-)

_SPBICHP(C)

Hye)

_ZPBAC)
- P(\i) Ci)

P(LIJ (B Ci))

P C))

Hen(yc)

o)

Por lo tanto l

P(A/ Y C,-) :P(B/ Y C,-)
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A.5 Si los conjuntos C; > 1 son ajenos i > 1, entonces P(u C,-/D) =2P(Ci/D) .
Demostracion: Las siguientes igualdades demuestran el resultado a probar

Aon(uc)) Pooncy)
PD)  PD)

P(k:) C;'/D) =
_IP(DNCY
P(D)

_ £P(C/D)P(D)
- P(D)

=3 P(Ci/D).

A.6 Se verificard que la variables aleatorias W}, W%, %3, ..., definidas en la demostracién del
Teorema 3.10 del Capitulo I, son independientes e idénticamente distribuidas. Para esto es
suficiente demostrar que parar > 1,

(1) PG =mul/ Wy =my,..., Wy =m,) =Py(W}, =mp1), r21,
para luego obtener,
@) py(Wy =m1, ... Wy =my) = Py(W, =m1)...Py (W = my).
Demostracion:
Denotemos por
s(r)=m +maz+...,m,

M(r) = {s(1),5(2),...,5(r)}.

Observese que

Y
PW,=m,.., W,=m,)

_ P =my, s W =)

P =mp /WS =mi, ... Wy =m,)

__P(X,- =Y, nXj 7Y, | € MIr+1), JEL j<r+1)
—P(/Yi =y, Xj %Y, ie M), j#i, j<r, Xm, =Y)
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L A Xy XSS Xy Xy e Mz < L P Xy Xy ie MG ii<r ]

PLX =y Xyy,ieM(p),it<r]
| =P Xy =, Xj# y,r s(ry<j<s(r+1)/ Xy =yl
= P,y =3, X %3, () <J < s(r+ D] |
“—'Py(ry: Mrei)
=Py(Wy =mra).

Por lo tanto se cumple (1).

Ahora verifiquemos (2).
Py(W)], =m, W; = m,)

=P W, =mdWs=my, Wy =me [Py [ W =me /W =my,y o, Wy 2 = mya

Py[W}z, =m2/W}, =m1]_Py[W§ = ml]_
= ,V(W; = 3'7'11')-13}'(];[/;‘I = mr-l)...Py(W; = m;).Py(W}, =m)

Concluyendo asi que las variables aleatorias W,,W3,..., son independientes e
identicamente distribuidas.

A.7 Teorema de la Convergencia Dominada. Sean a(x), x € E, mameros no-negativos con
suma finita, y sea bn(x), x € E,n>1,talque |6,(x)| <1, x€E, n21y

lim ba(x) =blx), x€ E.

Entonces

}1_1)3%1 a(X)b(x) =§. a(x)b(x).




A.8 SeaI un conjunto no-vacio de enteros positivos, tal que

i), m.c.dl=1
ify,simyn e l,entoncesm+n € I.

Entonces existe #, ,tal que n € I paratodon 2 n,.

Demostracion:

Demostraremos primeramente que I contiene dos enteros consecutivos. Supongamos lo
contrario. Entonces existe un entero k22 y ni €/, tal'que 1 +k eI, y cualquiera dos

enteros distintos en I difieren en almenos k.

‘Se sigue de la propiedad i), que existe n € 1, tal que & no es divisor de n. Entonces
podemos escribirlo como 7 = mk+r, donde m es un entero no-negativo y 0 < r < k. De ii) se

sigue, que (m+ 1)(n1 +%) y n+(m+ 1)n;estan en I. Ademis su diferencia

(m+D)(m+B—n—(m+Dni=k+mk—n=k-r,

es positiva y menor que k. Esto contradice la definicién de &, por lo que hemos demostrado que
existen dos enteros consecutivos 77 y n1+1 en L. Sea n2>n?, entonces existen enteros

no-negativos myr,talque 0 <r<n, y

n —nf =mn; +r.
Entonces

n=r(n+1)+@m —r+mpmny,

el cual esta en I por la propiedad #f). Esto demuestraquen € Va2 n,=n

A.9 Sean los eventos, 45,7 2 1, tales que satisfacen
i)Si Aycdzc... vy 4 =©1An 0
n=
=4}
ii).Si 41 2422.. v 4 =nr:sl An
Entonces en estos ¢asos se cumple.

lim P4 Y=P( 4

2
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A.10 Si A" tiende a la matriz cuyas entradas son iguales a cero, cuando n tiende a infinito,
entonces ([ — A) tiene inversa y esta dada por

(I-A)'=T+A+A4%+..=1 A*
k:ﬁ .

BIBLIOTECA
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Demostracion:
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Consideremos la identidad:
1) (I—A)(I+A+A2+...+A"“1)=I—A”.

Por hipétesis, se tiene que (/— A™) tiende a 1, cuando # tiende a infinito. Entonces para n
suficientemente grande (/—A") tiene determinante distinto de cero. Ademdis como el

determinante del producto es el producto de los determinantes, de (1) se sigue que (/ —A4) tiene
determinante diferente de cero, por lo tanto tiene inversa.

Multiplicando ambos lados de (1) por (I —4)~! se tiene que
[+A+A% 4+ A% = (= A (- A7)

Pero como el lado derecho de la igualdad anterior tiende a (/—A4)~}, cuando n — w,
tenemos ' :

T-A) =T+ A+A2+.. =% Ak, ¥
=0

A.11 Sea P una matriz de probabilidades de transicion dada por (2.1) del Capitulo 3, es decir

P=(R 0 J
S0
Supongamos que las matrices R, 0, Sy Q tienenorden X ¥, ¥X§, SXr y S§XS§,

respectivamente.

Si T es la distribucion estacionaria con respecto a R , entonces

I-Q)'Sin" =(-Qy'\I-Q1'n* = 1'n",
con

1 := Vector columna de unos en cada una de sus entradas, de dimension »x 1.
1* := Vector columna de unos en cada una de sus entradas, de dimensién s x 1.
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Realicemos primeramente el producto de la matriz S con el vector columna 1.

(Su Sz ... S1r\ 1 | Su+Siz+..+51,

D Sx1l= Sa Su o So |l 1 | Su+Sn+..+Sz

Sjl S_gz P S_yr ]. sx1 SS] +SS2+'"+SS?'

l-gu—qiz—...—qis
l-gun—~gn—-..—q

1"q.rl =52 w455

Como (/- Q) es igual a

i l-gn —q12 —qi3 ... —qis
-ga1 l=—gu —qa .. —qx
I-O)=| —gn —4gn 1-g1 .. —q3 |,

L =l 452 453 . 1 =gss |
se tiene que (/- Q)1* esigual a

i l-gqu-—-giz—..~qis
: 1-421-422f---—Q'2s
2) -Ol"=| 1-gn—¢gan—..—q3

| 1-gs1-g2— .~ Gss

Por lo tanto de (1) y (2) concluimos que.

I-Q'S1" =-O'7-Q1'n". v
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